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Epigrafe

Indio - Boi Garantido - 1995
Eu sou um indio

Sou um indio guerreiro

Sou também feiticeiro

Mas eu nao quero guerra

Quero a paz na terra

A selva pra cacar

E o rio pra pescar

Eu sou um indio

Pense nisso seu branco
Ja tiraste o encanto

O esplendor da floresta
Quase nada me resta
Eu s6 quero viver

Ver meu filho crescer

Me deixe em paz seu mogo

Ou eu fico louco

Respeite os limites pra manter minha
nacao

Nao preciso do seu saber

Por que isso me faz sofrer

Eu ja tenho a beleza

Da mae natureza pra sobreviver

Me deixe em paz seu mogo

Ou eu fico louco

Respeite os limites pra manter minha
nacao

Nao preciso do seu saber

Por que isso me faz sofrer

Eu j& tenho a beleza

Da mae natureza pra sobreviver

Composicao: Emerson Maia

Saga de Um Canoeiro - Boi Capri-
choso - 1994

Vai um canoeiro, nos bragos do rio,

Velho canoeiro, vai. Ja vai canoeiro.

Vai um canoeiro, no murmurio do rio,
No siléncio da mata, vai. Ja vai cano-
eiro.

Ja vai canoeiro, nas curvas que o remo
da. Ja vai canoeiro.

Ja vai canoeiro, no remanso da traves-
sia. Ja vai canoeiro.

Enfrenta o banzeiro nas ondas dos rios,
E das correntezas vai o desafio. Ja vai
canoeiro.

Da tua canoa, o teu pensamento:

"Apenas chegar', "apenas partir'. Ja vai
canoeiro.

Teu corpo cansado de grandes viagens.
Ja& vai canoeiro.

Tuas maos calejadas do remo a remar.
J& vai canoeiro.

Da tua canoa de tantas remadas. Ja vai
canoeiro.

O porto distante,
O teu descansar....

Eu sou, eu sou.

Sou, sou, sou, SOu canoeiro. canoeiro,
vail

Eu sou, eu sou.

Sou, sou, sou, Sou canoeiro. canoeiro,
vai!

Composicao: Ronaldo Barbosa



Resumo

Nesta dissertacao é apresentada a ideia da prova do teorema que em uma superficie
ctibica nao singular em P contem 27 retas. Também, sdo mostrados como estas retas
se intersectam, quais planos formam, quais sao séxtuplos das retas que nao se cruzam
(séxtuplos de Schlaefli) etc. Um exemplo explicito da superficie definida sobre Q tal
que todas suas retas sao definidas sobre Q é tratado. Finalmente, mostra-se que existe
um isomorfismo entre uma superficie ctibica e um o plano inchado em 6 pontos. Isto é
uma matéria classica de pesquisa de século X 7X, mas ela tem desenvolvimento até hoje.
Como introducao, a dissertacdo contém a definicao do espaco afim, espago projetivo,
seus subespacos, variedades Grassmannianas dos subespacos e especialmente a variedade
G(2,4) das retas em P3. Em seguida, a construcdo inicial de uma reta em P? e P°
retas quais cruzam a ela é tratada. Mostra-se que existe uma e somente uma superficie
cubica que contem a estas 6 retas. Usando o teorema que 4 retas no espago tém 2 retas
secantes, é possivel construir todas as 27 retas nesta superficie. Também, é achada sua
matriz de intersec¢ao. Isto nos da solugoes de varios problemas combinatoérios relacionados
com esta configuracao das retas. Projecao da superficie de duas retas reversas permite
mostrar que existe um isomorfismo entre a superficie e um o plano inchado em 6 pontos.
Por sua vez, este isomorfismo permite obter mais facilmente a matriz da intersecao das
retas. Finalmente, cdlculos explicitos para uma configuragao simples das 6 retas sao feitos.
Como um resultado, obtemos uma superficie tal que todas suas 27 retas tém coordenadas
racionais.

Palavras-chave: Retas no espaco, superficies ctbicas, variedades Grassmannianas, in-
chamentos de superficies.



Abstract

In this dissertation we present the idea of proof of the theorem that on a non-singular
cubic surface in P? contains 27 straight lines. Also, they are shown as these lines intersect,
Which planes form, which are sextuples of straight lines that do not intersect (Sextuplets
of Schlaefli). An explicit example of the surface defined on Q such that all its lines are
defined on Q is treated. Finally, it is shown that there is an isomorphism between a
cubic surface and a 6-point swollen plane. This is a classic subject of nineteenth-century
research, but it has development to this day. As an introduction, the dissertation contains
the definition of the affine space, projective space, its subspaces, Grassmannian varieties
of the subspaces and especially the G(2,4) variety of the straight lines in P3. Then the
initial construction of a straight line at P3 and P° which cross it is treated. It is shown
that there is one and only one cubic surface containing these 6 lines. Using the theorem
that 4 straight in space have 2 secant lines, it is possible to construct all 27 straight
lines on this surface. Also, its intersection matrix is found. This gives us solutions to
various combinatorial problems related to this configuration of the lines. Projection of
the surface of two straight lines allows to show that there is an isomorphism between the
surface and a plane swollen in 6 points. In his turn, this isomorphism makes it easier to
obtain the matrix of the intersection of the lines. Finally, explicit calculations for a simple
configuration of the 6 straight lines are made. As a result, we obtain a surface such that
all its 27 straight lines have rational coordinates.

Keywords:Straight in space, Cubic surfaces, Grassmannian varieties, Surface swelling.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notagoes utilizadas neste trabalho.

v" R denota um anel algébrico;

v/ E™ denota um espaco vetorial de dimensao n;

v' C denota o corpo dos ntimeros complexos;

v" K denota um corpo algébrico;

v' A" denota um espaco afim de dimensao n;

v X denota uma variedade;

v/ P" denota um espaco projetivo de dimensao n;

v' L denota uma reta em P";

v' [ denota um ponto G(k,n);

v G(k,n) denota a Grassmanniana de k-planos em F;
vV Q(Ey, ..., Ey) = W, a4, denota a Variedade de Schoubert;
v Q denota uma quédrica suave em P3;

v deg(F) denota o grau do polinémio F'.
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Introducao

A geometria algébrica atua classificando os zeros de polindmios multivariados, moder-
namente ela se baseia em no uso de técnicas algébricas abstratas valendo-se principalmente
da algebra comutativa para resolver problemas geométricos sobre esses conjuntos de zeros.
Os objetos fundamentais de estudo em geometria algébrica sao variedades algébricas, que
sao manifestacoes geométricas de solugoes de sistemas de equagoes polinomiais e alguns
exemplos das classes mais estudadas de variedades algébricas sao: curvas algébricas pla-
nas que incluem retas, circulos, parabolas, elipses e hipérboles; curvas cibicas tais como
as curvas elipticas e curvas qudrticas tais como as lemniscatas e ovais de Cassini, assim
temos que um ponto do plano pertence a uma curva algébrica se suas coordenadas satisfi-
zerem uma determinada equacao polinomial. As questoes basicas envolvem o estudo dos
pontos de especial interesse, como os pontos singulares, os pontos de inflexdao e os pontos
no infinito. Esta area do conhecimento ocupa um lugar central na matematica moderna
e tem multiplas conexdes conceituais com campos tao diversos como analise complexa,
topologia e teoria dos ntimeros. Inicialmente, um estudo de sistemas de equagoes polino-
miais em varias variaveis, o sujeito da geometria algébrica comeca onde a resolucao da
equacao termina e torna-se ainda mais importante compreender as propriedades intrinse-
cas da totalidade das solugoes de um sistema de equagoes do que encontrar uma solucao
especifica, isso leva a algumas das areas mais profundas em toda a matematica, tanto
conceitualmente como em termos de técnica e neste aspecto podemos citar dois atuan-
tes precursores neste campo do conhecimento: Arthur Cayley, advogado, professor e um
dos nomes mais relevantes da matematica inglesa no século XIX, cujas teorias matema-
ticas proporcionaram a formulagdo das teoria da relatividade de Einstein e da mecanica
quantica de Max Planck. Estudou no King’s College de Londres e no Trinity College
de Cambridge, onde se destacou como um brilhante estudante e no qual foi professor por
trés anos. Desde cedo comegou a publicar trabalhos no recém-fundado Cambridge Mathe-
matical Journal e ganhou a maioria dos prémios de sua época. Apesar de seu interesse
pela matematica, decidiu estudar direito. Sem abandonar suas pesquisas e a publicacao
de ensaios cientificos, exerceu a advocacia durante 14 anos (1849-1863). Foi nomeado
catedratico de matematica pura em Cambridge (1863) e encerrou a carreira de jurista,
dedicando-se exclusivamente a matematica iniciando pelo algebrismo, sendo considerado
um dos fundadores da dlgebra moderna, pois formulou de modo rigoroso, a defini¢ao de
grupo e desenvolveu trabalhos importantes sobre a teoria dos invariantes, juntamente
com seu amigo J. J. Sylveste, e logo depois na geometria dos hiperespacos. Trabalhou nos
Estados Unidos e publicou numerosos trabalhos sobre, principalmente, geometria e alge-
bra. Também contribuiu para a analise quando publicou seu tnico livro, An Elementary
Treatise on Elliptic Functions (1876). Escreveu cerca de mil trabalhos breves, contendo
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seus artigos publicados nas varias revistas especializadas da Europa e dos Estados Unidos,
reunidos nos 13 volumes de The Collected Mathematical Papers of Arthur Cayley (1889-
1897). Foram destaques no conjunto da obra o desenvolvimento da teoria da invaridncia
algébrica e a ideia da unidade das geometrias euclidiana e nao-euclidiana. Sua geometria,
aplicavel a espacos com qualquer nimero de dimensoes, foi fundamental para o estabe-
lecimento da relagao espaco-tempo na teoria da relatividade. Deve-se ao matematico a
formulagao das regras do célculo matricial, usado posteriormente por Werner Heisenberg
em seus trabalhos sobre mecanica quantica. Também realizou estudos nos campos da
fisica astronémica e da dindmica tedrica e morreu em Cambridge, em 26 de janeiro (1895)
e George Salmon foi um matematico irlandés graduou-se no Trinity College Dublin em
1839 com honras muito altas em matematica, e em 1841 aos 21 anos, obteve uma bolsa
de estudos e uma posi¢ao de professor em mateméatica no mesmo, onde permaneceu para
o resto de sua carreira. No final dos anos 1840 e 1850, Salmon estava em comunicagao
regular e frequente com Arthur Cayley e J.J. Sylvester, juntamente com um pequeno
nimero de outros matematicos (inclusive Charles Hermite), estavam desenvolvendo um
sistema para lidar com algebra e geometria n-dimensional. Durante este periodo, Sal-
mon publicou cerca de 36 artigos em revistas, nos quais em sua maior parte, resolveu
problemas concretos em geometria algébrica, em oposi¢ao a questoes mais amplamente
sistematicas ou fundamentais. Mas ele foi um dos primeiros a adotar as inovagoes fun-
damentais de Cayley e de outros matematicos emergentes. Em 1859, ele publicou o livro
Lessons introductory to the modern higher algebra First edition (1859) (onde a palavra
"superior'significa n-dimensional), foi por um tempo simultaneamente, o estado-da-arte e
a apresentacao padrao do assunto e passou por edigoes atualizadas e expandidas em 1866,
1876 e 1885, e foi traduzido para aleméao e francés. Enquanto isso, em 1848, o Salmon
publicou um livro de estudos de graduacao intitulado A treatise on conic sections (1848),
este texto permaneceu impresso por mais de cinquenta anos, passando cinco edi¢oes atu-
alizadas em inglés, e foi traduzido para alemao, francés e italiano. O préprio Salmon nao
participou das expansoes e atualizagoes das edigoes mais posteriores. A versdo alema,
que era uma "adaptacao gratuita'de Wilhelm Fiedler, era popular como um texto de gra-
duacdo na Alemanha. Salmon também publicou dois outros textos de matematica, A
treatise on higher plane curves: Intended as a sequel to a treatise on conic sections (1852)
e A treatise on the analytic geometry of three dimensions (1862); 5th edition (1895) estes
também foram impressos por um longo periodo de tempo e passaram por varias edi¢oes
posteriores, com Salmon delegando o trabalho das edi¢Ges posteriores para outros. Em
1858, ele recebeu a The Cunningham Medal is the Academy?s. Em junho de 1863 ele
foi eleito membro da Sociedade Real seguido em 1868 pelo prémio de sua Medalha Real
"Por suas pesquisas em geometria analitica e na teoria das superficies'. Em 1889, Salmon
recebeu a Copley Medal - The Royal Society, o mais alto prémio honorario da ciéncia bri-
tanica, mas naquela época perdeu seu interesse pela matematica e a ciéncia. Estes saos
os atores principais que nortearam nossos estudos acerca do problema das 27 retas sobre
uma superficie ctbica, a qual é uma superficie algébrica é da forma f(x,y,2) = 0, onde
f(x,y, z) é um polinémio em =,y e z. A ordem da superficie é o grau do polinémio: uma
superficie de ordem "um"é um plano; uma superficie de ordem dois é chamada superficie
quéadrica e é constituida por superficies como elipses e hiperboloides, estes incluem cones,
cilindros e paraboloides e a superficie cuja historia nos interessa para esta dissertacao é
uma superficie de grau trés em quatro variaveis que é chamada de superficie ctibica, em
1849 Cayley e Salmon publicaram os resultados de sua correspondéncia com o ntimero
de retas em uma superficie ctubica, foi Cayley que, em uma carta ao Salmon , mostrou
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pela primeira vez que poderia haver apenas um ntmero finito de retas em uma superfi-
cie cubica e logo depois Salmon mostrou que havia exatamente 27 dessas retas em uma
superficie cuibica geral. No final de 1865, seu A treatise on the analytic geometry of three
dimensions (1862) Salmon descreveu como os dois haviam colaborado ao longo encontrar
o Teorema de Cayley - Salmon..

Assim, nesta dissertagao iremos fazer uma descricao de O problema das 27 Retas e
dar uma ideia de sua demonstracao, e para que o nosso proposito seja alcancado iremos
necessitar de conhecimentos prévios de: anel, que aqui sera considerado anel comutativo
e com unidade 1; homomorfismos de anéis que mandam 1 em 1; de dominio, que significa
anel com 1 # 0 e sem divisores de zero, i.é., xy = 0 = x = 0 ouy = 0 e corpo que
é¢ um dominio em que Vx # 0,3y tal que xy = 1, todo dominio R esta contido em seu
corpo de fragoes, K = Fr(R), como por exemplo, onde, Z C @Q, onde o corpo de fragoes
é caracterizado pela propriedade de que, para todo homomorfismo injetivo ¢ : R — L,
existe uma Unica extensao a um homomorfismo ¢ : K — L. Os tipos de anéis mais
importantes que iremos considerar aqui neste trabalho sdo: o anel de polinémios, R[X]
com coeficientes no anel R, na varidavel X e o anel R[Xy,...,X,], em n varidveis, por
questao de simplicidade quando estivermos considerando n = 2 ou n = 3 escreveremos
simplesmente R[X,Y] ou R[X,Y, Z] respectivamente, lembremos que todo elemento f €

R[X1,...,X,] se escreve de forma tnica como combinagdo linear de monémios, F =
1 a; X" onde i = iy,...,1,, denota um multi-indice e X* = X" ... X" O grau desse
mondmio ¢é |i| = i3 + ...+ i,. O grau ”"deg(F)” de um polinémio F é o maior dos

graus de seus mondmios X’ (com a; # 0) e dizemos que o polindmio F é homogéneo
quando todos os seus mondémios sao do mesmo grau. Polindmios homogéneos sao também
denominados formas. Para alcancar os nossos objetivos, esta dissertacao estd dividido
quatro capitulo que sao eles: No Capitulo 1 e 2 é realizado o estudo dos espacos afins e
projetivos com os principais resultados e uma grande quantidade de exemplos explicitos;
O Capitulo 3 é dedicado aos principais resultados de geometria algébrica no que se refere
a Grassmanniana, com exemplos iniciais e Grassmannianas de retas, seguindo mostrando
a imersao de Pliicker de G(k,n) e varios exemplos, seguido das variedades de Schoubert e
definindo os seus Ciclos e os Ciclos de Chaw, com exemplos claros de curvas e superficies
em G(1,3) e G(1,5) e este culmina com a exploragio da quadrica Suave Q de P? e
finalizamos no Capitulo 4, realizaremos a prova do nosso principal resultado.



Capitulo 1

Espacos afins

O nosso primeiro passo aqui é fazendo consideracoes acerca do corpo K e na geometria
algébrica classica, este corpo sempre foi o conjunto dos niimeros complexos C, mas muitos
dos mesmos resultados sdo verdadeiros se assumimos apenas que K seja algebricamente fe-
chado, assim se considerarmos o espago afim de dimensao n sobre K, denotado A™(K) (ou
mais simplesmente A", quando K é claro a partir do contexto e nao houver risco de con-
fusdo). Quando se corrige um sistema de coordenadas, pode-se identificar A™(K) com K”
e 0 objetivo de nao trabalhar com K™ é enfatizar aquele "esquecer'a estrutura do espago
vetorial que K" carrega.

1.1 Espaco afim associado a um espaco vetorial

Preliminares

Agora iremos apresentar de forma sucinta o espaco afim onde iremos definir e apre-
sentar algumas proposicoes e teoremas e alguns deles sem demonstra-los. Considera F
um espagco vetorial sobre um corpo K.

Defini¢ao 1.1. Um conjunto A # & é um espaco afim associado a E se existir uma
aplicagao
o AxA—FE

(P,Q) = PQ(:= ¢(P,Q))
verificando 0s sequintes axiomas:

i) Para todo ponto P € A e para todo vetor v € E, existe um e um somente um
elemento QQ em A tal que PQ = v;

it) Para todos os elementos P,() e R € A

PQ+QR=PR
(ou seja (PQ + QR = p(PR))

Nomenclatura

Se A é um espaco afim déa-se o nome de ponto aos aos elementos de A. Os pontos
sdo usualmente indicados por letras maiusculas do alfabeto latino. Dados dois pontos
P, Q de A, dizemos que o vetor P(Q) é o vetor com origem em P e extremidade em Q).
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1. Espagos afins

Notacao

Dado um ponto P de um espaco afim A associado ao espaco vetorial F e um vetor
v de F, usa-se a notagao simbdlica P + v para indicar o inico ponto () tal que PQ = v.
Dados dois pontos P, € A, indica-se o vetor PQ pela notacao simbdlica Q) — P.

Figura 1.1: Adicao de Vetores

Propriedades imediatas

Sendo A um espago afim (associado ao espago vetorial F ), P, Q) pontos de A, entao:
i) PP =0, que é o vetor nulo, cuja origem e extremidade ocorre em um tinico ponto;

ii) PQ = —QP que é o vetor simétrico, cujo vetor PQ) com origem em O e extremidade
em () e o seu simétrico com origem em () e extremidade em P;

iii) Para qualquer ponto P de um espago afim A associado ao espago vetorial E e para
quaisquer dois vetores u,v de E tem-se

P+ (u+v)=(P+u)+v

Estrutura de espaco afim de um espaco vetorial

Qualquer espaco vetorial E tem uma estrutura natural de espago afim dada pela
aplicagao

p:EXE—FE
(a,b) —»b—a
Em particular, o espago vetorial K” = {(z1,...,2,);2z; € K} tem uma estrutura natural

de espago afim ao qual se dd o nome de estrutura canénica (ou natural) de K". Esta
estrutura denota-se por vezes por AR ou simplesmente por A" que adotaremos neste
trabalho. Os elementos de A" sao chamados de pontos, assim temos que A! é a reta afim,
A? o plano afim, A? o espaco afim.

Subespacos afins

Sendo A um espago afim associado ao espago vetorial E, um subconjunto F de A é

um subespaco afim se
F=P+W: ={P+w,weW}

onde P é um um ponto de A e W C E é um subespaco vetorial.
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O subespago vetorial W chama-se o subespago (ou espago) de diregoes (ou diregao) de
F. Se F =P+ W diz-se que F' é o subespaco afim que passa por P com direcao W. Se
A é um subespaco afim de A e assim um ponto P é um subespaco afim de A associado
ao espaco vetorial zero.
Propriedades

Seja F = Py + W um subespaco afim do espago afim A. Entao:

i) F é um espago afim associado ao espago vetorial W;

ii) Para qualquer ponto Q € F, F = Q + W,
iii) W = {PQ; P,Q € F} (ou seja o subespago W fica unicamente determinado por F).

Dimensao

Definigao 1.2. Sendo A um espago afim associado ao espago vetorial V', a dimensdo de
A ¢ a dimensao de E como espaco vetorial. Em particular, se F = P+W é um subespaco
afim de A, a dimensdo de F € a dimensdo de W.

i) Um espago (ou subespago) afim de dimensao 1 é uma reta;
ii) Um espago (ou subespago) afim de dimensao 2 é um plano;

iii) Um espaco (ou subespago) afim de dimensao k é um k-plano.

Codimensao

Definig¢ao 1.3. Seja A um espago afim de dimensao finita n e F um subespaco afim de
A de dimensao k. A codimensdo de F € o numero n — k. Um subespaco afim H de
codimensao 1 é um hiperplano.

Observacao 1.1. A nocao de codimensao é relativa, a dimensdo de um hiperplano de A
e a codimensdo de um k-plano de A dependem da dimensdo de A. Por exemplo:

i) se A tem dimensdo 2 (A € o espaco afim real R?) os hiperplanos de A sdo retas;

i) se A tem dimensdo 3 (A € o espago afim real R?) o hiperplanos de A tem dimensdio
2 (ou seja é um plano);

ii) uma reta em R® tem codimensdo T enquanto que uma reta em R? tem codimensdo
1;

w) um 3-plano do espago afim complexo C° tem codimensdo 2.
Paralelismo
Definigao 1.4. Seja A um espago afim e
F=P+UG=Q+W
dois subespacos afins de A, os subespacos afins F e G sdo paralelos se

UCWoulWCU



1. Espagos afins

Em outras palavras F e G sao paralelos se o subespaco vetorial de dire¢des de um dos
subespacos afins estiver contido no subespaco de dire¢oes do outro subespaco afim.

Observacao 1.2. Note que:
i) Um subespago é sempre paralelo a si mesmo;

it) Se F=P+U,G=Q+W tém mesma dimensdo k, entao F e G sao paralelos se e
somente se U = W.

Teorema 1.1. Se dois subespagos afins de um mesmo espago afim sao paralelos, ou tém
interseccao vazia ou um deles estd contido no outro. Em particular, dois subespacos afins
associados ao mesmo subespago vetorial, ou sao disjuntos ou sao iguais.

Demonstracio. Sejam F = P+ U e G = Q4+ W dois subespacos afins paralelos do espago
afim A. Temos que se dados os subespacos U e W de A, por defini¢ao que de paralelismo
entre subespacos afins que U C W ou W C U.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que U C W. Se F NG # &, existe um ponto
Re FNng, peloque F=R+UeG=R+W. Concluimos que F C G, com igualdade
seU=W. O]

Consequéncias

i) Duas retas distintas paralelas nao se intersectam;

ii) Uma reta paralela a um plano ou nao encontra o plano ou esta contida nele;

)
iii) Dois hiperplanos diferentes e paralelos nao se intersectam;
)

iv) Se duas retas paralelas se encontram entao sao coincidentes.

Intersecao de subespacos afins

Teorema 1.2. Sejam F = P+ U, G = Q + W dois subespagos afins do espaco afim
A. FEntdo, ou FNG = FouF NG é um um subespaco afim. Mais precisamente se
FNG#IeR éum ponto de F NG, entdo

FNG=R+(UNW).

Demonstragcdo. Suponhamos que F NG # & e consideremos um ponto R € FNG. Pode-
mos escrever entdéo F = R+U e G=R+ W.

Um ponto X € R+ (UNW) pertence obviamente a F NG, donde R+ (UNW) C FNQG.
Reciprocamente, se um ponto X estd simultaneamente em F e em G, temos que, neces-

sariamente, o vetor RX pertence a ambos os espacos vetoriais U e W, donde

FNG=R+(UNW)

Concluimos entao que se F NG # &, entao

FNG=R+UNW).
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Generalizando

Teorema 1.3. A interseccio de subespacos afins ou € vazia ou é um subespaco afim.
Mais precisamente se B, = P, + Uy; 0 € I € uma familia de subespacos afins associados
aos subespagos vetoriais U, (respectivamente), entio ou

i) Naer Ba =@ ou

1) Naer Ba € um subespaco afim associado ao subespaco vetorial Naer Ua

Note que se Nyc; Ba # 9, temos @ # \per Ba = R+ Naer Ua onde R é qualquer
ponto de Necs Ba
Teorema 1.4. Sejam F = P+ U,G = Q + W dois subespacos afins do espago afim A.
Entio F NG # @ se, e somente se o vetor PQ) pertence ao subespaco vetorial U + W .

Demonstracdo. Suponhamos que F NG # & e seja R um ponto de F N G. Entao, como
R € F, o vetor PR € U. Analogamente o vetor R() € W. Como, pelo segundo axioma
de espaco afim, 1@ = lD_}>2 + }ﬁ conclui-se que 1@ € U+ W. Assim provamos que
FNG#P=PQeU+W.

Suponhamos agora que PQ) € U + W. Entao existe um vetor u € U e existe um vetor
w € W tais que PQ) = u + w. Por definicdo de F e de G, o ponto P +u € F e o ponto
@ — w. Temos

P+u:P+(f@—w):(P+f@)—w:Q—w

ComoP—l—u:P—l—(%—w):(P—i—ﬁ))—w:Q—w, conclui-se que F NG # @. [

1.2 Variedades Algébricas Afins

Os objetos geométricos mais simples estudados em geometria algébrica sao os subcon-
juntos de espacos afins definidos por uma ou mais equagdes polinomiais. Por exemplo em
R3, considere o conjunto (x, vy, z) satisfazendo a equacao z2+ 22— 1 = 0 que é um cilindro
circular de raio 1 ao longo do eixo y, Figura 1.2.

Figura 1.2: Cilindro
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Mais geralmente, podemos considerar solugoes simultaneas de um sistema de equacoes
polinomiais.

Conjuntos algébricos

Definicao 1.5. Uma variedade afim é um subconjunto X C C" definido por um sistema
de equagoes polinomiais,

X ={xeC" f(x)=0,VfeS}
dizemos também que € um conjunto algébrico fim

Definigao 1.6 (Equivalentemente). O conjunto de todas as solugées simultineas (a1, . .., a,) €
K" de um sistema de equagoes polinomiais:

f1<l’1,...,[)’5n) = O
fg(l’l,...,l’n) = O

:fs(l’l,...,ﬂfn) = O

¢ conhecida como a variedade afim definida por f1, ..., fs, € € denotada por X =V(f1,..., fs).
Um subconjunto V.C K™ é uma variedade afim se V.=V(fi,..., fs) para alguma colegio
de polinomios f; € Klxy, ..., z,)].

Se f é um polindémio nao constante, dizemos que V( f) é uma hipersuperficie, as conicas:
pardbolas, elipses e hipérboles, sao exemplos de variedades afins. Graficos de fungoes
polinomiais e de fungoes racionais também sao exemplos de variedades afins. Note que se
y = f(x), (f(z) sendo um polinémio) entao o grafico de f é dado por V(y — f(x)).

Exemplo 1. O grdfico da fungdo racional, Figura 1.5.
1
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Figura 1.3: Funcao Racional
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Observacao 1.3. Uma demonstragdo para estas afirmacoes pode ser encontrada em
[17].

i) Intersecao finita de variedades afins é uma variedade afim, pois se I = (f1,..., fs),

entao
S

V(I) = (V(fi) = V(F)

i=1 Fel

it) Unido finita de variedades afins também é uma variedade afim, pois

V(f-g9)=V(f)UV(g),
para quaisquer polinomios [ e g.

Temos que o Teorema da base de Hilbert estabelece que todo ideal no anel de po-
lindmios em varias varidveis sobre um anel noetheriano® é finitamente gerado. Isto pode
ser traduzido para o contexto da geometria algébrica da seguinte maneira: todo conjunto
algébrico sobre wm corpo pode ser descrito como o conjunto das raizes comuns a uma
quantidade finita de equagoes polinomiais. O teorema recebe o nome em homenagem ao
matematico alemao David Hilbert, que o demonstrou em 1888 que formalizando temos:

Teorema 1.5 (Teorema da base de Hilbert). Todo ideal de Clzy,...,x,] € finitamente
gerado.

Demonstragio. Logo, escrevendo (S) = (fi,..., fs), concluimos que V(S) = n;V(f;),
interseccao finita de hipersuperficies. O

Ideal de um subconjunto

Se X C C", definimos Z(X) = {f € Clx1,...,x,); f(x) = 0,Vz € X}. Trata-se de um
ideal radical, i.e., para cada f € Cl[xy,...,x,], se existir um inteiro k tal que f* € Z(X),
segue f € Z(X). Temos evidentemente que V(Z(X)) D X.

Proposicao 1.6. Se X C C" ¢ algébrico, entio V(Z(X)) = X.
Demonstra¢io. Se X =V (Z), vale Z C Z(X). Dal é imediato que V(Z) D V(Z(X)). O
Proposicao 1.7. Se X' é um subconjunto de A™ entio X = Z(Z(X)).

A topologia de Zariski

Os objetos principais da Geometria Algébrica sao as variedades algébricas, i.é., objetos
geométricos (variedades) definidas por polinémios (algébricas).

Considere K um corpo algebricamente fechado e A™ o espago afim n-dimensional sobre
K. Vamos imbuir A" de uma topologia.

Considere o anel de polinomios K[ X7, ..., X,] nas varidveis X7, ..., X,, com coeficien-
tes em K.
Seja § C K[X7, ..., X,] um subconjunto. Denotamos por

Z(S):={zxeA” | f(x)=0;VfeS}

o conjunto de zeros de S.

1Um anel noetheriano é um anel comutativo que satisfaz a condicdo da cadeia ascendente para ideais.
O termo noetheriano é uma homenagem a matematica alemad Emmy Noether
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Lema 1.8. Temos que
i) Z({0}) = A" e Z(K[X4,...,X,]) = 2;
ii) Se 8 e Sy sdo subconjuntos de K[ X1, ..., X,] com S C S,, entio Z(S2) C (S1);
it1) Dada uma familia S; de subconjuntos de K[ X1, ..., X,], entao N;Z(S;) = Z(U;S);

iv) Se Se Sy e Sy sao subconjuntos de K[ X1, ..., X,], entdo Z(S1)UZ(Sy) = Z(S) onde
S = 8182 = {fl'fg ’ fl c Sl,Z = 1,2}

Demonstragio. A demonstracdo pode ser encontrada em [5] O]

Defini¢ao 1.7. Dizemos que um subconjunto X C A" de fechado se X = Z(S) para
algum S C K[Xq,. .., X,]. Assim, um subconjunto aberto de A™ é o complementar de um

fechado.

Corolario 1.9. Os subconjuntos abertos de A™ formam uma topologia chamada topologia
de Zariski.

Demonstra¢io. A demonstracao pode ser encontrada em [5] O

Proposicao 1.10. Todo subconjunto X C A" se escreve de forma inica como uniao finita
X=WU...UW,

onde W; é um fechado irredutivel de X para cada i e W; € W; se i # j.

Demonstragio. A demonstragao pode ser encontrada em [5] O

A colecao dos subconjuntos algébricos de C" satisfaz o axioma de cole¢ao dos subcon-
juntos fechados de uma topologia, chamada a topologia de Zariski:

i) @, C" sdo algébricos;
i) Ap,..., &, C C"algébricos = X; U...U A&, algébrico;
iii) X, algébrico Va € N = N, X, algébrico.

Se X C C™ é um subconjunto, convencionaremos considera-lo como subespaco topolégico
com a topologia de Zariski induzida.

Exemplo 2. Considere o cone
V((z -2 -2 —y*) CR?

e a esfera
V(z?+y*+ 22 —4) CR?

Calcular a interseccao e a unido destas duas variedades afins, assim temos:
Na Intersec¢ao temos

V((z=2?—2" =y, 2° + " + 2° —4)

11
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Note que na intersec¢io da esfera e o cone, na Figura 1.4 (parte real) vemos uma circun-
feréncia e um ponto isolado, que sao os pontos em comum nas duas variedades afins.

V((z =2 -2 — 9?22+ > + 22 —4) =V((z - 2)* =2 — )N V(2 +y* + 22 — 4)

Figura 1.4: Uniao e Intersecdo do Cone e da Esfera

Considerando agora o seguinte sistema S para obtermos (cone N esfera):

G [ G2t a0 =0
x? +y? 422 -4 =0

resolvendo o sistema obtemos z = 0 ou z = 2, no plano z = 0, temos a circunferéncia
dada por z* +y* = 4 e no plano z = 2, temos x> + y* = 0, que é o ponto (0,0,2) (caso
real) ou duas retas (x + iy)(x — iy) contida no plano z =2 (caso complezo).

Com relagcao a uniao temos que

V(=2 —a? =) - (2 + o> + 22 = 4)) = V((( = 2)* —2® =) UV(2® +y* +2° —4).

Temos as variedades afins triviais V(0) = K", V(1) = @ e como V(z; — a1, 29 —
agy ..., Tp—ay) = (ay,a9,...,a,),a; € K entdo qualquer subconjunto finito de K", n > 0,
¢ uma variedade afim. Por outro lado, considere o conjunto S = R — {(0,1,2)} C R,
verifica-se que S nao é uma variedade afim, pois se f é um polinémio em R|[z] que se
anula em todo ponto de S, entdo f tem infinitas raizes e pelas propriedade de polinémios
em uma variavel, isto implica que f deve ser necessariamente o polinomio nulo. Portanto, a
menor variedade em R contendo S é prépria reta real. Se F' é um polinémio nao constante,
o conjunto de zeros de F, isto é, pontos a = (ay, ..., a,) € K" tal que F'(a) = 0, é chamado
de hipersuperficie definida por F, e denotada por V(F'), assim se F' é um polinémio onde
deg(F) = 1, temos que V(F) é chamado de hiperplano em K"

Exemplo 3 (Caso Geral). Um exemplo de variedade afim importante com muitas apli-
cagoes vem da dalgebra linear. Fixamos um corpo K e considere um sistema linear com m
equagoes e m varidveis Ty, o, . .., T, com coeficientes a;j;1 <i <m;1 <n em K:
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a11T1 +a12%2 +... H+a,x, = b1
211 +CL22(L’2 —+ ... +CL2nIn = bg
Am-11T1  FAm-1)2T2 + ... FAm-1)nTn = brm—1
Am1T1 +amaTs + ... FamnnTn = b,,.

As solugoes destas equagoes formam uma variedade afim em K", chamada especial-
mente de variedade linear, assim as retas e planos sao exemplos de variedades lineares.
Em dlgebra linear, utilizamos o método reducao por linha, também chamada de eliminagdo
Gaussiana, que nos fornece um método ou algoritmo para encontrar todas as solugoes de
tal sistema de equacoes lineares. Fxiste uma generalizagdo deste algoritmo para resolver
sistemas com equacoes polinomiais.

Torna-se muito importante saber a dimensao de uma variedade afim e iremos expor
brevemente de modo intuitivo sobre a dimensao de uma variedade afim usando alguns
exemplos, tais como:

i) Uma reta ou uma curva em R? é um objeto de dimensio 1, i.é., (dimensao da curva)
=1 = dim(R?)— (ntimero de equagoes);

ii) Uma equagdao em R? geralmente nos d4 uma superficie, que tem dimensio 2, i.6.,(dimensao
da superficie) = 2 = dim(R3)— (nimero de equagoes);

iii) A intersecgdo de dois planos concorrentes em R? gera uma reta, cuja dimensao ¢ 1,
i.é., (dimensdo da reta C R3) = 1 = dim(R?)— (ntimero de equagoes).

A nossa intuicao nos leva a conjecturar que a dimensao da variedade afim é igual a
dimensao do espa¢o menos o niimero de equagoes. Se isso for verdade, entao a dimensao
do conjunto solucao do sistema linear S acima seria, m — n, i.é., nimero de equagoes
menos o numero de variaveis, contudo, isso em geral nao ¢é valido, na realidade, quando
o conjunto V C K" for a variedade linear do sistema linear S, os teoremas da &lgebra
linear nos garantem que se V # &, entao V tem dimensao n — r, onde r é o posto da
matriz dos coeficientes do sistema S. Portanto, para variedades lineares a dimensao é
determinada pelo niimero de equagoes linearmente independentes. Esta intuicao se aplica
para variedades afins em geral, um leitor interessado que queira aprofundar-se no assunto,
pode iniciar sua busca em [6] por exemplo.

Um outro exemplo onde a dimensao da variedade afim é diferente da dimensao do
espago menos o numero de equagoes é dado por V(xz,yz) veja que temos duas equagoes,
mas a dimensao desta variedade nao é 1 (dimensdo do espago menos o nimero de equa-
goes), pois as equagoes xz = yz = 0 define a unido do plano—zy com o eixo z, que tem
dimensao global igual a 2.

Exemplo 4 (Variedade afim na forma paramétrica). Temos que W := {(t,t? t3) € K3}
¢ uma variedade afim, precisamos encontrar um conjunto de equacoes polinomiais com
3 wvaridveis que se anulam nos pontos da forma (t,t%,t3), este problema é chamado de
implitizacao e sempre é possivel resolvé-lo, fazendo
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eliminando a varidvel t, temos

r? =12 =y; uma equacdo da forma 2% —y = 0
x® =13 = z; uma equacao da forma 2® — 2 =0
y? =1t% = 2% uma equacdo da forma y> — 22 =0

Assim, os pontos da forma (t,12,t3) € K, satisfazem simultaneamente essas equagcoes,
logo
W =V(?—y,2* — 29" - 2%

Portanto, W € uma variedade afim. Observe também que

ry =13 = z; outra equacdo da forma zy — z =0
rz =1t* =12 outra equacdo da forma xz — y? = 0,

entao
W =V(z? -y, 2y — 2,72 — 3/°).

Portanto, W é uma variedade afim.

Uma variedade afim V = V(fy,..., fs) C K", pode ser descrita por diferentes sistemas
de equagdes, pois se g = p1fi + ... + psfs, com p; € K[zy,...,x,], entdo g(a) = 0,a €
V. Consequentemente, dado qualquer conjunto de equagoes definindo uma variedade V,
sempre podemos produzir infinitos novos polinémios que também se anulam sobre V, em
termos de ideais, g como acima, significa que g pertence ao ideal gerado por fi,..., fs,
logo, uma cole¢ao destes novos polinomios definem a mesma variedade que os polinémios
fi,..., fs definem, i.é., ideais iguais tem variedades iguais, ou seja, I = (f1,..., fs),J =

(g1,...,91) e I = J, entdo V(I) = V(J), agora podemos ter V(I) =V (J) com I & J.
Exemplo 5. Considere o sequinte sistema linear

r +2y —2 41 =0
S=93 —x +y —z +2 =
2 -2y +2z +1 =0.

Figura 1.5: Planos
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1. Espagos afins

Escalonando o sistema linear S, obtemos outro sistema linear Sy equivalente a S, dado
por:
r +2y —z 41 =0
Sl = +3y -2z +3 =0
+1 =0.

Como S1 nao tem solucao, seque que S também nao tem. Por outro lado, note que os
ideais determinados pelas equagoes de S e Si sao respectivamente,

I=(x+2y—z+1,—v4+y—2+2,20—2y+22+1)

J=(r+2y—2z+1,43y — 22+ 3,1).

Um dos geradores do ideal J é o polindmio constante nao nulo g := 1, e como nenhum
ponto de K? se anula em g(x,y,2) = 1, temos que V(I) = V(J) = & e observe ainda que
o ideal J gera todo o anel, pois 1 € J, e ainda que todo ideal J que contém um polinomio
constante ndao nulo, satisfaz V(J) = @. Se K" nao é algebricamente fechado, podemos ter
V(J) = @, sem que 1 € J. O ideal préprio gerado por x> + 1 € R[x| ndo tem um zero
comum. Porém, se K é um corpo algebricamente fechado e se J G (K[xy,...,z,] (J um
ideal proprio), entiao V(J) # &, esta afirmagao pode ser vista em [6] que é um resultado
devido a Hilbert?.

1.3 Produto de Variedades Afins

Observemos que na topologia produto de C™ x C", os fechados sdo as unides finitas
de subconjuntos da forma X x Y, com X € C™, YC" fechados.

Por exemplo, para m = n = 1, resultam apenas as unioes finitas de retas horizontais
ou verticais ou pontos. Enquanto isso, em C2, cada polindmio nio constante define uma
curva, f(z,y) = 0.

Essas consideracoes levam a definir a topologia de Zariski no produto cartesiano como
a induzida pela bijecao natural

C™ x C" — Ccmtr

(z,y) — (z,y)

onde abreviamos x = (21,...,%m), ¥ = (Y1, .-, Yn).

Como vimos, essa topologia é mais fina do que a topologia produto.

Observe também que, no anel de polinémios C|z, y] com dois blocos de varidveis, cada
elemento se escreve como soma de elementos da forma f(z)g(y).

A prova deste Lema 1.11, Proposi¢io 1.12 e os Lemas 1.18 e 1.1/ podem ser encon-
tradas em [17].

20 Hilbert Nullstellensatz (em alemdo: teorema dos zeros) é um teorema em Geometria Algébrica
que relaciona variedades e ideais em anéis de polinémios sobre corpos algebricamente fechados. Foi
provado inicialmente por David Hilbert, em 1893. Seja K um corpo algebricamente fechado (como o dos
ndmeros complexos), considera-se o anel de polinémios K|z1,...,x,] e seja I um ideal neste anel. O
Teorema dos Zeros de Hilbert nos diz que se p é um polinémio em K[x1, ..., z,] que se anula na variedade
V(I), i.é., p(a) = 0,Va € V(I), entdo existe um numero natural r tal que p” € I. Um coroldrio imediato
é o Teorema dos Zeros Fraco: se I é um ideal préprio em K[z1,...,z,], entdo V(I) ndo pode ser vazio,
i.é., existe um zero comum para todos os polinémios do ideal. Esta é a razdo para o nome do teorema.
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1. Espagos afins

Lema 1.11. A projecio p; : C™ x C* — C™ ¢é um morfismo aberto.

Proposicao 1.12. Sejam X C C™, Y C C" subvariedades afins, e sejam py1,py as proje-
coes de C™ x C". Entdo:

i) X x Y CC™x C"=C™™" é uma subvariedade afim,

it) Cada fungao reqular X x Y — C € soma de fungoes da forma f(x)g(y) tais que f
(resp. g) € reqular em X (resp. V).

Lema 1.13. Notacdo como acima, temos
i) (X xY) = Jx + Jy;
it) Se X e ) sao irredutiveis entdo X x Y também é.

Lema 1.14. Sejam X,), Z variedades com X, Y afins. Entdo para todo par de morfismos
0:Z =X Y:Z—=)Y, aaplicagio p: Z — X XY dada por p(Z) = (p(2),¥(Z)) € um
morfismo.
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Capitulo 2

Espacos Projetivos

Assim como as férmulas para as raizes dos polinémios de 2°,3° e 4° grau sugerem
a extensao dos numeros reais a configuracao mais algebricamente completa dos ntime-
ros complexos, muitas propriedades das variedades algébricas sugerem o alongamento do
espaco afim para um espaco projetivo mais geometricamente completo. Enquanto os ni-
meros complexos sdo obtidos adicionando o niimero i, uma raiz do polinémio 22 + 1, o
espaco projetivo é obtido adicionando em pontos apropriados "no infinito", pontos em
que retas paralelas podem se encontrar. Para ver como isso pode acontecer, considere a
variedade V(y — 2?), se esbocarmos obteremos uma parabola, & medida que z vai para o
infinito positivo, a inclinacio da reta da origem para o ponto (z,x?) também vai para o
infinito positivo e quando x vai para o infinito negativo, a inclinacao da mesma reta vai
para o infinito negativo. Vamos comparar isso com a variedade V(y—2?), esta é uma curva
cubica, note que a medida que x vai para o infinito positivo, a inclinacao da reta da origem
para o ponto (z,z%) passa para o infinito positivo, como antes, contudo ao contrario de
antes, quando x vai para o infinito negativo, a inclinacao da mesma reta também vai para
o infinito positivo e este comportamento é exatamente o oposto da parabola(figura 2.1).

3

Figura 2.1: Pardbola (y = 22, vermelho) e ctibica (y = 23, azul) no espaco projetivo

Portanto, o comportamento "no infinito"da variedade V(y — 2?) é diferente do compor-
tamento "no infinito"da variedade V(y — 2%). A consideragio da realizagdo projetiva das
duas curvas, que ¢ o seu prolongamento "no infinito'no plano projetivo, permite quantifi-
car essa diferenga: o ponto na infinidade da parabola é um ponto regular, cuja tangente
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2. Espacgos Projetivos

é a reta no infinito, enquanto o ponto na infinidade da curva cibica é uma cuspide e
além disso, ambas as curvas sao racionais, como sao parametrizadas por z e o Teorema
de Riemann-Roch implica que a curva cibica deve ter uma singularidade, que deve estar
no infinito, pois todos os seus pontos no espago afim sao regulares.

Assim, muitas das propriedades das variedades algébricas, incluindo a equivaléncia bir-
racional e todas as propriedades topoldgicas, dependem do comportamento "no infinito'e,
portanto, é natural estudar as variedades no espago projetivo e ainda mais, a introducao
de técnicas projetivas fez com que muitos teoremas em geometria algébrica sejam mais
simples e mais nitidos: por exemplo, o Teorema de Bézout sobre o niimero de pontos de
interseccao entre duas variedades pode ser declarado na sua forma mais nitida somente no
espaco projetivo. Por estas razoes, o espago projetivo desempenha um papel fundamental
na geometria algébrica.

2.1 Variedades Algébricas Projetivas

Uma variedade algébrica é o conjunto de zeros de uma familia de polinémios e cons-
titui o objeto principal de estudo da geometria algébrica. Pelo conceito de variedade
algébrica é possivel constituir uma relacao entre a algebra e a geometria, o que per-
mite reformular problemas geométricos em termos algébricos, e vice-versa. Tal relacao
é baseada principalmente no fato que um polindémio complexo em uma variavel é comple-
tamente determinado pelos seus zeros: o Teorema dos Zeros de Hilbert permite estabelecer
uma correspondéncia entre variedade algébrica e ideal de anéis de polindémios, sendo as-
sim nesta secao estudaremos curvas, conjuntos dados por zeros de sistemas de equacoes
polinomiais. Utilizaremos um pouco de algebra e, em particular, precisamos estudar os
ideias do anel de polinémios Clxy,...,z,|. Entre os principais exemplos de variedades
temos os espacos projetivos, definidos a seguir.

2.1.1 Espaco projetivo P”
A construcao do espago projetivo

Inicialmente faremos algumas defini¢oes e construgoes geométricas do espaco ambiente
que estudaremos. Essa introdugao é essencial no estudo da geometria projetiva quanto
geometria algébrica, pois nos dara nocoes intuitivas dos espagos sobre os quais trabalha-
mos. Sem ela a teoria seguinte poderia se tornar bastante artificial. Atualmente, o espaco
projetivo P" de dimensao n ¢é geralmente definido como o conjunto das retas que passam
por um ponto, considerado como a origem, no espaco afim de dimensao n+ 1 ou de forma
equivalente, ao conjunto das retas em um vetor do espaco vetorial de dimensao n + 1.
Quando um sistema de coordenadas foi escolhido no espago de dimensao n + 1, todos os
pontos de uma reta tém o mesmo conjunto de coordenadas até a multiplicacdo por um
elemento do corpo K, isso define as coordenadas homogéneas de um ponto de P" como
uma sequéncia de n + 1 elementos do corpo base K, definidos até a multiplicacdo por
um elemento A diferente de zero K (o mesmo para toda a sequéncia). A ideia bésica da
geometria projetiva é acrescentar pontos no infinito, de modo que, por exemplo, quais-
quer duas retas no plano se intersectem. E claro que isso ndo ocorre no plano afim. Para
construir o plano projetivo, identificamos o plano afim A? com o plano

AQ = {(33'0,1’1,.%2) c K3 ’ To = 1}
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2. Espacgos Projetivos

do espago afim K3. Cada ponto (1, z;,x5) deste plano determina uma reta passando pela
origem, a saber a reta {(A\, Az1, A\x2) | A € K}. As retas em K?® passando pela origem
que nao intersectam o plano "zy = 17 sao as retas do plano "xy” = 0”. Intuitivamente,
uma tal reta encontra o plano "zy = 1”7 no infinito. Usamos estas retas entao para definir
os pontos no infinito.

Assim, o plano projetivo P2 é tal que existe a bijecao

{ pontos de P?} < { retas em K® passando pela origem }.

Uma tal reta ¢ da forma {(Axg, Az1,Az2) | X € K}, onde (xg, 71, 22) € K® nio ¢é a
origem. Note que dois vetores (zg, 1, 22) € (Yo, y1,y2) definem a mesma reta pela origem
se, e somente se

(y07y17y2> = ()\x(b AT, /\$2)

para algum A € K. Denotamos o ponto correspondente em P? por (zy : x1 : Z3). Analo-
gamente, o espaco projetivo de dimensao n é denotado por P" e tem pontos que corres-
pondem a retas em K™™' passando pela origem. Isto nos motiva a seguinte definicdo.

Definicao 2.1. O espago projetivo de dimensao n ¢é dado por
P" =Py = (K"™\{0})/ ~

onde
(Toy oy n) ~ Yoy -+ Yn) S T = Ay, Vi=1,....n
para algum A\ € K*

Definicao 2.2. Um ponto P do espago projetivo P™ sobre o corpo K € definido por uma
(n+ 1)-upla (zo : ...: x,), tais que x; € K sao ndao simultaneamente nulos. Os nimeros
x, sao chamados coordenadas homogéneas de P. Uma outra (n + 1)-upla (yo : ... : yn)
também define P se, e somente se, existe um numero X # 0, tal que x; = A\y;, Vi =
0,1,...,n.

Usualmente, chamamos de pontos finitos aos pontos do conjunto
{(xo:...ixp) €P" | o0 ={(1:2y:...:2,) | (x1:...:2,) € A"}
e chamamos de pontos infinitos aos pontos do conjunto
{(mo:...ixn) €P" | 2g=0}={(0:2y:...:m,) | (zy:...:2,) €P"'}

note que o conjunto dos pontos finitos de P pode ser identificado com A™ e o conjunto
dos pontos infinitos pode ser identificado com P*~1.

Observacao 2.1. Em particular, temos
P! = reta afim dos pontos finitos U {(0: 1)}

e assim P tem um 1nico ponto infinito e este espaco projetivo de dimensdo igual a 1 €
chamado de reta projetiva,

P? = plano afim dos pontos finitos U reta projetiva dos pontos infinitos

e assim P? é um espaco projetivo de dimensdo iqual a 2 é chamado de plano projetivo;
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2. Espacgos Projetivos

P? = espaco afim dos pontos finitos U espago projetiva dos pontos infinitos

e assim P? € um espago projetivo de dimensdo igual a 3 é chamado de espaco projetivo.

Além disso em geral omitimos sobre qual corpo estamos trabalhando, a nao ser que
isso seja especialmente relevante na situacao, e escrevemos apenas P”.

Outra propriedade importante desse sistema de coordenadas é que nao existem pontos
em P" com todas as coordenadas nulas.

Antes de fazermos consideragoes sobre as variedades projetivas, onde trataremos nosso
problema, vamos tentar mostrar essa construcao deste espaco de duas formas, que nos
dardao motivagoes suficientes para a construcoes mais gerais:

Primeira Forma

Dentre as vérias formas de "enxergar'o espaco P", vejamos o caso P?(R) por exemplo
em [12] (que é o caso mais interessante que conseguimos desenhar). Podemos enxergar
cada elemento desse espago como uma reta que passa pela origem em R? (dois pontos em
R3\ {0} estdo numa mesma reta desse tipo se, e somente se pertencem a mesma classe
de equivaléncia). Continuando nessa linha de pensamento podemos observar também que
uma reta desse tipo intercepta S?, a esfera unitaria, em exatamente dois pontos. Portanto,
podemos olhar apenas para o hemisfério superior de S2.

Figura 2.2: Esfera S?

Todos as retas que nao pertencem ao plano z = 0 estao representadas unicamente nesse
hemisfério, as outras sao representadas por dois pontos que chamamos de antipodais, no
"equador'de S?. Para tentar compreender o formato do plano projetivo podemos imaginar
a "colagem'desses pontos antipodais, essa é uma imagem que nao pode ser realizada em
trés dimensoes.

I[sso nos deixa numa situagao muito boa para introduzir as retas projetivas imersas no
plano projetivo. Uma reta em P? é um conjunto do tipo

= {(l’o L X IEQ) € ]PQ‘G()Z’Q + a1Z1 + Ao = O,VClo,al,CLQ € K}
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com ao menos um a; # 0. Ou seja, olhando P(R) da forma que estamos fazendo, uma
reta em P%(R) serd a interseccio de um plano que passa pela origem com S? (na verdade
a classe de equivaléncia determinada por esse circulo). Observe pelo desenho que duas
retas em P? sempre se interceptam, i. é., estamos nos referindo ao teorema da dualidade.

Segunda Forma

Vejamos agora consideracoes sobre como construir o Plano Projetivo Real, da seguinte
forma como em [17]. Considere o plano afim mergulhado no espago tridimensional R?,
cuja equagao ¢ dada por z = 1.

Flano = =10 3 Ponto ao co

Figura 2.3: Plano Projetivo Real

Cada ponto P em 7w := z = 1 determina uma tnica reta Up passando pela origem e
pelo ponto dado, determinando subespacos unidimensionais da forma Up C R? e temos
ainda os subespacos unidimensionais que nao interceptam o plano 7w, que sao os subes-
pacos contidos no Plano z = 0, chamado de pontos no infinito, i.é., se as retas [,I' C 7
encontram-se em seu ponto de intersecgao, esta geram a reta [” a elas associadas, caso as
retas [,l" C w sejam paralelas ainda assim se interceptam ao longo de uma reta que passa
pela origem contida no plano z = 0.

HPlano = =10 3

Figura 2.4: Plano Projetivo Real

Este fato nos remete a seguinte definicao de Plano Projetivo Real:

21



2. Espacgos Projetivos

Definicao 2.3. O Plano Projetivo P? € o conjunto das retas do espaco tridimensional
real passando pela origem, i.€., o conjunto dos subespacos unidimensionais do espaco
tridimensional real R?

Decorre diretamente da definicdo que o plano 7 fica naturalmente identificado a um
subconjunto de P? que ¢ denotado pelo préprio 7, os ponto de P2\ como visto acima sio
chamados pontos ao infinito.

Denotamos por (z : y : z) o ponto de P? que representa a reta ligando a origem O a
um ponto P = (z,y,z) # O. Dizemos z,y, z sas as coordenadas homogéneas do ponto
P = (x:y: z) relativas a base canénica {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

Por defini¢ao, temos que

(x:y:2)~ (2 :y:2)
se, e somente se
X # 0 tal que (z,y,2) = A",y ).

Definimos a aplica¢ao
q:R*— {0} — P?

que introduz naturalmente uma topologia em P2, a topologia quociente. Dizemos que um
subconjunto U C P? é aberto se ¢~ (U) é aberto em R* — {0} com topologia usual. Desta
forma vemos que P? é uma "compactificacdo'do plano afim

Observagao 2.2. Quando trabalhamos sobre um corpo qualquer K, ainda € possivel ver
P2 como um espago topoldgico compacto. Neste caso, a topologia natural a ser considerada
¢ a topologia de Zariski , onde os fechados sdo os conjuntos algébricos projetivos e nada
se perde no estudo dos conjuntos algébricos quando consideramos esta topologia. Nesta
dissertacao, estamos trabalhando sempre sobre o corpo dos numeros complexos.

A representacdo acima é extremamente interessante pois nos permite observar que
podemos "recortar'do nosso plano projetivo um plano afim e os pontos que sobram, nesse
caso o conjunto

{(z:y:2) €eP*R)|(x:y:0),z,y € R}

E na verdade uma reta projetiva (a reta z = 0), a qual chamamos de reta no infinito, que
aqui denotaremos por [, i. é., podemos enxergar nosso plano projetivo como a uniao de
um plano afim e um reta projetiva.

P? = A?U P!
Sem perda de generalidades, note que:
e As coordenadas de P™ sao (xg : @1 : ot ... Tpoo: Tpo1: Tp);

e As coordenadas de P! 830 (wg: @1 1T ... Tyo: Ty_1);

As coordenadas de P? sao (zg : 71 : T3);

As coordenadas de P! sdo (zg : 1);

As coordenadas de P sao (9);
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note também que:

e As coordenadas de A" sd0 (1: 2y 1@y ...  Typ_9:Tpq:Ty);

e As coordenadas de A" 1 sdao (1: 2y :@9: ... Ty o: Ty 1);

e As coordenadas de A? sdo (1:x1 : 2a);
e As coordenadas de A! sdo (1 : z;);

e As coordenadas de A° sdo (1);

Assim
P =A"UP" ! = P =AM UPT T S PP = AT UPT T s
=P =AUPP= P =A2UP =P = ATUP
Logo
PP =A"UA"TUA" 2UA" 3 U.. . UAUA2UATUA®
note que:

e P’ = P(C') = {[1]} consiste de um tinico ponto, pois C = [1] é o tnico subespago
de C de dimensao 1;

e P! consiste de uma cépia de C e o ponto no infinito, i. ¢é., P! = {[a,1]la € C} U
{[(1,0)]};

Exemplo 6. [}/ A reta projetiva real, RP' = P(R?), como conjunto, ele se identifica com
o conjunto das retas no plano que passam pela origem. Uma outra forma de caracterizar a
reta projetiva é considerarmos a circunferéncia S* = {(z,y) € R*|z*+y* = 1}. Como cada
reta que passa pela origem cruza S' em dois pontos diametralmente opostos, chamados
pontos antipodas, podemos identificar a reta projetiva real com uma semi-circunferéncia
na qual suas extremidades estao identificadas, fazendo, assim, um espaco homeomorfo a
S, como podemos ver na figura 2.5.

Figura 2.5: A reta projetiva RP! é homeomorfa a S*
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Exemplo 7. [4] O plano projetivo real RP?> = P(R?), como conjunto ele se identifica
com o conjunto de todas as retas no espago tridimensional que passam pela origem, para
caracteriza-lo de uma forma mais precisa, utilizaremos a esfera bidimensional

$*={(z,y,2) eR'a® + " + 2" = 1}.

Note que toda reta que passa pela origem em R? intersecta S* duas vezes, exatamente
em pontos antipodas. Assim, o plano projetivo real RP? é homeomorfo a esfera S* com
0s pontos antipodas identificados. Mesmo nao sendo possivel desenhar o plano projetivo
a figura 2.6 nos da uma nocao de sua construg¢do.

Figura 2.6: Uma representacao grafica do plano projetivo RIP?

Exemplo 8. [}/ O espago projetivo tridimensional real RP? = P(R?), é homeomorfo ao
grupo SO(3)L. Pelo exemplos anteriores, jd podemos deduzir que o conjunto de retas em
R* que passam pela origem é homeomorfo d esfera S® com os pontos antipodas identifi-
cados, contudo neste caso, esta caracterizacao nao nos auzilia grandemente para termos
uma imagem do espaco projetivo. Para melhorarmos nossa percepgdao, retornemos ao caso
de RP2. Como vimos, RIP? também pode ser entendido como um hemisfério com os pontos
antipodas do equador identificados. Mas todo hemisfério é homeomorfo a um disco. Por
ezemplo, o hemisfério norte da esfera S* = {(z,y, z) € R¥*|a?+y?+2? = 1} é homeomorfo
ao disco D = {(x,y) € R*|z? + y? < 1}, pela aplicagio

f:D—§?

(C(],y) = (ZE,y, 1—x2—y2)

cuja aplicagdo inversa é dada nas duas primeiras coordenadas, com isso o plano projetivo
¢, ainda, homeomorfo ao disco unitirio com os pontos antipodas identificados. Agora,
voltando ao nosso exemplo, um hemisfério de S* pode ser visto como homeomorfo a um
disco tridimensional (uma bola), i.é., o hemisfério norte da esfera S* = {(z,y,2,y) €
RY| 22 + 9%+ 22 +t2 = 1} € homeomorfo a bola D = {(x,y,2) € R3|2? +y? + 22 = 1}, i.é,,
pela aplicagao

f:D—§s?

(l‘,y,Z) = (:Evya \/1 — z? _y2 - 22)

cuja aplicagdo inversa é a projecdo nas primeiras trés coordenadas. Como RP? é home-
omorfo a S* com os pontos antipodas identificados, também podemos caracterizd-lo como

lerupo das rotacdes em R3
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um hemisfério de S* com os pontos antipodas da borda (que é homeomorfa a uma esfera
S?) identificados. E através deste isomorfismo de um hemisfério de S* com uma bola,
podemos finalmente ver o espago projetivo RP? como uma bola tridimensional com os
pontos antipodas de sua borda identificados, agora podemos estabelecer uma aplicagdo de
R3 em SO(3) associando a cada vetor v € R® uma rotagio cujo eizo é dado pelo vetor
unitdrio v = ‘Z—H e com dngulo dado por ||v||, que é continua, sobrejetiva e que dois veto-
res corresponéerdo d mesma rotacao se, e somente se, forem co-lineares e a sua diferenca
for um maltiplo inteiro de 2mw. Assim, se tomarmos a restricio desta aplicagdo a bola

fechada B(0,7), teremos uma aplica¢io continua entre um espago compacto (a bola fe-
chada B(0,7)) e um espaco Haussdorff (o grupo SO(3), pois a sua topologia é herdada
da topologia métrica existente no espago das matrizes M3(R) = RY), logo aberta®. Se
identificarmos os pontos antipodas da superficie da bola B(0,7), termos uma aplica¢io
continua, aberta, injetiva e sobrejetiva entre RP® (que é homeomorfo a bola com o0s pon-
tos antipodas da borda identificados), e o grupo SO(3), isto é o mesmo que dizer que RIP?

¢ homeomorfo ao grupo SO(3).

Exemplo 9. [/] Este espago projetivo é o espago projetivo complexo unidimensional CP*,
que é o conjunto de todos os planos complexos passando pela origem de C?, se tratarmos
este espago como uma variedade (definiremos na prézima segao) sobre R, veremos que
este terd dimensao 2, i. é., sera uma superficie real, que iremos mostrar ser homeomorfo
a esfera S?, para isto, iremos fazer primeiramente a projecao estereogrdfica, que promove
um homeomorfismo entre a esfera (menos um ponto), e o plano complexo.

Construgao: Tomemos o ponto N = (0,0,1) sobre S?, que é chamada de polo norte,
e associarmos a cada ponto P = (x,y,2z) € S* 0 ponto Z = o(P) = X +iY € C é a

interseccao da semi-reta ﬁ com o plano (x,y), como na figura 2.7 abaizo.

N = (0,0,1)

Figura 2.7: Projecao estereografica

Em coordenadas, podemos calcular facilmente a projecio estereogrdfica considerando
as semelhangas de triangulos existentes nos planos (x,z) e (y,z), como podemos ver na
figura 2.8.

2Um teorema importante em topologia nos garante que toda aplicacio continua entre um espaco
compacto e um espago Haussdorff é aberta, i.é., que a imagem de um aberto é um aberto

25



2. Espacgos Projetivos

Figura 2.8: Calculo em coordenadas da projecao estereografica.

Assim, temos

X 1
— = = X=-"
T —z 1—-2
Y 1
— = —y=_"7
Y 1—=z 1—2
. €.,
. x .y Tty
#(P) e 1—z+21—z 1—=z
Portanto,
T+ 1y

L Q2
¢ :S%\(0,0,1) - C (z,y,2) — T

A inversa da projecao estereogrdifica pode ser descrita assim: dado Z = X +1Y € C
podemos encontrar um ponto sobre S* com coordenadas (z,y, z), tais que

{ z :f((ll:j)) = 2?4+ y? = (X2 Y (1 - 2)?

2 assim

Recordemos que x2+y2+z2:1, VEMOS que x2+y2:1—z
X?+Y%2-1

2 2 _ 2 _ 2 2 2 _ 2 2 _

4y =1-22=(X"4+Y)1—-2) "=>14+2=(X +Y)(1—z):>2—m

como 2X
r=X=z)=w=e

oy
y=Yl-2=r=s s

Portanto,

X 1Y) = 2X 2Y X2 +Y? -1
Y A e Y U XY e+ U X2+ Y2 4 1

De fato, pode ser verificado que ¢ e =1 sdo mutuamente inversas e também sao aplicagoes
continuas, assim a esfera menos o polo norte é homeomorfa ao plano complezo.

Temos também que a aplicagdo

¢ :S%\(0,0,-1) = C
T — 1y
1+2

(z,y,2) —
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2. Espacgos Projetivos

pode ser vista como uma projecao estereogrifica a partir do polo sul, mas compativel com
a orientacao do plano complexo. Esta aplicacao também é inversivel e constitui-se um
homeomorfismo entre a esfera menos o polo sul e o plano complexo. Exceto os polos norte
e sul, todos 0s outros pontos da esfera estao nos dominios das aplicagoes ¢ e p. Pode-se
mostrar facilmente que, para P = (z,y,2) € S* temos:

Sabemos que a esfera S* pode ser coberta por dois abertos Us = S?\(1,0,0) e Uy =
S2\(0,0,1), cada um deles homeomorfo ao plano complezo C e na intersecgio entre estes
dois abertos, a composta ¢ o p : C — C produz a inversao no plano complexo, i. €.,
pop = %, ainda assim podemos afirmar que a esfera é homeomorfa ao compactificado
de Alexandroff do plano, denotado por C,, = CU{oc}, que consiste do espago topolégico
construido a partir do plano em unido com um ponto, chamado ponto no infinito e com
os abertos dados por todos os abertos do plano mais os complementares de compactos
no plano, que, por definicao serao as vizinhancgas abertas do ponto no infinito. Vejamos
que CP! também possui as mesmas propriedades que S?, i. é., pode ser coberta por dois
abertos homeomorfos ao plano complexo e que na interseccdo entre eles produz a inversdao
no plano complexo: os abertos sao

Vi = {(z: w) € CP'|w # 0} Vs = {(2 : w) € CP'|2 # 0}

onde (z : w) € a classe de equivaléncia do par ordenado (z : w) € C* mddulo a relagio de
equivaléncia que define o espaco projetivo complexo.

As bijegoes, ou melhor, os homeomorfismos sdo, andlogas as aplicagoes definidas no
caso real, e sao, respectivamente:

QﬂNZVN—)(C
z
(z.w)r—>;
(&
wS:VS%C

w
(z:w) — —
z
e suas respectivas inversas sao dadas por:

z(z:1)

wgl:C%VS
2z (1:2)

E fdcil ver que, realmente, todas estas aplicacdes sdo continuas e que 1y Uy e tam-
bém 1ps ; bg' sdo, de fato, mutuamente inversas. Também temos que g o Yy' = %,
ou seja, estas aplicagoes funcionam da mesma maneira que as projecoes estereogrdficas.
Compondo, portanto, estes homeomorfismos entre abertos de CP' e o plano com as in-
versas das transformagcoes estereogrificas, teremos um homeomorfismo entre CP! e S2,

conforme anunciado previamente.

27



2. Espacgos Projetivos

O espaco projetivo P" também é imbuido de uma topologia de Zariski dada por po-

linémios, tome F € K[X,...,X,]. Nao faz sentido falar do valor de F em um ponto
(xo:...:x,) pois este valor em geral depende da escolha de coordenadas projetivas, i.é.,
F(Axo, ..., z,) em geral depende de A, dizemos que F se anula em (xg : ... : x,) se

F(Axo, ..., z,) = 0 para todo A € K*.
Se F se anula em um ponto x € P", por vezes escrevemos F(x) = 0, onde o polinémio
F € K[Xy, ..., X,] é homogéneo de grau d se

F(Azo, ..., Axy,) = X F (zg,...,2,); YA €K
Os polindmios homogéneos de grau d sao entdao da forma

T T
f = Z CT0+...+7‘nX00 Ce Xnn

ro+...+rn=r
Assim todo polindémio F € K[ Xy, ..., X,] se escreve como uma soma F = Fo+...+F,
onde F; € K[Xy, ..., X,] é um polinémio homogéneo de grau i. Dizemos que Fy,...,F,
sao as componentes homogéneas de F. Agora suponha que F se anula em um ponto

(xg:...:m,) € P
Entao para todo A € K temos

0 :.F()\.’L'(),,/\l‘n)
= Fo(Azo, ..., Ax,) +F1(Axo, ..., z) +... +F.(Azo,..., A\xy)
:fo(l'o,...,l'n) +>\f1($0,...,$n) +... +)\’".7:,«(x0,...,:cn).

Fazendo a; := F;(x,...,x,), vemos que todo A € K é raiz do polinémio ag + Xa; +
...+ X"a,. Como K é infinito (por ser algebricamente fechado) o polinémio deve ser
identicamente nulo, ou seja, temos que ter F;(xq,...,2,);Vi=0,...,7.

Definigao 2.4. Seja S C K[Xy, ..., X,| um subconjunto. O conjunto de zeros de S ¢é
Z,(S):={x €eP" | F(x)=0 para todo F € S}.

Um subconjunto X C P é dito fechado se X = Z(S) para algum S. Um subconjunto
de P™ é aberto se seu complementar é fechado. Os abertos (resp. fechados) de P sao
também chamados abertos projetivos (resp. fechados projetivos ou conjuntos algébricos
projetivos).

Para X C P" um subconjunto, definimos o ideal de X por

Z,(X) = {F € K[Xy,...,X,] | F(zx)=0 paratodo z € X}.

note que o ideal Z,(X’) é um ideal homogéneo, i.é., um polindémio F esta em Z,(X) se, e
somente se, todas as componentes homogéneas de F estdo em Z,(X).

Observacao 2.3. Note que

i) Os abertos em P™ formam uma topologia chamada topologia de Zariski de P". De
fato, as afirmagoes ii), iii) e i) do Lemal.8 continuam vdlidas para P". A topologia
de Zariski de P" se estende a subconjuntos X C P" tomando-se intersecgoes. Os
fechados (resp. abertos) de X sdo entdo intersecgoes de X com fechados (resp.
abertos) de P™;
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2. Espacgos Projetivos

it) Pelo Teorema 1.5, o anel K[Xy,...,X,] é Noetheriano e, como para cada X C P™
o ideal I,(X) é homogéneo, podemos escrever

IP(‘/Y) = <f17"'7fk>
com Fi, ..., Fr polinomios homogéneos.

i11) Da mesma forma que na Proposicaol.10, mostra-se que todo X C P™ se escreve de

modo unico como
X=W U...UW,

com Wy U...UW, fechados irredutiveis em X tais que W; € W; se i # j. No-
vamente, diremos que Wy U ... U Wy sao as componentes irredutiveis de X. Um
fechado projetivo irredutivel é dito uma variedade projetiva.

Existe uma diferenca béasica entre os casos afim e projetivo. Considere o ideal Z =
(Xo,...,Xy), entdo Z,(T) = @ ja que, se os polinémios de Z se anulassem em um ponto
(xo:...:x,) € P" terfamos que ter o = ... =z, = 0.

O espago projetivo P™ tem uma cobertura por abertos afins, de fato, os conjuntos

A ={(zo:...02y) €P" | 2, #0}={(zo:...:2,) €P" | 2;,=1}

sdo abertos em P" e podem ser identificados com A”. Além disso, é 6bvio que
n
P" = JA?
i=0

deste modo, se ) é um subconjunto de A", geralmente consideramos ) como subconjunto
de P" identificando A™ com Af.

Seja F € K[Xy,...,X,] um polindbmio homogéneo, a desomogenizacao de F é o po-
linomio f = F(1,Xy,..., X,) € K[Xq,...,X,].

Reciprocamente, tome f € F € K[Xy,...,X,] e escreva f = fo + ... + fq com f;
homogéneo de grau ¢. Entdo a homogenizacao de f é o polindmio homogéneo de grau d

d
F=> f[iX§{" e K[Xo,..., X
=0

Agora tome X C P" fechado, identificando A" = Af, consideramos o conjunto dos
pontos finitos de &', i.é., a interseccao X N A”. O ideal de X N A™ é o ideal gerado
pelas desomogenizagoes de todos os polindmios de Z(X'). Reciprocamente, tome ) C
A™ fechado. Seja J o ideal de K[Xy, ..., X,]| gerado pelas homogenizagoes de todos os
polinémios de Z(Y). O fecho projetivo de Y é o fechado Y = Z,(J). Note que o conjunto
dos pontos finitos de Y é o préprio )V, visto como subconjunto de P".

Observagao 2.4. Note que

i) Se Y é uma hipersuperficie de A", i.é., Z(Y) = (f) com f € K[Xy,...,X,], entao
o fecho projetivo de Y € Y = Z,(F) onde F é a homogenizagio de f.

it) O fecho projetivo de ) C A™ € de fato o fecho de Y em P™. Mais geralmente, é
possivel mostrar de modo andlogo a Proposicao 1.7 que se X C P™ entdo o fecho de

X = Z,(1,(X)).
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2. Espacgos Projetivos

Definicao 2.5. Um conjunto algébrico quasi-projetivo é um subconjunto de P™ satisfa-
zendo as sequintes condicoes equivalentes:

i) X € a intersecgiao de um aberto e um fechado de P™;
i) X € um subconjunto fechado de um aberto de P";
iti) X é um subconjunto aberto de um fechado de P";

) X é um subconjunto aberto de seu fecho.

Uma variedade quasi-projetiva é um conjunto algébrico quasi-projetivo irredutivel.

2.2 Variedades Projetivas

Dado um polinémio em n + 1 variaveis, ele desaparece em todos os pontos de uma
reta que passa pela origem se, e somente se, for homogéneo. Neste caso, diz-se que o
polinémio desaparece no ponto correspondente de P", isso permite definir um conjunto
algébrico projetivo em P™ como o conjunto V(fi,..., fr), onde um conjunto finito de
polindémios homogéneos {f1,..., fr} desaparece. Como para conjuntos algébricos afins,
h& uma bijecgao entre os conjuntos algébricos projetivos e os ideais homogéneos reduzidos
que os definem. As variedades projetivas sdo os conjuntos algébricos projetivos cujo ideal
de definicao é primitivo. Por outras palavras, uma variedade projetiva é um conjunto
algébrico projetivo, cujo anel coordenado homogéneo é um dominio integral, definindo o
anel de coordenadas projetivas como o quociente do anel graduado ou polinémios em n—+1
variaveis, pelo ideal homogéneo (reduzido) definindo a variedade. Todo conjunto algébrico
projetivo pode ser decomposto de forma exclusiva em uma unido finita de variedades

projetivas.
Em P", os subconjuntos fechados sao definidos como zeros de ideais homogéneos em
Clz1, ..., Tps1]. Com efeito, se X C P™ é fechado, sua imagem inversa por 7 é dada pelos

zeros em C"™1\{0} de um ideal homogéneo, como ji comentado anteriormente.
Se X C P™ é fechado, definimos o anel de coordenadas homogéneas

Ah(X) = (C[[Eh o ,l‘n+1]/I(X)

Embora os elementos de Aj,(X) ndo possam ser interpretados como fungoes, aqueles
que provém de polindmios homogéneos desempenham importante papel. Se F € A, (X)
é a classe de um polindmio homogéneo, a condigdo F(X) = 0 faz sentido para = € X.

Definimos Xz = {z € X | F # 0}.

Como no caso afim, cada subconjunto de P" herda a topologia induzida de Zariski. Se
X C P" é fechado, uma base de abertos para a topologia de Zariski em X é dada pelos
subconjuntos da forma X, F' € A, (X) homogéneo.

Subvariedades Projetivas

Uma subvariedade projetiva de P" é, como espago topoldgico, um subconjunto fechado
X C P o feixe de fungoes regulares se define da seguinte maneira. Para cada ponto
r € X, dizemos que um germe de funcao f é regular em x se existirem polindmios
homogéneos F, G do mesmo grau, tais que G(z) # 0 e f = F'//G como germes em x.

A exemplo do caso afim, para cada aberto U C X, o anel de fungoes regulares O (U)
é formado pelas fungoes U — C cujos germes sao regulares em cada x € U.
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2. Espacgos Projetivos

Temos assim um espago anelado (X, Ox) que é de fato uma variedade.

Para verificar, consideramos a cobertura aberta {X;}1<;<n,41 definida pondo &; =
X nNnu;

Cada X; é fechado na variedade afim U;. Além disso, mostra-se que o isomorfismo de
variedades ~: U; — C" induz um isomorfismo de X; na sua imagem, subvariedade afim

de C™.

Variedades Quase-projetivas

Se X C P™ é uma variedade projetiva, temos para cada aberto U C X uma estrutura
induzida de variedade, que chamamos de quase-projetiva.

Toda variedade afim, e mesmo toda subvariedade aberta de uma variedade afim, é
uma variedade quase-projetiva.

Em linhas gerais, a passagem afim <> quase-projetiva é feita

i) a nivel de espagos topoldgicos, tomando uma inclusao
X CC'cP

ii) e quanto as fungdes regulares, expressando um germe seja como quociente de ele-
mentos do anel de coordenadas, seja como restricio de quociente de polindémios
homogéneos.

Subconjuntos Irredutiveis

Diremos que um espago topoldgico X' é redutivel se existirem fechados X7, X5 tais que:
i) X=X UA;
i) Y€ XieX € X,
X é irredutivel caso contrario.
Exemplo 10. X = {0} C C! ¢ irredutivel.
Exemplo 11. Todo subconjunto finito de C™ com mais de um elemento é redutivel.
Lema 2.1. X E irredutivel se e s se todo subconjunto aberto nio vazio é denso em X.
Exemplo 12. C" ¢ irredutivel.
Exemplo 13. P" ¢ irredutivel.
Exemplo 14. Todo aberto ndao vazio de irredutivel é irredutivel.

Lema 2.2. Um subconjunto fechado nao vazio X C C" € irredutivel se, e so se, o ideal
Z(X) C Clxy, ...,z € um ideal primo.

Lema 2.3. Seja X} O Xy D ... uma cadeia descendente de fechados em C™. Entdo existe
r tal que X, = X,y 1 = Xoyo = ... Em palavras, toda cadeia descendente de fechados em
C™ ¢ estaciondria a partir de certa ordem.
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Componentes irredutiveis

Teorema 2.4. Seja X C C" um fechado ndo vazio. Entdo existem Xp,..., X, C C"

fechados irredutiveis tais que:
X=XU...UA,.

Corolario 2.5. A decomposicio anterior pode ser escolhida de forma que

Tal decomposicao irredundante é Uunica a menos de permutacao.

Variedades Irredutiveis

A discussao anterior se estende ao caso quase-projetivo, ou mesmo de uma variedade
arbitraria, por conta da condigdo de quase-compacidade incorporada a definicao de vari-
edade.

Morfismos de Variedades

Um morfismo de variedades ¢ : X — ) é uma aplicagdo continua que localmente
se expressa como morfismo de variedades afins. Precisamente, para cada aberto afim
V C Y e para cada aberto afim U C ¢!V, o morfismo induzido ouv U —=V éum
morfismo de variedades afins. Corresponde portanto a um homomorfismo entre os anéis
de coordenadas, ¢* : O(V) — O(U).

Em particular, se ) é uma variedade afim, cada morfismo ¢ : X — ) induz no feixe
de fungoes regulares Oy uma estrutura de feixe de O())-algebras, e reciprocamente.

A reciproca significa o seguinte. Para cada aberto afim U C X, o homomorfismo
estrutural O()) — Ox(U) corresponde a um morfismo de variedades afins ¢y : U — Y.
Se U' C X é também um aberto afim, temos igualmente Yyt U — Y. Seja U" aberto
afim de UNU".

2.3 Produto de Variedades Afins
Tome X C A" e Y C A™ fechados afins. Suponha que
X=Z(F,....,.F)

y:Z(gla"'agT)
onde Fy,..., F. € K[Xy,...,X,] e Gi,...,Gs € K[Y),...,Y,,] considere o produto

XxYi={(z1, . Ty Y1s - Ym) EA™™ | (21,...,2,) € X; (Y1, ., ym) € V}.
Entao X x Y é fechado em A" visto que
XXy:Z(fl,...,fT,gl,...,gs)

onde consideramos K[A"*™] = K[Fy, ..., F, G1,...,Gs|. Deste modo, identificamos A" x
A™ com A"t™,
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Observacao 2.5. A topologia em A" dada acima ndo ¢ a a topologia produto, de fato,
como A" nao é Hausdorff?, a diagonal

Apn ={(z,2) | z€ A"} CA" x A"

ndo é fechada na topologia produto. Mas é claro que Ayn € fechada em A"™™ jd que € o
conjunto de zeros dos polinomios X; —Y; comi=1,...,n.

Para X e )Y conjuntos algébricos quasi-projetivos, é mais complicado ver o produto
X X Y como um conjunto algébrico. De fato, o procedimento acima nao funciona, pois
nao existe maneira natural de identificar P x P™ com P"*™. Para ver o produto P" x P
como um conjunto algébrico projetivo, usamos o mergulho de Segre.

Teorema 2.6 (Mergulho de Segre). A aplicagio
©: ]P)n % ]P;m - ]P)nerner

((o:vooi@n), (Yoo iym)) = (ot myyyo..)
€ injetora. Se consideramos P"™ "™ com coordenadas z;; onde 0 < i < n; 0 < jm,
entao ¢ tem como imagem o fechado projetivo

{(oizye ) @PMEm™ | iz = zazkg, para 0 < i,k <n,0< 5,1 <m}.

Demonstragdo. Inicialmente note que, ¢ esta bem definida, i.é., existem i,j tais que
z;y; 7 0. Mais ainda, temos (A} x A7) C A" *™. Primeiro temos que mostrar que
© tem uma inversa.

Tome z = (...: 2 :...) € PPF"™ ta] que

Zija = Zazkg; Vo < i,k <n,0 < 5,0 <m

suponha sem perda de generalidade que z € A"+ de modo que z; = 1. Definimos
pontos x € P" e y € P™ por

r, = zy parat=0,...,n

Yi = zi; paraj=0,...,m

Note que z, = v = 2z = 1 e logo © € A},y € A". Vamos mostrar que o mapa
definido por

Yz (2,y)

é inversa de . De fato, tome z € A" ™. Para z e y como definidos acima, temos

olxy)=(..cxy; ...)=(..125:...) =2,

visto que
T;Y; = ZilYkj = ZijRkl = Zij-

3Em topologia, um espaco de Hausdorff, separado ou 75 é um espaco topolégico no qual diferentes
pontos tem entornos disjuntos. Espagos de Hausdorff sao nomeados em honra de Felix Hausdorff, um
dos fundadores da topologia. A definigdo original de um espaco topoldgico de Hausdorff (1914) incluiu a
propriedade Hausdorff como axiomaético. "Cada espago métrico (e, portanto, todo o espago normalizado)
é um espago de Hausdorff
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assim ¢ o1 = 1. Analogamente, 1) o ¢ =1 ja que se z = ¢(z,y) entdo z;; = x;y; e logo
(zor: o izm) =(xoyr oo xpy) = (X1 oot y) =

(Zkoi---izkm):(l’kyoi---i$kym):(y03---iyn):y
O

Observacao 2.6. A imagem do mergulho de Segre é uma variedade determinantal, de
fato, podemos expressar z € P "™ como uma matriz (z;;) de ordem (n+1) x (m+1).
A condic@o zijzp = zyzj € entdo a condicio de anulamento dos menores 2 x 2 da matriz.
Assim vemos que a imagem de ¢ € a variedade determinantal

X = {(zij) | rk(zy) <1},

Identificamos entdao o produto P" x P™ com sua imagem ¢(P™ x P™) em Pm*n+m ¢
desta forma consideramos P" x P™ como um fechado projetivo. Via esta identificacao,
os fechados em P" x P™ sao os subconjuntos Z C P" x P™ tais que ¢(Z) ¢é fechado em
©(P™ x P™), ou melhor, fechado em P"™ "™ A topologia definida acima é a topologia
de Zariski em P" x P™. Novamente a topologia de P x P™ nao é a topologia produto.
Vejamos que a topologia de Zariski contém todos os abertos da topologia produto de
P™ x P™. Lembre que se X e A5 sao espagos topoldgicos, a topologia produto em X} x X
é a topologia gerada pelos conjuntos da forma X} x Vs e Vi x X5 onde ); C Xy é fechado
para i =1, 2.

Seja X C P" um fechado. Vejamos que X x P é fechado em P™ x P™. Para isso
primeiro considere um polinémio

_ €0 En
F= Y . I3 TS
eo+...+en=d

homogéneo de grau d em K[Xy,..., X,]. Para cada j =0,...,m considere o polinémio

F . de = Z Qey,....en (TOSj)eo te (TnSj)en

eo+...+en=d

Fazendo Z;; = T;S; , obtemos um polindmio homogéneo de grau d

FOi= 3" e 25 D

eo+...+en=d

Note que x € Z,(F) se, e somente se, para todo y € P™ temos ¢(z,y) € Z,(F, ... Fm).
Assim, dado um fechado X = Z,(F,...,F,) de P", entdo

(X x P = Z,(FO, .. FM FO_ L Fm

r

é fechado em P +™  Portanto X x P™ é fechado em P" x P™. Do mesmo modo, mostra-
se que P" x ) é fechado em P" x P para todo fechado ) C P™. Assim a topologia de
Zariski é mais fina que a topologia produto de P x P™. Vamos ver no Corolario 3.7 que
a diagonal em P x P é fechado na topologia de Zariski mas, como P" nao é Hausdorff,
nao é fechado na topologia produto.
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Proposicao 2.7. Um subconjunto X C P" x P™ ¢ fechado se, e somente se,

X={((xg:...:xp), (Yo : . Ym)) € P"XP™ | Hy(xo, .., Ty Yoy Ym) = VI =0,... k}
onde 0s Hi(Xo, ..., Xn, Yo,...,Ym) sao polinomios bihomogéneos, i.é., homogéneos em
Xo, ..., X, e homogéneos em Yy, ..., Yy,.

Corolario 2.8. Os fechados em P" x A™ sdo conjuntos de zeros comuns de polinomios
em KXo, ..., X, Y0, ..., Y] homogéneos em Xy, ..., X,.

Corolario 2.9. Se X ¢ um conjunto algébrico quasi-projetivo, entao a diagonal
Ay ={(z,x) | x€ X}

¢ fechado em X x X.

Corolario 2.10. Se f : X — Y é um morfismo de conjuntos algébricos quasi-projetivos,
entdo o grdfico de f

Ip={(z.9) e X =Y | y=f(2)}
¢ fechado em X — ).

Teorema 2.11. Seja X um fechado projetivo e Y um conjunto algébrico quasi-projetivo.
Entdao a projecao
p:X—=>YV—=>Y

leva fechados em fechados.

Observagao 2.7. O teorema ndo vale em geral se X é afim. Por exemplo considere a
projecao

p: A=Al x Al - Al
(1, x9) > T4

entdo X = Z(X,1 Xy — 1) € fechado em A* mas p(X) = A — {0} ndo é fechado em A'.

2.4 Teorema de Bézout: Um caso particular

Para o que se segue K é um corpo algebricamente fechado.

Teorema 2.12 (Caso Afim). Sejam f e g € K[X,Y] duas curvas planas afins sem com-
ponente em comum. Entdo f N g é finito.

Exemplo 15. Considere a parabola P dada por
Y = X2
Considere agora uma reta geral no plano afim,
aX +bY +c=0;a,b,ce K

Temos que no plano afim o numero de intersecgoes entre um reta e uma curva depende
da posicao relativa entre as mesmas.

A reta intersecta P em dois pontos distintos, em um ponto contado com multiplicidade
dois, ou em um ponto.
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Teorema 2.13 (Caso Projetivo). Seja F um polinémio homogéneo em K[ X, Y] de grau
n. Entdo existem a € K* e pares ordenados (ay,by), (az,bs), ..., (a,,b,) € K —(0,0) tais

que
n

F=a]](a:X = bY)

=0

Lema 2.14. Sejam F,G curvas planas projetivas. Entdo F NG € finita se, e somente se,
F,G nao admitem componente em comum.

Corolario 2.15. Duas retas em P? se intersectam em exatamente um ponto.

Exemplo 16. Considere a curva
F=YZ=X"

Considere uma reta geral no plano projetivo, G : Y = aX +BZ;a, 5 € K. Temos se FNG
sao dois pontos distintos ou um ponto com multiplicidade 2.

Consideremos agora o problema do célculo do niimero de pontos de interseccao de
duas curvas projetivas F,G de graus arbitrarios.

Teorema 2.16 (Teorema de Bézout). Se F,G sdo curvas planas projetivas sem com-
ponente em comum. Entdo o numero de pontos na interseccao F N G, contados com
multiplicidade, é igual a deg(F) - deg(G)

Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [17]

Teorema 2.17 (Teorema de Bézout - caso particular). Se F,G sdo curvas planas pro-
jetivas sem componente em comum de graus n e 1 respectivamente. Entdo o niumero de
pontos na interseccao F NG, contados com multiplicidade, é igual a 1n = n.
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Capitulo 3

Grassmannianas

A Grassmanniana G(k, F) é um espaco que parametriza todos os k-subespagos lineares
de dimensao k do espacgo vetorial E. Por exemplo, a Grassmanniana G(1, E) é o espago
de retas que passam pela origem em E, quando F é um espago vetorial real ou complexo,
as Grassmannianas sao variedades suaves compactas e tém a estrutura de uma variedade
algébrica suave. O primeiro trabalho em uma Grassmanniana nao trivial é devido a Julius
Pliicker!, que estudou o conjunto de retas no 3-espaco projetivo e os parametrizou pelo
que agora sao chamadas de coordenadas do Pliicker. As Grassmanniana receberam este
nome devido Hermann Grassmann?, que introduziu o conceito geral. As notacoes podem
variar entre autores, com G(FE, k) sendo equivalente a G(k, E) e ainda alguns autores
utilizando G(k,n) ou G(n, k) para denotar a Grassmanniana de subespagos de dimensoes
k de um espacgo vetorial n-dimensional nao especificado. Ao tomar uma colecdo de su-
bespagos de algum espaco vetorial, uma estrutura topoldgica, é possivel falar sobre uma
escolha continua de subespaco ou colegoes abertas e fechadas de subespagos. Dando-lhes
a estrutura de uma variedade diferenciavel pode-se falar sobre escolhas de subespacos
suaves. Um exemplo natural vem de feixes tangentes de variedades suaves embutidos no
espaco euclidiano, suponha que tenhamos uma variedade M de dimensao k& embutida em
R"™. Em cada ponto z em M, o espaco tangente para M pode ser considerado como um
subespago do espago tangente de R™, que é apenas R™. Consideremos K um corpo al-
gebricamente fechado que por vezes iremos considera-lo sem perda de generalidade como
sendo C e E™ é um espaco vetorial de dimensao igual a n sobre o corpo K; estudaremos
inicialmente as propriedades da Grassmanniana G(k,n), i.é., o conjunto de k-planos no
espago projetivo P"; veremos que G(k,n) tem uma estrutura de variedade projetiva; estu-
dar a dimensao; o grau e o anel Chow, considerando especialmente a Grassmanniana de
retas em P2 onde serd utilizada a imersao de Pliicker para identificar essa Grassmanniana,
com uma superficie quadrica em P°.

! Julius Pliicker foi um matemé&tico alemio que estudou e desenvolveu o conceito e o emprego de co-
ordenadas analiticas e influenciado pela escola francesa de geometria, cujo fundador foi Gaspard Monge,
em 1828 se tornou professor de matematica e no mesmo ano, publicou o primeiro volume de Analytisch-
geometrische Entwickelungen onde apresentou pela primeira vez a ideia da notagdo geométrica simplifi-
cada, em 1831 publicou o segundo volume em que estabelece claramente uma base independente para a
teoria da dualidade projetiva.

2Hermann Giinther Grassmann foi um polimata alemao, renomado em sua época como linguista e
altamente admirado como matematico. Entre os muitos temas que Grassmann abordou estd seu ensaio
sobre a teoria das marés. O elaborou em 1840, tomando como base a teoria da Méchanique analytique
de Lagrange e da Méchanique céleste de Laplace, mas expondo estas teorias por métodos vetoriais, nos
quais trabalhava desde 1832. Este ensaio, publicado primeiro nos Collected Works de 1894-1911, contém
a primeira demonstragdo do que hoje se conhece como algebra linear e a nogao de espago vetorial.
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3. Grassmannianas

3.1 Definicao e primeiros exemplos

Definicao 3.1 (Grassmannianas). Seja E um espago vetorial sobre C de dimensao n. A
Grassmanniana G(k, E) se define como o conjunto de sub-espagos vetoriais de dimensdo
k do espago vetorial E. Se E = C", entao se escreve G(k,n) em vez de G(k,C").

Para cada k € N, 0 < k <n. Chamamos de k-Grassmanniana ou Grassmannianas
de k-planos em E ao conjunto

G(k,E) = G(k,n) = {F C E|F é um subespago vetorial de ' de dimensao k}.

Todo elemento de G(k,n) se pode representar por meio de uma matriz A € A(k,n),
donde A(k,n) é o subespago das matrizes k x n, de posto k, da forma:

€11 ... €1n

A=
€1 .- €Ekn

Duas matrizes A e A" representam o mesmo elemento de G(k,n) se, e somente se,
A=TA para algum T € GLj, onde GL; é o grupo das matrizes k x k invertiveis. Entéo
G(k,n) é o espaco de érbitas da acdo pela esquerda do grupo G Ly sobre A(k,n).

Consideremos agora qualquer multi-indice: I = {iy,...,ix} C {1,...,n} de cardina-
lidade k, Uy := {A € G(k,n) | AN E, ={0}} onde Ej, é o espago complementar de
Er = {(ey,...,e€,), entdo temos que A C U se, e somente se, A esta representado por uma
sé matriz A, k x n, de posto k, tal que a submatriz A’, formada pelas colunas i, .. ., i,
é invertivel, ou equivalentemente, se A pode ser representada de forma tnica por uma
matriz B com submatriz

Bl =1 : .
0o ... 1

A esta representacao chamaremos a a representacio normalizada de A.

A partir de agora, salvo mencionado explicitamente iremos usar a notacao G(k,n) para

as Grassmannianas. Assim a projetivizagdo de E pode ser vista como a Grassmanniana
de subespacos de dimensao 1 do espaco E, i.é.,

P(E) = G(1,n).

Analogicamente G(2, F) é chamado de Grassmanniana de retas de P(F), pois toda
reta 7 C P(E) é definida como a projetivizagdo de um subespago vetorial F' de E de
dimensao 2, i.é., F' € G(2, E).

No caso da dimensao do espacgo vetorial E ser n podemos denotar tal Grassmanniana
por G(k,n), i.é., o conjunto de k-planos no espago projetivo P" e um k-Plano de P"
pode ser visto por um lado como um espaco linear em P" e por outro lado como ponto
de G(k,n). Serd visto mais adiante que a Grassmanniana G(k,n) pode ser imersa num
determinado espaco projetivo PV.

Exemplo 17 (Grassmanniana nas retas de P?). A Grassmanniana de retas de P? € o
conjunto dos subespacos vetoriais de C* de dimensdo 2 que passam pela origem, tais
subespacos sio chamados de planos do espaco vetorial C*. A Grassmanniana das retas de
P? serd denotada por G(2,4) ou G(1,3).
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3. Grassmannianas

Segue imediatamente da definicio que a Grassmanniana parametriza as retas de P3,
visto que uma reta de P2 é um plano de C* passando pela origem.
Notacao

Se temos um k-plano, vamos usar uma letra maituscula se considerarmos como um
espaco linear de P" e iremos usar uma letra mintscula se considerarmos como um ponto
da Grassmanniana, melhor dizendo se [ € G(2,4), entdo | é um ponto de G(2,4) que
correspondente a reta L € P3.

Vamos estudar alguns exemplos triviais de Grassmannianas.

Exemplo 18. Se k = 0,G(0,n) € o conjunto dos 0-planos de P™, i. é., o conjunto de
pontos de P". Entao
G(0,n) = P", Vn.

Exemplo 19. A Grassmanniana G(1,2) é o conjunto das retas de P2.
Se

P? = {(2¢: 1 : 72)},
uma reta L C P? lugar dos zeros de uma equagdo linear

L: agTo + A1T1 + A9To = 0.

A reta L pode ser identificado pelos coeficientes ag, a1 € as. Além disso, ao multiplicar
todos os coeficientes a; por i # 0, temos a mesma reta. Entao

G(1,2) = {(ag : a1 : ap)} = P?

¢ o plano projetivo dual.

3.2 A Grassmanniana de Retas

A Grassmanniana de retas de P? ¢ uma generalizacdo do espaco projetivo P3. Note
que IP? foi construido considerando C* e um ponto de P? é uma reta de C* passando pela
origem e neste caso os pontos serao subespacos de dimensao dois
Notacao

Irenos denotar com L, ; a reta de P? de equagao {z; = z; = 0}.

Exemplo 20. A reta Loz (intersecgio dos dois planos xo = 0 e x3 = 0) pode ser dada
como um conjunto de combinagoes lineares de dois pontos (1:0:0:0)e (0:1:0:0),
entdo esta reta podemos associar matriz 2 X 4

1 000
A= ( 0100 ) )
Esta ndo é a unica maneira de fazer isso, pois qualquer par de pontos (a : b : 0 :
0) e (c:d:0:0) associados a matriz

/ a b 0 0
A:<cdoo>'
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3. Grassmannianas

define a mesma reta se
a b
det ( e d ) £ 0.
Isto significa que, através da multiplicacao pela esquerda da matriz A por wma matriz
2 x 2 invertivel, obtemos o mesmo ponto de G(2,4).

Em geral, se L;; € P3;0 <i < j <3 emP? € a reta dada pelos pontos a = (ap : ay :
az:az)e S =(6o:pr: P Bs),l € G(1,3) pode-se associar a classe da matriz

[ @ g Qg Q3
B‘(ﬁo B B 63>’

modulo multiplicacao do lado esquerdo por uma matriz 2 X 2, invertivel, cujos menores

sao dados por
o O
M;; = S I
(5

. Qg o7 . . Qg Q9 . . g Q3
Mm‘(ﬁo 51>’M02_<Bo 62>’M°3_<ﬁo 63>

. a1 Q9 . . 1 Q3 . . Qg (3
M”‘(ﬂl 52>’M13‘<61 33>’M23‘<52 53>

Além disso, os dois pontos sao diferentes, de modo que, pelo menos um dos menores
2 X 2 da matriz B € diferente de zero. Suponha por um momento que

Qo Oq
det(B0 3 ) #0.

~1
ap o ap o ay a3\ (1 0 a b
<Bo 51) (50 B Bo 53>_<01cd>

definem a mesma reta. Isto significa que G(1,3) contém um aberto afim

L 1 0 a b ~ 4
U()J.—{(O 1 e d>|a,b,c,dE(C}_(C,

com coordenadas (a, b, c,d), onde

Entao

. o — 0é152'b o asfh — 0é1ﬂ3_c _ Qo2 — 04250_d _ o3 — a3

B apfy — 061507 B apfy — 061507 B apf — 04150’ apf — 06150'

Da mesma forma, se o menor da matriz B que corresponde as colunas 0 e 2 ¢é diferente
de zero, teremos o aberto

L 1 CL/ 0 b, 2 Y A ~ d
U[)Q.—{(O C/ 1 d/)‘a,b,c,d E(C}—(C,

Up2 = { retas que nao cortam a Lgs}.

O mesmo vale para todas os menores correspondentes a duas colunas da matriz B, e
entao temos o seguinte:
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3. Grassmannianas

Observacao 3.1 (Dimensao de G(2,4)). Uma boa estratégia de abordagem para estudar
um conjunto € cobri-lo por subconjuntos menores com estruturas que nos sao familiares,

no nosso caso P, vamos proceder assim: Dados U; = {(xg : x1 : x2 : ..., x,) € P"|x; #
. ! . s
0;2=0,1,2,...,n}, P* pode ser coberto por esses U;s, i.€.,
Pr= J U,
0<i<n

agora vamos fazer o mesmo com G(2,4).

Se temos que

G(k;,n) = U U[,

IC{L,..n}#I=k

G(k,n) dotada, como espacio de 6rbitas, da topologia quociente respectiva, ¢ uma varie-
dade topoldgica de dimensao complexa k(n — k), compacta e conexa, donde

U[ ~ (Ck(nik)

Proposicao 3.1. A Grassmanniana G(2,4) pode ser coberta com os 6 abertos afins
Ui j :={ retas que nao cortam a L; ;};0 < i < j < 3.

Demonstracio. Seja m um plano de C* que pode ser representado pelos vetores a =
(a, a1, g, a3) € B = (Bo, B1, B2, B3) linearmente independente, que geram o plano m C C*
que pode ser representado pela matriz

B — Qp Q1 Qg Q3
" Bo 61 P2 Bs )’
seja Upy = {7 € G(2,4)|apB1 — a1By # 0} de forma que m € C? estd representado
pelo gerador, cujos vetores sdao os vetores o e f € C*, tomemos agora um outro gerador
qualquer dado pelos vetores o' e B € 7 e escrever na forma matricial como acima e ainda

que a pertinéncia de m a Uy, independe da base escolhida, i.¢., podemos escolher geradores
da forma que cada plano m € Uy, possui uma representagao unica da seguinte forma

! /
T — ! / .
0 1 By B4
Reciprocamente, a cada matriz como acima corresponde a um tnico plano de Upy,

assim fica estabelecida uma bijecao entre os planos de Uy, e os pontos de C*. Logo Uy,
tem dimensao 4. Para os outros casos procedemos da mesma forma, i.é., seja U;; = {7 €

G(2,4)|0;fB; — ;fBi # 0; com 0 < i < j < 3}. Existem (;1) = ﬁim! = 6 Uj;s que s@o
U()l, UOQ, U(]g, U12, U13, U23 que cobrem todo G(2, 4), pOiS

G(274) = U Uija

0<i<j<3

temos que cada um dos U;;s tem dimensao 4 e G(2,4) foi coberta por uma quantidade
finita desses U;;s, podemos afirmar que G(2,4) tem dimensao 4. ]
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3. Grassmannianas

Com este resultado sobre a Grassmanniana de retas de P2, é possivel identificarmos
G(2,4) com uma superficie quidrica Q em P5, para isso consideremos o plano m € C*
dado pelos geradores oy, 3y € C* que é representado pela matriz

B — Gp Q1 Qg a3
" Bo Bi B2 B3 )’
e sejam p;; = a;; — a;f5; onde 0 < i < j < 3 os menores(determinantes) 2 x 2 da matriz
A considerando as colunas 7, 7, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Eziste uma bijecio entre os pontos de G(2,4) e os pontos (xg : x1 : 3 :
w3241 w5) € PP que sdo raizes da quddrica de P dada pelo polinémio

f - XOX5 - X1X4 + X2X3.
Demonstrag¢io. Dado o plano m € G(2,4) que é representado pela matriz
B— Gy Q1 Qo Q3 ’
Bo Bi B2 B3

considere a aplicagao

d:G(2,4) = P°
T ®(7) = (Po1 : Po2 : Po3 : P12 : P13 : Pa3),
onde
po1 = @B — a1fo;  poz = aoPa — azfo;  Poz = Bz — a3 fo;
p12 = a1fr — a2f1; pi13 = a1fs — asfi;  pas = aafls — asfh,
i.é.,

a; Oy

pij = det < 8 B; ) = a;f; — a;fi,
i Mg

sdo os menores 2 x 2 da matriz B que representa o plano 7 € G(2,4). Como o =
(v, a1, an, a3) € B = (Po, 51, Pe, F3) s@o linearmente independente, isso implica que os
pi;s sao nem todos nulos. Além disso se

o (o o) o d
— ! ! ! !
Bo By By By )’

é outra representacao do plano m € G(2,4), da algebra linear sabemos que existe uma
matriz T, do tipo 2 x 2 invertivel, tal que

B' = BT,

denotando por M;; (Respectivamente MZ/]) a matriz formada pelas colunas i e j da matriz
B ( Respectivamente B'), temos assim

M;; = MyT = det(M;;) = det(M;;T) = p;; = pij det(T),V0 < i < j < 3,
como det(T") # 0, segue que
(]901 - Po2 : Po3 - P12 - P13 1P23) = (pén 3192)2 ipz)g :p/m :p/13 3]9/23)-
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3. Grassmannianas

Logo @ é bem definida e as coordenadas p;; de m € G(2,4) sao chamadas de Coorde-
nadas de Plicker. Agora devemos verificar que ® é, de fato uma bijecdo entre a Grass-
manniana G(2,4) é a quadrica Q em P5 dada pela equagao F = X X5 — X1 X, + X5 X3,
inicialmente devemos verificar que

T e G(2,4) = F(d(r)) =0,

i.é., como
®(7) = (Po1 : Poz : Po3 : P12 : P13 : Paz) € PP,

e substituindo as coordenadas de Pliicker na equacdo da quddrica Q de P5, i.é., em
F = Xo X5 — X1X4 + X5X3 Temos assim que

]'—(q)(ﬂ)) = ]:((pm *Po2 * Po3 P12 * P13 1]923))

F(®(7)) = po1pas — Po2P1s + Pozpiz

f(q)(ﬂ)) = (Oéoﬁl—04150)(04253—06352)—(04052—04250)(04153—06351)4-(04053—04350)(Oélﬁ2—04251)
F(P(m)) =0.
Reciprocamente, suponhamos que um ponto
P = (po1 : po2 : Pos : P12 : P13 : P23) € P57

satisfaca a equacao da quadrica Q em P° Xy X5 —X; X+ X, X5 = 0 e suponha também que
po1 # 0 tomemos py; = 1 sem perda de generalidades(o caso de outros p;; sdo andlogos),
como P é raiz do polinémio, segue que

Do1P23 — Po2P13 + Pospiz = 0

P23 = Po2P13 — Po3P12
note que o plano 7y € G(2,4) é dado pela matriz

1 0 —pi2 —pi3

0 1 po Pos
de tal forma que ®(m) = (1 : po2 : Po3 : P12 : P13 : Pe3) como queriamos demonstrar, se
além disso tivermos ®(m) = P, temos que 7 é dado éla mesma base acima, logo my = 7.

Assim é estabelecida a bijecdo entre a Grassmanniana G(2,4) de retas de P? e a
quadrica Q de P? dada pelo polindmio

JT" - X0X5 - X1X4 + XQXg.

Daremos algumas defini¢oes que nos irao nortear na sequencia do nosso trabalho

Definigao 3.2 (Mergulho de Pliicker em P%). A aplicagdo

D :G(2,4) —» P°
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3. Grassmannianas

T O(7) = (Po1 : Po2 : Po3 : P12 : P13 : Pa3)

é chamada de mergulho de Plicker em P, onde p;; = a;8; — aj3; com 0 < i < j < 3, sdo
menores 2 X 2 da matriz que representa m considerando as colunas i e j.

Defini¢ao 3.3 (Coordenadas de Plicker). Dado um plano m € G(2,4), as coordenadas
da imagem de m pelo mergulho de Pliicker sao chamadas de coordenadas de Pliicker em
P>,

Defini¢ao 3.4 (Qudadrica de Pliicker-Klein). A quddrica Q@ = XoX5 — X1X4 + X2 X3 é
conhecida como quddrica de Plicker-Klein.

Definigao 3.5 (Grassmanniana das Retas de P"~1). A Grassmanniana das retas de P"~!
¢ o conjunto dos subespacos vetoriais bidimensionais de K", tais subespacos sao chamados
de planos de K". A Grassmanniana das retas de P"~1 serd denotada por G(2,n) ou por

G(1,n —1).

Os elementos de G(2,n) sao os subespagos bidimensionais do espago vetorial K", logo
podem ser representados por matrizes 2 X 2 de posto igual a 2

o o Qg ... QO
G‘(& By ... 5n>’

consequentemente, G(2,n) pode ser coberta por (;) subespagos U;j, com 1 < i < j < n,
de dimensao 2(n — 2), onde Uz é o conjunto das matrizes da forma

, 1 0 ap ... o
G = 3 n
<01 By ... @)

os outros Ui'js sao obtidos de Uj, por permutacao das colunas. Sejam

a1y g4 . .
A (G) = Tl <i<j<n,
Pii(G) Bai Baj o )=
os menores 2 X 2 da matriz G. Como a razao giji((GG)) independe do representante do

subespaco gerado por G,
O(G) = (p12(G) : ... 1 pig(G) 1t -1y () (G)) € PE)1<i< J<mn,

depende unicamente do subespaco em questdo e nao do representante. Chamamos as
coordenadas pij(G) € ]P’(g)_l, 1 <i < 7 < ndecoordenadas de Pliicker da Grassmanniana

G(2,n).

Exemplo 21. Consideremos a reta 7 € P3 que passa pelos pontos o = (1 : 1 : —1 :
l)ef=(=1:1:1:1). A matriz que representa esta reta é dada por

1 1 -1 1
N_<—11 1 1)
Portanto as coordenadas de Plicker desta retas sao

Po1 = 2;po2 = 0;p03 = 2;p12 = 2;p13 = 0; pag = —2.
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3. Grassmannianas

No exemplo a seguir, vamos ver como alternam as coordenadas entre abertos.

Exemplo 22. Consideremos o aberto Uy e o aberto Uy o correspondendo ds matrizes da

forma
1 0 a b 1 d 00b
Nl_(o 1 e d)eN2_<O ¢ 1 d')’

. . ~ / ~ . ~ . s . \
as linhas na interseccao c e ¢ sdo diferentes de zero, entao a matriz N1 € equivalente a

matriz
1 0 a b
n=(o814),

agora, subtraindo a multiplicado pela sequnda linha da primeira,

1 =2 0 bc—ad
1Y)

C
onde comparando com a matriz Ny, temos

’ —a bc—ad 1 ’ d
a =—:b=——;¢c =—; .
C C

Assim, a transformagdo entre abertos pode ser dada como

—a be — ad 1 d)

y
C C CcC C

(a,b,c,d) — (
Este é um isomorfismo

{<a7b7 c, d>|c 7£ O} = {(a/7b/aclad,)|0, 7é 0}7

e o mesmo pode ser realizado com quaisquer dois abertos, desse modo, se prova que

Proposigao 3.3. G(2,4) é uma prevariedade.?

O préximo passo é para provar que G(2,4) é uma variedade projetiva, i.é., que pode
ser visto como subvariedade de PV,

Definicao 3.6. Consideramos um ponto | € G(2,4), cuja matriz de Pliicker seja a matriz

B dada por
B — Qp a1 Q2 Q3 ’
Bo B B2 B3

e definimos as coordenadas de Pliicker como

a; Q5
i~::det ! J .
h (@ @-)

3Dados feixes de Taylor FV, um espaco M com um feixe de funcdes com valores em K é dito uma
prevariedade se, localmente, ele é um subespaco localmente fechado em um espago K-linear de dimenséao
finita.
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3. Grassmannianas

Seja M;; o menor 2 x 2 dada por

a;
M=% %)
=5 %)
multiplicando a matriz B por uma matriz 2 x 2 invertivel M;;, cada p;; ¢ multiplica por

det(M;;). Entao as p;; podem ser visto como coordenadas homogéneas de um ponto em
P5. A seguinte aplicacdo estd bem definida:

Dy q: G(2,4) = P°

[ — (po1 : Po2 : Pos : P12 : P13 © P23)s

note também que, se [ € U, ; entao a coordenada p;; ¢ diferente de zero. Se denotamos
por V;; C P* o aberto {p;; # 0}, temos que

24(G(2,4)) N Vi = Pou(Usy).
Para provar que ®;4 ¢ uma imersao algébrica é suficiente considerar as restrigoes

@274‘[]”_ :U;; — Vi j. No caso de Uy temos

1 0 a b
<I>2,4<0 1 . d)z(l.c.d.—a.—b.ad—bc),

com o qual @, 4, ¢ injetivo e todas as coordenadas de Vj; sao polindémios nas coordena-
2,
das (a,b,c,d) de Upy. Entao @54, € uma imersao algébrica e o mesmo se pode provar
PV
para a restrigao de ®;4 a cada aberto U; ;. Com isso provamos que:

Proposigao 3.4. G(2,4) é uma variedade projetiva de dimensdo 4 contido em P°.

Este é o mesmo que dizer que G(2,4) é uma hipersuperficie em P5. Vamos escrever
sua equacao.

Proposigao 3.5. A imagem de G(2,4) em P° = {(po1 : po2 : Po3 : P12 : P13 : P23)} € a
quddrica suave Q de equagdo

Do1P23 — Po2P13 + Pospiz = 0.

Demonstracao. Provamos as duas inclusoes.
(=)P24G(2,4) C Q. Como anteriormente consideramos simplesmente a restrigdo ao
aberto Up;. Considerando a equacao

1 0 a b
<I>274<0 1 ¢ d)-(l.c.d.—a.—b.ad—bc)
neste caso, obtemos

po1 = 1, Pyo = ¢, pog = d, p12 = —a,p13 = —b, pag = ad — bc,

e, entao estas coordenadas verificam a equagao

Do1P23 — Po2P13 + Pozpiz = 0,
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3. Grassmannianas

da quédrica Q. O mesmo pode ser provado em todo aberto U;;.

(<)Q C D24(G(2,4)). se ¢ = (qo1 : Qo2 Go3 : Q12 * Q13 * G23) € Q, veremos que existe
uma reta L, C P3 tal que ®34(l;) = ¢. Sabemos que pelo menos um dos g¢;; é diferente
de zero, sem perda de generalidade suponhamos que qqg; # 0, podemos tomar como sendo
qo1 = 1. Como as coordenadas de g satisfazem a equacao

Po1P23 — Po2P13 + Pospiz = 0,

podemos escrever
23 = (02913 — qo3q12-

Entao, verifica-se imediatamente que a reta L, associada a matriz

10 —qi2 —qi3
0 1 qoo qo3
satisfaz ®94(l;) = ¢. O

3.3 Imersao de Pliicker de G(k,n)

Nesta se¢ao, vamos expor algo sobre o caso mais geral da Grassmanniana G(k,n), os
K-planos em P". Um leitor interessado que queira aprofundar-se no assunto, pode iniciar
sua busca em [1] por exemplo.

Como anteriormente, um k-plano em P" pode ser dada através de k + 1 pontos line-
armente independentes, i.€., uma matriz de Pliicker de posto k + 1,

Goo Apr ... Qon

a1 aAi1 ... Qip
P=

Qo Ar1  -.. Qgp

Podemos assumir que o determinante da matriz Ay, correspondente com as pri-
meiras k + 1 colunas é diferente de zero. Multiplicando a matriz acima pela esquerda por
Ayl . a mesma se torna em

10 ... 0 boer -.. bon
P 0 1 0 blk.+1 oo bin

O conjunto destes k-planos é um aberto afim de G(k,n), de dimensao (k+ 1)(n — k).
De um ponto de vista geométrico pode ser visto como os k-planos que nao interceptam o
espago linear {xg = ... =z, = 0}.

Notacao

Denotamos Uy, 4, ...i, 0 conjunto das retas que nao cortam {z;, = ... = z;, = 0}.

Proposigao 3.6. A familia {Ui, ;... |0 <ig <i1 <...<ix <n} éuma cobertura afim
de G(k,n).
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Como no caso de G(2,4) vocé pode ver que as fungoes de mudanga entre os abertos
nos permitem construir uma prevariedade. Nos também podemos definir uma imersao em

PV, definindo as coordenadas de Pliicker de G(k,n).

Definicao 3.7. A coordenada de Pliicker p;,. .. ;. € a menor de P correspondente as colunas

k
20, ..., 2.

n+1

As coordenadas de Plicker sao (k i

) e entao, pondo N = ("H) — 1, a aplicacao esta
bem definida,

k+1
@y G(k,n) — PV,

Como antes, se denotarmos V;, ;o aberto de PY de equacio {Piy....i, # 0}, teremos

que,

Vik
O (G(k,n) N Vigin = Prn(Uig i)

Usando restrigoes @y, € possivel provar que ®;, é uma imersao algébrica, e
b ZO ’Lk; b

,,,,,

isso significa que

Teorema 3.7. A Grassmanniana G(k,n) é uma variedade algébrica projetiva de dimen-
sao (k+ 1)(n — k) contida em p(ii)-1,

O grau de G(k,n) pode ser calculado utilizando o calculo de Schubert que sera apre-
sentada na préxima secao.

3.3.1 Alguns exemplos

Exemplo 23. Agora analisaremos a Grassmanniana G(2,4), por definicao temos que
G(2,4) é o conjunto dos 2-planos m de P* e aqui trabalharemos com os 2-planos cuja
representacdo matricial apresenta o primeiro menor sendo dado pela matriz identidade,
1.€., consideremos a representacao matricial de m:

1 0 Qg (O3
A=
( 01 B B )
Temos que 7 determina, via imersao de Plicker, um ponto

Yy = (1 (B2 By —ant —az t agfs — 06352) = (p01 “Po2 “ Po3 - P12 - P13 3p23) € P°.

note que po3 € uma coordenada dependente de pos, Po3, P12, P13, donde podemos obter a
sequinte relagdo algébrica:
D23 = —Po3P12 + Po2P13

Homogeneizando em relagio d varidvel poy (que é nao nula) obtemos a sequinte relagdo:

S @ po1p2s — Po2p13 + PosP12

A qual chamaremos de relagio de Pliicker, formalmente para mostrarmos que G(2,4) é
de fato uma subvariedade de P° formada pelo conjunto solucio da equacio de S devemos
observar que:

i) As demais cartas afins correspondentes ds matrizes em que um outro menor é a
identidade produzem a mesma equagio de S. De fato, basta repetir o mesmo ar-
gumento anterior, com a diferenca que agora consideraremos os 1-planos m € P3
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3. Grassmannianas

em que um outro menor é dado pela matriz identidade. FEste por sua vez determi-
nard um ponto p € P° em que uma das coordenadas p;; € igual a 1. Sequindo o
mesmo processo acima, onde homogeneizamos em relacao a varidvel p;j, obteremos
as mesmas relagoes dadas na equagio de S. Portanto, G(2,4) C S.

ii) Dado um ponto p € P° que satisfaz a equagdo de S, este deve ser imagem pela
aplicacio ® de algum 2-plano © € P3. Basta tomar p € P5 que satisfaz equagdo
de 8, onde sem perda de generalidade podemos assumir que pyy = 1, ou seja, p =
(1 : po2 : pos : P12 : P13 : Des) € correspondé-lo com o sequinte 2-plano m, cuja
representacao matricial é dada por

( 1 0 —pi2 —pus )

0 1 po2  Ppos
isto mostra que S C G(2,4).

Por outro lado, podemos definir uma aplicagdo que mapeia o ponto
y=(1:P2:03: —ay: —az:fs—asB)=(1:2:y:2:w:rw—yz) P

no ponto
(r:y:z:w:u) €K

onde u = zw — yz. Temos que G(2,4) pode ser vista (localmente) como o gréafico de uma
funcao, que neste caso ¢ dada por

p:K' - K
(x:y:z:w)—zw—yz

Exemplo 24. Analisaremos de forma andloga a Grassmanniana G(2,5). Como no exem-
plo anterior tomemos 2-plano ™ € P*, onde o menor referente ds colunas 0 e 1 seja nao
nulo e admite a sequinte representacdo matricial:

A — 1 0 Qg Qi3 Oy
01 B B3 Ba
Temos que as coordenadas de Pliicker de ™ determinam wm ponto em P°

(p01 P02 *Po3 - Poa - P12 - P13 - P14 - P23 - P24 :p34) =
(1 (Pai By far —ag —ast —ay fs — asfe i cofly — et agfy — 06453)

que por sua vez pode ser identificado com o ponto
(liu:v:w:x:y:z:uy—Tv: Uz —TW:VZ — Yw).
Além disso podemos definir uma aplicacio de P° em K® que mapeia o ponto
(lru:v:w:z:y:z:uy —Tv:uz —IW: V2 — Yyw)

no ponto
(u, v, W, x,y, 2, Uy — TV, UZ — TW,VZ — YW).
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Assim como visto para G(2,4), temos que G(2,5) € localmente o grifico da aplicagao
0: K- K3

(u,v,w,x,y, z) = (uy — 2V, uz — TW,VZ — YW)

Agora calculemos as equagoes que definem G(2,5), consideremos um ponto em P2 como
sendo da forma

(p01 P02 * P03 - Poa P12 - P13 - P14 - P23 - P24 32934)

de (u,v,w,x,y, z,uy — Tv,uz — W, vz — Yyw) obtemos as sequintes relagoes algébricas:

P23 = Po2P13 — P12P03
P24 = Po2P14 — P12Po4
P34 = Po3P14 — P13Po4

Homogeneizando em relagdo a varidvel por, temos as sequintes equagoes quddricas;

Po1P23 = Po2P13 — P12P03
Po1P24 = Po2P14 — P12Po4
Po1P34 = Po3P14 — P13Po4

O procedimento para mostrar que G(1,4) é uma subvariedade de P° descrita pelas equagoes
quddricas encontradas é exatamente o mesmo do exemplo anterior.

3.3.2 Subespacos Lineares da Grassmanniana de Retas

Temos que G(2,4) é identificada com uma hipersuperficie quadrica Q@ = V(P) C P°
onde:
P(Po1, Poz, Pos, Pr2, P13, Pa3) = PoyrPag — Poa P13 + Py3 Py = 0.

Dada uma equacao P de uma quadrica @, um ponto de Q sera denotado por uma
letra maitscula (P, Q, R, etc.) e a reta que ele representa em P3? pela letra mintiscula
correspondente p, g, 7, etc. Em uma hipersuperficie quadrica Q de P° estamos interessados
em encontrar subespacos lineares de dimensao menor, como retas e planos por exemplo.
Iniciaremos pelas retas contidas na Grassmanniana. Temos a proposicao:

Proposigao 3.8. Sejam p,q C P? retas. A reta AP + u@Q C P° estd contida na quddrica
Q se, e somente se, as retas p e q se interceptam.

Demonstragcao. Sem perda de generalidade podemos supor que o ponto de interseccao
dasretas peqépnNg=(1:0:0:0). Sejam = = (xg : &1 : 22 : x3) ey = (Yo : Y1 :
Y2 © y3) respectivamente dois outros pontos das retas p e ¢. Podemos representar p e g
respectivamente pelas seguintes matrizes:

10 0 0 100 0
Ap_<01p2 p3> Aq_<01Q2 C]3>

para alguma escolha ps, p3, donde,

Op)=P=(1:py:p3:0:0:0) € Q,
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3. Grassmannianas

e para alguma escolha ¢, q3, donde,
P(q)=Q=(1:92:93:0:0:0) € Q,
A reta
AP+ uQ=X1:py:p3:0:0:0)+u(l:ga:93:0:0:0) =

AP +puQ = AN:Ap2 i Ap3:0:0:0) 4+ (po: pugo s ug3 :0:0:0) =
AP 4+ 0@ = (A +p: Apa+ pge - Aps + gz : 0:0:0)

satisfaz a equagao Xo X5 — XX, + X2 X3 = 0 da quadrica Q para qualquer A e u, da onde
(AP + p@) C Q.
Reciprocamente suponha que a reta AP + u@) C Q. Temos

AP+1Q = (Apo1+14qo1  APoa+idoz = ADos+1qos © Ap12+iiqi2 : Ap1s+pqis @ Apas+iiges) € Q

para qualquer valor dos pardmetros A e u, onde P = (po1 : Poz : Pos : P12 : P13 : Po3), @ =
(Go1 : Qo2 : Qo3 : Q12 : (13 : q23). Substituindo na equagao XoX5; — XXy + XoX3 = 0 da
quadrica temos:

(Apo1 + 1qo1)(Apa2s + 11Ga3) — (Apoz + pqo2) (Ap13 + pqrs) + (Apos + £1Go3) (Ap12 + pgiz) =0

>\2(p01p23 — Po2P13 + Pospiz)+
+ AM(Po1g2s — Po2qis + Posqiz + P12Go3 — P13Go2 + Da3dor)+
+ 112 (qo1923 — Go2q13 + qo3q12) = 0

Como P(P) =P(Q) =0e A\, pu # 0, temos
DPo1G23 — Po2q13 + Po3qi2 + P12go3 — P13Go2 + P23gor = 0

pois, sejam
a=(ap:q:as:a3)ea = (ap:a):a,:a;) €p
B=(Bo:Br:Po:Bs)e B =(Bo: P By B) €q

e pondo p;; = aia; — oo = ﬂiﬁ]’. — B;8',V0 <@ < j <3 aigualdade
Do1G23 — Po2q13 + Po3¢12 + P12Go3 — P13Go2 + P23gor = 0

significa que
Qo Qo Oy Qg
O‘é) 51 0/2 a3
Bo B1 B2 PBs
Bo By By B

det(A) = (o (BoBs — B3B) — (B85 — B3By) + as(B1 By — B2y))

Al =
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det(A) = ao(ay (B2 — B3B5) — aa(BrBy — BaBy) + (P15 — BaBy))—
— o (ag(BaBs — BsBa) — cn(BoBs — BsBy) + s (BoBy — Baly))+
+ aa(ag(B1Bs — BsB1) — o) (BoBs — BsBy) + oy (BofBy — BrBy))—
— az(ag(B1By — o)) — i (BoBy — BaBy) + an(Bof; — Bufy)) = 0

det(A) = 040(0/1(]23 - 04,26113 + 04;#]12) - 041(042)%3 - 04/2(103 + OZ;,QOQ)Jr

+ as(agqis — @1qos + a3q01) — as(agqiza — @ o2 + ayq—1) =0

det(A) = po1ges — Poaqis + Po3q12 + P12Go3 — P13Go2 + P23dor = 0

i.6., 0s quatro pontos o, € p e 3,3 sdo linearmente dependentes e portanto as retas p
e q se interceptam. ]

J& sabemos que se duas retas p, ¢ € P? se interceptam entdo a reta Ap(p) +up(q) C Q.
Seré que esta reta parametriza alguma configuracao de P3? O corolério seguinte responde
essa questao:

Corolario 3.9. Dada uma reta L C Q, L parametriza o conjunto das retas de P? contidas

em um plano e passando por um ponto. Esta configuraciao é conhecida como feize (plano)
de retas de P3.

Demonstragio. Seja AP + u@ a reta de @ com P = ®(p),Q = ®(q). Da proposi¢ao
anterior sabemos que as retas p e ¢ se interceptam em um ponto py € P2. Sejam pi,ps €
P3 tais que p = (po,p1) € ¢ = (po,p2). Temos entdo que as retas determinadas por
(po, p1 + Mp2) sdo todas as retas contidas no plano gerado por (pg, p1, p2) que passam por

po. Por outro lado tomando py = (1:0:0:0),p1 = (p11 : P12 : P13 : P14) € P2 = (P21 :
Doz : Pa3 : Pas), vemos facilmente que as retas (pg,p1 + np2) correspondem aos pontos

P+n@Q C Q. O

Definigao 3.8. O conjunto de todas as retas contidas em um plano de P? é chamado de
plano regrado.

Definicao 3.9. O conjunto de todas as retas de P? que passam por um mesmo ponto é
chamado de estrela.

Um subconjunto § C G(2,4) é um espaco linear de retas se ®(S) for um subespago
linear de P?. Foi visto que os tinicos subespacos lineares de P? de dimenséao 1 sdo os feixes
planos. No caso de dimensao 2 temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.10. Os tnicos subespacos lineares de P3 de dimensdo dois sio os planos
regrados e as estrelas. Ndo existem subespacos lineares de P? de dimensdo maior que dois.

Demonstracio. Sejam Py, P, ..., P, € Q pontos linearmente independentes de P° tais
que qualquer combinacgao linear

Y AP
i=1

também representa uma reta de P3 i.é.,

Y NPeQ
=1
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Isto significa que qualquer par de retas p;,p; do conjunto py,ps,...,p, se interceptam.
Entdo pi, p2 se interceptam em um ponto P € P3 e estdo contidas em um plano comum
. Temos duas possibilidades para ps:

i) ps intercepta pi, p» em pontos @Q, R € P? distintos de P, donde p3 estd contida em
T

ii) ps ndo estd contida em 7 mas entdo intercepta pi, p; no ponto P.
No primeiro caso temos que:

3
ot (Z /\,-P1>
=1

é o plano regrado, no segundo a estrela. Em qualquer caso ndo pode existir uma reta py
linearmente independente com pq, ps, p3 € interceptando py, po, p3. Segue que n = 3 e a
proposicao estda demonstrada. O

3.4 Variedades de Schubert

Espagos vetoriais de mesma dimensao sao isomorfos, do ponto de vista da algebra
linear. Por esse motivo é necessario outra maneira de distinguir os elementos de uma
Grassmanniana G(k, n), para alcangar os nossos objetivos definiremos Variedades de Schu-
bert[15]. Seja E um espaco vetorial e Ey, ..., E;, ..., E, subespagos vetoriais de E.

Definicao 3.10. Uma bandeira associada a um espaco vetorial E é uma sequéncia en-
catzada de subespacos vetoriais de E.

Por exemplo, uma bandeira de k subespacos vetoriais de F ¢ dada pela seguinte
sequéncia:
ESCES...CES...SESE

donde Ej; é o subespaco gerado pelos vetores ey, ..., e;.

Definicao 3.11. Dada una sucessao de nimeros inteiros a, ..., ay, se define o conjunto:

Qv .. E) = Way o = {A €G(k,n) | dim (AN By pysa,) =i
e dim (A N En,kJri,ai,l) =17 — 1}

¢ a Variedade de Schoubert associada com a k-upla (E1, ..., Ey) Se Wy, 4, # @, entao
ai, . ..,ar deve ser uma sucessao nao crescente de niimeros inteiros positivos, menores o
iguais que (n — k) e nesta se¢do iremos considerar F;, 1 < i < 4 subespacos vetoriais de
P? e por uma questao didética, comecemos nosso estudo pela Grassmanniana G(2,4) das
retas de P3.

Definicao 3.12. Sejam E; C E, dois subespacos vetoriais P2. O conjunto

¢ a Variedade de Schubert associada ao par (Ey, E»).

Note que
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pode também ser escrito como
QB Ey) ={A e G(2,4)|ANE; #2,A C Ey}
Observacao 3.2. O par (Ey, Es) é chamado bandeira.

Veremos através de alguns exemplos todas as possibilidades dependendo da dimensao
de El (§] Eg.

Exemplo 25. £, = P? E, >~ P3

Em nosso primeiro exzemplo temos que cada reta A C P? corta o plano projetivo
E, 2 P? ¢ cada reta estd contida em Ey = P3| e entdo as condicoes sdo vazias e podemos
concluir que:

Q(Ey, BEy) = Q(P?,P?) = G(2,4),
e dim Q(P?, P3) = 4.

Exemplo 26. F; = P! £, ~ P3
Agora Q(Ey,P3) ¢ simplesmente o conjunto de retas de Ey = P3 que interceptam a
reta projetiva By = P'. Se Ey é a reta {xy = x3 = 0}, podemos escrever

3\ Qnp (7 0 0
Q(EI’P)_{<50 b By &)}’

desenvolvendo os menores e obtendo as coordenadas Pliicker

Po1 = oB1—a1B : o2 = PB2—0 : poz = apfB3—0 : p1a = @1 82—0 : p13 = a1 30 : pag = 0,

neste caso temos que py3 = 0, e entdo Q(Ag, P?) € a intersecgio de G(2,4) com o hiperplano
{p23 = 0}, € a dim Q(E;,P3) = 3.

Exemplo 27. £, = P°, F, =~ P3
A wvariedade Q(E,,P3) € o conjunto das retas de Ey = P3 que passam pelo ponto E,

se By =(1:0:0:0),
Q(E1,P3):{<(1) 501 ﬁo2 B()?’)},

as coordenadas de Pliicker de uma reta em Q(Ey,P3) sdo

po1 = B1; po2 = P2; pos = P35 p12 = 0;p13 = 05 pag = 0,
i.6., Q(E1,P?) € o plano {pi12 = p13 = pa3 = 0} C P° e dim Q(F;,P?) = 2.
Exemplo 28. £, =@ P! E, >~ P?

Neste caso, temos as retas contidas no plano Ey = P?. Se Ey € o plano de equagdo
{x3 = 0}, esta pode ser escrita como

Q(El,EQ):{<g§ gi %z 8)},

e as coordenadas de Plicker sdo dadas por,
por = aof1 — a180; po2 = o2 — 205 pos = 0; p12 = 182 — a1, p13 = 05 paz = 0
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e assim, a variedade de Schubert é o plano {pos = p13 = paz = 0}, e a sua dimensao é
tqual a 2.

Note que no exemplo acima ao variar a reta £; no plano Fs, a variedade de Schubert
é a mesma e portanto, pode ser escrita como §)(1, Fy), sendo 1 a dimensao da reta.

Exemplo 29. £, = P° E, =~ P?
FEsta variedade de Schubert é o conjunto das retas contidas no plano Ey = P? e que
passam pelo ponto By 2 P° € By & P2, Se fizermos Ey = (1:0:0:0) e By = {x3 = 0},

podemos escrever
1 0 0 0
Q(E, Ey) =
( 1 2) {(O 61 52 0>}a

onde as coordenadas de Pliicker sao dadas por,

Po1 = P15 P02 = B2;po3 = 0;p12 = 05 p13 = 0; pa3 = 0
Esta é a reta {po3 = p12 = p13 = pa3 = 0} C P°, e tem dimensdo 1.

Exemplo 30. £, = P° E, = P!

FEsta variedade € o conjunto de retas que passam pelo ponto E, = P° e estio contidos
na reta Ey = P'. Entdo este conjunto contém apenas o ponto de G(2,4) correspondente
a reta By e a dimensao € igual a 0.

Exemplo 31. Para a Grassmanniana G(2,4) temos,

k=2

n=4
i=1,2

a; € {0,1,2}
El,EQ,E37E4

de forma que podemos definir os sequintes conjuntos:

2};

iii) Wi = {A € G(2,4) | dim (AN Ey) = 0;dim (AN Ey) =1 e dim (AN E;) =2} =
A C Es3, N # Es.

i) Woy :={A € G(2,4) | dim (AN E}) = 1;dim (AN E3) =1e dim (AN Ey) = 2};
v) War :={A €G(2,4) | dim(ANE;) =1e dim (AN Ey) =2}
vi) Wog :={A € G(2,4) | dim (AN Ey) =1e dim (AN Ey) =2}.
O encerramento da célula W,, ,, é dada pelo conjunto definido por
Oayay, = {N € G(k,n) | dim(ANE,_gyi—a,) > 1}

O conjunto de oy,..,, ¢ uma subvariedade fechada de G(k,n) e é chamada de 2 Vari-
edade de Schubert correspondente a a = (aj, - ,a), de codimensdo %, a; em G(k,n).
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3. Grassmannianas

A condicao para um A € G(k, n) seja um dos subconjuntos fechados oy, .., , isto significa

que as suas coordenadas satisfazem, além das equacoes de Grassmann, um sistema de

equagoes lineares homogéneos: por tanto o, ..., ¢ uma subvariedade projetiva de G(k, n).
Além disso, o aplicacao de Pliicker mapea os ciclos de Schubert da forma

Oayoay = {N € G(k,n) | dim(ANE,_x) >1i}

em secgoes hiperplanas P(G(n, k)) C p(i)-1

3.5 Ciclos de Schubert e anel de Chow

Iniciaremos esta se¢do lembrando de forma sucinta como podemos construir o Chow
anel de uma variedade projetiva, para o leitor interessado em aprofundar-se no assunto,
consultar [9] e [7]. Daqui em diante, X', serd uma variedade algébrica projetiva de dimen-
sao N e aqui ) serd a notacgao utilizada para o ciclo de Schubert.

Definicao 3.13. Um ciclo de codimensdo r sobre a variedade algébrica X € um elemento
do grupo abeliano livre gerado pelas subvariedades de X de codimensao r. Entao um ciclo
Y pode ser escrito como,

y = anyla

onde n; € Z e Y; sao subvariedades de codimensao r, V.

Definicdo 3.14. Dizemos que duas subvariedades Y e Y de codimensdo r sdo racional-
mente equivalente se existir uma subvariedade Z C X de codimensdo r—1 e um morfismo
f:Z— P de forma que Y = f~10) e Y = f~(c0).

Denotamos [)] a classe de equivaléncia da subvariedade ).

Esta relacao de equivaléncia pode ser estendida para os ciclos de X. Para cada r
seja A"(X) o grupo de ciclos de codimensao r modulo equivaléncia racional. Temos que
A%(X) = Z, gerado pela classe da variedade X e A"(X)=0ser > N.

Defini¢ao 3.15 (Grupo de Chow). O grupo de Chow de X se denota por A*(X) e é
definido como a sequinte soma direta:

AN(X) = G_}OAT(X)

Para dar uma estrutura de anel ao grupo de Chow A*(X), temos que definir um
produto entre os ciclos. A ideia é que se temos duas subvariedades ) e W de codimensao
r e s respectivamente, a interseccao em geral é uma subvariedade de codimensao r + s.
Passando as classes de equivaléncia dos ciclos podemos definir uma multiplicagao

AT(X) x A3(X) = ATH5(X)

Definicao 3.16. O anel de Chow de X é definido por,

A(X) = @Ar(;{)
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3. Grassmannianas

juntamente com o produto,
AT(X) x A%(X) = AT (X)
e é denotado por A*(X).

Observagao 3.3. O anel de Chow também é chamado de Anel de Intersec¢io de Chow.

Antes de ver o que acontece no caso da Grassmanniana G(k, n), vamos definir os ciclos
de Schubert.

Seja E, ;Cé Ey ;Cé ; E; ;Cé ;Cé E._, ; E; uma bandeira de k de subespacos
lineares e seja Q(Ey, ..., E}) a variedade de Schubert correspondente. As projetividades?
de P" agem de forma transitiva sobre o conjunto das bandeiras de mesma dimensao e
entdo também sobre variedades Schubert correspondentes.

Defini¢ao 3.17. Uma classe de equivaléncia de Q(E,, ..., Ey) por projetividades é cha-
mado ciclo de Schubert e é denotado por Q(ay, ..., ax) onde a; = dim Ej;.

Exemplo 32. No caso de G(1,3), temos que existem seis tipos de classes de variedades
Schubert, dependendo das dimensoes dos subespagos lineares:

i) Q(2,3) € o ciclo Schubert correspondente da variedade Q(P?,P?) = G(1,3) e dimQ(2,3) =
4;

ii) Q(1,3) € o ciclo Schubert correspondente a variedade QP P3) e dimQ(1,3) = 3;

iii) 2(0,3) € o ciclo Schubert correspondente d variedade Q(PY,P3) das retas que passam
por um ponto, com dim Q(0,3) = 2;

w) Q(1,2) € o ciclo Schubert correspondente a variedade Q(P',P?) das retas em um
plano, com dim€(1,2) = 2;

v) Q(0,2) € o ciclo Schubert correspondente d variedade Q(P°,P?) das retas contidas
em um plano e que passam por um ponto e tem dim Q(0,2) = 1;

vi) Q(0,1) € o ciclo Schubert correspondente a variedade Q(P°,P') de uma tinica reta e
tem dim §2(0, 1) = 0.

Em resumo, os ciclos em Schubert G(1,3) sao os seguintes:

dim 0 <+ (0,1)

dim 1 «+ (0,2)

dim 2 <+ (0,3),Q(1,2)
dim 3 <+ Q(1,3)
dim4 < Q(2,3)

De posse dessas informacoes podemos enunciar o seguinte resultado

Teorema 3.11. O grupo A"(G(k,n)) € gerado pelos ciclos de Schubert Q(ag, o, ..., )
de codimensao r.

4Chamamos de projetividade uma combinacio finita de correspondéncias elementares. Assim, uma
projetividade relaciona feixe de pontos (ou retas) com feixe de retas (ou pontos).
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3. Grassmannianas

Entao, qualquer ciclo de codimensao r pode ser escrito como uma combinacao linear
de ciclos de Schubert de codimensao r. Assim para conhecer a estrutura do anel A(G) é
suficiente saber como se realiza a multiplicacao dos ciclos de Schubert.

Exemplo 33. Se G = G(1,3)

ANG) = (2(0,1))
A(G) = (2(0,2))
A%(G) = (2(0,3),9(1,2))
ANG) = ((1,3))
AY(G) = ((2,3))

Entao A"(G) = Z para cada r # 2, e A*(G) = Z @ 7Z. Tsto significa que por exemplo
se C é uma subvariedade de codimensao 3, isto é uma curva, pode-se escrever

€] =d-Q(0,2),

com d € Z. Entao a classe de C é identificada com o niimero d chamado o grau de C. Se
S é uma subvariedade de codimensao 2, i.é., uma superficie,

[S]=a-Q(0,3) +b-Q(1,2).
O par (a,b) é chamado o bigrau de S.

Exemplo 34. De modo mais geral, se considerarmos a Grassmanniana G = G(1,n),
onde sabemos que dimG = 2n — 2 e dim Q(ag, 1) = ap + a1 — 1, entdo os geradores de
A"(G) sdo os ciclos de Schubert Q(ag, aq) com

ag+a—1=2n—-2—r.

Assim, por exemplo

AT(G) = (2(0,1))
ATHG) = (2(0,2))
A™(G) = (9(0,3),9(1,2))

Tal como no caso de G(1,3):
i) SeC C G é uma curva e [C] =d-Q(0,2), ed € Z é o grau,
it) Se S € uma superficie, [S] = a-Q(0,3) +b-Q(1,2) e (a,b) € o bigrau;
iti) Se W é uma hipersuperficie, (W] = d - Q(n —2,n), d é o grau, Q(n —2,n) é uma
seccdo hiperplana de G.
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3. Grassmannianas

3.6 Calculo de Schubert em G(1,n)

Existem férmulas gerais sobre como dois ciclos de Schubert multiplicam entre si, ao
leitor que queira se aprofundar mais no referido assunto pode iniciar sua busca em [10].
Nao iremos aqui descrever essas formulas, mas vamos ver como vocé pode fazer alguns
calculos manuais.

Comegamos com alguns produtos no anel Chow de G(1, 3) utilizando a intersecgao da
variedades Schubert.

i) Se p é um ponto e m é um plano de tal modo que p ¢ 7, ndo existe nenhuma reta
contida em 7 e passando por p ,i. é., Q(p,P*) N Q(1,7) = @. Isto resulta em,

Q(0,3) - Q(1,2) = 0;

ii) Se m e 7 sdo dois planos distintos, a tinica reta que pertence Q(1,7) e Q(1,7) é a
interseccao de 7 e 7Tl, entao,

Q(1,2)* = Q(0,1);

iii) Agora, vamos examinar (1,3) - €(0,3). Como representantes consideremos as
variedades Q(R,P?) e Q(p,P?), onde p é um ponto que nao pertence a R. A in-
terseccao destas duas variedades é o conjunto das retas que passam por p e contidas
no plano gerado por p e R. Entao,

Q(1,3) - Q(0,3) = Q(0,2).

iv) Para calcular Q(1,3)?, consideremos as retas R e R que se interceptam em um tinico
ponto. A interseccio das variedades de Schubert Q(R,P) e Q(R',P) é o conjunto
das retas que interceptam a reta R e a reta R . Cada reta que passa pelo ponto de
interseccao tem essa propriedade e também cada reta contida no plano gerado por
R e R'. Esse fato nos diz que,

Q(1,3)* = Q(0,3) + Q(1,2).

Exemplo 35. Vimos que G(1,3) pode ser visto como wma hipersuperficie quadrica em
P>, Utilizando o cdlculo de Schubert para vermos de outra maneira que o grau de G(1,3)
¢ igual a dois.

Sabemos que G(1,3) tem dimensao 4, e por isso o seu grau é o numero de pontos
que vio cortar G(1,3) com uma reta em P, este é o mesmo que corta G(1,3) com 4
hiperplanos gerais. Ao cortar G(1,3) com um hiperplano temos uma variedade cujo ciclo
de Schubert é G(1,3) e entdo,

deg G(1,3) = Q(1,3)*.
Usando as formulas acima temos,
Q(1,3)" = (Q(1,3)%)?

Q(1,3)* = (2(0,3) + Q(1,2))?
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3. Grassmannianas

Q(1,3)* = Q(0,3)% +29Q(0,3) - Q(1,2) + Q(1,2)?
Q(1,3)* = Q(0,1) + 0+ ©(0,1)
Q(1,3)* = 20(0,1)

Estes mesmos célculos permitem responder a seguinte pergunta:

Se Ly, Lo, L3 e Ly sdo 4 retas gerais em P?, quantas sdo as retas que cortam L;;Vi =
1,...,47

Na verdade, o que estamos procurando sao as retas na interseccio da Q(L;, P?); Vi =
1,...,4. O ntmero destas retas é exatamente o grau (1, 3)%, i.é., é igual a 2. Entao,
existem duas retas que cortam 4 retas dadas em P3.

3.7 Exemplos de curvas e superficies em G(1, 3) e G(1, )
Vimos que se C C G(1,n) é uma curva,
] = d-9(0,2),

d € Z é o grau de C. Uma reta em G(1,3) é uma curva de grau d = 1. Por um lado,
sabemos que cada variedade de Schubert Q(p,7), tem como classe ©(0,2), pois é uma
reta. Pode-se provar que todas as retas de G(1,n) sdo desta forma. Entao:

Proposicao 3.12. As retas em G(1,n) correspondem as feizes rectas contidas em planos.

Exemplo 36. Seja agora C C G(1,3) a curva correspondente as retas de um rulling de
uma quddrica suave Q de P3. Para calcular o grau de uma curva em G(1,3) podemos

utilizar a igualdade,
2(0,2) - Q(1,3) =Q(0,1),

i.6., d=[C]-Q(1,3) é o mimero de Retas de C que intersectam uma reta L de P3. Neste
exemplo, temos de L N Q sao dois pontos, pois Q € uma hipersuperficie quadrica, e para
cada ponto passa exatamente uma reta da familia, de modo,

[C] =2-Q(0,2).
i.€.,, C é uma conica contida em G(1,3).
Acabamos de ver dois exemplos de superficies em Grassmannianas G(1,n).

Exemplo 37. Vamos observar inicialmente quais sio os planos contidos em G(1,3).
Geometricamente, se Il C G(1,3) é uma superficie plana, por cada par de pontosly,ly € 11,
a reta (ly, 1) tem de estar contida em 1. Isto significa que as retas Ly e Loy se cruzam
em um ponto p, e todas as retas que passam por p, contidas em m = (L, Ly) estao em
II. Se agora | é outro ponto qualquer de 11, L, tem que cortar Ly e Ly. Temos duas
possibilidades:

i) Cada reta L passa através do ponto p, e entdo 11 = Q(p,P3) é um a-plano;
it) Cada reta L estd contida em 7, e entdo 11 = Q(1,m) é um B-plano.
Com este resultado acabamos de provar a seguinte proposicao.

Proposicao 3.13. Os tnicos planos contidos em G(1,3) sdo os a-planos e B-planos.
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3.8 A quadrica suave de P°

Uma hipersuperficie quadrica em P" é dada por zeros de um polinémio homogéneo F
em n + 1 varidveis, de grau 2 que esta associada a uma forma bilinear sobre um corpo
algebricamente fechado com apenas um tunico invariante a saber, o seu indice. Em nosso
trabalho isto significa que toda quadrica Q é projetivamente equivalente a uma outra
forma

X34+ Xo X1+ .+ XX, + X1 X0+ + XX+ XX+ X

Para0<:i<j<r

Uma hipersuperficie é nao singular se, e somente se, r = n, i.é., quando a forma
associada é nao degenerada.

O nosso interesse ¢ em hipersuperficies em P?, que nos remetem a exatamente quatro
possibilidades

i) Se tivermos r = 3, temos uma quadrica nao singular;

Figura 3.1: A quddrica nao singular de P3

ii) Se tivermos r = 2, temos um cone quadrico;

Figura 3.2: O cone quddrico de P3

iii) Se tivermos r = 1, temos a unido de dois planos simples;

Figura 3.3: Dois planos simples de P3
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iv) Se tivermos r = 0, temos um plano duplo;

Figura 3.4: Um plano duplo de P3

Uma outra forma de obtermos a quadrica suave é através do mergulho de Segre, como
visto no Teorema 2.6

P! x P! — P?

(o 1 21 : Yo : y1) = (Tovo : Tov1 © 1Yo © T1Y1)

Em coordenadas z,v, z,t a imagem desse mapa ¢ a quddrica de Segre, dada por,
Tt =yz

Esta quadrica possui duas familias distintas de retas que sao facilmente descritas
(a:b) x P! — retas passando pelos pontos;

P! x (c:d) — retas passando pelos pontos;
(c:d:0:0) dr = cy
=
(0:0:c:d) dy = ct
Note a descricao do polinomio xt — yz como o determinante da matriz,
Ty
z t
apresenta as duas familias de retas de forma bem simples:

i) Asretas de uma das familias sdo obtidas impondo uma mesma relagao entre colunas;

ii) As retas da outra familia sdo obtidas impondo uma mesma relagdo entre linhas;

Resumo

Se Q é uma quadrica suave em P3, entdo:
i) Q é uma superficie regrada, com duas familias infinitas de retas;

ii) Por cada ponto de Q passa exatamente uma reta de cada familia;
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iii) Duas retas de mesma familia sdo disjuntas;

iv) Uma reta de uma familia intersecta um membro qualquer da outra familia de retas
em um unico ponto em Q.

Vimos que G(2,4) pode ser visto como uma quadrica suave de P° cuja equacao é dada
por,
Xo1Xo3 — Xo2X13 + X3 X12 =0

Figura 3.5: A quddrica suave de P3

Proposicao 3.14. A quddrica Q € ndo singular.

Demonstragdo. Seja
J = Xo1Xo3 — Xo2X13 + Xo3 X2

temos que

OF OF OF OF OF OF

6.
Xo1 = 0; Xo2 = 0; Xo3 = 0; X12 = 0; X413 = 0; Xo3 =0
1ni lucdo deste sist ¢ i Cs lui Adrica Q é na
como a tnica solucao deste sistema é a origem em C°, concluimos que a quadrica Q é nao
singular. n

Além disso, se o Q representa qualquer quadrica suave, existe uma projetividade que
transforma Q em

Do1P23 — Po2P13 + Pozpiz = 0,

i.é., 0 estudo da Grassmanniana G(1, 3), permite-nos dizer algo sobre a quadrica suave de
IP5.
Inicialmente vimos que em G(1, 3) ha dois familia de planos, os a-planos e os -planos.

i) a-planos sio as variedades de Schubert da forma Q(p,P?) e entdo existe um por
cada ponto de p € P3. Formam uma familia de dimensao 3 parametrizada por IP3.
Vamos ver como os a-planos interceptam entre eles. Se Q(p,P?) e Q(p/, IP) sao dois
a-planos, a interseccio ¢ a familia de retas de P? que passam por p e por p . Entéo,
os dois planos intersectam num tnico ponto de G(1, 3) correspondente & reta (p,p).

ii) [-planos sao variedades de Schubert da forma (1, 7), e por isso sao parametrizados
por P? dual (a familia dos planos de P?). Eles também formam uma familia de
dimensao igual a 3. Se Q(1,7) e Q(1,7') sdo dois B-panos, a interseccio ¢é a familia
de retas de P? contidas em 7 ¢ 7. Entdo os S-planos se cruzam em um tnico ponto
em G(1,3), correspondente & reta m N 7.
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Consideramos agora um a-plano Q(p,P3) e um S-plano Q(p,7) geralmente p ¢ T,
entdo nao existem retas em 7 que passem pelo ponto p. Entdo a-planos Q(p,P?) nao se
cruzam. Veremos dois casos particulares:

i) Fixando o 8-plano (1, ) e considerando um ponto g € 7. Neste caso, a intersec¢ao
contém todas as retas que passam por ¢ e estdo contidos em 7w, i.é., um feixe de
retas. Vimos que um feixe de retas de P? corresponde a uma reta em G(1, 3).

Entao, para cada S-plano existe uma familia de dimensao 2 de a-planos que cruzam
ao [-plano ao longo de uma reta.

ii) Agora fixando o a-plano Q(p,P?) e considerando um plano 7 que contém o ponto
p, 0 a-plano Q(p,P3) e o B-plano Q(1, ) interceptam-se ao longo de uma reta.

Entao, para cada a-plano existe uma familia de dimensao 2 de S-planos que cortam
o a-plano ao longo de uma reta.

Em conclusao, podemos tirar a seguinte:

Proposicao 3.15. A quddrica suave Q C P® contém duas familias de planos de dimensdo
3, tais que:

i) Os planos da mesma familia sio cortadas dois a dois em wm ponto;
it) Um plano de uma familia nao intersecta o plano genérico da outra;

iii) Se fitarmos um plano de uma familia, existem 0o® planos de outra familia que lhe
interceptam ao longo de uma reta.
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Capitulo 4

As 27 retas de uma superficie cubica

4.1 Consideracoes iniciais

Uma superficie ctibica é uma variedade projetiva estudada em geometria algébrica, é
uma superficie algébrica no espaco projetivo tridimensional definido por um tnico poliné-
mio cibico quaternéario que é homogéneo de grau 3 (dai, cibico).

Faremos algumas consideragoes iniciais sobre retas em superficies, i.€., que uma su-
perficie cubica em P3 contém pelo menos uma reta (ou nimero finito delas) e que uma
superficie geral de grau d > 4 nao contém retas e depois iremos restringir o problema ao
nosso caso especifico.

Lema 4.1. As condicoes que expressam o fato da reta L estar contida na superficie S sao
relacoes algébricas entre os p;; e os coeficientes de F, homogéneos em ambos 0s conjuntos.

Demonstragdo. Sejam

T = ($0,$17$2,$3) Yy = (yo:ylay%yS)

vetores linearmente independente em K* tais que z,y € L e seja £ C K* o 2-espaco
vetorial gerado por x,y, assim considere

L= {{o,y)x — (o, z)yla € K'}

dado z € L, sejam a,b € K de forma que z = ax+by. Parametrizando a reta L em termos
das suas coordenadas de Pliicker, queremos provar que existe a = (ap, o, g, a3) € K* de
forma que

<Oé,’y>$ - <Oé,$>y =z
i.é.,
(o, y) = xoap + T100 + a0 + T35 = —b
(o, y) = Yoo + Y11 + Y202 + Ysaig = a

como z,y sao linearmente independentes, o sistema tem solucao.

A cada vetor z de £ de coordenadas z; = 39?:0 a;pij, onde p;; = xy; — yiw , 1.6., as

coordenadas de um ponto de [ tem a forma
(a1 po1+aopoa+aspos ©: —opor+a2piataspis @ —Po2—Q1P12+Q3Pe3 T —Po3— Q1 P13—Q2P23)

onde «; percorre os vetores ndo nulos de K*. Substituindo estas expressdes na equagao
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F(X :Y :Z:T) =0 e igualando a zero os coeficientes de todos os mondémios em
a;, deduzimos (pois o corpo K ¢ infinito) que a condi¢do L C S é expressa por um
conjunto finito de relagoes algébricas, que sao lineares com respeito aos coeficientes de F,
e homogéneas de grau d com respeito as coordenadas de Plicker p;;. O]

Agora iremos restringir ao nosso caso especifico de superficie cubica em P? e por
superficie cubica, digamos S, entendemos como sendo o lugar dos zeros do espago projetivo
P3 de um polindmio homogéneo de grau igual a 3 em 4 varidveis, i.é.,

S={X:Y:Z:DNFX:Y:Z:T)=0}

o numero de coeficientes do tal polinomio de grau d em n + 1 variaveis é dado por

n+d 6
(") = )=
FX:Y:Z:T)=0

FX:Y:Z:T)=aoX?+ a1 X?Y +asX?Z 4+ a3 X°T + as XY? + a5 X Z% + ag X T? +
(I7XYZ + CngYT + (ZQXZT + (110Y3 + aHYzZ + angzT + CL13YZ2 + CL14YT2 -+ CL15YZT -+
a16Z3 + a1722T + angTZ + (119T3 = 0.

Suponha que § é irredutivel, S é nao singular.

Exemplo 38. E se P? temos as coordenadas homogéneas (X :'Y : Z : T), Entio o
conjunto de pontos onde X3+Y3+Z34+T3 = 0 € uma superficie cibica chamada superficie
ctibica de Fermat;

A superficie de Clebsch é o conjunto de pontos onde X2+ Y3+ 73+ T3 = (X +Y +
Z+T)3

A superficie ciubica nodal de Cayley é o conjunto de pontos onde WXY + XY Z +
YZT +ZTX =0

Exemplo 39. Seja a superficie cibica em P3
F(X,)Y,2)=Y*Z - X*Z - X*>=0

Derivando parcialmente em relagcao as variaveis X,Y, Z temos,

—92X7Z —3X2=0
a—JT=—2XZ—3X2
g S2{ 2YZ =0
Si1¢ — =2Y7
g Y2 X2=0
7:Y2—X2
o7

da terceira igualdade de Sy temos Y? = X? = Y = +X e da sequnda equagio temos
2YZ=0=Y=00uzZ=0

i)Y #0,Z =0 ndo pode acontecer, pois 2X7Z —3X? =0

i) Y = 0,7 # 0 neste caso temos,

S Y=0=X=0
®1 Z # 0 Podemos assumir que Z = 1

assim resulta que (0:0: 1) é um ponto de singularidade.
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4. As 27 retas de uma superficie ctibica

Queremos mostrar que toda Superficie cibica ndo singular de P? contém exatamente
27 retas e este problema consiste inicialmente em provar a existéncia de pelo menos uma
reta em toda superficie ctibica que serd o nosso ponto de partida até chegarmos a provar
que, toda superficie ciibica nao singular S C IP? possui exatamente 27 retas.

4.1.1 Superficies ciibicas singulares

Um exemplo de uma superficie ctibica singular é a superficie cibica nodal de Cayley
dada por
TXY +XYZ+YZT+ZTX =0

Com 4 pontos nodais singulares em (0 : 0 : 0 : 1) e suas permutagdes. As superficies
cubicas singulares também contém retas racionais, e o nimero e arranjo das retas estd
relacionado ao tipo da singularidade.

As superficies ctbicas singulares foram classificadas por Schlafli - 1863, e sua classifi-
cacgao foi descrita por Cayley - 1869, Bruce e Wall em 1979.

4.2 As 27 retas

O teorema de Cayley-Salmon - 1849 afirma que em uma superficie ctibica suave sobre
um corpo algebricamente fechado contém 27 retas e podem ser caracterizados indepen-
dentemente da incorporac¢ao no espago projetivo, como as retas racionais com nimero de
auto-interseccao igual a —1, i.é., em outras palavras, as —1-curvas na superficie. Uma
superficie cubica suave também pode ser descrita como uma superficie racional obtida
por inchamento de seis pontos no plano projetivo em posigao geral (neste caso, "posigao
geral'significa que nao hé trés pontos alinhados e seis ndo estdo em uma segao conica).
As 27 retas sao os divisores excepcionais acima dos 6 pontos inchados, as transformacoes
apropriadas das 15 retas em P? que unem dois dos pontos inchados e as transformacoes
apropriadas das 6 conicas em P? que contém todos menos um dos pontos explodidos.

Clebsch deu um modelo de superficie ctibica, denominada superficie diagonal de Clebsch
onde todas as 27 retas sdo definidas sobre o corpo Qv/5 e em particular, sio reais.

Como parte principal de nosso trabalho estamos interessados em demonstrar o resul-
tado seguinte:

Teorema 4.2. [Teorema de Cayley-Salmon - 1849] Toda Superficie cibica nao singular
de 3 contém 27 retas.

Seja S uma superficie cibica nas hipdteses acima, esta demonstracao sera dividida em
quatro partes, que sao elas:

Parte 1 Toda superficie S contém pelo menos uma reta, por exemplo a reta L, como sera
visto na Proposicao 4.3;

Parte 2 Dada a reta L. C S obtida anteriormente, existem exatamente outras dez retas
distintas entre si e distintas da reta L de S, que interceptam a reta L e distribuidas
em pares de cinco, por exemplo (L;, L;)  Vi=1,...,5, de forma que:

- Cada par de retas é coplanar com a reta L;

- Pares com 7 # j sao disjuntas, i.é., nao se interceptam. Como veremos na
Proposicao 4.5;
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4. As 27 retas de uma superficie ctibica

Note que este resultado nos permite afirmar que toda superficie ciibica contém pelo
menos duas retas disjuntas, e assim.

Parte 3 Dadas L,M C &, duas retas disjuntas como acima, existem exatamente outras
quinze retas de S com uma configuracao particular e serd vista na Proposicao 4.7;

Parte 4 A partir da configuracdo das dezessete retas de S obtida anteriormente, com a
Proposicao 4.9 deduz-se que existem exatamente outras dez retas de S que possuem
uma configuracao especial.

Entao, vamos 14 em busca de nossas retas!
Proposicao 4.3. Toda superficie cibica S C P? contém pelo menos uma reta L.

Demonstracio. Seja G o conjunto formado pelas retas de P?, i.é.,
G = {L|L sdo retas de P*}

como a dimensdo de P é igual a 3 e cada reta é determinada por dois de seus pontos e
o conjunto G das retas tem dimensao igual a 3 4+ 3 — 2 = 4, como visto na Proposicao
3.4. Podemos tomar G, a Grassmanniana, como sendo um espaco de parametros, i.€., um
espaco que parametriza as retas de P3, de forma que os pontos de G estdo relacionados
biunivocamente com o conjunto de retas de P2, de modo que, quando um ponto de G varia
continuamente, os coeficientes das equacoes das retas que definem a reta correspondente
em P? também variam de forma continua.

A Grassmanniana G pode ser dotada de uma estrutura de variedade projetiva, Teorema
3.7, que na realidade, é uma hipersuperficie quadrica de P> dada por

G= {(pm “Po2 “Po3 - P12 - P13 - P23) € IED5|I901]023 — Po2P13 + PosPi2 = 0}

cuja equagao acima é conhecida como a Relacao de Pliicker visto no Exemplo 23.

Assim como feito com as retas, se considerarmos a familias das superficies cuibicas em
IP3, teremos um espaco projetivo de dimensao 19, visto que cada superficie ¢ dada pela
anulacao de um polinémio homogéneo F com vinte coeficientes, determinados salvo pela
multiplicagao por escalares.

Note que a subvariedade A, do produto cartesiano G x P! formada pelos pares (L, S)
que parametrizam uma reta L e uma superficie ciibica S, tal que L C S, uma vez que a
variedade de incidéncia! A que tem projecoes pi, p2, os dois fatores do produto acima

ACGxPY

veremos que py € uma aplicacao sobrejetiva, com o qual sera provado que qualquer super-
ficie ctibica S C P? (singular ou ndo) contém pelo menos uma reta.

O fato de que uma determinada reta L esta contida em S impoe quatro condi¢des no
P9 de superficies ctibicas:

!'Em geral, as variedades de incidéncia descrevem pares de variedades em que uma delas estd contida
em outra. Por exemplo, pares de pontos e retas na qual o ponto pertence a reta, em nosso caso especifico
de reta e superficie cibica com a reta contida na superficie.
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4. As 27 retas de uma superficie ctibica

i) Se, exceto por uma mudanga de coordenadas, as equagoes da reta L sao Z =T = 0,
como a equagao de S é dada por F = 0, entao L C S é equivalente a restricao de
F a L ser identicamente nula;

ii) Mas F|, é um polinémio ciibico homogéneo de grau 3 nas varidveis (X,Y’) e por-
tanto, tem 4 coeficientes que devem ser nulos, desta forma, a fibra de p; em cada
reta L € G, ou seja, p; (L), o espaco da superficie ciibica que contém cada reta L,
tem dimensao 15(= 19 —4), entdo a dim A = 4+ 15 = 19 e a projec¢ao ps resulta ser
uma aplicacao entre variedades de mesma dimensao;

iii) Se dim (p2(A)) < 19, entdo a dimensao da fibra de p, nos pontos da imagem po(A)
deveria ser ao menos igual a 1 e assim, cada superficie conteria retas (que poderiam
ser infinitas). Isto ndo procede, de outras técnicas de construgao se pode construir
pelo menos uma superficie com um niimero finito de retas.

iv) Se cumpre assim que dim (p2(A)) = 19 e segue que, usando a imagem de uma
variedade projetiva por um morfismo é limitada, assim py(A) = P19,

Como queriamos demonstrar. O

Até aqui temos uma reta, das 27 que estamos buscando. Para provarmos o préximo
resultado, necessitamos de um resultado auxiliar, que na realidade é uma consequéncia
da nao singularidade da superficie. Continuemos a buscar pelas retas.

Lema 4.4. Por cada ponto P € S passam no mdzrimo trés retas contidas em S, que ainda
sao coplanares e ndo sao repetidas

Demonstracio. Se P € L C S, entao L = TpL C TpS, i.é., a reta L mora no plano
tangente(que estd bem definido em todos os pontos de S, pois S é uma superficie nao
singular) e a interseccao S N TpS, por Teorema 2.16 26 uma curva ciibica plana passando
pelo ponto P, consiste no méximo de trés retas(se fossem mais retas, teriam grau maior
do que 3) que sdo automaticamente coplanares

O fato de que nao existem retas repetidas é uma consequéncia da nao singularidade
de 8. Suponha que tenhamos uma reta repetida:

Se como acima, exceto por uma mudanca de coordenadas, suponhamos que a reta L é
dada por Z =T =0 e que TpS é um plano definido por 7" = 0, assim temos as seguintes
equivaléncias:

L é uma reta multipla de SNTpS

0

Flrps tem um zero duplo em Z =0

T
F(X,Y,Z,T)=2Z*AX,Y,Z,T)+ TB(X,Y, Z,T)
com A uma forma linear e B uma forma quadratica, mas entdo S, uma superficie de
equacao F = 0, seria singular nos pontos para quais Z =T = B = 0 constituindo um

conjunto nao vazio e isto contradiz a nao singularidade de S. Como queriamos demonstrar.

]

2Em um espaco projetivo, a interseccio de uma variedade de grau igual a m e outra variedade de
gruau igual a n, tem grau maximo igual a m - n pelo Teorema de Bézout.
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4. As 27 retas de uma superficie ctibica

Proposicao 4.5. Dada uma reta L C S existem exatamente outras dez retas distintas em
S, que intersectam a reta L e estao distribuidas em cinco pares (L;, L;), parai=1,...,5,
de forma que:

i) L, L;, L; sao coplanares para cada 1 =1,...,5;
i) (LiUL)N(L;UL;) =@ sei+j;

Demonstragao. Considere o plano IT que contenha a reta L. Como feito anteriormente a
interseccao de [IN'S é uma curva cibica plana e é ébvio que L C ITN S, logo a curva é
a uniao da reta e uma curva plana de grau igual 2. Esta conica pode ser irredutivel ou
degenerar-se em um par de retas que se intersectam

L

Figura 4.1: A interseccao IINS

O que queremos provar é que, entre todos os planos da discussao anterior, existem
exatamente 5 planos (IIy,...,II5) distintos, que ao interceptarem com a superficie S
produzem uma conica degenerada, i.é., o par de retas L; U L;.

Se conseguirmos provar isto, o item 4.5 i) fica provado automaticamente, vejamos, se
o item 4.5 i7) nao for verdadeiro, entao alguma reta de I1;US, por exemplo L;, intersectaria
uma reta do par II; US, com ¢ # j, digamos L;, e como consequéncia disso, o ponto de
interseccao das duas retas , P = L; N L; pertenceria a II; N II; = L, com o qual, neste
ponto P passariam trés retas de S nao coplanares, contradizendo o Lema 4.4.

Figura 4.2: Os cinco pares de planos II; gerados por (L;, L;)
Para provar o que queremos, suponha sem perda de generalidades que Z =T = 0 sao
equacgoes de L e, assim, um plano II passando por L, tem uma equacao da forma

pZ + AT = 0; (u, A) # (0,0)
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se por exemplo p # 0, dividindo a equagdo acima por u, podemos supor que a equagao

do plano II ¢ dada por,

A
Z+272=0
u

equivalentemente a Z + A\Z = 0, assim,
Flu=T -Q(X,Y,Z)

onde T corresponde a reta L e () corresponde a conica. Se tivermos A # 0, o argumento
é analogo ao de u # 0.
Agora agrupando os termos, podemos escrever F como:

F=AX%?42BXY +CY?+2DX +2EY + H

com A, B,C formas lineares e D, E formas quadraticas e H forma cubica e todas elas
em C[Z, T|. Entao, ao restringir ao plano IT e usar a homogeneidade de A, B,..., E, H a
equacao

Q(X,Y,T) = AN 1X?+ 2B\ )XY + ... +2E\, 1)YT + H(\, 1)T?

define uma conica plana variando com A, i.é., com o plano II. Portanto, o plano Il produz
uma conica degenerada se, e somente se, a sua matriz simétrica associada a matriz de ()
nao tem posto maximo e isso é equivalente a condicao de que

A B D
AZT)=det| B C E |=0.
D E H

Porém A(Z,T) é um polinémio homogéneo de grau 5 em duas variaveis, portanto, o
numero das suas raizes contadas as multiplicidades ¢ igual a 5, para terminar, faltaria
apenas verificar que A nao tem raizes multiplas, o qual novamente é uma consequéncia
da nao singularidade de & como no Lema 4.4. O]

Para continuarmos a prova, precisamos do seguinte resultado auxiliar.

Lema 4.6. Dada uma reta L C S e cinco pares de retas de S que a interceptam, qualquer
outra reta de S intercepta uma unica reta de cada par e ndo a outra reta

Demonstragio. Seja N C & uma reta distinta da reta L e dos cinco pares de retas de &
que interceptam a reta L, denominadas L;, L; C II;. Uma reta e um plano tem dimensoes
complementares em P, assim pode ocorrer:

i) Ou N C II;;
ii) Ou N intersecta o plano II; em um tnico ponto P € S.

Se N C II;, entao II NS consiste de 4 retas distintas, o que contradiz o Teorema de
Bézout 2.16.

Se N intersecta o plano II; em um tnico ponto P € §, como I, NS = LU L; U L;, 0
ponto P esta em alguma das trés retas. P nao estda em L, por que nesse caso N deveria
ser L; ou L; para algum i e isto contradiz o enunciado do lema. Sendo assim N intersecta
L; ou intersecta L; em P. Se intercepta as duas retas, deve ocorrer em um ponto de
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interseccao P = L; N L;, pois o ponto P é tinico. Mas entao, a existéncia de P contradiz
o Lema 4.4, pois por esse ponto passam trés retas de S nao coplanares: N, L;, L;. Entao
N intercepta uma reta de cada par, mas nao a outra. O

Note que a Proposicao 4.5 garante a existéncia de duas retas disjuntas contidas em
cada cubica S, e assim finalizamos a terceira etapa da prova.

Proposicao 4.7. Dadas duas retas L, M C S disjuntas, existem exatamente outras quinze
retas distintas em S; (L;, L;, L;’) Vi=1,...,5 com a sequinte configuracao:

i) Os cinco pares (L;, L;) sao as dez retas de S que interceptam a reta L;
it) Os cinco pares (L;, L;’) sao as dez retas de S que interceptam a reta M ;
iii) LyNL; #@sei#jel,NL =@ sei=j.

Demonstracao. Dadas as retas L, M disjuntas de S, como vista na Proposicao 4.5, a reta
L se corresponde com os cinco pares de retas (L;, L;) distintas de S que a intersectam e,
assim pelo Lema 4.6 a reta M intersecta uma reta de cada par e nao intersecta a outra
reta.

Suponha que M, intersecta todas as retas L;s. Aplicando novamente a Proposicao
4.5, existem exatamente outras cinco retas, digamos L;’, tais que os cincos pares de retas
de S que intersectam a reta M sao (L;, L;’),Vi =1,...,5, com a configuracao dada pela
presente proposicao.

Figura 4.3: Configuracao da dezessete retas

Vejamos que as retas L, sao distintas das doze retas anteriores.
i) Sao distintas de L visto que intersectam a reta M, pois L N M = &;
ii) Sao distintas de M e de L;,Vj =1,...,5 pela Proposigao 4.5;

iii) E finalmente sao distintas de L;-, Vi =1,...,5, pois se nao fosse, M intersectaria as
retas do par (L;, L) contrariando o Lema 4.6.

. . A . "
Enquanto a incidéncia entre as retas L;’, L;:

i) Por um lado L;» N L;’ # & se i # j, uma vez que pelo Lema 4.6, L;’ deve intersectar
alguma reta da terna L;, L;, L; elL;N L =@sei#jeLNL,# @, todos os casos
pela Proposicao 4.5;
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ii) Por outro lado L; N L; = & pois L; intersecta a reta L; e L; ndo pode interceptar
a outro membro do par (L;, L;) usando mais uma vez o Lema 4.6.

[]

Assim que, tomando duas retas disjuntas contidas em S, se tem outras quinze retas,
mas com uma configuracao particular descrita pela Proposicao 4.7.

S6 nos faltam apenas dez retas agora. Para encontra-las e assim completar a prova do
nosso Teorema 4.2, temos o seguinte resultado auxiliar.

Lema 4.8. Se Ly, Ly, L3, Ly sdo retas disjuntas de P2, entdo:

i) Ou as quatro retas estdo contidas em uma quddrica suave em P? e tem infinitas
retas transversais comuns;

it) Ou ndo existe nenhuma quddrica que as contém e entao eles possuem uma ou duas
transversais comuns.

Demonstragio. Dadas trés retas disjuntas de P3, digamos Li, Ly, L3, vemos que existe
uma unica quadrica Q que as contém e é nao singular, tomemos trés pontos distintos em
cada reta L;, Lo, L3, no total de nove pontos, o fato de conter um ponto de P? impde
uma condicao de linearidade no espaco das quadricas de P? que é um P°. Entdo, se
considerarmos as quadricas contendo os nove pontos anteriores, o que temos € a intersec¢ao
de nove hiperplanos gerais nesse P? que consiste de um tinico ponto. Portanto existe uma
unica quadrica Q que consiste de trés pontos de cada L;,7 = 1,2, 3 e que automaticamente
contém a cada reta Lq, Lo, L3,pois uma quadrica e uma reta intersectam em no maximo
dois pontos, salvo que a reta esteja contida na quadrica.

E ficil ver que uma quédrica singular de P? ndo pode conter trés retas disjuntas.
Assim Q é uma quadrica suave e sabe-se que uma quadrica suave em P? é uma superficie
regrada®, com duas familias infinitas de retas contida nela, de tal forma que as retas de
cada familia sao disjuntas duas a duas e cada membro de uma familia intersecta a um
unico membro de outra familia em um tnico ponto.

Agora analisemos as seguintes situagoes:

i) Ou Ly C Q e entdo L, pertence & mesma familia que Ly, Lo, L3, pois sao disjuntas
e qualquer reta da outra colecao é transversal as quatro retas Ly, Loy, Lz, L4, assim
existem infinitas retas transversais comuns;

ii) Ou Ly ¢ Q e, portanto, intersecta a qudrica @ em dois pontos. Neste caso, as retas
de outra familia que passam por esses pontos sdo as Unicas transversais comuns as
quatro retas dadas.

O

Na proxima proposicao aparecem as retas que faltam e isto completa a demonstragao
do Teorema 4.2.

Proposigao 4.9. Sejam L, M, {L;}>_, e {L;}>_ | {L;}>_,, as dezessete retas de S dadas
pela Proposicao 4.7:

3Em geometria uma superficie é dita regrada se é obtida pela unido de retas. Pode conceber-se
uma superficie regrada como composta por multiplas linhas, cuja unido forma a prépria superficie. Os
exemplos mais comuns e mais faceis de visualizar sdo o plano, o cilindro e o cone.

73



4. As 27 retas de uma superficie ctibica

i) Se N C S é uma reta de S distinta das demais retas anteriores, entao N intersecta
exatamente trés retas do conjunto {L;}2_,;

it) Por cada escolha de 3 elementos {i,j,k} do conjunto {1,...,5}, existe uma tunica
reta de S, digamos Ljj, distinta das dezessete retas anteriores que intersectam
exatamente a L;, L;, Ly.

Demonstracao. Temos que,

i) As retas {L;}?_, sdo disjuntas entre si pela Proposigdo 4.5. Dadas quatro retas
disjuntas de S, o Lema 4.8 nos diz que as 4 retas nao podem estar contidas em
uma mesma quadrica suave Q, pois neste caso, teriam infinitas retas transversais
comuns. Pelo Teorema de Bézout, estas retas deveriam estar em uma superficie
cubica S, sendo que a intersectam em mais trés pontos, mas entao a superficie S
deveria conter a quadrica Q e portanto nao seria irredutivel, contradizendo nossa
hipotese. Consequentemente as quatro retas disjuntas tem uma ou duas transversais
comuns.

Agora, se a reta N intersecta mais de trés retas L;, usando o Lema 4.8, estas retas
disjuntas teriam mais de duas transversais em comum: N, L, M e assim chegamos
a uma contradigao.

Se a reta N intersecta ao menos trés desas retas L;, entao intersectaria as trés retas
ou mais das retas L; pelo Lema ??7. Se, por exemplo, se a reta N intersectasse a reta
Ls e as retas L’l, LIZ, L;, (e a Ly ou L;), estas quatro retas de S, que sao disjuntas
pela Proposicao 4.5, possuiriam mais de duas transversais em comum: N, L, e Lg,
que novamente é impossivel. Assim, N intersecta exatamente trés retas do conjunto

{Li}io

ii) Considerando a reta L; C S pela Proposicao 4.5 existem exatamente dez retas
distintas de S que a intersectam. Destas 10 retas, até agora apareceram apenas 4
retas: L, M, L’l, L’ll, cada uma das seis retas que faltam (que, pelas configuragoes
dadas nas Proposicao 4.5 e Proposicao 4.7 nao podem ser nenhuma das doze retas
restantes no conjunto {L, M, {L;}>_,, {L;}>_, {L;}>_)), deve intersectar exatamente
a um par de retas entre Lo, L3, Ly, Ls, usando o item 7).

Como existem seis desses pares, todas as possibilidades ocorrem e isso nos da uma tinica
reta Lq;i, para cada {j,k} entre {2,3,4,5}, sob as condicoes do item 4i). O argumento
com L; é repetido mas retas L; e isto termina a prova principal do nosso trabalho. O

Esta ultima proposicdo nos da, a partir da configuracao das dezessete retas que se
deduziu da Proposicao 4.7, exatamente outras dez retas distintas de S e prova também
que nao pode existir mais retas.

Com as quatro proposi¢oes anteriores, temos acabado de demonstrar o Teorema 4.2:
cada superficie ctibica nao singular contém 27 retas, que com a notagao usada neste
trabalho sdo as seguintes:

(L, M, {Lo ALY AL Yo, Liji}, 6, 1+ 14+5+5+5+10 = 27.

Agora iremo explicitar dois exemplos classicos deste problema, o primeiro é Superficie
de Clebsch que possui a notavel propriedade de possuir todas as suas raizes no corpo dos
numeros reais e a Superficie Cubica de Fermat cujas raizes estao no corpo dos nimeros
complexos.
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4.3 Aplicacao

4.3.1 Superficie Cubica de Clebsch

A Superficie de Clebsch é uma superficie mais conhecida por Superficie Cubica Diago-
nal de Clebsch é nao singular e foi estudada por Clebsch - 1871 e Klein - 1873, onde todas
as 27 retas excepcionais podem ser definidas sobre o corpo dos niimeros reais. O termo
Supertficie Icosaédrica de Klein pode se referir a essa superficie ou ao seu inchamento nos
10 pontos de Eckardt.

Figura 4.4: Superficie Cibica Diagonal de Clebsch

A superficie Clebsch é o conjunto de pontos (X : Y : Z : W : T) de P* que é a
interseccao das duas equagoes que satisfazem o seguinte sistema,

S— X34+ Y3+ 234 T°+W? =0
]l X+ Y+ Z4+T+W =0

como F = 0 e eliminando a varidvel W, temos que esta é isomorfa em P? & superficie,
FX,Y,ZT) =X +Y*+ 23 4+T° — (X +Y +Z+T)>°

O grupo de simetria da superficie é o grupo simétrico S5 de ordem 120, agindo por
permutacoes das coordenadas em P* até isomorfismo, a superficie de Clebsch é a tinica
superficie ciibica com este grupo de automorfismo.

Observacao 4.1. As 27 retas excepcionais $ao
i) As 15 imagens (em Ss) da reta de pontos da forma (a:—a:b:—b:0).

ii) As 12 imagens da reta através do ponto (1 : & : €2 : €31 &) e seu conjugado complexo,
onde & é uma primitiva raiz quinta da unidade

Iremos exibir as retas da Superficie Cubica de Clebsch por suas coordenadas de Pliic-
ker, como geral, a reta L em P é a reta dada pelos pontos a = (ap : oy : an : a3) e =
(Bo: By : Pa: PB3),l € G(2,4) pode-se associar a classe da matriz

[ G a1 Qg Q3
A_<ﬁo B B ﬁ3>
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4. As 27 retas de uma superficie ctibica

como visto na Definigdo 3.2, pode ser representada por poi, po2, Po3, P12, P13, P23 € estaremos
supondo que L C S e ainda suporemos que py; # 0 e ainda mais, podemos supor sem
perda de generalidade que py; = 1 como visto no Teorema 3.2, neste caso temos que a
reta L é dada pelos pontos (1:0: —p1a: —p13) e (0:1: poa : po3), i.é.,

L={(z:y:—piz+pey: —pisz+psy) €P® | (z,y)€K\(0,0)}
temos que ter
F(x:y: —paz + pooy : —p13v +posy) =0 | (z,y) € K*\(0,0).
assim, convencionando obtemos assim o seguinte sistema de equagoes de ordem 4:

(Poz + po3) (Poz + 1)(po3 +1) =0

(P12 +p13) (P12 — 1)(p1z—1) =0

PiaPo3 + DigPo2 + 2Do2PosP12 + 2P02pPosP1s — Paa — Pog — Po2Po3 + 2212
+2po2p13 + 2posp12 + 2posp13 — 2po2 — 2po3 + P12 +p1i3 — 1 =0

Po2Pis + PosPla + 2Po2P12P13 + 2PosPiaPis + Pla + Pl + 2p12P13 — 2Po2Pi2
—2po2p13 — 2po3p12 — 2Po3P13 + Po2 + Poz — 2p12 — 2p13 + 1 = 0.

Das duas primeiras equagoes, podemos considerar nove casos e em cada um deles
eliminamos duas incégnitas que resulta em sistema de equacoes de ordem 2.

i) Caso pg3 = —po2 € p12 = 1: neste caso as duas ultimas equagbes tornam-se

S =) b + Do + Piop13 = 0
—Ppo2 + pis + poapis = 0.

Observe que pg, # 1, sendo na primeira equagio haveria 0 = —p;3+ 1+ pi3 =00
que ¢ impossivel. Evidenciando p;3 na primeira equacao temos:

P
Po2(Pis + Po2 — 1) = 0.

—14++5 ~1-+/5

9 ou po2 = 5

Assim.

Po2 = 0 ou poy =

Portanto temos que ppo = p13. De fato, quando pgs = 0 resulta que p;3 = 0 também.
Mas quando pgy # 0, temos que p3, — 1 = —pga, e portanto:

i6.,
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4. As 27 retas de uma superficie ctibica

~1++5 —1-+5

Po3 = —Poz € P12 = 1 =po2 = 0 ou pp2 = 5 ou po2 =
E assim concluimos o primeiro caso.
Analogamente os outros cinco casos sao tratados

145 1-5

ii) po3 = —po2 e pis=1= —po2 = —pi2=0o0u —p12 =

2 2
1++5 1-+/5
iii) poa = —1 € p13 = —pi12 = Po3 = P12 = 0 ou pyy = 5 OWPe = 5
_ 1++5 1-+5
iv) pos = —lepizs=—pi2=po2=—pr2=00u —pio = 5 ou — Po2 = B ;
—1+5 —1-+5
V) poo=—lepiz=1=po3=—pi2=0o0u —ppp= 9 ou — Po2 = T;
_ ~1++/5 —1—-+5
vi) pp3=—lep=1=pp=-—p3=00u —pi3= 5 O TP= o
vii) po2 = —1 e p12 = 1 = obtemos equagoes do tipo 1 = 0, que é impossivel;
viii) pog = —1 e p13 = 1 = obtemos equacgoes do tipo 1 = 0, que é impossivel;
iX) pog = —po2 € p13 = —p12 = obtemos equagdes do tipo 1 = 0, que é impossivel.

As ponderagoes feitas acima, foram realizadas considerando py; # 0 e encontramos
18 retas, resta-nos considerar agora as retas onde py; = 0, que sera realizado em cinco
etapas e em cada uma delas considerando p;; = 1,pp; = 0 e permutando as coordenadas
que aplica z; e x; em x( e x; respectivamente:

Po3 = 0,p12 = —1,p23 =0
Po3 = 0,p12 = 0,p23 =1

Po3 = —1,p12 =0,p23 =0
po3 = —1,p12 = —1,p23 = 0.

i) po1 =0 e ppe = 1; permutagao (0213) — (0123) =

Temos quatro novas retas.

pi3 = —1,p33 =0

1) po1 = 0,po2 = 0 e pog = 1; permutagio (0312) — (0123) =
P13 = 0,p23 = —1.

Temos duas novas retas.

p13 = 0,p23 =1

i) po1 = 0,po2 = 0 e p12 = 1; permutagao (1203) — (0123) =
P13 = —1,p23 = 0.

Temos mais duas novas retas.

po3 = 0,p12 = 0,pa3 = —1
iv) por = 0,po2 =0 e p1g = 1; permutacio (1320) — (0123) = ¢ po3 = —1,p12 = 0, pa3 = 0.
Po3 = —1,p12 = —1,p23 = 0.
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4. As 27 retas de uma superficie ctibica

Temos apenas uma reta nova, as duas ultimas retas ja foram obtidas na primeira linha
do item i7) e na segunda linha do item 4ii) respectivamente.

poz = 0,p12 = 0,p13 = —1
v) por = 0,po2 = 0 e po3 = 1; permutagdo (2310) — (0123) = ¢ pos = —1,p12 = 0, p13 = 0.
po3 = 0,p12 = 1,p3 = 0.

Temos apenas uma reta nova, as duas ultimas retas ja foram obtidas na primeira linha
do item iv) e na primeira linha do item #ii) respectivamente.

Obtemos as nove retas com pg; = 0 restantes, totalizando as vinte e sete retas sobre
a Superficie Cubica de Clebsch e denotando & = 12—‘/5 e = # esbocamos estas pelas
coordenadas de Pliicker a seguir:

Reta01:(0:0:0:0:1:-1) Reta 10: (1:0:0:0:1:0) Reta19:(1:—€:€&:1:-€:1)
Reta02:(0:0:0:1:0:1) Reta11:(1:0:0:1:0:0) Reta20:(1:—1:£:£:—-€:1)
Reta03:(0:0:0:1:—-1:0) Reta12:(1:0: -1:0:0:0) Reta 21:(1:—1:€:€:—€:—1)
Reta04:(0:0:1:0:0: —1) Reta13:(1:-1:0:0:0:0) Reta 22:(1:&:—¢:—£:1:-1)
Reta 05: (0:0:1:0:—1:0) Reta14:(1:0:-1:1:0:1) Reta 23:(1:€:—€:—E:1:—1)
Reta06:(0:1:0:0:0:1) Reta15:(1: —=1:0:0:1:-1) Reta24:(1:—1:—£:£:1:8)
Reta07:(0:1:0:—-1:0:0) Reta16: (1:&:—-1:-€:&£:1) Reta 25: (1:—1:—€:€:1:¢)
RetaO8:(0:1:—1:0:0:0) Reta]_?:(]_;g;—l;—g;g;]_) RetaQG'(l'fE'fl'l'g‘fg)
Reta 09:(0:1:—-1:—1:1:0) Reta 18: (1: —£:€:1:—£: 1) Reta 27: (1: —6:—1:1:¢: &)

4.3.2 Superficie de Fermat

A cubica de Fermat, com o nome de Pierre de Fermat é uma superficie definida por
2P+ B =1

Usando os métodos de geometria algébrica, eles nos fornecem a seguinte parametrizacao
desta cubica: 5t 1/3(s2 .
t — S st+t
ooty BB st )
t(s?+st+12)—3

3543t —1/3(s* 4 st +t?)?
B t(s?+st+12) -3

x(s,t)

—3—(s*+st+t*)(s+1)
t(s?+st+12)—3

Assim, no espaco projetivo, a Cubica de Fermat é dada por

x(s,t) =

X34+ V34+224+413=0

As 27 retas que se encontram na cubica de Fermat sao faceis de descrever explicitamente
como veremos agora. A Superficie Cibica de Fermat é dada pela equagao

F(X,)Y,Z,T)=X>+Y3+ 23 + T3
pelo que foi provado anteriormente temos que a superficie

S FX,Y,ZT)=X*+Y3+2°4+T°=0
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4. As 27 retas de uma superficie ctibica

contém exatamente 27 retas, queremos explicitar cada uma das 27 retas em coordenadas
de Pliicker.

Em geral, a reta L em P3 é a reta dada pelos pontos a = (ag : a1 : ap : a3) e § =
(Bo: By : Pa: PB3),l € G(2,4) pode-se associar a classe da matriz

A= Qo 01 G2 O3

Bo Bi B2 B3
como visto na Definigdo 3.2, pode ser representada por poi, Po2, Po3, P12, P13, P23 € estaremos
supondo que L C S e ainda suporemos que py; # 0 e ainda mais, podemos supor sem

perda de generalidade que py; = 1 como visto no Teorema 3.2, neste caso temos que a
reta L é dada pelos pontos (1:0: —pia: —p13) e (0:1: pos : po3), i.é.,

L={(z:y:—px+pey: —pir+posy) € P*|(z,y) € K*\(0,0)}
como L C S, temos
F(x:y: —p1ax + Poay : —p13T + posy) = 0,V(x,y) # (0,0) em K2,
i.é.,
2® 4+ 4 (—p12x + poay)® + (—p1s® + posy)”® = 0
equivalentemente

(1- p?2 - p§3)x3 + (1 +p32 + pg3)?/3 + 3(]70217%2 +p03p%3)$29 - 3(17(2)21712 + P33P13)$92 =0

associado a esta equacgao temos o seguinte sistemas de equagoes:

1+p§2—p§3=0 p§2+p§3=—1
S, = L— Piz — Pis = 0 S, = P2 "2‘2913 = 12
Po2P1o + Po3Pis = 0 Po2P1o + PosPis = 0

Piop12 + piapiz = 0 Peopia + Pispiz = 0.

Note que as duas primeiras equagoes do nosso sistema nao homogéneas pelo fato de es-
tarmos supondo que py; = 1 e agora estamos interessados em determinar pgs, poz2, Po3, P12, P13 € P23,
temos na quarta equagao que pio € linear e desde que pgy # 0, temos dois casos a consi-
derar:

i) po1 = 1 e pp2 # 0, tomando a quarta equacao do sistema acima e evidenciando pis,

temos )
Po3P13
PoaP12 + Pogpiz = 0 = pro = — (;’2
02

e substituindo na segunda e na terceira equacao obtemos

Poo + s = —1 p§2 +3p83 :3_1 5 ; 6
Sy =4 pi3(Poa + Po3) Vo2 — Pos) = Poa

p33p13 3 3
Sy = ( p(%zQ ) ' po3p%3(p83 +p82> =0
PosPi3
Po2(—=2-) + pospiy = 0
Po2
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4. As 27 retas de uma superficie ctibica

ii)

iii)

substituindo a equacao 1 de S nas equacgoes dois e trés, obtemos

S. — Pis(Pos — Do2) = Pha
5 — 2 0
PosPi3 =
analisando o sistema Ss, temos que pi;3 nao pode ser nulo, pois pge # 0, restando
que po3 = 0, assim pjy = 0, da equagio pd, +p3; = —1, resulta que p3, = —1 e ainda
p3, = —1 totalizando nove solugoes.

Com pg; = 1 e pg2 = 0, segue da equagao Sy que pp3 = —1, como poa = 0 e po3 # 0,
segue das equacoes trés e quatro do mesmo sistema que p;3 = 0 e da segunda
equacao resulta que po = 1, contabilizando neste caso nove solu¢ées. Temos assim
dezoito retas por coordenadas de Pliicker, com py; # 0.

Com pg; = 0 e ppe = 1, Valendo-se da simetria de F, resolvemos facilmente este
caso a partir do caso dois pela permutagao (0213) — (0123) (i.é., po1 <> Poz2, P21 <>
—Do1 € P13 <> Pa3). Assim as solugdes sa0: por = 1,po1 = paz = 0 e piy = piy = —1.

V3

resumidamente, tomando £ para a raiz sexta primitiva da unidade % + i73, temos as 27
retas contidas na superficie diagonal de Fermat dadas explicitamente pelas coordenadas
de Pliicker a seguir:

Reta 01:(1: —1:0:0:1:—1) Reta10: (1:0:-1:1:0:1) Reta19:(0:1:—-1:—-1:1:0)
Reta02:(1:—=1:0:0:—-£:¢) Reta 11: (1:0: —1:£2:0:¢2) Reta20:(0:1:—1:—£2:¢2:0)
Reta03:(1:—-1:0:0:¢€2:-¢?) Reta 12: (1:0: —1:—£:0: —¢) Reta21l:(0:1:—1:&:—£:0)
Reta04:(1:£:0:0:1:¢) Reta 13:(1:0:£:1:0: —=¢) Reta22:(0:1:£:—-1:-£:0)
Reta 05: (1:£:0:0: —¢: —£2) Reta 14: (1:0:£:€2:0:1) Reta23:(0:1:6:—€2:-1:0)
Reta 06: (1:£:0:0:¢&2: —1) Reta 15: (1:0:&: —£:0:£2) Reta 24:(0:1:£:£:€2:0)
Reta 07: (1:—€2:0:0:1:—¢2) Reta 16: (1:0: —£2:1:0:€2) Reta25:(0:1:—€2:—1:£2:0)
Reta 08: (1: —£2:0:0: —&: —1) Reta 17:(1:0: —€2:€2:0: =€) Reta 26: (0:1:—£2: —¢2:—-€£:0)
Reta 09: (1:—€2:0:0:€2:¢) Reta 18: (1:0: —€2:—£:0:1) Reta27:(0:1:—£2:¢:-1:0)

E possivel reescreve-la como trés familias de dois pardmetros (X, i) # (0,0) e cada
familia com nove elementos cada:

i) Retas da primeira familia quando:

por=1epp#0:(0:=X:0:0:p: AN =1lep’=1

ii) Retas da segunda familia quando:

pr=1lep=0:(1:0:=X:p:0:u); N =1lep®*=1

iii) Retas da terceira familia quando:

pr=0epp=1:(0:1:=X:—p: A p: 0N =1ep=1

Existem outras superficies ciibicas especias que fornecerao excelentes trabalhos futuros.
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