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Apresentamos nesta dissertacao um modelo para séries temporais continuas em
que os valores observados sdo nao negativos, mas tem uma proporgao de zeros (massa
em zero). O modelo é baseado na teoria do Modelo Linear Dinadmico (MLD) e
Modelo Linear Generalizado Dindmico (MLGD) que nos permite fazer inferéncias
dos parametros de forma recursiva através do filtro de Kalman. Para avaliar o
modelo proposto foi desenvolvido um estudo de simulacao e aplicagoes em séries

temporais de precipitagao pluviométrica.
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We present in this dissertation a model for continuous time series in which the
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Séries Temporais

Qualquer colecao de observagoes ordenadas sequencialmente ao longo do tempo é
denominada série temporal. Este tipo de estrutura é muito comum em &areas como
economia (pregos diarios de agoes, taxa mensal de desemprego, producao industrial),
medicina (eletrocardiograma, eletroencefalograma), epidemiologia (nimero mensal
de novos casos de meningite) e meteorologia (precipitacdo pluviométrica, tempe-
ratura diaria, velocidade do vento). Neste tipo de dados, as observagoes vizinhas
sao estocasticamente dependentes. Em geral, os objetivos de uma anélise de série

temporal sao:

e compreender os mecanismos geradores da série:
= descrever eficientemente o comportamento da série (verificar tendéncia,
componetentes sazonais/ ciclicos, valores discrepantes e mudangas estruturais).
e prever o comportamento da série:
= construir planos a curto, médio e longo prazo;

= obter direcionamento para tomada de decisoes.

As séries temporais sdo formadas pelo conjunto de informagoes {Y;,¢ € T'}, onde Y;
¢é a variavel de interesse observada no tempo t e 7' é o conjunto de tempos, podendo

ser classificado como:
e Discreto: T' = {t1,ta, -+ ,tn};
e Continuo: T'= {t,t; <t < ty};

Séries compostas de variaveis aleatorias exclusivamente continuas sao denominadas

continuas. Séries compostas de variaveis aleatorias exclusivamente discretas sao



denominadas discretas. A série é dita multivariada se as observagoes sao {Y, t €
T}, onde Y's sao vetores n x 1 de variaveis aleatorias.

Harrison & Stevens |§] e West et al. [26] apresentaram uma ampla classe de
modelos para tratar séries temporais, conhecidos como modelos dindmicos. Mo-
delos dinamicos sao usados principalmente por sua versatilidade, sendo capazes de
incorporar variaveis explicativas, acompanhar tendéncias e efeitos sazonais, além de
modelar a variancia do processo.

H4 aplicagoes em que varidveis podem tomar qualquer valor nao negativo, mas
tem uma proporcao de resultado zero. Chamamos essas variaveis de semicontinuas
( Agresti & Min [1]), ou continua com massa em zero, quando tem uma distribuigao
continua exceto para uma massa de probabilidade em 0. Dados semicontinuos sao
comuns em muitas areas. Por exemplo, quando cada observacao ¢ um registro da
precipitacao didria, muitos dias nao tém precipitagao. Num estudo sobre as despesas
das familias, algumas familias nao gastam nada em determinada mercadoria durante
o periodo de investigacao. Em um estudo de custos médicos anuais, uma parcela da
populacao tem despesa médica zero. Nesse trabalho estamos interessados em séries

temporais que possuam essa caracteristica.

1.2 Objetivos da Dissertacao

1.2.1 Objetivo Geral

Construir um modelo dinamico que seja capaz de modelar séries temporais continuas

que tenham massa em zero.

1.3 Objetivo Especifico

Os objetivos especificos sao:

1. apresentar as definigdbes dos modelos dindmicos com base na revisao bibliogra-

fica;

2. construir o modelo para séries temporais com massa em zero que assuma a

forma dos modelos dinamicos e fazer os devidos processos de inferéncia;
3. simular cenéarios e verificar se o0 modelo construido obtém bons resultados;

4. aplicar o novo modelo em dados reais de precipitagao pluviométrica.



1.4 Organizacao do Trabalho

Esta dissertacao esta dividida em seis capitulos sendo que no primeiro apresentamos
uma introdugao e os objetivos deste trabalho.

No Capitulo 2, apresentamos a definicao do Modelo Linear Dinamico, do Modelo
Linear Generalizado Dinamico e os métodos de inferéncia para estes modelos.

No Capitulo 3, introduzimos o Modelo Dinamico para Séries Temporais Con-
tinuas com Massa em Zero. Nesse capitulo, descrevemos a estrutura do modelo e
apresentamos os passos necessarios para inferéncia dos parametros.

No Capitulo 4 apresentamos um estudo do modelo proposto em séries geradas
através de cenarios computacionais. O objetivo é verificar se o modelo é capaz de
descrever o comportamento das séries simuladas.

A aplicacao do modelo proposto em dados reais é apresentado no Capitulo 5, uti-
lizando trés séries distintas. A primeira é referente a precipitagao pluviométrica do
municipio de Manaus, a segunda no de Tarauacé/AC e a terceira série pluviométrica
em Sao Gongalo, um distrito do municipio de Souza/PB.

As consideracoes finais e propostas para trabalhos futuros sao apresentados no
Capitulo 6.



Capitulo 2
Modelos Dinamicos

Modelos de Espago de Estado (MEE) sao amplamente utilizados pela sua flexibi-
lidade na analise de séries temporais, uma vez que acomoda uma classe geral de
modelos cujos dados possuem natureza e estrutura variada. Tais modelos foram
introduzidos por Kalman [12] com o objetivo de estimar os estados de sistemas
dinamicos.

A grande vantagem do MEE é que este nos permite modelar processos univaria-
dos ou multivariados, estacionarios ou nao estacionarios, com mudangas estruturais
e padroes irregulares sem a preocupagao de fazermos transformacoes nos dados ori-
ginais.

Neste capitulo é feita uma breve revisao deste modelo, abordando com mais
énfase dois casos particulares: o Modelo Linear Dindmico e o Modelo Linear Gene-

ralizado Dinamico.

2.1 Modelo de Espaco de Estado

Um MEE consiste de uma série temporal p-dimensional (6;,¢t = 0,1,2,...) e uma
série temporal Y, cuja observacao ¢ denotada por y,, para t = 1,2,3,..., onde as

seguintes condig¢oes sao satisfeitas:

1. (64,t=0,1,2,...) & um processo de Markov, de modo que para qualquer ¢ > 1,

f(9t|00:t—1) = f(9t|9t—1)-

Isto significa que a informagao sobre 6, vinda de (6y,...,0; 1) = Oy, €
exatamente a mesma informagcao vinda apenas de @;_;. Assim, a lei de proba-
bilidade do processo (8;,t = 0,1,2,...) é especificada atribuindo a densidade

inicial de 6y, f(6y), ¢ as densidades de transi¢do de 8; condicionado a 6,1,

f(6:]0: 1) .



2. condicional a 6, os Ys sao independentes entre si e Y; depende apenas de

0,. Portanto, segue que para qualquer n > 1, (yy,...,9,)(01,...,0,) possui
densidade condicional conjunta [ f(y,|0:).

t=1
Como consequéncia das condigoes listadas acima, o MEE é completamente es-

pecificado pela:

1. distribuigao inicial a priori dos estados f(6y);
2. densidade condicional da evolugao dos estados f(6;0;_1);

3. densidade condicional f(y,|60;), de forma que a distribuigdo conjunta das ob-

servacoes e dos estados, para qualquer t > 1, seja dada por

FOoy1s) = Hf9|9]1 (y,10;)- (2.1)

A vantagem dos MEE’s é que qualquer modelo linear de séries temporais pode
ser expresso na forma de espaco de estados, relacionando as observagoes Y, a erros v,
através do processo de Markov 6;, denominado vetor de estados latentes do sistema.
Assim, a estimacao e predicao dos estados latentes no tempo ¢ podem ser feitas
recursivamente, baseado no conjunto de informagoes disponiveis no instante ¢. Em
geral, quando trabalhamos com séries temporais (Y, ¢t =1,2,...), o MEE pode ser

escrito da seguinte forma:

Yt = h’t<0t7 Vt); (22)
Ht = gt(et,l,wt). (23)

Onde h; e g; sao fungoes reais, v; e w; sao erros dos processos que assumimos
independentes entre e dentre si.

Com o avancgo tecnologico nos anos 90, o uso dos MEE’s tornou-se ainda mais
vidvel, e a aproximagao bayesiana mostrou-se bastante favoravel para o célculo recur-
sivo de tal metodologia. Trabalhos mais recentes para a analise de séries temporais
baseados nos MEE’s podem ser encontrados em Gomes |7], Liu & West [13] e Petris
et al.|18].

2.2 Modelo Linear Dinamico

Os Modelos Lineares Dinamicos (MLD’s) sao um caso especial do MEE, que ocorrem
quando h; e g; das Equagoes ([2.2]) e (Z3)), respectivamente, sao lineares no primeiro

argumento e os erros associados no segundo argumento possuem distribui¢ao normal.



Considere uma série temporal univariada (Y, ¢t =1,2,...).

Definicao 1 Para cada indice de tempo t, o Modelo Linear Dindmico univariado €

definido por

Equagio de Observagio: Y, = F10, + v, vy ~ N[0, V], (2.4)
Equacao de Evolugao: 0, =G0, 1 + w;, w; ~ N[0, W], (2.5)
Informacao Inicial: 00|y, ~ N[my, Cy), (2.6)

para alguma média e varidncia a priori mg e Cy. Assume-se que as sequéncias
de erros observacionais vy e de evolugao wy sao independentes ao longo do tempo e

entre si, e independentes da priori Ogly,. Parat=1,2,...,

e 0, ¢ um vetor p-dimensional denominado pardmetro de estado ou simplesmente

estado do modelo dindmico;

o F'; ¢ um vetor p-dimensional de constantes conhecidas, podendo ser um con-

junto de varidveis explicativas;

e G, € uma matriz p X p conhecida que descreve a evolugcao temporal dos pard-

metros de estado, conhecida como matriz de evolugao;,
e V, € a varidncia associtada ao erro observacional vy;

e W, é uma matriz de covariincia p X p conhecida associada ao erro de evolugao

(ou erro de estado) wy.

A equagao de observagao (2.4)) relaciona o vetor de observagoes Y; ao parametro
de estado 6; onde assumimos que as observagoes Y; sao condicionalmente indepen-
dentes dado 6; e que Y, depende apenas de 0;, para t = 1,2,..., enquanto que

a equagao de evolucao (2.5]) é responsavel pela evolugdo dos parametros de estado

através do tempo. Estas duas equacoes podem ser reescritas, parat = 1,2, ..., como
Y:|0; ~ N[F]6,, V], (2.7)

0t|0t—1 ~ N[Gtet_l, Wt] (28)

Devido a estrutura markoviana do modelo, 8, dado 8, 1, parat =1,2,..., tem

uma distribuicao normal e dado 60;_; e os valores de G; e W, 6, é independente
da informagao anterior ao tempo t, conforme podemos ver nas Equagoes (2.7) e
[238). Denotamos por yo., = (Yo, Y1.4) = (Yo, Y1, Yas - - - » Y;) 0 conjunto de informagoes
disponiveis até o instante de tempo ¢, parat = 1,2, ..., em que y, denota o conjunto

de informagoes no instante inicial ¢ = 0.



O modelo descrito em (24) e (2.5]) é completamente especificado pela quadrupla
{F,G,V,W}, e pela distribuigdo a priori Normal assumida para os parametros
de estado, dada na Equacao (2.6) em que my e Cj sdo, respectivamente, a média
e a variancia da distribuicao a priori Normal para @ que reflete nossa incerteza a
respeito do processo sob estudo no instante de origem ¢ = 0.

Note que o erro v; é simplesmente uma perturbacao aleatéria no processo de
medida das observagoes Y;. O erro de evolugao wy, por outro lado, influencia no
desenvolvimento do sistema ao longo do tempo. A suposicao de que estes erros sao
independentes dentre e entre si, claramente separa estas duas fontes de variagao

estocéstica e torna mais nitido o papel que cada uma representa.

2.2.1 Filtro para o MLD

Na analise de séries temporais um dos objetivos é a estimacao dos parametros do
modelo e a previsao. No MLD é possivel empregar o filtro de Kalman, que é um
procedimento recursivo com a finalidade de fazer inferéncias sobre a estrutura dos
estados e previsao de observagoes futuras da série, baseado nas informagoes dispo-

niveis. Podemos sintetizar o processo do filtro de Kalman da seguinte maneira:

e em um tempo ¢t — 1 dispomos da distribuicao a posteriori f(0;—1|yp..—1);

dado que conhecemos ¥,.,_;, podemos resumir a informacao contida neste con-

junto através da distribuigao a priori f(0:|ye,_1);

baseado numa estimativa de 6;, calculamos a distribuigao de previsao um passo

a frente f(y;|Yo._1);

e uma vez que ¥y, foi observado, o sistema é atualizado com a entrada de mais

informagoes e calculamos a distribui¢ao a posteriori no tempo t, f(6;|yo.)-

Para cada tempo ¢, dadas as distribuigoes de y,|0;, 0:|0;-1 € 0, 1|y, € as-
sumindo 6, quando condicionado a 6;_;, independente de y,,_,, a distribuicao a

priort, de previsao um passo a frente e posterior: sao, respectivamente:



F (Ol 1) = / F(81 001l )01 = / F(01001. o 1) F (Bur |y 1)16:

_ / F(6416:1)F (Br1lyos1)dB01;

fWilyou—1) = /f(yt7 0+]yo.—1)d0; = /f(ytwtvyo:t—l)f(et‘yO:t—l)det

= /f(yt|9t)f(9t|yo:t1)d0t§

F(0:]yo.—1) f(y:0+, Y1)

0:lyo.) =
F(Oclyo.) FWilvo )

o f(Oclyos—1)f (v:10:),

sendo a Equagao (2.I2)) obtida via Teorema de Bayes.

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Teorema 1 No MLD, a previsao um passo a frente e as distribui¢oes a posteriori,

para todo t, sao dadas por:
(a) Posteriori no tempo t — 1:

Para alguma média my_1 e variincia Cy_q,
0:-1]yo. 1 ~ N1, Cr].
(b) Priori no tempo t:
0:]yo.i—1 ~ Nlay, Ry,
onde,

a; = Gymy_q;

R, = G.C; Gl + W,.
(c¢) Previsao um passo a frente:

Yilyou—1 ~ N[f1, Q4
onde,

ft:FtTat§
Q,=F'RF,+V,



(d) Posteriori no tempo t:
0t|y0:t ~ N[mt7 Ct]a
onde,

m; = a; + Asey;

C.=R, - AtQtAtTS
com,

A= RF./Q;;
€t = Y — ft-

Demonstracao: A demonstracao é feita por inducao usando as propriedades da

normal multivariada do Apéndice A ( vide West & Harrison [25]).

2.2.2 Distribuicoes de Previsao

Para fazer previsao da série dado que temos a informacao até o instante t, ou seja,
fazer inferéncia sobre y,,, para algum k > 1, condicionado ao conhecimento da série
Y1.4, precisamos da distribuigao de y,, |y, que ¢ denominada fungao de previsao k

passos a frente.

Definigao 2 Para qualquer tempo corrente t, a fungao de previsao, fi(k), é definida

para todos os inteiros k > 0, como
fi(k) = Eltesnlyo) = E[F {1 0rinlyo.), (2.13)
onde,
prk = F{ 0, (2.14)

€ a fung¢ao de resposta média.

Para k estritamente maior que 0, a funcao de previsao fornece valores esperados

de futuras observagoes dada a informacao atual,
(k) = BV iislyng, para k1. (2.15)

Os seguintes resultados fornecem as distribui¢oes de previsoes.



Teorema 2 Para cada tempot e k > 1, as distribuicoes para Oy e Y1 dado yg.,,
k passos a frente, sao dadas por:

a) distribui¢ao de estado:
Oriklyo., ~ Nlaw(k), Ry(k)], (2.16)
b) distribuicao de Previsdo:
YirklYor ~ NIfo(k), Q,(K)]; (2.17)
com momentos definidos recursivamente por:
fi(k) = FtTJrkat(k) e Quk) = FtT+th(k)Ft+k + Vitk,
onde
a;(k) = Gira(k —1) e Ry(k) = GipRi(k — )G, + Wiy,

com valores iniciais

A demonstragao pode ser vista em West & Harrison |25] e Petris [18§].

Colorario 1 No caso especial em que a matriz de evolucao Gy € constante, Gy = G

para todo t , entao, para k > 0,

a,(k) = G*my, (2.18)
tal que
filk) = FL .G my. (2.19)

Além disso, se F'y = F para todo t, o modelo é chamado de MLD de séries temporais

(MLDST), e a fungao de previsao tem a forma
fi(k) = FTG* my. (2.20)

2.2.3 Modelo Polinomial de 12 Ordem

O mais simples MLD é o modelo polinomial de 1* ordem, também chamado de
passeio aleatorio. Ele é composto apenas de um nivel que varia segundo um passeio

aleatorio. Este modelo é definido pela quadrupla

10
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Definicao 3 Para cada tempo t, o Modelo Linear Dindmico de primeira ordem €

definido por:

Equacao de Observacao: Y =0, + vy, vy ~ N[0, V],
Equacao de evolugdo: Oy =0, 1 +w;, w~ N[0, W],
Informagao Inicial: Oolyy ~ N[mg, Col,

para alguma média e varidncia a priori mg e Cy. Assume-se que as sequéncias de
erros observacionais vy e de evolugao w; sao independentes ao longo do tempo e

entre si, e independentes da priori Opy,.

O MLD polinomial de 1* ordem é denominado constante se V; = Ve W, = W

para todo t. A funcao de previsao para este modelo é
fi(k) = my. (2.21)

Como f;(k) = m; ndo depende de k, este modelo nao ¢ interessante para previsoes

em longo prazo.

2.2.4 Modelo Polinomial de 22 Ordem

O modelo polinomial de 2* ordem ou modelo de tendéncia linear é usado para descre-

ver séries que apresentam tendéncias lineares, sendo caracterizado pela quadrupla:

(DIEHRCES) N
0 01 0 Wa )/,

Definicao 4 Para cada tempo t, o Modelo Linear Dindmico de 2* ordem é definido

por:
Equagao de Observagao: Y, =01+ vy, ve ~ N[0, V4],
Equacao de Evolugao: 010 = 011 + Oop1 +wiy, wiy ~ N[O, Wy, ],
Oop = Oap—1 + way, way ~ N[O, Weg,t]a
Informacao Inicial: 0oly, ~ Nmy, Co),

para alguma média e varidncia a priori mg e Cy. Assume-se que as sequéncias

de erros observacionais vy e de evolug¢ao w; sao independentes ao longo do tempo e
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entre si, e independentes da priori Qgly,. Com

01t Wit
Ot = ’ , W = ’ . (223)

2t Wa ¢
61+ ¢ o nivel da série e 6, representa o crescimento incremental (inclinacao
do nivel), mas 6»; pode ser negativo caracterizando um decrescimento. O nivel
permanece localmente linear, mas a forma da reta pode variar com o tempo. A

funcao de previsao para esse modelo é

ft(l{?) = F?kat
=M1y + km2,t. (224)

2.2.5 Representagao da Sazonalidade

A sazonalidade de p periodos de uma série temporal pode ser modelada através de
combinacgoes lineares de harmonicos, ou seja, por meio de fungdes periddicas. Essa
forma de modelar a sazonalidade é denominada de representacao de coeficientes de
Fourier e utiliza fungoes trigonométricas como seno e cosseno.

Considere o seguinte componente, denominado r—ésimo harmoénico, definido por

or(t) = A, cos (27% + wr) , (2.25)

onde A, é denominado amplitude e v, é a fase do harménico de ordem r, r = 1,2, .. ..

A funcéo ¢, (t) da uma volta completa em p/r unidade de tempo.

r=1, p=3 e A=1 r=2, p=3 e A=1

oft)

-05 00 05 1.0

oft)

-05 00 05 1.0

-1.0
-1.0

r=4,p=3 e A=1

o)

-05 00 05 1.0

o)

-05 00 05 1.0

-1.0
-1.0

Figura 2.1: Representacao grafica dos harmonicos.
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Na Figura 2] esta a representacao gréafica dos harménicos para r = 1,2,3,4
com p =3, Y. =0e A, = 1. Observa-se que o harmodnico 1 completa uma volta
em 3 unidades de tempo, o harménico 2 completa uma volta em 3/2 unidades de

tempo e duas voltas em p=3.

A Equagao (2.25]) pode ser escrita como soma de seno e cosseno

2rm

¢r(t) = a, cos <2r_7r) + bysen (—) , (2.26)
p p

onde a, e b, sdo denominados coeficientes de Fourier (West & Harrison [25] ). Um

resultado importante dessa nova representacio é que diferente da Equagao (2.25),

esta ¢ linear nos termos desconhecidos. Assim, os fatores sazonais 61,80,,...,0,

podem ser representados por combinagoes lineares de fungoes trigonométricas, pois

podemos escrever 8;, j = 1,2,...,p, como

q—1
ag + Y. [arcos(wrt) + b.sen(wrt)], se p é impar, ¢ = (p+ 1)/2;
0; = ;i (2.27)
ap + Y [arcos(wrt) + b.sen(wrt)] + a,cos(wt), se p par, ¢ = p/2;
r=1
onde o ciclo t corresponde ao j-ésimo periodo no ciclo sazonal w = 27 /p. A Equacao
(221) ¢ conhecida como representacao de Fourier (West & Harrison [25], Petris et
al [18]).
A representagao trigonométrica do MLD é completada definindo os componentes:
e 0, = a.cos(wrt) + b.sen(wrt);

)

e 7.1 = —a,sen(wrt) + b.cos(wrt), r=1,...,q¢—1;

o7 (ao Ove Y1 020 Vot~ Og—14 Vg-14), s€ p € impar, ¢ = (p+1)/2;
t (ao O1s Y1t Oop vorr -+ Og—14 Yg—14 agcos(mt)), se p é par, ¢ = p/2;

;=

FT _ (11010 ---10), sepéimpar,q=(p+1)/2;
(11010 ---101), sepépar, ¢g=p/2; .

dadas as definigdes acima, podemos reescrever (2.27)), como

Hj:Ffetv j:1727---7p7

0t+1 = G0t7

13



onde,

J

C - diag(1,Gy,...,G,—1), sep ¢impar, q= (p+1)/2;
B diag(1,Gy,...,G41, 1), se p & par, ¢ = p/2;

com

G, - < cos(wr)  sen(wr) )7 S

—sen(wr) cos(wr)

A representacao é completada através da incorporagao dos erros de observacao

e de evolucao levando a seguinte definicao.

Definicao 5 Para cada tempo t, a representagao trigonométrica da sazonalidade €

definida por:
Equagio de Observacio: Y, = F0, +uv,, vy ~ N[0, V4],
Equacao do Sistema: 0,1 =GO +w;1, w1~ N[O W],
Informagao Inicial: 0o|yy ~ N[my, C),

para alguma média e varidncia a priori mg e Cy. Assume-se que as sequéncias
de erros observacionais vy e de evolugao wy sao independentes ao longo do tempo e

entre si, e independentes da priori Og|y,. Onde

)

a- diag(1,Gy,...,,G,1), sep éimpar, q= (p+1)/2;
B diag(1,Gy,...,,Gy1, 1), sep é par, q=p/2;

T (11010 ---10), sep éimpar,q=(p+1)/2;
(11010 ---101), sep € par, q=p/2.

Para este modelo a funcao de previsao é dada por:

q

fi(k) = Z[mt,%,l cos(wrk) + my opsen(wrk)), (2.28)

r=1

Ondea my = E[0t|Y0:t] = (mt,la M2y Mep—1, O)

2.2.6 Modelos com Variancia Desconhecida

Até agora, foi assumido em todos os modelos que a varidncia das observagoes,
dada por V;, era conhecida para todos os tempos, algo pouco comum na pratica.
Considerando V; constante em ¢, podemos estimar a varidncia seguindo a mesma
estrutura do MLD

14



Definicao 6 Para cada tempo t, definindo ¢ =V =1, o DLM ¢é definido por

Equagio de Observagio: Y, = F0,+ v, vy ~ N[0, V],
Equacao de Evolugao: 0, =G0, | + w,, w; ~ N[0, VW],
Informagao Inicial: 00|y, ¢ ~ Nimy, VCyl,

Blyo ~ Gama [, 3] ,

para alguma média e varidncia a priori mygy e Cy, e para alguns valores iniciais ng
e dy. Assume-se que as sequéncias de erros observacionais vy e de evolu¢do w; sao

independentes ao longo do tempo e entre si, e independentes da priori |y,, ¢

As hipoteses usuais de independéncia permanecem, porém agora condicionais a
V. A priori da precisao observacional, ¢, tem média E[¢|yo.:] = no/do = 1/So, onde

Sp € uma estimativa a prior: da variancia observacional V.

Teorema 3 Com o modelo especificado como na Defini¢aold, obtemos as sequintes

distribuicoes para cada tempo t.

a) Condicional a V :

0, 1|yps_1,V ~ Nm;_1,VC}_,],
0:|vo4_1,V ~ Nlas, VR]],
Yilyou—1.V ~ N[f,, V@],

0:|vos, V ~ Nim,;, VC;],

com
a; = Gtmt,l, R: = Gtcrfleﬂ + W:

fo=Fiay, Q; = F{R{F, +1
m; = a; + Atet, C;k = R;k — AtQ:A?
At:RIFth_1, e =Yy — [y

b) Para a precisio ¢ =V ~1:

_1 di—
¢|y0:t71 ~ Gama |:nt 17 t2 1:| )

ng d
¢|y0:t ~ Gama |:§ta Et:|

9

onde
Ny = Ny_1 + 1 e dt = dtfl + G?Qril.
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¢) Incondicional a V:

Gt—1|?/0:t71 ~ tnt—l[mt—lv Ct—l],
0t|y0:t71 ~ tnt—l [a’t7 Rt]u

Yt|y0:t71 ~ tnt—l [ft? Qt]v
Ht‘yO:t ~ tnt [mt7 Ct]

onde
Ct—l = St—lc:;la Rt = St—lR;ka Qt = St—lQ;k
C, = StC:ek, Si_1 = dtfl/ntfl e Sp= dt/nt-

Do Teorema [3] podemos obter as seguintes relagoes:

m; = a; + Asey, C:=5:/Si-1[R; — AtQtAtT]a
ng =ng_1 + 1, dy = di—q + St—leth_17
Q= Si-1+ FtTRtFu A, = RtFtQt_l-

Para a demonstragao vide Apendice B e West & Harrison [25].

2.2.7 Fatores de Desconto

A especificagdo da magnitude de W, é importante para o sucesso da modelagem e
da previsao. Seus valores controlam a extensao da variacao estocastica na evolugao
do modelo e, assim, determinam a estabilidade ao longo do tempo. Na equagao de
evolucao, W, leva a um aumento da incerteza, ou equivalentemente a uma perda de
informacao, sobre o vetor de estado entre os tempos t—1 e t. Considerando um MLD
como em (24)) e (Z3) a especificacao de W, pode ser feita indiretamente através do
uso de descontos. Considere o filtro do MLD, onde R; = Var(6;|Y o4—1) = P+ W,
e P, = GtCt_thT. Dai, W, = R; — P;, P, seria a variancia caso nao houvesse
incerteza sobre a evolucao dos estados, isto ¢, W, = 0. Se definirmos ¢ de tal forma
que R; = P,/ podemos interpretar § como a percentagem de informagao que passa

det—1parate
W,=——PFP,. (2.29)

Neste caso, 0 é denominado fator de desconto e € (0,1]. Se §d = 1 entdo W, =0
e nao ha nenhuma perda de informacao na evolucao do estado 6;_; a 8, de forma
que Var(0:Yo.i—1) = Var(Gi0;-1|Y 04-1) = P;. Quando § < 1, por exemplo, § =
0,4, Var(0:Yo.1-1) = (1/0)P; = (1/0,4)Var(Gi0:-1|Y ¢.t-1) = 2, 5P}, apresentando
muita incerteza. Na pratica, o valor do fator de desconto é frequentemente fixado,

variando entre 0,8 a 0, 99.
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2.2.8 Superposicao de Modelos

A estrutura linear dos modelos permite que sejam combinadas varias componentes
em um unico modelo. O exemplo mais comum ¢é a superposi¢ao de uma tendéncia

polinomial com uma parte sazonal.

Teorema 4 Para um inteiro h > 2 , considere h séries temporais Yy geradas pe-
los MLD M; : {F;,G;,V;,W},, com vetores de estado 0;; de dimensao n;, para
1 = 1,2,...,h. Denote os erros de observacao e evolucao em M; por vy e wy,
respectivamente. Assuma que, Vi # j,(1 < 4,7 < h), vy e wy sao mutuamente

independentes das séries v, e wj. Entao a série definida por :

h
Yi=> Ya,
=1

seque um MLD {F,G,V,W}, com vetor de estado dado por 87 = (61,,...,67),

de dimensdo n =mny +ng + ...+ ny, e quddrupla definida por:

Fl =(FL,. .. F}),
Gt = diag[Glt, ey Ght];

h
Vi=) Vi
=1

Wt = diag[Wlt, ey Wht]'

Para demonstracao vide Apéndice C e West & Harrison [25].

2.3 Modelo Linear Generalizado Dinamico

West et al. [26] formalizaram uma extensao dos MLD’s baseado no Modelo Linear
Generalizado de Nelder & Wedderburn [17|, fazendo possivel a utilizagdo destes
modelos para distribui¢oes na familia exponencial.

A classe dos modelos lineares generalizados dindmicos (MLGD’s) sao extensoes
dos MLD’s apresentados na Subsecao 2.2 mas sem a suposi¢ao de normalidade no
vetor de observacgoes e sem a suposicao de normalidade na evolucao dos parametros
de estado. Assumimos que a série temporal Y; segue uma distribuicao pertencente &

familia exponencial (FFE) com densidade, ou fun¢ao de probabilidade, escrita como

F(Yelme) = exp {V, 7 [V — a(me)] } (Yo, Vi) (2.30)

onde a(+) e b(+,-) s@o fungdes conhecidas, 7, é o parametro natural da distribuigao,
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satisfazendo

e = E(Yiln) = d'(n). (2.31)

e V; > 0 é um parametro de escala, conhecido para todo t. O parametro de precisao

da distribuicdo ¢ definido como ¢ = V;™', satisfazendo

Var(Yyn) = a”gt), (2.32)

em que @'(+) e a”’(+) sdo a primeira e segunda derivadas da fungao a(-), respectiva-
mente, e p; é conhecido como fungao média.
A notagao X ~ [a, 8] serd usada para denotar que X possui distribui¢ao nao

especificada com média e variancia a e 3, respectivamente.

Definicao 7 Definindo as sequintes quantidades no tempo t:
e O, ¢ um vetor p—dimensional denominado pardametro de estado;
o F; ¢ um vetor p-dimensional de constantes conhecidas;
e G, ¢ a matriz de evolucao;

e w; € o vetor n dimensional do erro de evolucao que tem média zero e matriz

de varidncia conhecida Wy, denotado por w ~ [0, W];
e \; ¢ o preditor linear dos parametros de estado;

e g(n) € uma fungio continua e mondtoma, conhecida, tendo o conjunto dos

numeros reais como 1magem.

Entao, para cada tempo t, o Modelo Linear Generalizado Dindmico € definido

por:
Equagao de Observagao:  f(Y|m) € FE, gn) =M =FTe, (2.33)
Equacao de Evolugao: 0, =G0, | + w,, w; ~ [0, W], (2.34)
Informagao Inicial: 0oy, ~ [mo, Col, (2.35)

para os momentos my e Cy. Assume-se que as sequéncias de erros de evolu¢io wy

sao independentes entre si e independentes da priori Ggly,.

Note que a equagao da observagao, descrita anteriormente em (24]) para um

MLD, foi substituida pelo par de equagoes em (Z33), em que g(-) é uma fungao de
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ligagao conhecida que relaciona o parametro natural da distribuicao n; ao parametro
de estado 0,. Note também que a equagao de evolugao dos estados (2.34]) permanece
igual & equagao de evolugao dos estados de um MLD, descrita em (2.3]), a ndo ser
pelo fato de que agora os erros de evolugao w; nao seguirem necessariamente uma
distribuicao normal.

A distribuicao a priori para os parametros de estado no MLGD ¢é especificada de
forma semelhante ao MLD, porém definindo apenas o primeiro e segundo momentos
de uma distribuicao que agora nao ¢ necessariamente normal, como na Equagao

(2:35), onde y, ¢ a informagao inicial no instante ¢ = 0.

2.3.1 Filtro para o MLGD

O procedimento de inferéncia sobre os parametros de estado nesta classe de mo-
delos, devido a complexidade, pode somente ser feito com aproximagoes da forma
analitica ou computacionalmente (Marco & Gamerman [15]). Se todas as quantida-
des envolvidas no modelo, com excecao dos parametros de estado, sao conhecidas,
algoritmos sequenciais baseados em estimadores Linear Bayes (Hartigan [9]) podem
ser utilizados na estimacao destes parametros.

A sequencia de procedimentos utilizada na estimacao do modelo é sumarizada
a seguir:

Pressuposto: Posteriori no tempo t — 1.

Assumimos que
9t|9t—1 ~ [mt—la Ct—1], (2-36)

a partir da equacao de evolugao, os momentos a priori de 6, sdo:

0t|y0:t—1 ~ [a’t7 Rt]7 (237)

onde,
a; = Gymy_y, (2.38)
Rt = GtCt_lG,f + Wt. (239)

Passo 1: Priori para \;.
N = FT0, ¢ uma funcio linear de 6,. Assim, sob Z37) A\, e 6, tém uma
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distribuicao priori conjunta parcialmente especificada por

F/R
At Oclyo. 1 ~ [( it ) ; ( RQ;? }i ' )] ; (2.40)
¢ 2 ¢

onde,
o= E[)‘t‘yo:tfl]
= E[FtTet‘ZJo:t—l]
= F?at,
e

Q= Var[Alyo,—1]
= VW[FtTOt|?/o:t—1]
= FtTV‘””[Oth/o:tfl]Ft
= F/R,F,.

Passo 2: Previsao um passo a frente.
Assumindo que Y|n; pertence a FE e que a priori de 1, é conjugada, a previsao

um passo a frente é dada por

c(re, 5¢)0(y;, Vi)
e+ Orly, St + Or)

FWilyos—1) = o (2.41)

Os hiperparametros s; e r; sao elicitados para serem consistentes com os momen-

tos de )4, satisfazendo as equacoes

Elg(n)lyo.—1] = fu (2.42)
Var[g(ng)|yo.—1] = Q- (2.43)

Passo 3: Atualizacao para n;.

Observando vy,

F(elyor) = (1t + Gy, 8¢+ Gr) exp[(re + Grye)ne — (¢ + Pr)a(ny)], (2.44)

com média e variancia a posteriori de \; = g(n;) sendo

fi = Elg(n)|yo.l; (2.45)
Q; = Var[g(n)|yo.)- (2.46)
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Passo 4a: Estrutura condicional para 6;|n;, yo.,_;-

O objetivo da atualizagao é calcular a média e variancia a posterior: para 6.
Estes podem ser derivados da posteriori conjunta de \; e ;. A densidade conjunta,

pelo Teorema de Bayes, é

F(Ats Otlyo.) o< F(Oe A, Your—1) f(Nelyout)- (2.47)

Assim, pela Equacao 247, dado \; e yg.,_1, 0+ ¢ condicionalmente independente

de y,, e segue que

FOulu) = [ FO: Aesor )l (2.48)
onde, f(M\|yy..) € obtida pela atualizagao e f(60;| )\, yy.,_1) nao é especificada com-
pletamente.

Para completar o filtro precisamos somente de m; = E(0yy.) e
C: = Var(0:y,,), mas, para isso, necessitamos da média e matriz de vari-

ancia a priori de 0|\, yos—1. Porém, devido a especifica¢ao incompleta da priori
conjunta, esses momentos condicionais sao desconhecidos. No entanto, dado a
especificagoes dos momentos a priori conjunta, eles podem ser estimados usando
técnicas bayesianas padroes, como segue.

Passo 4b: Estimacao dos momentos de ;|\, yo.¢—1-

Os momentos associados a 6|\, yy,_; sd@o estimados via LinearBayes(LB)
(West & Harrison [25)]) :

E[Otp\t, Yoir1] = ar + R F (N — [,)/Qy,
Var(0 A\, yo, 1] = R — RiF F{ R, /Q,.

Passo 5: Atualizacao para 6, .

Os momentos,

E[9t|?/0:t] = E[E{9t|)‘t> yO:t—lHyO:t]v

Var(8ylyo,) = VarlE{0:| M, yo.1}Yo.] + EIVar[0:iAe, Yo, 1]lyo.l;

sao estimados substituindo os estimadores LB dos momentos de 0|\, y,.,_;. Entao,
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my = a; + By Fy(fy — [1)/ Qs (2.49)
Ci=R,— RF.F/R(1-Q;/Q,)/Q, (2.50)

As demonstragao dos passos do filtro para o MLDG esta bem detalhada em West
& Harrisson [25]).

2.3.2 Exemplo: Modelo Dinadmico Bernoulli (MDB)

Seja Y; uma série temporal com distribuigao de Bernoulli com parametro p;, Y, ~

Ber(p;), entao

Felpe) = pit (1 — po)t=Ye

- (1%1%)%(1_%)

:exp{yﬂog( b )+(1—pt)},

I —p
fazendo,
Dt
771& = lOg (1 ) 9
— Dt
temos que,
log(1 — p;) = —log(1 + exp(n)), (2.51)

desse modo, podemos reescrever f(y,|p;) em relagao a n,

f(elne) = exp{yme — log[1 + exp(n.)]},

logo, a distribuicdo Bernoulli pertence & FE, com 1, = log[p,/(1—p)], V; ' = ¢, = 1,
b(y;, Vi) = 1 e a(n) = log[1 + exp(n,)].

A funcao média é

pe = E(Ye[n)
= a'(n;)
= log/[1 + exp ()]
= DPt;
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logo,

n, = log (1 = ) e py = [L+exp(—mn)] "
— Pt

A priori conjugada para a distribuicao Bernoulli é da forma

Felyou—1) = clrs, ) exp{rm; — s, log[1 + exp(n;)]},

usando 7; = log[p;/(1 — p;)], entdo a priori em fungao de p; é da forma,

logl ( pt )'
L —p

o exp{r; log(py) + s¢ log(1 — pe) Hpe(1 — pe)]
oc exp{log(p;)™ + log(1 — py)* }[pe(1 — pe)] "
o Pyt (1= pe)* [pe(1 — pe)]

T’t—l St—l

X Py (1 _pt) 9

Felvos—1) = oy, (Pr)

que é o nucleo da distribuicao Beta com parametros r; e s;, com constante norma-

F(T’t +St)
F(T’t)F(St

lizadora c¢(r, s¢) = 7. Portanto
Pe|Yo.—1 ~ Beta(ry, st). (2.52)

Neste caso, g(-) é a fungao identidade,

A = g(ne) = 1 = log (1 ftpt) : (2.53)

Desta forma, temos que

p
Ji= E(ﬁt|?/0:t—1) =FE [log (—1 : ) yO:t—1:|
— Dt

= Ellog(pe|yo.—1)] — Ellog(1 — pelyo,_1)]
= (1) — P(se), (2.54)

p
Qu=Varludyon1) = Var |1og (12
— Dt

yO:t1:|

= Varflog(pe|yo.—1)] + Varllog(1 — pilyo,1)]
= /() +(s0), (2.55)

onde, ¥(a) = %, ¢ a fungao digama e v¢’(a) a fungao trigama. Com isso, dados f;

e @y , definimos os parametros da priori conjugada Beta(ry, s;).
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Para valores elevados de r; e s, ¥(a) ~ log(a), enquanto ¢'(a) ~ a=* (West &

Harrison [25]). Desta forma,

1 1
ft%log(ﬁ) e Qi —+—.

Entao,

re~ QL+ exp(f,)], (2.56)
s~ Q'L+ exp(—f£,)]. (2.57)

A posteriori para p; é calculada através do Teorema de Bayes

F(elyo.e) o< f(pelyo.e—1) S (yelpe)

o g L= p) (1= p)t
x pgrﬂryt)fl(l i pt)(stfyﬁrl)fl

J

logo,

Pe|Yor ~ Beta(ry + y,, s — y, + 1). (2.58)

Entao,
* Y%
ft = E(mlyo;t) =FE {10g (1 : ) yO:t:|
— Dt

= Ellog(p|yo.)] — Ellog(1 — pilyo,)]

= w("’t + yt) - 7/1<5t — Y+ 1)7 (2-59)
e

E3 p
Q; = Var(nlye.,) = Var [log <1 _tpt> yO:t:|

= Var[log(p:|yo.)] + Var[log(1 — pilyo.,)]
= Q//(Tt + ?/t) + @Z)/(St — Y+ 1)> (2-60)

portanto, finalizando o filtro, temos que

my = a; + R F(f{ — f,)/Qy,

C,=R,— RF.F/R,(1-Q;/Q,)/Q,
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MLGD’s para outras distribuicoes que pertecem a familia exponencial podem

ser vistos em Triantafyllopoulos [24], Correia [5] e Silva et al. [21].

2.4 Multiprocessos

A técnica de multiprocessos (Harrison & Stevens [8] e West & Harrison [25]) pode ser
usada para escolher um Modelo Dindmico (MD) ou combinagoes de classes de MD’s
que tenham a melhor perfomance em uma determinada série temporal. Modelos
multiprocessos sao combinagoes de modelos através de uma classe de MD’s que
proporcionam um supermodelo geral para a série. Genericamente, temos um MD
definido pela quadrupla habitual em cada momento ¢, que denotaremos por M, :
{F,G,V,W},, condicionada a y,, informagdo a priori que representa todas as
quantidades conhecidas. Suponha que todos os parametros que definem o modelo sao
indicados por a e possivelmente sao sujeitas a incertezas como fatores de descontos
e as variancias, V; e W,. Representamos a dependéncia do modelo sobre estas
incertezas por M, = M(«), (t=1,2,...). Logo M;(cx) é um MD para o tempo ¢ e
um dado valor de a.

Definimos A como sendo o conjunto dos possiveis valores de «, onde assumimos

que A é discreto e finito. A classe de MD’s no tempo ¢ é dada por:

{M(a) : x € A}.

Considere as seguintes classes:

(Classe I) para algum oy € A, M () ¢é valido para todo t.

(Classe II) para alguma sequéncia de valores a; € A, (t = 1,2,3,...), M(ay) é valido

para o tempo ¢t.

Na Classe I um tunico MD é adequado para todo tempo, mas hé incerteza quanto
aos verdadeiros valores que definem o vetor de parametros o = . Na Classe II
consideramos que nao existe um tunico MD aceito como adequado para todo tempo.

Neste trabalho, abordaremos apenas o modelo multiprocesso classe I (mais sobre

o classe II pode ser encontrado em West & Harrisson [25]) .

Definigao 8 Suponha que para todo t, M(cx) € vdlido para algum o € A, com o
conjunto dos parametros finito e discreto, A = {a, ag, ..., an}, para algum inteiro

N > 1, entdo a série (Y¢)i>1 seque um modelo multiprocesso classe I.

Dado qualquer valor particular & € A, o MD M () pode ser analisado usu-

almente produzindo sequéncias de prioris, posterioris e distribuicoes de previsoes
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que sao sequencialmente atualizadas ao longo do tempo. Definimos X; como sendo
qualquer vetor de quantidades aleatérias no tempo ¢, por exemplo, o vetor de esta-
dos 6; ou uma observagao futura Y, (k > 0). A inferéncia sobre X; em M () é
baseada na densidade f(x;|a, yo:t)-

Iniciando com uma probabilidade a priori f(aly,) para «, a informagao é se-
quencialmente atualizada para proporcionar inferéncias sobre a via posteriori no

tempo ¢, f(a|yy;). Para a atualizacdo usamos o Teorema de Bayes

fledyoy) o< felyos—1)f(Youl o, You—1), (2.61)

onde f(yosle, Yos—1) € a densidade de previsdo um passo a frente de M;(ar). A
posteriori f(aly,,) da informagoes sobre e, identificando os valores mais provaveis
com base nas prioris e nos dados observados.

Com a densidade marginal

ﬂM%JIAﬂ%mwwﬂM%ww7 (2.62)

fazemos inferéncias sobre X,;. O processo de inferéncia sobre a (vide Silva |20]) é

composto pelo seguintes passos:

1. inicie o processo atribuindo prioris iniciais para cada a € A. Geralmente
fazemos po(j) = f(elyo) = 1/N, (j = 1,..., N);

2. calcule a verossimilhanca {;(j) = f(vy,|o, Yo..—1) DO tempo ;

3. calcule a posteriori para o tempo t,

1
falyo,) = C_tf(aj|?/0:t71)f(?/0:t|ajv Yoi—1)
com,
N
Gt = Z fleglyor—1) f (Woulo, Yoo 1)
j=1
como assumimos que o ¢ discreto, as densidades marginais a posterior: sao

N

F@ilyor) = Y F(@ilo, yo.) (@) (2.63)

j=1
No caso do MLD, se a variancia obsevacional for conhecida entao, por (2.63)),
todas as distribuicoes a posteriores de 6, e densidades preditivas de Y, serao
misturas de distribui¢oes normais. Caso contrario, V; desconhecido e constante,

serao misturas de distribuigoes t-Student, pela Definicao
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Os momentos das densidades de misturas sao calculados pela seguinte expressao:

N

E[H |y, = Z E[H oy, youl f(e]yo.), (2.64)

J=1

onde H; pode representar qualquer expressao de variaveis de interesse. As densida-

des marginais para os dois primeiros momentos sao:

N

B[ X lyo,) = Z (X il youl f(@ 1Y) (2.65)

2

Var[X|yo,| = Z{VWX |, yo.] + (B[ X |y, yo.] = E[Xlyo,]] < (2.66)

X [E1X o voul = EIXlyodl" } F(@slyo).

Nas aplicagoes a escolha do melhor MD, para uma determinada série temporal,
serd baseada nas probabilidades a posteriori, p,(j) = f(e|yy,). Probabilidades
a posterioris definidas sobre valores de a com pouco peso, indica que o modelo
M () pouco contribui para o modelo multiprocesso, indicando que este modelo

nao ¢ adequado para a série, no tempo t.

2.5 Meétricas de Performance de Previsao

Existem algumas medidas que nos permitem quantificar a qualidade dos MD’s. De-
vido & natureza dos dados, continuo com massa em zero, trabalharemos com as

seguintes medidas
e MAD ( Mean Absolute Deviation) Erro Absoluto Médio, definida por:

k
1
MAD = -— > v — £l (2.67)
1=ht1

e MSE (Mean Square Error) Erro quadratico Médio, definida por:

k
1 2
MSE = +— > (we—h) (2.68)
t=h+1
onde k denota o horizonte de previsao, h o corte, y, a observagao e f; o valor da
previsao no tempo, com t > 1. O corte é um recurso que retira as h primeiras

previsoes do célculo das métricas de perfomance.
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Para mais detalhes sobre essas métricas de desempenho vide Flores [6], Hyndman
& Koehler |10], Silva [20] e Souza [22].

28



Capitulo 3

Modelo Dinamico para Séries
Temporais Continuas com Massa em

Zero

Neste capitulo apresentamos um novo modelo para séries temporais com dados con-
tinuos e massa em zero, Y; > 0, t = 1,2,.... Decompomos a série em duas com-
ponentes, denotadas por U; e Z;. A primeira se refere & ocorréncia de zeros e sera
modelada segundo um modelo dindmico Bernoulli (ver Subsecao [23.2). A segunda
se refere a parte continua da série e serd modelada por um modelo dindmico lognor-

mal.

3.1 Representacao Estocastica

Seja uma série temporal tal que Y; >0, t =1,2,.... Suponha que
Yt - ZtUt, (31)

onde, Z; ~ logN[F1,01,,Vi] e Uy ~ Ber[p,], com logN denotando a distribuigao
Log-Normal. Entao, a fungao de distribuicao de Y;, é dada por
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=Dt + (1 - pt>L(yt‘F,£t01,t7 ‘/;5)7 (32)
onde L(y,|FT,0,,,V;) ¢ a funcdo de distribui¢do da Lognormal com parametros
e 1,0,

T
FLtHLt (§ ‘/t

3.2 Modelo para séries com dados continuos e

massa e zZero

De (B:2) e de Agresti & Min |1], podemos representar a verossimilhanca do modelo,

no tempo ¢, como:
1(Y,=0 1-1(Y,=0)
U010 pe) o p ™ {(1 = p) L(y, | FT 010, V) } (3.3)

com I(+) denotando a fun¢ao indicadora.

Para complementar o modelo, a priori para p; é:

Pe|Yoit_1 ~ BGT[Tta St]- (3.4)

Os hiperparametros r; e s;, sao escolhidos para serem consistentes com os momentos

de \q, satisfazendo as equacgoes

E[)‘Q,t|y0:t—1] = f2,t7 (3.5)
Var[)\2,t|?/0:t—1] = QQ,t' (3.6)

com Ay sendo o preditor linear que, nesse caso, ¢ denotado por

Aoy = g(pe) = log (1 ftpt) - F;teltv (3.7)
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pelo MDB, Equacao (2.56) e (2.57)), temos que

re 2 [1+exp(f,)]/Qay (3.8)
se & [1+exp(—fy,)]/Qay- (3.9)

Para uma série m—dimensional podemos caracterizar nosso modelo de forma
semelhante ao MLD e MLGD como

Equagoes das Observacoes:

F(y,016,p0) = L(y,|F1,010, Vi) (1 = pi) + pi; (3.10)

Aot = g(p:) = log <1 b ) = F;telt; (3.11)
— Pt

PelYo.e_q ~ Beta[ry, sel. (3.12)

Equacoes de evolucao:

91,t = G1,t91,t—1 +wie, Wi~ N[Ov Wl,t]% (3-13)
Or¢ = G202 1 +woy, woy~ [0, Wyl (3.14)
em que, parat=1,2,...,met = 1,2, temos que:

e 0, ¢ um vetor g;-dimensional denominado parametro de estado;

e F;, ¢ um vetor g;-dimensional de constantes conhecidas;

G, ¢ a matriz de evolugao ¢; X ¢;

e I/, & 0 segundo parametro associado ao modelo Lognormal;

W, ¢ uma matriz de covariancia g; X ¢; conhecida associada ao erro de evolucao

Wi ¢.

)

Note que os parametros de estados, 6, ¢+ e 85, foram especificados de acordo com

o MLD e MLGD, respectivamente, e portanto, pela Equagao (28], temos que
91,t|91,t—1 ~ N[Gl,t91,t—1, Wl,t]a (3.15)

e por pressuposto do MLGD, o modelo é completado assumindo as informacoes a

Prioris

610/yo ~ N[mio, C1o; (3.16)
62,0yo ~ [M2,0, C2], (3.17)
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com y, sendo a informagao inicial no tempo ¢ = 0.
O procedimento para estimagao dos parametros da parte continua do modelo é

feito pelo Filtro de Kalman.

Proposicao 1 Para todot > 0,

St Tt

+ .
e+ St Tt S

F(ytwl,tayo:t—l) = L<yt|F1T,t91,tv Vi) (3.18)

Demonstracao:

1
Fl0r0y0s ) — / F 101000 f (Pi ]300 1)
0

1
1
— [ [L(y,|FT.0 1— (1 — ) d
/0[ (Y| F1 01, Vi)( pt)+pt][B(Tt’$t)pt (1 —p)* " dp

1 re—1 si—1
(1 —py)*
= L(y,|FT.0,,.V,)(1— d
A (yt‘ 1,t 1,t» t)( pt) B(Tt, St) pt

1 prt

4 t 1 o Stfld

/O (1= p)"

o L(yt‘FriF,tel,ta Vi) /1
B(Tt, St) 0

Py (1 = py)*dpy

1

+ ﬁ/o Pyt (1 —pe)™ dpy
. L(yt|F{t017t7 Vi)
N B(ry, st)
= L(:yt‘F{,tel,tu Vi)

B(Tt —+ 1, St)
B<Tt7 8t>

B(re, se+1) +
St Tt

+ .
Tt+3t Tt+$t

O filtro para a parte continua do modelo proposto é dado no Teorema [Al

Teorema 5 Parte continua: a Previsao um passo a frente e as distribuicoes a pos-

teriori, para todo t, sao dadas por:

a) Posteriori marginal no tempo t-1:

Para alguma média m, 1 e matriz de varidncia C1 4y
010-1|Yo.—1 ~ N[ma 1, Crpa].
b) Priori marginal no tempo t:

91,t|?/0;t71 ~ N[al,n Rl,t]a

onde,

T
a =Gy miq e Ry = Gl,tcl,tflGLt + Wi,
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c¢) Previsao um passo a frente:

St Tt

F 4 = L 3 + )
(yt|y0.t 1) (?/t|f1,t Q1,t)7,t s, T+ s

onde,
f.,=FT Q,,=FT R ,Fi,+V
Lt — 1014 € Wy = Ly du g g Lt

d) Posteriori marginal no tempo t:

91,t|yo:t ~ N[ml,t, C1,t]>

com,
m ai, seyy =0
1t =
ay; + Ar(log(ye) — f14), sey, >0
e
Ry, se yr =0
Cl,t = T
Ry — A1 QAL sey, >0
com,
A= Rl,tFl,tQig-
Demonstracao:

Seja a notacao n(X|a,b) a densidade da variavel normal, X, com parametros a e
b, e [(X|a,b) a fdp da variavel lognormal, X, com parametros a e b.

Pela informacé@o a priori, 61|y, ~ N(mio,C1p). Supondo a) verdadeiro, b)
segue diretamente do filtro de Kalman do MLD.
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¢) Previsao um passo a frente:

F(ylyos) = /F(yt|90:t—1aOl,t)f(el,t|f90:t—1)d91,t

Tt St T
_ L | FT.0, V) | n(014las. Ry,)d6
/[TtJrSt + ——y (Y, Fy 4014, t)} n(01¢lar, Ri)d0:

T
= 0 R,,)doO
T+ 5 /n( 1t|lars, Ry¢)d6:,
s
- /L@t‘Fthel,t’Vt)n(lgl,t|a1,t,Rl,t)del,t
T+ St ’
Y,
T S
- . _'_ ; / /l(ut|F,{t01,t7Vt)dut n(0t|a’1,t7R17t)d017t
Ty + S Tyt S ’
0
Y,
Tt St T
= (| F7,04:,V 0 , Ry 4)dO1 ;| du
r 4+ s, +7“t+8t/ {/ (] 1,t91,¢ )n(01¢|ar s, Ry )d6:, ¢
0

Y,
Tt S¢

= + [(u , du
2 [l Q0
0

Tt

s
= + ; L(yt|fl,ta Q1,t)

et S Tt S

d) Posteriori no tempo t:

P<yt < U‘Ol,ta yO:tfl)f(eLt‘yO:tfl)
Py, < ulyo,—1)
s
L L(u|FT 814, V.) | n(61]ar, Riy)

+
T+ + St T+ + Sy
Tt

f(017t|yt < uayO:tfl) =

Tt

i L(u|f1,ta Qu)

et S Tt S

se u =0, temos que y, =0 e

Tt

(Tt+3t>
0. .lye.) = n(0y4lay,, Ryt %)
f(01Y0.4) Ry (01¢lars, Riy) ”

= n(el,t‘al,ta Rl,t)

Se u > 0, temos que y; > 0. Seja B = (u,u + €)

[F(U + €|017t7 yO:tfl) - F(u|01,t7 yO:tfl)j| n(017t|a’17t7 R17t)

f(01tly; € B, yo—1) =
( 1t| t 0:¢ 1) F(u+€|y0:t71) _F(u|y0:t71)

F(U + €|017t7 yO:tfl) - F(u|01,t7 yO:tfl)

n(017t|a17t7 Rl,t)

€
F(u+e€lyos 1) — F(ulyo, 1)
€
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aplicando o limite,

l(yt|F1T,t91,ta Vt)”(el,t|a1,t, Rl,t)
f(017t|y0:t) =
l(yt|f1,ta Ql,t)
= n<01,t|m1,ta Cl,t)-

Colorario 2 Momentos a posteriori no tempo t para a parte continua.

my; = aj; + Al,t(log(?/t) - fl,t)I(yt > 0)7

Cii=Ri; — A,Q, AT I(y, > 0).
Proposicao 2 Para todot > 0

F(ydpe, o.r1) = pe + (L = p) L(ye| f14: Q1 e)-

Demonstracao:

Flylpes vor_) = / F (/01,9 f (Bl 1)d014

= / [pe + (1= po) Ly, | 1,014, Vi) n(014|ars, Ryy)d6:,

:pt/n(el,t|af1,tuRl,t>d01,t

F(1-p) / L FT 0,0, V(81 4]ars, Ry )6,

=p+(1— pt>L(yt|f1,t7 Ql,t)'

Proposicao 3 posteriori para p;, para todo t.

f(ptlyos) ~ Betalry + I(y, = 0), 5 + I(y; > 0)]
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Demonstragao: sey, =0

P<yt = 0‘pt7 yO:t—l)f<pt|y0:t—1)
P(y: = 0lyo.s1)
P (1= )

B(Tt, St)
Tt

e+ 5
(= p)* N A+ sy
N B(ry, s¢)ry
P+ s)prt (1= p)*H(re + s1)
L(re)L(se)ry
TPl se+ Dyt (1 —p)>
a L(ry + 1)I(s0) .

f(pt|yt = 07 yO:tfl) =

t

pely; = 0,Yg—q ~ Beta[ry + 1, s4].
Sey >0

dF(yY,|pt, Yo
|: (y ‘gytyo 1):| f(pt|y(];t71)

f(Pelyos) = dF(y|you—1)

dy,
_ (1= pi)l (%ﬁ‘fltv@lt) (PelYo.—1)

Wyl f1 thl t)

t +
_ A =p)f(p |y0t )(re + s¢)
_ (1= p)pi " (1 = p)* (re + 51)
s:B(ry, 8¢)
_ (I =p)pyt Yy 4 s)T(ry + 54)
EANERING

P(Tt + St + ]_) 1
_ T 1 — St
M) " )

Pe|Yor ~ Beta[ry, sy + 1] V y, > 0.

Teorema 6 Parte discreta: a previsao um passo a frente e as distribuicoes a pos-

teriori, para todo t, sao dadas por:

a) Momentos da posteriori no tempo t-1:

Para alguma média ma,_1 e matriz de varidncia Cay_q

02,t71\y0;t,1 ~ [m2,t—17 C2,t71] .
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b) Momentos a priori no tempo t:

92,t|?/0;t71 ~ [042,15, R2,t] )

onde,
T
as; = Gymoy 1 e Ry = G2,tC2,t71G27t + Wiy,

c) Momentos para previsao um passo a frente:

f2,t = Elg(pe)|Yo.t-1)»
QQ,t = V{g(pe)|Yo:t-1],

onde,
T T
Jor = F;as: ¢ Qo = F; Ry Fy,.

)

d) Momentos a posteriori no tempo t:

027t‘90:t ~ [m2,t7 C2,t] )

onde,
Mo = Qg + A2,t<f;,t - f27t)7
€
Coi =Ry — A2,tQ2,tA2T,t(1 — @5,/ Q1)
com,

Ay = R2,tF2,tQ£i;
far =00+ 1(y, = 0)) — (st + I(y, > 0));
Q3 =V (re + 1(y, = 0)) +¢'(s¢ + L(y, > 0)).

Demonstragao: A demonstragao é baseada no MDB (ver Segao 2.3.2]).

Sabemos, pela informagao a priori, que 62|y, ~ [Map, Cap]. Supondo a) ver-

dadeiro, segue que
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b) Momentos a priori no tempo t:

E[02,t|y0:t71] = E[E(027t|02,t—17 yo;t—l)]
= E[(G2.:02+-1|Yo4_1)]
=G21FE(02:-1]Yp.4_1)

= Gy yma,_1;

Var[OQ,t|yO:t—1] = VW[E(Oz,tht—l, yO:t—l)] + E[VGT(GZ,t|92,t—1, yO:t—l)]
=Var(Go02-11yos 1] + E[Wa,
= GZJCQ,t—ng:t + Wy,

¢) Momentos para a previsao um passo a frente:

Elg(p)|yos—1] = E[F2T7t02,t|f90:t—1]
= Fg,tE[eltwO:tfl]

_ T .
=F;,a0;

Varlg(po)|yo.s] = Var[F3,02:y. ]
= FzT,tvaT[92,t|yO:t—1]F2,t
= Fg,tRz,th,t-

d) Momentos a posteriri no tempo t:

Pela Proposicao B, sabemos que
pilyo. ~ Betalry + 1(y, = 0), s, + I(y, > 0)],
disto temos que

f3: = Elg(p)|yo.]
= (re + I(y, = 0)) — ¥(s: + I(y, > 0)),

Q;,t = Var[g(pe)yo.
= W(Tt +1I(y, = 0)) + 7//(525 + Iy, > 0)).
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Assim,
mo; = Qg + A2,t<f;,t - f2,t>7

Coy = Ryy — AsQy, AL (11— Q3,/Qy).

3.2.1 Modelo com V; Desconhecido

Assumindo que V; é desconhecido e considerando V; = V' = 1/¢. Entao, para cada
tempo ¢, o modelo proposto é especificado como

Equagoes das Observacoes:

F(y,|014, pe, V) = L(y,|[F1,014,V)(1 = p1) + py; (3.23)

Aot = g(pt) = log <1 b ) = F2T,t02,t; (3.24)
— Dt

Pt|?/0:t—1> Vo~ Beta[rt, St]- (3-25)

Equacgoes de Evolucao:

014101,1,V ~ N[G1,01, 1, VW7 ,]; (3.26)
02410211,V ~ [G2,02-1, Wa,l. (3.27)

Informacgoes Iniciais:

010lyo, V ~ Nmy o, VCT ]; (3.28)
62,0[y0, V' ~ [0, Cay; (3.29)
Vly, ~ Gamalnversalng/2,dy/2] = ¢|y, ~ Gamalny/2, dy/2]. (3.30)

2 1
El¢lyo) = ZS;Q = Z—s = §07 So ¢ a estimativa inicial de V.

O processo de inferéncia para a parte continua do modelo proposto com V' des-

conhecido é dada no Teorema [7]

Teorema 7 Parte Continua: Com o modelo especificado, obtemos as sequintes dis-

tributcoes para cada tempo t > 1.
a) Distribui¢ao a priori:

St Tt
+ .
T+ + Sy T+ + St

F(ytwl,tayo:tqa V) = L(yt‘FlT,tel,u V)
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b) Condicional a V:
01,0-11You—1,V ~ N[mi 1, VO, _4];
017t|y0;t71,v ~ N[a’l,ta VRT,t];
F(ylyos—1,V) = L(yt|f1,t7 VQT,t)

017t|y0:t7 Vi~ N[mlﬂfa Vci,t]

St Tt
+ ;
T+ + Sy T+ + Sy

com,
. * * T *
aLt — GLtmLt_l, Rlvt — GLtCl,t*lGl,t + Wl,t?
- T . ko T * .
Jie= Fa1 Ql,t =F R F1;+1;

my; = ay; + Aig(logy, — fl,t)I(yt > 0); it = T,t - Al,tQT,tA{tI(yt > 0);
Ay =Ry FQ'y

¢) Para ¢ =Vt

¢|?/0:t71 ~ Gamaln;_1/2,d;1/2];
OlYo. ~ Gamaln, /2, d;/2];

onde,

(logy, — f1,t)2

< I(y, > 0).
QLt (t )

nt:nt,1+[(yt>0) (& dt:dt,1—|—

d) Incondicional a V' :

017t—1|y0:t71 ~ tnt—l[ml,t—la C1,t—1];
017t‘y0:t71 ~ tmfl[afl,tu Rl,t];

s r
F(yilyou—1) = LogT (ye|ni—1, fl,tv QLt) d d

+——
T+ + St T+ + S¢

01,4190 ~ tn,[may, Cryl.

onde, LogT (y|ni—1, f14 Q1) € a fungdo de distribui¢io da Log —t com pard-

metros ny_1, f1, € Q. E

* * *
Cl,tfl = SthCLtfla Rl,t = StARLta QLt = Stlel,m
*
Cl,t = 5 1,t) Si_1 = dt—l/nt—l e Sy = dt/nt-

Demonstracao:
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a) Distribuicao a priori :
Segue diretamente da demonstracao da Proposicao [, porém com V' desconhe-

cido.

b) Condicional a V:
Pela informacao a priori e supondo a priort no tempo t verdadeira, entao

pelos mesmos resultados do Filtro, temos
017t|y0;t,1,v ~ N[G’Lt? VRT,t]v

com,

a;; = Gl,tml,ta

VR;, =G,C;,_ VG, + W}V
= V(Gl,tcit—lG{t + Wit)'

Para a previsao um passo a frente, a demonstragao é analoga ao modelo com

V' conhecido

F(ylyos—1,V) = /F(?/th/o:t—uel,taV)f(el,th/o:t—lav)del,t

r S
= [ L) ni6ulan VR b,

Tt+3t rt+8t
Tt
= n(01+lay, VR ,)dO
Tt+8t/ (O1¢lars, 1,t> 1t

St

Tt+$t

/L(yAFfﬁLh V)n(HLt\al,t, VRit)dHLt

C Y,
r S
_ oy ¢ / /l(ut\F{teLt,V)dut n<01,t‘al,t7VRT,t>d017t

Tyt S Tt S

0

Y.
Tt St T *
— Hu|Fy,01:, VIn(@ VR O, .| d
Tt + St * T + St / _/ (1] 1,67 Lt )n( 1’t|a1’t’ l’t) Lt | @
0

Y,
Tt St
= + {(u L VQ7,)du
e+ St T’t—l-st/ ( t‘fl’t Ql’t) t
0

Tt St

= + L(?/t|f1,t> VQT,t)>

Tyt S T+ S

onde,

T
fl,t = FLtal,ta
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VQi,=F VR Fi,+V

Para a posterior: marginal no tempo t:

P(?/t < u|01,tay0:t—1a V)f(el,t|f90:t—1a V)
P(yt S u|y0:t—17 V)

f(el,t‘yt S u7y0:t—17 V) =

T S
¢ " L(u|F{,0,,,V)| n(61ai., VR;,)

+
Tt+3t Tt‘|‘5t

Tt

St
L(ulf,,,VQi
— o L1V QL)

Se u =0, temos que y, =0 e

Ty e+ Sy

f(014]yos, V) = Y+ Stn(el,t|al,ta VRT,t)T

= n(017t|a17t, VRT,t)

Se u > 0, temos que y; > 0. Seja B = (u,u+¢€) e H="{yy,_1,V}

(Fut 8, H) — F(uly H)|0(6 Jar,, VRY,)
F(u+e€lyo,—1) — F(ulH)
F(u+ €014, H) — F(u|01,, H)n

f<017t|yt € BuH> =

(01lars, VRY,)

F(u+ e[H) — F(u[H) ’

aplicando o limite (¢ — 0),
ly FT077Vn07 a,,VR*
f(O14|yos, V) = (e[ F1, llt ) (Vlt‘* 1t )
(yt|f1,t7 Ql,t)
= n(014lm;, VCT,).

01,t|y0:t7 V~ N(ml,ta VCT,t)’

onde,

my; = ay; + Ag(log(ye) — f1,)1(y: > 0),

VCT,t = VRT,t - Al,tVQitA{t](?/t > 0)
= V(Ri,t - Al,tQitA{t)[(yt > 0),

42



com

* *—1
Al,t = R17tF1,tQ 1,t*

c) Para ¢:
Pela informagao a priori ¢ly, ~ Gamalng/2,dy/2], supondo verdadeiro

O|Yo.r—1 ~ Gamaln,_1/2,d;_1/2], entdo:

P(yt S u|¢7 yO:t—l)f(¢|y0:t—1)
Py < ulyos—1)

" L(ulfr, VQL)| (Sl 1)

+
Tt + St Tt + St
Py, < ulyps—1)

f(lyy < u,y94-1) =

Tt

Se u =0, temos que y, =0 e

f(@lyo.) = f(@lYo.s—1)-

Se u > 0, temos que y; > 0. Seja B = (u,u + €), entdo

F(ut 0yypms) = Pl v0a)

F(@ly, € B.yogy 1) = ’ ’
(o|y, 0:t—1) F(u+ €lyge_1) — F(ulygs_1)

€

aplicando o limite (¢ — 0),

l(yt|f1,tv ¢71Qi,t)f(¢|?/o:t71)
FWelvo.s—1)

ne—1 dt—
o ¢'/% exp {—25* (log(y:) — fl,t)Q} ¢ 2 lexp {—aﬁTl}
1t

ng_1+1 1 t) — t 2
x ¢~ _1exp{— (dtl I (0g(yc)2?t f1) ) %}

f(lyo.r) =

que ¢é o nucleo de uma distribuicaio Gama com paradmetros n; 1 + 1 e d;_1 +

(log(y:) — th)Z/Qit. Portanto, para qualquer y,
¢|y0:t ~ Gama[nt/27 dt/Q]a

onde,

(log(y:) — fl,t>2

nt:nt,1+[(yt>0) e di=di_1+ m
Q7

I(y, > 0).
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d) Incondicional a V:

A demonstracao da priori no tempo t, a posteriori no tempo t — 1 e
para a posteriori no tempo t, segue diretamente do MLD com variancia

desconhecida (ver subsecao [Z2.6]), partindo da teoria da Normal Gama.
Previsao um passo a frente:

[e o]

F(ylyos) = /F<yt|y0:t—17¢)f<¢‘y0:t—1)d¢

0
oo 00

/fw%%ww+ i /Lmuwvmwﬂm%HM¢

Tt+3t

Tt

Tt‘|‘3t

Y,

= Tt + St /UdU/t,
Tt + St Tt + St
0

onde,

oy S

= — eXpP< — o5

; Uy 27TQ1¢ 2@1,1&
ng—1

(di1/2) > u_lexp{_dtl

(og(u) = £,

X ——L 7 pH2
T(ni_1/2)

(di1/2)>
ug\/27Q7  T'(n4-1/2)

7 ng_1+l (10g(ut) - f1 t)2) ¢ }
2 Lexpd — [ d, " : —d
’ J¢ oxp { - (s PG ) s

42" F@tﬁ4>F{d +a%wa—h91}“@“
N utr(ntfl/Q)\/ QWQT,t 2 2 ! Qit

_ngatl
I G ) P+a%ma—ﬁp1 :
utr(nt—l/Q)\/ﬂ-Qitdt—l Qi,tdt—l
S
_ L(*5) P* 1a%wo—hp} :
utr(ntfl/Q)\/ﬂ'QLtntfl ny—1 QLt ’

que é a fdp de uma Log-t com parametros n;_1, f,, € 1, que denotaremos
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por logt(us|ne_1, f14, Q14), logo

Yy

/ logt(uelne_s, frps Qr p)du
0

Tt
+
T+ + St T+ + Sy

F(:yt‘yO:t) =

Tt

St
= + LogT (y¢|ni—1, f14, )
e+ 5, | s+ 5 9T (Yelne—1, 14, Q1)

A distribuigao Log-t ndo possui média finita (Marchenko [16]), devido a isso
usamos a mediana da distribuicao um passo a frente como estatistica de previsao.

O filtro para a parte discreta é o mesmo para o modelo com V' conhecido.

45



Capitulo 4

Analise de Desempenho da Nossa

Proposta

Neste capitulo estudamos nossa proposta através de séries temporais geradas de
modo que seja possivel visualiazar tendéncias e sazonalidades. Nao se trata de
um estudo de simulagao, onde o objetivo é criar cenarios que se assemelham com
a realidade, mas gerar séries com comportamentos claros e verificar se o modelo
proposto consegue identifica-los.

Para cada série foram ajustados os modelos de tendéncia constante, linear, ten-
déncia sazonal e superposicao de modelos. Esses modelos foram avaliados via mul-
tiprocesso classe I (Segao [24]) e através das medidas de desempenho.

Para fins de abreviagao, identificamos os modelos usando as seguintes notacgoes:

Mod.Pol.n¢(1): Modelo polinomial de ordem i, i = 1,2, na parte continua;

Mod.Poly;s.(i): Modelo polinomial de ordem i, i = 1,2, na parte discreta;

Mod.Trig.ont(p,A): Modelo com representacao trigonométrica da sazonalidade

na parte continua, com periodo p e harménico(s) A;

Mod.Triggs.(p,A): Modelo com representagao trigonométrica da sazonalidade

na parte discreta,com periodo p e harménico(s) A;

e "+": superposi¢ao de modelos.
Para o estudo utilizamos os seguintes modelos:

e Modelo 1: Mod.Pol.,:(1) e Mod.Polg;s.(1);
e Modelo 2: Mod.Pol.,,:(1) e Mod.Poly;s.(2);

e Modelo 3: Mod.Pol.,,:(2) e Mod.Polg;s.(1);
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Modelo 4: Mod.Pol.,;(2) e Mod.Poly;s.(2);

Modelo 5: Mod.Pol.y,:(1) + Mod. Trigepn: (10,1) e Mod.Poly;s.(1);

Modelo 6: Mod.Pol.,,:(1) e Mod.Trigg;s.(10,1);

Modelo 7: Mod.Pol.,:(2) e Mod.Trigg;s.(10,1).

Cada subsecao desse capitulo é composta pelo estudo de uma série temporal
que apresenta o comportamento de um desses modelos. Como as séries sao geradas
sem a adicao de ruidos e algumas vezes sem componentes aleatérios em uma das
partes, usaremos o conjunto de parametros iniciais, que denotaremos por p,, igual
para todos os modelos: p, = {m19 = Moy = 0,,x1,C10 = Cay = 1,,x1,5 =
no = 1,pp = 0,5}, onde 0,1 € 1,,x1 s@o vetores p;-dimensionais de zeros e uns,

respectivamente, com i=1,2.

4.1 Modelo 1

Considere a série temporal Y;, ¢ = 1,...,100, com tendéncia constante, tanto na

parte continua quanto na discreta, fornecida pela equacao:
Y, = exp(7)z,

com, z; representando valores gerados de uma distribuicao binomial com p = 0,8,

para todo t.

20
|

15

10

0 20 40 60 80 100

Tempo

Figura 4.1: Série com tendéncias constantes.
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Na Figura 1] observamos que o nivel na parte continua e a ocorréncia de zeros
é constante, caracterizando um modelo polinomial de primeira ordem para as partes

discreta e continua. Para a modelagem dessa série usamos os modelos 1,2,3 e 4.

1.0

Mod. 1(correto)
Mod. 2
Mod. 3
Mod. 4

Probabilidade de Alpha
0.4

0.2

0.0
|

0 20 40 60 80 100

Tempo

Figura 4.2: Multiprocesso Classe I: Série com tendéncias constantes.

Na Figura H2, temos o grafico da probabilidade a posteriori de o,
fle|Yor), (7 =1,2,3,4), em cada tempo ¢, via multiprocesso classe I. O Modelo 1
obteve o melhor desempenho indicando que nossa proposta conseguiu identificar o

comportamento desta série.

Tabela 4.1: Medidas de desempenho: Série com tendéncias constantes
MAD  MSE

Modelo 1 | 5,444 52,671

Modelo 2 | 2,842 19,896

Modelo 3 | 10,254 143,039

Modelo 4 | 5,890 53,739

Na Tabela [4.1] temos as medidas de desempenho para os quatro primeiros mo-
delos. Observamos que o Modelo 2 apresentou os menores valores do MAD, 2,842,
e do MSE, 19,896, indicando que esse obteve o mehor desempenho para a série. O

Modelo 1 ficou como o segundo melhor modelo para a série.
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4.2 Modelo 2

Uma série continua com massa em zero com tendéncia constante na parte continua

e tendéncia linear na ocorréncia de zeros foi gerada a partir da equagao:

Y =exp(m)z, t=1,2,---,100,

exp(ut)

Troxpur’ onde

com z; sendo valores gerados de uma distribuicao binomial com p =
u =—1eu =u_1 +0,05.

20
|

10
|

0 20 40 60 80 100

Tempo

Figura 4.3: Série com tendéncia constante na parte continua e linear na parte dis-
creta.

Na Figura [£3] encontra-se o grafico da série gerada pela equacao acima. Nesta
série observamos que a parte continua é constante, exp(m) = 23, 14069, enquanto a
probabilidade da ocorréncia de zeros diminui com o passar do tempo.

A Figura L4 mostra que o multiprocesso identificou corretamente a série.

Tabela 4.2: Medidas de desempenho: Série com tendéncia constante(continua) e
linear (discreta)

[ MAD _ EMS

Modelo 1 | 7,326 107,226
Modelo 2 | 4,913 73,476
Modelo 3 | 11,047 178,497
Modelo 4 | 7,014 101,715

Observamos pela Tabela das medidas de desempenho, que as melhores me-

didas de ajuste foram a do Modelo 2, indicando que este modelo é o mais adequado
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1.0

0.6
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— Mod. 1
— Mod. 2 (correto)
— Mod. 3
- — Mod. 4

Probabilidade de Alpha
0.4
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|
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Tempo

Figura 4.4: Multiprocesso Classe I: Série com tendéncia constante(continua) e linear
(discreta).

para a série.

4.3 Modelo 3

A partir da equacao:
Y: = exp(t/100)z, t =1,2,---,100,

com z; sendo valores simulados a partir de uma distribuicao binomial com p = 0, 8,
geramos uma série com tendéncia linear na parte continua e tendéncia constante na
parte discreta como mostra a Figura

Pela FiguralZ6lobservamos que o Modelo 3 tem maior probabilidade a posteriori.

Tabela 4.3: Medidas de desempenho: Série com tendéncia linear (continua) e cons-
tante (discreta).

[MAD MSE

Modelo 1 | 0,213 0,075
Modelo 2 | 0,131 0,034
Modelo 3 | 0,168 0,052
Modelo 4 | 0,101 0,024

Pelas medidas de desempenho, Tabela [4.3] o modelo com as menores medidas é

o Modelo 4, mostrando que este modelo é superior aos demais, mas contrariando a
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Figura 4.5: Série com tendéncia linear na parte continua e constante na parte dis-
creta.
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Figura 4.6: Multiprocesso Classe I: Série com tendéncia linear (continua) e constante
(discreta).

anélise via multiprocesso que classificou o Modelo 3.
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4.4 Modelo 4

Para gerar uma série que tenha tendéncia linear na parte continua e na discreta,

usamos a seguinte equagao:

Y: = exp(t/100)z, t =1,2,---,100,

exp(ut)

Troxpa’ onde

com z; sendo valor gerados de uma distribuicao binomial com p =
u; = —1¢eu = u—1 +0.05.

25

2.0

1.5

1.0

0.5

0 20 40 60 80 100

Tempo

Figura 4.7: Modelo com tendéncias lineares

Observamos na Figura .7, a série gerada pela equacao acima, apresentando
tendéncia linear na parte continua e tendéncia linear na ocorrréncia de zeros.
O Modelo 4 expressa as tendéncias da série na Figura[4.7l Analisando a Figura

4.8, observamos que o multiprocesso julgou o Modelo 4 como o mais adequado.

Tabela 4.4: Medidas de desempenho: Série com tendéncias lineares.
‘ MAD MSE

Modelo 1 | 0,314 0,212
Modelo 2 | 0,195 0,145
Modelo 3 | 0,272 0,197
Modelo 4 | 0,182 0,144

Através do MAD e MSE, o Modeo 4 mostrou-se superior aos demais, na Tabela

4.4 encotramos esses valores para os modelos.
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Figura 4.8: Multiprocesso Classe [: Série com tendéncias lineares.

4.5 Modelo 5

O Modelo 5, é semalhante ao Modelo 1, porém com um ciclo sazonal de periodo 10.

Para gerar uma série com essas caracteristicas, utilizamos a seguinte equacao:
Y; = exp{2sin(2tn/10)}z, t =1,2,---, 100,

com z; sendo valores simulados de uma distribui¢ao binomial com p = 0,6. A Figura
mostra a série gerada. A partir das probabilidades geradas pelo multiprocesso

(Figura @I0]), o modelo com melhor perfomance ¢ o Modelo 5.

Tabela 4.5: Medidas de desempenho: Série com tendéncia constante "-+"sazonal na
parte continua e constante na discreta.

[MAD EMS

Modelo 1 | 1,140 4,337
Modelo 2 | 1,001 3,479
Modelo 3 | 1,161 4,489
Modelo 4 | 1,023 3,609
Modelo 5 | 1,104 4,091

Na Tabela [4.5] temos as medidas desempenho para os cinco primeiros modelos.
Obsevamos que através das medidas o modelo que se mostrou superior aos demais
foi o Modelo 2. Apesar destas medidas serem proximas, o Modelo 5 ficou como

sendo o terceiro melhor.
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Figura 4.9: Série com tendéncias constante e sazonal na parte continua e tendéncia
constante na parte discreta
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Mod. 1
Mod. 2
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Mod. 4

ﬂ/\/\/ Mod. 5 (correto)

0.6
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l

Tempo

Figura 4.10: Multiprocesso Classe I: Série com tendéncia constante "+ '"sazonal na
parte continua e constante na discreta.

4.6 Modelo 6

Uma série com dados continuos com massa em zero, Y;,t = 1,2,---,100, com ten-

déncia constante na parte continua e sazonalidade com periodo dez para a parte
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discreta, pode ser gerada através da equacgao:

Y = exp(m)zy,

com z; sendo valores simulados de uma distribuicao binomial com p =

u; = 3sin(2tm/10).

20
|

15

10

40

Tempo

60 80

100

exp(ut)

1+4exp ut

, onde

Figura 4.11: Série com tendéncia constante na parte continua e sazonal na parte

discreta

Na Figura .11l observamos claramente valores constante na parte continua da

série, exp(m) = 23,14069, e ciclo sazonal na ocorréncia de zeros. Para a anélise

dessa série foi usado os seis primeiros modelos, onde a Figura [4.12] apresenta as

probabilidades a posterioris, via multiprocesso, para os modelo 1 ao 6.

Obsevamos, através da Figura [4.12] que o modelo com melhor desempenho é

o Modelo 6, o qual é composto por um modelo polinomial de ordem 1 na parte

continua e modelo trigonométrico com p = 10 e harmonico A=1.

Tabela 4.6: Medidas de desempenho: Série com tendéncia constante (continua) e

sazonal (discreta).

| MAD  MSE
Modelo 1 | 7,775 119,985
Modelo 2 | 7,021 106,405
Modelo 3 | 11,103 229,555
Modelo 4 | 10,174 198,543
Modelo 5 | 9,215 161,510
Modelo 6 | 4,834 70,112
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Figura 4.12: Multiprocesso Classe I: Série com tendéncia constante (continua) e
sazonal (discreta).

Observamos pela tabela das medidas de desempenho (Tabela [1.6]), que as me-

lhores medidas foram a do Modelo 6, logo, esse modelo mostrou-se superior aos

demais.
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4.7 Modelo 7

Uma série com dados continuos com massa em zero, Y;,t = 1,2,---,100, com ten-
déncia linear na parte continua e sazonalidade com periodo 10 na parte discreta,

pode ser gerada através da equagao:

Y; = exp(0.03t) 2,

exp(ut)

Trexpur’ onde

com z; sendo valores gerados de uma distribuicao binomial com p =
u; = 3sin(2tw/10).

15

10
|

0 20 40 60 80 100

Tempo

Figura 4.13: Série com tendéncia crescente na parte continua e sazonal na discreta

Observamos, pela Figura [A.13] as tendéncias expressas no Modelo 7. Para o
ajuste da série foram utilizados todos os modelos.

Pela Figura 414 observamos que a analise multiprocesso classe I apontou o
Modelo 7 como o que teve a melhor perfomance na anélise dessa série.

Através do MAD e MSE, o Modelo 3 mostrou-se superior aos demais, (Tabela

i)}

4.8 Discussao

Nas secoes anteriores, criamos séries temporais nas quais as componentes de tendén-
cia e sazonalidade, tanto na parte discreta quanto na continua, podiam ser verificadas

por inspecao visual.
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Figura 4.14: Multiprocesso Classe I: Série com tendéncia crescente (continua) e
sazonal (discreta)

Tabela 4.7: Medidas de desempenho: Série com tendéncia crescente (continua) e
sazonal (discreta)

[MAD MSE

Modelo 1 | 1,669 11,362
Modelo 2 | 1,580 12,774
Modelo 3 | 0,662 1,269
Modelo 4 | 0,751 4,438
Modelo 5 | 1,622 10,238
Modelo 6 | 1,315 7,648
Modelo 7 | 0,889 5,693

Em seguida, aplicamos as seguintes ferramentas para discriminar os modelos:
MAD, MSE e multiprocessos classe .
Dos resultados expostos, levantamos evidéncias de que, dentre estas trés, os

multiprocessos sao os mais qualificados para a identificagao correta do modelo.
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Capitulo 5
Aplicacao em Séries Reais

Neste capitulo sao apresentadas aplicacoes do modelo proposto a conjuntos de da-
dos reais de precipitacao pluviométrica diarios proveniente dos municipios de Ma-
naus/Am, Tarauaca/AC e Sao Gongalo/PB. Estas séries apresentam a parte dis-
creta, quando nao chove em um dia, e a parte continua, a quantidade que chove
em um dia. Os dados foram coletados pelo Instituto Nacional de Meteorologia (IN-
MET) e estao disponiveis no Banco de Dados Meteorologicos para Ensino e Pesquisa
(BDMEP).

Para escolhermos o modelo com melhor desempenho usaremos somente a analise
multiprocesso classe I, pois as métricas de perfomances mostraram-se inapropriadas

para a avaliacao dos modelos.

5.1 Manaus

Serao analisados dois conjuntos de dados do municipio de Manaus. O primeiro
possui 89 observagoes coletadas entre os dias 21 de fevereiro de 2015 & 21 de maio
do mesmo ano o qual denominaremos de Manaus 1. O segundo sao dados coletados
durante o periodo de 3 anos, iniciando em janeiro de 2012, denominaremos por
Manaus 2.

Na Figura L.l apresentamos a série pluviométrica de Manaus 1. Sao dados de
um periodo chuvoso o que explica a ocorréncia de 30,34% de dias nao chuvosos.

Para essa série foram usados 4 modelos:

e Modelo 1: Mod.Pol.,,:(1) e Mod.Polg;s.(1);

Modelo 2: Mod.Pol.,,:(1) e Mod.Poly;s.(2);

Modelo 3: Mod.Pol.,,:(2) e Mod.Polys.(1);

Modelo 4: Mod.Pol.,:(2) e Mod.Poly;s.(2)
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Figura 5.1: Série da Precipagao de Manaus 1

Os parametros iniciais, para os modelos acima, foram: m, o = Mgy, =0, C1y =
Cro=n9y=1=S5Sy=1epy;=0,5. Os fatores de descontos utilizados sao dados na
Tabela 5.1l

Tabela 5.1: Fatores de descontos para a Série de Manaus 1.

H 5cont 5disc
Modelo 1 || 0,999 0,8
Modelo 2 || 0.99 0.8
Modelo 3 || 0.999 0.86
Modelo 4 || 0.997 0.86

1.0

0.8

0.6

Probabilidade de Alpha
0.4

0.2

0.0
1

Tempo

Figura 5.2: Multiprocesso para os quatro modelos ajustados em Manaus 1
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Pelo multiprocesso (ver Figura [5.2), temos que o melhor modelo para esta série

foi 0 Modelo 1, composto pelos modelos constantes em ambas as partes.

Quantidade Prevista
60 80 100

40

20

Probabilidade de chuva
00 02 04 06 08 10 0

—— Série Observada
——— Série Prevista

Figura 5.3: Modelagem da série usando o modelo proposto com V; = V' desconhecido.

Na Figura [5.3] apresentamos os graficos do modelo proposto com V; = V des-

conhecido aplicado na série de Manaus 1. No grafico superior temos o ajuste do

modelo proposto a série observada. Observamos que o modelo consegue identificar,

em boa parte da série, os dias que ocorrem chuva ou nao. Porém em dia que ocorre

chuva o modelo subestima a quantidade de chuva. Isso pode ser explicado pelo fato

de estarmos usando a mediana do modelo para prever a quantidade de chuva. No

grafico inferior temos a probabilidade a priori de chuva, no tempo t¢.

Precipitagdo em mm

40 60 80 100 120 140
1 1 1 1 1 1

20
1

2012 2013

2014 2015

Tempo

Figura 5.4: Precipagao no municipio de Manaus no periodo de 2012 a 2015.
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Na Figura 5.4l apresenta-se a série temporal da precipitagao pluviométrica de
Manaus 2. Na figura podemos identificar periodos sazonais que é explicada pelas
estacoes climaticas de Manaus: inverno e verao. O periodo que menos chove em
Manaus, verao, se estende do inicio do més de junho até final de novembro, enquanto
o periodo chuvoso inicia em dezembro e se estende até maio (Carlo & Lamberts [3]).

Para a série de Manaus 2 foram ajustados 7 modelos:

e Modelo 1: Mod.Pol.,:(1) e Mod.Polg;s.(1);
e Modelo 2: Mod.Pol.,,:(2) e Mod.Polg;s.(1);
e Modelo 3: Mod.Pol.,,;(1) e Mod.Poly;s.(2);
e Modelo 4: Mod.Pol,y,;(1)+Mod.Trigeen:(365,1) e Mod.Poly;s.(1);
e Modelo 5: Mod.Pol.,:(1) e Mod.Polg;s.(1)+Mod. Trigg;s.(365,1);

e Modelo 6: Mod.Poley:(1) + Mod. Trigepn:(365,1) e Mod.Polys.(1) +
Mod.Trigdisc(365,1);

e Modelo 7: Mod.Pol.,,:(1) e Mod.Poly;s.(2)+Mod. Triggs.(365,1).

Os parametros iniciais usados para modelar essa série foram os mesmos da série

anterior. Os fatores de descontos seguem na Tabela

Tabela 5.2: Fatores de descontos para a série de Manaus 2.

H 5cont 5disc
Modelo 1 0,999 0,9
Modelo 2 0,999 0,9
Modelo 3 0,999 0,94
Modelo 4 || 0,999;0,997 0,9

Modelo 5 0,999 0,994;0,999
Modelo 6 || 0,999;0,999  0,999;0,97
Modelo 7 0,999 0,999;0,98

Pela Figura [B.5 observamos que o melhor modelo ajustado foi o Modelo 5.
Apresentamos o grafico do ajuste na Figura 5.6l

Na Figura [£.6] observa-se que o modelo se ajustou bem aos dados nos periodos
mais chuvosos, mas nos periodos secos o modelo nao obteve um bom desempenho,
prevendo muitos dias secos quando na verdade ha, pelo menos, pouca ocorréncia
de dias chuvosos. Como estamos trabalhando com a mediana, nosso modelo prevé
zero se a probabilidade de chover for menor que meio, mas nos dias secos essas
probabilidades ficam em torno de 0,3, pelo segundo grafico da Figura [(.6] o que

explica o modelo prever somente zeros nesse periodo. Portanto, para série que a
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Figura 5.5: Multiprocesso para os modelos da série de Manaus 2.
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Figura 5.6: Ajuste do modelo a série de Manaus no periodo de 2012 a 2015.

proporcao de zeros for maior que 50% a previsao pela mediana nao é uma boa
estratégia. Também, observamos que nosso modelo consegue identificar e modelar

a sazonalidade, tanto na parte continua, quanto na discreta pela probabilidade de
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Figura 5.7: Ajuste do modelo a série de Manaus por ano.

5.2 Tarauaca

Tarauacé é um municipio do estado do Acre que faz fronteira com o estado do Ama-
zonas. Seu clima é parecido com o do municipio de Manaus, pois ambos pertecem
ao clima equatorial imido. Na Figura[5.8], apresentamos a série pluviométrica deste
municipio referente aos anos de 2012 & abril de 2015.

Esta série é caracterizada por grande ocorréncia de chuvas no inverno e periodo
com menor ocorréncia de chuvas.

Para modelar esta série utilizamos os mesmos modelos usados para modelar a
série de Manaus 2. Os parametros iniciais, foram: m, o = mq o =0, C1 o = Coy =
ng=1=S5y=1epyg=0,5. Os fatores de descontos seguem na Tabela

Pelo multiprocesso, Figura[5.9) o melhor modelo foi o Modelo 5, modelo composto
por uma parte constante, polinomial de 1* ordem, na parte continua e na parte
discreta pela superposicao dos modelos constantes e trigonométrico.

O modelo proposto, com V' desconhecido, ajustou-se bem a série de Tarauaca.
Pela Figura 510, observa-se que o modelo consegue, no inverno, identificar os dias
que chove e, diferente da série de Manaus, consegue identificar o quanto chove. Pela

Figura B.11] consegue-se ter uma melhor visualizacao da série estimada, no ultimo
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Figura 5.8: Série da precipitacao pluviométrica de Tarauaca.

Tabela 5.3: Fatores de descontos para a Série de Tarauacé.

H 5cont 5disc
Modelo 1 0,999 0,95
Modelo 2 0,999 0,95
Modelo 3 || 0,999 0,95

Modelo 4 || 0,995;0.995 0,95
Modelo 5 0,998 0,999:0,99
Modelo 6 || 0,996;0.99  0,999;0,999
Modelo 7 0,099  0,999;0,992

1.0

— Mod. 1
— Mod. 2
— Mod. 3
— Mod. 4

Mod. 5
— Mod. 6
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0.6
1

Probabilidade de Alpha
0.4
|

0.0
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0 200 400 600 800 1000 1200
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Figura 5.9: Multiprocesso - Tarauacéa

grafico temos a série observada, linha preta, e a série prevista, linha azul, para os

meses de janeiro a margo do ano de 2015.
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Figura 5.10: Ajuste do modelo a série de Tarauaca no periodo de 2012 a meado de
2015.

Porém, no periodo com menos ocorréncia de chuva o modelo, também, nao obteve
bom desempenho. Para os valores de p; a baixo da linha vermelha, segundo grafico da
Figura b.10, o modelo prevé zero, para a observagao correspodente ao tempo, como
nos periodos de verao estes valores sao baixo, entao, para periodos onde p; < 0,5 o

nosso modelo terd problemas para modelar dias que chovem.

2012

0 40 80 120

60
1

0 20

2014

0 20 40 60

50 100 150
I

0

Figura 5.11: Ajuste do modelo & série de Tarauaca por ano.
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5.3 Sao Gongalo

Sao Gongalo ¢ um distrito do municipio de Sousa/PB. O clima de Sao Gongalo é
classificado como semiarido quente, caracterizado pela escassez e irregularidade de

chuvas. Na Figura [5.13] apresenta-se a série pluviométrica desse distrito.

Sao Gongalo

precipitagdo em mm
40 80 100
! !

20
1

O,J MJLLLJL ll‘l MG

2012 2013 2014 2015

tempo

Figura 5.12: Série da precipitacao pluviométrica de Sao Gongalo.

Para essa série de Sao Gongalo foram ajustados os mesmos modelos usados na
série de Manaus 2, com parametros iniciais: m; o = mqeo =0, C19 = Cop = ng =

1=5y=1ep)=0,5, e fatores de descontos apresentados na Tabela (.3

Tabela 5.4: Fatores de descontos para a Série de Sao Gongcalo.

H 5cont 5disc
Modelo 1 0,999 0,91
Modelo 2 0,999 0,9
Modelo 3 0,999 0,95
Modelo 4 || 0,999;0.997 0,9

Modelo 5 0,999 0,996;0,998
Modelo 6 || 0,999;0.999  0,99;0,98
Modelo 7 0,999 0,999;0,999

Pela Figura 5.13] o modelo que obteve o melhor desempenho, na série de Sao
Gongalo, foi o Modelo 4, pois obteve as melhores probabilidades a posteriori, via
multiprocesso. Apresentamos o grafico do ajuste na Figura [5.14

Pela Figura 5.14] observa-se que o modelo nao consegue identificar os dias que

ocorrem chuvas, com excegao de alguns pontos. Isso ocorre devido as estimativas
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Figura 5.13: Multiprocesso para os modelos de Sao Gongalo.
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Figura 5.14: Ajuste do modelo & série de Sao Gongalo no periodo de 2012 a meado
de 2015

de p; serem baixas, portanto, em séries em que a ocorréncias de zeros for grande,

maior que 50%, o modelo nao tera um bom desempenho.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais e Trabalhos

Futuros

Conseguimos através deste trabalho propor um modelo que é capaz de compreender
e descrever o comportamento de séries temporais continuas cujas observagoes sao
nao negativas com massa em zero. O modelo é baseado nas metodologias dos MLD’s
e MLGD’s o que nos permitiu fazer as inferéncais dos parametros de forma recursiva
e com auxilio do filtro de Kalman. O modelo possui solugao analitica o que descarta
a necessidade de utilizar métodos baseados em simulacoes para obter aproximagoes
dos momentos das densidades a posterioris dos estados, tal como o Método de
Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC).

Através do estudo das séries geradas observamos que o modelo proposto descreve
eficientemente as tendéncias, tais como a constante, linear e sazonal, além de des-
crever as superposicoes. Através das séries simuladas a escolha do melhor modelo
pode ser feita através dos modelos multiprocessos classe I.

A funcao de distribuigdo um passo a frente para o modelo com V' desconhecido
possui densidade Log-t que por sua vez nao tem valor esperado. Devido a isso
usamos a mediana como estatistica de previsao um passo a frente.

Na aplicacao aos dados reais o modelo proposto mostrou-se eficiente nos periodos
chuvosos, conseguindo identificar os dias que nao chovem e os dias que chovem.
Nos dias que chovem identificou quanto chove, no caso do municipio de Tarauéca.
Porém, nos periodos mais secos, o modelo mostrou uma restrigao, nao conseguindo
ser eficiente nas previsoes. Isso se deve ao fato de estarmos usando a mediana como
estatistica de previsao um passo a frente, pois se a probabilidade de chuva em um
determinado tempo ¢ for menor que meio o modelo considera a previsao relacionado
a esse tempo como zero, assim, o modelo nao tera bom desempenho em séries em
que a proporc¢ao de zeros for maior que meio.

Para trabalhos futuros propomos a generalizagao da nova metodologia a séries

temporais multivariadas continuas com massa em zero. E também propomos a
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utilizacoes de outros percentis, em vez da mediana, como estatistica de previsao.
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Apéndice A

Propriedades da Distribuicao Normal

A.1 Transformacoes lineares:

Se X ~ N,(u,X), A ¢ uma matriz 7 X p e b um vetor de dimensdo r x 1, entdo:

y=Ax +b~ N(Au, ALAT)

A.2 Dristribuicoes Marginais

Se o vetor x é dividido em dois blocos, com x; contendo os primeiros r componentes

e x5 contendo os p — r demais. procedendo as mesmas particoes nos parametros p

H1 Y11 22
n= e Y=
Jip) 2o1 oo

As marginais sao dadas por: x; ~ N(p;, 25), 1 = 1,2.

e X, tem-se:

A.3 Distribuicoes Condicionais
Considerando, ainda, as parti¢oes x; e x5 de x, u e X, segue que:
!E1|!E2 ~ N(Mu, Z11.2)

onde
M2 = 1 + 21222721(4172 —f2) € Xy19=2%11 + 21222721221

Para esses resultados, é obviamente necessario que as submatrizes Yoy € Sigmaq;

respectivamente tenham posto maximo, caso contrario suas inversas nao existem.
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A.4 Reconstrucao da Conjunta

Se x1|xg ~ N (1 + Bi(xg — p2), B2) e x5 ~ N(p2, Xa2), entao:

x:<“)~Nmm
i)
hY by
§= H1 o o 11 12 ’
o 2o1 2o

Y11 = By + 3122231T € E;ﬂ = Y19 = B2y

com

onde

1)



Apéndice B
Modelo com Variancia Desconhecida

Demonstracao do Teorema [T}

a)Condicional a V:

E demonstrado pelos mesmos resultados do filtro de Kalman considerando a
posteriori no tempo t — 1, 8|Y .1,V ~ N[my_1, VC;_,], verdadeira.

b) Para a precisao:

Também é por indugao, assumindo a priori ¢|Y .1 ~ G[ny_1/2,d;—1/2] verdadeira.
Pelo teorema de Bayes f(@|Yo.) o< f(Yi|, Yoi—1) onde Y;|Y o4, ¢ tem distribuigao
Normal pela defini¢do do modelo e, por hipotese, ¢|Y 41 tem distribui¢io Gama,

logo

ne_ 1 2
ol (e §)2)
t

o @™ Pexp{—dip/2},

¢ o nicleo de uma distribuigdo Gama com parametros ny/2 e d;/2, onde ny = n;_1+1
ed, =dy_1+e2Q; "
¢) Incondicional a V:

Segue diretamente da teoria da Normal Gama onde para um vetor aleatorio @
(n x 1) com B|¢ ~ Nim,¢p'C*] e ¢ ~ G[n/2,d/2], entdao 8 ~ t,[m,SC*| onde
S =d/n.
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Apéndice C
Superposicao de Modelos

Demonstracao do Teorema [4}

Para o vetor de observacio Y, = F10, + v, onde FI = (F?,,... F}), 6" =
(0%;, e th) e vy = Z?Zl vy onde vy ~ N(0,V;) e independentes entre si. Temos,
pelas propriedades da normal, que v; ~ N(0,V;) com V, = Z?Zl V. Para o vetor
de estado 0; = G40, | + w;, onde w! = (wl,,...,w]) com w; ~ N0, W) e
independentes entre si, temos que w; ~ N(0, W;) e independente de v;. Assim,
temos definido o MLD.
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