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Apresentamos nesta dissertação um modelo para séries temporais contínuas em

que os valores observados são não negativos, mas tem uma proporção de zeros (massa

em zero). O modelo é baseado na teoria do Modelo Linear Dinâmico (MLD) e

Modelo Linear Generalizado Dinâmico (MLGD) que nos permite fazer inferências

dos parâmetros de forma recursiva através do filtro de Kalman. Para avaliar o

modelo proposto foi desenvolvido um estudo de simulação e aplicações em séries

temporais de precipitação pluviométrica.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Séries Temporais

Qualquer coleção de observações ordenadas sequencialmente ao longo do tempo é

denominada série temporal. Este tipo de estrutura é muito comum em áreas como

economia (preços diários de ações, taxa mensal de desemprego, produção industrial),

medicina (eletrocardiograma, eletroencefalograma), epidemiologia (número mensal

de novos casos de meningite) e meteorologia (precipitação pluviométrica, tempe-

ratura diária, velocidade do vento). Neste tipo de dados, as observações vizinhas

são estocasticamente dependentes. Em geral, os objetivos de uma análise de série

temporal são:

• compreender os mecanismos geradores da série:

⇒ descrever eficientemente o comportamento da série (verificar tendência,

componetentes sazonais/cíclicos, valores discrepantes e mudanças estruturais).

• prever o comportamento da série:

⇒ construir planos a curto, médio e longo prazo;

⇒ obter direcionamento para tomada de decisões.

As séries temporais são formadas pelo conjunto de informações {Yt, t ∈ T}, onde Yt
é a variável de interesse observada no tempo t e T é o conjunto de tempos, podendo

ser classificado como:

• Discreto: T = {t1, t2, · · · , tn};

• Contínuo: T = {t, t1 < t < t2};

Séries compostas de variáveis aleatórias exclusivamente contínuas são denominadas

contínuas. Séries compostas de variáveis aleatórias exclusivamente discretas são

1



denominadas discretas. A série é dita multivariada se as observações são {Y t, t ∈
T}, onde Y ′s são vetores n× 1 de variáveis aleatórias.

Harrison & Stevens [8] e West et al. [26] apresentaram uma ampla classe de

modelos para tratar séries temporais, conhecidos como modelos dinâmicos. Mo-

delos dinâmicos são usados principalmente por sua versatilidade, sendo capazes de

incorporar variáveis explicativas, acompanhar tendências e efeitos sazonais, além de

modelar a variância do processo.

Há aplicações em que variáveis podem tomar qualquer valor não negativo, mas

tem uma proporção de resultado zero. Chamamos essas variáveís de semicontínuas

( Agresti & Min [1]), ou contínua com massa em zero, quando tem uma distribuição

contínua exceto para uma massa de probabilidade em 0. Dados semicontínuos são

comuns em muitas áreas. Por exemplo, quando cada observação é um registro da

precipitação diária, muitos dias não têm precipitação. Num estudo sobre as despesas

das famílias, algumas famílias não gastam nada em determinada mercadoria durante

o período de investigação. Em um estudo de custos médicos anuais, uma parcela da

população tem despesa médica zero. Nesse trabalho estamos interessados em séries

temporais que possuam essa característica.

1.2 Objetivos da Dissertação

1.2.1 Objetivo Geral

Construir um modelo dinâmico que seja capaz de modelar séries temporais contínuas

que tenham massa em zero.

1.3 Objetivo Específico

Os objetivos específicos são:

1. apresentar as definições dos modelos dinâmicos com base na revisão bibliográ-

fica;

2. construir o modelo para séries temporais com massa em zero que assuma a

forma dos modelos dinâmicos e fazer os devidos processos de inferência;

3. simular cenários e verificar se o modelo construído obtém bons resultados;

4. aplicar o novo modelo em dados reais de precipitação pluviométrica.
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1.4 Organização do Trabalho

Esta dissertação está dividida em seis capítulos sendo que no primeiro apresentamos

uma introdução e os objetivos deste trabalho.

No Capítulo 2, apresentamos a definição do Modelo Linear Dinâmico, do Modelo

Linear Generalizado Dinâmico e os métodos de inferência para estes modelos.

No Capítulo 3, introduzimos o Modelo Dinâmico para Séries Temporais Con-

tínuas com Massa em Zero. Nesse capítulo, descrevemos a estrutura do modelo e

apresentamos os passos necessários para inferência dos parâmetros.

No Capítulo 4 apresentamos um estudo do modelo proposto em séries geradas

através de cenários computacionais. O objetivo é verificar se o modelo é capaz de

descrever o comportamento das séries simuladas.

A aplicação do modelo proposto em dados reais é apresentado no Capítulo 5, uti-

lizando três séries distintas. A primeira é referente a precipitação pluviométrica do

município de Manaus, a segunda no de Tarauacá/AC e a terceira série pluviométrica

em São Gonçalo, um distrito do município de Souza/PB.

As considerações finais e propostas para trabalhos futuros são apresentados no

Capítulo 6.
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Capítulo 2

Modelos Dinâmicos

Modelos de Espaço de Estado (MEE) são amplamente utilizados pela sua flexibi-

lidade na análise de séries temporais, uma vez que acomoda uma classe geral de

modelos cujos dados possuem natureza e estrutura variada. Tais modelos foram

introduzidos por Kalman [12] com o objetivo de estimar os estados de sistemas

dinâmicos.

A grande vantagem do MEE é que este nos permite modelar processos univaria-

dos ou multivariados, estacionários ou não estacionários, com mudanças estruturais

e padrões irregulares sem a preocupação de fazermos transformações nos dados ori-

ginais.

Neste capítulo é feita uma breve revisão deste modelo, abordando com mais

ênfase dois casos particulares: o Modelo Linear Dinâmico e o Modelo Linear Gene-

ralizado Dinâmico.

2.1 Modelo de Espaço de Estado

Um MEE consiste de uma série temporal p-dimensional (θt, t = 0, 1, 2, . . .) e uma

série temporal Y t cuja observação é denotada por yt, para t = 1, 2, 3, . . ., onde as

seguintes condições são satisfeitas:

1. (θt, t = 0, 1, 2, . . .) é um processo de Markov, de modo que para qualquer t ≥ 1,

f(θt|θ0:t−1) = f(θt|θt−1).

Isto significa que a informação sobre θt vinda de (θ0, . . . , θt−1) = θ0:t−1 é

exatamente a mesma informação vinda apenas de θt−1. Assim, a lei de proba-

bilidade do processo (θt, t = 0, 1, 2, . . .) é especificada atribuíndo a densidade

inicial de θ0, f(θ0), e as densidades de transição de θt condicionado a θt−1,

f(θt|θt−1) .
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2. condicional a θt, os Y ′
ts são independentes entre si e Y t depende apenas de

θt. Portanto, segue que para qualquer n ≥ 1, (y1, . . . , yn)|(θ1, . . . , θn) possui

densidade condicional conjunta
n
∏

t=1

f(yt|θt).

Como consequência das condições listadas acima, o MEE é completamente es-

pecificado pela:

1. distribuição inicial a priori dos estados f(θ0);

2. densidade condicional da evolução dos estados f(θt|θt−1);

3. densidade condicional f(yt|θt), de forma que a distribuição conjunta das ob-

servações e dos estados, para qualquer t ≥ 1, seja dada por

f(θ0:t, y1:t) = f(θ0)

t
∏

j=1

f(θj |θj−1)f(yj|θj). (2.1)

A vantagem dos MEE’s é que qualquer modelo linear de séries temporais pode

ser expresso na forma de espaço de estados, relacionando as observações Y t a erros νt
através do processo de Markov θt, denominado vetor de estados latentes do sistema.

Assim, a estimação e predição dos estados latentes no tempo t podem ser feitas

recursivamente, baseado no conjunto de informações disponíveis no instante t. Em

geral, quando trabalhamos com séries temporais (Y t, t = 1, 2, . . .), o MEE pode ser

escrito da seguinte forma:

Y t = ht(θt, νt), (2.2)

θt = gt(θt−1,ωt). (2.3)

Onde ht e gt são funções reais, νt e ωt são erros dos processos que assumimos

independentes entre e dentre si.

Com o avanço tecnológico nos anos 90, o uso dos MEE’s tornou-se ainda mais

viável, e a aproximação bayesiana mostrou-se bastante favorável para o cálculo recur-

sivo de tal metodologia. Trabalhos mais recentes para a análise de séries temporais

baseados nos MEE’s podem ser encontrados em Gomes [7], Liu & West [13] e Petris

et al.[18].

2.2 Modelo Linear Dinâmico

Os Modelos Lineares Dinâmicos (MLD’s) são um caso especial do MEE, que ocorrem

quando ht e gt das Equações (2.2) e (2.3), respectivamente, são lineares no primeiro

argumento e os erros associados no segundo argumento possuem distribuição normal.
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Considere uma série temporal univariada (Y t, t = 1, 2, . . .).

Definição 1 Para cada índice de tempo t, o Modelo Linear Dinâmico univariado é

definido por

Equação de Observação: Y t = F T
t θt + νt, νt ∼ N [0, V t], (2.4)

Equação de Evolução: θt = Gtθt−1 + ωt, ωt ∼ N [0,W t], (2.5)

Informação Inicial: θ0|y0 ∼ N [m0,C0], (2.6)

para alguma média e variância a priori m0 e C0. Assume-se que as sequências

de erros observacionais νt e de evolução ωt são independentes ao longo do tempo e

entre si, e independentes da priori θ0|y0. Para t = 1, 2, . . .,

• θt é um vetor p-dimensional denominado parâmetro de estado ou simplesmente

estado do modelo dinâmico;

• F t é um vetor p-dimensional de constantes conhecidas, podendo ser um con-

junto de variáveis explicativas;

• Gt é uma matriz p× p conhecida que descreve a evolução temporal dos parâ-

metros de estado, conhecida como matriz de evolução;

• V t é a variância associada ao erro observacional νt;

• W t é uma matriz de covariância p×p conhecida associada ao erro de evolução

(ou erro de estado) ωt.

A equação de observação (2.4) relaciona o vetor de observações Y t ao parâmetro

de estado θt onde assumimos que as observações Y t são condicionalmente indepen-

dentes dado θt e que Y t depende apenas de θt, para t = 1, 2, . . ., enquanto que

a equação de evolução (2.5) é responsável pela evolução dos parâmetros de estado

através do tempo. Estas duas equações podem ser reescritas, para t = 1, 2, . . . , como

Y t|θt ∼ N [F T
t θt, V t], (2.7)

θt|θt−1 ∼ N [Gtθt−1,W t]. (2.8)

Devido à estrutura markoviana do modelo, θt dado θt−1, para t = 1, 2, . . ., tem

uma distribuição normal e dado θt−1 e os valores de Gt e W t, θt é independente

da informação anterior ao tempo t, conforme podemos ver nas Equações (2.7) e

(2.8). Denotamos por y0:t = (y0, y1:t) = (y0, y1, y2, . . . , yt) o conjunto de informações

disponíveis até o instante de tempo t, para t = 1, 2, . . . , em que y0 denota o conjunto

de informações no instante inicial t = 0.
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O modelo descrito em (2.4) e (2.5) é completamente especificado pela quádrupla

{F ,G, V ,W }t e pela distribuição a priori Normal assumida para os parâmetros

de estado, dada na Equação (2.6) em que m0 e C0 são, respectivamente, a média

e a variância da distribuição a priori Normal para θ0 que reflete nossa incerteza a

respeito do processo sob estudo no instante de origem t = 0.

Note que o erro νt é simplesmente uma perturbação aleatória no processo de

medida das observações Y t. O erro de evolução ωt, por outro lado, influencia no

desenvolvimento do sistema ao longo do tempo. A suposição de que estes erros são

independentes dentre e entre si, claramente separa estas duas fontes de variação

estocástica e torna mais nítido o papel que cada uma representa.

2.2.1 Filtro para o MLD

Na análise de séries temporais um dos objetivos é a estimação dos parâmetros do

modelo e a previsão. No MLD é possível empregar o filtro de Kalman, que é um

procedimento recursivo com a finalidade de fazer inferências sobre a estrutura dos

estados e previsão de observações futuras da série, baseado nas informações dispo-

níveis. Podemos sintetizar o processo do filtro de Kalman da seguinte maneira:

• em um tempo t− 1 dispomos da distribuição a posteriori f(θt−1|y0:t−1);

• dado que conhecemos y0:t−1, podemos resumir a informação contida neste con-

junto através da distribuição a priori f(θt|y0:t−1);

• baseado numa estimativa de θt, calculamos a distribuição de previsão um passo

a frente f(yt|y0:t−1);

• uma vez que yt foi observado, o sistema é atualizado com a entrada de mais

informações e calculamos a distribuição a posteriori no tempo t, f(θt|y0:t).

Para cada tempo t, dadas as distribuições de yt|θt, θt|θt−1 e θt−1|y0:t−1, e as-

sumindo θt, quando condicionado a θt−1, independente de y0:t−1, a distribuição a

priori, de previsão um passo a frente e posteriori são, respectivamente:
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f(θt|y0:t−1) =

∫

f(θt, θt−1|y0:t−1)dθt−1 =

∫

f(θt|θt−1, y0:t−1)f(θt−1|y0:t−1)dθt−1

=

∫

f(θt|θt−1)f(θt−1|y0:t−1)dθt−1; (2.9)

f(yt|y0:t−1) =

∫

f(yt, θt|y0:t−1)dθt =

∫

f(yt|θt, y0:t−1)f(θt|y0:t−1)dθt

=

∫

f(yt|θt)f(θt|y0:t−1)dθt; (2.10)

(2.11)

f(θt|y0:t) =
f(θt|y0:t−1)f(yt|θt, y0:t−1)

f(yt|y0:t−1)

∝ f(θt|y0:t−1)f(yt|θt), (2.12)

sendo a Equação (2.12) obtida via Teorema de Bayes.

Teorema 1 No MLD, a previsão um passo a frente e as distribuições a posteriori,

para todo t, são dadas por:

(a) Posteriori no tempo t− 1:

Para alguma média mt−1 e variância Ct−1,

θt−1|y0:t−1 ∼ N [mt−1,Ct−1].

(b) Priori no tempo t:

θt|y0:t−1 ∼ N [at,Rt],

onde,

at = Gtmt−1;

Rt = GtCt−1G
T
t +W t.

(c) Previsão um passo a frente:

Y t|y0:t−1 ∼ N [f t, Qt],

onde,

f t = F T
t at;

Qt = F T
t RtF t + V t.
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(d) Posteriori no tempo t:

θt|y0:t ∼ N [mt,Ct],

onde,

mt = at +Atet;

Ct = Rt −AtQtA
T
t ;

com,

At = RtF t/Qt;

et = yt − f t.

Demonstração: A demonstração é feita por indução usando as propriedades da

normal multivariada do Apêndice A ( vide West & Harrison [25]).

2.2.2 Distribuições de Previsão

Para fazer previsão da série dado que temos a informação até o instante t, ou seja,

fazer inferência sobre yt+k, para algum k ≥ 1, condicionado ao conhecimento da série

y1:t, precisamos da distribuição de yt+k|y1:t que é denominada função de previsão k

passos à frente.

Definição 2 Para qualquer tempo corrente t, a função de previsão, ft(k), é definida

para todos os inteiros k ≥ 0, como

ft(k) = E[µt+k|y0:t] = E[F T
t+kθt+k|y0:t], (2.13)

onde,

µt+k = F T
t+kθt+k, (2.14)

é a função de resposta média.

Para k estritamente maior que 0, a função de previsão fornece valores esperados

de futuras observações dada a informação atual,

ft(k) = E[Y t+k|y0:t], para k ≥ 1. (2.15)

Os seguintes resultados fornecem as distribuições de previsões.
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Teorema 2 Para cada tempo t e k ≥ 1, as distribuições para θt+k e Y t+k dado y0:t,

k passos a frente, são dadas por:

a) distribuição de estado:

θt+k|y0:t ∼ N [at(k),Rt(k)], (2.16)

b) distribuição de Previsão:

Y t+k|y0:t ∼ N [f t(k), Qt(k)], (2.17)

com momentos definidos recursivamente por:

ft(k) = F T
t+kat(k) e Qt(k) = F T

t+kRt(k)F t+k + V t+k,

onde

at(k) = Gt+kat(k − 1) e Rt(k) = Gt+kRt(k − 1)GT
t+k +W t+k,

com valores iniciais

at(0) = mt e Rt(0) = Ct.

A demonstração pode ser vista em West & Harrison [25] e Petris [18].

Colorário 1 No caso especial em que a matriz de evolução Gt é constante, Gt = G

para todo t , então, para k ≥ 0,

at(k) = Gkmt, (2.18)

tal que

ft(k) = F T
t+kG

kmt. (2.19)

Além disso, se F t = F para todo t, o modelo é chamado de MLD de séries temporais

(MLDST), e a função de previsão tem a forma

ft(k) = F TGkmt. (2.20)

2.2.3 Modelo Polinomial de 1a Ordem

O mais simples MLD é o modelo polinomial de 1a ordem, também chamado de

passeio aleatório. Ele é composto apenas de um nível que varia segundo um passeio

aleatório. Este modelo é definido pela quádrupla
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{1, 1, V,W}t,

Definição 3 Para cada tempo t, o Modelo Linear Dinâmico de primeira ordem é

definido por:

Equação de Observação: Y t = θt + νt, νt ∼ N [0, V t],

Equação de evolução: θt = θt−1 + ωt, ωt ∼ N [0,Wt],

Informação Inicial: θ0|y0 ∼ N [m0, C0],

para alguma média e variância a priori m0 e C0. Assume-se que as sequências de

erros observacionais νt e de evolução ωt são independentes ao longo do tempo e

entre si, e independentes da priori θ0|y0.

O MLD polinomial de 1a ordem é denominado constante se Vt = V e Wt = W

para todo t. A função de previsão para este modelo é

ft(k) = mt. (2.21)

Como ft(k) = mt não depende de k, este modelo não é interessante para previsões

em longo prazo.

2.2.4 Modelo Polinomial de 2a Ordem

O modelo polinomial de 2a ordem ou modelo de tendência linear é usado para descre-

ver séries que apresentam tendências lineares, sendo caracterizado pela quádrupla:

{(

1

0

)

,

(

1 1

0 1

)

, V ,

(

Wθ1 0

0 Wθ2

)}

t

. (2.22)

Definição 4 Para cada tempo t, o Modelo Linear Dinâmico de 2a ordem é definido

por:

Equação de Observação: Y t = θ1,t + νt, νt ∼ N [0, V t],

Equação de Evolução: θ1,t = θ1,t−1 + θ2,t−1 + ω1,t, ω1,t ∼ N [0,Wθ1,t ],

θ2,t = θ2,t−1 + ω2,t, ω2,t ∼ N [0,Wθ2,t ],

Informação Inicial: θ0|y0 ∼ N [m0,C0],

para alguma média e variância a priori m0 e C0. Assume-se que as sequências

de erros observacionais νt e de evolução ωt são independentes ao longo do tempo e
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entre si, e independentes da priori θ0|y0. Com

θt =

(

θ1,t

θ2,t

)

,ωt =

(

ω1,t

ω2,t

)

. (2.23)

θ1,t é o nível da série e θ2,t representa o crescimento incremental (inclinação

do nível), mas θ2,t pode ser negativo caracterizando um decrescimento. O nível

permanece localmente linear, mas a forma da reta pode variar com o tempo. A

função de previsão para esse modelo é

ft(k) = F T
t G

kmt

= m1,t + km2,t. (2.24)

2.2.5 Representação da Sazonalidade

A sazonalidade de p períodos de uma série temporal pode ser modelada através de

combinações lineares de harmônicos, ou seja, por meio de funções periódicas. Essa

forma de modelar a sazonalidade é denominada de representação de coeficientes de

Fourier e utiliza funções trigonométricas como seno e cosseno.

Considere o seguinte componente, denominado r−ésimo harmônico, definido por

φr(t) = Ar cos

(

2rπ

p
+ ψr

)

, (2.25)

onde Ar é denominado amplitude e ψr é a fase do harmônico de ordem r, r = 1, 2, . . ..

A função φr(t) dá uma volta completa em p/r unidade de tempo.
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Figura 2.1: Representação gráfica dos harmônicos.
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Na Figura 2.1 está a representação gráfica dos harmônicos para r = 1, 2, 3, 4

com p = 3, ψr = 0 e Ar = 1. Observa-se que o harmônico 1 completa uma volta

em 3 unidades de tempo, o harmônico 2 completa uma volta em 3/2 unidades de

tempo e duas voltas em p=3.

A Equação (2.25) pode ser escrita como soma de seno e cosseno

φr(t) = ar cos

(

2rπ

p

)

+ brsen
(

2rπ

p

)

, (2.26)

onde ar e br são denominados coeficientes de Fourier (West & Harrison [25] ). Um

resultado importante dessa nova representação é que diferente da Equação (2.25),

esta é linear nos termos desconhecidos. Assim, os fatores sazonais θ1, θ2, . . . , θp

podem ser representados por combinações lineares de funções trigonomêtricas, pois

podemos escrever θj, j = 1, 2, . . . , p, como

θj =















a0 +
q−1
∑

r=1

[arcos(wrt) + brsen(wrt)], se p é impar, q = (p+ 1)/2;

a0 +
q−1
∑

r=1

[arcos(wrt) + brsen(wrt)] + aqcos(πt), se p par, q = p/2;

(2.27)

onde o ciclo t corresponde ao j-ésimo período no ciclo sazonal w = 2π/p. A Equação

(2.27) é conhecida como representação de Fourier (West & Harrison [25], Petris et

al [18]).

A representação trigonométrica do MLD é completada definindo os componentes:

• θr,t = arcos(wrt) + brsen(wrt);

• γr,t = −arsen(wrt) + brcos(wrt), r = 1, . . . , q − 1;

• θT
t =

{

(a0 θ1,t γ1,t θ2,t γ2,t · · · θq−1,t γq−1,t), se p é impar, q = (p+ 1)/2;

(a0 θ1,t γ1,t θ2,t γ2,t · · · θq−1,t γq−1,t aqcos(πt)), se p é par, q = p/2;

• F T
t =

{

(1 1 0 1 0 · · · 1 0), se p é impar, q = (p+ 1)/2;

(1 1 0 1 0 · · · 1 0 1), se p é par, q = p/2;
.

dadas as definições acima, podemos reescrever (2.27), como

θj = F T
t θt, j = 1, 2, . . . , p,

e

θt+1 = Gθt,
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onde,

G =

{

diag(1,G1, . . . ,Gq−1), se p é impar, q = (p+ 1)/2;

diag(1,G1, . . . ,Gq−1, 1), se p é par, q = p/2;
,

com

Gr =

(

cos(wr) sen(wr)

−sen(wr) cos(wr)

)

, r = 1, 2, . . . , q − 1.

A representação é completada através da incorporação dos erros de observação

e de evolução levando a seguinte definição.

Definição 5 Para cada tempo t, a representação trigonométrica da sazonalidade é

definida por:

Equação de Observação: Y t = F T
t θt + νt, νt ∼ N [0, V t],

Equação do Sistema: θt+1 = Gθt + ωt+1, ωt+1 ∼ N [0,W t+1],

Informação Inicial: θ0|y0 ∼ N [m0,C0],

para alguma média e variância a priori m0 e C0. Assume-se que as sequências

de erros observacionais νt e de evolução ωt são independentes ao longo do tempo e

entre si, e independentes da priori θ0|y0. Onde

G =

{

diag(1,G1, . . . , ,Gq−1), se p é impar, q = (p+ 1)/2;

diag(1,G1, . . . , ,Gq−1, 1), se p é par, q = p/2;
,

e

F T
t =

{

(1 1 0 1 0 · · · 1 0), se p é impar, q = (p+ 1)/2;

(1 1 0 1 0 · · · 1 0 1), se p é par, q = p/2.

Para este modelo a função de previsão é dada por:

f t(k) =

q
∑

r=1

[mt,2r−1 cos(wrk) +mt,2rsen(wrk)], (2.28)

onde, mt = E[θt|Y 0:t] = (mt,1, mt,2, . . . , mt,p−1, 0).

2.2.6 Modelos com Variância Desconhecida

Até agora, foi assumido em todos os modelos que a variância das observações,

dada por Vt, era conhecida para todos os tempos, algo pouco comum na prática.

Considerando Vt constante em t, podemos estimar a variância seguindo a mesma

estrutura do MLD
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Definição 6 Para cada tempo t, definindo φ = V −1, o DLM é definido por

Equação de Observação: Y t = F T
t θt + νt, νt ∼ N [0, V ],

Equação de Evolução: θt = Gtθt−1 + ωt, ωt ∼ N [0, VW ∗
t ],

Informação Inicial: θ0|y0, φ ∼ N [m0, VC
∗
0],

φ|y0 ∼ Gama
[

n0

2
, d0

2

]

,

para alguma média e variância a priori m0 e C0, e para alguns valores iniciais n0

e d0. Assume-se que as sequências de erros observacionais νt e de evolução ωt são

independentes ao longo do tempo e entre si, e independentes da priori θ0|y0, φ.

As hipóteses usuais de independência permanecem, porém agora condicionais a

V . A priori da precisão observacional, φ, tem média E[φ|y0:t] = n0/d0 = 1/S0, onde

S0 é uma estimativa a priori da variância observacional V .

Teorema 3 Com o modelo especificado como na Definição 6, obtemos as seguintes

distribuições para cada tempo t.

a) Condicional a V :

θt−1|y0:t−1, V ∼ N [mt−1, VC
∗
t−1],

θt|y0:t−1, V ∼ N [at, VR
∗
t ],

Y t|y0:t−1, V ∼ N [f t, V Q
∗
t ],

θt|y0:t, V ∼ N [mt, VC
∗
t ],

com
at = Gtmt−1, R∗

t = GtC
∗
t−1G

T
t +W ∗

t

f t = F T
t at, Q∗

t = F T
t R

∗
tF t + 1

mt = at +Atet, C∗
t = R∗

t −AtQ
∗
tA

T
t

At = R∗
tF tQ

∗
t
−1, et = Y t − f t.

b) Para a precisão φ = V −1:

φ|y0:t−1 ∼ Gama

[

nt−1

2
,
dt−1

2

]

,

φ|y0:t ∼ Gama

[

nt

2
,
dt
2

]

,

onde

nt = nt−1 + 1 e dt = dt−1 + e2tQ
∗
t
−1.
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c) Incondicional a V:

θt−1|y0:t−1 ∼ tnt−1
[mt−1,Ct−1],

θt|y0:t−1 ∼ tnt−1
[at,Rt],

Y t|y0:t−1 ∼ tnt−1
[f t, Qt],

θt|y0:t ∼ tnt
[mt,C t].

onde

Ct−1 = St−1C
∗
t−1, Rt = St−1R

∗
t , Qt = St−1Q

∗
t

Ct = StC
∗
t , St−1 = dt−1/nt−1 e St = dt/nt.

Do Teorema 3 podemos obter as seguintes relações:

mt = at +Atet, Ct = St/St−1[Rt −AtQtA
T
t ],

nt = nt−1 + 1, dt = dt−1 + St−1e
2
tQ

−1
t ,

Qt = St−1 + F T
t RtF t, At = RtF tQ

−1
t .

Para a demonstração vide Apendice B e West & Harrison [25].

2.2.7 Fatores de Desconto

A especificação da magnitude de W t é importante para o sucesso da modelagem e

da previsão. Seus valores controlam a extensão da variação estocástica na evolução

do modelo e, assim, determinam a estabilidade ao longo do tempo. Na equação de

evolução, W t leva a um aumento da incerteza, ou equivalentemente a uma perda de

informação, sobre o vetor de estado entre os tempos t−1 e t. Considerando um MLD

como em (2.4) e (2.5) a especificação de W t pode ser feita indiretamente através do

uso de descontos. Considere o filtro do MLD, onde Rt = V ar(θt|Y 0:t−1) = P t+W t

e P t = GtC t−1G
T
t . Daí, W t = Rt − P t, P t seria a variância caso não houvesse

incerteza sobre a evolução dos estados, isto é, W t = 0. Se definirmos δ de tal forma

que Rt = P t/δ podemos interpretar δ como a percentagem de informação que passa

de t− 1 para t e

W t =
1− δ

δ
Pt. (2.29)

Neste caso, δ é denominado fator de desconto e δ ∈ (0, 1]. Se δ = 1 então W t = 0

e não há nenhuma perda de informação na evolução do estado θt−1 a θt, de forma

que V ar(θt|Y 0:t−1) = V ar(Gtθt−1|Y 0:t−1) = Pt. Quando δ < 1, por exemplo, δ =

0, 4, V ar(θt|Y 0:t−1) = (1/δ)Pt = (1/0, 4)V ar(Gtθt−1|Y 0:t−1) = 2, 5Pt, apresentando

muita incerteza. Na prática, o valor do fator de desconto é frequentemente fixado,

variando entre 0,8 a 0, 99.
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2.2.8 Superposição de Modelos

A estrutura linear dos modelos permite que sejam combinadas várias componentes

em um único modelo. O exemplo mais comum é a superposição de uma tendência

polinomial com uma parte sazonal.

Teorema 4 Para um inteiro h ≥ 2 , considere h séries temporais Yit geradas pe-

los MLD Mi : {F i,Gi, V i,W i}t, com vetores de estado θit de dimensão ni, para

i = 1, 2, . . . , h. Denote os erros de observação e evolução em Mi por νit e ωit,

respectivamente. Assuma que, ∀i 6= j, (1 ≤ i, j ≤ h), νit e ωit são mutuamente

independentes das séries νjt e ωjt. Então a série definida por :

Y t =
h
∑

i=1

Y it,

segue um MLD {F ,G, V ,W }t com vetor de estado dado por θT
t = (θT

1t, . . . , θ
T
ht),

de dimensão n = n1 + n2 + . . .+ nh e quádrupla definida por:

F T
t = (F T

1t, . . . ,F
T
ht);

Gt = diag[G1t, . . . ,Ght];

V t =

h
∑

i=1

V it;

W t = diag[W 1t, . . . ,W ht].

Para demonstração vide Apêndice C e West & Harrison [25].

2.3 Modelo Linear Generalizado Dinâmico

West et al. [26] formalizaram uma extensão dos MLD’s baseado no Modelo Linear

Generalizado de Nelder & Wedderburn [17], fazendo possível a utilização destes

modelos para distribuições na família exponencial.

A classe dos modelos lineares generalizados dinâmicos (MLGD’s) são extensões

dos MLD’s apresentados na Subseção 2.2, mas sem a suposição de normalidade no

vetor de observações e sem a suposição de normalidade na evolução dos parâmetros

de estado. Assumimos que a série temporal Y t segue uma distribuição pertencente à

família exponencial (FE ) com densidade, ou função de probabilidade, escrita como

f(Y t|ηt) = exp
{

V −1
t [Y tηt − a(ηt)]

}

b(Y t, Vt) (2.30)

onde a(·) e b(·, ·) são funções conhecidas, ηt é o parâmetro natural da distribuição,
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satisfazendo

µt = E(Yt|ηt) = a′(ηt), (2.31)

e Vt > 0 é um parâmetro de escala, conhecido para todo t. O parâmetro de precisão

da distribuição é definido como φ = V −1
t , satisfazendo

V ar(Yt|ηt) =
a′′(ηt)

φt

, (2.32)

em que a′(·) e a′′(·) são a primeira e segunda derivadas da função a(·), respectiva-

mente, e µt é conhecido como função média.

A notação X ∼ [α, β] será usada para denotar que X possui distribuição não

especificada com média e variância α e β, respectivamente.

Definição 7 Definindo as seguintes quantidades no tempo t:

• θt é um vetor p−dimensional denominado parâmetro de estado;

• F t é um vetor p-dimensional de constantes conhecidas;

• Gt é a matriz de evolução;

• ωt é o vetor n dimensional do erro de evolução que tem média zero e matriz

de variância conhecida W t, denotado por ω ∼ [0,W t];

• λt é o preditor linear dos parâmetros de estado;

• g(ηt) é uma função contínua e monótoma, conhecida, tendo o conjunto dos

números reais como imagem.

Então, para cada tempo t, o Modelo Linear Generalizado Dinâmico é definido

por:

Equação de Observação: f(Y t|ηt) ∈ FE, g(ηt) = λt = F T
t θt, (2.33)

Equação de Evolução: θt = Gtθt−1 + ωt, ωt ∼ [0,W t], (2.34)

Informação Inicial: θ0|y0 ∼ [m0,C0], (2.35)

para os momentos m0 e C0. Assume-se que as sequências de erros de evolução ωt

são independentes entre si e independentes da priori θ0|y0.

Note que a equação da observação, descrita anteriormente em (2.4) para um

MLD, foi substituída pelo par de equações em (2.33), em que g(·) é uma função de
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ligação conhecida que relaciona o parâmetro natural da distribuição ηt ao parâmetro

de estado θt. Note também que a equação de evolução dos estados (2.34) permanece

igual à equação de evolução dos estados de um MLD, descrita em (2.5), a não ser

pelo fato de que agora os erros de evolução ωt não seguirem necessariamente uma

distribuição normal.

A distribuição a priori para os parâmetros de estado no MLGD é especificada de

forma semelhante ao MLD, porém definindo apenas o primeiro e segundo momentos

de uma distribuição que agora não é necessariamente normal, como na Equação

(2.35), onde y0 é a informação inicial no instante t = 0.

2.3.1 Filtro para o MLGD

O procedimento de inferência sobre os parâmetros de estado nesta classe de mo-

delos, devido a complexidade, pode somente ser feito com aproximações da forma

analítica ou computacionalmente (Marco & Gamerman [15]). Se todas as quantida-

des envolvidas no modelo, com exceção dos parâmetros de estado, são conhecidas,

algoritmos sequenciais baseados em estimadores LinearBayes (Hartigan [9]) podem

ser utilizados na estimação destes parâmetros.

A sequencia de procedimentos utilizada na estimação do modelo é sumarizada

a seguir:

Pressuposto: Posteriori no tempo t− 1.

Assumimos que

θt|θt−1 ∼ [mt−1,Ct−1], (2.36)

a partir da equação de evolução, os momentos a priori de θt, são:

θt|y0:t−1 ∼ [at,Rt], (2.37)

onde,

at = Gtmt−1, (2.38)

Rt = GtCt−1G
T
t +W t. (2.39)

Passo 1: Priori para λt.

λt = F T
t θt é uma função linear de θt. Assim, sob (2.37) λt e θt têm uma
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distribuição priori conjunta parcialmente especificada por

λt, θt|y0:t−1 ∼
[(

f t

at

)

,

(

Qt F T
t Rt

RtF t Rt

)]

, (2.40)

onde,

f t = E[λt|y0:t−1]

= E[F T
t θt|y0:t−1]

= F T
t at,

e

Qt = V ar[λt|y0:t−1]

= V ar[F T
t θt|y0:t−1]

= F T
t V ar[θt|y0:t−1]F t

= F T
t RtF t.

Passo 2: Previsão um passo a frente.

Assumindo que Y t|ηt pertence à FE e que a priori de ηt é conjugada, a previsão

um passo a frente é dada por

f(yt|y0:t−1) =
c(rt, st)b(yt, Vt)

c(rt + φtyt, st + φt)
. (2.41)

Os hiperparâmetros st e rt são elicitados para serem consistentes com os momen-

tos de λt, satisfazendo as equações

E[g(nt)|y0:t−1] = f t, (2.42)

V ar[g(nt)|y0:t−1] = Qt. (2.43)

Passo 3: Atualização para ηt.

Observando yt

f(ηt|y0:t) = c(rt + φtyt, st + φt) exp[(rt + φtyt)ηt − (st + φt)a(ηt)], (2.44)

com média e variância a posteriori de λt = g(ηt) sendo

f ∗
t = E[g(η)|y0:t], (2.45)

Q∗
t = V ar[g(η)|y0:t]. (2.46)
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Passo 4a: Estrutura condicional para θt|ηt, y0:t−1.

O objetivo da atualização é calcular a média e variância a posteriori para θt.

Estes podem ser derivados da posteriori conjunta de λt e θt. A densidade conjunta,

pelo Teorema de Bayes, é

f(λt, θt|y0:t) ∝ f(θt|λt, y0:t−1)f(λt|y0:t). (2.47)

Assim, pela Equação 2.47, dado λt e y0:t−1, θt é condicionalmente independente

de yt, e segue que

f(θt|y0:t) =
∫

f(θt|λt, y0:t−1)f(λt|y0:t) dλt, (2.48)

onde, f(λt|y0:t) é obtida pela atualização e f(θt|λt, y0:t−1) não é especificada com-

pletamente.

Para completar o filtro precisamos somente de mt = E(θt|y0:t) e

Ct = V ar(θt|y0:t), mas, para isso, necessitamos da média e matriz de vari-

ância a priori de θt|λt, y0:t−1. Porém, devido a especificação incompleta da priori

conjunta, esses momentos condicionais são desconhecidos. No entanto, dado a

especificações dos momentos a priori conjunta, eles podem ser estimados usando

técnicas bayesianas padrões, como segue.

Passo 4b: Estimação dos momentos de θt|λt, y0:t−1.

Os momentos associados a θt|λt, y0:t−1 são estimados via LinearBayes(LB)

(West & Harrison [25]) :

Ê[θt|λt, y0:t−1] = at +RtF t(λt − f t)/Qt,

ˆV ar[θt|λt, y0:t−1] = Rt −RtF tF
T
t Rt/Qt.

Passo 5: Atualização para θt .

Os momentos,

E[θt|y0:t] = E[E{θt|λt, y0:t−1}|y0:t],

e

V ar[θt|y0:t] = V ar[E{θt|λt, y0:t−1}|y0:t] + E[V ar[θt|λt, y0:t−1]|y0:t],

são estimados substituíndo os estimadores LB dos momentos de θt|λt, y0:t−1. Então,
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mt = at +RtF t(f
∗
t − f t)/Qt, (2.49)

Ct = Rt −RtF tF
T
t Rt(1−Q∗

t/Qt)/Qt. (2.50)

As demonstração dos passos do filtro para o MLDG está bem detalhada em West

& Harrisson [25]).

2.3.2 Exemplo: Modelo Dinâmico Bernoulli (MDB)

Seja Y t uma série temporal com distribuição de Bernoulli com parâmetro pt, Y t ∼
Ber(pt), então

f(yt|pt) = p
y

t

t (1− pt)
1−y

t

=

(

pt
1− pt

)y
t

(1− pt)

= exp{yt log
(

pt
1− pt

)

+ (1− pt)},

fazendo,

ηt = log

(

pt
1− pt

)

,

temos que,

log(1− pt) = − log(1 + exp(ηt)), (2.51)

desse modo, podemos reescrever f(yt|pt) em relação a ηt

f(yt|ηt) = exp{ytηt − log[1 + exp(ηt)]},

logo, a distribuição Bernoulli pertence à FE, com ηt = log[pt/(1−pt)], V −1
t = φt = 1,

b(yt, Vt) = 1 e a(η) = log[1 + exp(ηt)].

A função média é

µt = E(Y t|ηt)
= a′(ηt)

= log′[1 + exp(ηt)]

= pt,
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logo,

ηt = log

(

pt
1− pt

)

e pt = [1 + exp(−ηt)]−1.

A priori conjugada para a distribuição Bernoulli é da forma

f(ηt|y0:t−1) = c(rt, st) exp{rtηt − st log[1 + exp(ηt)]},

usando ηt = log[pt/(1− pt)], então a priori em função de pt é da forma,

f(pt|y0:t−1) = fηt|y0:t−1
(pt)

∣

∣

∣

∣

log′
(

pt
1− pt

)
∣

∣

∣

∣

∝ exp{rt log(pt) + st log(1− pt)}[pt(1− pt)]
−1

∝ exp{log(pt)rt + log(1− pt)
st}[pt(1− pt)]

−1

∝ prtt (1− pt)
st[pt(1− pt)]

−1

∝ prt−1
t (1− pt)

st−1,

que é o núcleo da distribuição Beta com parâmetros rt e st, com constante norma-

lizadora c(rt, st) =
Γ(rt+st)
Γ(rt)Γ(st)

. Portanto

pt|y0:t−1 ∼ Beta(rt, st). (2.52)

Neste caso, g(·) é a função identidade,

λt = g(ηt) = ηt = log

(

pt
1− pt

)

. (2.53)

Desta forma, temos que

f t = E(ηt|y0:t−1) = E

[

log

(

pt
1− pt

)
∣

∣

∣

∣

y0:t−1

]

= E[log(pt|y0:t−1)]− E[log(1− pt|y0:t−1)]

= ψ(rt)− ψ(st), (2.54)

e

Qt = V ar(ηt|y0:t−1) = V ar

[

log

(

pt
1− pt

)
∣

∣

∣

∣

y0:t−1

]

= V ar[log(pt|y0:t−1)] + V ar[log(1− pt|y0:t−1)]

= ψ′(rt) + ψ′(st), (2.55)

onde, ψ(a) = Γ′(a)
Γ(a)

, é a função digama e ψ′(a) a função trigama. Com isso, dados ft
e Qt , definimos os parâmetros da priori conjugada Beta(rt, st).
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Para valores elevados de rt e st, ψ(a) ≈ log(a), enquanto ψ′(a) ≈ a−1 (West &

Harrison [25]). Desta forma,

f t ≈ log

(

rt
st

)

e Qt ≈
1

rt
+

1

st
.

Então,

rt ≈ Q−1
t [1 + exp(f t)], (2.56)

st ≈ Q−1
t [1 + exp(−f t)]. (2.57)

A posteriori para pt é calculada através do Teorema de Bayes

f(pt|y0:t) ∝ f(pt|y0:t−1)f(yt|pt)
∝ prt−1

t (1− pt)
st−1p

y
t

t (1− pt)
1−yt

∝ p
(rt+yt)−1
t (1− pt)

(st−yt+1)−1,

logo,

pt|y0:t ∼ Beta(rt + yt, st − yt + 1). (2.58)

Então,

f∗
t = E(ηt|y0:t) = E

[

log

(

pt
1− pt

)
∣

∣

∣

∣

y0:t

]

= E[log(pt|y0:t)]− E[log(1− pt|y0:t)]
= ψ(rt + yt)− ψ(st − yt + 1), (2.59)

e

Q∗
t = V ar(ηt|y0:t) = V ar

[

log

(

pt
1− pt

)
∣

∣

∣

∣

y0:t

]

= V ar[log(pt|y0:t)] + V ar[log(1− pt|y0:t)]
= ψ′(rt + yt) + ψ′(st − yt + 1), (2.60)

portanto, finalizando o filtro, temos que

mt = at +RtF t(f
∗
t − f t)/Qt,

e

Ct = Rt −RtF tF
T
t Rt(1−Q∗

t/Qt)/Qt.
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MLGD’s para outras distribuições que pertecem a família exponencial podem

ser vistos em Triantafyllopoulos [24], Correia [5] e Silva et al. [21].

2.4 Multiprocessos

A técnica de multiprocessos (Harrison & Stevens [8] e West & Harrison [25]) pode ser

usada para escolher um Modelo Dinâmico (MD) ou combinações de classes de MD’s

que tenham a melhor perfomance em uma determinada série temporal. Modelos

multiprocessos são combinações de modelos através de uma classe de MD’s que

proporcionam um supermodelo geral para a série. Genericamente, temos um MD

definido pela quádrupla habitual em cada momento t, que denotaremos por M t :

{F ,G, V ,W }t, condicionada a y0, informação a priori que representa todas as

quantidades conhecidas. Suponha que todos os parâmetros que definem o modelo são

indicados por α e possivelmente são sujeitas a incertezas como fatores de descontos

e as variâncias, V t e W t. Representamos a dependência do modelo sobre estas

incertezas por M t = M t(α), (t=1,2,. . . ). Logo M t(α) é um MD para o tempo t e

um dado valor de α.

Definimos A como sendo o conjunto dos possíveis valores de α, onde assumimos

que A é discreto e finito. A classe de MD’s no tempo t é dada por:

{M t(α) : α ∈ A}.

Considere as seguintes classes:

(Classe I) para algum α0 ∈ A, M t(α0) é válido para todo t.

(Classe II) para alguma sequência de valores αt ∈ A, (t = 1, 2, 3, . . .), M t(αt) é válido

para o tempo t.

Na Classe I um único MD é adequado para todo tempo, mas há incerteza quanto

aos verdadeiros valores que definem o vetor de parâmetros α = α0. Na Classe II

consideramos que não existe um único MD aceito como adequado para todo tempo.

Neste trabalho, abordaremos apenas o modelo multiprocesso classe I (mais sobre

o classe II pode ser encontrado em West & Harrisson [25]) .

Definição 8 Suponha que para todo t, M t(α) é válido para algum α ∈ A, com o

conjunto dos parâmetros finito e discreto, A = {α1,α2, . . . ,αN}, para algum inteiro

N ≥ 1, então a série (Y t)t≥1 segue um modelo multiprocesso classe I.

Dado qualquer valor particular α ∈ A, o MD M t(α) pode ser analisado usu-

almente produzindo sequências de prioris, posterioris e distribuições de previsões
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que são sequencialmente atualizadas ao longo do tempo. Definimos X t como sendo

qualquer vetor de quantidades aleatórias no tempo t, por exemplo, o vetor de esta-

dos θt ou uma observação futura Y t+k (k > 0). A inferência sobre X t em M t(α) é

baseada na densidade f(xt|α, y0:t).

Iniciando com uma probabilidade a priori f(α|y0) para α, a informação é se-

quencialmente atualizada para proporcionar inferências sobre α via posteriori no

tempo t, f(α|y0:t). Para a atualização usamos o Teorema de Bayes

f(α|y0:t) ∝ f(α|y0:t−1)f(y0:t|α, y0:t−1), (2.61)

onde f(y0:t|α, y0:t−1) é a densidade de previsão um passo à frente de M t(α). A

posteriori f(α|y0:t) dá informações sobre α, identificando os valores mais prováveis

com base nas prioris e nos dados observados.

Com a densidade marginal

f(xt|y0:t) =
∫

A

f(xt|α, y0:t)f(α|y0:t)dα, (2.62)

fazemos inferências sobre X t. O processo de inferência sobre α (vide Silva [20]) é

composto pelo seguintes passos:

1. inicie o processo atribuindo prioris iniciais para cada α ∈ A. Geralmente

fazemos p0(j) = f(αj|y0) = 1/N, (j = 1, . . . , N);

2. calcule a verossimilhança lt(j) = f(yt|αj , y0:t−1) no tempo t;

3. calcule a posteriori para o tempo t,

f(αj |y0:t) =
1

ct
f(αj |y0:t−1)f(y0:t|αj, y0:t−1)

com,

ct =

N
∑

j=1

f(αj |y0:t−1)f(y0:t|αj , y0:t−1)

como assumimos que α é discreto, as densidades marginais a posteriori são

f(xt|y0:t) =
N
∑

j=1

f(xt|αj, y0:t)f(αj |y0:t). (2.63)

No caso do MLD, se a variância obsevacional for conhecida então, por (2.63),

todas as distribuições a posteriores de θt e densidades preditivas de Y t+k serão

misturas de distribuições normais. Caso contrário, Vt desconhecido e constante,

serão misturas de distribuições t-Student, pela Definição 6.
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Os momentos das densidades de misturas são calculados pela seguinte expressão:

E[H t|y0:t] =
N
∑

j=1

E[H t|αj, y0:t]f(αj |y0:t), (2.64)

onde Ht pode representar qualquer expressão de variáveis de interesse. As densida-

des marginais para os dois primeiros momentos são:

E[X t|y0:t] =
N
∑

j=1

E[X t|αj, y0:t]f(αj |y0:t), (2.65)

V ar[X t|y0:t] =
N
∑

j=1

{V ar[X t|αj, y0:t] + [E[X t|αj , y0:t]− E[X t|y0:t]] × (2.66)

× [E[X t|αj, y0:t]− E[X t|y0:t]]T
}

f(αj|y0:t).

Nas aplicações a escolha do melhor MD, para uma determinada série temporal,

será baseada nas probabilidades a posteriori, pt(j) = f(αj |y0:t). Probabilidades

a posterioris definidas sobre valores de α com pouco peso, indica que o modelo

M t(α) pouco contribui para o modelo multiprocesso, indicando que este modelo

não é adequado para a série, no tempo t.

2.5 Métricas de Performance de Previsão

Existem algumas medidas que nos permitem quantificar a qualidade dos MD’s. De-

vido à natureza dos dados, contínuo com massa em zero, trabalharemos com as

seguintes medidas

• MAD ( Mean Absolute Deviation) Erro Absoluto Médio, definida por:

MAD =
1

k − h

k
∑

t=h+1

|yt − ft| (2.67)

• MSE (Mean Square Error) Erro quadrático Médio, definida por:

MSE =
1

k − h

k
∑

t=h+1

(yt − ft)
2, (2.68)

onde k denota o horizonte de previsão, h o corte, yt a observação e ft o valor da

previsão no tempo, com t ≥ 1. O corte é um recurso que retira as h primeiras

previsões do cálculo das métricas de perfomance.
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Para mais detalhes sobre essas métricas de desempenho vide Flores [6], Hyndman

& Koehler [10], Silva [20] e Souza [22].
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Capítulo 3

Modelo Dinâmico para Séries

Temporais Contínuas com Massa em

Zero

Neste capítulo apresentamos um novo modelo para séries temporais com dados con-

tínuos e massa em zero, Y t ≥ 0, t = 1, 2, . . . . Decompomos a série em duas com-

ponentes, denotadas por Ut e Zt. A primeira se refere à ocorrência de zeros e será

modelada segundo um modelo dinâmico Bernoulli (ver Subseção 2.3.2). A segunda

se refere a parte contínua da série e será modelada por um modelo dinâmico lognor-

mal.

3.1 Representação Estocástica

Seja uma série temporal tal que Y t ≥ 0, t = 1, 2, . . . . Suponha que

Y t = ZtUt, (3.1)

onde, Zt ∼ logN [F T
1,tθ1,t, Vt] e Ut ∼ Ber[pt], com logN denotando a distribuição

Log-Normal. Então, a função de distribuição de Yt, é dada por
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F (yt|θ1,t, pt) = P (Y t ≤ yt) = P (ZtUt ≤ yt)

=

1
∑

u=0

P (ZtUt ≤ yt|Ut = u)P (Ut = u)

= P (ZtUt ≤ y|Ut = 0)P (Ut = 0) + P (ZtUt ≤ yt|Ut = 1)P (Ut = 1)

= P (0 ≤ y)P (Ut = 0) + P (Zt ≤ yt)P (Ut = 1)

= P (Ut = 0) + P (Zt ≤ yt)P (Ut = 1)

= pt + (1− pt)L(yt|F T
1,tθ1,t, Vt), (3.2)

onde L(yt|F T
1,tθ1,t, Vt) é a função de distribuição da Lognormal com parâmetros

F T
1,tθ1,t e Vt.

3.2 Modelo para séries com dados contínuos e

massa em zero

De (3.2) e de Agresti & Min [1], podemos representar a verossimilhança do modelo,

no tempo t, como:

ℓ(θ1,t, pt) ∝ p
I(y

t
=0)

t

{

(1− pt)L(yt|F T
1,tθ1,t, Vt)

}1−I(y
t
=0)

(3.3)

com I(·) denotando a função indicadora.

Para complementar o modelo, a priori para pt é:

pt|y0:t−1 ∼ Ber[rt, st]. (3.4)

Os hiperparâmetros rt e st, são escolhidos para serem consistentes com os momentos

de λ2,t, satisfazendo as equações

E[λ2,t|y0:t−1] = f 2,t, (3.5)

V ar[λ2,t|y0:t−1] = Q2,t. (3.6)

com λ2,t sendo o preditor linear que, nesse caso, é denotado por

λ2,t = g(pt) = log

(

pt
1− pt

)

= F T
2,tθ2,t, (3.7)
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pelo MDB, Equação (2.56) e (2.57), temos que

rt ≈ [1 + exp(f 2,t)]/Q
−1
2,t , (3.8)

st ≈ [1 + exp(−f 2,t)]/Q
−1
2,t . (3.9)

Para uma série m−dimensional podemos caracterizar nosso modelo de forma

semelhante ao MLD e MLGD como

Equações das Observações:

F (yt|θ1,t, pt) = L(yt|F T
1,tθ1,t, V t)(1− pt) + pt; (3.10)

λ2,t = g(pt) = log

(

pt
1− pt

)

= F T
2,tθ2,t; (3.11)

pt|y0:t−1 ∼ Beta[rt, st]. (3.12)

Equações de evolução:

θ1,t = G1,tθ1,t−1 + ω1,t, ω1,t ∼ N [0,W 1,t]; (3.13)

θ2,t = G2,tθ2,t−1 + ω2,t, ω2,t ∼ [0,W 2,t]. (3.14)

em que, para t = 1, 2, . . . , m e i = 1, 2, temos que:

• θi,t é um vetor qi-dimensional denominado parâmetro de estado;

• F i,t é um vetor qi-dimensional de constantes conhecidas;

• Gi,t é a matriz de evolução qi × qi;

• V t é o segundo parâmetro associado ao modelo Lognormal;

• W i,t é uma matriz de covariância qi×qi conhecida associada ao erro de evolução

ωi,t.

Note que os parâmetros de estados, θ1,t e θ2,t, foram especificados de acordo com

o MLD e MLGD, respectivamente, e portanto, pela Equação (2.8), temos que

θ1,t|θ1,t−1 ∼ N [G1,tθ1,t−1,W 1,t], (3.15)

e por pressuposto do MLGD, o modelo é completado assumindo as informações a

prioris

θ1,0|y0 ∼ N [m1,0,C1,0]; (3.16)

θ2,0|y0 ∼ [m2,0,C2,0], (3.17)
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com y0 sendo a informação inicial no tempo t = 0.

O procedimento para estimação dos parâmetros da parte contínua do modelo é

feito pelo Filtro de Kalman.

Proposição 1 Para todo t > 0,

F (yt|θ1,t, y0:t−1) = L(yt|F T
1,tθ1,t, V t)

st
rt + st

+
rt

rt + st
. (3.18)

Demonstração:

F (yt|θ1,t, y0:t−1) =

∫ 1

0

F (yt|θ1,t, pt)f(pt|y0:t−1)dpt

=

∫ 1

0

[L(yt|F T
1,tθ1,t, V t)(1− pt) + pt][

1

B(rt, st)
prt−1
t (1− pt)

st−1]dpt

=

∫ 1

0

L(yt|F T
1,tθ1,t, V t)(1− pt)

prt−1
t (1− pt)

st−1

B(rt, st)
dpt

+

∫ 1

0

prtt
B(rt, st)

(1− pt)
st−1dpt

=
L(yt|F T

1,tθ1,t, V t)

B(rt, st)

∫ 1

0

prt−1
t (1− pt)

stdpt

+
1

B(rt, st)

∫ 1

0

prtt (1− pt)
st−1dpt

=
L(yt|F T

1,tθ1,t, V t)

B(rt, st)
B(rt, st + 1) +

B(rt + 1, st)

B(rt, st)

= L(yt|F T
1,tθ1,t, V t)

st
rt + st

+
rt

rt + st
.

O filtro para a parte contínua do modelo proposto é dado no Teorema 5.

Teorema 5 Parte contínua: a Previsão um passo a frente e as distribuições a pos-

teriori, para todo t, são dadas por:

a) Posteriori marginal no tempo t-1:

Para alguma média m1,t−1 e matriz de variância C1,t−1

θ1,t−1|y0:t−1 ∼ N [m1,t−1,C1,t−1].

b) Priori marginal no tempo t:

θ1,t|y0:t−1 ∼ N [a1,t,R1,t],

onde,

a1,t = G1,tm1,t−1 e R1,t = G1,tC1,t−1G
T
1,t +W 1,t.
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c) Previsão um passo à frente:

F (yt|y0:t−1) = L(yt|f1,t, Q1,t)
st

rt + st
+

rt
rt + st

,

onde,

f1,t = F T
1,ta1,t e Q1,t = F T

1,tR1,tF 1,t + V 1,t.

d) Posteriori marginal no tempo t:

θ1,t|y0:t ∼ N [m1,t,C1,t],

com,

m1,t =

{

a1,t, se yt = 0

a1,t +A1,t(log(yt)− f 1,t), se yt > 0

e

C1,t =

{

R1,t, se yt = 0

R1,t −A1,tQ1,tA
T
1,t, se yt > 0

com,

A1,t = R1,tF 1,tQ
−1
1,t .

Demonstração:

Seja a notação n(X|a, b) a densidade da variável normal, X, com parâmetros a e

b, e l(X|a, b) a fdp da variável lognormal, X, com parâmetros a e b.

Pela informação a priori, θ1,0|y0 ∼ N(m1,0,C1,0). Supondo a) verdadeiro, b)

segue diretamente do filtro de Kalman do MLD.
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c) Previsão um passo a frente:

F (yt|y0:t) =
∫

F (yt|y0:t−1, θ1,t)f(θ1,t|y0:t−1)dθ1,t

=

∫
[

rt
rt + st

+
st

rt + st
L(yt|F T

1,tθ1,t, V t)

]

n(θ1,t|a1,t,R1,t)dθ1,t

=
rt

rt + st

∫

n(θ1,t|a1,t,R1,t)dθ1,t

+
st

rt + st

∫

L(yt|F T
1,tθ1,t, V t)n(θ1,t|a1,t,R1,t)dθ1,t

=
rt

rt + st
+

st
rt + st

∫





y
t

∫

0

l(ut|F T
1,tθ1,t, V t)dut



n(θt|a1,t,R1,t)dθ1,t

=
rt

rt + st
+

st
rt + st

y
t

∫

0

[
∫

l(ut|F T
1,tθ1,t, V t)n(θ1,t|a1,t,R1,t)dθ1,t

]

dut

=
rt

rt + st
+

st
rt + st

y
t

∫

0

l(ut|f1,t, Q1,t)dut

=
rt

rt + st
+

st
rt + st

L(yt|f1,t, Q1,t)

d) Posteriori no tempo t:

f(θ1,t|yt ≤ u, y0:t−1) =
P (yt ≤ u|θ1,t, y0:t−1)f(θ1,t|y0:t−1)

P (yt ≤ u|y0:t−1)

=

[

rt
rt + st

+
st

rt + st
L(u|F T

1,tθ1,t, V t)

]

n(θ1,t|a1,t,R1,t)

rt
rt + st

+
st

rt + st
L(u|f 1,t, Q1,t)

se u = 0, temos que yt = 0 e

f(θ1,t|y0:t) =
rt

rt + st
n(θ1,t|a1,t,R1,t)

(rt + st)

rt

= n(θ1,t|a1,t,R1,t)

Se u > 0, temos que yt > 0. Seja B = (u, u+ ǫ)

f(θ1,t|yt ∈ B, y0:t−1) =

[

F (u+ ǫ|θ1,t, y0:t−1)− F (u|θ1,t, y0:t−1)
]

n(θ1,t|a1,t,R1,t)

F (u+ ǫ|y0:t−1)− F (u|y0:t−1)

=

F (u+ ǫ|θ1,t, y0:t−1)− F (u|θ1,t, y0:t−1)

ǫ
n(θ1,t|a1,t,R1,t)

F (u+ ǫ|y0:t−1)− F (u|y0:t−1)

ǫ
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aplicando o limite,

f(θ1,t|y0:t) =
l(yt|F T

1,tθ1,t, V t)n(θ1,t|a1,t,R1,t)

l(yt|f 1,t, Q1,t)

= n(θ1,t|m1,t,C1,t).

Colorário 2 Momentos a posteriori no tempo t para a parte contínua.

m1,t = a1,t +A1,t(log(yt)− f 1,t)I(yt > 0), (3.19)

e

C1,t =R1,t −A1,tQ1,tA
T
1,tI(yt > 0). (3.20)

Proposição 2 Para todo t > 0

F (yt|pt, y0:t−1) = pt + (1− pt)L(yt|f 1,t, Q1,t). (3.21)

Demonstração:

F (yt|pt, y0:t−1) =

∫

F (yt|θ1,t, pt)f(θ1,t|y0:t−1)dθ1,t

=

∫

[

pt + (1− pt)L(yt|F T
1,tθ1,t, Vt)

]

n(θ1,t|a1,t,R1,t)dθ1,t

= pt

∫

n(θ1,t|a1,t,R1,t)dθ1,t

+ (1− pt)

∫

L(yt|F T
1,tθ1,t, Vt)n(θ1,t|a1,t,R1,t)dθ1,t

= pt + (1− pt)L(yt|f1,t, Q1,t).

Proposição 3 posteriori para pt, para todo t.

f(pt|y0:t) ∼ Beta [rt + I(yt = 0), st + I(yt > 0)] (3.22)
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Demonstração: se yt = 0

f(pt|yt = 0, y0:t−1) =
P (yt = 0|pt, y0:t−1)f(pt|y0:t−1)

P (yt = 0|y0:t−1)

=

pt
prt−1
t (1− pt)

st−1

B(rt, st)
rt

rt + st

=
prtt (1− pt)

st−1(rt + st)

B(rt, st)rt

=
Γ(rt + st)p

rt
t (1− pt)

st−1(rt + st)

Γ(rt)Γ(st)rt

=
Γ(rt + st + 1)prtt (1− pt)

st−1

Γ(rt + 1)Γ(st)
.

∴ pt|yt = 0, y0:t−1 ∼ Beta[rt + 1, st].

Se yt > 0

f(pt|y0:t) =

[

dF (yt|pt, y0:t−1)

dyt

]

f(pt|y0:t−1)

dF (yt|y0:t−1)

dyt

=
(1− pt)l(yt|f 1,t, Q1,t)f(pt|y0:t−1)

st
rt + st

l(yt|f1,t, Q1,t)

=
(1− pt)f(pt|y0:t−1)(rt + st)

st

=
(1− pt)p

rt−1
t (1− pt)

st−1(rt + st)

stB(rt, st)

=
(1− pt)

stprt−1
t (rt + st)Γ(rt + st)

stΓ(st)Γ(rt)

=
Γ(rt + st + 1)

Γ(rt)Γ(st + 1)
prt−1
t (1− pt)

st

∴ pt|y0:t ∼ Beta[rt, st + 1] ∀ yt > 0.

Teorema 6 Parte discreta: a previsão um passo à frente e as distribuições a pos-

teriori, para todo t, são dadas por:

a) Momentos da posteriori no tempo t-1:

Para alguma média m2,t−1 e matriz de variância C2,t−1

θ2,t−1|y0:t−1 ∼ [m2,t−1,C2,t−1] .
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b) Momentos a priori no tempo t:

θ2,t|y0:t−1 ∼ [a2,t,R2,t] ,

onde,

a2,t = G2,tm2,t−1 e R2,t = G2,tC2,t−1G
T
2,t +W 2,t.

c) Momentos para previsão um passo a frente:

f 2,t = E[g(pt)|y0:t−1],

Q2,t = V [g(pt)|y0:t−1],

onde,

f 2,t = F T
2,ta2,t e Q2,t = F T

2,tR2,tF 2,t.

d) Momentos a posteriori no tempo t:

θ2,t|y0:t ∼ [m2,t,C2,t] ,

onde,

m2,t = a2,t +A2,t(f
∗
2,t − f 2,t),

e

C2,t = R2,t −A2,tQ2,tA
T
2,t(1−Q∗

2,t/Q2,t),

com,

A2,t = R2,tF 2,tQ
−1
2,t ;

f ∗
2,t = ψ(rt + I(yt = 0))− ψ(st + I(yt > 0));

Q∗
2,t = ψ′(rt + I(yt = 0)) + ψ′(st + I(yt > 0)).

Demonstração: A demonstração é baseada no MDB (ver Seção 2.3.2).

Sabemos, pela informação a priori, que θ2,0|y0 ∼ [m2,0,C2,0]. Supondo a) ver-

dadeiro, segue que
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b) Momentos a priori no tempo t:

E[θ2,t|y0:t−1] = E[E(θ2,t|θ2,t−1, y0:t−1)]

= E[(G2,tθ2,t−1|y0:t−1)]

= G2,tE(θ2,t−1|y0:t−1)

= G2,tm2,t−1;

V ar[θ2,t|y0:t−1] = V ar[E(θ2,t|θ2,t−1, y0:t−1)] + E[V ar(θ2,t|θ2,t−1, y0:t−1)]

= V ar[G2,tθ2,t−1|y0:t−1] + E[W 2,t]

= G2,tC2,t−1G
T
2,t +W 2,t.

c) Momentos para a previsão um passo a frente:

E[g(pt)|y0:t−1] = E[F T
2,tθ2,t|y0:t−1]

= F T
2,tE[θ2,t|y0:t−1]

= F T
2,ta2,t;

V ar[g(pt)|y0:t−1] = V ar[F T
2,tθ2,t|y0:t−1]

= F T
2,tV ar[θ2,t|y0:t−1]F 2,t

= F T
2,tR2,tF 2,t.

d) Momentos a posteriri no tempo t:

Pela Proposição 3, sabemos que

pt|y0:t ∼ Beta[rt + I(yt = 0), st + I(yt > 0)],

disto temos que

f ∗
2,t = E[g(pt)|y0:t]

= ψ(rt + I(yt = 0))− ψ(st + I(yt > 0)),

e

Q∗
2,t = V ar[g(pt)|y0:t]

= ψ′(rt + I(yt = 0)) + ψ′(st + I(yt > 0)).
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Assim,

m2,t = a2,t +A2,t(f
∗
2,t − f 2,t),

e

C2,t = R2,t −A2,tQ2,tA
T
2,t(1−Q∗

2,t/Q2,t).

3.2.1 Modelo com Vt Desconhecido

Assumindo que V t é desconhecido e considerando Vt = V = 1/φ. Então, para cada

tempo t, o modelo proposto é especificado como

Equações das Observações:

F (yt|θ1,t, pt, V ) = L(yt|F T
1,tθ1,t, V )(1− pt) + pt; (3.23)

λ2,t = g(pt) = log

(

pt
1− pt

)

= F T
2,tθ2,t; (3.24)

pt|y0:t−1, V ∼ Beta[rt, st]. (3.25)

Equações de Evolução:

θ1,t|θ1,t−1, V ∼ N [G1,tθ1,t−1, VW
∗
1,t]; (3.26)

θ2,t|θ2,t−1, V ∼ [G2,tθ2,t−1,W 2,t]. (3.27)

Informações Iniciais:

θ1,0|y0, V ∼ N [m1,0, VC
∗
1,0]; (3.28)

θ2,0|y0, V ∼ [m2,0,C2,0]; (3.29)

V |y0 ∼ GamaInversa[n0/2, d0/2] =⇒ φ|y0 ∼ Gama[n0/2, d0/2]. (3.30)

E[φ|y0] =
n0/2

d0/2
=
n0

d0
=

1

S0
, S0 é a estimativa inicial de V .

O processo de inferência para a parte contínua do modelo proposto com V des-

conhecido é dada no Teorema 7.

Teorema 7 Parte Contínua: Com o modelo especificado, obtemos as seguintes dis-

tribuições para cada tempo t ≥ 1.

a) Distribuição a priori:

F (yt|θ1,t, y0:t−1, V ) = L(yt|F T
1,tθ1,t, V )

st
rt + st

+
rt

rt + st
.
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b) Condicional a V:

θ1,t−1|y0:t−1, V ∼ N [m1,t−1, VC
∗
1,t−1];

θ1,t|y0:t−1,V ∼ N [a1,t, VR∗
1,t];

F (yt|y0:t−1, V ) = L(yt|f1,t, V Q
∗
1,t)

st
rt + st

+
rt

rt + st
;

θ1,t|y0:t, V ∼ N [m1,t, VC
∗
1,t].

com,

a1,t = G1,tm1,t−1; R∗
1,t = G1,tC

∗
1,t−1G

T
1,t +W ∗

1,t;

f1,t = F T
1,ta1,t; Q∗

1,t = F T
1,tR

∗
1,tF 1,t + 1;

m1,t = a1,t +A1,t(log yt − f 1,t)I(yt > 0); C∗
1,t = R∗

1,t −A1,tQ
∗
1,tA

T
1,tI(yt > 0);

A1,t = R∗
1,tF 1,tQ

∗−1
1,t .

c) Para φ = V −1 :

φ|y0:t−1 ∼ Gama[nt−1/2, dt−1/2];

φ|y0:t ∼ Gama[nt/2, dt/2];

onde,

nt = nt−1 + I(yt > 0) e dt = dt−1 +
(log yt − f 1,t)

2

Q∗
1,t

I(yt > 0).

d) Incondicional a V :

θ1,t−1|y0:t−1 ∼ tnt−1[m1,t−1,C1,t−1];

θ1,t|y0:t−1 ∼ tnt−1[a1,t,R1,t];

F (yt|y0:t−1) = LogT (yt|nt−1, f1,t, Q1,t)
st

rt + st
+

rt
rt + st

;

θ1,t|y0:t ∼ tnt
[m1,t,C1,t].

onde, LogT (yt|nt−1, f1,t, Q1,t) é a função de distribuição da Log− t com parâ-

metros nt−1, f 1,t e Q1,t. E

C1,t−1 = St−1C
∗
1,t−1, R1,t = St−1R

∗
1,t, Q1,t = St−1Q

∗
1,t,

C1,t = StC
∗
1,t, St−1 = dt−1/nt−1 e St = dt/nt.

Demonstração:
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a) Distribuição a priori :

Segue diretamente da demonstração da Proposição 1, porém com V desconhe-

cido.

b) Condicional a V :

Pela informação a priori e supondo a priori no tempo t verdadeira, então

pelos mesmos resultados do Filtro, temos

θ1,t|y0:t−1,V ∼ N [a1,t, VR
∗
1,t],

com,

a1,t = G1,tm1,t,

e

VR∗
1,t = G1,tC

∗
1,t−1VGT

1,t +W ∗
1,tV

= V (G1,tC
∗
1,t−1G

T
1,t +W ∗

1,t).

Para a previsão um passo à frente, a demonstração é análoga ao modelo com

V conhecido

F (yt|y0:t−1, V ) =

∫

F (yt|y0:t−1, θ1,t, V )f(θ1,t|y0:t−1, V )dθ1,t

=

∫
[

rt
rt + st

+
st

rt + st
L(yt|F T

1,tθ1,t, V )

]

n(θ1,t|a1,t, VR∗
1,t)dθ1,t

=
rt

rt + st

∫

n(θ1,t|a1,t, VR
∗
1,t)dθ1,t

+
st

rt + st

∫

L(yt|F T
1,tθ1,t, V )n(θ1,t|a1,t, VR

∗
1,t)dθ1,t

=
rt

rt + st
+

st
rt + st

∫





y
t

∫

0

l(ut|F T
1,tθ1,t, V )dut



n(θ1,t|a1,t, VR
∗
1,t)dθ1,t

=
rt

rt + st
+

st
rt + st

y
t

∫

0

[
∫

l(ut|F T
1,tθ1,t, V )n(θ1,t|a1,t, VR

∗
1,t)dθ1,t

]

dut

=
rt

rt + st
+

st
rt + st

y
t

∫

0

l(ut|f1,t, V Q
∗
1,t)dut

=
rt

rt + st
+

st
rt + st

L(yt|f1,t, V Q
∗
1,t),

onde,

f1,t = F T
1,ta1,t,
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e

V Q∗
1,t = F T

1,tVR∗
1,tF 1,t + V

Para a posteriori marginal no tempo t:

f(θ1,t|yt ≤ u, y0:t−1, V ) =
P (yt ≤ u|θ1,t, y0:t−1, V )f(θ1,t|y0:t−1, V )

P (yt ≤ u|y0:t−1, V )

=

[

rt
rt + st

+
st

rt + st
L(u|F T

1,tθ1,t, V )

]

n(θ1,t|a1,t, VR
∗
1,t)

rt
rt + st

+
st

rt + st
L(u|f1,t, V Q

∗
1,t)

.

Se u = 0, temos que yt = 0 e

f(θ1,t|y0:t, V ) =
rt

rt + st
n(θ1,t|a1,t, VR∗

1,t)
rt + st
rt

= n(θ1,t|a1,t, VR
∗
1,t).

Se u > 0, temos que yt > 0. Seja B = (u, u+ ǫ) e H = {y0:t−1, V }

f(θ1,t|yt ∈ B,H) =
[F (u+ ǫ|θ1,t, H)− F (u|θ1,t, H)]n(θ1,t|a1,t, VR

∗
1,t)

F (u+ ǫ|y0:t−1)− F (u|H)

=

F (u+ ǫ|θ1,t, H)− F (u|θ1,t, H)

ǫ
n(θ1,t|a1,t, VR

∗
1,t)

F (u+ ǫ|H)− F (u|H)

ǫ

,

aplicando o limite (ǫ −→ 0),

f(θ1,t|y0:t, V ) =
l(yt|F T

1,tθ1,t, V )n(θ1,t|a1,t, VR
∗
1,t)

l(yt|f 1,t, V Q
∗
1,t)

= n(θ1,t|m1,t, VC
∗
1,t).

∴ θ1,t|y0:t, V ∼ N(m1,t, VC∗
1,t),

onde,

m1,t = a1,t +A1,t(log(yt)− f 1,t)I(yt > 0),

e

VC∗
1,t = VR∗

1,t −A1,tV Q
∗
1,tA

T
1,tI(yt > 0)

= V (R∗
1,t −A1,tQ

∗
1,tA

T
1,t)I(yt > 0),
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com

A1,t = R∗
1,tF 1,tQ

∗−1
1,t .

c) Para φ:

Pela informação a priori φ|y0 ∼ Gama[n0/2, d0/2], supondo verdadeiro

φ|y0:t−1 ∼ Gama[nt−1/2, dt−1/2], então:

f(φ|yt ≤ u, y0:t−1) =
P (yt ≤ u|φ, y0:t−1)f(φ|y0:t−1)

P (yt ≤ u|y0:t−1)

=

[

rt
rt + st

+
st

rt + st
L(u|f 1,t, V Q

∗
1,t)

]

f(φ|y0:t−1)

P (yt ≤ u|y0:t−1)
.

Se u = 0, temos que yt = 0 e

f(φ|y0:t) = f(φ|y0:t−1).

Se u > 0, temos que yt > 0. Seja B = (u, u+ ǫ), então

f(φ|yt ∈ B, y0:t−1) =

F (u+ ǫ|φ, y0:t−1)− F (u|φ, y0:t−1)

ǫ
f(φ|y0:t−1)

F (u+ ǫ|y0:t−1)− F (u|y0:t−1)

ǫ

,

aplicando o limite (ǫ −→ 0),

f(φ|y0:t) =
l(yt|f 1,t, φ

−1Q∗
1,t)f(φ|y0:t−1)

f(yt|y0:t−1)

∝ φ1/2 exp

{

− φ

2Q∗
1,t

(log(yt)− f 1,t)
2

}

φ
nt−1

2
−1 exp

{

−φdt−1

2

}

∝ φ
nt−1+1

2
−1 exp

{

−
(

dt−1 +
(log(yt)− f 1,t)

2

Q∗
1,t

)

φ

2

}

que é o núcleo de uma distribuição Gama com parâmetros nt−1 + 1 e dt−1 +

(log(yt)− f 1,t)
2/Q∗

1,t. Portanto, para qualquer yt

φ|y0:t ∼ Gama[nt/2, dt/2],

onde,

nt = nt−1 + I(yt > 0) e dt = dt−1 +
(log(yt)− f 1,t)

2

Q∗
1,t

I(yt > 0).
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d) Incondicional a V:

A demonstração da priori no tempo t, a posteriori no tempo t − 1 e

para a posteriori no tempo t, segue diretamente do MLD com variância

desconhecida (ver subseção 2.2.6), partindo da teoria da Normal Gama.

Previsão um passo a frente:

F (yt|y0:t) =
∞
∫

0

F (yt|y0:t−1, φ)f(φ|y0:t−1)dφ

=
rt

rt + st

∞
∫

0

f(φ|y0:t−1)dφ+
st

rt + st

∞
∫

0

L(yt|f 1,t, V Q
∗
1,t)f(φ|y0:t−1)dφ

=
rt

rt + st
+

st
rt + st

y
t

∫

0

Udut,

onde,

U =

∞
∫

0

√
φ

ut
√

2πQ∗
1,t

exp

{

− φ

2Q∗
1,t

(log(ut)− f1,t)
2

}

×

× (dt−1/2)
nt−1

2

Γ(nt−1/2)
φ

nt−1

2
−1 exp

{

−dt−1

2
φ

}

dφ

=
(dt−1/2)

nt−1

2

ut
√

2πQ∗
1,tΓ(nt−1/2)

×

×





∞
∫

0

φ
nt−1+1

2
−1 exp

{

−
(

dt−1 +
(log(ut)− f 1,t)

2

Q∗
1,t

)

φ

2
dφ

}





=
(dt−1/2)

nt−1

2

utΓ(nt−1/2)
√

2πQ∗
1,t

Γ(
nt−1 + 1

2
)

{

1

2

[

dt−1 +
(log(ut)− f 1,t)

2

Q∗
1,t

]}−
nt−1+1

2

=
Γ(nt−1+1

2
)

utΓ(nt−1/2)
√

πQ∗
1,tdt−1

[

1 +
(log(ut)− f1,t)

2

Q∗
1,tdt−1

]−
nt−1+1

2

=
Γ(nt−1+1

2
)

utΓ(nt−1/2)
√

πQ1,tnt−1

[

1 +
1

nt−1

(log(ut)− f 1,t)
2

Q1,t

]−
nt−1+1

2

,

que é a fdp de uma Log-t com parâmetros nt−1, f1,t e Q1,t, que denotaremos
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por logt(ut|nt−1, f 1,t, Q1,t), logo

F (yt|y0:t) =
rt

rt + st
+

st
rt + st

y
t

∫

0

logt(ut|nt−1, f1,t, Q1,t)dut

=
rt

rt + st
+

st
rt + st

LogT (yt|nt−1, f1,t, Q1,t).

A distribuição Log-t não possui média finita (Marchenko [16]), devido a isso

usamos a mediana da distribuição um passo à frente como estatística de previsão.

O filtro para a parte discreta é o mesmo para o modelo com V conhecido.
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Capítulo 4

Análise de Desempenho da Nossa

Proposta

Neste capítulo estudamos nossa proposta através de séries temporais geradas de

modo que seja possível visualiazar tendências e sazonalidades. Não se trata de

um estudo de simulação, onde o objetivo é criar cenários que se assemelham com

a realidade, mas gerar séries com comportamentos claros e verificar se o modelo

proposto consegue identificá-los.

Para cada série foram ajustados os modelos de tendência constante, linear, ten-

dência sazonal e superposição de modelos. Esses modelos foram avaliados via mul-

tiprocesso classe I (Seção 2.4) e através das medidas de desempenho.

Para fins de abreviação, identificamos os modelos usando as seguintes notações:

• Mod.Polcont(i): Modelo polinomial de ordem i, i = 1, 2, na parte contínua;

• Mod.Poldisc(i): Modelo polinomial de ordem i, i = 1, 2, na parte discreta;

• Mod.Trigcont(p,A): Modelo com representação trigonométrica da sazonalidade

na parte contínua, com período p e harmônico(s) A;

• Mod.Trigdisc(p,A): Modelo com representação trigonométrica da sazonalidade

na parte discreta,com período p e harmônico(s) A;

• "+": superposição de modelos.

Para o estudo utilizamos os seguintes modelos:

• Modelo 1: Mod.Polcont(1) e Mod.Poldisc(1);

• Modelo 2: Mod.Polcont(1) e Mod.Poldisc(2);

• Modelo 3: Mod.Polcont(2) e Mod.Poldisc(1);
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• Modelo 4: Mod.Polcont(2) e Mod.Poldisc(2);

• Modelo 5: Mod.Polcont(1) + Mod.Trigcont(10,1) e Mod.Poldisc(1);

• Modelo 6: Mod.Polcont(1) e Mod.Trigdisc(10,1);

• Modelo 7: Mod.Polcont(2) e Mod.Trigdisc(10,1).

Cada subseção desse capítulo é composta pelo estudo de uma série temporal

que apresenta o comportamento de um desses modelos. Como as séries são geradas

sem a adição de ruídos e algumas vezes sem componentes aleatórios em uma das

partes, usaremos o conjunto de parâmetros iniciais, que denotaremos por ρ0, igual

para todos os modelos: ρ0 = {m1,0 = m2,0 = 0pi×1,C1,0 = C2,0 = 1pi×1, S0 =

n0 = 1, p0 = 0, 5}, onde 0pi×1 e 1pi×1 são vetores pi-dimensionais de zeros e uns,

respectivamente, com i=1,2.

4.1 Modelo 1

Considere a série temporal Yt, t = 1, . . . , 100, com tendência constante, tanto na

parte contínua quanto na discreta, fornecida pela equação:

Yt = exp(π)zt,

com, zt representando valores gerados de uma distribuição binomial com p = 0, 8,

para todo t.
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Figura 4.1: Série com tendências constantes.
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Na Figura 4.1, observamos que o nível na parte contínua e a ocorrência de zeros

é constante, caracterizando um modelo polinomial de primeira ordem para as partes

discreta e contínua. Para a modelagem dessa série usamos os modelos 1,2,3 e 4.
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Figura 4.2: Multiprocesso Classe I: Série com tendências constantes.

Na Figura 4.2, temos o gráfico da probabilidade a posteriori de αj ,

f(αj|Y 0:t), (j = 1, 2, 3, 4), em cada tempo t, via multiprocesso classe I. O Modelo 1

obteve o melhor desempenho indicando que nossa proposta conseguiu identificar o

comportamento desta série.

Tabela 4.1: Medidas de desempenho: Série com tendências constantes
MAD MSE

Modelo 1 5,444 52,671
Modelo 2 2,842 19,896
Modelo 3 10,254 143,039
Modelo 4 5,890 53,739

Na Tabela 4.1, temos as medidas de desempenho para os quatro primeiros mo-

delos. Observamos que o Modelo 2 apresentou os menores valores do MAD, 2,842,

e do MSE, 19,896, indicando que esse obteve o mehor desempenho para a série. O

Modelo 1 ficou como o segundo melhor modelo para a série.
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4.2 Modelo 2

Uma série contínua com massa em zero com tendência constante na parte contínua

e tendência linear na ocorrência de zeros foi gerada a partir da equação:

Yt = exp(π)zt, t = 1, 2, · · · , 100,

com zt sendo valores gerados de uma distribuição binomial com p = exp(ut)
1+exp ut

, onde

u1 = −1 e ut = ut−1 + 0, 05.
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Figura 4.3: Série com tendência constante na parte contínua e linear na parte dis-
creta.

Na Figura 4.3, encontra-se o gráfico da série gerada pela equação acima. Nesta

série observamos que a parte contínua é constante, exp(π) = 23, 14069, enquanto a

probabilidade da ocorrência de zeros diminui com o passar do tempo.

A Figura 4.4 mostra que o multiprocesso identificou corretamente a série.

Tabela 4.2: Medidas de desempenho: Série com tendência constante(contínua) e
linear (discreta)

MAD EMS

Modelo 1 7,326 107,226
Modelo 2 4,913 73,476
Modelo 3 11,047 178,497
Modelo 4 7,014 101,715

Observamos pela Tabela 4.2 das medidas de desempenho, que as melhores me-

didas de ajuste foram a do Modelo 2, indicando que este modelo é o mais adequado
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Figura 4.4: Multiprocesso Classe I: Série com tendência constante(contínua) e linear
(discreta).

para a série.

4.3 Modelo 3

A partir da equação:

Yt = exp(t/100)zt, t = 1, 2, · · · , 100,

com zt sendo valores simulados a partir de uma distribuição binomial com p = 0, 8,

geramos uma série com tendência linear na parte contínua e tendência constante na

parte discreta como mostra a Figura 4.5.

Pela Figura 4.6 observamos que o Modelo 3 tem maior probabilidade a posteriori.

Tabela 4.3: Medidas de desempenho: Série com tendência linear (contínua) e cons-
tante (discreta).

MAD MSE

Modelo 1 0,213 0,075
Modelo 2 0,131 0,034
Modelo 3 0,168 0,052
Modelo 4 0,101 0,024

Pelas medidas de desempenho, Tabela 4.3, o modelo com as menores medidas é

o Modelo 4, mostrando que este modelo é superior aos demais, mas contrariando a
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Figura 4.5: Série com tendência linear na parte contínua e constante na parte dis-
creta.
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Figura 4.6: Multiprocesso Classe I: Série com tendência linear (contínua) e constante
(discreta).

análise via multiprocesso que classificou o Modelo 3.
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4.4 Modelo 4

Para gerar uma série que tenha tendência linear na parte contínua e na discreta,

usamos a seguinte equação:

Yt = exp(t/100)zt, t = 1, 2, · · · , 100,

com zt sendo valor gerados de uma distribuição binomial com p = exp(ut)
1+exp ut

, onde

u1 = −1 e ut = ut−1 + 0.05.
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Figura 4.7: Modelo com tendências lineares

Observamos na Figura 4.7, a série gerada pela equação acima, apresentando

tendência linear na parte contínua e tendência linear na ocorrrência de zeros.

O Modelo 4 expressa as tendências da série na Figura 4.7. Analisando a Figura

4.8, observamos que o multiprocesso julgou o Modelo 4 como o mais adequado.

Tabela 4.4: Medidas de desempenho: Série com tendências lineares.
MAD MSE

Modelo 1 0,314 0,212
Modelo 2 0,195 0,145
Modelo 3 0,272 0,197
Modelo 4 0,182 0,144

Através do MAD e MSE, o Modeo 4 mostrou-se superior aos demais, na Tabela

4.4 encotramos esses valores para os modelos.
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Figura 4.8: Multiprocesso Classe I: Série com tendências lineares.

4.5 Modelo 5

O Modelo 5, é semalhante ao Modelo 1, porém com um ciclo sazonal de período 10.

Para gerar uma série com essas características, utilizamos a seguinte equação:

Yt = exp{2 sin(2tπ/10)}zt, t = 1, 2, · · · , 100,

com zt sendo valores simulados de uma distribuição binomial com p = 0, 6. A Figura

4.9 mostra a série gerada. A partir das probabilidades geradas pelo multiprocesso

(Figura 4.10), o modelo com melhor perfomance é o Modelo 5.

Tabela 4.5: Medidas de desempenho: Série com tendência constante "+"sazonal na
parte contínua e constante na discreta.

MAD EMS

Modelo 1 1,140 4,337
Modelo 2 1,001 3,479
Modelo 3 1,161 4,489
Modelo 4 1,023 3,609
Modelo 5 1,104 4,091

Na Tabela 4.5, temos as medidas desempenho para os cinco primeiros modelos.

Obsevamos que através das medidas o modelo que se mostrou superior aos demais

foi o Modelo 2. Apesar destas medidas serem próximas, o Modelo 5 ficou como

sendo o terceiro melhor.
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Figura 4.9: Série com tendências constante e sazonal na parte contínua e tendência
constante na parte discreta

Tempo

P
ro

ba
bi

lid
ad

e 
de

 A
lp

ha

0 20 40 60 80 100

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Mod. 1

Mod. 2 

Mod. 3 

Mod. 4

Mod. 5 (correto)

Figura 4.10: Multiprocesso Classe I: Série com tendência constante "+"sazonal na
parte contínua e constante na discreta.

4.6 Modelo 6

Uma série com dados contínuos com massa em zero, Yt, t = 1, 2, · · · , 100, com ten-

dência constante na parte contínua e sazonalidade com período dez para a parte

54



discreta, pode ser gerada através da equação:

Yt = exp(π)zt,

com zt sendo valores simulados de uma distribuição binomial com p = exp(ut)
1+exp ut

, onde

ut = 3 sin(2tπ/10).
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Figura 4.11: Série com tendência constante na parte contínua e sazonal na parte
discreta

Na Figura 4.11, observamos claramente valores constante na parte contínua da

série, exp(π) = 23, 14069, e ciclo sazonal na ocorrência de zeros. Para a análise

dessa série foi usado os seis primeiros modelos, onde a Figura 4.12 apresenta as

probabilidades a posterioris, via multiprocesso, para os modelo 1 ao 6.

Obsevamos, através da Figura 4.12, que o modelo com melhor desempenho é

o Modelo 6, o qual é composto por um modelo polinomial de ordem 1 na parte

contínua e modelo trigonométrico com p = 10 e harmônico A=1.

Tabela 4.6: Medidas de desempenho: Série com tendência constante (contínua) e
sazonal (discreta).

MAD MSE
Modelo 1 7,775 119,985
Modelo 2 7,021 106,405
Modelo 3 11,103 229,555
Modelo 4 10,174 198,543
Modelo 5 9,215 161,510
Modelo 6 4,834 70,112
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Figura 4.12: Multiprocesso Classe I: Série com tendência constante (contínua) e
sazonal (discreta).

Observamos pela tabela das medidas de desempenho (Tabela 4.6), que as me-

lhores medidas foram a do Modelo 6, logo, esse modelo mostrou-se superior aos

demais.
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4.7 Modelo 7

Uma série com dados contínuos com massa em zero, Yt, t = 1, 2, · · · ,100, com ten-

dência linear na parte contínua e sazonalidade com período 10 na parte discreta,

pode ser gerada através da equação:

Yt = exp(0.03t)zt,

com zt sendo valores gerados de uma distribuição binomial com p = exp(ut)
1+exp ut

, onde

ut = 3 sin(2tπ/10).
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Figura 4.13: Série com tendência crescente na parte contínua e sazonal na discreta

Observamos, pela Figura 4.13, as tendências expressas no Modelo 7. Para o

ajuste da série foram utilizados todos os modelos.

Pela Figura 4.14, observamos que a análise multiprocesso classe I apontou o

Modelo 7 como o que teve a melhor perfomance na análise dessa série.

Através do MAD e MSE, o Modelo 3 mostrou-se superior aos demais, (Tabela

4.7).

4.8 Discussão

Nas seções anteriores, criamos séries temporais nas quais as componentes de tendên-

cia e sazonalidade, tanto na parte discreta quanto na contínua, podiam ser verificadas

por inspeção visual.
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Figura 4.14: Multiprocesso Classe I: Série com tendência crescente (contínua) e
sazonal (discreta)

Tabela 4.7: Medidas de desempenho: Série com tendência crescente (contínua) e
sazonal (discreta)

MAD MSE

Modelo 1 1,669 11,362
Modelo 2 1,580 12,774
Modelo 3 0,662 1,269
Modelo 4 0,751 4,438
Modelo 5 1,622 10,238
Modelo 6 1,315 7,648
Modelo 7 0,889 5,693

Em seguida, aplicamos as seguintes ferramentas para discriminar os modelos:

MAD, MSE e multiprocessos classe I.

Dos resultados expostos, levantamos evidências de que, dentre estas três, os

multiprocessos são os mais qualificados para a identificação correta do modelo.
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Capítulo 5

Aplicação em Séries Reais

Neste capítulo são apresentadas aplicações do modelo proposto a conjuntos de da-

dos reais de precipitação pluviométrica diários proveniente dos municípios de Ma-

naus/Am, Tarauacá/AC e São Gonçalo/PB. Estas séries apresentam a parte dis-

creta, quando não chove em um dia, e a parte contínua, a quantidade que chove

em um dia. Os dados foram coletados pelo Instituto Nacional de Meteorologia (IN-

MET) e estão disponíveis no Banco de Dados Meteorológicos para Ensino e Pesquisa

(BDMEP).

Para escolhermos o modelo com melhor desempenho usaremos somente a análise

multiprocesso classe I, pois as métricas de perfomances mostraram-se inapropriadas

para a avaliação dos modelos.

5.1 Manaus

Serão analisados dois conjuntos de dados do município de Manaus. O primeiro

possui 89 observações coletadas entre os dias 21 de fevereiro de 2015 à 21 de maio

do mesmo ano o qual denominaremos de Manaus 1. O segundo são dados coletados

durante o período de 3 anos, iniciando em janeiro de 2012, denominaremos por

Manaus 2.

Na Figura 5.1 apresentamos a série pluviométrica de Manaus 1. São dados de

um período chuvoso o que explica a ocorrência de 30,34% de dias não chuvosos.

Para essa série foram usados 4 modelos:

• Modelo 1: Mod.Polcont(1) e Mod.Poldisc(1);

• Modelo 2: Mod.Polcont(1) e Mod.Poldisc(2);

• Modelo 3: Mod.Polcont(2) e Mod.Poldisc(1);

• Modelo 4: Mod.Polcont(2) e Mod.Poldisc(2)
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Figura 5.1: Série da Precipação de Manaus 1

Os parâmetros iniciais, para os modelos acima, foram: m1,0 = m2,0 = 0, C1,0 =

C2,0 = n0 = 1 = S0 = 1 e p0 = 0, 5. Os fatores de descontos utilizados são dados na

Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Fatores de descontos para a Série de Manaus 1.
δcont δdisc

Modelo 1 0,999 0,8
Modelo 2 0.99 0.8
Modelo 3 0.999 0.86
Modelo 4 0.997 0.86
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Figura 5.2: Multiprocesso para os quatro modelos ajustados em Manaus 1
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Pelo multiprocesso (ver Figura 5.2), temos que o melhor modelo para esta série

foi o Modelo 1, composto pelos modelos constantes em ambas as partes.
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Figura 5.3: Modelagem da série usando o modelo proposto com Vt = V desconhecido.

Na Figura 5.3, apresentamos os gráficos do modelo proposto com Vt = V des-

conhecido aplicado na série de Manaus 1. No gráfico superior temos o ajuste do

modelo proposto à série observada. Observamos que o modelo consegue identificar,

em boa parte da série, os dias que ocorrem chuva ou não. Porém em dia que ocorre

chuva o modelo subestima a quantidade de chuva. Isso pode ser explicado pelo fato

de estarmos usando a mediana do modelo para prever a quantidade de chuva. No

gráfico inferior temos a probabilidade a priori de chuva, no tempo t.
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Figura 5.4: Precipação no município de Manaus no período de 2012 a 2015.
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Na Figura 5.4, apresenta-se a série temporal da precipitação pluviométrica de

Manaus 2. Na figura podemos identificar períodos sazonais que é explicada pelas

estações climáticas de Manaus: inverno e verão. O período que menos chove em

Manaus, verão, se estende do início do mês de junho até final de novembro, enquanto

o período chuvoso inicia em dezembro e se estende até maio (Carlo & Lamberts [3]).

Para a série de Manaus 2 foram ajustados 7 modelos:

• Modelo 1: Mod.Polcont(1) e Mod.Poldisc(1);

• Modelo 2: Mod.Polcont(2) e Mod.Poldisc(1);

• Modelo 3: Mod.Polcont(1) e Mod.Poldisc(2);

• Modelo 4: Mod.Polcont(1)+Mod.Trigcont(365,1) e Mod.Poldisc(1);

• Modelo 5: Mod.Polcont(1) e Mod.Poldisc(1)+Mod.Trigdisc(365,1);

• Modelo 6: Mod.Polcont(1) + Mod.Trigcont(365,1) e Mod.Poldisc(1) +

Mod.Trigdisc(365,1);

• Modelo 7: Mod.Polcont(1) e Mod.Poldisc(2)+Mod.Trigdisc(365,1).

Os parâmetros iniciais usados para modelar essa série foram os mesmos da série

anterior. Os fatores de descontos seguem na Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Fatores de descontos para a série de Manaus 2.
δcont δdisc

Modelo 1 0,999 0,9
Modelo 2 0,999 0,9
Modelo 3 0,999 0,94
Modelo 4 0,999;0,997 0,9
Modelo 5 0,999 0,994;0,999
Modelo 6 0,999;0,999 0,999;0,97
Modelo 7 0,999 0,999;0,98

Pela Figura 5.5, observamos que o melhor modelo ajustado foi o Modelo 5.

Apresentamos o gráfico do ajuste na Figura 5.6.

Na Figura 5.6, observa-se que o modelo se ajustou bem aos dados nos períodos

mais chuvosos, mas nos períodos secos o modelo não obteve um bom desempenho,

prevendo muitos dias secos quando na verdade há, pelo menos, pouca ocorrência

de dias chuvosos. Como estamos trabalhando com a mediana, nosso modelo prevê

zero se a probabilidade de chover for menor que meio, mas nos dias secos essas

probabilidades ficam em torno de 0,3, pelo segundo gráfico da Figura 5.6, o que

explica o modelo prever somente zeros nesse período. Portanto, para série que a
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Figura 5.5: Multiprocesso para os modelos da série de Manaus 2.

0
20

40
60

80
10

0
12

0
14

0

Série Observada
Série Prevista

Q
ua

nt
id

ad
e 

P
re

vi
st

a

0 200 400 600 800 1000 1200

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Tempo

P
ro

ba
bi

lid
ad

e 
de

 c
hu

va

Figura 5.6: Ajuste do modelo à série de Manaus no período de 2012 a 2015.

proporção de zeros for maior que 50% a previsão pela mediana não é uma boa

estratégia. Também, observamos que nosso modelo consegue identificar e modelar

a sazonalidade, tanto na parte contínua, quanto na discreta pela probabilidade de
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Figura 5.7: Ajuste do modelo à série de Manaus por ano.

5.2 Tarauacá

Tarauacá é um município do estado do Acre que faz fronteira com o estado do Ama-

zonas. Seu clima é parecido com o do município de Manaus, pois ambos pertecem

ao clima equatorial úmido. Na Figura 5.8, apresentamos a série pluviométrica deste

município referente aos anos de 2012 à abril de 2015.

Esta série é caracterizada por grande ocorrência de chuvas no inverno e período

com menor ocorrência de chuvas.

Para modelar esta série utilizamos os mesmos modelos usados para modelar a

série de Manaus 2. Os parâmetros iniciais, foram: m1,0 = m2,0 = 0, C1,0 = C2,0 =

n0 = 1 = S0 = 1 e p0 = 0, 5. Os fatores de descontos seguem na Tabela 5.2

Pelo multiprocesso, Figura 5.9, o melhor modelo foi o Modelo 5, modelo composto

por uma parte constante, polinomial de 1a ordem, na parte contínua e na parte

discreta pela superposição dos modelos constantes e trigonométrico.

O modelo proposto, com V desconhecido, ajustou-se bem à série de Tarauacá.

Pela Figura 5.10, observa-se que o modelo consegue, no inverno, identificar os dias

que chove e, diferente da série de Manaus, consegue identificar o quanto chove. Pela

Figura 5.11 consegue-se ter uma melhor visualização da série estimada, no último

64



2012 2013 2014 2015

0
50

10
0

15
0

Tempo

P
re

ci
pi

ta
çã

o 
em

 m
m

Figura 5.8: Série da precipitação pluviométrica de Tarauacá.

Tabela 5.3: Fatores de descontos para a Série de Tarauacá.
δcont δdisc

Modelo 1 0,999 0,95
Modelo 2 0,999 0,95
Modelo 3 0,999 0,95
Modelo 4 0,995;0.995 0,95
Modelo 5 0,998 0,999;0,99
Modelo 6 0,996;0.99 0,999;0,999
Modelo 7 0,999 0,999;0,992
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Figura 5.9: Multiprocesso - Tarauacá

gráfico temos a série observada, linha preta, e a série prevista, linha azul, para os

meses de janeiro a março do ano de 2015.
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Figura 5.10: Ajuste do modelo à série de Tarauacá no período de 2012 a meado de
2015.

Porém, no período com menos ocorrência de chuva o modelo, também, não obteve

bom desempenho. Para os valores de pt a baixo da linha vermelha, segundo gráfico da

Figura 5.10, o modelo prevê zero, para a observação correspodente ao tempo, como

nos períodos de verão estes valores são baixo, então, para períodos onde pt < 0, 5 o

nosso modelo terá problemas para modelar dias que chovem.
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Figura 5.11: Ajuste do modelo à série de Tarauacá por ano.
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5.3 São Gonçalo

São Gonçalo é um distrito do município de Sousa/PB. O clima de São Gonçalo é

classificado como semiárido quente, caracterizado pela escassez e irregularidade de

chuvas. Na Figura 5.13, apresenta-se a série pluviométrica desse distrito.
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Figura 5.12: Série da precipitação pluviométrica de São Gonçalo.

Para essa série de São Gonçalo foram ajustados os mesmos modelos usados na

série de Manaus 2, com parâmetros iniciais: m1,0 = m2,0 = 0, C1,0 = C2,0 = n0 =

1 = S0 = 1 e p0 = 0, 5, e fatores de descontos apresentados na Tabela 5.3.

Tabela 5.4: Fatores de descontos para a Série de São Gonçalo.
δcont δdisc

Modelo 1 0,999 0,91
Modelo 2 0,999 0,9
Modelo 3 0,999 0,95
Modelo 4 0,999;0.997 0,9
Modelo 5 0,999 0,996;0,998
Modelo 6 0,999;0.999 0,99;0,98
Modelo 7 0,999 0,999;0,999

Pela Figura 5.13, o modelo que obteve o melhor desempenho, na série de São

Gonçalo, foi o Modelo 4, pois obteve as melhores probabilidades a posteriori, via

multiprocesso. Apresentamos o gráfico do ajuste na Figura 5.14.

Pela Figura 5.14, observa-se que o modelo não consegue identificar os dias que

ocorrem chuvas, com exceção de alguns pontos. Isso ocorre devido as estimativas
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Figura 5.13: Multiprocesso para os modelos de São Gonçalo.
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Figura 5.14: Ajuste do modelo à série de São Gonçalo no período de 2012 a meado
de 2015

de pt serem baixas, portanto, em séries em que a ocorrências de zeros for grande,

maior que 50%, o modelo não terá um bom desempenho.
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Capítulo 6

Considerações Finais e Trabalhos

Futuros

Conseguimos através deste trabalho propor um modelo que é capaz de compreender

e descrever o comportamento de séries temporais contínuas cujas observações são

não negativas com massa em zero. O modelo é baseado nas metodologias dos MLD’s

e MLGD’s o que nos permitiu fazer as inferêncais dos parâmetros de forma recursiva

e com auxílio do filtro de Kalman. O modelo possui solução analítica o que descarta

a necessidade de utilizar métodos baseados em simulações para obter aproximações

dos momentos das densidades a posterioris dos estados, tal como o Método de

Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC).

Através do estudo das séries geradas observamos que o modelo proposto descreve

eficientemente as tendências, tais como a constante, linear e sazonal, além de des-

crever as superposições. Através das séries simuladas a escolha do melhor modelo

pode ser feita através dos modelos multiprocessos classe I.

A função de distribuição um passo a frente para o modelo com V desconhecido

possui densidade Log-t que por sua vez não tem valor esperado. Devido a isso

usamos a mediana como estatística de previsão um passo à frente.

Na aplicação aos dados reais o modelo proposto mostrou-se eficiente nos períodos

chuvosos, conseguindo identificar os dias que não chovem e os dias que chovem.

Nos dias que chovem identificou quanto chove, no caso do município de Tarauáca.

Porém, nos períodos mais secos, o modelo mostrou uma restrição, não conseguindo

ser eficiente nas previsões. Isso se deve ao fato de estarmos usando a mediana como

estatística de previsão um passo à frente, pois se a probabilidade de chuva em um

determinado tempo t for menor que meio o modelo considera a previsão relacionado

a esse tempo como zero, assim, o modelo não terá bom desempenho em séries em

que a proporção de zeros for maior que meio.

Para trabalhos futuros propomos a generalização da nova metodologia à séries

temporais multivariadas contínuas com massa em zero. E também propomos a
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utilizações de outros percentis, em vez da mediana, como estatística de previsão.
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Apêndice A

Propriedades da Distribuição Normal

A.1 Transformações lineares:

Se X ∼ Np(µ,Σ), A é uma matriz r × p e b um vetor de dimensão r × 1, então:

y = Ax+ b ∼ N(Aµ,AΣAT )

A.2 Dristribuições Marginais

Se o vetor x é dividido em dois blocos, com x1 contendo os primeiros r componentes

e x2 contendo os p− r demais. procedendo as mesmas partições nos parâmetros µ

e Σ, tem-se:

µ =

(

µ1

µ2

)

e Σ =

(

Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)

As marginais são dadas por: xi ∼ N(µi,Σii), i = 1, 2.

A.3 Distribuições Condicionais

Considerando, ainda, as partições x1 e x2 de x, µ e Σ, segue que:

x1|x2 ∼ N(µ1.2,Σ11.2)

onde

µ1.2 = µ1 + Σ12Σ
−1
22 (x2 − µ2) e Σ11.2 = Σ11 + Σ12Σ

−1
22 Σ21

Para esses resultados, é obviamente necessário que as submatrizes Σ22 e Sigma11
respectivamente tenham posto máximo, caso contrário suas inversas não existem.
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A.4 Reconstrução da Conjunta

Se x1|x2 ∼ N(µ1 +B1(x2 − µ2), B2) e x2 ∼ N(µ2,Σ22), então:

x =

(

x1

x2

)

∼ N(µ,Σ)

com

µ =

(

µ1

µ2

)

e Σ =

(

Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)

,

onde

Σ11 = B2 +B1Σ22B
T
1 e ΣT

21 = Σ12 = B1Σ22
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Apêndice B

Modelo com Variância Desconhecida

Demonstração do Teorema 7:

a)Condicional a V :

É demonstrado pelos mesmos resultados do filtro de Kalman considerando a

posteriori no tempo t− 1, θ|Y 0:t−1, V ∼ N [mt−1, VC∗
t−1], verdadeira.

b) Para a precisão:

Támbém é por indução, assumindo a priori φ|Y 0:t−1 ∼ G[nt−1/2, dt−1/2] verdadeira.

Pelo teorema de Bayes f(φ|Y 0:t) ∝ f(Y t|φ, Y 0:t−1) onde Y t|Y 0:t,φ tem distribuição

Normal pela definição do modelo e, por hipótese, φ|Y 0:t−1 tem distribuição Gama,

logo

f(φ|Y 0:t) ∝ φ1/2exp

{

−φe2t
2Q∗

t

}

φ
nt−1

2
−1exp

{

−φdt−1

2

}

∝ φ
nt−1+1

2
−1exp

{

−
(

dt−1 +
e2t
Q∗

t

)

φ

2

}

∝ φnt/2exp{−dtφ/2},

é o núcleo de uma distribuição Gama com parâmetros nt/2 e dt/2, onde nt = nt−1+1

e dt = dt−1 + e2tQ
∗
t
−1.

c) Incondicional a V :

Segue diretamente da teoria da Normal Gama onde para um vetor aleatório θ

(n × 1) com θ|φ ∼ N [m, φ−1C∗] e φ ∼ G[n/2, d/2], então θ ∼ tn[m, SC∗] onde

S = d/n.
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Apêndice C

Superposição de Modelos

Demonstração do Teorema 4:

Para o vetor de observação Y t = F T
t θt + νt, onde F T

t = (F T
1t, . . . ,F

T
ht), θ

T
t =

(θT
1t, . . . , θ

T
ht) e νt =

∑h
i=1 νit onde νit ∼ N(0, V i) e independentes entre si. Temos,

pelas propriedades da normal, que νt ∼ N(0, V t) com V t =
∑h

i=1 V it. Para o vetor

de estado θt = Gtθt−1 + ωt, onde ωT
t = (ωT

1t, . . . ,ω
T
ht) com ωit ∼ N(0,W it) e

independentes entre si, temos que ωt ∼ N(0,W t) e independente de νt. Assim,

temos definido o MLD.
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