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RESUMO

RETAS NO ESPACO PROJETIVO DE DIMENSAO 3

Apresentamos neste trabalho um estudo de retas no P3, inicialmente abordamos
alguns conceitos fundamentais a Geometria Algébrica, tais como o espago projetivo,
variedades projetivas, dimensao, grau e blowup (inchamento). Em seguida estuda-
mos o conjunto das retas nos espacos projetivos e, mais detalhado, no espaco IP3.
No qual é mostrado que elas formam uma variedade algébrica chamada a variedade
de Grassmann. Também estudamos os ciclos de Schubert e os anéis de Chow das
grassmannianas. Estes resultados se aplicam ao estudo das retas nas superficies
quédricas em P3. Por exemplo, é mostrado que 4 retas na posicao geral no P? tém 2
retas secantes, e que uma quadrica inchada em 1 ponto é isomorfa ao plano inchado
em 2 pontos.

Palavras-chave: retas no espaco; superficies quadricas; variedades grassmani-
anas; inchamentos de superficies.



ABSTRACT

LINES IN THE PROJECTIVE SPACE OF DIMENSION 3

We present in this work a study of lines in the P2, initially approached some
concepts fundamental to the Algebraic Geometry, such as the projective space, pro-
jective varieties, dimension, degree and blowup. Next we study the set of the lines
in the projective spaces and, more detailed, in the space P3. In which it is shown
that they form an algebraic variety called the Grassman variety. We also studied
the Schubert cycles and the Grassmannian Chow rings. These results apply to the
study of lines on quadratic surfaces in P3.

For example, it is shown that 4 lines in the general position on P? have 2 secant
lines, and that a quadratic surfaces swollen at 1 point is isomorphic to the plane
swollen at 2 points.
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Introducao

Neste trabalho, temos como objetivo o estudo das retas no P3. E para desen-
volver este tema, iniciamos com o Capitulo 1 onde apresentamos algumas defini¢oes
importantes sobre conjuntos algébricos afins e variedades algébricas afins no espaco
afim, com a finalidade de dar um suporte preliminar ao conteiido que se desenvolve
no decorrer do trabalho em um ambiente projetivo.

No Capitulo 2 ¢ dedicado aos conceitos importantes sobre o espago projetivo,
conjuntos algébricos projetivos e variedades algébricas projetivas, morfismos entre
espacos projetivos, variedades singulares e nao-singulares, grau e dimensao das va-
riedades, bem como a definicdo do importante teorema de Bézout.

No Capitulo 3, Estudamos as definicdes das superficies quadricas no P? e moti-
vamos com alguns exemplos do teorema importante que 4 retas na posicao geral no
P3 tém 2 retas secantes.

No Capitulo 4, estudamos as variedades grassmanianas dos subespacos e especi-
almente a variedade G(2,4) das retas em P3. As coordenadas de Pluecker na G(2,4)
e seu anel de Chow, CH(G(2,4)), quer dizer, varias configuragoes dos planos no P3.
Em particular, é mostrado que o conjunto das retas na superficie quadrica em P3
é a unidao de duas elipses na G(2,4). E também estudamos o teorema importante
que 4 retas na posicao geral no P? tém 2 retas secantes é provado por dois métodos
diferentes: método geométrico e o método que aplica o anel de Chow.

E finalmente no Capitulo 5, desenvolvemos a teoria geral de inchamento e inter-
seccao de superficies. O teorema que uma superficie quadrica inchada em 1 ponto é
isomorfa ao plano inchado em 2 pontos é provada pela maneira geométrica. Final-
mente, se tratam subespacos lineares da dimensao maxima nos superficies quadricas
de dimensao par qualquer.



Capitulo 1

Variedades Algébricas Afins

1.1 Conjuntos Algébricos Afins

O espago ambiente onde definimos os conjuntos algébricos afins é o espago afim
de dimensdo n sobre um corpo algebricamente fechado K e denotamos por A™(K)
ou simplesmente de A", ou seja, o conjunto de todas as n-uplas dos elementos de K.
O elemento P € A" chamamos de ponto, e denotamos P = (ay, ..., a,) com a; € K,
tal que a; sdo as coordenadas de P.

Definigao 1.1.1 Seja X C A" tal que X = {(P) e A"/f(P)=0,Vfe S}; S C
K [X1, Xs, ..., X,,] anel de polinomios, onde S é uma familia de polinomios. Entao
X é um conjunto algébrico afim ou simplesmente conjunto algébrico.

Consideramos o anel de polindémios K [X;, Xy, ..., X,,] com n varidveis e com
coeficientes em K. Seja S C K [X1, X5, ..., X,,], entdo definimos o conjunto de zeros
de S como sendo os zeros comuns de todos os seus elementos, ou seja, por Z(S) :=
{PeA"/f(P)=0,Vf e S}

Lema 1.1

(a) Z({0}) = A" e Z(K [X1, Xa, ., X,]) = 0.

(b) Se S; e Sy sao subconjuntos de K [Xi,Xs,...,X,] com S; C Sy, entdo
Z(S) C Z(S1)

(¢) Dada uma familia S; de subconjuntos de K [X1, Xo, ..., X,|, entdo M;Z(S;) =
Z(U;S)

(d) Se Sy e Sy sdo subconjuntos de K [X1, X, ..., X,], entao Z(S1) U Z(S3) =
Z(S), onde S = 51.52 = {fle/f’L c S,L,Z = 1,2}
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Prova 1.1.1 As afirmagoes (a), (b) e (c) sao 6bvias. Vamos mostrar (d). Primeiro
tome x € Z(S1)U Z(Ss). Entio x € Z(S;) para algum i = 1,2 e logo fi(x) =0 para
todo f; € S;. Portanto (fif2)(x) = fi(x)fa2(z) = 0 para todo fi € Sy e fo € S,
implicando que x € Z(S).

Reciprocamente, tome x € Z(S). Suponha que x ¢ Z(S1). Entao existe f; € Sy tal
que fi(xz) # 0. Mas fi(x)fo(x) = 0 para todo fo € Sy e logo fao(x) = 0 para todo
fo € Sy, isto é, x € Z(S3).

Dizemos que um subconjunto X C A"™ é fechado se X = Z(S) para algum
S C K [Xy, X, ..., X,;]. Assim, um subconjunto aberto de A™ é o complementar de
um fechado.

Os subconjuntos fechados de A" sdao também chamados de conjuntos algébricos
afins.

Proposicao 1.1.1 Os subconjuntos abertos de A™ formam uma topologia chamada
topologia de Zariski.

* () e A" sdo abertos;
* unido de abertos é aberta;
* intersecao finita de abertos é aberta.

Por outro lado, podemos definir também a Topologia de Zariski em A" tomando
como fechados os conjuntos algébricos afins. E de fato:
*0=2(1)e A" = Z(0) sao fechados;
*Interseccao arbitraria de fechados é fechada, NZ(1,) = Z({1,))-
* Unido finita de um fechado é fechada, Z (1) U Z(1y) = Z(1.15).

Definimos a topologia de Zariski em X C A™ um conjunto algébrico afim, como
a topologia induzida pela topologia de Zariski em A",

Exemplo 1.1.1 E fdcil descrever os subconjuntos fechados de A'. Como polino-
mios em uma varidvel tém apenas wm nimero finito de zeros, os fechados de Al sdo
subconjuntos finitos.

Exemplo 1.1.2 Agora descreveremos os fechados em A?. Tome f(X1, Xs) € K [X1, X5].
O fechado Z(f) = {(x1,72) € A%|f(x1,12) = 0} é chamado de curva algébrica plana

afim.

Exemplo 1.1.3 Os fechados de A? sio da forma X = curva plana afim U nimero
finito de pontos.

Se S = (Xao(X2 — X1), Xo(X, — 1)), entio X = Z(S) é dado por X = Z(X,) U
Z(X2-X, X, —1) ={(t,0))t e k}U{(1,1),(1,-1)}.
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Definicao 1.1.2 Uma curva algébrica plana afim ou simplesmente curva é uma
classe de equivaléncia de polinomios nao constantes f € K [X1, Xs], médulo a rela-
¢do que identifica dois tais polindomios se um € multiplo do outro por alguma cons-
tante.

Nesse contexto, a equagdo de uma curva é um qualquer polindmio nessa classe.

Dizemos que uma curva estd definida sobre um corpo kg C K se ela admitir uma
equacao a coeficientes em K.

O trago de uma curva é o conjunto das solugdes da equacao. Que usualmente
cometemos o abuso de designar pelo mesmo simbolo tanto a curva quanto seu traco.

O grau de uma curva f é o grau de sua equacdo. Como exemplos temos que as
curvas de graus 1, 2, 3, ... sao chamadas retas, conicas,ctbicas,...

Uma curva é irredutivel se admite uma equagao que é um polinémio irredutivel.

As componentes irredutiveis de uma curva f sdo as curvas definidas pelos fatores
irredutiveis de f.

A multiplicidade de uma componente p de f é o expoente com que o fator p
ocorre na decomposicao de f; quando > 2, dizemos que p é componente multipla de
f. Para mais aprofundamento sobre curvas recomendamos [27].

Consideramos um fechado afim X C A™ dado por X = Z(5) com S C K [X1, Xo, ...

Denotamos por (S) o ideal gerado por S em K [Xi, Xy, ..., X,]. Note que X =
Z(S) = Z((S)). Mais ainda, suponha que (S) ¢é finitamente gerado, isto é, que
existe um numero finito de polinémios (fi,...,f,) € K[X1, Xs, ..., X,] tais que
(S) = (f1,..., fr). Entdo temos X = Z(fi,..., fr), j& que todo f € (S) é da forma
f=hfi+..+h.f com hy, ... h € K[X], X5, .., X,]

Definicao 1.1.3 Um anel A € dito Noetheriano se, equivalentemente,

(1) cada ideal de A € finitamente gerado;

(i1) cada cadeia ascendente de ideais Iy C Iy C I3 C ... € estaciondria, isto €, existe
n tal que I, = I,y para todo | > 0;

(1ii) cada conjunto nao vazio de ideais de A tem um elemento mazximal.

Exemplo 1.1.4 Todo corpo K é anel Noetheriano, pois seus unicos ideais sio (0)
e K. O anel Z dos inteiros é Noetheriano pois todo ideal em 7Z € principal, isto €,
gerado por um unico elemento. E também como consequéncia o anel de polinomios
em n varidveis sobre um corpo K ndo necessariamente fechado é Noetheriano. FEste
resultado € conhecido como teorema da base de Hilbert.

Teorema 1.1 (Teorema da Base de Hilbert)

Se A é anel Noetheriano, entdo o anel de polindmios em uma varidvel A [X]
também é Noetheriano.
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A prova do teorema pode ser vista [4].
Podemos estender o Teorema de uma variavel para n-variaveis.

Se A é Noetheriano entao o anel de polindmios A [X;, Xy, ..., X,,] em n varidveis
também é Noetheriano. Em particular K [X7, X5, ..., X,,] é Noetheriano e todo fe-

chado afim X C A" pode ser descrito por um ntmero finito de equagoes, isto é, ser
dado na forma X = Z(f1,..., fr) com fi,..., fr € K[Xy, Xo, ..., X,,].

Seja X C A™ um subconjunto qualquer. Definimos o ideal de X como I(X) =
{f € K[X1,Xs,...X,]|f(x) = 0,V € X}. E por consequéncia do Teorema da
Base de Hilbert, temos que o [(X) é finitamente gerado, isto é, existe m € Z e
fi,eoy fm € I tal que I = (fy, ..., fm). E nesse caso escrevemos z(I) = Z(f1, ..., f+)-

Exemplo 1.1.5 Todo conjunto finito em A™ é um conjunto Algébrico.
Seja X C A", tal que X = {p1,p2, ..., pn}t. Tomamos Z(x1 — ay,...,x, — ay,), isto
mostra que qualquer conjunto finito de pontos em A™ é conjunto algébrico.

Lema 1.2 (a) I(A™) = (0) e I(0) = K [X1, Xo, ..., Xu);
(b) Se X1 e Xs sao subconjutos de A™ com X, C Xo entao 1(Xo) C I(X1);

(¢c)Para S C K [X1,Xa,...,X,] € X C A" subconjuntos temos S C I(Z(S)) e
X CZ(1(X));

(d) Para X e Y subconjuntos de A" temos I(X UY) = I(X)NI(Y).

A demonstracao do lema pode ser visto em [11].

Seja X C A™ um subconjunto. O fecho de X é o menor fechado X “de A" contendo
X, ou seja, se W é um fechado de A" contendo X entao W contém X.

Exemplo 1.1.6 O fecho de X = {(x1,75) € A%|zy = 0,2y # 0} é X = {(x1,29) €
A2|ZE2 = 0}

Proposigao 1.1.2 Se X C A" entio X = Z(I(X)).

Prova 1.1.2 Pelo Lema 1.2 (¢), Z(1(X)) é um fechado contendo X.

Agora tome W C A™ um fechado contendo X. Temos que mostrar que W C Z(1(X)).
Como W € fechado, temos W = Z(S) para algum S C K [X1, Xa, ..., X,].

Como X C W entao, pelo Lema 1.2 (b), S C I(W) C I(X) e portanto Z(I(X)) C
Z(8)=W. O

Seja A um anel e I C A um ideal. O radical de1é+/I={a € A|FIm € Z;a™ € I},
Dizemos que o ideal I é um ideal radical se I = /1.

Teorema 1.2 (Nullstellensatz, Teorema dos Zeros de Hilbert) Seja K um corpo al-
gebricamente fechado, I C K [X1, Xo,...,X,] um ideal, ¢ f € K[X1, X2, ..., Xy,
entdo f(z) = 0 para todo © em Z(I) se e somente se f € \/I. Em outra pa-
lavras, I = {f € K[X1, Xy, .., X, /f(z) = 0,Yo € Z(I)}. Para cada ideal
I C K[X1,Xo,...,X,], temos 1(Z(I)) = V1.
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A demonstracao do teorema pode ser visto em [4].

Fazendo uma construcgao inversa, obtemos que:

Dado Z C A™ e Z; C Z, subconjuntos algébricos de A", definimos I(Z) = {f €
K [X1, X, ..., Xy] /f(z) = 0,Vz € Z}, tal que I(Z) C 1(Z;) subconjuntos de ideias
de K [Xl, XQ, ceey Xn]

1:{2 C Zoc A"} — {I(Z:) € I(Z)) € K [X1, Xo, o0, X, ]}

Z:{1(2Zy) C I(Z)) C K [X1, Xa, ..., X} — {71 C 2y € A"}
I e Z sao inversas uma da outra.

Defini¢ao 1.1.4 Um conjunto algébrico X = Z(S) de A™ é redutivel se X pode
decompor em X = X1U Xy, tal que X1, X5 sdo conjuntos algébricos de A" e X; # X
para i = 1,2. Caso contrdario X ¢é irredutivel. O conjunto vazio € irredutivel por
definigdo.

Proposicao 1.1.3 Seja X C A" conjunto algébrico, tal que X é irredutivel <=
I(X) € um ideal primo.

Prova 1.1.3 (=) Suponhamos que X € irredutivel. Sejam f.g € K [X1, Xs, ..., X,,]
tal que f.g € 1(X), queremos mostrar que f € 1(X) ou g € I(X). Podemos escrever
X=2Z(I,HUZ(I,g)), como X é irredutivel, sem perda de generalidade podemos

supor que X = Z((I, ) = 1(X) =/, f) = f € I[(X).

(<) Suponhamos que X nao € irredutivel, ou seja, X = Z(1;) U Z(15), tais que
Z(I;) & X sdo ideias radicais, I; = I(Z(1;)) entdo existe f; € L|I(X),i = 1,2.
Tomamos f = fi.fo € I(X), mas f1 e fo & I(X), portanto 1(X) nao € primo. O

1.2 Variedades Algébricas Afins

Definicao 1.2.1 Uma variedade algébrica afim ou simplesmente variedade afim €
um conjunto algébrico afim que seja fechado e irredutivel de A™. Ou seja, é definido
por um ideal primo.

Exemplo 1.2.1 Seja f € K [Xy, Xs] um polinémio irredutivel, entdo obtemos uma
variedade afim X = Z(f) . Que chamamos de curva afim a equagio definida
f(X1,X2) =0. Se ftem grau d, entao a curva X tem grau d.

Exemplo 1.2.2 Seja [ € K [Xy, Xa, ..., X,,] um polinomio irredutivel, entao obte-
mos uma variedade afim X = Z(f) que chamamos de hipersuperficie para n > 3.
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Agora podemos fazer a relagao de bijecdo com o conjunto de ideais radicais e
conjuntos algébricos.

[:{Z1C 2 A"} — {1(Z) C I(Z)) C K [X1, X5, .., Xl }

Z:{1(2Zy) C I(Z)) C K [X1, Xa, ..., X} — {Z1 C 2y € A"}

Definicao 1.2.2 Seja X C A" conjunto algébrico afim, definimos o Anel de Co-
ordenadas de X como A(X) = K [X1, Xa, ..., X,| /I(X). E também A(X) pode ser
interpretado como K-Algebra finitamente gerada e sem Nilpotentes das funcées poli-
nomiais em X. E ainda, se X é uma variedade afim, entio A(X) é um Dominio de
Integridade.

Observagao 1.2.1 No caso que X é irredutivel <= A(X) é Dominio. Definimos
K(X) o corpo de fungoes de X como o Corpo Quociente de A(X).

Definicao 1.2.3 Sejam X C A" e Y C A™ conjuntos algébricos afins.
Uma funcao f : X — Y é dita um morfismo de conjuntos algébricos afins se,
1, P € K [X1, X, ., X, tais que Yo € X, £(z) = (p1(£), - pm(z)) € Y

Um isomorfismo € um morfismo com um morfismo inverso.

Definigao 1.2.4 Uma Variedade Quase-Afim é um aberto na Topologia de Zariski
de uma Variedade Afim.

Definigao 1.2.5 Seja X C A™ uma variedade Quase-Afim e x € X um ponto.
Uma funcao f : X — K ¢é dizemos que € reqular em X, se existe um aberto
U C X contendo x e polindmios p,q € K [X1, Xo, ..., X,,] tal que Yy € U, q(y) #0 e
fly) =24

T ay) ) . )
E ainda, dizemos que f é fungdo reqular se f € reqular em todos os pontos de X.
O conjunto das fungoes requlares em X formam uma K-Algebra, e denotamos por

O(X).
Observagao 1.2.2 Sejam X C A" e Y C A™ variedades Quase-afins.

Uma aplicagio [ : X — Y dizemos que é um morfismo se Af1, ..., fm € O(X)

tal que f = (f1,- fm)-



Capitulo 2

Espaco Projetivo

2.1 Espaco Projetivo

Definicao 2.1.1 Sejam K corpo algebricamente fechado e V um K-espago vetorial
de dimensao finita, o espago projetivo P(V) associado a V é o conjunto dos subes-
pacos de V de dimensdo 1. Isto é, o conjunto de retas em K™™' que passam pela
origem.

Se V = K" escrevemos P(V) = P(K"™!) = P" := (K" — {0})/ ~,

onde ~ é a relagao de equivaléncia definida por (zg, ..., z,) ~ (Yo, ..., Yn) se existe
A € K* tal que (zg, ..., xn) = (Ao, -y AYpn)-

Temos que um ponto P € P" é da forma P = (ag : aq : ... : a,) ~ (Aag : Aag :
.. 1 Aay), para A € R, ndo nulo. Observe que os pontos a; ndo podem ser todos
nulos simultaneamente (0:0: ... : 0). E dessa forma tomamos os pontos ao infinito
quando temos ag = 0, ou seja, pontos ao infinito sdo da forma (0: a; : as : ... : a,).

No entanto, de uma forma bem simples podemos dizer que um espago projetivo
¢ a uniao disjunta do espaco afim com o conjunto de pontos ao infinito. Isto é,

Pr = A" U (P! = {o0})

Observe que A" C P", com ag # 0 podemos escolher sem perda de generalidade
ag = 1 e dividir cada coordenada a; por ag, logo temos (1 : ay : as : ... : a,) =
(a1; as;...;a,) € A™. Os pontos que sobram sao os pontos ao infinito com ag = 0, do
tipo (0:ay:...:a,) € PPL

Note que de maneira sucessiva temos:
Pr=A"UP"!=(l:a;:a2:...:a,)U(0:a1:a2:a3:...:ay).
Prl=A"1UP"2=0:1:ay:...:a,)U(0:0:a9:0a3:...:ay).
Pr2=A"2UP"3=(0:0:1:...:a,)U(0:0:0:a3:...:ay).

9
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Portanto, podemos escrever que P* = A"UA" PUA" 2U...UA'UA? | onde A°
¢ um ponto.

Por exemplo, temos para P? = A3 U AZU A UA?

l:ay:ay:a3) € A3
:1:ag:az) € A?
0:0:1:a3) €Al
0:0:0:1) € A°

, e p3

A~~~ I/~ I/~
=)

Em geral, P° ¢ um ponto, P! é a reta projetiva, P? é o plano projetivo, P? é o
espaco projetivo, e o P" é o espago projetivo com dimensao n.

Seja f € K [Xo, X1, ..., X,;], dado P = (ag : ... : a,) € P", em geral f(P) =0 nao
estd definido, pois se f(P) = 0 entdao f(AP) # 0. E para isso é necessario que f seja
Polinbmio Homogéneo.

Um polinémio é homogéneo quando todos seus mononios nao nulos tem os mesmo
grau total. Ou seja, f = fo+ fi + ... + fq tal que f; € K [Xo, X1,..., X,],, é um
polinémio homogéneo de grau d. Entdo, f(Aag : ... : Aan) = MXf(ag : ... : a,). Assim
a condigao f(P) = 0 estd bem definida.

Exemplo 2.1.1 Seja a pardbola f € A2, definida f(x,y) = y — 2%, tomando o
P = (ag, a1), talque f(P) =0, temos que f(Aag, \ay) = Aa; — (Aag)? = May — Aad).
Mas observamos que f(P) =0 mas f(AP) # 0.

E facil ver que o polinomio f ndo é homogéneo. Agora faremos a homogeneizagdo
do polinomio f.

Temos que (z : x : y) € P2, e que podemos dividir todos os elementos pelo z,
para z # 0, ou seja, (1 : x/z : y/z) ~ (xv/z,y/2) € A%, Entio substituindo no
polinomio f(z,y) = f(x/z,y/z) =y/z— (x/2)* = y/z — 2%/2® = yz — 22, temos que
f(z:x:y) =yz—a% Seja P = (ay: a;: ay) € P2, tal que f(P) = 0, temos que
f(Xag : Aay : Aag) = N (ajas —ag) = 0, logo f(AP) = N2f(P). Desta forma dizemos
que a pardbola f estd na forma projetiva.

Definicao 2.1.2 Um Anel Graduado € um anel S, juntamente com uma decomposi-
cao em soma direta de grupo abelianos Sy, isto é, S = ®Sq, a>0, tal que Sq.Se C Sqe.
Os elementos de Sy sio ditos homogéneos de grau d. Como podemos ver S* = USy,
d>0-

Um ideal I C S € dito homogéneo, se I é gerado por elementos homogéneos.
I =a(InNnSy), sea€clea=ag+a +..+aq, a; € S;, entao cada parcela
ag, ...,aq € I. Observagdo: Seja I C S ideal homogéneo, entdo I € primo se e
somente se a,b € S" tal que ab € I entdoa € I oub € I.

Observagao 2.1.1 Seja S um anel graduado, entdio a soma, produto e radical de
ideais homogéneos é também homogéneos.
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Observacgao 2.1.2 Observagio: Seja I C K [Xo, X1, ..., X,;] ideal homogéneo, entao

Z(I) = Z(VI).

2.1.1 Conjuntos Algébricos Projetivos

Seja K um corpo algebricamente fechado, P espaco projetivo. K [X, X1, ..., X,,]
o anel de polindmios homogéneos em n+1 variaveis com coeficientes em K.

Definicao 2.1.3 Os conjuntos algébricos projetivos sao os fechados da forma Z(T) =
{PeP"|f(P)=0,YfeT}, tal que T C K [Xo, X1, ..., Xn].

Teorema 2.1 (Nullstellensatz, Teorema dos Zeros de Hilbert - Versao Projetiva)
Seja K um corpo algebricamente fechado, 1 C K [Xg, X1, ..., X,,] um ideal homogé-
neo, e f € K [Xo, X1, ..., Xy], tal que f(P) =0 para todo P € Z(I), entio f € VI.
A ndo ser que VI = (Xo, X1, ..., Xpn) ideal maximal irrelevante.

E ainda, 1(X) = (f € K [Xo, ..., Xu] |[f(P) = 0,VP € X).

Como consequéncia temos uma bijecao entre Z e I:

{Conjuntos Algébricos de P" } «+— {Conjuntos Homogéneos radicais I C K [X, X1, ...

A prova do teorema pode ser vista em [11], [4].

Observagao 2.1.3 (Topologia de Zariski) Como no caso afim, cada subconjunto de
P™ herda a topologia induzida de Zariski. E os fechados sdo 0s conjuntos algébricos
projetivos em P".

Definicao 2.1.4 Um conjunto algébrico projetivo X C P™ € redutivel se X pode
decompor em X = X1 U Xs, tal que X1, X5 sdo conjuntos algébricos projetivos de
P e X; # X para i = 1,2. Caso contrdrio X € irredutivel. O conjunto vazio é
irredutivel por defini¢do.

Observacao 2.1.4 X C P" € irredutivel <= 1(X) é primo.

Observagao:

2.1.2 Variedades Projetivas
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Definicao 2.1.5 Uma variedade algébrica projetiva é um conjunto algébrico proje-
tivo irredutivel, ou seja, se I = (T) C K [Xy, X1, ..., X,,] ideal homogéneo, entao
Z(I)=Z(T)={PeP"|f(P)=0,Vf eI}

Em outra palavras, podemos dizer que uma Variedade Projetiva, como espaco
topoldgico, é um conjunto fechado irredutivel em P".

Dizemos em casos mais conhecidos como segue: Que se o grau de f é 1, 2 ou 3
entdao, X é um Hiperplano, Quadrica ou Cubica, respectivamente.

Definicao 2.1.6 Se X C P" é uma variedade algébrica projetiva, temos que para
cada U C X uma estrutura induzida de variedade, chamamos de Variedade Quase-
Projetiva.

Toda variedade afim, e mesmo toda subvariedade aberta de uma variedade afim,
é uma variedade quase-projetiva.

Consideramos a inje¢ao:

o : A" — P

(1, ) = Lz xy)

Temos que a imagem é um aberto po(A") = Uy = P"/Z(xy).

E a inversa: g : Uy — A"
1 T, xy Tn

(1: " D xo) =(xg:...: 1) — (xo,..., Io)

Com a topologia de Zariski em A" e Uy, temos que ¢, e 1y sao homeomorfos.

Para provar que sao homeomorfos, precisamos mostrar a continuidade (fechados
em fechados). Seja Y C Uy fechado, entdo tome o fecho projetivo Y C P*, e I(Y) C
K [Xo, X1, ..., X;;] um ideal homogéneo. Seja F' € K [Xy, X1, ..., X;], e definimos a
desomogeneizagao de F por f, isto é, f = F(1,xq,...,x,) e J = (F(1, 21, ...,2,)), F €
I.

Yo(Y) = Z(J) C A™, isto mostra que ¢g leva fechados em fechados.

E reciprocamente, seja Z C A" um fechado, e I = I(Z) C K [Xy, Xy, ..., X,.],

dado f € K [X3, Xy, ..., X,,], e a homogeneizagdao de f é F(xq, ..., z,) = ng(ﬂ, s ﬁ) €
To Lo

K [Xo, X1, ..., Xp], tal que, d é o grau de f. Se tomar f = F(zo,...,x,), € I =

(F), F € I, observamos que ¢o(Z) =UyNZ(1). O
Analogamente, temos homeomorfismo ¢; : A" — U; = P"/Z(x;) com x; # 0.

Podemos verificar assim que P" = U U;,7 = 0,..n. Ou seja, toda variedade
projetiva é uniao finita de abertos homeomorfos a variedades afins.

Observagao 2.1.5 P"/U; = Z(z;) X P", uma compactificagio.
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Observacao 2.1.6 Toda variedade afim ou quase-afim, pode ser vista como varie-
dade quase-projetiva.

Definicao 2.1.7 Um subespaco linear L em P™ é definido pelo conjunto dos pontos
P = (xg:..:x,) €P" tais que as coordenadas x; satisfazem a um sistema linear
de equagoes

Y amzia=1,..,(n—d).
i=0

Dizemos que L tem dimensao d se as (n — d) equagbes acima sao linearmente
independentes, isto é, se a matriz (n — d) x (n + 1) de coeficientes (a,;) tem todos
os menores (n — d) x (n — d) ndo nulos. Sabemos da Algebra Linear que existem
(d+ 1) pontos P; = (ajp : ... : @), com i =0, ...,d, que geram L.

L é chamado de RETA se d = 1, de PLANO se d = 2 e HIPERPLANO se
d = (n—1). Um d-plano é um espago linear de dimensao d.

Definicao 2.1.8 Seja X C P" uma variedade quase-projetiva, e P € X, entdo uma
fungio f : X — K € dita reqular em P se existe um abertod C X, e P € U, e
eristem F,G C K [Xo, X1, ..., X;,] homogéneos e de mesmo grau tal que para todo

Qel,GQ)#0e f(Q) = @ E ainda, dizemos que [ é fungdo reqular se é

G(Q)

reqular em todos os pontos de X.
O conjunto das fungoes regulares em X formam uma K-Algebra, e denotamos por

O(X).

Observacgao 2.1.7 Como no caso afim, se f,g € O(X), tal que f(X) = g(X),Vz €
Uy C U, entao f=g.

Observacao 2.1.8 No caso afim, O(X) = A(X), e neste caso a variedade afim é
determinada a menos de isomorfismo pelo anel de coordenadas A(X). Mas para o
caso de X um variedade projetiva, O(X) = K, onde K (fungoes constantes). Isto é,
as unicas funcoes requlares em X sao as fungoes constantes.

Definicao 2.1.9 O anel local de x € X tal que X € uma variedade quase-projetiva,
¢ definido por: O, X = f € K(X) tal que f é regular em z, isto é, = pertence ao
dominio de definicao de f.

O, X € um anel local com ideal mazimal m, = f € O,, X|f(x) = 0.

Proposigao 2.1.1 Seja X C P" variedade projetiva com dimension, e F € K [Xg, X1, ..., X,
homogéneos, grau F > 0 tal que F ¢ 1(X), entdo toda componente irredutivel de
X NZ(F), tem exatamente dimensio n — 1.

A prova da proposi¢ao pode ser vista [11].
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2.2 Morfismos entre Espacos Projetivos

Definicao 2.2.1 Sejam X C P" e Y C P™ wvariedades quase-projetivas.
Uma funcgio f : X — 'Y € dita um morfismo se, e somente se, VP € X, U C X,
PelUekF,,..,F, € K[Xy,X,.., X,] homogéneos e de mesmo grau, tal que ¥

QeU, [(Q) = (Fo(Q), ..., Fn(Q)).
Exemplo 2.2.1 (As projegoes lineares)

Seja um ponto P € P, tal que P = (1:0:...:0). Entdo a projegao do ponto P
por outro ponto @ € P" a um hiperplano P*~! é dada por:

mp(Q) : P"/{P} — P
(oot ) = (211 o xy)

Seja & C P™, subespaco linear de dimensao m, isto é, £ = Z(L, ..., L,,_,), entao
os L; € K [Xo, X1, ..., X;,], com grau 1, lineamente independentes.

g PP/{E} — PPl

O fecho projetivo de uma fibra de g é um subespaco linear de dimensao m + 1
contendo E.

Exemplo 2.2.2 (Mergulho de Veronese)

Seja X = P, e K [Xo,X1,...,X,];, d > 0 é o grau, e K-espago vetorial de

. - ( n—+d )
dimensao d .

N = < " Z d ) — 1, enumeramos os monoémios de grau d, (M : ... : My).

Definimos o mergulho d-tiplo de Veronese por:

vy P*— PV
(MO e MN)
Observamos que v, estd bem definido, pois existem 1, ..., 7, tal que M;j = Xj‘»i.

Nomenclatura cldssica: Para n = 1, temos v4(P') C P¢ é chamada curva racional
normal de grau d.

d=1, vi(P') C P! (identidade)
d =2, 1p(P') C P? (conica)
d =3, v3(P!) C P3 (ctbica torcida)
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E paran =2 e d =2, temos 1,(P?) C P°, chamamos de Superficie de Veronese.

Podemos ver que v4 é um isomorfismo entre P e um fechado Y C PV, e possui
geradores para I(Y) C K [Yy, Y1, ..., Yy

Segue como exemplo o
V3 . P! — P3
(s:t)—~ (v:y:z:w)=(s3:8%:st?: 1?), tal que s*t> = s%t.st>.

E portanto, v3(P!) C Z(zw — yz : xz — y* : yw — 2?), ideal que gera a imagem
de P

2.2.1 Aplicacao racional

Definicao 2.2.2 Sejam X e Y variedades quase-projetivas, uma aplicagio racional
v : X --» Y, nao necessariamente morfismo, é uma classe de equivaléncia de
pares (U, oy),U C X aberto nao vazio, tal que vy : U — Y um morfismo, onde
U, pu) ~ (V,pv) se, e somente se oyluny = ovluny-

O dominio de defini¢ao de ¢ é o maior aberto 4 C X tal que ¢ tem representante
da forma (U, vy ).

Definicao 2.2.3 Uma aplicagdo racional é dita Dominante, se existe um represen-
tante (U, py) de @, tal que py(U) é denso em Y.

Se o : X --» Y e Y --» Z sao aplicagoes racionais dominantes, entao
Yop: X --» Z éuma aplicagao racional dominante.

Definicao 2.2.4 Uma aplicacao racional dominante p : X --+ Y € dita birracional,
se @ tem aplicagdo racional inversa ¢! :Y --» X, entdo o' op = Id,.

Neste caso, dizemos que X e Y sao birracionalmente equivalentes.
Exemplo 2.2.3 7: Blp A" — A™ é um morfismo birracional.

Definicao 2.2.5 Uma variedade quase-projetiva € dita racional se é birracional-
mente equivalente a A™ ou P™ para algum n.

Exemplo 2.2.4 P" x P™ € birracionalmente equivalente a P"™.

Exemplo 2.2.5 Considere a transformacio Quadrdtica Standar, q : P? --» P2, tal

que(m:y:z)H(yz:xz::py):(%:%:%).

Notamos que o dominio de definicao de q : IP’Q/{(1:0:O),(0:1:0)7(0:011)}, e que ¢° = Idpe.
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Definicao 2.2.6 As funcoes racionais em X formam um corpo chamado Corpo de
fungoes de X e denotado por K(X).

Observagao 2.2.1 Se X C A" é uma variedade afim, entao o K(X) é o corpo
quociente de A(X). Em outras palavras, K(X) = {i|f,g € K[X1,Xs,...X,],0¢
g

!/

I(X)} tal que ;t ~ i; < fgd—flgeI(X).

2.2.2 Produtos de Espacos Projetivos

Sem perda de generalidade podemos comecar mostrando o produto de variedades
afins para que seja feita uma comparacao.

A" X A™ 5 AT

((xh 71:71) X (yb ;ym)) = (xh vy Iy Y1, ,ym) - (Zh "'7Z'n+m)

Justaposicao

Observamos que a topologia de Zariski de A"*™, nao corresponde a topologia
produto em A",

Agora observamos como se comporta as variedades quase-projetivas. Utilizando
mesmo raciocinio que o anterior temos como exemplo:

P" x P™ < P

temos que paran =m =1,

P! x P! « P?

(z:y)x(z:w) = (x:y:2:w) €P?

Por tanto percebemos que nao vale o mesmo raciocinio que o anterior.

Para resolvermos o produto de conjuntos algébricos projetivos, usamos o Mer-
gulho de Segre.
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2.2.3 Mergulho de Segre

s P x P — PO

(ot oo 2 )X (Yo o e Ym) > (TOYo : ToYL & v T TOYm - T1Y0 & oo S LAY ee S T YO ¢ e L)

Tomamos z;; = x;y;, tal que s estd bem definida. 31, j tal que z;y; # 0. E s ndo
depende da escolha de coordenadas homogéneas de x e y. E facilmente percebemos
que s € injetiva.

Se X CP" e Y C P™ sdo fechados, entdao s(X x Y) é fechado em Pm+)(m+1)—1,

A topologia de Zariki induzida por s nao é a topologia produto em P" x P,
Existem fechados que nao sao da forma X C P" x Y C P™.

Segue como exemplo: s : P! x P! —3 P3
(zo 1 1) = (ToYo : ToY1 : T1Yo * T1Y1)

Em coordenadas de zj, 21, 22 € 23, a imagem ¢ chamada de Quadrica de Segre,
dada por zgzz = 21 2.

s(P! x P') = Z(2923 — 2122) C PP

Se fixarmos (zg : 1), teremos (a : b) x P! — familia de retas em P? passando
por (a:0:6:0)e(0:a:0:0)

Agora se fixarmos (yo : y1), teremos P! x (¢ : d) — Outra familia de retas em P3
passando por (c:d:0:0)e (0:0:¢:d)
Cujas equagoes sao dadas por:

bzg = aze, bz = azz e dzg = cz1, dzo = c23

Observamos que as duas familias se cruzam, pois = 0, para quais-

o0 O
O QL L O
o oo -
QU O O

quer a, b, c e d.

Tomamos o hiperplano H = Z(zy — 23) e a quadrica Q) = Z((z02z3 — 2122), temos
que N H é uma conica.. Fechado de Q, que nao é da forma X x Y.

Agora vamos caracterizar os fechados de P" x P™, em funcao das coordenadas
homogéneas (zg : ... : Zn), (Yo : - : Ym)-

seja s : P x P e P01 com os fechados s~ (W), tal que W é fechado
em ]P)(m+1)(n+1)71.
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Tomamos W = Z((F1, ..., Fx)), F; € K[Z;;] homogéneos,temos que (z,y) € P™ x
P logo s(z,y) € W & Fy(x;y;) = 0,VL. Com Gy := Fi(z;y;) € K[xo, ..., Tn, Yo, - Ym),
polindmio homogéneo, com o meso grau. Neste caso, G, é dito polinémio Bi-
homogéneo de Bi-grau (d, d).

Suponha que G € K[7;,7;], Bi-homogéneo de Bi-grau (di,ds) com d; < ds.
Observe que a condigdo G(x,y) = 0, tal que (x,y) € P* x P, estd bem definida.

Z(GQ) = {(z,y) € P" x P"|G(z,y) = 0}, Bi-homogéneo de Bi-grau (dy, ds).

g h @
ZG)=Z : , tal que 2~ G, sdo Bi-homogéneos de Bi-grau (d, dy).

do—d;
2 NG

Conclusao: Um subconjunto W C P" x P™ é fechado se, e somente se W =
Z(Gh, ..., Gy), com cada G; Bi-homogéneo.

Analogamente, A" x P, tem estrutura de variedades quase-projetiva. Os fecha-
dos de A" x P sdo os conjuntos da forma Z((F}, ..., Fy)), F; € K[z1, ..., Zp,Y0, -+, Y]
homogéneos nas variaveis ;.

2.3 Variedades singulares e nao singulares

Definicao 2.3.1 Seja X C P", uma variedade projetiva de dimensdo n, e seja
r € X, tal que I(X) = (f1,..., fr), i € K[Xo,X1,...,Xp]. Entao z é ponto ndo
singular (ou liso, ou regular) de X se o posto da Jacobiana J(X) = r, caso contrdrio
x € singularidade em X. E a matriz Jacobiana em z, é dada por:

of,
J(:c):(a; );1<z‘<r;0<j<n,postoJ<x)=r-
J

Isto €, uma variedade projetiva € dita nao singular se todos seus pontos, sao
pontos nao singulares.

Exemplo 2.3.1 Seja X = V(y*2z — 2% — 2%2) C P? wma curva cibica, tal que
0X

P=(1:0:0) € X éum ponto singular. Ou seja, a—(P) = 3z% + 222 = 0,
x

0X

S P) =22 =0 ¢ TP =447 =0,

0z

2.4 Grau das variedades

Nossa motivacao serd determinar o niimero de pontos de interse¢ao de variedades
determinadas (caso esse nimero seja finito).
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Tendo em conta estes dois pontos, vemos que os nossos principais objetos de
estudo terao de ser ideais homogéneos em anéis polinomiais.

O conceito central de que precisamos ¢ da fungao de Hilbert de tal ideal.

Definicao 2.4.1 (Fungao de Hilbert)

Seja X C P" uma variedade projetiva, 1(X) C K [Xo, X1, ..., X, ideal homogé-
neo, e S(X) = K [Xo, X1, ..., Xp] /I(X) € 0 anel de coordenadas homogéneas, entao
podemos definir a fungdo de Hilbert de X por:

Op L — 1L

m — dimgS(X)m

Exemplo 2.4.1 A func¢io de Hilbert de P" € dada por ¢.(m) = dimpS(X), =
n+m

dimK [Xo, X1,..., Xy, = ( n ) para m € N,

Exemplo 2.4.2 Seja X = a C P" um unico ponto. Para calcular a fungdo de
Hilbert de X, sem perda, podemos tomar a = (1 : 0 : ... : 0), tal que I(a) =
(X1, .y n). Entio S(X) = K[Xo, X1,...,Xp] /I(a) = K[Xo], logo p.(m) = 1,
Vm € N.

Para trabalhar com funcgoes de Hilbert é conveniente adotar a linguagem de
seqiiéncias exatas da algebra comutativa.

De uma maneira simples podemos definir sequéncias exatas como:

Seja f:U —V e g=V — W sejam mapas lineares de espagos vetoriais sobre
K. Assumimos que necessariamente f é injetiva e g sobrejetiva, e que I'mf = Kerg.
Podemos representar como segue:

0—U-Lv-Lw-—o
Segue que a dimgV = dimpU + dimiW .

Defini¢ao 2.4.2 (Polinémio de Hilbert)

Seja X C P™ um conjunto algébrico, 1(X) C K [Xo, X1, ..., X,] ideal homogé-
neo, e S(X) = K [Xo, X1,..., Xp| /I(X) um S - médulo graduado, entao existe um
unico polinomio P, € Q[m] tal que Pp(m) = w,(m), para m >> 0. Chamamos de
polinomio de Hilbert, Py(t) = ant™ + ap_1t" ' + ... + ag, a, € Q/0.

Um estudo mais detalhado sobre a func¢éo e o polinomio de Hilbert pode ser visto
em [11]
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Fatos:
1) O grau O(P,) = dimp X =n

2) O grau de X, denotamos como 0X = a,.n!, ou seja, coeficiente lider de P,
multiplicado pelo (0F,) = n!.

Exemplo 2.4.3 Vamos verificar o grau de X = P".
Seja a funcao de Hilbert de X = P", definida como

m n

1 n
%mn:mmaXM:mmmemww&]=<"+m> —{Im+l
n :

Ou seja,
n

. T,
P.(t) = — H(m+@) =t lot.
obs: lot significa termos de ordem mais bairas, para ndo precisar escrever o resto

do polinonio que é desnecessario.

Observe que o grau do OP,(t) =n = dimX.

1 1
E que coeficiente lider de P, e 15 portanto o 0X =—mnl=1.
n!

Exemplo 2.4.4 Seja X = Z(F) C P" uma hipersuperficie, com OF = d e dimX =
n — 1. Vamos verificar o que o 0X = 0F = d.

Sabemos que S(X) = K [Xo, X1, ..., Xp| /F S-mddulo graduado, portanto temos
uma sequéncia exata: 0 — K [Xo, Xq,..., Xy, 4 LN K [ Xo, X1,....X,],, —
S(X)m — 0.

wr(m) = dimS(X) = Ppn(m) — P]pm (m—d)

Concluimos que OP,(t) = dimX =n — 1. E que 0X =
n
OF.

Exemplo 2.4.5 Dado o mergulho d-iplo de Veronese por vg : P* — X C PV, com

N;:(njl_d)_L tal que X = vy(P") C PV.

Observamos que S(X ), = K [Xo, X1, ..., X,)]

md”
1

Entdo temos que P,(m) = ( mdn—l— " ), logo P.(t) = —d"t" + lot.
n!

dn
Portanto, 0 0X = n‘—' dr.
n!
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2.5 Dimensao das Variedades

Definicao 2.5.1 A dimensdo de uma wvariedade quase-projetiva irredutivel X, é
o grau de transcendéncia do corpo de fungoes K(X) sobre K e é denotada por
dim(X). A dimensao de uma variedade redutivel é o mdzimo das dimensdes de
suas componentes irredutiveis. Se Y C X € uma subvariedade de X, entao o nii-
mero (dim(X) — dim(Y')) € chamado de codimensdo de Y em X.

Para uma mapa regular f : X — Y entre variedades quase-projetivas e um
ponto y € Y , o conjunto f~!(y) é chamado de fibra de f por y. Esse conjunto é
uma subvariedade fechada de X.

Teorema 2.2 Seja f: X — Y um mapa reqular entre variedades quase-projetivas
irredutiveis.  Suponha que f seja sobrejetiva: f(X) =Y e que dim(X) = n e
dim(Y') = m. Entio m <n e;

(1) para qualquer componente F da fibra f~'(y),y € Y , temos que dim(F) >
n—m;

(2) existe um subconjunto aberto nao-vazio U C 'Y tal que dim(f~'(y)) =n—m,
para qualquer y € U.

Definigao 2.5.2 Seja X C P" uma variedade quase-projetiva irredutivel k-dimensional.
Se T é um (n - k)-plano genérico em P", entdo o grau de X, denotado por deg(X),
¢ o numero de pontos da intersecao X NT.

Toda essa definicdo de dimensdo e bem como a prova do teorema podem ser

melhor estudado em [11] e [22].

2.6 Teorema de Bézout

Teorema 2.3 Uma curva de grau k, e outra curva de grau £ que ndo tenham com-
posantes comuns e ja contando as multiplicidades tém k x £ pontos de interseccoes.

De uma forma generalizada podemos formalizar o Teorema de Bézout da seguinte
maneira:

Teorema 2.4 Sejam X,Y C P" variedades de dimensao k e | respectivamente, com
k+1=mn e suponha que a intersecao X NY seja transversal. Entdo X NY consiste
exatamente de deg(X NY') = deg(X).deg(Y'), pontos.

Teorema 2.5 Uma hipersuperficie X C P" de grau d intercepta uma reta genérica
em d pontos.

O estudo mais aprofundado do Teorema de Bézout bem como sua prova, pode
ser visto em [17].



Capitulo 3
Superficies Quadricas

Uma Superficie Quadrica em P" é dada pelos zeros de um polinémio homogéneo
f em n+1 variaveis de grau 2. ou seja, é dada por

Q = F(l’o, 75En) = Zainin =0

i<y

E também pode ser expressa de maneira tinica em forma matricial X7 AX, onde
X = (2, ..., X)) ¢ A= (a;;) é uma matriz simétrica, ou seja, a;; = aj;. Isto é, A
tem elemento diagonal (a;;) igual ao coeficiente de xf e elementos a;; e aj cada um
igual a metade do coeficiente de z;x;.

Gpo Aol Qon, Zo

Q= XTAX — ( T0 T T ) a1p Qi1 ... Qip T1
— — 0 1 n

ano an1 Ann Tp

Observagao 3.0.1 A quddrica fica determinada dependendo apenas do Posto da
matriz simétrica A.

3.1 Cobnicas em P?

Uma conica ¢ uma variedade em IP? dada pelos zeros de um polindmio homogéneo
de grau 2, ou seja, uma conica ¢ uma superficie Quadrica no plano projetivo, definida
por um polinémio da forma:

2
F(xg, 21, 22) = Z@inin = aong+a01X0X1—|—a02X0X2—|—a11X12—|—a12X1X2—|—a22X22 =0

1<J

Cada ponto de P5(V), onde V é o espaco vetorial de dimensdo 6 dos polindmios
homogéneos de grau 2 nas variaveis X, X, X5, corresponde a uma tunica conica.

22
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Dizemos que P° parametriza as conicas do plano projetivo. Os espacos projetivos P*
possuem uma importancia fundamental como espacos de parametros. Para ilustrar
esta afirmativa, considere o conjunto das cOnicas que passam por um ponto P =
(zg : z1 : T9) € P2. Estas conicas satisfazem a equagdo: Agz2 + Ajzory + Agzozs +
Azx? + Ayzime + Aszi = 0. Esta equacdo pensada no P° das conicas é a equagao
de um hiperplano. Se considerarmos cinco destes planos vemos que, em geral, eles
se interceptam em um ponto. Isto mostra que dados cinco pontos em P2, entre os
quais quaisquer trés nao estao alinhados, existe uma tnica conica passando por eles.

Qoo Qo1 A2 Zo
XTAX = ( Top T1 X2 ) 10 ail a2 T
Q2o A21 A2 X2

Sabemos também que por uma matriz de mudanca de variaveis P, na forma
quadratica existe uma substituicao linear Y = PX que diagonaliza a matriz simé-
trica XTAX, ou seja, sem perda de generalizacdo podemos diagonalizar a forma
quadratica da seguinte maneira:

ano 0 0 Zo
XTAX = ( To T1 X2 ) 0 a1 0 T
0 0 9292 T2

Portanto a partir do Posto podemos definir a conica,ou seja, para o posto 1
temos:

1 00 Zo
Q:(xo x4 xg) 000 T | = X3 =04 Xy =0, ou seja, uma
0 00 T
reta dupla.
Para posto 2, temos:
1 00 Zo
Q:(«TO T .IQ) 010 1 :X§+X12:O<:>(XO—ZX1)(X0+
0 00 Zo
X;X1) =0, ou seja, unidao de duas retas.

e para o posto 3, ou seja, posto maximo temos:

1 00 Zo
Qz(aco 1 J:Q) 010 1 :X§+X12+X22:O,ouseja,uma
0 0 1 )
quadrica nao-singular.
OF OF oF
Isto é,a—X0 = 2X,, X, = 2X1, X, = 2X5; tal que o ponto (0:0:0) ¢ P2

Como conicas nao-singulares podemos citar as parabolas, elipses, hipérboles e
circunferéncias.

Observacao 3.1.1 O Teorema de Bézout em (2.5) afirma que duas curvas f, g no
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plano projetivo sobre o corpo K = C, se intersectam em k.l pontos, contanto suas
multiplicidades, onde k e | sdo 0s seus respectivos graus.

Dadas duas circunferéncias f, g em IP?, entao de acordo com o Teorema de Bézout
a interseccao de f.g = 4 pontos.

e Caso 1: Seja f de centro (a,b) e raio R, ou seja, f(Xp : X : Xo) = (X; —
CLX())2 + (XQ - bX())2 - Rng

Primeiro observamos que qualquer circunferéncia em P? passa pelos dois pontos
dados por (0:1:4) e (0:1:—i), ou seja, em Xy = 0 pontos ao infinito.

Para X, = 0 em f de uma maneira geral, temos que f = 0 logo X? + X2 =0 =
Xy = +i X7, logo notamos que f passa pelos pontos do tipo (0 : A : £iX) ~ (0:1:4)
e (0:1:—1).

Desta maneira ja podemos dizer que duas circunferéncias quaisquer sempre se
intersectam nesses pontos ao infinito. Agora falta mostrar os outros dois pontos de
intersecgao.

Tomamos g de centro (a, b) e raio 2R, ou seja, g(Xo: X1 : Xy) = (X1 —aXp)? +
(X, — bX,)? — 4R?X2.

Observamos que R é nao nulo, logo temos que f N g sdo os dois pontos (0: 1 : 1)
e (0:1:—i) com multiplicidade 2, portanto totaliza 4 pontos comuns.

e Caso 2: Seja 0 : C — C automorfismo de conjugacao complexa, definida por
o(a+bi) = (a— bi).

Dados f e g com coeficientes reais, existem dois pontos de interseccao t; e t; no
plano afim além dos dois pontos ao infinito que todas a circunferéncias passam e
visto anteriormente, (0 : 1 :14) e (0:1: —i). Tais que, t1,t; € C, entdo temos que
o(t1) = ta, quando nao tém todas coordenadas reais. E também que o(t;) # t;. Se
substituirmos ¢; em f e g eles satisfaz a igualdade, bem como o(t7).

Isto ¢, dados os conjugados t;,ts € A2, sobre os complexos, temos que t; =
(a+bi,c+di)ety=(a—bi,c—di), entdo a reta r = (t1t2) tem coeficientes reais.

Sem perda de generalidade, no plano afim A? podemos tomar a retar : y = ka1,
(c—di)—(c+di) d

tais que k = = —, ou seja, k é real logo o(k) = k.

(@a—bi)— (a+bi) b

da
E aplicando t; em r, temos que [ = ¢ — 5 visto que 1 é real também, e o(l) = L.

Agora temos que o(r) : y = o(k)x + o(l), e que o(r) = r < r € R. Observamos
que ti,ty € 7 e que o(t1) = ty e o(ty) = t; ambos pertencem a o(r), portanto
o(r)=r.

Podemos afirmar agora que a reta r é sempre real, quando f e g tem coeficientes
reais.

Exemplo 3.1.1 Sejam f: X? + X3 = X2 e g = (X; — 4Xy)? + X2 = 4X2, entdo
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temos que f N g no plano afim, Xo =1, € dada pelos pontost; = (1: — : —iy[—)

13 105 13
ety =(1: 5 iwa). Tal que a reta X, = 5 ¢ real.

3.2 Quadricas em P’

As quédricas em P? sdo andlogas as coOnicas, porém agora com uma variavel a
mais, ou seja, chamadas de superficies da seguinte maneira:

F(xg,x1, 20, x3) = 2 a;; X; X; = agX§ + ann XoX1 + apeXoX2 + agz XoXs +

i<
a11 X7 4 a1 X1 X + a13X1 X35 + a2 X3 + a3 Xo X3 + azs Xi =0

As quédricas em P? podem ser parametrizadas por P?(V),onde V denota o espaco
vetorial das formas de grau 2 em 4 varidveis. Vemos entdo que uma quadrica de P3

fica determinada pela escolha de 9 pontos de P3, em posicao geral. E ainda, possui
um unico invariante que é o seu indice.

Isto é, toda Quadrica pode ser transformada em soma de quadrados da forma:
X2+ X2+ ...+ X2=0, com 0 <7 <n. Quando r = n temos o posto maximo da
matriz associada, e dai a Quddrica é nao -singular. E nos concentraremos para P3,
isto é, a menos de transformacoes projetivas, existem exatamente quatro possibili-
dades:
se =3, temos que f = X2 + X7 + X2 + X2 uma Quadrica niao-singular
se r=2, temos que f = X? + X7 + X3, o Cone
se r=1, temos que f = X2 + X7, a uniao de dois planos e,
se r=0, temos que f = X2 o plano duplo.

Ou seja, se Q é uma Quéadrica nao-singular em P3, entdo:

Q é uma superficie regrada, com duas familias infinitas de retas;
Por cada ponto p em Q passa exatamente uma reta de cada familia;
Duas retas de uma mesma familia sao disjuntas; e

Uma reta de uma familia corta em um membro qualquer da outra familia em
um ponto.

Lema 3.1 Dadas trés retas disjuntas em P2, entdo existe uma unica Quddrica ndo-
singular que as contém.

Prova 3.2.1 Tomamos trés pontos em cada reta, totalizando nove pontos. A ewi-
géncia de uma quddrica conter um ponto impoe uma condicdo linear em P?, que
ndo € vazia. Eziste, portanto, pelo menos uma Quddrica que contém os trés pontos
de cada uma das retas e portanto contém as trés retas. Pelo Teorema de Bézout,
uma reta que nao estd contida em uma Quddrica, a intersecta em no mdximo dois
pontos. Por outro lado, uma Quddrica singular em P3 nao pode conter trés retas
disjuntas, pois essas Quddricas sao dos tipos: Cone, Unido de dois planos e plano
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duplo. Portanto Q ¢ ndo-singular. Agora, sabemos que as trés retas disjuntas em
uma Quddrica sdo da mesma familia.

Supomos que @, # Q, Quddricas que contém as trés retas disjuntas, entdo toda
reta transversal a estas trés em @, € da mesma forma transversal em Q,, assim
esta transversal corta cada uma das retas em um ponto, desta forma trés pontos sao
comuns a Q, e Q,, e como estas quddricas sao irredutiveis, por Bézout, temos que

Q = Q..
Motivagao:

Dadas quatro retas disjuntas em P?, temos duas possibilidades:

Ou as quatro retas estdao contidas em Q (Quadrica) em P? e entdo elas possuem
infinitas retas transversais comuns;

Ou nao estao contidas em nenhuma Quadrica e entdo possuem exatamente uma
ou duas retas transversais comuns.

Sejam r;, ¢ = 1,...,4 quatro retas disjuntas, sabemos que existe uma tinica Qua-
drica nao singular que contém trés retas disjuntas, a saber podemos tomar r1,r, e
r3 em Q. E para ry a reta que sobrou, ou r; C Q e dai as quatro retas pertencem a
mesma familia por serem disjuntas e logo existe uma infinidade de retas transversais
comuns as quatro retas; Ou a reta ry ¢ Q, e entdo a reta corta a Quadrica em dois
pontos (que coincidem em um ponto quando 74 é tangente a Q), neste caso as retas
da outra familia que passam por estes pontos sao as Unicas duas retas transversais
comuns as quatro retas dadas.

Figura 3.1: Quadrica - Q



Capitulo 4

A Grassmanniana de retas no P°

Sabemos que se X = V/(f), X é dita uma hipersuperficie e seu grau é o mesmo
grau de f. Logo se 0f = 1 a hipersuperficie é chamada um hiperplano. Se 9f = 2
a hipersuperficie é chamada uma quadrica. E se X é a interse¢do de k-hiperplanos
linearmente independentes a variedade linear é chamada um (n-k)-plano.

Considere o plano P =V (aX 4+ bY + ¢Z +dW) C P? e a reta L de P? dada por
L=V(aX+ aY + a3Z + ayW, a0\ X + abY + a4 Z + a}W). Analisando o sistema
formado por estas trés equacoes vemos que para quaisquer valor dos coeficientes o
plano intercepta a reta em um ponto, exceto quando a reta esta contida no plano.

Considere agora a intersecao de duas retas em P3:

Li=V(@X +aY + a2 +aW,al X + Y +ayZ + aj W)

Analisando o sistema formado pelas quatro equacoes acima vemos que depen-
dendo do valor dos coeficientes existem as seguintes possibilidades:

e a Unica solugao do sistema é a origem caso em que as retas nao se interceptam.

e 0 sistema possui infinitas solugoes e neste caso as retas se interceptam em um
ponto ou sao coincidentes.

A grassmanniana de retas de P2 é o espaco que parametriza as retas de P3.

Como exemplo, podemos verificar que ha outro método de solucao para o se-
guinte problema: Sejam dadas 4 retas em P? em posicao geral. Quantas retas de P3
interceptam as 4 retas dadas?

Este problema foi abordado por Schubert no século XIX e resolvido da seguinte
maneira. Espacialize as quatro retas dadas L, Lo, L3, L4 de tal maneira que o pri-
meiro par se encontre em um ponto P; e o segundo par em um ponto P,. Temos
entao duas solugoes: a reta M determinada por P, P, e a reta N interseccao do
plano « determinado por Ly, Ly e o plano [ determinado por Lz, Ly.

No século XIX aplicava-se entao o principio da continuidade, devido a Poncelet,

27
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dizia que quando as retas L; fossem quaisquer o niimero de solugoes para o problema
seria 0 mesmo. Ainda no século XIX este tipo de solucao sofreu objecoes dos mate-
maticos da época. Daremos uma solugao mais formal a este problema introduzindo
o espago de parametros adequado: a Grassmanniana de retas.

A Grassmanianna de retas de P? é uma generalizacdo do espaco projetivo P3.
Lembramos que P? pode ser construido considerando A* e um ponto de P? é uma
reta de A* passando pela origem. No caso da grassmanniana de retas os pontos
serao subespagos de dimensao dois.

Definicao 4.0.1 Seja V um k-espago vetorial de dimensio nel <d<n-—1. A
Grassmanniana G(d,n) é o conjunto de subespagos vetoriais de V de dimensdo d.
G(2,n+ 1) é o conjunto de retas P™.

Como nosso trabalho estd direcionado para o P3, focaremos nossos estudos em
G(2,4) que parametriza as retas de P? de dimensio 4, j4 que uma reta de P é um
plano de A* passando pela origem.

Definicao 4.0.2 A Grassmanniana de retas de P3 é o conjunto dos subespacos li-
neares de A* de dimensao dois que passam pela origem, que serd notado por G(2,4).
Chamaremos os subespacos lineares de A* de dimensao dois de planos.

Como P" pode ser coberto por espagos afins, P" = U A, faremos algo parecido
para o G(2,4).

Dado um plano I' € A* podemos representd-lo por dois vetores linearmente
independentes, u,v € A, u = (ag, a1, as,a3) e v = (b, bl, by, b3), tais que geram o
plano. O plano I' pode ser representado por meio a matriz destes dois vetores,

apg a; a9 as
bp b1 by Dbs

Seja Uy = {I" C G(2,4)]apby — a1by # 0}, onde I" esta representado pelos dois
geradores u e v. Observamos que para escolher os geradores u e v de forma que cada
elemento de Uy, possui uma tnica representacao da seguinte forma:

10@2@3
0 1 by b3

e reciprocamente cada matriz como acima corresponde a um tinico plano I' € Uy;.
Assim, existe uma correspondéncia biunfvoca entre Uy, e A*.

Seja U;; = {I" € G(2,4)|a;b; — a;b; # 0}, para i # j,desta forma existem 6 tais
Uij, a saber U()1 U UQQ U U03 U U12 U U13 U U23 = G(Q, 4)
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Uma das vantagens desta representagao é que faz sentido falar na dimensao de
G(2,4). Como cobrimos G(2,4) por um ndimero finito de U;; todos de dimensao 4
podemos dizer que sua dimensao é 4. Melhor ainda, seremos capazes de identificar
(G(2,4) com uma hipersuperficie em P°.

Teorema 4.1 Existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de G(2,4) e
0s pontos (Toy : Tz : Tz : Tiz ¢ Ti3 : Ta3) C PP, cujas coordenadas satisfazem a
equagao: To1Tez — ToaT13 + TozTiz = 0

Prova 4.0.1 Considere a aplicagdo,

©:G(2,4) — P°
I'— ($01 P2 P Xopg - X192 P T13 - ZE23)
tal que os x;; sao os determinantes 222 dos menores da matriz que representa

. Ep é bem definida pois u e v sdo vetores linearmente independentes e geram T,
portanto alguns z;; # 0.

A wverificagao que p(I') satisfaz a equagdo xo1xe3 — Toax1z + Tozr12 = 0 € simples.
(a0b1 — boal)(agbg — bgag) — (aobg — boag)(albg — b1a3) —f- (a0b3 — bo(lg)(albg — blaz) = 0
Reciprocamente, suponhamos que um ponto P € P°, tal que P = (zo; : Tog : To3
T1g © T3 © Toz) Satisfaz a equagao acima, e que Ty # 0 e para os demais € identico.

Sem perda suponhamos xog; = 1, temos que To3 = TpaX13 — To3Tiz SEGUE que 0
ponto I'g € G(2,4) dado por
1 0 —T19 —I13
01 T2 203

¢ tal que (o) = (1 : xog : To3 : T12 : T13 : Xez) como queriamos. Além disso se
o(I'1) = P temos que 'y € dado pela mesma base acima, logo T'y = T'y, terminando
a prova.

Seja a reta 1 C P2 que passa pelos pontos (ag : ay : as : az) e (by : bl : by : bs),
entdo tem a equagao paramétrica (Aag + pbg : Aay + pby @ Aag + pbs = Aag + ubs) tal
que (A : p) sdo os parametros. Através do mergulho de Plucker podemos associar a
reta r a um tnico ponto em P?, a partir dos célculos dos menores.

(

Podemos representar o ponto por (zo : Tog : Tog : Ti2 : T13 © Tag), que chamamos
de coordenadas de Plucker. E é dada a equacao de Plucker por zgiz93 — Tg213 +
203712 = 0 que é ficil ver que é uma variedade, ou seja, uma Quédrica - Q em P°.

g ax

by by

)

“lby Do

C|@o  as

“lby bs

Slar ag

“1by Do

. |a1 as

“1by bs

L a2 as

" by b3
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4.1 Subespacos Lineares da Grassmanniana de Re-
tas

Como hipersuperficie de P>, Q pode conter subespacos lineares de dimensao
menor, como retas e planos por exemplo.

Proposicao 4.1.1 Sejam p,q C P? retas. A reta \P + uQ C P° estd contida em
Q se e somente se p e q se intersectam.

Prova 4.1.1 Sem perda de generalidade podemos supor que o ponto de intersec¢ao
das retas p e ¢ € (1:0:0:0). Sejam x = (xg: w1 : @2 :x3) ey = (Yo:¥Y1: Y2 :Ys)
respectivamente dois outros pontos das retas p e q. Podemos representar p e q
respectivamente pelas sequintes matrizes:

1 0 0 O 10 0 0
0L pp) \0O1 a1 ¢
¢ facil ver que P = (1 :p1 :pe :0:0:00 e@=(1:¢q :¢ :0:0:0)

satisfazem a equagdo de Plucker, portanto P,Q C Q, logo a combinagdo linear dos
pontos também, ou seja, AP + u@) C Q.

Reciprocamente, suponhamos que a reta \P + u@ C Q. Temos que P = (p12 :
P13 D P4t Pa3 i P P) € Q = (qi2 ¢ @13t Qua t @23 ¢ Gaa ¢ Ga), logo podemos
escrever sua forma para paramétrica: (Ap1s + pqia © Ap1s + pqis 0 Ap1a + pqua :
AD23 + Qo3 : AP2sfiGes : AP3s + 11q3s), agora substituindo na equagio da quddrica
(ou equacdo de Plucker) temos: N*(piapss — p13pos + p1ap23) + 12 (qr2qss — qu3qGos +
q14G23) + 2M1(p12g3a — P13Gas + P14G23 + q12p3a — q13P2a + quapaz = 0), observamos
que as duas primeiras parcelas zeram, logo ficamos apenas com a ultima parcela que
¢ classicamente conhecida como a equagdao do hiperplano tangente, wpy = D12q3s —
P13G24 + P14Ges + q12P34 — Q13P24 + qapas = 0. Podemos concluir entdo que p e q se
cruzam quando P e @) pertencem ao mesmo hiperplano tangente, ou seja,w,q, = 0.
Mais detalhes sobre a equagao da hiperplano tangente pode ser visto em [21].

E como consequéncia, temos o seguinte corolario.

Figura 4.1: Reta C G(2,4)

Corolario 4.1.1 Dada uma reta L C Q, L parametriza o conjunto das retas de
P3 contidas em um plano e passando por um ponto. Esta configuracio é conhecida
como feize (plano) de retas de P3.
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Prova 4.1.2 Seja L = AP + u@Q C Q a reta. Da proposicao acima sabemos que p
e q se interceptam em um ponto py € P3. Sejam pi,ps € P3 tais que p = (po, P1)
e ¢ = (po,p2). Temos entao que as retas determinadas por (py, p1 + Ap2) sdo todas
as retas contidas no plano gerado por (pg, p1,p2) que passam por py. Por outro lado
tomando po = (1:0:0:0), p1 = (p11 : P12 : P13 : P14) € P2 = (Pa1 : P22 : Pa3 : Po4),
vemos facilmente que as retas (po, p1 + Ap2) correspondem aos pontos P+ \Q C Q.

G(2,4)
il
s
N
q| P

Figura 4.2: Feixe de retas em P3

Definicao 4.1.1 O conjunto de todas as retas contidas em um plano de P* é cha-
mado de plano regrado.

Definigao 4.1.2 O conjunto de todas as retas de P3 que passam por um mesmo
ponto € chamado de estrela.

Diremos que um subconjunto S C G(2,4) é um espaco linear de retas se ¢(.5)
for um sub-espaco linear de P°. J4 vimos que os tnicos subespacos lineares de P
de dimensao 1 sdo os feixes planos. Em dimensao dois temos:

Proposicao 4.1.2 Os tnicos subespacos lineares de P* de dimensdo dois sdo os
planos regrados e as estrelas. Nao existem subespacos lineares de P de dimensdo
maior que dois.

Prova 4.1.3 Sejam Py, P, ..., P, € Q, pontos linearmente independentes de P° tais
que qualquer combinacdo linear \i Py + ... + X\, P, também representa uma reta de P3
ou seja tal que M Py + ... + N\, P, € Q. Isto significa que qualquer par de retas p;, p;
do conjunto py,pa, ...,pn Se intersectam. Entdo pi,ps se intersectam em um ponto
P € P3 e estdao contidas em um plano comum a. Temos duas possibilidades para ps:

e p3 intercepta py, pa em pontos Q, R € P? distintos de P, tal que ps estd contida
em Q.

® p3 nao estd contida em «, mas intercepta py, pa no ponto P.

No primeiro caso temos que é o plano regrado, no sequndo a estrela. Em qual-
quer caso nao pode existir uma reta py linearmente independente com pi,pa, p3 €
intersectando py, pa, 3.
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Seja a reta r C P23, tal que R é o ponto correspondente da reta r em Q C P?,
R = (a2 : a13 : @14 : ags : aoq : asg) € Tg o hiperplano tangente a Q em R.

A equacao de T = wR(Ilz $ X131 T14 1 T23 - To4 - 9034) = (12734 — A13T24 + A14T23 +
(34712 — Q24713 + A23714.

Vemos que wg(T1g @ 13 T14 : Tog © Toq © T3q) = 0 para z;; C Q se e somente se a
reta correspondente intercepta r. Concluimos que

Tr N Q <— {retas de P® que intersectam r }

Dadas quatro retas a,b,c,d C P2, nas quais ndo se intersectam, para resolver
esse problema, corresponde a encontrar o nimero de pontos do conjunto:

QNTuNTsNTeNTo

Seja M =TaNTgNTeNTp, temos duas possibilidades: Se os planos tangentes
sao linearmente dependentes, entao a dim(M) = 2. Como a dim(Q) = 4, segue que
M N Q é um conjunto infinito.

Se por os planos tangentes sao linearmente independentes, entao dim(M) =1 e
temos dai duas outra possibilidades.

1. M ¢ Qe MnNQ é constituido por dois pontos coincidentes ou nao.
2.M C Q e temos uma infinidade de solugoes para o problema.

O ntimero de retas de P? que interceptam 4 retas dadas pode ser uma reta, duas
retas ou infinitas retas.

Seja o plano 7 C P°, se m ¢ G(2,4), entdo 71 NG(2,4) = C, onde C é uma curva
de grau 2.

Dadas quatro retas em P? m posicdo geral, existem exatamente duas retas que
cortam todas quatro.

Dada uma reta r C P3, sabemos que por coordenadas de Plucker, podemos repre-
sentar de forma tinica um ponto em G(2,4) C P° a este ponto ¢ definido um plano
tangente 7). C P* e uma condicdo para que uma reta em P? intersecte r, é que seu
ponto representante em P? esteja contido no mesmo plano tangente 7, C P*. Entao
se tomarmos quatro retas teremos quatro hiperplanos (planos tangentes), como as
retas sao gerais, estes quatro hiperplanos se intersectam em uma reta geral em P5
tal que esta reta intersecta a Quadrica G(2,4) em dois pontos. Portanto, temos que
duas retas em P? que cortam as outras quatro.

4.2 Condicoes de Schubert

Definigao 4.2.1 Seja Ag G A1 G ... & Ay uma sequéncia estritamente crescente de
(d+1) espagos lineares em P™. Dizemos que um d-plano L em P" satisfaz a condigao
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de Schubert definida por esta sequéncia se dim(A; N L) > i, para todo i = 0, ...,d.
O conjunto de todos os d-planos L que satisfazem tal condi¢do é um subconjunto de
G(d;n) denotado por Q(Ay...Aq).

Exemplo 4.2.1 Fize uma reta Ay em P3 e tome A, como sendo o préprio P2. O
subconjunto Q(AgA;) C G(2,4) € o conjunto de todas as retas L em P* satisfazendo,

dim(L N Ay) > 1

Q(AgAy) representa o conjunto das retas L em P® que interceptam a reta Ay.

4.2.1 O Calculo de Schubert

Na matematica mais avancada podemos afirmar que a Topologia Algébrica nos
garante que a cada classe de cohomologia, isto é, cada elemento em H*(G(d;n),Z),
podemos associar uma variedade algébrica em G(d;n) e vice versa.

Se duas variedades sdo elementos de um mesmo sistema continuo de subvarieda-
des, associamos as duas a mesma classe de H*(G(d;n),Z).

Os subconjuntos 2(Ay...A4) sao subvariedades de G(d;n), chamadas variedades
de Schubert e suas classes de cohomologia sao chamadas ciclos de Schubert.

Afirmamos que a classe de Q(Ay...A4) depende apenas dos inteiros a; = dim(A;),
para i =0, ...,d.

Denotaremos entao esse ciclo de Schubert apenas por Q(ay...aq).

Vamos enunciar agora um importante teorema do Calculo de Schubert, que nos
assegura que os ciclos de Schubert determinam completamente a cohomologia de

G(d;n).

Teorema 4.2 (Teorema da base)

Considerado aditivamente, o grupo H*(G(d;n),Z) € abeliano livre e os ciclos de
Schubert Q(ag...aq) formam uma base.

Por esse motivo chamaremos §2(ayg...aq) de ciclos da base de Schubert. Outro
fato importante a respeito desses ciclos é que

dim(Qag...aq)) = 2Ly (a; — 1)

Para o nosso trabalho sera abordado o assunto de maneira que o ciclo de Schu-
bert é dado por (ag...aq) E para maiores detalhes sobre classe de cohomologia,
H*(G(d;n),Z), indicamos as reférencias [11], [13].
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Exemplo 4.2.2 Consideremos a Grassmanniana G(2, /) e vamos calcular seus
ciclos de Schubert.

e Q01) ={L € G(2,4), dim(LNAy) >0, dim(LNA;)>1}
Parametriza uma reta fiza | em P3. Vamos denotd-lo por |l|.
e Q(02) = {L € G(2,4), dim(LNAy) >0, dim(LNAy) >2}

Parametriza o conjunto da retas de P3 que passam por um ponto P e estio
contidas em um plano . Vamos denotd-lo por o(P, ).

e Q(03) ={L € G(2,4), dim(L N Ag) >0, dim(LN As) > 3}

Parametriza o conjunto das retas de P* que passam por um ponto P. Denotaremos
por o(P).

e O(12) ={L € G(2,4), dim(LNAy) > 1, dim(LNAy) > 2}

Parametriza o conjunto das retas de P* que estao contidas num plano w. Deno-
taremos por o(m).

e O(13) = {L € G(2,4), dim(LNAy) > 1, dim(LN As) >3}

Parametriza as retas de P? que intersectam uma reta . Vamos denotd- lo por
o(l).

e (U(23) ={L € G(2,4), dim(LN Ag) > 2, dim(LN A3) > 3}

Parametriza o conjunto das retas de P que intersectam um plano ® vamos
denotd-lo por o™.

Note que estamos considerando a seguinte sequéncia de espagos lineares P € [ C
T C P3.

Quando varias variedades se intersectam propriamente em um ntmero finito de
pontos, entao o nimero de pontos na intersegao, contados com multiplicidade, é
igual ao produto das classes correspondentes. Dessa forma podemos resolver pro-
blemas enumerativos através de operacoes nos ciclos de Schubert. Essas operagoes
satisfazem as seguintes propriedades:

1. A cada ciclo de Schubert o podemos associar sua dimensao k, que é a dimensao
de um representante qualquer Q(Ay...A;) do ciclo como variedade em G(d;n).

2. Dados dois ciclos de Schubert o e ¢/ de dimenséao k, podemos definir o ciclo de
Schubert o 4 ¢’ como sendo o conjunto dos pontos P € G(d;n), tais que P € o Uo’.

3. Dados dois ciclos de Schubert o e ¢’ de dimensoes k e k’, respectivamente,
definimos o ciclo de Schubert 0.0’ como sendo o conjunto dos pontos P € G(d;n),
tais P€ono’.

4. Dado um ciclo de Schubert o e um inteiro positivo n, definimos
no =0+ ...+ o (nvezes)

o" =o0-.. 0 (nvezes)
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Além disso, vale a lei distributiva o (0’ +0") = 00'+00”. Se 0 = 0’ +0", dizemos
também que ¢’ =0 — o”.

Vejamos algumas relagoes entre os ciclos de Schubert de G(2,4).

o o(P)? =l

Dados dois pontos P e P’ em P3, existe apenas uma reta 1 passando por P e P’,
o o(m)? =l

Dados dois planos a e 3 em posicao geral, contidos em P3, a e 3 se intersectam
ao longo de uma reta 1. Portanto | é a tinica reta que esta contida em « e 3.

e o(l)o(m) =0o(P,m).

Uma reta A que satisfaz a condicao o(l)o(m), intersecta a reta [ e estd contida
em um plano 7. Como podemos tomar [ e m em posi¢ao geral, [ N7 é um ponto P.
Portanto A pertence ao plano 7 e passa por P, mas isso é exatamente o que diz a
condigao (P, ).

e Férmula de Redugdo: o(1)? = o(P) + o (7).

Uma reta A, que satisfaz a condigdo o()?, intersecta duas retas 1 e I’ distintas em
P3. Como nao faz diferenca a escolha do representante de cada ciclo de Schubert,
podemos escolher as retas | e I’ se intersectando em um ponto P, sem que isso altere
o resultado. Desse modo, ou A passa por P, ou A estda contida no plano gerado por
l e I" Mas isso é exatamente o que diz a condi¢ao o(P) + o(m).

A partir dessas relagoes podemos resolver o seguinte problema enumerativo:

Quantas retas interceptam quatro retas de P? em posicio geral?
oD = (0(1)?)? = (6(P) +0o(m)?* = 0(P)* +20(P)o(n) +o(r)* = |I| + 0+l = 2|

o(P)o(m) = 0, pois podemos tomar P e 7 em posicao geral, assim P ¢ 7. Por-
tanto nao existe nenhuma reta que passa por P e estd contida em 7. Portanto o

calculo de Schubert nos da que duas retas interceptam quatro retas em posicao geral
em IP3.

Podemos fazer uma outra abordagem, utilizando outra notagao.

H4 quatro tipos de subconjuntos notaveis em G(2,4):
1) Todas as retas que cruzam a reta fixa, de dim = 3.
2) a - planos: todas as retas que passa por um ponto P, dim = 2.
3) B - planos: Retas contidas em um plano fixo, dim = 2.
4) retas no plano fixo que contém ponto P fixo, dim = 1.

Os subconjuntos S(ag : ... : ag) sdo subvariedades de G(d;n), chamadas varieda-
des de Schubert e suas classes de cohomologia sao chamadas de ciclos de Schubert.
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os ciclos em G(2,4) sao definidos como:

S, - parametriza uma reta fixa r C P3

S, - parametriza G(2,4) que passam por um ponto p;

Sy - parametriza G(2,4) que estdao contidas em um plano 7

Sp.r - parametriza G(2,4) que por um ponto P e estdo contidas em um plano «

Conjunto de subvariedades de G(2,4) até equivaléncia forma um anel, chamamos
de Anel de Chow. Pelo teorema da base de Ch(G(2,4)) temos a seguinte base:

17 S3a SZ,O, 52,17 Sl) SO

Observamos que:
S3 - reta fixa, de dim = 3
S0 - a - plano

Sy - B - plano
S1 - retas no plano fixo que contém ponto P fixo, dim = 1
Sy - Ponto

Dadas quatro retas em P? m posicdo geral, existem exatamente duas retas que
cortam todas quatro.

Aplicando os ciclos de Schubert, temos a seguinte relacao:
(Ss)? 52 0+ S21
(S21) =

(S2,0) =

5271.52,0 = 0

Como sao quatro retas, temos que:
(S3)* = ((S3)2)* = (S21 + S20)% = (S9.1)? + 2.5821.59.10 + (S2,0)? = So + So = 2.5

Portanto temos dois pontos de intersecgoes em G(2,4), entao temos duas retas
que intersectam as quatro em P3.



Capitulo 5

Blowup - Inchamento

O Blowup, ou explosao ou inchamento é um tipo de transformagao geométrica
que substitui um subespaco de um espago por todas as dire¢coes apontando para fora
daquele subespago.

Por exemplo, a explosao de um ponto em um plano substitui o ponto pelo espago
tangente projetivizado naquele ponto.

Inchamentos sao as transformacoes mais importantes em geometria birracional,
porque todo morfismo birracional entre variedades projetivas é uma explosao. O
teorema da fatoragao fraca diz que a toda aplicacao birracional pode ser considerada
como uma composicao de explosoes particularmente simples.

Também é uma importante forma de construcao de novos espagos. Por exemplo,
a maioria dos procedimentos para a resolucao de singularidades consiste na aplicagao
de varios inchamentos seguidos na singularidade, até que estas se tornem suaves.

Uma consequéncia disso ¢ que blowups podem ser usados para resolver as singu-
laridades de aplicagoes birracionais.

A geometria algébrica contemporanea trata a explosao como uma operacao in-
trinseca em uma variedade algébrica. Desta perspectiva, uma explosao ¢ a maneira
universal (no sentido da teoria das categorias) de transformar uma subvariedade em
um divisor de Cartier.

Exemplo 5.0.1 Vamos verificar o Blowup de A™ no ponto P = (0, ...,0), observa-
mos que podemos inchar nao s6 um ponto, mas um subconjunto fechado.
Vamos definir uma variedade quase-projetiva X e um morfismo m: X — A™.

Seja E = n~1(P) = P!, tal que E é naturalmente isomorfo a todas as diregoes
tangentes em P, ou seja, substitur P por todas as diregoes tangentes em P.

Fora do ponto P, temos um isomorfismo do tipo: 7|x/p : X/E — A"/{P}.

Verificamos também que P~ é a variedade projetiva que parametriza toda as
reta de A" que passam pela origem.

E=n"YP) 2P +— {Retas de A" por P}.

37
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Definimos um fechado X = Z(x;y; — xjy;) C AL, ..y X Pl

T (X1, e, Ty) = AT

T=m|X: X — A"

Se Qe A", m7HQ) = {((ar,...,an)(as : ... ay))}

7 1:A"/{0} - X/E C A" x P!
(1, ey Tn) = (21, ) (1 1 e )
E =7"YP)={P} x P L
Notacio: X = Blp A™ é Inchamento ou Blowup de A™ no ponto P, tal que
X C Am x Pt
Os abelrtos sao da forma X; = X NY;, por exemplo temos para X1 = X NY; C
A" x A"

_ Y
Y1
X, = Z(l’z — I()Zi) C A" x A1

(1, ey Tn) (225 oy 20)5 2

T =12 X1 =2 A"
(1,29, s Zn)
Blp A" =UX;,i=1,...m. X; = A",
| X Xi — A"
(X215 ey Ty ooy TiZp)
Exemplo 5.0.2 Seja P € C C A%, P = (0,0), tal que C é um fechado. Logo o
X =Blp A>C A> x P!, (z,y) x (t:s).
Também chamado de curva Excepcional, temos que E = 7~ 1(P) = P
Temos que X = Z(xs — yt)

Dado um fechado C C A2, definimos a transformada estrita de C por:

(nlx/e) " H(C/{P}) =C C X.
E =7"Y(P) = {P} x P.

Exemplo 5.0.3 E podemos falar ainda sobre C N E.

Se C' é uma reta por P, tal como C = Z(ax + by)
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(Wyx/E)_l . Az/Z(X) — AQ

(2,9) = (2. 2)
Cartas: X1 =XNt,t#0e Xo=XNs,s#0.
X =X1UXy
X1 =2 A, D E=2Z(x)

T X — A?

(z,9) = (z,2)

C=Z(ax+by) CA%b+#0
(elxss) () = Z(aw — bay') € X,
Z(ax —bry') = Z(z) U Z(a — by') tal que C = Z(a — by)

éﬂEHﬂ:%zwuﬁ

Uma descrigdo equivalente de Explosao ou Blowup.

Considere a proojegao do ponto P = (1:0 : ... : 0), temos que m, : A"/{P} —
Pnfl

I := Gréfico de 7p em A"/{P} — P!
Blp A" =T C A" x P*! tal que I ¢ o fecho.

Daqui em diante faremos inchamentos utilizando os ciclos e o Anel de Chow, e
para isso daremos uma breve definicao destes.

Em matematica , a teoria da intersecao ¢ um ramo da geometria algébrica , onde
as subvariedades sao interceptadas em uma variedade algébrica.

5.1 Teoria de interseccao

A teoria de interseccao é um ramo da geometria algébrica onde variedades sao
intersectadas em uma variedade algébrica. Nossa intengao nesse topico é de dar um
suporte para o entendimento para o anel de intersecgoes, isto é, o Anel de Chow, e
que de forma alguma temos a pretensao de detalhar tal teoria, tao rica e importante.
Para melhor aprofundamento da teoria, sugerimos [6]

Seja X uma variedade nao singular , o k-ciclos em X é o grupo abeliano livre,
gerado pelas subvariedades projetivas de X. Isto é, Y C X subvariedade projetiva,
defini um k-ciclos em X como um soma finita Xk;Y; , onde k; € Z, e cada Y; é uma
subvariedade de dimensao k.

Seja X variedade nao singular de dimensao n, enquanto Y, Z C X sdo subvarieda-
des de codimensoes i e j respectivamente. Se Y e Z se intersectam transversalmente,
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entao Y N Z é uma subvariedade nao singular de codimensao 7 + j que é denotada
por Y.Z. No caso geral o par (Y, Z) constitui um ciclo algébrico de codimensao i+ j.

A ideia em geral, é substituir os ciclos Y e Z por ciclos Y’ e Z’ que sao equivalentes
em algum sentido, mas que estao em posicao geral, e entao um leva ao outro a
interseccao de Y’ e Z’, e claro que Y’'.Z’ também ¢é definido como equivaléncia.

Em esséncia, o grau de um ciclo é o nimero de pontos em seu componente de
dimensao zero.

A composicao da multiplicacdo com o grau permite medir uma intersecao nume-
ricamente.

O grau de uma variedade projetiva X C P" de dimensao k ¢é definido como o
indice de intersecdo de X com um subespaco linear P"~* de dimensdo complementar;
Se as variedades X e Y se cruzam transversalmente, entdao o grau de X NY é o
produto dos graus de X e Y.

Anel de Chow

O Anel de Chow, também chamado de anel das intersecgbes, é o conjunto de
ciclos algébricos médulo equivaléncia racional.

Seja X um hipersuperficie, Logo temos que CH(X) = Classe de X mesma @
Classe das Curvas @ Classe dos pontos = C Ho(X)OCH, (X )BCHy(X) = ZOZFBZ,
isto 6, CH,(X) = Z* é ndo trivial. E o valor de k é o que precisamos descobrir.

O anel de Chow de P" é dado por: CH(P") = {dy,d1H,dsH?, ...d, H"}, tal que
d; € o grau dos subespagos de codim 1.

H' ¢ a classe de subespacos de codim i.

H"™ é um ponto

H" =0

H ¢ a classe do hiperplano.

Além disso, qualquer subvariedade Y de grau a e codimensao r no espago proje-
tivo ¢é racionalmente equivalente a aH", Y ~ aH" .

Segue-se que, para qualquer duas variedades Y e Z de dimensao complementar

em P" e graus a e b respectivamente, seu produto no Anel de Chow é dado por
Y].[Z] = abH™.

Exemplo 5.1.1 O Anel de Chow do Plano Projetivo, é dado por CH(P?) = {1, d, H, dy H?*},
tal que H®> =0 e H? é um ponto.

Exemplo 5.1.2 O Anel de Chow do FEspaco Projetivo de dimensdo 3, ¢ dado por
CH(P3) = {1,d,H,dyH? d3H?}, tal que H* =0 e H> é um ponto.

E ainda temos, H? ¢ a classe das retas.

O Anel de Chow do produto de Espacos Projetivos.
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O Anel de Chow do produto de Espacos Projetivos, é dado por: C'H(P™ x P™).

E é verificado o produto de acordo com o mergulho de Segre.

s:P" x P — P(m—i—l)(n—i—l)—l
(ot oo 2 )X (Yo o e Ym) > (TOYo 2 ToYL & v D TOYm & T1Y0 & oo 2 X1 & ee S T YO ¢ e T Yim)
Tal que, as classes sao da forma H; C P", um Hiperplano, e Hy, C P™, outro
Hiperplano.

Na Codim 1, temos que A\ H; + AoHs, tal que A\, Ay > 0: Efetivo. E que nao
efetivo é quando A\; = Ay = 0.

Na Codim 2, temos que A\; H? + Ao Hy Hy + A3HZ, tal que A1, Ao, A3 > 0, Efetivo.
E que nao efetivo é Ay = Ay = A3 = 0.

E melhor verificado de acordo com a figura abaixo:

HY

S « H{H»
Codim 1.~

2V H oHpi HPHG .. . HUH3

Codim 2 ;
ey HRED HIED O HUH]

Codim 3

H' | H 1y HEHY HPHY H{'HY"  Classe do ponto

Figura 5.1: CH(P™ x P™)

Exemplo 5.1.3 O Anel de Chow de P! x P!, uma quddrica regrada em P3, é dado
por:

CH(IEDI X Pl) = {1, lel, dgHQ, dngHQ}.
Tal que, HiH5 € um ponto.

Observamos que H? = 0, pois é classe das retas e as mesmas ndo se cruzam,
pois pertencem a mesma familia. E da mesma forma seque para Hi = 0.

SeY C P x P!, uma curva de bigrau (di,ds), tal que y ~ diHy + dyHs.

Exemplo 5.1.4 O Anel de Chow de P? x P C P°, ¢ dado por:
CYI{(]P)2 X Pl) = {1,H1,H2,H12,H1H2,H12H2}.

Tal que, Hy, Hiperplano em P?, e Hy, Hiperplano P*.
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Temos que H?Hy é um ponto.
H} = Hi=0.
Na Codim 1 temos {Hy, Hy} e na Codim 2 temos {H?, Hy Hy}.

Grau da Variedade, via produto de Espacos Projetivos.

Seja a variedade projetiva X, definida como X = P™ x P* — Pr+Dim+)-1
tomamos H; em P™ e Hy em P", tal que H, em Pm+D(+D-1 " Sabemos que a
dimensdo de P™ x P* é m+n, portanto temos que o Grau = (P™ x P7) N[pComplementar

O espago PComlementar = H ; ( Hyp ... Hy(n ), logo (P x P QPComplementar —
[(P™ x P™) N Hy ] N [(P™ x P*) N Hyo]l NN [(P™ X P™) N Hygm)) -

A subvariedade de codimensao 1 em X =P x P" é dado por [(P™ x P") N Hp|.

A classe de (P™ x P") N H, = dyH; + dyH, , verificamos que (xoyo : ZoY1 : -.. :
Tmin); € Hy : aoToyo + 0120yt + - + CmnZmYn = 0

Temos que X NH, = Hy + Hs, portanto o Grau = (X NH,)"t" = (H; + Hy)™1".

Exemplo 5.1.5 Verificaremos o grau da variedade X = P! x P!,
Temos que CH(X) =1, Hy, Hy, HiHy. Portanto o grau é dado por:

(Hy + Hy)? = H} + 2H Hy + H2? = 2, pois Hi = H3 =0, e HiHy € a classe do
ponto.

Exemplo 5.1.6 Verifiaremos o grau da variedade X = P? x P!,

Sabemos que o CH(X) = 1, Hy, Hy, H?, H{Hy, H: Hy. Portanto o grau de X ¢é
dado por: (Hy+Hy)* = H}+3H?Hy+3H,H3+ H3 = 3, pois H} = 3H,H3 = Hy =0
e H?H, € a classe do ponto.

No caso geral, podemos entdao associar da seguinte forma:

m+n
n
distinto de zero, e o coeficiente sera o grau.

(Hy + Hy)™ " = ) HHY, deste desenvolvimento tem um tnico termo

Auto-interseccao

Dado uma subvariedade Y, podemos definir a auto interseccdo da tnica subva-
riedade.

Dado, por exemplo, uma curva C em uma superficie S , sua interse¢do com ela
mesma € apenas: C'NC = (C. Isso é claramente correto, mas, por outro lado,
insatisfatério. Devido a duas curvas distintas em uma superficie (sem componente
em comum), elas se cruzam em algum conjunto de pontos, que, por exemplo, pode
contar, obtendo um ntmero de intersecao e podemos fazer o mesmo para uma de-
terminada curva: a analogia é que as curvas distintas que se cruzam sao como
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multiplicar dois niimeros zy, enquanto que a auto-intersec¢ao é como enquadrar um
inico nimero: 2.

Uma solugao geométrica para isso é cruzar a curva C nao consigo mesmo, mas
com uma versao ligeiramente empurrada de si mesma. No plano, isso significa apenas
transladar a curva C em alguma dire¢ao, mas, em geral, fala-se em tomar uma curva
C’ que é linearmente equivalente a C , e contando a intersecao C.C" | obtendo assim
um numero de intersecao, denotado C.C. Note que, ao contrario das curvas distintas
C e D, os pontos reais de intersecdo nao sao definidos, porque dependem de uma
escolha de C’, mas os pontos de interseccao automatica de C"podem ser interpretados
como k pontos genéricos em C , onde K = C.C'. Mais apropriadamente, os pontos
de auto-interseccao de C é o ponto genérico de C , tomado com a multiplicidade
C.C.

Exemplo 5.1.7 Considere uma reta { C P2, ela tem auto-interseccao (> = 1, uma
vez que todas as outras retas cruzam uma vez.

Podemos mover € para €' e (L' =1 para qualquer escolha de ¢'. Portanto .0 = 1.
Em termos de formas de intersecdo, dizemos que o plano projetivo tem um do tipo
22, isto €, hd apenas uma classe de retas, e todas elas se cruzam entre si.

Exemplo 5.1.8 Uma reta ¢ C P' x P!, tal que P x P! também pode ser interpretada
como a quddrica Q ndo singular em P32, tem auto-intersecgio (> = 0, uma vez que
uma reta pode ser deslocada e pertencer a mesma familia, ou seja, sem intersercgdo.
Em termos de formas de intersecdo, dizemos que P! x P! tem um tipo xy, pois
existem duas classes de retas que se cruzam em um ponto xy, mas tém zero auto -
interseccao.

Observacao 5.1.1 Importante propriedade é que a curva excepcional, denotado por
E de um inchamento, tem como seu nimero de auto-interseccio E? = —1.

Exemplo 5.1.9 Queremos inchar um ponto em P?, sem perda podemos tomar o
ponto P = (1:0:0) e sabemos que o inchago de P? é X = P? c P? x P!, temos
uma equagdo do tipo x1ys = x2y1, ou seja, € nao singular e sabemos via mergulho
de Segre que P? x Pt — P5,

Temos que G : P? x P! — P°

(xo X Iz) X (yl : y2) = <$0y1 D XoY2 ¢ X1Y1 L X1Y2 L XYy - $2y2); tal que
podemos definir zg = oY1, 21 = Tol2, .-, 25 = T2Ys.

2025 = Z124; %ais = 2374; Zo%3 = 2129 SG0 trés equagoes de grau 2 cada.
2 , .
P* = G(P? x P') N {23 = 24}, tal que 23 = 24 € um hiperplano em P°.

3 2 . . ~
Temos também que P’ C P*, pois existem 3 equacdes de grau 2 cada. A saber,
. . oo, . 9
2025 = 2123; 2225 = 25} 2023 = 2122. das quais duas equagoes sio iguais a P’*UPlano.

Seja @ : P* — P2, tal que r C P*, e p(r) = P, isto €, ¢ : (P> —r) — (P> — P),
¢ um isomorfismo.
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O'(P)=p(1:0:0)=r={P}UP.

Seja (1 C P2?, definida por {1 = coxo + 121 + coxs = 0, tal que P € {1, com
co = 0. A equagdo paramétrica de €y € xo = 1;x1 = puce; 9 = —pucy.

Se p # 0, temos que (1 : pey : —pey) # P. Sua pré imagem é dada por:

(1: pey: _MCI) c P?
o

1: T —

( HCo ,LLCl) e 6’1 c IP)/Q
(co : —cq)

E para p =0, temos que ¢} Nr.

O Anel de Chow P2, dado por CH(P?) = {1,d,H,dyH?}, tal que H classe das

retas, que podemos identificar como simplesmente por (.

Sabemos que (1.ly = 1, portanto verificamos que as classes equivalentes devem
ser, @' (01).9' (o) = (r+ ) (r+0) =r?+rly +rly+ 01l =—-1+1+14+0=1.

Entio podemos afirmar que o Anel de Chow P* é gerado por {1,r, ¢y, Ponto},
ou seja, CH(P?) = {1,r,(,, Ponto}.

Tomamos um reta h C P?, que ndo passe pelo ponto P, portanto temos ¢'(h) =
B, sendo que h' =r +¢}.

E ainda, K'.I/ =1, logo (r+0})* =1, entao r* +2rl} + (F =1 =r*+21+0 =
1 = r?2 = —1, confirmando assim que r é ndo deformdvel e é uma curva excepcional
de um inchamento.

. ; 2
Concluimos que se inchamos pontos em P2, temos retas em P'.

Segue uma tentativa do esbogo do que estd acontecendo, via a figura 5.2.
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! .

| l[nf

Figura 5.2: P? inchado em um ponto.

Exemplo 5.1.10 Definimos a transformacio quadrdtica stander, de p : P2 /{ Py, P, Py} —

1 1 1
P2/{Py, Pi, P,} como sendo o(z:xz:y)=(-:—:~) ~ (xy: zy : 2x), porém ob-

z

servamos que os pontos Py = (1 :0:0), P, =(0:1:0)eP,=(0:0:1),
nao tem imagem definida e os mesmos sao chamados de pontos fundamentais. As
retas rq = P,PL =y =0 — (0:0:1), 700 = PBbPob =2 — (0:1:0) e
rie=PP,=2=0— (1:0:), sio chamadas de retas fundamentais. Sabemos que
a transformacgdo é um isomorfismo em seu dominio definido, e que ©* = Id.

| =

Para inchar os 3 pontos fundamentais e bem como as retas fundamentais, temos
que fazer de acordo com o sequinte diagrama abaizo:

Figura 5.3: Diagrama de Inchaco de 3 pontos via transformagao quadratica

De tal forma que a o fora dos pontos e retas fundamentais é um isomorfismo.
SO(PZ) = 7T2(7T1_1(Pi)) = W?(Ti)7 para = Oa 17 2.

Segue uma tentativa de desenho do inchamento de ¢ como sequéncia de inchacos,
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uni

1[02

Figura 5.4: Inchago de 3 pontos via transformacao quadratica

conforme a figura 5.3.

Exemplo 5.1.11 A aplicacdo inversa circular pode ser vista da sequinte forma:

A inversdo em relagio a uma circunferéncia C(O,r), de centro O e raio r, € a
transformagdo do plano sem o ponto O, em si mesmo que leva um ponto t em i(t).

Seja uma circunferéncia C de centro O e raio 7.

Dado um ponto i(t) no exterior de C tracemos, a sua tangente passando por i(t).
Logo temos o ponto T,. Tracemos o segmento perpendicular em relag¢do a reta que
liga Oi(t) apartir de T,; ele corta a reta num ponto t.

Se i(t) pertence a C, consideremos t = i(t).

Observe que set # O,(t') =t e, portanto, a inversao é uma aplicagio bijetiva
do plano sem a origem nele mesmo.

A inversdo em relagdo a circunferéncia C é a transformagdo, do plano sem
o centro O, que leva cada ponto t # 0 num ponto i(t) da semi-reta Ot tal que

|Ot]|Oi(t)] = r2.

Observamos que i(C') = C', isto €, a inversio de um circunférencia é outra
circunferéncia. E que i(€) = C', isto é, a inversao de um reta que nao estd em C, é
uma circunferéncia que passa através da origem.

Seja uma circunferéncia C unitdria, onde t = (z,y), logo i(t) = (Az, \y), temos
que:

0t]|0i(t)] = vVaZ ¥ PP AT F 12 = 1

1
= A= ———. Portanto i(t) =
ortanto i(t) (x2+y27m2+y2

m2+y2
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Figura 5.5: Inversa

Homogeneizando, temos que t = (z 1 x 1 y) = (1 : g : %), logo temos i(t) = (1 :
x/z : y/z = (1: zz_ Y2 )
2222 1 2] 2] + y2 )22 221y 12t
Se z # 0, entao temos que to = (1:0:0), origem.

= (> +y?: 22 y2).

Se z =0, entdo temos que t; = (0:1:4);t5=(0:1: —1)
Agora devemos encontrar as retas loi; €oo; {12-

loy = in) — i(lyr) = (2 + 2 A riph) = (0:1:0) =1,.

—m) — i(log) = (P + (—2%1®) : A —ipX) = (0: 11 —i) = to.

(A
(A
by = (0: A+ pi(A+ p)) — i(lz) = (A4 0)? + @A+ p))? 1 0:0) = (dAp:
0:0)=(1:0:0) =t

los =

Exemplo 5.1.12 Vamos inchar o ponto de singularidade, da curva cibica dada por
C = f(z,z,y) = 2y* — z2* — 23, tal que C' C P2.

Achando o ponto de singularidade da sequinte maneira:

of

_ a2
o 3x°2zx
of B

a—y = 2yz

of

Gl 2 g2
0z 4
Portanto, o pontot = (1:0:0), é o ponto de singularidade da curva.

Seja m : P'* — P2, tal que 7(r) = t. Entdo temos que w: (P —r) — (P2 —1t) é
um isomorfismo.

Logo temos que 7 '(t) =r =~ P'. E que 71 (C) =’

Fazendo uma mudanga de coordenadas, sem perda temos que (z : x :y) = (xq :
2

Ty 1 To), logo temos 2y* = zx? + 23 = xgxi = To2? + 25
Temos duas retas tangentes a C' em t, do tipo x9 = tx1, portanto no seu incha-
. A . 2 . ~ .
mento teremos dois pontos de tangéncia em C' C P'°, nos quais sao ti;ts, obvia-
mente por onde passam as retas inchadas das tangentes em C.
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Temos que C' C P° C P? x P, Tal que P? x P := (zq : 21 : 22) X (41 : 42)

Por sua vez P'? : T1Yo = Tol1.

Seja C' : xor3 = woa? + 23, podemos definir C' : xoys = xoys + x1y%, homogéneo.
Observamos que (zg : x1 : x2) € C' e que podemos tomar (x1 : z2) = (y1 : Y2)

Logo temos que as retas em C, xo = +x1, em C’ sdo y, = 1, até uma propor-
cionalidade.

Portanto, os dois pontos em r saot; = (1:0:0),(1:—=1) eto=(1:0:0),(1:
1).

Figura 5.6: Curva ctbica inchada em t.

Figura 5.7: Curva ctbica

Teorema 5.1 Uma quddrica em P inchada em 1 ponto € isomorfa ao plano em P?
inchado em 2 pontos.

Prova 5.1.1 Projecio de uma quddrica Q, ndo singular em P? sobre o plano P?.

Seja a projecio definida por m : @ — P2. Tomamos um ponto t € Q. Como
Q) € nao singular, logo ela é uma superficie regrada, ou seja, existem duas familias
de retas, nas quais duas retas da mesma familia nao se cruzam, e retas de familias
distintas se cruzam em um ponto.

Logo por t passam duas retas r e s, uma de cada familia.

Temos que m(r) = t; € P? e w(s) =ty € P2 E portanto, temos que 7(t) = t; Uts,
ou seja, uma reta (t1t). E qualquer outra reta que passe por t, serd um ponto da
reta m(t).

Agora iremos inchar o ponto t € Q, ou seja, construir uma outra superficie @’
para verificarmos o comportamento das retas que passam por t apds o inchamento.
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=)
Figura 5.8: Projecao da Quadrica no P

Tomamos uma aplicacio 71 : Q' — Q, tal que Q’ € o inchaco de Q).

Observamos que Q@ C P, e portanto seu inchaco Q' C P? c P x P2. Entdo
o 1(t) = B =~ P2, ou seja, o inchamento de um ponto em P3 é equivalente a um
plano em P, tal que p : P — P3.

Vamos analisar o sequinte, P’* C P? x P2.

Temos que P2 x P? := (g : x1 : @2 : x3) X (y1 : Yo : y3) que via mergulho de Segre,
estd contido em PY. Temos a sequinte relagdo:

T1Y2 = T2
T1Ys = T3Y1

T2Ys = T3lY2
Voltando ao caso do inchamento de t em Q, temos que 7y ' (t) = 7.
T (Q —71) = (Q —1t) € um isomorfismo.
Como Q C P3, podemos tomar sem perda que t = (1:0:0:0), tal que t € Q.

Agora tomamos ponto p # t, tal que p = (xo : x1 : T2 : x3)), temos que wi(p) =1
ponto, x; = y;.

Se p=t, temos que 7 (t) =r = Q' NP2, hd um salto na pré imagem.
Tomando, uma reta {1 C Q, tal que, t € (1.
Podemos considerar os sequintes pontos que definem a reta {:
t=(1:0:0:0
( ) , €.
p=0:a:b:¢)

Logo pela forma paramétrica €y := (X : pa : pb : pc). Seja v um ponto arbitrdrio
de 01, logo w1 (v) = (A= pa : b : pe); (pa = pb: pe) ~ (N :pa: pb:pc);(a:b:c).

Se u— 0, entadov —t; (1:0:0:0);(a:b:c), portanto w1 (v) — ().
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Portanto, 7 (¢1) = 0}, que passa por r. E dessa forma temos também que
7y (l2) = U}, que passa por .

QP o p?

QcP

Figura 5.9: Inchamento de t em Q.

Agora, a projecio de Q’ sobre P%, podemos connsiderar como: m : Q' — P?, tal
que, mo(0y) = Py, m(ly) = Py e mo(r) = (PLP), ou seja, uma reta.

Py

Figura 5.10: projecao de QQ’ sobre P2

Portanto, podemos concluir que m = 77" o my. Ou seja, uma quddrica inchada
em 1 ponto é isomorfa ao P? inchado em 2 pontos.
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Q' c P’ c P x P?

P

Qc P

T=Ta 0 my

Figura 5.11: Uma quadrica inchada em 1 ponto é isomorfa ao plano em inchado em

2 pontos

vl

P

F,



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

[13]

ASSIS, C. F. C., As 27 Retas Sobre uma Superficie Ciubica nao Singular, dis-
sertacao de mestrado, DM-UFPB, 2014.

AVRITZER, DAN Introducio a Geometria Enumerativa via Teoria de Defor-
magoes, 2a bienal da sociedade brasileira de matematica, Salvador- Outubro de
2004.

BATISTA, E., Geometria e Topologia do Grupo de Rotagoes, mini-curso, DM-
UFSC.

COELHO, JULIANA. Introdugio a Geometria Algébrica, Notas de aula, verao
de 2009 da UFF.

FULTON, WILLIAM. An Introduction to Algebraic Geometry, January 28,
2008

FULTON, WILLIAM. Introduction to intersection theory in algebraic geometry,
Conference Board of the Mathematical Sciences, regional conference series in
mathematics, supported by the National Science Foundation, Number 54.

GHORPADE, Sudhir R. introduction of Algebraic Geometry, Department of
Mathematics, Indian Institute of Technology Bombay, Powai, Mumbai 400 076,
India.

GALLO, Maria J. V., Las 27 rectas de una superficie cubica, La Gaceta de la
Real Sociedad Matemaética Espanola, Vol. 5, no. 2,271 - 296(2002).

GARCIA, A. e Lequain, Y., Elementos de Algebra. 4.ed. Rio de Janeiro: IMPA,
2006 (Projeto Euclides)

GONCALVES, FERNANDA SCABIO. Introducao a Geometria Algébrica dis-
sertacao para mestrado, Universidade Federal de Sao Carlos, 17 de dezembro
de 2010.

HARTSHORNE, ROBIN. Algebraic Geometry, Graduate texts in mathematics
52,Springer-Verlag,Berlin-Heidelberg-New York, 1977.

HEFEZ, A., Singularidade de Curvas Irredutiveis Planas. In The Sixth
Workshop On Real And Complex Singularities. USP-Sao Carlos 17-21 July,
1992

KLEIMAN S. L. e D.Laksov. Schubert’s calculus Am. Math. Monthly 79, 1972.

52



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 53

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

MATA, J. A., Geometria enumerativa de variedades projetivas contendo retas,
tese de doutorado, UFMG, 2010.

MARTINS, PAULO A., E MARIA L,. Tépicos de Algebra Linear: Espacos
Afins,Falta informacao.

MONDEK, P., Os Grupos de Automorfismos da Esfera de Riemann, dissertagao
de mestrado, IMPA, 1988.

MUNFORD, DAVID Algebraic Geometry I Complex Projective Varieties
Springer-Verlag Berlin Heidelberg New York

OTTO, ENDLER. teoria dos niumeros agébricos, 2.ed. Rio de Janeiro: IMPA,
2014.

REID, MILES. Undergraduate Algebraic Geometry, Math Inst., University of
Warwick,October 20, 2013.

ROJAS, J. e Mendoza, R,. Algebra Linear e o Problemas das Quatro Retas do
Schoubert. In Revista Matematica Universitaria. no 45, p. 55-69, 2010.

SEMPLE, J.G., e Kneebone, G.T.: Algebraic Projective Geometry, Clarendon
Press, Oxford, 1952.

SHAFAREVICH, IGOR R. Basic Algebraic Geometry 1, Varieties in Projective
Space, Third Edition, Springer Heidelberg New York Dordrecht London 2010.

SKOROBOGATOV, Alexei. ALGEBRAIC GEOMETRY, December 16, 2003.

TURA, F. C., Resultante, Equagoes Polinomiais e o Teorema de Bézout. dis-
sertacao de mestrado, DM-UFRGS, 2006.

VAINSENCHER, Israel. Characteristic Classes in Algebraic Geometry, UFMG,
BH, November 26, 2012.

VAINSENCHER, Israel, Geometria Algébrica I, Notas de aula, UFMG de 9 de
setembro de 2008.

VAINSENCHER, Israel, Introducio as Curvas Algébricas Planas. Rio de Ja-
neiro: IMPA, 2005 (Matematica Universitaria).



	Introdução
	Variedades Algébricas Afins
	Conjuntos Algébricos Afins
	Variedades Algébricas Afins

	Espaço Projetivo
	Espaço Projetivo
	Conjuntos Algébricos Projetivos
	Variedades Projetivas

	Morfismos entre Espaços Projetivos
	Aplicação racional
	Produtos de Espaços Projetivos
	Mergulho de Segre

	Variedades singulares e não singulares
	Grau das variedades
	Dimensão das Variedades
	Teorema de Bézout

	Superfícies Quádricas
	Cônicas em P2 
	Quádricas em P3

	A Grassmanniana de retas no P3
	Subespaços Lineares da Grassmanniana de Retas
	Condições de Schubert
	O Cálculo de Schubert


	Blowup - Inchamento
	Teoria de intersecção

	Referências Bibliográficas

