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Resumo

Um problema classico em geometria é encontrar condi¢bes para que uma variedade seja
imersa isometricamente em outra. Neste trabalho, apresentamos condigdes necessérias e
suficientes para que uma variedade Riemanniana simplesmente conexa de dimensao 2 seja
imersa em uma variedade Riemanniana homogénea simplesmente conexa de dimensao 3, com
grupo de isometria de dimensdo 4. Veremos que tais condigoes estdo expressas em termos da
métrica, da segunda forma fundamental e de alguns dados envolvendo um certo campo de

Killing definido no espago ambiente.

Este resultado foi obtido por Benoit Daniel no artigo intitulado: "Isometric immersions
into 3-dimensional homogeneous manifolds"e possui resultados relevantes para a geometria
diferencial. As ferramentas para demonstrar o teorema sao baseadas na utilizacdo do método

do referencial movel e distribuices integraveis.

Palavras-chaves: Geometria, imersao isométrica, variedades homogéneas, distribuicao,

referencial mével.
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Abstract

A classical problem in geometry is to find conditions for one a manifold to be immersed
isometrically in another. In this work, we present necessary and sufficient conditions for a
simply connected 2-dimensional Riemannian manifold to be immersed isometrically into a
3-dimensional homogeneous simply connected Riemannian manifold with a 4-dimensional
isometry group. We will see that such conditions are expressed in terms of the metric, the

second fundamental form, and data arising from an ambient Killing field.

This result was obtained by Benoit Daniel in the paper entitled "Isometric immersions into
3-dimensional homogeneous manifolds" and has relevant resultads for the differential geometry.
The tools to demonstrate this theorem are based on use of the thechnique of moving frame

and integrable distributions.

Keywords: Geometry, isometric immersions, homogeneous manifolds, distributions, moving

frame
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Introducao

O Teorema Fundamental das Imersoes Isométricas configura na Geometria Dife-
rencial classica um assunto de grande interesse, pois proporciona resultados altamente
relevantes para a pesquisa matematica. A pesquisa por tal tema foi motivado pelos
trabalhos publicados nos tltimos anos que teve como precursor o resultado de Ossian
Bonnet [I] em 1867, onde mostra que se duas formas quadraticas definidas em um
subconjunto aberto U C R? satisfazem as equacdes de Gauss e Codazzi-Mainard, entio
existe a menos de um movimento rigido, uma tinica imersao local f : V. C U — R3, cuja
métrica induzida e segunda forma fundamental sdo as formas quadraticas dadas. Tal
resultado pode ser encontrado em [7], onde as formas quadréticas sdo apresentadas em
termos de fungoes diferenciaveis, F, F, G, e, f, g, os coeficientes da primeira e segunda

forma fundamental respectivamente.

Os teoremas de imersoes ganharam grandes proporgdes com o advento da teoria
da relatividade geral, onde a hipdtese do espago-tempo estar imerso em um espaco
ambiente de dimensao maior possibilitou a definicdo de uma nova teoria de gravitacao.
Uma primeira contribuicdo em resolver o problema de imersao das variedades, foi
dada por Schafli, em 1873, em forma de conjectura, que dizia que toda variedade
de dimensao n, munida de uma métrica analitica, semi-definida, poderia ser imersa
localmente e isometricamente em um espaco euclidiano RY, com N = n(n +1)/2, e a
veracidade dessa conjectura foi provada (porém incompleta) por Janet em 1926, sendo
resolvida completamente em 1927 por E. Cartan, ficando conhecido como o Teorema
de Janet-Cartan. Outro resultado muito importante e pouco conhecido é o Teorema
de Campbell-Magaard, que garante que toda variedade Riemanniana de dimensao n,
pode ser imersa localmente em uma variedade Ricci-flat de dimensao n + 1, reduzindo

a codimensao de n(n — 1)/2, dada pelo teorema de Janet-Cartan, para 1.

Desde entao, importantes contribuicoes foram feitas, adaptando em alguns
casos as hipdteses sobre a curvatura e/ou considerando novos espagos em que tais
variedades pudessem ser imersas, determinando sempre sob quais condig¢oes tal imersao
existe e é unica. Neste trabalho, temos como objetivo mostrar o Teorema Fundamental
da Imersoes Isométricas em variedades homogéneas de dimensao 3, provado em 2007,
por Benoit Daniel [3] no artigo : Isometric Immersions Into 3-dimensional Homo-
geneous Manifolds, onde o mesmo apresenta condigoes necessarias e suficientes para

que uma variedade Riemanniana, simplesmente conexa, de dimensao 2, seja imersa



isometricamente em uma variedade Riemanniana homogénea, simplesmente conexa,
de dimensao 3, com grupo de isometria de dimensao 4. Veremos que tais condigoes
sao dadas pelas equagoes de Gauss, Codazzi e outras duas equacoes envolvendo dados
relacionados a um certo campo de Killing unitario, definido no espago ambiente. A
prova desse resultado foi inspirada no método utilizado por Keti Tenenblat no artigo
[19], onde estende o resultado de Bonnet, mostrando que uma variedade Riemanniana
de dimensao n munida de algumas informagoes, e que satisfazem as equagdes de Gauss

e Codazzi-Mainard pode ser localmente imersa isometricamente em R,

A classificagao das variedades homogéneas simplesmente conexa de dimensao 3,
depende da dimensao do grupo de isometria que nesse caso assume os valores 3, 4 ou
6. O caso a ser tratado neste trabalho é quando o grupo de isometria tem dimensao
4. Essas variedades sdo fibragoes Riemannianas sobre uma forma espacial M?(x) de
curvatura Gaussiana constante x e admite um campo de Killing unitario ¢ tangente as
fibras. Tais variedades, sdo denotadas por E(k, 7) e classificadas, a menos de isometria,
pela curvatura da base de fibragao x, e pela curvatura do fibrado 7, onde k e 7 sao
nimeros reais satisfazendo s # 472 Quando 7 = 0, E(k,7) ou ¢ o espaco produto
H? x R ou S? x R e este teorema de imersao foi provado em [4]. Para 7 # 0, E(k, T)
serd as esferas de Berger S? para x > 0, o grupo de Heisenberg Nil3 para k =0 e o
grupo de Lie P@—(/R) para k < 0.

O trabalho ¢é organizado da seguinte forma. No capitulo 1 iniciamos estabele-
cendo a notagao, apresentando algumas defini¢oes e fatos elementares da geometria

Riemanniana, além de alguns resultados que serao utilizados no decorrer do trabalho.

No capitulo 2 apresentamos o espago ambiente e as propriedades gerais das
variedades homogéneas E(k, 7), com grupo de isometria de dimenséo 4. Descrevemos
a métrica e o referencial mével construido nessas variedades. Apresentamos ainda, as
equacoes de compatibilidade que sao condi¢des necessarias para que uma variedade

Riemanniana de dimensao 2, simplesmente conexa seja imersa em E(x, 7).

Por fim, no capitulo 3, damos a prova do resultado principal, objeto de estudo
deste trabalho. Exibimos alguns lemas técnicos e proposigoes essenciais na construcao
da prova do teorema, onde utilizamos essencialmente formas diferenciais, o método do

referencial movel e distribui¢oes integraveis.



1 Preliminares

Iniciamos o trabalho apresentando alguns conceitos e resultados de Geometria
Riemanniana que julgamos necessarios para o entendimento da dissertagao. Assu-
miremos as defini¢bes de variedades diferenciaveis, métrica Riemanniana, conexao

Riemanniana e etc.

1.1 Imersoes Isométricas

A busca de condigoes para estabelecer imersoes entre variedades tem sido
uma ampla area de pesquisa em geometria diferencial, pois possibilita relacionar as
variedades e assim obter resultados relevantes. Estabeleceremos agora os principais
conceitos da teoria de imersao e enfatizaremos o caso de hipersuperficie que sera o

mais utilizado neste trabalho.

Definicao 1.1. Sejam M e M variedades diferencidveis. Uma aplicacdo diferencidvel
[ M — M é uma imersdo se df, é injetiva para cada p € M. Se M ¢é uma variedade

Riemanniana e f uma imersao, definimos uma métrica Riemanniana em M pondo

(u,v)p = (dfp(u), dfp(v)) )

para cadap € M eu,v € T,M. Com essa métrica M é dita imersa isometricamente

e f € chamada uma imersao isométrica.

Vale ressaltar que por f ser localmente um mergulho, podemos identificar
localmente M com f(M) e cada campo X € T'M com sua imagem df(X), i.e., cada
p € M com f(p) € M e cada X, € T,M com df,(X,) € Ty, M. Como Im(df,) é
um subespaco de T, M a métrica de M decompde o espago Ty, M na soma direta

ortogonal
Tf(P)M =Im(df,) & (Im(dfp»L

e com as identificagoes feitas, podemos escrever Im(df,) = df,(1,M) ~ T,M, entao

TyM = T,M & (T,M)".

Assim, qualquer v € Tf(p)M pode ser escrito por v = v' + vt onde v" € T,M e

vt € (T,M)* sdo as respectivas componentes tangentes e normais a M.

3



Observagao 1.1. Indicaremos com uma barra, os elementos referentes a M. X(M)
denotard o conjunto dos campos diferencidveis e tangentes a M e X(M)* o conjunto

dos campos diferencidveis e ortogonais a M.

Se X,Y € X(M) sao campos locais em M, e X,Y sdo extensoes locais a M,

entdao VY (p) € T,M e assim

VxY(p) = (VxY(p)" + (VxY(p)* (1.1)

E possivel mostrar que (VY (p))" = VxY (p) para cada p, ou seja a conexio
Riemanniana relativa a métrica induzida de M é a componente tangente de VY .

Sendo (VxY)* ortogonal a M, e de [1.1] temos
(VxY) = VgV - VxY.
Com isso, tem-se a seguinte

Proposicao 1.1. Seja U C M aberto. Se X, Y € X(U), a aplicagio B : X(U) x
X(U) — X(U)* dada por
B(X,Y) =VgY — VYV

é bilinear e simétrica.
Demonstragio. Veja [5] pag. 140. O

Usando as propriedades da aplicacao B podemos definir a segunda forma
fundamental. Sejap € M e n € (T,M)*. A aplicagdo H, : T,M x T,M — R dada
por

Hy(x,y) = (B(z,y),n), z,y € TpM,

¢ uma forma bilinear simétrica.
Defini¢ao 1.2. A forma quadrdatica 11, definida em T,M por
11, (z) = Hy(z,z)

é chamada a seqgunda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal 1.

Da algebra linear, é sabido que cada forma bilinear simétrica esta associada
a um operador linear auto-adjunto S, : T,M — T,M, (garantido pelo teorema da

representagao de Riez) dado por
<S77<.I‘), y> - Hn(% y) - <B<‘T7 y)7 T]>

4



S, € chamado operador forma segundo o vetor 7. Se X,Y e N sao extensoes locais de
x,y en com X,Y tangentes a M e N normal a M, segue que (N,Y) =0 e usando a

compatibilidade com a métrica tem-se

(Sy(x),y) = (B(X,Y)(p), N) = (VxY = VxY,N)

(
= (VxY,N)(p) = —(Y.VxN)(p)
= <_va7 y) = <—(V$N)T, y) + <—(V$N)L,y>
Como y é arbitrario segue da propriedade do produto interno que S,(z) = —(V,N)T.

No caso em que a codimensio da imersio é 1, ie., f: M" — M, f(M)c M
é entdo denominada uma hipersuperficie. Quando M é uma hipersuperficie, hd apenas
duas escolhas para o vetor 7 normal unitario & M. Se M e M sao ambas orientéveis,
entdo o vetor 1 é univocamente determinado se exigirmos que sendo {ey, ..., e, } uma
base na orientagao de M, {es, ..., ,,n} seja uma base na orientagao de M. Como S, é
linear e auto-adjunto existe uma base ortonormal formada por autovetores { £, ..., E, }
de T,M, que a diagonaliza ou seja, S,(E;) = k;E; com i = 1, ...,n. Denominamos E;

direcoes principais e k; curvaturas principais.

1.1.1 A equacado de Gauss e de Codazzi

Usaremos a seguinte convencao para o Tensor curvatura R de uma variedade

Riemanniana M com conexdo Riemanniana V.

R(X,Y)Z = VyVxZ —VxVyZ + VixyZ.

A seguir mostraremos as principais equagoes de uma imersao isométrica, cuja

prova podem ser encontradas em [5].
Proposicao 1.2. (Equagio de Gauss) Para todo X,Y,Z,W € X(M) wvale

(RIX,Y)Z,W)=(R(X,Y)Z,W) - (B(Y,W),B(X,Z)) + (B(X,W), B(Y, Z)).
Demonstragio. Veja [5] pag. 145. O

Para o caso de hipersuperficie a equacao de Gauss se torna

Corolario 1.1. Se dim M — dim M =1, entdo a equacio de Gauss tem a forma:

5



Demonstragio. Como B(X,Y) € X(M)* e se N é o vetor unitario normal a M, entdo
B(X,Y) = (B(X,Y), N)N

mas, (B(X,Y),N) = (SX,Y), onde SX = SyX ¢ o operador forma. Substituindo na

equacao de Gauss temos

(RIX,Y)Z, W) — (R(X,Y)Z,W) = (SX, Z)SY,W)(N,N) — (SY, Z)/(SX,W)(N, N)
= (SX, Z){(SY, W) — (SY, Z)/(SX,W).

[
Proposigao 1.3. (Equacio de Codazzi) Para todo X,Y,Z € X(M) en € X(M)* vale
(R(X,Y)Z,m) = (Vy B)(X, Z,n) = (VxB)(Y, Z,n),
onde por definicao
(VyB)(X, Z,n) = Y(B(X, Z),n)—(B(VyX, Z),n—(B(X,VyZ),n)—(B(X, Z), Vyn).
e Vyn = (Vyn)*.
Para o caso de hipersuperficie, uma vez fixado 7 vetor unitario normal a M,

tem-se que Vyn é tangente a M, ou seja (Vyxn,n) = 0.

De fato, como (n,n) = 1 entao
0= X(n,n) =2(Vxn,n). Segue que (Vxn,n) = 0.

Logo, Vxn = (Vxn)" = Vxn.
Podemos expressar a equacao de Codazzi por

(R(X,Y)n, Z) = (VyVxn —VxVyn+ Vixym, Z)
VyVxn—=VxVyn+ Vixyn, Z)
VyVxn+ B(Y,Vxn) = VxVyn — B(X,Vyn) + Vixymn, Z)
VxSY — VySX — S[X,Y], Z)

{
{
{
{

jd que B(X,Y) é normal a M e —Vxn = SX.

1.2 Submersao Riemanniana

Nesta se¢do mostraremos as principais defini¢oes e resultados de uma fibracao

e submersao Riemanniana, que serao tteis no decorrer deste trabalho.



Definicao 1.3. Sejam M, M wvariedades diferencidveis. Uma aplica¢io F: M — M ¢

chamada submersio se dFy é sobrejetiva em cada ponto p € M.

Para cada p € M , a fibra F~'(p) = F, é uma subvariedade fechada de M e
um vetor tangente de M tangente a algum Fj,, p € M, é chamado um vetor vertical
da submersao. Se M tem uma métrica Riemanniana g em cada ponto p € M, entdo o

espago tangente Tz M decompde-se em uma soma direta ortogonal.

onde V; := Ker(dF;) = TpF, é o espaco vertical e Hp := V5 é o espago horizontal.

Logo, todo vetor u € Tz M pode ser escrito como

w=u"+u’, com u"e Hzeu"” € V.

Nesta situagao definimos

Definigdo 1.4. Sejam (M,q),(M,g) variedades Riemannianas. Uma submersio

F:M"™" = M" ¢ chamada uma submersio Riemanniana se
sempre que X e Y sdao horizontais.

Exemplo 1.1. Se M, x My € um produto Riemanniano, entao as projegcoes naturais

mi s My X My — M;, i = 1,2, sao submersoes Riemannianas.

Vejamos o que ocorre para 7. Sejam (Uy x Us, @), (U;,1);) estruturas diferen-
ciaveis para My x My e M;, i = 1,2 respectivamente. Entao a representacao local de

71 é dada por 7, = (Y om o) U x Uy — Uy. Se ¢ = (q1,q2) € Uy x Uy tem-se

T1(q) = (Y1 " om0 9)(q)
=7 (m (Y1 (q1), Ya(g2))
=7 (Wi(q)) = 1.

Logo, 71 é a projecao U; x Uy — Uy entre abertos do espago euclidiano, que é
diferenciavel, ja que 7 ¢ linear e mais dm; = Ty, Uy X Ty, Uy — T, (Ui, € a aplicagao
de projecao (dmy),(v1, v2) = vy, pois se a : I — Uy x Uy é uma curva diferencidvel, tal
que a(0) = (1(0),a2(0)) = g e &/(0) = v = (v1,v2) € Ty (U x Us) temos

d

(@m)y0) = Smoaln)| =

= (aa(t)

t=0

t=0

7



que é sobrejetora, pois todo vetor wy € Tz Uy é imagem de v = (wq,u2). Com
isso, d7 é a projegao T,(M; x M) — Tp, M, que ¢é diferenciavel. Resta mostrar que
9(z,y) = g1((dm),(x), (dm),(y)) para todo x,y € (Ker dm )+, onde g e g; denotam
as métricas Riemanniana de M; x My e M; respectivamente.

De fato, sendo (dm),(z1,z2) = 1. Observe que
Ker(dm), = {(z1,22) € Tp, My x Tp,Ms;21 =0} < Ker(dm)={0} x Tp, M.

Logo, V, = {0} x T}, M, e consequentemente H, = T, M; x {0}.

Com isso, se z,y € H,, entdo x = (x1,0) e y = (y1,0) e

g(z,y) = g1 ((dm)p(@), (dm),(y)) + g2((dm2)p(2), (d72), (y))
= g1((dm1)p(2), (dm)p(y)) + 92(0,0)
= g1((dm)y (@), (dm1),(y))-

Exemplo 1.2. Seja TM = {(p,v);p € M,v € T,M} o fibrado tangente de uma

variedade Riemanniana M. Se TM estd munido com a métrica:

(V. W)y = (s(V), A1)+ (O Z0))

onde V,W € T, TM, ou seja existem curvas em T M
a(t) = (p(t),v(t) e B(t) = (q(t), w(t))

tal que a(0) = (p(0),v(0)) = (p,v) = B(0) = (¢(0),w(0)) e &/(0) =V, 3'(0) = W. Com
Ly (0), Bw

€ uma submersao Riemanniana.

(0) as derivadas covariantes de v e w em 0. Entdo a proje¢io m: TM — M

Inicialmente, devemos mostrar que 7w é uma submersao. Semelhante ao exemplo
anterior, observa-se que a representacao local de 7 é uma projecao 7 : R” x R" — R"

que ¢ diferenciavel e assim vimos que 7 é uma submersao. Resta provar que

(VW) (poy) = (dm(V),dm(W)), para V,W horizontais.

Observando a métrica do fibrado é suficiente provar que <%(0), %(0» = 0 sempre
P

que V, W sao horizontais. Usaremos a seguinte afirmagao:

Dada uma curva a(t) = (p(t),v(t)) em T M, o/(t) é horizontal se, e se somente

se v(t) é um campo paralelo ao longo de p(t).

De fato, por definicio o/ (t) € Hy) se, e somente se, para qualquer X € Vi) =
Ker(dm), tem-se (o/(t), X) = 0, mas observe que

Ker(dr) ={V € T, wIT'M,dn(V) = 0}.

8



Seja V € T(nT'M, isto é V = o/(0) com a(t) = (p(t),v(t)) uma curva em TM e
a(0) = (p,v), logo V = (p'(0),2(0)), mas sendo dn (V') = p/(0) tem-se que

dr(V)=0 <« p(0)=0, logo Ker(dr)={0} xv'(0).
Assim para cada t, tem-se que X € V) entdo X = (0,2/(¢)) e

Dv Dz > Do (1) = 0.

0 = (! (8), X) = (de(@(1)), dr(X) = ((1),0) + (/0. 0)) &

Portanto, v(t) é paralelo ao longo de p(t). Usando essa afirmagao, segue que se

V, W sdo vetores horizontais entdo 2% (0) = 2¢

o = 22(0) = 0 e isso finaliza a prova.

Na presente situacio, se X € X(M), definimos o levantamento horizontal X

de X, o campo horizontal dado por dF;(X(p)) = X (p), ou seja, o campo X € X(M)

F-relacionado com X. Pelo Lema 4.8 de [13], tem-se que X é diferencidvel.

A proposicao seguinte apresenta as principais propriedades de uma submersao

Riemanniana.

Proposicao 1.4. Temos as sequintes propriedades para uma submersao Riemanniana
7 m+n
F: M — M".

1. Sejam V e V as conexoes Riemannianas de M e M respectivamente. Entao

VY = (VyY) +

=l

(X, Y]

N —

onde Z° é a componente vertical de Z e X o levantamento horizontal de X.

2. Sejam X, Y, Z, W € X(M),X,Y,Z, W seus respectivos levantamentos horizon-

tais, e sejam R, R os tensores de curvatura de M e M respectivamente, entdo

3. Sejam K, K as curvaturas seccionais de M e M. Se o é o plano gerado pelos

vetores ortonormais X,Y € X(M) e @ é o plano gerado por X,Y, entdo

Uma situagao particular de uma submersao, surge quando as fibras de uma

submersao admitem um campo de Killing.
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Definigao 1.5. Sejam M uma variedade Riemanniana e X € X(M). Sejam p € M,
U C M uma vizinhanga de p e ¢ : (—e,e) X U — M uma aplicagio diferencidvel
tais que para todo q € U a curva t — ¢(t,q) € a trajetoria de X passando por q
emt=0. X é chamado um campo de Killing se para todo ty € (—¢,¢€), a aplicagcao

Y1, U C M — M € uma isometria.

Vale a seguinte equivaléncia
X é Killing se, e somente se (VyX,Z) +(VzX,Y) =0paratodoY,Z € X(M),

tal equagao é chamada a equacao de Killing.

Uma submersao é chamada submersdo de Killing, se suas fibras sao trajetorias
de um campo de Killing. Associada a uma submersao de Killing existe uma funcgao

real 7 : M — R que satisfaz a

Proposigao 1.5. Seja M uma submersao Killing, V, N\ e X sua conexdo Riemanniana
e o produto exterior e produto vetorial respectivamente e & um campo de Killing ao
longo das fibras de M. Entdao

VxE=17XNE=17X XE, para todo X € X(M).

Demonstragdo. Veja [10]. O

1.2.1 Fibrados Vetoriais

Admitiremos que M e E sao espagos topologicos.

Definicao 1.6. Um fibrado vetorial de posto k sobre M € um espaco topoldgico E junto

com uma aplicacdao continua sobrejetiva m: E — M satisfazendo:

(i) Para cada p € M, o conjunto E, = 7 '(p) C E( chamado as fibras de E sobre

p) € dotado com uma estrutura de um espago vetorial de dimensao k.

(ii) Para cada p € M, existe uma vizinhang¢a U de p em M, e um homeomorfismo
@7 Y (U) = U x R* (chamado uma trivializagdo local de E sobre U), tal que o

sequinte diagrama comuta

7Y U) U x RF
NgP’s



(onde w1 € a proje¢ao no primeiro fator); e tal que para cada q € U, a restrigio

de & a E, é um isomorfismo linear entre E, e {q} x RF = R*,

Quando M e E sao variedades diferenciaveis, m é diferenciavel e @ pode ser
escolhida sendo um difeomorfismo, entdao E ¢ localmente difeomorfa ao produto U x R¥,
e é chamado um fibrado vetorial diferencidvel. O espago E é chamado espaco total do

fibrado, M sua base e m sua projecao.

Exemplo 1.3. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n e TM seu fibrado
tangente. Munido com a projecio natural (p,v) — p, TM é um fibrado vetorial de

posto m sobre M .

De fato, tomando uma estrutura diferenciavel (U, ¢) para M, e munindo T'M
com a estrutura de variedade diferenciavel de dimenséao 2n, dada por (V, @), onde V é um
aberto de TM e ¢(p,v) = (¢(p), (v1, ..., v)) € (U)xR"™. Definimos @ : TM — U xR"
pondo &(p,v) = (p, (v, ...,v,)), onde (vy,...,v,) € R™ estd escrito na base canonica de
R™. Observe que m o @ = m. E tomando, a aplicagdo 6 : U x R" — o(U) x R™ por
0(q, (v1,...,v)) = ((q), (v1, ..., vn)), 1., 0 = (@, Idgn), segue que

0o QS(pa U) = ‘9((])7 (Uh ) Un))) = (80(])), (Ulv “'7Un>>’

ou seja, # o ® = @, e como ambas 0, sao difeomorfismos, segue que @ também é.
Assim @ é um trivializacao local diferenciavel e portanto TM é um fibrado vetorial

sobre M.

Mais detalhes e resultados da teoria de fibrados vetoriais podem ser encontrados
em [13].
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1.3 Formas Diferenciais e Referencial Movel

Nesta secao apresentamos a definicao de formas diferenciais e a técnica do
referencial mével, contetido indispensavel no percurso dessa dissertagao. Mostraremos
as equacoes de estrutura para uma variedade Riemanniana de dimensao n e definimos

algumas 1-formas especiais que utilizaremos ao longo do trabalho.
Dado um espago vetorial real V' de dimensao finita, dizemos que uma aplicagao
T:V x...xV —=Ré k-linear, se é linear em cada entrada, ou seja
T(xy, . i+ Ay, oy xp) = T(x1, ooy Ty ooy ) + AT (21, 0, Y, oo, )
com A € R. T é alternada se
T(x1, ey Ty ooy Ty oy ) = =121, oy Xy o, Ty oo, X)),

para quaisquer i # j = 1,..., k.

O conjunto de todas as aplicacoes k-lineares e alternadas munido com a soma
e produto por escalar usuais de func¢ées é um espacgo vetorial, o qual denotaremos
por A¥(V*), onde V* denota o dual de V ( i.e., o conjunto das aplicacoes lineares
T : V — R). Definimos uma k-forma, sendo uma aplicagdo w : V — A¥(V*) que

associa a cada z € V uma aplicagdo w(x) € A*(V*).

Em particular, define-se uma k-forma exterior em R™ como a aplicacdo que a
cada ponto p € R™ associa a aplicagio, w(p) € A*(T,R")*. Definindo o produto entre

1-formas por:

((101 A P2 JARRIAN @k)(vly sy Uk) = det(spl(vj)) Z?.] = 17 [RXD) ka
onde ¢y, ..., pr € (T,R™)* temos um elemento o1 A o A -+ A @), € A¥(T,R").

Pelas propriedades da aplicagao determinante e de cada ¢;, segue que de fato

Y1 A A - A € uma k-forma em R™.

O produto A, é chamado de produto exterior. Uma base para (T,R")* é dada
por {dzy, ...,dz, },, onde (dz;), é a diferencial da aplicagdo de projecdo z; : R" — R
na i-ésima coordenada, no ponto p, entdo o elemento (dxy), A (dz2), A -+ A (dzy), €
A™(T,R™)* é uma base para as n-formas em R", como podemos verificar na seguinte

proposicao.
Proposicao 1.6. O conjunto
{(dxiy N Ndxy,)p,in <idg < -+ <ip,i; € {1,--- ,n}}.
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forma uma base para A*(T,R")*.

Demonstragio. Veja [§] O

Segue da proposicao que cada w(p) € A*(T,R")* pode ser escrita como

W(p) - Z Qg .. zk d(L’Zl A dl’ik)p, ij € {1, ...,TL},

11 < <tp

onde a;,..;, sao funcoes reais definidas em R". Quando a;,..;, sao fungoes diferencidveis

w é chamada uma k-forma diferencial.
Para simplificar a escrita usaremos a seguinte notagao, w Z ar(p)dzr(p

onde I denota a k-upla (i1,...,1),01 < -+ < ig,0; € {1,...,n}. Conven(:lonaremos,

também que uma O-forma diferencial em R" é uma funcao diferenciavel f : R® — R.

Exemplo 1.4. 1. Toda aplicacao linear ¢ : 'V — R ¢é alternada, ja que nao é

possivel violar a condicao de ser alternada. @ é um exemplo de uma I1-forma.

2. O determinante de uma matriz m X m poderd ser considerado como uma forma
m-linear alternada det € A™(RT')* se pusermos det(vy, ..., v,) = determinante

da matriz m X m cujas colunas sao os vetores v;.

A seguir definimos a soma e o produto exterior entre formas.

Se w e ¢ sao k-formas com
w = Za;d:v; e p= Zb;dm;,
T T
entdo w + ¢ ¢ uma k-forma dada por

w+ o= (as+br)dz;.
T

Se w é uma k-forma e ¢ uma s-forma, o produto exterior w A ¢ é uma (k+s)-forma
dada por
WA p= Z arbjdz; Adz;, onde.
1J

w:Zaldxl @szdeJ.
I J

O produto exterior possui as seguintes propriedades:

Proposigao 1.7. Sejam w uma k-forma, ¢ uma s-forma e 8 uma r-forma. Entdo
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a) (WAP)NO=wA (pAD),

b) (whyp)=(-1)*oAw,

c) wA(p+0)=wAp+wAb, ser =s.

Demonstracio. Veja [§] O

Definicao 1.7. Seja f : R® — R™ uma aplicacio diferencidavel. Entao, f induz uma
aplicacao f*, que leva k-formas em R™ em k-formas em R" e é definido como segue.

Seja w uma k-forma em R™. Entao, f*w € a k-forma em R™ dada por

(frw) (@) (1, -, ve) = w(f (P))(dfp (1), ..., dfp(vk)).

onde p € R",vy,...,vp € T,R" e df, : T,R" — T(5,)R™ € a diferencial da aplicagdio f

em p. Convencionamos que, se g € uma 0-forma, entio f*(g) =go f.

Definimos a derivada exterior de uma forma exterior por

Definicao 1.8. Seja w =Y aydxy uma k-forma em R™. A derivada exterior dw de w

¢ uma (k+1)-forma, definida por

dw:Zda[/\d.T].
I

A derivada exterior goza das seguintes propriedades.
Proposicao 1.8. a) d(wy + wy) = dwy + dwy, onde wy e wy sao k-formas.
b) dwAp)=duAp+ (=10 A dp, onde w é uma k-forma e v é uma s-forma.
¢) d(dw) = d*w = 0.

d) d(f*w) = f*(dw), onde w é uma k-forma em R™ e f : R"™ — R™ é uma aplicagdo

diferencidvel.

Demonstragao. Vamos provar os itens b) e ¢). O item a) segue direto da definigao e o

item d) o leitor pode verificar em [8] ou [13].
b) Sejam w = Zaldxl ep= Z bydz ;. Entao
T 7

d(w A ) = d(asby) ANdz; Adzy

1J
= ZdeCL[/\dl‘]/\dl‘]‘{'zajdbj/\dl']/\dxj
1J 1J
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Por outro lado

b
dby Aday =3 x‘]dx] (daiy A~ Adzy,)

b
=(-1) E g;dx“ Ndxj; Adag, A--- ANday,
j

b
=(-1)"> ngdam1 Adzi, A -+ Adx, Ade;

J

= (—1)*dz; A dby,

Zdeaf/\dasf/\de:dw/\go.
1J

Assim,

dlwAp)=dw A+ (— Zaldxf/\deAde
17

=dw A ¢+ (—1)*w A dp.

Vamos provar o item c) para o caso k = 0. Se w é uma 0O-forma, entdo w é uma

fungao diferencidvel f: R™ — R. Assim

d(df>:d(zg£ ) g(ax>daz

7j=1

j=14i=1

Abrindo os somatérios e usando o fato, dz; A dz; = —dx; Adx;, para i # j e
dx; A dz; = 0, obtemos

i<j 8;1:18% 8:1]18&3]

0%f __ 0%*f
Oxi0x; —  Oxj0x;”

acima ¢ zero e isso finaliza a prova.

Mas, f é diferenciavel, logo Portanto a diferenca na equacao

Para o caso geral, pelo item a) basta tomar w = a;dz, com a; # 0. Pelo item
b), temos que
dw = day A dzy + ard(dzy).

Mas, d(dz;) = d(1) Adz; = 0. Entao
d(dw) = d(day A dzy) = d(dar) A dzy — da;d(dz;) =0
Ja que d(dar) = 0, pelo caso k = 0 e d(dz;) = 0.
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]

Dada uma variedade diferenciavel M, como em cada ponto p € M, o espaco

tangente T, M em p, ¢ um espaco vetorial, definimos uma k-forma exterior em M por.

Definigao 1.9. Seja M™ uma variedade diferencidvel. Uma k-forma exterior w em M

é a escolha, para cada p € M, de um elemento w(p) € A*(T,M)*.

Podemos estender de R" as defini¢oes de operagoes e diferenciabilidade para
formas exterior em variedades da seguinte forma. Dada uma k-forma exterior em
M"™ uma variedade diferenciavel, a representacao de w numa dada parametrizagao
fo : Uy = M"™ em torno de p € f,(Uy,), é a k-forma exterior w, em U, C R", dada por

Wa (V1 oy U) = w(dfo(v1), ..., dfa(vr)), vi,...,0x € R" ou seja, wy, = f*w.

Pode-se verificar que a definicdo de representacao de uma forma exterior em

variedades, nao depende da vizinhanga coordenada. Veja [§].

Definicao 1.10. Uma k-forma diferencial em uma variedade diferenciavel M™ é uma
k-forma exterior tal que, em algum dos sistemas de coordenadas (donde em todos), sua

representacdo € diferencidvel.

Por essa definicao todas as operagoes para formas diferenciais em R"™ podem
ser estendidas a formas diferenciais em M", por meio de sua representacao local.
Em particular, se w for uma k-forma diferencial em M™, entdao dw é a (k+1)-forma
representada por dw,, se w, for a representacdo de w, numa dada parametrizagao f,

de M™.

Dados dois campos diferenciaveis X,Y € X(M") o colchete [X,Y] é também
um campo diferencidvel dado por: [X,Y]f = (XY — Y X)f para cada f diferencidvel
definida em M". Existe uma relacao muito importante entre a derivada exterior e o

colchete, tal relacao é o contetido da proposi¢ao seguinte.

Proposicao 1.9. Para quaisquer 1-forma diferencidvel w e campos diferencidveis X e

Y em M, vale
dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) —w(X,Y]). (1.2)

Demonstracao. Sendo w uma 1-forma, tem-se que w pode ser expressa localmente como

soma de termos da forma gdf com f, g fun¢oes diferencidveis.E suficiente provarmos o
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caso w = gdf. O primeiro membro da equacao (1.2 é
dw(X,Y) = d(gdf)(X,Y) = dg A df(X,Y)

= dg(X)df(Y) — dg(Y)df(X)
=XgYf—-YgX/f.

O segundo membro é

X(gdf(Y)) = Y (g9df(X)) — gdf([X,Y])

— X(gY )~ Y(gX]) — g[X, Y]}
=XgYF+gXYf—-YgXf—9gYXf—gXY[f+gYXSf
=XgYf—-YgX/f.

Com isso, tem-se a igualdade das expressoes. O

1.3.1 O Referencial Mével

Definicao 1.11. Seja M™ uma variedade Riemanniana. Sejam U C M™ um conjunto
aberto e ey, ..., e, campos vetoriais diferencidveis em U, tais que, (e;, e;), = 5;-, para
cada p € U onde 8} =0 sei # j e 1sei=j. O referencial {ey,...,en} € chamado

referencial movel ortonormal.

Todo p € M, possui uma vizinhanga que admite um referencial movel, pois
se (x1,...,2,) sdo coordenadas diferencidveis em U C M, vizinhanga de p, existe
{0x1,...,0x,} base de T,M em cada p, aplicando o processo de ortonormalizagdo de
Gram-Schmitd para a base {Jx1,...,0z,} em cada p € U, tem-se um referencial mével

ortonormal. Indicamos [6] para mais detalhes.

Para cada p € U seja {(w'),, ..., (w™),} a base dual de {(¢;),}, ou seja w'(X) =
(X, e;), para todos i = 1,...,n e X € X(M). Observe que cada w’ define uma 1-forma.
Outras 1-formas de grande importancia sao as formas de conexrdao que passamos a

definir. Seja V a conexao de Levi- Civita e (-, -) a métrica Riemanniana de M".

Definicao 1.12. As formas de conexio de U C M™ no referencial {ey, ..., e,} sdo as

1-formas w;'-, definidas por

w!(X) =(Vxej &) para cada X € X(M).

Pelas propriedades da conexao, tem-se que de fato cada Lu; sao 1-formas dife-

renciais em U. Pela compatibilidade da conexao com a métrica, temos

Wi(X) = (Vxej,e) = Xlej,e) — (e, Vxei) = —w](X).

J
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Logo, w;. = —wf, para todo 4,j = 1,...,n. Em particular w! = 0.

A seguir apresentaremos as equacoes de estrutura, definidas numa variedade
Riemanniana de dimensao n. Seja (V,ds?) uma variedade Riemanniana de dimenséao
n, com V sua conexao Levi-Civita, R o tensor curvatura riemanniano, S um campo de
operadores simétricos S, : T,V — T, V. Seja {ey, s, ..., €, } um referencial ortonormal

2

local em V com e, ; normal a V e {w!,w? ...,w"} a base dual de {ey, €3, ...€, }, i.e.,

w'(ex) = 0;.

Temos também
W ep) =0, VE=1,2,..,n.

Definimos as formas w?, wi*' w? ;e wit] em V por

wi(er) = (Ve,e5,€),

Wit (ex) = (Sex. €5),
w1 = —with, (1.3)
=0

As 1-formas acima, estdo bem definidas e como {e;} é ortonormal, obtemos

Veej =Y wiler)es, Sex =Y wit(er)e;.
i J

Pela multilinearidade do tensor curvatura R tem-se para X,Y, Z, W € X(V).
R(X,)Y,Z, W) = (R(X,Y)Z W)
= Z $iyjzkwl<R(eia€j)€kael>

Z'7j7k7l

Para simplificar a notagio, denotaremos RL;, = (R(e;, e;)e, er).

Proposicao 1.10. As sequintes equagoes sao vdlidas:

dwi+Zw;/\wp:0, (1.4)
p
Y Wit Aw? =0, (1.5)
p
% % 1 %
dwl 4w AWl = _izk:zl:Rk,jkawl, (1.6)
p

Aot > wrtt AW = 3N (Ve Ser — Ve, Se — Slex, el e)w AWl (L7)
p k1

DO | —
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Demonstragdo. Pela Proposicao [1.9]
dw'(ep eq) = ep(w'(eq)) — eq(w'(ep)) — w'([ep, €4])
= —w'(Veeq — Ve,ep)
= —w'(Veeq) +w'(Ve,ep)
= —(Veeq €)+ (Ve ep, €)
= —wylep) T wpleq).

Para ¢ < p temos

n

S" A (e eq) = 3wk (ep)t(eg) — wihen) (e}

k=1 k=1
= wi(ep)w (eg) — wileq)w' (ep) + ... + wylep)w(eq) — wylep)w?(ep) + ...
+wy(ep)w”(eq) — wy(eg)w (ep) + ..+ wy(ep)w" (eq) — Wy, (eg)w" (ep)
= Wé(ep) - w;(eq).
Somando os resultados, obtemos a equacao .
dwi+2w;/\wp:0
p

Para a segunda equacgao basta lembrar que S é auto adjunto

n

Z AW Jep eq) = Wngl(ep) - Wgﬂ(eq)
k=1
= <S€pv €q> - <S€q> €p>
= 0.

n
Para provar a equacao (1.6, observe que dado v € T,V, entdo v = Z vRer €
k=1
n

n n
wi(v) = w;(z Vger) = Z vpwi(ex) = Z en€js €i)-
k=1 k=1

mas,

w*(v) = kawk(ek) = V.
3

Logo,

n

wé(v) = Z(Vekej,ei)wk(v) ie., wé = Z(Veke],eiwk.
k=1

k=1
Tomando a derivada exterior de wj-

dwf = > d(Veej, e)w”
k=1

= ;[d{Vakej, ;) AW + (—1)0<Veke]~, e;)dw"]. (1.8)

19



Como d(V.,e;, e;) ¢ uma 1-forma, entao
!
d(Ve,e;,e;) Zalw = d(Ve.e),e)( Zalw e;) = aj.

Assim,

n
!
d(Ve,e;, ;) Zd Veo€j,€i)(e)w Zel en€js €W -

=1 =1

Segue da equacao que é igual a
ZZ@; Vekej,ezw/\w —ZZ e],e,wl/\w

k=11=1
n n n n
= E E ex € elei>wl A wk + <velvek€ja 6i>wl N wk) - Z Z ex €5 €i
k=11=1 k=11=1

Além disso, como wf =Y (V. e, ex)w?, temos
q

n n
ZZ ej,ezwl/\w =

k=11=1

NE
NE

£
Il
—
o~
Il

1g=1

I
[M]=
M=

(v

n
1 Z eq€ls ek

l

lq

lq

||M:

!
Vveqelej, enwl ANw'.

~

pois, Ve, e = Z(Veqel, ex)ex. Por outro lado

k
n . n n n
S w Al = Y3 N (Ve ) (Veej, ep)u’ Awh
p=1 k=11=1p=1
n n n
- = Z Z Z<vezew ep)(Ver€js ep)w’ Aw
k=11=1p=1
n n
= > Y (Vge, Ve Aw
k=11=1

Trocando os indices g por [ e [ por k em (1.9)), obtemos

n n n

du);. + Zw; A W§ = Z Z((@i, Velvekej - Vvelekej>)wl N wk'

p=1 k=11=1
Portanto

2(dw! + > wl AWf) = >
p

=1

M:

! k
((€i, Ve, Ve, €5 — VvElekej>)w Aw

£
o~
I

1

_I_
[M]=

k=11=1

20
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!
Z er€i» €i) (Ve e, en)w? Aw

!
ej, eyw! Aw

> (e, Ve, Ve, — Vvelekej))wl AWk,

wl/\w

(1.9)

(1.10)



Trocando os indices k por 1 na segunda parcela e usando o fato que w® A w! = —w! AwW*.

Z Z(<6i7 velvekej - vekvezej + vvekezej - Vvel6k6j>)wl A wk
1

2(dw! + Y wh Awf)
p

bl
I

L
X

((eiv vezvekej - Vekvelej + V[ekyez]ej»wl A wk

I
NE
NE

B
Il
—
—~
Il
—

n

> Rex, er)ejyw' Aw”

1i=1

n n .
-3 > R}djwk Al

k=11=1

M:

—~

67,’

B
Il

Portanto temos a equagao (|1.6))

Para provar a equacao (1.7)), utilizaremos w"“ > (Sex, ej)w”, para obter
k=1

dwit = 3 (d(Sex, ;) AW’ + (Sey, €;)dw’)

k=1
n
= > Y e(Sep e)w Awt =3 (Sey, e)wp Aw
k=11=1 k=11=1
n n
= Y Y (Ve Sep, e5)w' Aw® + (Sex, Ve,e5)w! A wh)
k=11=1

|
M=
WE
[M]=
)
x>
o
<
D
€
<
>
&

Como S é auto-adjunto, temos

n n n

Z ZSek,eJ ek,Veqel>wq/\wl =

k=11=1¢=1

n
!
Z Se;, ex) (e, Ve,er)w! Aw

k=1

M=
[M]=

N
Il
—
<
I
_

(Sej, Ve, e)w! AWl

I
NE
NE

~
Il
—
Q
Il
—

Por outro lado
n

n+1 P __
pr /\wj -

p=1

(Sex, ep)w® A Wb

M=
M=
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Concluimos que
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Usando o fato w® A w! = —w! A wk, obtemos

M:

2dw ™+ Wit AW = Y

p:l =1

(ej, Ve, Sey — SV, er)wt AwP

>
T

1

Z ej, Ve, Sep — Svekel>wk A w!

11=1

_|_
™M=

Y

n
= 2
=1
n

= 2

HM:

6ZS€k VekSel + SVekel SVelek>w A WP

ol

\Y
1
\Y

(e
(e

M:

aSer— Ve, Sep — Sler, e])w” AWl

Y

e
—
~
Il

—_

1.4 Distribuicoes

Ao longo dessa secao, apresentamos a defini¢do de distribuigao, distribuicao inte-
gravel e alguns resultados dessa teoria, que servirao como ferramenta na demonstragao

do resultado principal desse trabalho.

Definicao 1.13. Seja M uma variedade diferencidvel. A escolha de um subespago
linear k-dimensional D, C T,M, em cada ponto p € M ¢é chamada uma distribuicao

k-dimensional.

Uma distribuicao é dita ser diferencidvel, se a unido de todos os subespacos
forma um subfibrado diferenciavel D = U,ep Dp C T'M.

O préximo lema da um critério para garantir quando uma distribuicao D é

diferencidvel.

Lema 1.1. Seja M uma variedade diferencidvel e suponha que D C TM é uma
distribuicao k-dimensional. Entdo D € diferencidavel se, e somente se a sequinte
afirmagdo € satisfeita: Em cada ponto p € M existe uma vizinhanca U sobre o qual
existem campos de vetores diferencidveis Yi,...,Yy : U — TM tal que, Yi|,, ..., Yilq

forma uma base para D, em cada g € U

Na condigdes do Lema, dizemos que D é a distribuigdo (localmente) gerada

pelos campos vetores Y7, ..., Y;.

Suponha D C TM uma distribuicao diferencidavel. Uma subvariedade imersa

N C M é chamada uma variedade integral de D se T,N = D,, em cada ponto p € N.
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Dizemos que uma distribuicao é integrdvel se cada ponto de M esta contido em uma

variedade integral de D.

A primeira questao a analisar, é quando uma distribuicao é integravel. Antes

disso vamos ver alguns exemplos.

Exemplo 1.5. a) Se X ¢ qualquer campo de vetor diferencidvel em M que nunca

b)

se anula. Entao X gera uma distribuicao diferencidvel de dimensdo 1 em M. A

imagem de qualquer curva integral de X € uma variedade integral de D.

De fato, como X, # 0 para todo p € M, entao span{X,} = D, é um subespago
de dimensdao 1 de T,M, logo D é uma distribuicio em M e pelo lema anterior D
¢ diferencidvel. Seja o : I — M wuma curva integral, ou seja o/ (t) = Xo) para
todot € I CR. Como a(t) € M, sejaty € I, e Tougya(t) C Tawn)M, o espago
tangente de a(t) no ponto a(ty). Mas,

Tutoyr(t) = span{a’(to) } = Day),

sendo to arbitrdrio, seque que Tyuya(t) = Doy, para todo a(t) € a(l) e assim

concluimos que o é uma variedade integral para D.

Defina uma distribuicao em R™\{0}, tomando D, como o subespago de T,R™
ortogonal ao vetor radial E1|p = inaxi (p). Se estendermos Ey a um referencial
i=1

local diferencidvel {Ey, ..., E,} e aplicando o processo de Gram-Schmidt, entio D
é localmente gerado por {Es, ..., E,}. Assim, D € uma distribui¢io de dimensdo
(n—1) em R™\{0}. Ao longo de cada ponto p € R"\{0}, a esfera de raio |p| em
torno de 0 é uma variedade integral.

Com efeito, sendo El\p radial, entdao El\p ¢ maltiplo do vetor posicao p, logo se

D, ¢é o subespago ortogonal d F,| , entdo D, = span{p}* e se {Ey, ..., E,} é um

|p)
referencial ortonormal, seque que v € D), u = Zqul e como
i=1

0= (u, Ey) = (wmEy + ... + up, B, E1) = uy, seque que

u € span{Es, ...E,} Portanto, D, = span{Es, ..., E,}, pois E; L Ey,j =2,...,n
e isso implica que span{Es,...E,} C span{p}*. Com isso D, é uma distribuicio
diferencidvel de dimensio (n—1). Seja S*(|p|) € R™\{0}, jd é de conhecimento
que T,S"Y(|p]) = span{p}*, para cada p € S"7!(|p|), isso mostra que D, =
T,S"Y(|p|) para cada p € S**(|p|). Portanto, S""*(|p|) € a variedade integral
de D em torno de 0.
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Em geral, nem sempre uma distribuicao é integravel. Queremos estabelecer
quais condi¢oes uma distribuicao deve satisfazer para que seja integravel. Apresentamos

abaixo um exemplo de uma distribui¢do nao integravel.

Exemplo 1.6. Seja D a distribuicio diferencidvel em R3, gerada pelos sequintes
vetores:
0 0 0

Y = —.

X =5 v By

D nao € integravel.

A prova € feita por absurdo, supondo que D admita uma variedade integral em

torno da origem. Detalhes podem ser encontrados em [15].

Definicao 1.14. Uma distribuicao D € involutiva se dado qualquer par de campos de
vetores diferencidveis X,Y em D, (i,e., X,,Y, € D,) para cada p, seu colchete de Lie
[X.Y], € D,.

A proposigao seguinte garante que ser involutiva é uma propriedade necessaria

para ser integravel.

Proposicao 1.11. Toda distribuicdo integravel é involutiva.

Demonstracao. Seja D C TM uma distribuicao integravel. Sejam X,Y campos de
vetores em U C M, tais que X,,Y, € D para cada p € U. Seja N C M uma variedade
integral que contém p € M, logo T,N = D,,, como X,,Y, € D,, segue que X, Y, sao
tangentes a N, resta mostrar que [X,Y], € D, para cadap € U. Sejai: N - M a
aplicacdao de inclusao. Como, N ¢é uma subvariedade de M, segue que para cada X,Y
campos em U C M, tal que X, Y, sdo tangentes a N, N admite campos X|n, Y|y
em N que sao i-relacionado com X, Y, respectivamente.(cf. Proposigao (8.25) de [13]),

logo [X, Y] é i-relacionado com [X|y, Y |y], ou seja,

dip([Xn, Yn]) = [X,Y]ip) € Tiny N = T, N.

Portanto, [X,Y], € T,N = D,, para cada p € U. Como isto é verdadeiro em

qualquer p € U, segue que D ¢ involutiva. O

Observe que no Exemplo [I.6], a distribui¢io ndo é involutiva, pois

0
(X, Y]=XY -YX=——,
0z
que nao pertence a D, ja que D é uma combinacao linear de X = a% —l—y%, e Y= a%'
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O proximo Teorema ¢é o principal resultado da teoria de distribuicao e garante
que a condicio de involutividade é também uma condi¢ao suficiente para que uma

distribuicao seja integravel. Esse é o chamado Teorema de Frobenius.

Teorema 1.1 (Frobenius). Uma distribuicao D em uma variedade M, é integrdvel se,

e somente se ¢ involutiva.

Demonstragio. A prova pode ser encontrada em [13], [18]. 0
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2 Variedades Homogéneas de dimensao 3

Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas. Dizemos que um di feomor fismo

f: M — N é uma isometria se
g(u,v), = h(dfp(u),dfp(v))sp), para quaisquer u,v € T,M e p € M.

A aplicagdo f é uma isometria local em p € M se existe um aberto U C M, com

pe U, tal que f: U — f(U) é um difeomorfismo satisfazendo
g(u,v), = h(dfp(u),dfp(v))sp) para todo u,v € T,U, p € U.

Definicao 2.1. Uma variedade M é dita homogénea se para cada dois pontos p,q em

M, existe uma isometria ¢ : M — M que leva p em q.

Seja Isom(M) o conjunto das isometrias de M (i.e., Isom(M) ={¢: M —
M; é uma isometria}). Tal conjunto munido com a operacao de composigao de
fungdes, é um grupo ao que chamaremos de grupo de isometria ou grupo isométrico.
¢ possivel mostrar que Isom (M) é uma subvariedade fechada de O(M), o fibrado de
referenciais ortonormais sobre M, o que implica que Isom(M) é um grupo de Lie, com
isso a dimensao de Isom(M) é definida como a dimensao de seu espago vetorial em
cada ponto. Para detalhes veja [12].
A definigao de variedade Homogénea é equivalente a dizer que Isom(M) age transiti-

vamente sobre M. Veja [13].

Exemplo 2.1. R" H",S" sdo exemplos de variedades homogéneas. Com efeito, o
grupo de isometria de R"™ é composto das aplicacoes da forma Az + b onde A é uma
matriz ortogonal e b € R™ é um ponto. Qualquer y € R” ndo nulo € enviado em

x
outro x € R™, nao nulo pela sequinte isometria: Tome — e — e complete duas bases

x Yy . , . .
ortonormazis, uma contendo ’ | e a outra W Seja A e A matmzes ortogonais cujas
T

colunas sio as coordenadas das bases ortonormais escolhidas. Verifique que A’A™1
leva x em y. O grupo de isometria de S™ é dado pela restricaio a S™ de cada aplicacao
do grupo ortogonal O,.1, ou seja, a multiplicacio de matrizes (A,x) — Az, com
A€ O,y ex €8S Por fim, as isometrias de H" sao as restricoes a H* C R™ das
transformacoes conformes de R™ que levam H™ sobre si mesmo, conforme Teorema 5.3
de [3].
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As variedades homogéneas simplesmente conexa de dimensao trés, foram to-
talmente classificadas e tal classificacao estd relacionada com a dimensao do grupo
de isometria, que nesse caso assume os valores 3, 4 ou 6. Mais detalhes podem ser

encontrados em [21], 22].

Quando o grupo de isometria tem dimensao 3, as variedades homogéneas
simplesmente conexas tem a geometria do grupo de Lie Sol;. Quando a dimensao do
grupo de isometria é 6, tem-se os espacos formas, que sao as variedades com curvatura
seccional constante, ou seja o espaco euclidiano R?, com curvatura seccional K = 0, o

espaco Hiperbolico H?, com K = —1 e a esfera unitaria S*, com K = 1.

Por fim, se a dimensao do grupo de isometria é 4, essas variedades homogéneas,
que denotaremos por E(k,7), sdo fibragbes sobre uma forma espacial de dimensao
2, cujas fibras sao trajetorias de um campo de Killing &, um campo vertical. Tais
variedades sao classificadas a menos de isometrias, pelas curvatura s da superficie base
M, (k) e T a curvatura do fibrado, nlimeros reais que satisfazem a condicio x — 472 # 0.
Além disso a curvatura do fibrado é o ntimero real tal que Vx& = 7X A€, para qualquer

X € X(E(k, 7)), onde V é a conexdao Riemanniana de E(x, 7).

A classificagao de E(k, 7) é resumida em

S?xR, sex>0e7=0

H?> xR, se k <0eT=0

E(k,7) =< Nils, ( espago de Heisenberg) se k =0e 17 #0
S3, (As esferas de Berger), se k >0e 7 #0

—~—

PSLy(R), se k<0eT#0

Para simplificar a notagao denotaremos apenas por E, as variedades homogéneas
de dimensao 3, simplesmente conexas, com grupo de isometria de dimensao 4. Os
resultados deste trabalho sao tratados no caso em que E nao ¢ um produto Riemanniano,

logo consideraremos 7 # 0. O caso 7 = 0 foi estudado em [4].
Iniciamos investigando as propriedades gerais de E.

Vejamos que o espa¢o E admite um referencial ortonormal { £y, Es, F3}, cons-
truido naturalmente. Para isso considere a submersao Riemanniana 7 : E — Ms(k)
dada por 7(x,y,2) = (z,y). Seja {e1, e2} um referencial ortonormal de T ;M (x),q €

Ms(k), e {E1, Es} os tnicos levantamentos horizontais, de e; e ey respectivamente, i.e.,

dmy(E1) = ei(m(p)), dmp(Ea) = ex(m(p)),

e E3 = ¢ o campo de Killing vertical. Por construcao, os campo Fy, Fs sao unitarios e
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ortogonais, pois
(Ei, Ej)p = (dmyp(E;), dp(Ej))n () = (€3 €5)mip) = 05

Como FE3 = £ é um campo vertical, segue que Fi, F» sdo ortogonais a Fs. Assim

{E1, E5.E3} é um referencial ortonormal em E(k, 7).
Sejam V, e R a conexdo Riemanniana e o tensor curvatura de E, respectiva-
mente. Seja { £, Fa, F3} um referencial ortonormal local em E, com E3 = £. Temos que

= 3. —k =k . , . . .
\Y% Ej E, =3 FmEk, onde Fﬁ’Y sao os simbolos de Christoffel associados ao referencial
k=1

{E1, Es, Eyj. Podemos escrever
I, = (Vi,E,, Ea).

Sendo ¢ = E3 campo de Killing, entao (Vg, Es, Eg) + (Vg Fs, E,) = 0. Para a =
1,8 =2e~y =3 temos

—1 = - —2

Loy = (Vi E3, Er) = —(Vp, B3, Bp) = —T7;.
Como E3 = ¢ ¢ Killing, entdo VxFEs = 7X x E3 VX € X(E), onde X x Y ¢ o tnico
campo que satisfaz (X x Y, Z) = detyp, p,.p,)(X,Y,Z), isto é, o determinante das
coordenadas dos campos X, Y, Z na base {E1, Fa, E3}. Assim

—ffg = —<VE1E3, E2> = —Tdet(El, E3, EQ) = —T(—det(Eh EQ, E3)) =T

- TS| =3 =2 =3 <
e usando a compatibilidade com a métrica, I'y; = —I'y; e —I'|3 = I'},, entao

—1 —3 —2 —3
Pog=-Ty=-Tp=TIp="1

Analogamente,
f:lm = (Vg By, Er) = —(Ey, Vi, Ey) = —f§1 =7 — o0, onde

o é um numero real que serd exibido posteriormente. Os demais simbolos de Christoffel,
sao todos nulos.

Vg, Ey =0 paratodoa=1,2,3, e

Assim

= —1 —2 =3

Vi, By =T yE) + TipEy + Ty By = 74
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Logo,

[Ela EQ] = 27'E3.

- - =2 =2
[Eg, El] = VEgEl - VE1E3 == F31E2 - F13E2 == (O’ - T)EQ - (—TE2> = O'EQ.
[EQ, Eg] == vEQEg - vEgEQ == f;sEl - f;QEl == TE1 - (T - O')El = O'El.

E possivel identificar R com um operador R : A2M — A2M, definindo:
(RIXAY), ZAW) = (R(X,Y)Z,W).

R ¢é um operador simétrico, chamado de operador curvatura, logo a matriz que re-
presenta R é diagonalizavel. Vamos mostrar que a base (Ey A E3, E5 A By, E1 A\ E»)

diagonaliza R. Para isso identificaremos os termos da matriz que representa R por
Rij = (R(ei), €5),

onde e¢; = E; A\ B}, com 4,7,k = 1,2.3. Primeiro observe que se ¢, j e k sao distintos

entre si, entao I;; = 0.

De fato, Vg, FE; = TZEk, ja que os unicos simbolos de Christoffel que nao se
anulam sdo os com indices diferentes dois a dois. Logo Vg, E; = 0 para todo i = 1,2, 3.

Entao

= (Vg — Vg, F;ZE Vi i i Ey)
0.

(Tjn— Fk])

Logo, R;; ¢ a diagonal de R e é dada por

R = <E(E27 E3>E27 E3> = <vE3vE2E2 - vEnggEQ +V[E2,E3]E27 E3>
- _T(U_T)<E37E3> +O‘<vE1E27E3>

= 72

=i

Roe = (R(Es, Ey)Es, Ey) = <vE1vE3E3_vE3vE1E3 +V[E3,E1]E37E1>

= 7(1 —0)(EL, Ey) + 0<vE2E3> Ey)

= 7°—o7+o0T

= 72
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Rss = (R(E1, E2)Er, Ey) = (VE,Ve Er — Vi Ve, Ei 4+ Vg 5 Er, Es)
= —7HEy, o) + 27V, By, Ey)
= 74+ 27(0c —7)
= 3724 270.

Como, E — Mj(x) é uma submersdo Riemanniana, entdo a curvatura seccional
de um 2-plano I em T, My (x), com ¢ € My(r), gerado por um par ortonormal {X,Y}
é: 5
K(T0) = K(T) + 7 [|[X,Y]°[”
onde X,Y sdo os levantamento horizontais de X,Y em My(x), K (II) é a curvatura

seccional de um 2-plano IT em T,E, com p € E, gerado por {X,Y} e Z denota a parte

vertical de um campo vetorial Z em E. Tomando X = E;,Y = E,. Temos

3
k=K(I) = K(E1,E2)+Z||[E17E2]U”2
_ 3
= (R(Ey, Ey)Eqr, Ey) + Z||27'E§||2
3
= —37’2—1—27'0—1-147'2:270‘

Concluimos que

A proposicao seguinte nos dd a expressao do tensor curvatura R de E.

Proposicao 2.1. Para quaisquer campos de vetores X, Y, Z, W em E temos
(RIX,Y)Z, W) = (k — 3T Ro(X,Y)Z,W) + (k — 47*)(R1(&; X, Y) Z, W)
com
Ro( X, Y)Z =(X,Z2)Y — (Y, Z)X
Demonstragio. Sejam XY, Z, W € X(E). Vamos considerar as componentes horizon-
tal e vertical de cada um destes campos. Assim podemos escrever o campo X, por
exemplo, como X = X+ x€, onde X denota a componente horizontal e x = (X, &) a

componente vertical de X. Usando a expressao do tensor curvatura e aplicando as

propriedades relacionada a este tensor, obtemos uma soma de 16 parcelas, onde os
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termos em que contém & trés, quatro vezes, ou duas vezes nas posicoes 1, 2 ou 3, 4

desaparece por antissimetria. Logo

(RX,Y)ZW) =R(X,Y)Z,W) +2(R(E,Y)Z, W) +y(R(X,6Z,W)
+ 2(R(X,Y)E, W) 4 22(R(6,Y)e, W) + zy(R(X,
+w(R(X,Y)Z,&) +wa(R(§,Y)Z,6) +

Vejamos o que ocorre nas parcelas em que £ aparece apenas uma vez. Observe
que cada X horizontal pode ser escrito como: X = T1E14+72FEs, ja que B3 = £ é vertical,
com 7; = (X, E;) e assim £ A X pode ser escrito na base {Ey A By, B3 A Ey, By A Ey}.

De fato, pelas propriedades do produto exterior,

5 A y = FE35 A (flEl + fQEQ) =T1F3 ANE| + T3 N Ey =213 N Ey — 29Fs N\ Es,
X AY = (3,Ey + 22B2) A (1 By + 12Bs) = (@172 — T251) B1 A Eo.

Como
(R(&,X)X,Y) = (R(EAX), X AY),

(REANX),XANY) = (R(Z1E3 A E; — %2Fs A E3), (T3> — Taih ) By A Es)
= (i1g2 - fggl)[jj(R(Eg VAN El), E1 VAN E2> - fg(R(EQ A Eg), E1 VAN EQ)]

= 0.

Como X e Y sao campos de vetores horizontais arbitrarios, segue que todas as parcelas
que contém & apenas uma vez sao todas nulas.
Para calcular as parcelas restantes, usamos a mesma decomposi¢do dos campos hori-

zontais e as propriedades do tensor curvatura, obtendo

<R(5?/\ }7), Z N W> - (glgg - fg@jl)(zﬂbg - 52@1)<E(E1 A EQ), E1 A E2>
= (172 — ol (1o — Zoty)(—37% + 207).
Sendo {E1, F», F3} uma base ortonormal, entao
(X, Z)(Y, W) = (X, W)Y, Z) = (8151 + Bo2) (G + Joila) — (F11 + Fols) (171 + oZa)
= (7192 — Tot)(21W2 — Zo1W).

K
De 0 = —, tem-se
2T

RIXAYZAW) = (X, 20 Y, W)= (X, WWY,Z))(k — 37°).
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Analogamente, temos
(<R(§ /\ }7), Z /\ W> — <R(51E3 /\ E1 - ggEg /\ Eg), leg /\ E1 - mQEQ /\ E3>
= 0 (R(Es A Ey),Es N Ey) +wa(R(Ey A E3), Ey A E3)
= 7(0171 + JoDalo)

= X W,Y).

(R(XNE,EAW) = —72(W, X).
(REANY), ZNE) = —72{Z.Y).
(RIXNE),ZNE) =727, X).

Com isso
R(X,YV)Z,W) = (X, 2)(Y,W) — (X, W)WY, Z))(r — 372)
+ 72 za(W,Y) +wylZ, X) — 2y(W, X) —wz(Z,Y))  (2.2)
Como
(X,2) = (X + €, 2+ 26) = (X, Z2) + (X, £)(Z,€)
entdo (X, Z) = (X, Z) — (X, &)(Z,€). Logo
<y> Z><}~/’ W) - <Y7 W><}77 Z> = <X7 Z><Y7W> - <X7W><Y7 Z> - <X7 Z><Y7§><W7§>
— (Y, WHX,)(Z, &) + (X, W)Y, £)(Z,€)
+ (Y, 2)(X, (W, €).
A segunda parcela de (2.2) é:
Apébs somar os termos comuns tem-se
(R(X,Y)Z,W) = (k= 37%)((X, Z)(Y, W) — (X, W)(Y, Z))
+ (k= A7) (X, W)Y, 6)(Z,€) + (Y. Z)(X,E)(Z.€)
— (X, Z2){Y, )W, &) — (Y, W) (X, £)(Z,6)).

Fazendo

RV X,Y)Z = (Y, VNZ, V)X + (Y, Z){X, V)V — (X, Z)Y, V)V — (X, V){Z, V)Y,

concluimos a demonstragao. O]
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2.1 Variedade homogénea com grupo de isometria de dimensao

4

Nesta secao descreveremos a geometria das variedades homogenéas de dimensao

3 com grupo de isometria de dimensao 4.

2.1.1 As Esferas de Berger

Para apresentarmos a estrutura geométrica das esferas de Berger, vamos introdu-
zir algumas defini¢oes e rever alguns resultados necessarios. As referéncias [13], [16] [17],

podem ser verificadas para mais detalhes.

Vamos apresentar uma submersdo Riemanniana entre a esfera unitaria S® e a
esfera bidimensional SQ(%) de raio 3 conhecida como a fibracao de Hopf, que decompde
S? em circulos S! disjuntos. A fibracao de Hopf ¢ definida por

(zr0) — (Gl = 21), =) .

[El, EQ] = 2TE3.

Vejamos a seguir algumas definicoes. Seja S® a esfera unitdria de R2 x R2 = C x C
definida por
S* = {(z,w) € Cx C; ||z|| +[lw] =1}
e S! = {a € C;|a|| =1} o grupo circular. Defina a seguinte multiplicagao entre S* e
S3.
a-(z,w) = (az, aw),

onde em cada coordenada consideramos o produto complexo. Note que essa mul-
tiplicacdo, define uma acdo por isometria em S3. Definimos, a seguinte relaciao
(21,w1) ~ (22, ws) se, e somente se, existe a € S, tal que (z1,w;) = (29, wsy), tal
relagdo é de equivaléncia. Assim, o conjunto das classes de equivaléncia S?/S* é uma
variedade, chamada de espago projetivo complezo e denotada por CP* = S§3/S!. Cada
classe de equivaléncia é o conjunto {a - (z,w) € S*, @ € S'}, e como ||z||* + ||w|* =1 e

||| = 1, segue que os pontos a - (z,w) € S' | ou seja, as classes sdo parte do circulo S.

Como a acao de S' em S? é por isometria, induzimos uma métrica na projecao
natural S* — C'P!, de modo que seja uma submersiao Riemanniana. Essa submersio é

chamada de fibragao de Hopf, que é dada por:
1 _
(z:0) — (GUlwl? = 21, 2
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onde S € Cx C e SQ(%) C R x C. De fato, essa aplicacao ¢ uma submersao

Riemanniana. Veja [16] pag. 4.

Quando 7 # 0 e k > 0, denotaremos E = S?. Neste caso temos uma fibracao
sobre S?. As Esferas de Berger, assim conhecidas, sdo obtidas deformando a métrica

de uma esfera preservando a fibragao de Hopf, mas modificando o comprimento das
fibras.

Seja SO3(R) o conjunto das matrizes de ordem 3, ortogonais com determinante
1, tal conjunto é identificado com o fibrado tangente unitario US? de S?, j& que SO3(R)
age transitivamente em US?, e o estabilizador de qualquer ponto em US? é trivial.
Como S? é o recobrimento universal de SO3(R), segue que se tivermos uma métrica
em SO3(R), induzimos uma métrica em S*. Vamos apresentar uma expressao para
essa métrica, determinando uma métrica em US? = SO3(R). Seja D um dominio
de S?, tomando ¢ uma parametrizacao conforme para D, sua métrica é dada por

A\2(dz? + dy?), onde A é o fator conforme (i.e., A > 0 definida no dominio de ). Como
UD ={(p,v)ipe D eveT,D, ||| =1},
entdao, uma parametrizagao para UD ¢é dada por:

(x,y,0) — (go(a:, Y), /1\(00596% + sen@@y)) :

onde na primeira coordenada parametrizamos D e na segunda o espaco tangente 7, D.
Observe que a segunda coordenada é dada dessa forma pois {0z,dy} é a base de
T,D, entdo v = adz + bdy e como ||v|| =1 tem-se 1 = |[v]|* = A\?(a® + b?). Portanto,
(a,b) €8 (1)

Logo, existe 0 € R, tal que a = XCOSG eb= Xsenﬁ.

Dado (p,v) € UD, existe (z,y,0) tal que p = ¢(z,y) e v € T,D. Seja
V € T (UD), e uma curva oft) = (p(t),v(t)) em UD tal que p(0) = p,v(0) =

ved(0)=V. Assim a norma de V é dada por

2

Dv
VI, = lde(V)I + | Z(0)

p
onde 7 : UD — D é a projegao candnica dada por m(p,v) = p.

Tomando «a(t) = (z(t),y(t),0(t)) e a parametrizacao restrita a curva temos

(go(x(t), y(t). i\(cos@(t)@x + sene(t)ay))

entdo, v(t) = ;(cosf(t) + senf(t)) é um campo vetorial em D.
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Pelas propriedades da derivada covariante e restringindo A aos pontos da curva

tem-se A(z(t),y(t)). Entao

Dv D /1
el (A(cosﬁﬁx + sen@@y))
B d 1 1 D(0z) d (1 1 D(0y)
Y 1 ,
= <>\ >8x+<>\256n9+)\0039-9>8y
L1 Do D1 ey
X 0s o + Xsené’ T
Como p(t) = (z(t),y(t)) é uma curva em D, temos
D
(0z) = Vaor =1'Vy,0r + y'Vy,0x.
dt at
D(0
Eity) = V%ay = 1'Vy, 0y + y'V,0y.

Como a matriz da métrica ds* = A*(dz?® + dy?) e de sua inversa sido dadas respectiva-

mente por

usando a expressao

1 2
F?; = ) Z{&Ez(gyk) + 07 (gri) — 3%(9@‘3‘)}9%7
k=1

associando x1 — x e x5 — ¥y, obtemos

I3, = ;{(317(922)) + 9y(g21) — Oy(g12) } g™

1 1
= {02 0®) + 9y(0) = dy(0)};
1 W

Com céalculos semelhantes encontramos os demais simbolos de Christoffel, que

Sao
Ay Ay

A
77 FZ_F12_77 K

F%:T € F%zz

)\,

Fl =TI = —.
11 12 A



Usando que N = '\, + ¢’ e os simbolos de Christoffel, determinamos cada

Dv =2\, —y'Ay 0’

e 2 (cos80z + senfdy) + 3 (—senfOx + cosfOy)
1 / /

+ ﬁ[fﬁ cosB( N\, 0x — A\, 0y) + cosBy' (N, 0z + A\, 0y)

+ 2’ senf(\,0x + A\ 0y) + ¢ senf(— A0z + Oy)]

1

= 3lsenf(=20" + A2’ = Aey)O + cosON' = Ay’ + YAy
1

- ﬁ()‘gl — A"+ yAy') (coshy — senfoz).

Assim,
D 2 1 1
L0 =2 00 = A+ Ay = 00 = A+ Ay

p

Como V' = a/(0) = (2/(0),4'(0),0'(0)) e m é a projegao, que é linear, segue que
dr(p.) (V) = 2'(0)0z +y/(0)dy.

7o) (V)| = [|2(0)0 + 3/ (0)0yll,, = X*("™ +3/*).

Portanto ]
IVIE = 222 +52) + 500 = A’ + Aoy

Fazendo z = # no recobrimento universal, temos a seguinte expressao da métrica

A A
ds® = N*(dx* + dy®) + (—Tydzz: + 5y + dz)?.

Tomando D = §*(3)\{oco} e parametrizando D com a proje¢ao estereografica

tem-se
B 1
S l4 a4y
—2x —2y .
LOgO )\x = m e )\y = m € asslm

ds? = N2(da® + dy?) + 2\ (ydzx — zdy) + dz)”.
Mais geralmente, o R?® munido com a métrica

ds? = X2 (dz® + dy?) + (T A\(ydx — xdy) + dz)*, onde

1

A=
L4422 +y?)
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é o recobrimento universal de uma variedade homogénea E de curvatura do fibrado 7 e
curvatura da base k > 0, a menos da fibra correspondente ao ponto oo € S?. As fibras

sobre E sdo {x = z0,y = %o}, j4 que E é uma fibragio sobre S%.

Vamos determinar um referencial ortonormal { £y, Es, E3}, tal que E3 = £ seja

o campo de Killing e satisfaca
K K
[El? EQ] = 27—E37 [E27 E3] == 7E1 e [E37 El] = —EQ‘
27 2T

Como vimos, (z,y,0) — (p(z,y), %cos&@x + iseneay), define uma parametrizagao
para o fibrado unitario UD de um dominio D C S?, parametrizado por ¢ uma
parametrizacdo conforme. Considerando a projecao natural, 7 : UD — D, que ¢
uma submersao Riemanniana (cf. Exemplo (|1.2])), podemos construir um referencial
ortonormal em UD pelo levantamento horizontal. Como todo v € T, D é da forma
v(0) = fcosh0x + §senfOy e ||v]| = 1 na métrica conforme ds? = A?(dz? + dy?) de D.
Considerando

1 1
ey = Xcosﬁ(‘?x + Xsen@ﬁ’y e ey =J(er),

onde J : T,D — T,D ¢ a rotagao de g em T,D. Entao

1 1
€y = —Xseneﬁx + Xcos@@y.

Como ||e1|| = 1, entdo [les|| = 1. Seja Ey e Es os levantamentos horizontais por 7 de e;
e ey respectivamente, ou seja dm,(Ey) = ey (m(p)), e dm,(Es) = ea(n(p)). Escrevendo
E; = a;0x +b;0y +¢;0z, com i = 1,2 e {Ox, 0y, 0z} é a base coordenada de E, obtemos

— — — 1 1
dmy(E1) = ardmp(0x) + bidm,(0y) + c1dm,(0z) = Xcos@é?x + Xsen@@y.

Por um lado,

Logo
1 1
a10x + b0y = Xcos@@x + Xsen@y,
1 1 1
Donde obtemos a; = XCOSH’ by = Xsen@. Analogamente, encontramos ay = —Xsene, by =
—cosb.
)\cos
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Observe que Ker(dm,) = span{dz}, pois dm,(z,y, z) = 0, se e somente se (z,y) = 0
Assim, E3 = dz e como queremos que (E;, E3) = 0,7 = 1,2, na métrica de [713, entao

1 — 1 - - —
0= (FE, E3) = (Xcoseﬁx + Xsen@@y + 10z, 0z)

= icos@(f)x,f)z) + isen&(@y,@z) + ¢1(0z,0%)

Para calcular esses produtos internos, vamos determinar a matriz (g;;) que representa

a métrica ds?. Temos

ds*(0x,02) = ds @ ds(0w,0z) = (N*(dx* + dy®) + (—):\ydx + /E\xdy + dz)?)(dz, 0z)

= \(dr ® dz(9z, 0z) + dy ® dy(dx, 02)) + 7Ny *dr ® dz(Jz, 0z)
— 272\ rydr @ dy(0z, 02) + 7°N\?2*d ® dx (9w, 0z) + dz ® dz(0z, 0z)
+ 27 \ydzr ® d2(0x, 02) — 27 \edy @ dz(dx, Dz).

Mas,
1

de @ d=(3z, 92) = ;(dx(&r)dz(az) +d2(0n)de(D2)) =

e 0s demais termos sao zero. Entao

ds*(0x,0z) = (0x,0z) = ZTAy; =T\y.

Com calculos andlogos, obtemos a matriz (g;;)

A2+ N2r22 1N 2y TNy
(gij) = 72Ny AN+ N27%? -7z
T\Y —TAL 1

onde g;; = (Jx;,0x;), associando z; — z, x5 — y e x3 — 2. Assim

0= XCOSQ

1 1
= Xcos@(T)\y) - XsenQ(T)\x) + ¢,

! (Ox,0z) + isen@(@y,@@ + ¢1(0z,0z2),

ou seja, ¢; = 7(xzsenf — ycosd). Para determinar ¢, temos

0= (FEs, E3) = —isen@(@x,@@ + icos@(@y,@@ + 2(0z, 0z)

Logo,
1 1
ey = —senf(TAy) — XCOSH(—T)\SE) = 7(zcosl + ysend).
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K
Devemos ter ainda que [E3, By] = Q—Eg, isto é
T

[0z, icos@@x] + [0z, isem%’y

Pelas propriedades do colchete o lado esquerdo é

| + [0z, T(zsenf — ycosh)0z] = 2£E2.
T

02, lcos@gx] + [0z, isen@@y] + [0z, T(xsenf — ycosh)dz] =

0z (icos@) Oz + 0z (isen@) dy + 0z(7(zsend — ycost))0z.

O lado direito é
20r 27 9r A 27 \ )\ 4 2 Y ’

Logo
o= (—lsenﬁ)

0z (%cos@) =3 3
lcos@)

0z (%sen@) = o (/\
70z (xsend — ycost) = 5(xcost + ysent)

Como )\ s6 depende de x e y, deduzimos da primeira equagao que 6 depende de z

A

Logo a primeira equagao se torna

1 df K 1
—XsenH% =5 (—)\senﬂ) )

K

Portanto, — =
dz 2t
que o referencial can6nico é dado por:

Ey = A (cos(02)0x + sen(02)0y) + T(xsen(oz) — ycos(0z))0z,
Ey = MY —sen(02)0x + cos(02)dy) + T(wcos(oz) + ysen(0z))0z,

K —
— o que implica § = —2z. Contudo, omitindo a barra em Ox;, temos

(2.3)

E3 = 82,

com

satisfazendo

K K
Ei, By =27FE Ey Byl = —F Es, B = —E,.
[ 1, 2] TLu3, [ 25 3] 27_ 1 [ 3 1] 27_ 2

a) Por construgdo, como a projecao estereogrifica omite um

Observacao 2.1.
ponto, chamado de ponto no infinito, entao o referencial estd definido em um

conjunto aberto B de E que coincide com E\{oo}.
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b) Outra forma de abordagem das esferas de Berger é dada por: Considerando
S? = {(z,w) € C x C;|z| + |w| = 1}, existe um referencial global de vetores em
S?, dado por:

V(z,w) = (iz,iw), FEi(z,w)=(-w,z), Es(z,w)=(—iw,iz).

Uma métrica para as esferas de Berger é dada por

472

g(x,v) =2 [(X, Y)+ ( - 1) (X, V)Y, v>]

K K

onde, X,Y € TS3.

Observe que, quando k = 41> a métrica acima coincide com a métrica padrdo
de S, mas como estamos considerando a variedades homogéneas com grupo de

isometria de dimensao 4, seque Kk # 472
1

NG

Neste contexto, a aplicagio 11 : (S?, g) — S*(k) (a esfera de raio —=) dada por

(z,w) = jﬁ (zw, ;(|2\2 + ]w[Q))

é uma submersio Riemanniana, chamada fibragio de Hopf. Tal modelo pode ser

encontrado em [20)].

2.1.2 O Espaco de Heisenberg

O grupo de Heisenberg ¢é o grupo de Lie

1
0

S = 2

c
b |:(a,b,c) €R?
1

munido com uma métrica invariante a esquerda. Neste modelo, o espago Heisenberg
Nils ¢ o R? munido com a seguinte métrica:

ds? = da* + dy® + (1(ydx — xdy) + dz)*.

Observe que a aplicacdo ¢ : R* — Nils dada por

SO(I7 Y, z) =

o O =
S~ 8
SR
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define uma parametrizagao para o espago de Heisenberg. Identificamos assim

(z,y,2) <

o O
O = R
— < N

Vamos determinar T;Nily = b3 (élgebra de Lie de Nil3), onde I denota a
matriz identidade de R? que é o elemento neutro de Nils. Seja a: I — R? uma curva
tal que a(0) =T e o/(0) =v € T/R3 X R3. Se a(t) = (z(t), y(t), 2(t)) e v = (v1, v2, v3),

entao

p y 1 ox(t) =z(t
Qo) = Sgoa| =9 0 1y
= 0 0 1
t=0
0 2'(0) 2'(0) 0 v vy
=10 0 0 |= U3
0 0 0 0 O

Logo, b3 é formado pelas matrizes da forma

o O O
o O 2

c
b |,

0

com a,b,c € R. Se (z,9,2) € R3 e R?® est4d munido com a métrica ds? acima, a

aplicacdo 7 : Nil3 — R? dada por 7(z,y, 2) = (z,y) ¢ uma submersao de Killing.

De fato, m é uma submersao, como ja vimos no Exemplo [1.5] Resta mostrar
que dm, é uma isometria para vetores horizontais. Observe que Ker(dm,) = span{0z},
com 9z = (0,0,1). Com isso o espacgo horizontal H, = (Kerdm,)* = (92)*, ou seja
aldzx + bdy + c0z € H, se, e somente se (adx + b0y + c0z,0z) = 0. Como A =1 a

matriz da métrica ds? é dada por

1+ 72y —7T22y Ty
(9i5) = —7lry 147222 —12

T\Y —TT 1
Logo,
0 = (adx + by + 0z, 0z)
= a(0z, 0zx) + b(0y, y) + ¢(0z,0z)

=ary —brx+c
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ou seja, (a,b,c) satisfaz a equagado z7y — y7o + 2z = 0. Assim, para cada p € Nils e

u = (ay,by,c1),v = (ag, by, c2) € Hp, temos

<d7rp(u)7 dﬂ-p(v»ﬂ(p) = <<a17 bl)’ (a27 b2)>7f(p)

= a1as + b1bs.
mas
(u,v), = araz(0x, 0x) + arbe(0x, Jy) + aica(0x, 0z)
+ braz(0y, 0x) + b1by(0y, Oy)
+ b0y, 0z) + c1a2(0z, 0x) + c1b2(0z, Qy) + c1¢2(0z, 0z),
obtemos

(u,0)p = aras(1+ 7%%) — arbemwy + arcoty — bras’wy + biby(1 + 72°)

— b1C27'£L' + C1Q2TY — CleTl' + C1Co
= a1as + biby + (asTy — beTx + o) (a1 7Yy — biTx + 1)

= a1ag + blbg.
A segunda parcela se anula, ja que a7y — boTx + o =0 = a7y — b7 + 1.

Portanto, (dm,(u),dm,(v))x@p) = (u,v), € ™ é uma submersao Riemanniana. As
translacoes ao longo das fibras, que sdo as retas 7 1(xg,70) = {(7,9,2) € Rz =

To,Y = Yo, 2z € R}, sdo trajetorias do campo de Killing 0z = .

Para determinar um referencial ortonormal em Nil3, construimos o referencial
da mesma forma feito para as esferas de Berger, sendo e; = 0z e e; = Oy bases de
R2, e tomando F; e E, seus respectivos levantamentos horizontais por m e E3 = 9z o

campo vertical. Portanto teremos
E, = 0x — 1y0z
Ey =0y + 120z
Eg =0z

Outra forma de determinar os campos {E1, Es, E3}, é usar o fato que eles sao
invariantes a esquerda.
Como a operacao * em Nil3 é dada por

(x,y,2) * (20, Yo, 20) = (T + X0,y + Yo, 2 + 20 + T(Toy — TYo))

denotando por Lz y,.20) (%, Y, 2) a translagdo a esquerda de (z,y,z) por (o, Yo, 20)

tem-se

Lzo.90,20) (T, 4, 2) = (x + 20,y + Yo, 2 + 20 + T(20y — 2Y0))
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Assim, se {E1, Fa, E3} é uma base de b, estes sdo campos invariantes a esquerda, entao
Ei(e) = 0x = (1,0,0) Es(e) =0y =(0,1,0) Es(e) =(0,0,1)
onde e = (0,0,0) ¢é o elemento neutro de Nil;. Portanto

dL,(E;(e)) = Ei(p), i = 1,2,3.

1 0 0
(dLp)e=] 0 1 0
-1y T 1
Temos que
1 0 0 1 1
(dLy)e(En(e)) = Er(p) = 0 1 0 0| = 0 ,
-1y T 1 0 —TY
1 0 O 0
(dLp)e(Ea(e)) = Ea(p) =] 0 1 0 1= o |,
-ty T 1 0 TT
1 0 O 0 0
(de)e(E?)(e)) = Es(p) = 0 1 0 0O]l=120
-1y T 1 1
Ou seja,

E,=0x —1y0d,, Fo=0y+ 120, E3=0.,.
Sendo, k = 0 segue que o = 2£ = 0. Logo os simbolos de Christoffel, sao
T

—1 —3 —2 —3
Pog=-Ty =T 3=T=71

—1 —2
Pyo=-T5 =7

E, Vg, E; = 0 para cada i = 1,2, 3, entao

Vi, By =ToyFs = 7Ej,
VB =Ta By = —TE;,
Vi, B3 =T14Fy = —TE,
Vi, By =Ty Fy = —TEs,
Vi, B3 =TyF) = 7B,
Vi, By =T3,F) = 7E,.
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Como a conexao ¢ simétrica, ou seja
Vi — Vg E; = [E;, Ej]

segue que

[Elv E2] = 27—E37 [E27 E3] =0 [E37 El] = 0.
Para mais informagoes sobre o grupo de Heisenberg, veja [17, [I1].

—_ N —

2.1.3 O espaco PSLy(R)

Vejamos a seguir que

SLy(R) = {( vy ) E./\/lg(]R);xw—zyzl}

munido da multiplicagdo de matrizes é um grupo de Lie.

Definindo det : GLy(R) — R*, onde GL2(R) é o conjunto das matrizes invertiveis ( isto
é, com determinante diferente de zero), podemos observar que det é um homomorfismo
de grupo, ja que det(A - B) = detA - detB, e det é uma aplicagao linear. Note que
SLy(R) = Ker(det). Logo um subgrupo de GLy(R). Vamos mostrar que det é uma
submersao e assim concluir que SLy(R) = det~!(1) é um subvariedade fechada de
GLs(R), logo um subgrupo de Lie de GLy(R) de codimensao 1, ou seja, SLo(R) tém
dimensao 3. (cf. Proposicao (2.18) de [13]).

De fato, seja A € GLy(R) temos que

d(det,)(B) = detA - tr(A™'B)
onde B € TyGLy(R) =2 Ms(R). Assim, tomando B = A, temos
d(dets)(A) = detA-tr(A ' A) = detA - tr(I) =n - detA # 0,

E d(det4) é nao nulo, logo sobrejetora. Portanto det ¢ uma submersao.

—_——

Para definirmos o espago PSLs(R), vamos lembrar alguns conceitos.

Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Dizemos que H é um subgrupo
normal de G, se as classes laterais a esquerda e a direita sao iguais, isto é, gH = Hyg
para todo g € G. Seja H um subgrupo normal de G. Definimos G/H o conjunto das
classes laterais, com a operacao induzida de G, ou seja, se ¢1H,goH € G/H, e * é
a operagao de G, entao (g1 H, g2 H) — (g1 * g2)H é a operacao em G/H. Com esta
operacgao, G/H é um grupo, chamado grupo quociente. Definimos a projecao natural

m: G — G/H como a aplica¢do que associa cada g a classe lateral gH.
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Teorema 2.1. Seja G uma grupo de Lie, (i.e., uma variedade diferencidvel que também
é um grupo, munido de uma multiplicacao e inversao diferencidvel) e H um subgrupo
de Lie fechado de G. O conjunto das classes laterais d esquerda G/H tem uma inica
estrutura de variedade diferencidvel tal que a aplicacao quociente ™ é uma submersao

diferencidvel. A acao a esquerda de G em G/H ¢é dada por

g1(g2H) = (g192)H

torna G/H um espago homogéneo.

Definicao 2.2. Sejam M e M wvariedades diferencidveis conexas. Uma aplicacao
I:M—M diferencidvel sobrejetiva é chamada aplicacao de recobrimento diferencidvel,
se para cada ponto p € M existe uma vizinhanca conexa U de p em M tal que cada as

componentes de T=1(U) é aplicada por T, difeomorficamente sobre U.

Neste contexto, M é chamada variedade base e M de variedade de recobrimento.

Mais detalhes e propriedades podem ser vistos em [13].

Um resultado importante é dado pelo seguinte teorema

Teorema 2.2. (Ezisténcia de um Grupo de Recobrimento Universal) Seja G um grupo
de Lie conexo. Existe um grupo de Lie simplesmente conexo G ( chamado Grupo de
Recobrimento Universal ) e uma aplicag¢io de recobrimento diferencidvel T" : [ep=ve

que também é um homomorfismo de grupo de Lie.
Demonstragao. Veja [13]. O

Como o centro de SLy(R) é {—1I,1}, e este é sempre um subgrupo normal,
segue que SLo(R)/{—1,1} é um grupo de Lie e a ele denominamos por PSLs(R) que

também é um grupo de Lie e PSLy(R) seu recobrimento universal.

O grupo PSLy(R) age transitivamente sobre UH? e o estabilizador de qualquer
ponto em UH? é trivial, assim podemos identificar o espaco PS/L;(/R) com o recobri-
mento universal do fibrado unitdrio tangente UH? do espaco hiperbdlico e como UH?
¢ uma subvariedade do fibrado tangente TH?, herda a métrica induzida padrao deste

(a métrica apresentada no Exemplo .

Considerando a projegao 7 : UH? — H?, 7(p,v) = p, tem-se que UH? é um

fibrado circular, j& que |[v|| = 1, logo podemos identificar UH? & H? x S!, com isso

UH?2 = H?2 x S! = H? x S'. Assim, PSLy(R) = UH2 = H? x S'. Podemos definir uma
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submersdo Riemanniana 7 : UH2 — H2, pelo levantamento de 7 : UH? — H?. Com

—~—

isso, teremos uma fibragdo Riemanniana de 7 de PSLy(R) em H?.

Se (z,y) — @(z,y) é uma parametrizacio conforme de H? e \ o fator conforme,
i.e., a métrica de H? é dada por A\?(dz? + dy?). Podemos proceder como no caso das

—

Esferas de Berger e obter a métrica de PSLy(R) que é dada por

A A ’
ds? = A\*(da? + dy?) + (—;dx + Txdy + dz) :

Tomando o modelo do disco de Poincaré para o plano hiperboélico de curvatura
constante x < 0, a variedade ]D)2(\/%7) x R, onde D?(p) = {(z,y) € R? 2% + % < p*}

munido da métrica
ds? = A2(dz? + dy?) + (7A\(ydz — ady) + dz)?,

com
B 1
a 14+ %(22492)

é o recobrimento universal de uma variedade homogénea [E de fibrado curvatura 7 e

A

curvatura de base k < 0.
O referencial {Ey, Fs, E3} é dado por

By = A Yeos(02)0x + sen(02)0y) + T(wsen(oz) — ycos(02))0z,
Ey = A\ (=sen(02)0z + cos(02)0y) + 7(xcos(oz) + ysen(oz))0z,
E3 = aZ,

K .
com o = oy satisfazendo
T

K K
|Ey, Ey] = 27F3, |[Es, B3] = EEla [Es, Ey] = EEQ.

2.2 As Equacoes de Compatibilidade

Considere E uma variedade homogénea de dimensao 3 com um grupo de
isometria de dimensao 4. Sendo k a curvatura da base e 7 a curvatura do fibrado e
R o tensor curvatura de Riemann de E. Seja V uma superficie orientada em E, V a
conexao de V, J a rotacao do angulo g em TV, N normal unitario a V e S o operador

forma de V.
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Proposigao 2.2. Para X,Y,Z,W € X(V) temos

(RIX,Y)Z, W) = (k=3 Ro(X,Y)Z,W) + (k — 47*)(R\(T; X, Y) Z, W),

R(X,)Y)N = (v —47)v((Y,T)X — (X, T)Y),

onde v = (N,&), T € a projecao de { em TV, i.e., T =& —vN e Ry e Ry sao como na
Proposicao

Demonstragio. Pela Proposigao [2.1] tem-se
(R(X,Y)Z,W) = (k= 3T )(Ro(X,Y)Z,W) + (k — 47°) (R4 (T; X, Y) Z,W).
para todo X, Y, Z, W € X(V) e £ campo vertical em X(E). £ pode ser decomposto em
¢E=T+vN
Portanto

(Ri(€, X,Y)Z,W) = (Y,T +vNWZ,T +vN)X,W)
+(Y, T+ vNYX, T+ vN)(T+vN),W)
—(X, Z)Y, T+ vN){T+vNW)— (X, T+vN)ZT+vN)Y,W)
= <Y>T><ZaT><X7 W> + <KT><X7T><T’ W>
—(X, Z)Y, TYT, W) — (X, TYZ, T)YY,W)
= (R(T,X,Y)Z, W)
Logo,
<E(X, YVZ, W) = (k — 37’2)<R0(X, VZ, W)+ (k — 47'2)<R1(T; X, Y)Z,W)

Tomando Z = N, temos que Ry e R; ficam

Ro(X,Y)N = (X, N)Y — (Y, N)X = 0.

Ri(§ X YN = (VN X + (Y, N)(X, )& — (X, N)(Y, )€ — (X, (N, Y
= (Y,T)vX — (X,T)Y
= (Y, T)X — (X, T)Y).

Portanto
R(X,Y)N = (k —4mv((Y, T)X — (X, T)Y).
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Corolario 2.1. As equacoes de Gauss e Codazzi em E sdo:
K =detS + 1 + (k — 477
VxSY —VySX — S[X,Y] = (k — 47w (Y, T)X — (X, T)Y).

onde K é a curvatura Gaussiana de V.

Demonstragdo. A equacao de Gauss é:

(RX,Y)Z, W) — (R(X,Y)Z,W) = (SX, ZWSY,W) — (SX, WSY, Z).

Seja ¢ C TV, p € V, um subespaco bidimensional e {X;, X>} uma base
ortonormal para o, com X7, Xy autovetores do operador forma .S com respeito a N.
Logo S(X1) = M X1, 5(X2) = MoXo, Aj, s €ER. Fazendo X =Z =X;eY =W = X,
na Proposi¢ao temos

(R(X1, X2) X1, Xo) = (k—37%)(Ro(X1, X2) X1, Xo)) + (k — 473 (R1 (€, X1, X2) X1, X5).
(Ro(X1, X0) X1, Xo) = (Xp, X1)(Xo, Xo) — (X, X1)( X1, Xo) = 1.

(R1(& X1, Xo) X1, Xa) = (Xp, §) (X1, (X1, Xa) + (Xo, Xp) (X1, §)(E, X2)
— (X1, X1)(Xo, §) (&, Xo) — (X1, §) (X1, §)(Xo, Xp)
= —((X2,8)? - ((X1,6))*

O campo T que representa a componente tangente de £ sobre o, se escreve na base
[X1, X}, como
T =(T,X)X; + (T, X3) X>.

Além disso,
€, X1) = (T'+vN,Xy) = (T, Xy).
(6, X2) = (T, Xy).
Assim
—[((X2,6))? + ((X1, )] = = [((T, X1))* + (T, X2))*] = —||T|]*.
Como £ & unitério, entso

1=¢(,&§) = (I'+vN,T+vN)
= (I,T)+v*
= ITI* + 2
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Logo
—|T|* =v*—1

Com isso

(Ri(& X1, Xo) X1, Xo) =12 — 1.

(R(X1, X)X, Xy) = k— 372 + (k — 47’2)(1/2 -1)

= 1724 (k=402
Por um lado a equagao de Gauss é
(R(X1, X2) X1, Xo) — (R(X1, X2) X1, Xo) = K—71>—(k— 47/

Por outro lado

(R(X1, X2) X1, Xo) — (R(X1, X2) X1, Xa) (SX1, X1)(SXa, Xo) — (5X1, X5)(5 X2, X1)
= Mo (X1, X1)(Xo, Xo) — A Ao (X, Xo)(Xa, X1)

= )\1)\2 = detS.
Portanto,
K =detS + 7 + (k — 47°)1°.
Como a equacgao de Codazzi é dada por
(R(X,)Y)N,W) = (VyVxN — VxVyN + Vixy|N,W).

Sendo V uma superficie em E, podemos escolher um campo N unitario normal a V.
Temos que (N, N) = 1, desta forma X (N, N) = 0. Segue que (VxN, N) = 0, ou seja,

VxN nao tem componente normal. Assim a equacao de Codazzi se torna

(E(X, Y)N, W> = vyva —VXVYNJrV[X,y]N, W>

(
(VyVxN + B(Y,VxN) = VxVyN — B(X,VyN) — VixyN, W)
— (—VySyX + VxSyY + Sy[X, Y], W)

(VxSY — VySX + S[X,Y],W).

Pela Proposicao [2.2] temos

VxSY —VySX + S[X,Y] = (k — 47*)v({Y, T)) X — (X, T)Y.

49



A préxima proposicao nos da a expressao da derivada do campo de Killing &.

Proposigao 2.3. Para X € X(V) temos

VxT =v(SX —7JX), dv(X)+(SX—-7JX,T)=0
Demonstracao. Por um lado temos

Vx¢é = Vx(T+vN)
= VxT + VxvN
= VxT+ B(X,T)+ X(v)N +vVxN
= VxT + (SX,T)N + dv(X)N — vSX.

Por outro lado usando o fato que Vx¢& = 7X x &.

Vxé=17Xx¢ = 7X x (T +vN)
= 7(X xT+vX xN).

Tomando J : TV — TV a rotacao de m/2 em TV, e considerando || X|| = 1, entao
{X,JX} forma uma base para T,V, p € V, logo T = (T, X)X + (T, JX)JX e

X xT =X x((T,X)X + (T, JX)JX) = (T,JX)X x JX = (T, JX)N.

X xN=-JX.

Assim
Vxé=7{(T,JX)N —vJX).

Portanto
T((T,JX)N —vJX)=VxT + (SX,T)N + dv(X)N —vSX.
Igualando cada componente normal e tangente, temos
VxT =v(SX —7JX), dv(X)+(SX —-7JX,T)=0

]

Considere agora uma superficie orientavel V de uma variedade Riemanniana
M de dimensao 3. Seja {ej, ez} um referencial ortonormal em V, com ez o normal a
V, e {E}, By, E3} um referencial ortonormal em M. Denotamos V e V as conexdes

Riemannianas de V e M respectivamente e seja S o operador forma de V com respeito
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Para cada ¢ € V, seja Q a matriz formada pelas coordenadas de V., es na base
{e1, €2, e3},. Entao as colunas de Q sdo dadas por (wj(ex),w3(ex),w(ex)) e a matriz
2 € M3(R) é dada por

1,1
Wy Wy Wws

2 2 9
Wy Wy Wy
3 3 .3

Considere a matriz de 1-formas Q definida por @ = (w}) € M;3(R), onde

i,j =1,2,3. Como wj = —w! para cada i,j = 1,2,3, temos
0 wy w3
Q=] —wi 0 w?

1 2

Se A, é uma matriz de k-formas e B uma matriz de s-formas, motivado pelo

i

produto de matrizes definimos a seguinte multiplicacio: A A B = (A A B)}, é uma

matriz de (k + s)-formas, com 7, j = 1,2, ...,n, dada por
. 3 .
(AANB): =" Ay ABY.
k=1

onde, A é o produto exterior entre formas.
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Seja A a matriz cujas colunas sdo as coordenadas de ez no referencial {E,}.
Observe que os elementos de A sdo da forma A} = (e;, E;). Tem-se que A é a matriz
mudanga de base, da base {e1, e9, e3} para a base {Ey, Es, E3}, como essas bases sao

ortonormais, segue que A é uma matriz ortogonal.

O lema a seguir mostra que a matriz A satisfaz uma certa equagao diferencial.
Lema 2.1. A matriz A satisfaz a sequinte equacao:
A7NA = Q + L(A).

com

2 3
Z 52 AZAVASTY )
=i

1

onde 0s fie s@o os simbolos de Christoffel no referencial {Ey, Eo, E5}.

Demonstracao. Temos que
3
65 = Z AgEa
a=1
Por um lado
3
Vekeﬁ = Vek(z AgEoz) = Vek (A}jEl -+ A%EQ —+ A%Eg)

= €k(A%)E1 -+ A%vekEl + €k(A%)E2 + A%VekE
+ €k<Ag)E3 + Agvek E3

3 3
= > ANV Es+ > dA%(er)Es
d=1 0=1

mas,
3

3 3
Ve.Es =V 5 Es=> AlVp Es =Y Y AT E.
Z AlE, =1 A=1e=1

y=1

pois, Vg Es = ZF sL. Logo

e=1
3 3 3
ZdAﬁ €L E5 + Z Z A(;A’YF,Y(;E
§=1y=1e=1
Por outro lado
o 3 3 3
V5 = Z cug(ek)e7 = Z wg(ek) X:Af/EﬂE
y=1 v=1

3
D wiler)A

le=1

Il
Mw

v



Comparando as expressoes encontradas para V,, eg, obtemos

3 3 3
ng er) AL = dAG(ex) —l—ZZA‘SAVF
=1 0=1~=1
Assim,
3 3
Mmm:—ZZMm%+Z%%
o=1~=1
3 3
::ZZ%N%+Z%%A (2.4)
o=1~=1

Onde usamos a compatibilidade, o fato de {Ey, Esy, E3} ser ortonormal para concluir
= =0

que I' s = —=I" .

Como A é ortogonal, tem-se A~! = At entdo os elementos da matriz produto A='A = |

sao dados por
3
(AT A)5 = > ALAG =43,
y=1
pois, sendo (A™1)§ = AP temos (ATTA)G =D (A4 =D ALA

v B!
Com isso multiplicando a equacgao (2.4)) por A% e tomando o somatoério em e temos

3 3 3
Z@m@):Z@ZZMm%+ZmZ%%
e=1 e=1 o= 1'y 1
3 3
— ZZZAEAﬂAWF,YE—i—Zwﬁ e ZA AL
e=16=1~v=1 v=1 e=1

A primeira parcela representa uma matriz que denotamos por L(A) e escrevendo na

base dual teremos

2 3
Z S AL ASAT )u

~,0,e=1

e a segunda parcela s6 nao se anula quando v = «, restando apenas wg. Portanto

A7MA = Q + L(A).
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3 Resultado principal

3.1 Imers3o Isométrica de Superficies em Variedades Homogeé-

NneEas

Sabemos da teoria de imersdes isométricas, que uma condi¢ao necessaria para
que uma dada superficie seja imersa em outra variedade é que a mesma satisfaca
as equagoes de compatibilidade. O objetivo do Teorema principal é obter condi¢oes
necessarias e suficientes para que uma superficie seja imersa isometricamente em uma

variedade homogénea de dimensao trés com grupo de isometria de dimensao 4.

Seja V uma variedade Riemanniana simplesmente conexa orientada de dimensao
2, ds* a métrica em V (que também denotaremos por (,)),V sua conexdo Riemanniana,
R seu tensor curvatura, K sua curvatura de Gauss e J a rotacao de angulo de g
em TV. Seja S um campo de operadores simétricos, S, : T,V — T, V, T um campo

vetorial em V tal que ||T|| <1 e v uma funcao suave em V tal que v* < 1.

As equagoes de compatibilidade para superficies em variedades homogéneas
com grupo de isometria de dimensao 4 estabelecidas no capitulo anterior motivam a

seguinte defini¢ao.

Definigao 3.1. Seja E uma variedade homogénea de dimensao 3 com grupo de isome-
tria de dimensdo 4. Seja k a curvatura da base e T a curvatura do fibrado. Dizemos

que (ds*, S, T,v) satisfaz as equacoes de compatibilidade para E se
IT)* +v* =1

e, para todo XY, 7 € X(V),

K = detS+7°+ (k — 4717, (3.1)

VxSY —VySX - S[X,Y] = (k—47)v((Y,T)X — (X,T)Y, (3.2)
VxT = v(SX —71JX), (3.3)

dv(X)+(SX —7JX,T) = 0. (3.4)

Mostraremos no decorrer deste capitulo que as equagoes de compatibilidade nao
sao apenas condigbes necessarias para ) ser localmente imersa isometricamente em [E,

mas também suficientes. Além disso, a imersao serd tnica a menos de uma isometria
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global de [E que preserva as orientacoes tanto da fibra como da base de fibragao, e V

sendo simplesmente conexa, a imersao ¢ global.

Enunciamos abaixo o teorema fundamental das imersoes de superficie em IE.

Teorema 3.1. Seja (V,ds?) uma variedade Riemanniana simplesmente conexa de
dimensao 2, com V sua conerdao Riemanniana. Seja S um campo de operadores
stmétricos Sy : T,V — T,V, T um campo vetorial em V e v uma fungao suave em V
tal que |T|* + v* = 1.

Seja E uma variedade homogénea de dimensdo 3, com grupo de isometria de
dimensao 4 e campo de vetor vertical £&. Seja k a curvatura da base e T a curvatura do
fibrado. Entao, existe uma imersao isométrica f :V — E tal que o operador forma

com respeito ao normal N associado a f é
df o Sodf™! (3.5)

e tal que
E=df(T)+vN (3.6)

se, e somente se, (ds®, S, T,v) satisfaz as equagoes de compatibilidade para E.
Neste caso, a imersao € unica a menos de uma isometria global de E e preserva a

orientagdo tanto das fibras como da base de fibracao.

A prova de que as equagoes de compatibilidade sdo necessarias foi dada na
Secao . Resta provar que as condicoes sdo suficientes, i.e., se (ds?, S, T, v) satisfaz
as equagoes de compatibilidade para [E, entao existe uma imersao isométrica f : YV — E

com operador forma e decomposicao do campo & com a forma dada pelas equagoes.

Para isso vamos considerar {ej, es} referencial ortonormal em V e as formas
w',w?, W} e wi definidos na equacao (L.3), sendo n = 2. Seja {E1, By, Es} o referencial
ortonormal candnico de E como apresentado na Secdo 2, onde E3 = £. Seja E' o

conjunto aberto onde o referencial candnico estd definido. Denotaremos
TF = (T,e;), parak =1,2¢ T% = v.
Vamos definir a 1-forma 7 em V por

n(X) = (T, X).
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No referencial {ey, e2} tem-se n(e;) = (T, ex) = T*. Logo se v € T,V é dado
2

por v = Z Vg€k, entao
k=1

2 2

v) = (T,];vkek> =Y uTyer) = Y TFu*(v).

k=1 k=1

Assim, n = Z T*w*. Definimos a matriz de 1-formas © como na Secio 2.2, ou seja
k=1
Q = (w}) para i,j = 1,2,3, tem a forma

1 1
0 Wy Wi

1 2
—wy; 0 wj

1 2
—w3z —w; 0

Para cada ponto y € V onde {ej, e5} estd definido, seja Z(y) o conjunto das matrizes
Z € SO3(R), tais que os coeficientes da tltima linha de Z sao T#(y), isto ¢, cada
Z € Z(y) tem a forma

zi Zy  Zj
Z=| 22 7z 22
T'(y) T*(y) T°(y)

Lema 3.1. Para cada y € V, Z(y) € uma subvariedade compacta de SO3(R) e possui

dimensao igual a 1.

Demonstragio. Seja F': SO3(R) — S? definida por: F(Z) = (Z3,7Z3,73) ie., F(Z) é

a ultima linha da matriz Z. Como para cada Z € SO3(R), as linhas ou colunas de

);
Z formam vetores unitdrios, segue que (Z3)? + (Z3)* + (Z3)? = 1. Logo, F estd bem
definida.

Vejamos inicialmente que F' é uma submersio. Considere F' : M3(R) — R3 a aplicagdo
dada por: F(Z) = (Z3,73,73). Observe que F é a restricio de F' & SO3(R). F ¢é

linear, pois se A, B € M3(R) e A € R, entao

F(A+AB) = (A} + \B}, AS + \B3, A3 + \B3)
A?7A§7A3) + )\(BiB;B:&)

— F(A) + \F(B).

—~ o~

Como Mj3(R) é um espago vetorial, entdao Tz Mj3(R) é isomorfo a M3(R), (Veja
Proposicao 3.8 de [13]), identificando cada V' € Tz M3(R) com uma matriz de V' €

M3(R), e como F é linear, tem-se dF'; tem a mesma lei de associagdo que F), i.e.,
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dF (V) = (V2 V3, V) e como F = Flgo,m), segue que dF;(V) = (V32, V3, V).
Vamos mostrar que (dF')z é sobrejetora para todo Z € SO3(R).

Observe que se ( € TzS05(R), ¢ = ZX, entao X € T;(SO5(R)) = so3 (ou seja,
X* = —X), onde I denota a matriz identidade de ordem 3. Como TzSO3(R) = {( €
M;3(R); Z¢t + ¢Z% = 0}, entao

(=-2¢"7Z=2(-C2).
Vejamos que —(*Z € so03. De fato,
(~Ct2) = 2% = 24~ 2¢*Z) = (7
Logo, —C*Z € s03. Agora se X € so03, entao
Z(ZX) + ZXZ' = ZX 7"+ ZXZ' = —ZXZ' + ZX 7' = 0.
Para cada V' € Tr(2)S?, devemos mostrar que existe X € so3, tal que (dF)z(ZX) =V.

De fato, para g =1, 2, 3, tem-se

(AF)2(ZX) = (ZX) = (3_ ZiXE)s-

k=1
Como Xt = —X, Xg = —X]’:, e portanto X! = 0, com i, j,= 1,2, 3. Observe que para
cada indice 8 temos: Se = 1, entao
(2X) =" 22X}
k=1
= VX1 + Z3 X7 + Z3X}
- X3+ 24X

Para § = 2, entao

3
(ZX)5 =3 ZiX5
k=1

= 73Xy + Z3X3 + 73X
= 27X, + Z3 X5,

Para § = 3, entao

3
(ZX)5 =3 20Xy

k=1
= X3+ Z3 X3 + Z3X3
— 73X} + Z3X3.
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Sendo V' = (V1, V5, V3) € Tp)S?, temos (V, F(Z)) =0, i.e., ViZ} + VaZ3 + V325 = 0.
Como Z € SO3(R), entdo algum Z3 # 0. Se Z} # 0, entao

R YA VA

%
1 Z%

Para cada indice o com o # 1 (ou seja, a = 2, & = 3), definimos a matriz X («) por

0 00 -1

Note que para cada «, X(«) € T;(SO3(R)). Assim, tomando

0 Vi Vi

VaX(2)+V5X(3) 1 SN
Zy Zy

~V; 0 0

segue que X € T;(SO3(R)) e

AF7(ZX) = (Z3X7 + Z3 X3, 27 X, + Z3X5, ZY Xy + 25 X3)

Z3Ve  Z3Vs Z}Va Z7Vs
= (27 - = (Vi,Va,V3) = V.
( Zi), Z%7Z%’Z%) (17 2 3)

Se Z3 # 0, entdo

_ Wz - V328

- 7

Para o # 2 e a # 1 (ou seja, a = 3) definimos a matriz X (3) por X(3)3 =1, X(3)3 = —1

e os demais termos nulos. Assim,

Va

0 0 0
X@)=|0 o 1
0 -1 0
E a matriz X (1) por X (1) =1, X(1); = —1 e os demais termos nulos. Temos
0 -1 0
X1)=|11 0 0
0 0 0



Tomando

_AX() + BX(3)

X

Z3
temos
] 0o -Vi 0
X=—>|WVv 0 W
Zs
0 —-Vz3 0O

portanto, X € T;(SO3(R)) e temos

(AF)2(ZX) = (Z3X? + Z3X3, Z3 Xy + Z3 X5, Z3 X3 + Z3X3)
:(ZS% -V Z} = V323 Z3Vy
Z3 73 73

)= V1, V2, V3) = V.

Finalmente, quando Z3 # 0, temos

_ VZi -7
- 7 ,

Vs

Para a # 3,e o # 1, definimos X (2) por

Além disso, definindo X (1) por X(1)? = 1,X (1)} = —1, e os demais termos nulos,

temos

00 —1
X(l): 00 O
1 0 O
Tomando
ViX(1) +15X(2)
X = 3 )
Z3
temos
] 0O 0 —-V;
Z3
i Vo 0

e portanto, X € T;(SO3(R)). Logo

(AF)z(ZX) = (Z3X7 + Z3 X7, 2V Xy + Z5X5, ZY X5 + Z3X3)
ZIVi Z3Va —VAZE —VaZ3

BN I R B
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Portanto, F é uma submersao. Observe que Z(y) = F~ (T (y), T?(y), T?(y))],
ou seja a fibra correspondente ao ponto (T (y), T?(y), T3(y)) € S, j& que (T"(y))* +
(T%*(y))*>+ (T3(y))* = 1. Contudo, Z(y) é uma subvariedade fechada de SO3(R) e como
dim(SO3(R)) = 3 e dim(S?) = 2, segue que dim(Z(y)) =3 —2 = 1. Sendo SO3(R)

compacto, Z(y) é compacto. ]

Para iniciar a prova do Teorema principal, precisamos de alguns lemas técnicos,
que decorrem das equacoes de compatibilidade, que sdo as hipéteses do Teorema. A
ideia geral da construgao da prova, é embasado nas Proposicoes e[3.2] que por sua
vez depende dos lemas para sua prova. A técnica utilizada é baseada na construcao de
uma matriz de 1-formas e associada a essa matriz de 1-formas, definimos uma aplicacao
cujo nucleo gera uma distribuicao integravel, possibilitando a determinagao de uma

aplicacado f que é uma imersao isométrica local.

Vejamos a seguir alguns lemas técnicos.

Lema 3.2. n satisfaz

dn = —21vw' A WA

Demonstragio. Como 1 é uma 1-forma dada por n(X) = (T, X) para todo X € TV,
pela Proposigao [1.9 tem-se

dn(X,Y) = X(n(Y)) —Y(n(X)) —n([X,Y])
= X(T,Y)-Y(T,X)—(T,[X,Y])
= (VxT,Y) + (T, VxY) = (VyT, X) = (I, Vy X) — (T, [X,Y])
= (VxT,Y)—(T,VyX).

Usando a equagao (3.3)) e o fato de S ser auto adjunto temos
(VxT,Y)—(X,VyT) = (w(SX—7JX),Y)—(v(SY—-7JY), X) =vr(—JX,Y)+v7(JY, X)

mas como J é uma aplicacdo linear e ortogonal, logo J é uma isometria entdao (X,Y) =
(JX,JY), temos

—(X,JY) = (=X, JY) = (J(J(X)),JY) = (JX, V).

Assim
dn(X,Y) =vr(=JX,Y) + vr(JY, X) = 2vT (X, JY).

Logo dn na base {ej, es} fica

dn(ey, ea) = 2vt(ey, Jea) = 2vr(ey, —ey) = —2vT.
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Escrevendo X = x1e1 + x9e5 € Y = y1e1 + yoe9 teremos

dn(X,Y)

20 (X, JY)

2ut(x1e1 + xoeq, y1J(e1) + Yot (€2))

2vT(1y1(e1, e2) + T1y2(e1, —e1) + Tayi (e, ea) + Taya(ea, —€1))
—2uT(211y — Toyy) = —2vTw! AW (X,Y).

]

Como T' é um campo tangente em V e suas coordenadas no referencial {ey, es}

sao dadas por T"

lema.

(T,e;),i=1,2eT?=vem caday € V. Podemos obter o seguinte

Lema 3.3. O campo T satisfaz

3
dart = > Tw] +7T%W%,

v=1

3
dar’ = > Tw] — T,
y=1

3
dar’ = > Tw] —T'w* + 7T%w".
=1

Demonstragio. Para cada p € V, onde {e;,es} esteja definido, seja X € T,V e
T =T'e; +T?e;. Como w§(X) = (Vxeg, eq), wi(X) = (SX,e1), e pela equagao (3.3),

temos

ATY(X) = AT, e1)(X) = X(T,e,)

= (VxT,e1)+ (T,Vxer)

= (W(SX —71JX),e1) + (T'e; + T?ey, Vxey)

= T3SX,e)) —7T*(JX,e1) + T e1, Vxer) +T%es, Vyer)
= T3%H(X)—7T*JX,e1) + T'wi(X) + T*wi(X).

mas, (JX,e1) = —(X, Jey) = — (X, e9).

Entao

dT(X) = T3 (X) + T?wW3(X) +7T°(X, e5)

3
= Y T'w(X)+ tT°w*(X).
=1
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Usando novamente a equagao (3.3)), obtemos dT?.

AT3(X) = d(T,e)(X) = X(T,e;)
= (VxT,es) + (T, Vxes)
= (V(SX —71JX),eq) + (T'ey + T?ey, Vxeg)
= T3SX, e) —TT*(JX, e3) + T e1, Vxes) + T eq, Vyes)
= T3W3(X) —1T3X, e1) + T wy(X) + T*wi(X)

3
= Y T'wi(X) — 1T (X).
y=1

Para determinar d7° usamos a equacao (3.4) que nos da

dv(X) + (SX —7JX,T) = 0.

dT*(X) =dv(X) = —(SX —7JX,T)
= —(SX,Tle; +T?e;) +7{JX, T e; + T?e,)
= —TYSX,e)) —T*(SX,ey) — 7T (X, Jey) — TT*(X, Jes)
3
= > T'wi(X)+ T (X, e1) — TTH{X, e5)
y=1

= 23: T'wi(X) + 7T (X) — 7T w*(X).

y=1
[
Lema 3.4. Q) satisfaz
0 720 0 T 17
A+ QNQ=| =72 0 0 |W' AP+ (k-4 | =T 0 T' |w' AW’
0 0 0 ™ Tt 0

Demonstragdo. Seja ¥ = dQ + QA Q e como Rj,; = (R(ex, €))ej, ;). Pela Proposicao

[I.I0], temos
Ve = dQ+ (2N Q)]
1 ik ! i i
— —§;§:Rkljw Aw' = w Al + Y Wl AW,
p Y
mas como ¢, j,p = 1,2 e v=1,2,3 entao

_ i P i Yo 3
pr/\wj +Zw7/\wj = Wy A wj.
P gl
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Logo
Wl =dQS+ (QAQ); = —

DN | —

Z Z Rf;ljwk Awh Wi A w?.
ko1

Pela equagdo de Gauss no Corolario

Usando a Proposigao [2.1] tem-se

Ry = (Rlewer)e,e:)
= (k= 37°)(Ro(ex, e1)ej, €;) + (k — A7) (Ry (T ex, €1)e;, €;)

mas
(Ro(ex, e1)ej, e1) = (ex, ) {er, e:) — (er, ) {ex, €5) = (8567 — 6L6F).
(Ra(Ts e, en)ej e = (e, T){ej, T){ex, i) + (e, ei)(ex, T)(T, ;)
— (ew, €) (e, T)(T', e;) — (ex, T)(e;, T){er, €:)
= (T'TV6F + 0T T — §ET'T' — T*T74}).
Logo

Ry = (1 — 372)(8%8) — 0L0F) + (k — 472)(T'TY58i* + 6LT* T — G4T'T' — T*T96Y).
Sendo {eq, ex} referencial ortonormal, segue que

detS = (Sex, ;) (Ser, e:)—(Sep, €3) (Ser, e5) = wien)w) (e) —w) (er)w? (er) = wiAw] (ex, €).
Assim

1 —i )
U 2 Y (Ru;+ %3 A w} (ex, €))w™ A w' + wh A W?'
PR

Supondo i < j e expandindo os somatorios temos

N | —

DY Ry AW = —5{—2(H —37%) +2(k — AT (T'T? + T'T") }w' A W’
ko1
= (5= 37 AW — (5 — 4T £ TT N Al

Tomando ey, ¢; da base de T, V), tem-se

Uilep,e) = (k=37 Aw(ep, e) — (k=47 (TT? + T'T")w' Ao (e, €)

1 , .
—iw? A w? (e, €) > Zwk A w(er, e) + wh A wler, ).
kol
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Observe que
WA =T Aw? e WwAnp=-T'w Au?,
isto 6 TVW! ANw? = w! Anpparai,j=1,2, ¢

1 . .
—iw? A wl(e, e) ZZwk Aw(eg, e) + ws A wi(eg, e;) = 0.
k1

Entao
i 2\ i A i 2\ (i, i i
VS = (k=377 )w' Aw! + (k —477)(T"w” — T7W") A .

Analogamente, pela Proposicao [I.10] tem-se
3 _ 3 3
ZZ(VekSel—VelSek—S[ek,el WF AW — Zw AWy +Zw Aw]
kol
SN (Ve Sep — Ve, Sey — Sleg e, ej)w* AW
kol

N~ N

Pela equacao de Codazzi no Corolario temos
vl = —ZZ — A7) T3({e, T){er, e;) — (ex, T){ey, e;))w® A w!
= 3 Z > (k- 47'2)T3(Tl(5;-C — Tkéé-)wk AWt
expandindo os somatoérios obtemos

U2 = (k— 47T A,

J

Como ¥ é uma matriz de formas antissimétricas logo \I/; — —U/. Assim como
Uy = (k=37 =72+ 72— (k — 47 (TH)? + (T?)?)
= (k=41 +T°=1) + 72
= Tk —47%) + 72

Ul = —T3T*(k —477).

U2 = T3T'(k — 472).
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Com isso temos

0 10 0o -1* -T°3
U = (k=37 =1 0 0 |w AP+ (-4 T> 0 0 |w'An
0 00 ™™ 0 0
0o 7" 0
+(k—47%) | =T' 0 —T3 |w*An
0o 7° 0
Portanto
0 720 0 T -T2
U= —72 0 0 |[W'AP+E—-4D| =T 0 T | w! Aw?
0 0 0 ™ -T' 0

No Lema [2.1] ficou definida a matriz L(A). Para cada Z € Z(y), a matriz L(Z)

define uma matriz de 1-formas, como mostra o préximo lema.

Lema 3.5. A matriz L(Z) € dada por

0 T3 T2 0 0 0 00 —7
L(Z) = 2r—o)| T3 0 —-T'|n+l0 0 7 |[w'+] 00 0 |w*
-T2 71! 0 0 —7 0 0 0

Demonstragao. Calculamos cada elemento de L(Z) que é dado por

2 3
a (5 0
L(Z)§ = kzl( 62 1Zaz,jzgr%)w’f
= Y,0,€=
2 3 5 s ) 3 k
17 27 in

= kzl( ;1 ZRZY(Z3 T + Z2T g+ ZoT ) Jw

=1 ~,0=

2 3
— SO ZLZU I + 23T + 23T ) + 222 20T, + 23T, + 73T,

k=1 ~v=1 !
+ Z3ZUZIT s + 23T, + Z5T0,) Y.

Os simbolos de Christoffel ndo-nulos sao

—1 —3 —2 —3
Loy = Ty =-Tp=TIp=r1,
—1 —2
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L(Z); = f:{zgzgzg(—r +0) + ZoZ3 25 (—T) + ZoZyZ (T — o) + 2225 Z(T)
’:23252,3(7) + Z3Z5 2 (—7) o
= f:{r(zgzgz,i + Z3Z5 78 — 20257 — 22257
’j:(lr —0)(Z2Zy 2} — ZLZZR) Yt

2
= kZ{TTﬂ(Zgz,i — NI +TTNZo 28 — Z520) + (1 — 0)TH( 2225 — Z, Z3) Yo
=1

Mas, a matriz Z pertence a SO3(R), logo sua comatriz é ela prépria. Para ver isso
basta usar a propriedade: Z'Com(Z) = detZ - I, onde Z* denota a matriz transposta

de Z, Com(Z) a comatriz de Z e I a matriz identidade. Assim
Z'Com(Z)=detZ -1 =1=27'Z = Com(Z) = Z.

como os elementos da comatriz sao dados por Com(Z): = (—1)"*detM, onde M ¢é a

matriz obtida quando se omite a i-ésima linha e a j-ésima coluna de Z. Logo
73 =773 -7} 7,
Zy = —(Z,Z5 — Z1 Zy)
VAN AV A AV A
Quando « = f tem-se L(Z)¢ = 0, pois

2
L(2)e =Y {rT(Z2Z\—Z Z})+7T(Z 2} - Z2 Z})+(1—0)T* (22 2, Z, Z2) " = 0.
k=1

Mas geralmente, tem-se

2
L(Z)8 = SN {rT(Z5Zy — Z373) + 77 (Z3Ziy — Z22;) + (1 — a)T’f(Zng — Zgzg)}wk.
k=1
Logo,

2
L(Z)S+ L(2)5 =Y A-1T*(—Z3Z; + ZoZ7) + 7T (232 — ZoZ7)} = 0.
k=1

Assim, L(Z)% = —L(Z)5 e a matriz L(Z) é antissimétrica. Como (T)% + (T?)? + (T%)* = 1,

obtemos

=
N

N
I

TT%(Z7 2y — 2y Z3) + 1T (2,23 — Z3 7))

T — 0272y — 2L Z3)(T'w' + T

= T2 — 1T Z3w' — (1 — 0) Z3(T'w' + T%w?)
= —(21 — o)T*(T W' + T%w?),
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V= T2 -

D = G2 -

VAV o o R VAV A
Hr— )27 — 2Tt + ToR)
(TT'T? + (1 — o) T + (—7(T3)* —
(21 — o) T'T?°wW' + (27 — 0)(T?)? — Tw?,

Zy 73wt + 1T (2323
+ (1 —0) (2323 — Z3ZH)(T ' + TW?)
(r(T°)? +7(T%)* — (7

= —(2r —o)(TH%W" — (27 — ) T?*T'w? 4 1w’
Portanto,
0 ~T3T"! T'T?
= @2r—o)| T 0 —(T1)2+T w'
_T1T2 <T1)2 _
0 —T37?% (T7?)?
+ (217 —0) T37? 0 —TlT2
—(T*?+7 T'T?
0o T3 T°? 0 0
= Q2r—0)| T 0 =T |[T'Ww'+]0 0
-T*> T 0 0 —7
0o T3 T°? 0
2r—o)| T° 0 —T' [T?W+]| 0
-7 Tt 0 T
0o T3 T°? 0 0
= 2r—0o)| T 0 -T'|n+|0 0 7
-7 T 0 -7 0
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0

172t + 1T 2375 —

— 2123t + 7T (2375 —

T(TY)? + (1 — 0)(T?)?)w?

o)T°Th)w?
Wl
w2

0 0 —7
+10 0 0

T 0 0

75 73 )w?

Zy 73 )w?



Lema 3.6. A matriz L satisfaz

0o 7% T*
LAL = 72r—o)T?| 13 0 —T' |w' AW
o I 0
0 10
+r—a)| =1 0 0 |w' AW
0 00

Demonstracio. Sendo L uma matriz de 1-formas, segue que L A L é uma matriz de

2-fomas e pelo lema anterior, temos

LAL=(An+ Bw' 4+ Cw?) A (An + Bw' + Cw?)

onde
0o 713 1T7? 0 00 —71
A=2r—0)| T3 0o -7 B=10 0 7 e C=[00 0
-T%* 1! 0 0O —7 0 T 0 O

Pelas propriedades do produto exterior, tem-se

LAL=(BA—AB)w' An+ (CA— AC)w* A+ (BC — CB)w' Aw?.

mas, w' An =T?w Aw?, W Anp=-TWw AW’ e
0o T 713
BA—AB=712r—-0)| -T* 0 0 |,
T3 0 0
0 7' 0
CA-—AC=72r—0)| T 0 T° |,
0 7% 0
0 -1 0
BC—-CB=7*[1 0 0
0 0 0
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Assim

0o T* 713
LAL = 7(2r—0)| =72 0 0 |T?Ww'Aw’
-7 0 0
0o -7t 0 0 —1
+72r—0)| T" 0 T [(-T'w'AW)+7| 1 0
0 -73 0 0 0
0 1—(T%)? T37?
= 17(2r—0)| (T?)?2 -1 0 —T37 | W AwW?
—T3T? T3T* 0
0 -1 0
+72 1 0 0 |w AW
0 0 O
0o 1% T*
TRr—o)T?| T 0 -T' |w' AW’
o 0
0
+r(r—0)| =1 0 wh A w?
0 O
Lema 3.7. A matriz de 2-formas L AN+ Q A L é dada por
0 —dI?® dT?
LAQ+QAL = Q2r—o)pAN| dT? 0 —dT!
—dT?* dT! 0
0 T —T7?
+72r—0)T?| -T% 0 T' |w'Aw
T 7' 0
0 -1 0
+72r—=0)| 1 0 0 |w' AW’
0 0 O
00 O 0

+71 00 =1 [dt+7] 0 0 0 [d*



Demonstracao. Fazendo um calculo direto temos

T3wy — T?ws —T%*w? —T3w?
LAQ = (2r—onA T'wl T3wi + Thw? T3w}
—T'w) —T?w) —T?wi + T w3
0 0 o0 wlow? 0
+rw' | —wd —w2 0 |47 0 0 0
w3 0 —wji 0 wy w;
T3wi — T?wi T'wl —Tw)
QAL = (21 —o0) —T%w? T3wi + T'w? —T?w, AN
—T3w3 T3wl —T?*wj + T"w}
0 —wi w; wi 0 0
+7] 0 —w} 0 |AwHT| W0 wh |AW (3.7)
0 0 —w? 0 0 wl
Observe que w A ¢ = —p A w para quaisquer w, ¢ 1-formas, comutando 7, w!, e w?

em suas respectivas parcelas, invertemos o sinal de {2 A L, assim somando com L A €2,

obtemos
0 —T'wy — T?w; Tlwy —T3w3
LAQ+QANL = Q2r—o)nA| T?w: +T'w) 0 T?wi + T3wi
T3wi — Tlwy —T3wi — T?w; 0
0 wi —wsy 0 w? 0
+rw' | —wd 0 0 | +T| —wi 0 —w)
wy 0 0 0 w 0

Pelo Lema [3.3| e o fato que (T%)? + (1?)? + (T%)? = 1, a primeira parcela se

torna
0 —d7?  dT? 0 0wl
(2r —o)p A | dT® 0 —d7T* [+7@27—0)T?nA 0 0 w?
—d7? 4Tt 0 —w! —w? 0
0 —T'? + T 0
+ 72T —o)n A | T'w? — T%! 0 0
0 0 0

Como 1 = T'w! + T%w? é uma 1-forma, entrando com o produto exterior em cada

entrada das matrizes nas duas tltimas parcelas e lembrando que n A w! = —T%w! A w?
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enAw?=Tw! Aw?, obtemos

0 —d7?  dT? 0 T8 —T7
(2r —a)pA | 4T3 0 —d7' [+7@2r—a)T*| =T 0 T' |w'Aw
—d7?  dT! 0 ™™ Tt 0
0 -1 0
+7@2r—0)| 1 0 0 |w AW
0 0 O
Pelas equagoes (1.4]) e (1.5)) da Proposicao tem-se
0 w3y —wy 0 wi 0
Twh | —wh 0 0 [+’ —w? 0 —uwl
ws 00 0 wi 0
0 whAwd W Aw? 0 w? A w3 0
= 7| —w' AW} 0 0 +7| —w? AW 0 —w? A wl
w Awl 0 0 0 w? A wy 0
00 O 0 01
=700 -1 |d'+7] 0 0 0 [du?
01 0 -1 0 0

As equagdes de compatibilidade e os lemas anteriores garantem a seguinte

Proposicao 3.1. Assuma que as equacoes de compatibilidade para E sao satisfeitas.
Seyo €V e Ay € Z(y), entao eziste uma vizinhanga Uy de yo em V e uma unica
aplicagao A : Uy — SO3(R) tal que

AN dA = Q + L(A),
A(y) € Z(y) para todo y € Uy,
A(yo) = Ao.
Demonstracao. Seja U uma vizinhanca coordenada de yy € V. Seja F, o conjunto
F={(y,Z) e U x SO3(R); Z € Z(y)}.

Afirmamos que F é uma variedade diferenciavel de dimensao 3. Como yy € U, e

Ay € Z(yp), tem-se que (yo, Ag) € F, logo F é ndo vazio. Vamos determinar uma
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parametrizacao para F. Observe que cada Z € Z(y) depende de y € U, entao vamos
determinar uma aplicagdo M : U — SO3(R) tal que M(y) € Z(y), i.e., M(y)% = T%(y).

Seja W uma vizinhanca coordenada de gy, e considere t1, t, vetores de R? e uma
base {t1,ts, T (yo)} ortonormal de R® em yo, e det(t1,t2, T(yo)) = 1, onde T (yo), denota
o vetor (T (yo), T*(yo), T?(yo)). Assim existe uma vizinhanga U C W suficientemente
pequena, tal que {t,(y),t2(y),T(y)}, sao vetores linearmente independente em R3,
para todo y € U. Aplicando o processo de Gram-Schmidt a esse conjunto de vetores,
obtemos vetores t;(y), t2(y) definidos em U, com t1(yg) = t1,t2(yo) = t2, tais que
para cada y € U {T(y),t1(y),t2(y)} é base ortonormal de R?*. Com isso, definimos
M : U — SOs5(R) por

onde t1(y) = (t1(y), 1(y), £i(v)) € ta(y) = (t2(y), 5(y), £5(y)).
Note que M(y)% = (T7(y)), com § =1,2,3.
(

Agora, observe que Z € Z(y) se, e somente se

B! B! 0
ZM '(y)=| B} B} 0 |,
0 0 1

para algum B = (B?) € SOy(R). De fato, seja Z € Z(y). Como M(y) € Z(y) C
SO3(R), segue M~(y) = M*(y) € SO3(R), onde M*(y) denota a matriz transposta
de M(y), entao ZM~(y) € SO3(R), e como a tltima coluna de M*(y), coincide
com a ultima linha de Z, obtemos [ZM~'(y)|]3 = [ZM'(y))z = (ZM'(y))} =
(ZM Y (y))3=0e (ZM~(y))3 =1, pois Z e M~'(y) sdo ortogonais. Com isso

(ZM~ () (ZM~'(y))s
IM™Ny) = | (ZM~'(y))} (ZM~(y))}
0 0

Como, ZM~1(y) € SO3(R), entdao 1 = det(ZM~(y)) = det(ZM~(y))?, onde a, 3 =
1,2; e de fato [(ZM~'(y))a] ™" = [(ZM ' (y))2]"
Reciprocamente, considere
B B,
ZM~'(y)=| B} B3
0 0 1
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Assim,

B} B
Z=| B2 B2 0 | M(y).
0 0 1

Como B € SO5(R) e M(y) € SO3(R). Segue que Z € SO3(R). A dltima linha de
7 é exatamente a tltima linha de M (y) que é (T (y), T?(y), T3(y)), i-e., Z3 = T?(y).
Portanto Z € Z(y).

Com isso, se (¢, I) é uma estrutura diferencidvel para SO2(R), onde I é um
intervalo aberto de R. definimos ¥ : I — SO3(R) por

‘lf(t) _ ( Qp(t())2><2 (1) )

e observe que sua inversa ¢ dada por

L (BoOY
Y (Ol)—gp (B).

Pelo que provamos, se y € U, entao V(t)M(y) € Z(y), logo definimos a aplicagao
F,:UxICR?*xR— F por

Fo(y,t) = (y, ¥ (t)M(y))

que estd bem definida. Vamos mostrar que F, ¢ uma parametrizacao para F. Devemos

mostrar que:
1. UF(U x 1) =F.

2. Dado (¢a, 1) € (pp, I3) parametrizacoes de SO2(R), tais que Fy, (U x I,) N

F,,(U x 13) # 0, entao as aplicagoes FS;; o F,, sao diferencidveis.

Para mostrar o item 1, resta provar F C | JF(U x I,,). Assim, seja (y, Z) € F, entao
Z € Z(y), logo, existe M(y) € SO3(R), tal que

B 0
Zz(o 1)M(y),

onde B € 5)3(R). Dessa forma existe v; t € I, tal que B = ¢(t), o que implica que
t = ¢ 1(B) e assim tomamos (y,t) = (y,¢ *(B)) € U x I, e teremos que

Fo (y, 07 (B)) = (4, Uy (™ (B)M(y)) = (y. 2).
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Portanto, (y,Z) € F, (U,1,) C |JF(U x I,). Seja agora (y,t) € F, (U x I,) N

F,,(U x Ig), entao
Fl o Fo(y,t) = F, ! (y, Ya(t) M(y))
= (y, U5 (Pa(t) M (y) M~ (y))
= (4,95 (a)).
que é diferenciavel. Contudo, F é uma variedade diferenciavel de dimensao 3.

O espaco tangente T, 7\ F para cada (y,Z) € F é dado por:
Tz F = {(u,¢) € T,U x TzSO03(R); (§ = dT, (u).}
Consideremos as seguintes aplicagoes
m U x SO3(R) = U,

me : U X SOg(R) — SOg(R)
As projegoes no primeiro e segundo fator. Seja h : GL3(R) — GL3(R), dada por

h(Z) = Z~'. Definimos a seguinte matriz de 1-formas em F.
O = (homy)dmy — w2 — (L o M),

onde 7;Q e (L o M) denotam o pullback das matrizes de 1-formas 2 e L(Z). Para
cada (y,72) € F e (u,() € Ty, 2)F, temos

Ow.z)(u,¢) = (hom(y, 2))dmy(y z)(u, C) — (11" Q) .2 (u, ) — (m1"(L © M) (y.2)(u; €)
= Z7'( = Q(dm (v, ) — L(Z),(dm (v, ())
= Z7'C = Qy(u) — L(Z)(u).
Observe que Q,L(Z) € so03, Z € Z(y) e ( € TzSO3(R), ie., ¢§ = dT7(u), com
uwe T,U. Entao ( = ZX, com X € so3 = T;SO5(R), logo
(ZWO)+Z¢=(Z2"ZX) 4+ 27 ZX) =X ZZ ) + X =X+ X =0.

Assim, Z!( € sos. Portanto, O(y, Z) pertence a s03. Afirmamos que para cada
(y, Z) € F, o espago
D(y, Z) = Ker@(yz)

tem dimensao 2. Para provar isso, vamos mostrar que Im0, z) tem dimensao 1 e como
O(y,7) ¢ linear, concluir a prova da afirmacao pelo teorema do niicleo e da imagem.

Considere o seguinte conjunto
H ={H € so3; (ZH)} = 0}, com f=1,2,3.
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Temos que a imagem de O, ») estd contido em H, pois
(ZO)% =dZ; — (Z20); — (ZL(Z))}
mas,
(Z2©)} Z Z3w}, (ZL(Z Z TVL(Z)} e dZ§ = dT”,

e pelos Lemas 3.3 e - 3.5] calculamos. Para 8 =1

3 3
(ZzO)} = dAT'=> T'wi = > T'L(Z)]
y=1 y=1
= 7% -~ T°L(Z)?: - T°L(Z)3

= 1% = T?(21 — 0)T° = T?[(21 — 0)(—T7) + 7w’] = 0

Para § = 2.

3 3
(ZO); = dAT*=> T'wi — > T'L(Z)}

= —1T*w' = T'L(Z)y — T°L(Z);
= —7T°W' = T'27 — o) (=T*)] = T?[(21 — 0)T" — 7w'] =0

3 3
(2zO); = dT*=> T'wi—> T'L(Z)]

= —7T'W? + 7T —T'L(Z); — T°L(Z)3
= —T'W +7T%w' — T (21 — 0)T? — 7w?] — T?*[(27 — 0)(-T") + Tw'] =0

Logo, (Z@)f; = 0 para cada 8 = 1,2, 3 e portanto a imagem de O, 7) estd em H. Vamos
mostrar primeiro que dim#H = 1. Observe que se H € H, entdo ZH € TzS03(R) e
como (ZH)% = 0=dT}(0), entao {(0,ZH); H € H} C T, zF. Além disso,

@(y,Z)(Ov ZH) = Z_le(O, ZH) - Qy(o) - L(Z)y(o)
= Z Y ZH)=H

Assim, dim(H) < dim(Imby, z)) e como Imby, zy C H, entdo dim(H) = dim(Imb,. z)).
Vejamos agora que dim(H) = 1.

A aplicacao F : SO3(R) — S? definida por F(Z) = (Z3},Z3,Z3) é uma submersao (cf.
Lema . Observe que H € H se, e somente se ZH € KerdFy, pois se H € ‘H entao
(ZH)} = 0 para 3 = 1,2,3, e como ja vimos, dFz(¢) = (¢},¢3,¢3), ¢ € TzSOs(R).
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Assim, dF;(ZH) = ((ZH)3},(ZH)3,(ZH)3) = (0,0,0) e portanto ZH €
Ker(dfz). A reciproca é imediata.
Com isso, pelo teorema do nicleo e da imagem aplicado a dF : TzS03(R) — T 2)82
que ¢ uma aplicacao sobrejetora, temos dim(Imby, z)) = dim(H) = dim(dFy) = 1.

Aplicando o teorema do nicleo e imagem para O, Ty zF — M;3(R), temos
3=dim TzF = dim Im 0. + dim Ker(0y,z)) =1+ dim Ker(0,, z)).

Portanto, dim Ker®, 7y = 2 Provaremos agora que a distribuicao D ¢ involutiva.

Calculamos primeiro d©. Como my(y, Z) = Z, denotaremos m = Z. Logo
=277 —m*Q -1 L(2).

Assim
de =d(Z7'dZ) — d(m*Q) — d(m*L(2)).
Como ddZ = 0 e o pullback comuta com a derivada exterior, obtemos d(m*Q) = m*d€Q,

d(m*L(Z)) = m*dL(Z) logo, denotando m1*Q = Q, m*dQ) = dQ e m*dL(Z) = dL(Z),

podemos escrever

0 = -z 'dZAz7'4Z + Z7'd(dZ) - dQ —dL
= —(O+Q+L)N(O+Q+L)—-dQ—dL
= —OANO-OANQ-OAL-QAO-QAQ-QAL
—LAO—-LAQ—-LAL—-dQ—dL.

Pelos Lemas [3.5] e [3.2] encontramos

0 —dI® dT?
dL(Z) = (2r—o)| dT® 0 —dT* |A7p
—dT? dT* 0

0o 7% T2
+@2r—0)| T> 0 —T' | A(=210w' Aw?)
-7 1! 0
0 0 O 0 0 —7
+10 0 do'+]1 0 0 0 |dw
0 —7 0 7 0 O
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Agora usando os Lemas [3.4] [3.5, [3.6] e 3.7 e a expressdo de dL temos que

—dQ-QAQ-QAL—-LANQ—-LANL—-dL

0 —72 0 0o 13 17
= 2 0 0 |wAW+(k—4r)T?| 13 0 T |w'AW?
0 0 O -7 T! 0
0 10 0 -1 0
—7(r—0)| =1 0 0 |[w'AW?—T2T—0)| 1 0 0 [w' AW?
0 0 0 0 0 0
0 13 17
+2r2r — )T | T3 0 —T' |w' AW
N 0

Agrupando os termos comuns, obtemos

0 -1 0
= [PP4r(r—0)—727-0)]| 1 0 0 |wAW?
0 0 O
0o 7% T?
+(k —47? +47° = 210)T°) | T2 0 —T' |w'AW?=0.
-7 7! 0

- K N . ~
onde, usamos a relacao o = o Substituindo o resultado acima na expressao de d©
T
encontramos

dO=-06N0-0AQ-OANL-QANO—-LAO.

Por esta férmula decorre que se &1, & € D(y, Z), entao dO(&;,&) = 0. Além disso

0=dO(&,&) = 60(&) — £0(&) —O([61,&]) = (&, &]) =0.

e como O(&) = O(&) = 0, segue que O([¢1,&2]) = 0. Portanto, a distribui¢ao D é
involutiva e pelo Teorema de Frobenius, (cf. Teorema ¢ integravel. Seja A uma

variedade integral que contém (yo, Ao), entdo Ty, 40)A = D(yo, Ag). Observe que
Tiyo,a0)A N ({0} x Ta, SO5(R)) = {0}.
pois, se (u, () € Tiyy,40) AN ({0} x T4, SO3(R)), entao u =0 e

0 = O(y,40)(0,¢) = AEIC, logo ¢ = 0.
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Tomando, 7 restrito a A C F, temos que d(m1)y,40) : Tiyo,a0)0A — TyU esta
definido em espagos de mesma dimensao e observe que Ker(d(m1)(y,,4,)) = {0}, pois
se (u,¢) € Ker(d(m)y,a0)), entao

0= d(ﬂ-l)(yoﬁo)(uv C) = u.

Mas, (0,¢) € T(yy,40)A se, e somente se ¢ = 0, logo (u,() = {0}. Assim, d(7m1)(y,4,)
é injetora e portanto um isomorfismo. Pelo Teorema da aplicacao implicita, existe
Uy C U,comyy € Uy eW C (Ux SO3(R)) N A, tais que para cada y € Uy,
existe unico A(y) € SO3(R), com (y, A(y)) € W e m(y, A(y)) = m1(yo, Ao) := ¢, i.e,
T (c) N W C A é gréfico de uma aplicacdo A : U; — SO3(R). Como O(y, A(y)) = 0,
segue que

0=A"'dA-Q—-L(A) = A 'dA=Q+ L(A).

Como (y,A(y)) € W C A segue que A(y) € Z(y), em particular, (yo, Ag) € A, logo
(Yo, Ao) = (Yo, A(yo)), ou seja A(yy) = Ag. Com isso, A é solugao da equagao diferencial

e pela unicidade da solucao, A é tnica em Uj. O

De posse da aplicagdo A satisfazendo a Proposicao 3.1, podemos construir uma
nova distribuicao integravel que nos garante uma imersao isométrica local de )V em E e

esse ¢ o contelido da proxima proposigao.

Proposicao 3.2. Seja z9 € E (sem perda de generalidade podemos assumir que
xog € E'). Entdo existe uma vizinhanga Uy de yo contida em Uy e uma unica aplicagao
f: Uy — E tal que

df = (Bo f)Aw,

f (o) = o,

onde w é a coluna (W', w? 0) e, para x € B, B(x) € M3(R) é a matriz das coordenadas
do referencial (Ey(z), Eay(x), Es(x)) no referencial (0z1(x), 0xs(x), 0xs(x)).

Demonstragao. Seja U; x E'. Como U; e E' sa abertos de V e E respectivamente, entao
U; x E' é uma variedade produto de dimensao 5, ja que dim U; = 2 e dim E' = 3.
Considere as seguintes projecoes naturais: m : Uy X E' = Uy, em : Uy x E — E' e

considere em U; X E' a seguinte matriz de 1-formas:
A= (B omy)dmy — (Aom)m*w

onde B~! ¢ a inversa da matriz B, ou seja a matriz das coordenadas do referen-
cial {0x1(x), 0x2(x), Ox3(x)} no referencial {Ey(x), Es(x), Es(x)}, d(ma) (g0 : TUr %
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T,E — T,E' é a aplicacao de projecao no segundo fator, A é a aplicacao obtida na
Proposicio [3.1] e 7iw é o pullback da coluna (w',w?, 0) para U; x E'.
A estd bem definida, pois para cada (¢,x) € Uy x E' e (u,v) € T,U; x T, E', temos

Aga) (U, v) = (B™ 0. m) (g, 2)dma g ) (1, v) — (A 0 m1) (g, 2) (m1"w) (g0 (1, 0)
=B~ (:U)d?TQ ( ) ( )w(ﬂ—l (q> x))(d’nl(q,x)(u> U))
= B (2)v — A(q)wqdm (g0 (u).

Sendo dmy(, ) a diferencial da aplicagdo de projegao 7, entdo dmag . (u,v) é uma
matriz coluna 3x1, logo o produto B~!(z)d(m2) (42 (¢, v) é uma matriz coluna 3x1, o
mesmo acontece com o produto A(q)wdmy (g4 (w).

Observe que para cada (¢,z) € Uy x E', A, é sobrejetora. E claro que ImA . C
M;1(R) e seja (0, B(z)v) € ({0} x T,E), com v = (z,y, 2) escrito na base candnica
de R3. Assim

A(qyx) (O, B(.CL')U)

TH(@)d(72) (4.0 (0, B(x)v) — A(q)w,(0)
@) (B(xw) =v = (2,y,7)

e portanto, Ay . € sobrejetora.Segue que o espaco

B
B

E(q,x) = KerA g )

tem dimensao 2. Provaremos agora que a distribui¢do & é integravel. Como ma(q, x) =
x, e m(q,x) = ¢, para simplificar a notagdo denotaremos m = x e m = ¢q. Logo
d(72) (g.0) = d@(g0), (B~ 0 m2)(q, ) por B~} (x) e Aomi(g,z) = A(g). Lembrando que

A e B! sdo matrizes de fungoes e que d(dm) = d(dz) = 0, obtemos

dA = d(B'dz) — d(A7iw)
=-B BB ' Adr + B 'd(dz) — dA Aw — AdTiw
=B BB ' Adr — dAAw — Al (dw).

Mas, pela equacgoes (1.4]) e (1.5)) para n = 2 temos

dw? —wi Aw! —wl Aw? —wi A w?
dwo=] dw? | =] WAV —wWiAW? | =] —wiAw!
0 0 0
e observe que
1 1 1 1A 2 1A 2
0 —wy; —uws w —wy A w —wy A w
—QAw=| w 0 —wi [A] ?|= —wi A w! = —winw!
wy wi 0 0 wi Aw! + wi A w? 0
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Logo, —Q A w = dw, o que implica que 7 (—Q A w) = 77 (dw), por simplicidade
omitiremos o pullback a partir de agora. Além disso pela Proposicao temos que
dA = AQ + AL(A). E como B™' Adz = A + Aw, temos
dA = —B'dBB ' Adx — (AQ + AL(A)) Aw — Adw
=B 'dBA (A4 Aw) — AQAw — AL(A) Aw + AQ A w
=B 'dBAA—- B 'dBA Aw — A(LA) Aw
Usando o Lema 1], calculamos L(A) A w, temos

0 1% T7? wl 0 0 O wl
LMAANw=2r—0)| T° 0 =T" [nA| W [+]0 0 7 [W'A] &?
-7? T! 0 0 0 —7 0 0
00 —7 w!
+10 0 w A | w?
T 0 0
—T3n A w? 0 0
= (21 — o) T30 A w! + 0 + 0
—T?n Aw! + T A w? —Tw! A w? Tw? A w!
como,
(T1)2 + <T2)2 + (T3)2 =1
nAw' = —T?W' ANw? e AW =T Aw?
Logo
—7T3T1 0
LA ANw=(2r—0)| -TT? |w'AW*+| 0 |w'AW?
1—(T3)? —27
Tt 0
=—2r—o)T*| T? |w' AW’ + 0 w! A w?
T3 21 — o0 — 271
T! 0
=27 —)T?| T? |w' AW’ —| 0 |w' AW
T3 o
usando o fato que A% = T, temos
TYA +T?AL + T3 AL —o A}
AL(A)ANw=—27 —o)T? | T'A2 +T?A2+T343 |w' AW+ | —0A? |w' AW
(T1)2 + (T2)2 + (T3)2 —(TT3
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Como A = com(A) lembre que os elementos da comatriz de A sdo dados por:
Al = (=1)"detM, onde M é a matriz obtida quando se omite a i-ésima linha e a

j-ésima coluna de A. Temos

Al =T3A5 -T2 A3,
AL =TrAZ -T2 A,
AL =T?A} — T 43,
A} =T?A; — TP Aj,
A2 =T3A] — T A},
A3 =T'A) —T?A;.

Consequentemente
T'A} +T?Ay + T? Ay = 0,
T A+ T?AS + T° A5 = 0.
Entao
—o A} —o A}
AL(A) Nw = —o A2 w AW =| —0A} |w AW
—(27 —0)T3 — oT* —277T3

Denotando por (x,y, 2z) as coordenadas em | e usando os modelos locais descritos

no capitulo [2| temos que a matriz B é dada por

A lcos(oz) — A" lsen(oz) 0
B = A sen(oz) A lcos(oz) 0 |. (3.8)
T(xsen(oz) — ycos(oz)) T(xcos(oz) + ysen(oz)) 1
com .
A= .
1+ 4@ +97)
Logo
Acos(oz)  Asen(oz) 0
Bl = —Xsen(oz) Acos(oz) 0
TAY —7tAr 1
Escrevendo
ol
Aw =] o? |,
n
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com

o = Alw' + Ajw?, com j=1,2,3.
Seja dX a coluna (dz,dy,dz) temos

Acos(oz)dz + sen(oz)dy) — ol
A=B'dX — Aw = | Mcos(oz)dy — sen(oz)dz) —a? |. (3.9)
TA(ydx — zdy) +dz —n

Além disso, calculamos dB, determinando a diferencial de cada entrada da matriz B e

usando o fato que dA\~! = g:vdzn + gydy, teremos dB, assim B~'dB é dado por:

A5 (zdx + ydy) —odz 0
B7'dB = odz A5 (zdr +ydy) 0 |,
a b 0
onde
a = %)\(ycos(az) — asen(oz))(zdx + ydy) + 7(sen(oz)dz — cos(oz)dy),

b= —%)\(ysen(az) + zcos(0z))(zdx + ydy) + 7(cos(oz)dx + sen(oz)dy).

Com isso
A (xdx + ydy) Aol — odz A o —c Al
B 'dBAAw+AL(A)Aw = | odz Aol + Ai(zdz +ydy) Aa® |+| —042 |w!'Aw’.
aNat +bAa? —2773

Mas, Ay (u,v) € Ms1(R), entdo existem A', A% e A funcoes reais definidas em
T(g2) (U1 x E') tais que Ay (u,v) = (A (u,v), A*(u,v), A*(u, v)) e pela expressao de
A(g2) Da equacgao (3.9)), temos

Acos(oz)dx + Asen(oz)dy — ol = Al
—Asen(oz)dx 4+ Acos(oz)dy — a? = A?
—A7(ydz — ady) +n+ A® =dz

Multiplicando a primeira equagao do sistema por sen(oz) e a segunda por cos(cz) e

somando os resultados
My = sen(o2)A' + cos(o2)A* + a'sen(oz) + a’cos(oz).

Multiplicando agora a primeira equagao do sistema por cos(cz) e a segunda por

—sen(oz) e somando os resultados
Mz = cos(0z)A! — sen(02)A® + a'cos(oz) — a’sen(oz).
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Assim, a expressao de dz é

dz = (—7ycos(c2) + Tasen(02))A' + (tysen(oz) + Twcos(0z))A?

+ (=7ycos(0z) + Tasen(oz))a’ + (tysen(cz) + Txcos(oz))a? + A* + .

Note que o’/ A o/ = 0, logo o primeiro termo de B~'dB A Aw + AL(A) Aw é

r ycos(oz) — xsen(oz o Aot + r ycos(oz) — xsen(oz a' Ao — oAt A WP
2 2 ’

—on Ao+, (3.10)
onde
X' = g(:pcos(az) +ysen(oz))Atat + g(ycos(az) — wsen(oz))Aal
—oAa® — o7 (ysen(oz) + zcos(oz))A2a?,
Como a! A a? = —a? A al, as duas primeiras parcelas da expressdo na equacao ((3.10))
se anulam. Além disso, temos
—on A a? = —o(Alw! + ASw?) A (AJw! + Ajw?)

= —0(A3A7 — AJAD)W! A WP

= —o(—A)w' AW,
onde usamos o fato de A € Z(y), logo A3 = T? e A = ComA, restando apenas x'.
Analogamente, o segundo termo é x?, com

2

* = —=(ycos(cz) — xsen(oz)) A’ + g(sen(az)(y — x) + zcos(oz))A%al

+

o IR

K
(zcos(oz) + ysen(oz)) Ao’ + §(ycos(az)A2a2 +oAa’t.
Por fim, para calcular o terceiro termo, substituimos as expressoes de \dz e Ady nas

expressoes de a e b entao

aha' = g(ycos(az) — zsen(0z))(wcos(0z) + ysen(oz))Ala?

+ k;(ycos(az) — zsen(0z))(ycos(0z) — zsen(oz)) A%t
kT 9 9

+ ?(ycos((jz) — wzsen(0z))*a® Aot

A Y7A%0r = a2 Aot
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k
b = = (wcos(02) + ysen(o2))(wcos(02) + ysen(02))Alo?

- kg(:ccos(az) + ysen(oz))(ycos(oz) — wsen(oz))A%a?

k
— g(xcos(az) +ysen(oz))*a’ A o?

+ AT A + A el A 2
K
Como \™! =1+ Z(ﬁ +9?%) e que o' A a? = T3w! Aw?; ao considerar a A at +bAa? o

coeficiente de a! A a? se cancela com —27T3w! A w?, restando uma combinacdo linear

de A®, que denotaremos por x3. Concluimos que
BB A Aw + AL(A) = (x', x4 x°) = x.

Assim, dA = —B~'dB A A — x. Por essa expressao deduzimos que se &;,& € &(q, ) =
KerA(q.2), entao dA (&, &) = 0, como para cada 3 = 1,2, 3 vale a férmula da Proposicao
1.9 para a 2-forma (dA)?

0= (dA)7(&1,&) = &A% (&) — LA (&) — A([6, &)).
o que implica que A?([£1,&]) = 0, logo [£1,&] € &(q,x). Portanto a distribuicio

&(q,x) é involutiva, entdo pelo Teorema de Frobenius, é integravel.

Seja A uma variedade integral passando por (yo,z9) € (U; x E'), entao
T (yo,20)A = & (Y0, o). Note que

T(yoywo)A N ({O} X TrroE/> = {O}
De fato, se (u,v) pertence a essa intersegao, entdo v = 0 e (0,v) € KerAy, ). Logo
0= A(yo,xo)(()’ ?J) = Bil(x())(dxo)(yo,xo)([)? U) - Ayowyo (O> = Bil<x0)v'

o que implica, v = 0 e assim (u,v) = 0. Tome m; restrita a A. Observe que
Ker(dm|4) = 0. De fato, se (u,v) € Ker(dm|4), entdo 0 = dm|4(u,v) = u, implica
que v = 0, como (0,v) € T(y,20)A, pela observagao anterior (u,v) = 0. Assim, dmi|4 é

injetora e como esta definida entre espacos de mesma dimensao, é um isomorfismo.

Pelo teorema da aplicacao implicita, existem abertos U, C Uy, com gy € Us e

W C (Uy x E') N A, tais que para cada y € U existe um tnico f(y) € E' com

mi(y, f(y)) = c:=m(yo,z0) € (y,f(y)) €W,

ou seja, (y, f(y)) € iy (c) N W e a7 (c) N W C A é grafico da aplicacdo f : Uy —
ou seja A é localmente grafico de f. Como Ty, () (77 (c) N W) C Ty 20)A tem-se

0 = Ag.r (u,0) = B~ (ma(y, f(1))d(m2) (g (1, 0) — Al (y, f(©))) (1) Wiy, py) (, 0).
(3.11)
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mas, d(72) . 7(y) (u, v) = df,(u), pois se a : I — 71 '(c) MW é uma curva diferencidvel,
tal que «(0) = (y, f(y)) e &/(0) = (u,v). Entao

A s 0) = moal®) = LW = dfyw).

t=0 t=0

Logo a equagao (3.11)) se torna

B7Y(f(y))df,(u) — Ayw,(u) =0, ou seja,
BU(f(1)dfy (u) = Ay, (). Segue que
dfy(u) = (B o f)yAy)wy(u).

Portanto, df = (B o f)Aw. Como yy € Us, entao existe tnico f(yo) € E' tal que
(vo, f(10)) € W e m1(yo, f(y)) = c. Mas (yo, z0) € 717 *(c) N W logo,

(%0, %0) = (30, f(%0)), ou seja zo = f(yo)-

Pela construgao da demonstracao, f ¢é solugao da equagao diferencial dF = (B o F') Aw,

com a condigdo inicial F(yy) = x¢, pela unicidade da solugdo f é tnica em Us. [
Com base nas proposicoes anteriores, provaremos o resultado principal.

Demonstra¢io. Sejam yg € V, Ay € Z(yo) e zo € E'. Vamos considerar em ¥V um
referencial ortonormal local (ej, e5) na vizinhanga de 9. Usando as Proposigoes e
existe uma tunica aplicagdo A : Uy — SO3(R) tal que

A'A = Q + L(A),
A(y) € Z(y) para todo y € Uy,
A(yo) = Ao,
e uma unica aplicacao f : Uy — E’ tal que
df = (B © f)Awa f(yO) = o,

onde U, é uma vizinhanga de y, que podemos assumir simplesmente conexa ( ja que V

é simplesmente conexa). Vejamos a seguir que [ satisfaz as propriedades mencionadas
no teorema em Us. Como df = (B o f)Aw, com B da forma dada pela equagao ((2.3)),
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Aw = (a',a?,n), onde o/ = A{wl + A%wz. Podemos observar, por exemplo, que

a'(er) Af
df(er) = (Bo flAw(er) = (Bo f) | a®(er) | =(Bof)| A
n(er) T
BiAl + B1A? + BiT! BIA} + B A3
= | B2?Al+ B2A2+ BT | = BA} + B3 A3 :
B3Al + B3A? + B3T! B} A + B3A? + T!

pois, By = B =0 e B3 = 1. De forma geral, temos

Bi A} + B3 A3
df,(ex) = B A} + B3 A;
B} AL + B3A2 + T*

Escrevendo o vetor df,(e;) na base {0z, 0y, 0z}, temos que o mesmo é dado pela

k-ésima coluna da matriz BA, que é invertivel. Como os vetores df,(e1), df,(e2) sdo

linearmente independentes, eles formam uma base da Imdf. Assim df tem posto 2 e

consequentemente df, é injetiva, o que significa que f é uma imersao. No referencial

{E1, By, Es}, o vetor df,(ex) ¢ dado pela k-ésima coluna da matriz A.

De fato, como B é a matriz mudanga de base da base {Jz,0y,0z} para a base

{E1, Es, E5}, para escrever d f,(ex) na base { Ey, Ey, E3} multiplicamos o vetor d f,(ey,) =
(BA)y, que inicialmente estd escrito na base {9z, dy, 0z} por B~!, ou seja [d fiep)(p.} =

[B7H[d f(ex)) {6201 Temos

5 Ay = (38D (B () (BAL S () ()

=1 =1 =1

mas, (BA)j, ZB’AJ Segue que

3 3

> (B (BA), = ; )" B;) Z = Ay

=1

3
Portanto, B~ (BA), = (4}, A7, A}). E assim df,(ex) = Z AJE;. Como A é ortogonal,
suas colunas sao ortonormais, entao B
(df(ex), df(e)) = (A, Az, AR (A], A7, AD))

= (Slk = <ek;€l>-
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Sendo f uma imersao, localmente f é um difeomorfismo, e como satisfaz a igualdade
acima, f é portanto uma isometria local. Como A(y) é ortogonal suas colunas formam
um referencial ortonormal direto de [E. A primeira e a segunda coluna formam uma base

ortonormal de Ty, f(V). Assim a terceira coluna nos dé, no referencial { £y, Ey, Es}, o

normal unitario N(f(y)) a f(V) em E no ponto f(y). Considere X; = df(ej). Observe
que para cada y € U,, tem-se df,(e;) = X;(f(y)). Como df(e;) ZAkEk, entao

k=1
(Xj, Ea) = A$. Usando o fato de f ser uma isometria, temos

dAF (er) = d(X;, Ea)(er) = d(df(e;), Ea)(er)
= d{e;, df 1 (E.))(ex) = exlej, df T (EL)).

Por outro lado, pela compatibilidade da conexao com a métrica e sendo f uma isometria,

temos

ek<€ja df_l(Ea)> = <v€k€j7 df_l(Ea» + <€j7 VEkdf_l(Ea»
= <df(vekej)v df(df_l(Ea))> + <df(ej)> df(vekdf_l(Ea)»‘

Temos ainda, que se f : M — M é uma isometria, vale a relagdo df(VxY) =
vdf(x)df(Y) para todo X,Y € TM. Assim

€k<€j7 df_l(Ea» = <vdf(ek)df<ej)’ EO‘> + <df(6j)’vdf(ek)Ea>
<vXka> + <Xj7vXkEOé>'

Com isso, temos
dAf (er) = (Vx, Xj, Ea) + (X, Vx, E )

= (Vx, X, Z ASEg, Z AiN g, Eq)

'y_

= (Vx, X, E,) + Z AJ AN E(;,ZFWE

761

= (Vx, Xj, Ea) + Z A?AZT(EM e como

~,0=1

2 3
(W5 =2 % AZALAIT ),

~,0,e=1
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temos

3 3 2 3
A: =S ATL(A)L =3 A Y APATALAT Juh)
=1 =1 k=1 ~,0,e=1
2 3
:Zj ;1A;¥AEAWA;5 78)
2 3
= Z( > A”Ajl“m) k
k=1 ~,6=1

3

a ultima igualdade decorre do fato Z ATA; =1 quando € = a, ja que A é ortogonal.
=1

Com isso

3

(AL(A))5 (er) = > _( Z ALATT Jwh(er) = >0 AJATTY,.

k=1 ~,0= v,0=1

Assim,
(Vx, Xj, Ea) = dAf (er) — (AL(A))5 (ex)

3
e como N(f(y)) =>_ AJE,, temos

a=1

3 3
<VXka7 N> = <VXka7 Z AgEa> = Z Ag<vXka7 Ea)
a=1

a=1

3 3 3
=Y A(dAS(er) — (AL(A Z AS(AQ)§ (ex) = Y AT ATQ] (ex)
a=1 a=1 a=1 y=1
3
= Y AFAQ)(er) = w)(ex)
a,y=1
= (Sex, €;),
Por outro lado
(ﬁXka,]\U = Xk<Xj,N> — (vXkN, Xj> = —(ﬁXkN, X;). (3.12)

Sendo {ej, e2} definido em uma vizinhanca de yy € Us, segue que Sej, € T, U, e sendo

f uma isometria, temos
(Ser, e5) = (S(Af 7 (Xp), df (X)) = (df(S(df(Xx))), df(df (X))
((df oSodf™")(Xk), X)) (3.13)

Igualando as equacoes (3.12) e (3:13), e denotando S : Ty f(V) — T f(V) o
operador forma em f(V) C E tem-se

—(Vx, N, Xj) = (S(Xk), X;) = {(df 0 S o df7)(Xk), X;).
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para todo X; € Ty, f(V), assim
S=dfoSodf

Finalmente, os coeficientes do vetor vertical £ = E3 no referencial {X;, Xo, N} é dado
pela ultima linha de A. Como A(y) € Z(y) para todo y € Us, obtemos

2
§=> T'X;+T°N =df(T)+vN pois,

J=1

2
T7df(e;) ZZT%’] T(f) = df (D).

||Mw

Agora provaremos que a imersao local f é tnica a menos de uma isometria
global de E preservando ¢ ( e consequentemente a orientagao da base de fibragao).
Seja f : U; — E uma outra imerséo satisfazendo a conclusio do teorema, onde Uy
é uma vizinhanca de 1y, simplesmente conexa contida em U,. Seja {5(71 5(/2,5(/3} o
referencial associado (i.e., X; = df(e;) e X3 é o normal a f(V)) e seja A a matriz das
coordenadas do referencial {X; X5, X3} no referencial { Ey, Ey, E5}. Como E é uma
variedade homogénea, existe uma isometria ¢ : B — E tal que o(f(yo)) = f(yo). Assim
podemos assumir que f(yg) = f(yo) e que os referenciais {)71 X, Yg} e {X1, Xo, X5}
coincidem em o, e portanto A(y) = A(yo), pois

Xs(yo) = Xs(yo) & dfyy(es) = dfyy(es) & (Bo flyo)Aw(es) = (B o f(yo)) Aw(es)
& BAw(eg) = BAw(ep) & Aw(eg) = Aw(eg)
g (A}J)7A%7A%) = (A}&A%?A%) g A(yO) = A(@/O)

onde nas igualdades acima, as matrizes A, A estdo calculadas no ponto yy e B em

f(y(J)' .

Observe que esta isometria fixa &, pois tomando z = f(yo) e T = f(yo), como
f(yo) = f(yo) e Xs(yo) = Xs(yo), temos

ZTJ )X, 4+ T3(%) X
—ZTJ )X, + T3 (z)N = &().

Além disso, como as matrizes A e A satisfazem
ATMdA=Q + L(A) e A7'dA = Q + L(A), com
A(y), A(y) € Z(y) para todo y € Us e Alyo) = A(yo), entdio
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pela unicidade da solu¢ao da equacao diferencial com condigao inicial vista na Pro-
posicao , obtemos que A(y) = A(y) para todo y € Us. Similarmente, f e f

satisfazem

df = (Bo f)Aw, f(yo) =0
df = (Bo f)Aw, [(yo) = xo.
Como em y € Us A = A, pela unicidade da solugdo na Proposicio tem-se f = f

em Us.

Resta provar que f pode ser estendida a V. Para isso considere yg,y; € V.
Como a superficie V é simplesmente conexa existe uma curva v : [0,1] — V, em V
tal que ¥(0) = yo e 7(1) = y;. Pela construcao feita acima, para cada p € ([0, 1])
existe W, C V aberto, com p € W, e uma tnica imersao isométrica f, : W, — E’ que
satisfaz as propriedades do teorema. Observe que ([0, 1]) C Upe,W,, € como ([0, 1])
¢ compacta podemos extrair uma familia finita Wy, W, ..., W,, cobrindo ~. Vamos
supor que W7 = U; e seja f; a imersao isométrica de Wy, em E’, com as propriedades
do teorema. Tomaremos f; = f. Se Wi N U; # 0, entdao a menos de uma isometria
do ambiente f = fr em Wy N U;. Logo podemos estender f a Wy U U;. Realizando
esse processo sucessivamente, conseguiremos estender f para cada W) de modo tnico
e como V é simplesmente conexa essa extensao nao depende de v, assim f(y;) estd

bem definida e f é uma imersao de ¥V em E.

]
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