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RESUMO

OBSERVABILIDADE DE SISTEMAS DE CONTROLE

Nesta dissertacao apresentamos os fundamentos da Teoria de Lie e sua aplicacao no
estudo da propriedade de observabilidade para uma classe de sistemas de controle.
Focamos nosso estudo em sistemas invariantes. O objetivo principal é estudar as pro-
priedades de observabilidade para estabelecer que sob certas hipoteses é possivel obter
alguns critérios para verificar que um sistema possui a propriedade de ser observavel.
Para finalizar, mostramos exemplos em grupos de Lie com a finalidade de verificar as

condicoes de observabilidade introduzidas neste trabalho.

Palavras-chave: Grupos de Lie, algebras de Lie, sistemas de controle, observabili-

dade.



ABSTRACT

OBSERVABILITY OF CONTROL SYSTEMS

In this dissertation we present the foundations of Lie theory and its application to the
study of the property of observability for a class of control systems. We focus our study
on invariant systems. The main objective is to study the properties of observability
to establish that under certain hypotheses it is possible to obtain some criteria to
verify that a system possesses the property of being observed. To conclude, we show
examples in Lie groups with the purpose of verifying the conditions of observability

introduced in this work.

Keywords: Lie Groups, Lie algebras, control systems, observability.
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Introducao

A teoria de Controle Geométrico teve seus inicios aproximadamente no final da
década dos anos 60’s, e tem—se desenvolvido muito devido a sua estreita relacao com
diversas areas de ciéncias e engenharias. Os sistemas de controle sao uma interes-
sante area de estudo tanto de um ponto de vista pratico como desde um ponto de
vista tedrico, e os grupos de Lie [11],[16] surgem naturalmente como modelos para o
espaco de configuracao da dinamica devido a que envolvem propriedades geométricas
e algébricas.

O estudo dos sistemas de controle sobre grupos de Lie teve um grande avanco com
diversos trabalhos de Brockett, Jurdjevic, e Sussmann, veja [3], [15], principalmente
em questoes de existéncia e critérios algébricos de controlablidade e observabilidade
desde a teoria de Lie. Posteriormente, foram abordadas questoes sobre controle étimo
para sistemas em grupos de Lie [10], e sobre espagos homogéneos [2].

A classe dos sistemas de controle invariantes sobre grupos de Lie foi considerada
pela primeira vez em 1972 por Brockett em [3], sdo de especial interesse no estudo
de diversos assuntos da teoria de controle, uma vez que eles formam uma importante
subclasse de sistemas nao lineares e representam também uma subclasse significativa
de sistemas de controle ricos em simetria. Para estes sistemas a translacao de qual-
quer trajetéria é novamente uma trajetoria. Eles possuem uma estrutura que deixa
de maneira natural muitas simplificagoes o que nos permite o estudo de varias pro-
priedades e questoes relacionadas a controle nao linear de modo mais simples. Além
disso, para sistemas invariantes o estudo de diversas propriedades associadas com tais

sistemas pode ser reduzido ao estudo da algebra de Lie do grupo de Lie subjacente a



dindmica de controle. Veja [10].

O estudo da propriedade de observabilidade sobre grupos de Lie foi iniciado por
Brockett [3], posteriormente destacamos as contribuigoes dos autores [4] e [10]. Eles se
basearam nos conceitos de observabilidade em teoria de Lie. Informalmente falando,
a observabilidade de sistemas esta associado ao problema de determinar os estados no
espaco de estados da dinamica do controle a partir uma observacgao parcial conhecida
sobre o sistema em um intervalo de tempo finito. Em outras palavras, estudar a
posibilidade de encontrar um controle que permita distinguir dois estados diferentes
no espaco de estados da dinamica do controle a través da observacao disponivel dada
por uma funcao de observacao.

Nesta dissertacao, nos concentrarmos em fornecer uma visao geral sobre a observ-
abilidade para uma classe de sistemas de controle sobre um grupo de Lie com funcao
de saida cujo espaco de saida é um espago quociente deste grupo de Lie. Mostramos
suas principais propriedades, sua relagao com a Teoria de Lie, e em seguida estabele-

ceremos algumas condigoes de observabilidade local e global.

A dissertacao esta organizada em trés capitulos, a continuacao descrevemos breve-
mente cada um deles:

No capitulo 1, apresentamos uma revisao das propriedades basicas de grupos e
algebras de Lie no contexto geral e também para grupos de Lie de matrizes, apis
disso definimos os campos de vetores invariantes e sua relagao com algebras de Lie,
e aplicagao exponencial. Além disso, introduzimos a nocao de representacao sobre
grupos de Lie, e alguns aspectos basicos dos grupos de Lie soltuveis e também dos
nilpontentes; ferramentas que sao indispensaveis para a comprensao deste trabalho.
Neste capitulo, seguimos as referéncias [14], [16], [17].

No capitulo 2, fornecemos uma descricao da classe de sistemas de controle invari-
antes, descreveremos os principais aspectos sobre um sistema de controle invariante e
suas trajetérias, o conjunto de acesibilidade e suas propriedades, introduzimos alguns

exemplos para facilitar a comprensao destes tépicos; ferramentas fundamentais que



sao de interesse deste trabalho. Veja [1], [10], [13].

Finalmente, no capitulo 3 apresentamos critérios para analise da observabilidade
em grupos de Lie que generalizam o estudo da classe de sistemas de controle sobre
espacos Euclidianos. Para desenvolver o capitulo, foi necessario dar uma caracter-
izacao do conjunto dos estados nao observaveis pela dinamica de controle cuja fungao
de observabilidade toma valores num espaco quociente. Essa caracterizacao permite
estabelecer a relagao de invariancia da algebra de Lie do subgrupo formado pelos
pontos no espaco de estados nao observaveis. Com essas ferramentas, mostramos que
analise da observabilidade local e/ou global depende tanto da subdlgebra dos estados
nao observaveis quanto da funcao de observacao. E para finalizar, damos alguns ex-
emplos em grupos de Lie com a finalidade de verificar as condigoes de observabilidade
introduzidas neste trabalho.

Muitas questoes continuam em aberto na Teoria de Controle e a maioria deles
precisam de uma boa comprensao de certas propriedades da Teoria de Lie que ainda
estao em desenvolvimento. Nesse contexto, a dissertacao estabelece os fundamentos
necessarios para a comprensao da propriedade de observabilidade, que é importante

no estudo de diversos problemas da Teoria de Controle.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo introduzimos alguns conceitos e ferramentas relacionados a Teoria
de Lie os quais serao uteis para o desenvolvimento desta dissertacao. Seguimos as

referéncias [14], [16], [17].

1.1 Grupos de Lie

Iniciamos a se¢ao introduzindo a nocao de Grupo de Lie.

Definicao 1.1. Um grupo de Lie G de dimensao n € uma variedade diferencidvel n—
dimensional a qual também possui uma estrutura de grupo tal que para todo g,h € G

as operagoes de grupo
p:GxG — G

(g,h)  ~ plg,h):=g-h

1. — G
g ~ ilg)i=g

sao aplicacoes diferencidveis.

A continuagao veremos alguns exemplos.



Exemplo 1.2. G = R" é um grupo de Lie. De fato, R™ é uma variedade diferencidvel
com o atlas A = {(R",p)} onde a aplicacao identidade @(x1,--- ,x,) = (X1, ,Tp)
¢ considerado como uma carta global. Note que, R™ € um grupo com a operacao de

soma usual de vetores
+:R*" x R" — R, (X1, Ty, s Yn) T+ Yy = (214 Y1, T+ Yn) -

Além disso, as aplicagoes

PR xR* — R™
(z,v) ~ o ple,y) =x 4y

i:R" —» R™
. )
x ~ o i(T) = —x
sao diferencidveis, pois as entradas das aplicagoes p e i sao polinomios lineares. Por-

tanto, R™ é um grupo de Lie.

Exemplo 1.3. A circunferéncia (esfera unitaria 1-dimensional), dada por
St={exp(jO): 6€R, j=+v-1}cCC-{0}

¢ um grupo de Lie de dimensao 1.
Note que S é uma variedade diferencidvel. Com efeito, com a topologia induzida
de C — {0} podemos construir o atlas A = {(U,, ¢.), (V.,1,)} sobre S, como segue:
Para pontos z € S, z # +1, escolha a carta (U, ¢.), onde

11— 2] \1+z|)}

2 72

U, = {w =exp(jh) : |z — w| < min(

¢ ¢, : U, C S — R esta definida por ¢.(w) = 3(w + ) = cos(0).
Para pontos z € S, z # 47, considere a carta (V},1.), onde

2 72 ’

V, = {w =exp(jb) : |z — w| < min(
e, : V. C S' — R esta definida por ¢.(w) = 5 (w — 1) = sin(f).

5



Por outro lado, S* é um grupo com a multiplicagao induzida desde C — {0} sobre
St. De fato, dados z = exp(jf),w = exp(jB) € S* temos |z| = |w| = 1. Assim,
z-w = exp(jb) - exp(jB) = exp(j(0 + B)) satisfaz |z - w| = 1. Portanto, z - w € S*.
Também, dado exp(j0) € S* o seu inverso é exp(—jf) € S*.

Além disso, a aplicacao produto p : S' x S1 — S* dada por

p(z,w) ==z - w = exp(jo) - exp(jB3)) = exp(j (0 + B)),
esta definida via a multiplicacao usual sobre o corpo dos niimeros complexos, assim
segue-se que p é diferencidvel. Também, verifica-se que a aplicacao i : ST — S!
definida por
i(z) = i(exp(j0)) = exp(—j0),

¢ diferenciavel. Portanto, S' é um grupo de Lie.

Proposicao 1.4. Se G e H sao grupos de Lie, entao o produto direto GX H é também

um grupo de Lie.

Prova: De fato, G x H é uma variedade diferenciavel com a estrutura de variedade
produto. Também é um grupo. Além disso, para todo g,h € G as operagoes:
p:(GxH)x(Gx H) — (G x H)
((g1:h1); (g2, ha)) ~ p(g,h) == (9191, hihs)

1. GxH — Gx H
(9,h)  ~ i(g,h):= (g7, 7

sao aplicagoes diferenciaveis, pois suas fungoes coordenadas sao diferenciaveis devido

bl

a que G e H sao grupos de Lie. O

Exemplo 1.5. O Toro 2-dimensional, obtido pelo produto direto
T? 2= 5 x St

é um grupo de Lie de dimensdo 2. De fato, como S' é um grupo de Lie, seque-se

diretamente desde a Proposicao 1.4 que T? é um grupo de Lie.

6



Por um procedimento semelhante ao Exemplo 1.5 pode-se concluir que o Toro
n-dimensional

T~ St x ... x St (produto de S* n—vezes)

é também um grupo de Lie.

Agora introduziremos a nocao de translacao sobre grupos de Lie.

Definicao 1.6. Sejam G um grupo de Lie, e g € G fizado. Chama-se translacao a

esquerda por g a aplicagao

L,:G— G definida por L,(h)=g-h
Da mesma forma, a aplicacao

R,: G — G definida por Ry(h)=h-g
¢ dita translacao a direita por g.

Observacao 1.7. As aplicacoes Ly e Ry sao difeomorfismos de G. De fato, dados

dois elementos g1, g2 em G verifica—se que

Ly, oLy, =Lgyg, € Ry 0Ry, = Ryy,.

Assim, tomando g, = g, desde as igualdades anteriores temos Lgl—l = (Ly) ' e

_ -1
Rgfl = (R,)"".
Assim, Ly e Ry—1 sao as inversas das aplicagoes Ly e Ry, respectivamente.
Além disso, Ly—1 e Ry—1 sao diferencidveis, e como as as translagoes a esquerda e a

direita e sao bijetivas, seque-se que Ly e Ry sao difeomorfismos.

Se G um grupo de Lie, g € G e A C G é um subconjunto qualquer, entao a
translagao de A via L, dada por L,(A) = {gx;x € A}, é um conjunto aberto ou
fechado, respectivamente, dependendo do fato de que A seja aberto ou fechado. A
mesma conclusao é vélida para o conjunto R,(A) = {zg;x € A} definido via a

translacao a direita R,.



Proposicao 1.8. Seja G um grupo de Lie. Se H é um subgrupo aberto de G, entao
H € fechado.

Prova: Seja g € G, note que uma classe lateral gH = {gh: h € H} de H é obtida
pela translacao a esquerda L,. Portanto, se H é aberto segue-se que L,(H) = gH
é também aberto. Por outro lado, podemos escrever G como a uniao de H com as
classes laterais gH, g ¢ H. Isso significa que o complementar de H em G é uma uniao

de conjuntos abertos e dai que H é fechado. O

Sejam G um grupo de Lie, e A; B C G subconjuntos arbitrarios. Denotaremos

por A - B o conjunto produto de A e B, dado por
A-B=AB={xy e G;x € A, y € B},

Nesta notacao, A" denota os produtos, A2 = A- A, A3 = A2. A= A. A? etc.
Também, se A ou B é aberto entao AB é um conjunto aberto; pois por definicao

AB = |J Az = |J «B, ou seja AB é uniao de abertos. No entanto, AB pode nao
zeB z€EA

ser fechado, mesmo que ambos os conjuntos sejam fechados.

Além disso, se A C GG é um subconjunto qualquer entao o conjunto
Al ={a'eGyx e A},

é um conjunto aberto ou fechado, se e somente se, A é aberto ou fechado, respectiva-
mente. De fato, como a aplicacao inversio i(z) = z~! ¢ um homeomorfismo sobre G,
segue-se que A~ = i(A); logo A™! ¢ aberto ou fechado se e somente se A ¢ aberto
ou fechado, respectivamente.

Em termos destas notagoes podemos definir vizinhanca simétrica sobre um grupo

de Lie.
Definicao 1.9. Uma vizinhanca U da identidade em um grupo de Lie G € dita
simétrica se U = UL,

Observacao 1.10. Note que, se V € uma vizinhanc¢a arbitraria da identidade em G
entao V! também € uma vizinhanca da identidade em G, e VOV ™1 é uma vizinhanca

simétrica.



Observacao 1.11. Seja G um grupo de Lie, entao qualquer subgrupo H C G de in-
terior nao vazio € aberto (e portanto fechado). De fato, tome x € int(H) e um aberto
dado por uma vizinhanca da identidade V tal que V' C H entao V =z '(2V) C H
pois H € subgrupo. Portanto, sey € H entaoy € yV C H, mostrando que todo ponto
de H ¢ interior, isto é, H € aberto. Assim, desde a Proposi¢ao 1.8 seque—se que H €
fechado.

Note também que, os subgrupos abertos de um grupo de Lie G sdo unioes de com-
ponentes conexas de G. Em particular, se o grupo € conezxo ele é o unico de seus
subgrupos abertos. De fato, como € conhecido qualquer subconjunto A de um espaco
topolégico X que € ao mesmo tempo aberto e fechado € uniao de componentes conexas

de X, isto €, se uma componente conexa C' C X satisfaz C N A # () entdo C C A.

Proposicao 1.12. Seja G um grupo de Lie conexo, se V' é uma vizinhanca da iden-

G=Jv,

n>1

tidade em G entao

onde V" denota as poténcias de V.

Prova: Considerar W =V (V™! onde V é vizinhanga da identidade em G. Note

que W é uma vizinhanga simétrica contida em V. Como |J W™ C |J V", para
n>1 n>1
mostrar que G é uniao de V", n > 1, basta mostrar que G = |J W".
n>1
Observe que a uniao |J W™ é fechada, pois esta unido esta constituida por
n>1
poténcias de W e os produtos W2 W3, ... . Como W é simétrico, segue-se que,

(W™)~t = W™, Isso mostra que |J W™ é um subgrupo de G' com interior nao-vazio
n>1

(pois, W C |J W™). Portanto, |J W™ é um subgrupo aberto. Pela Proposigao 1.8
n>1 n>1

segue—se que também é fechado. Finalmente, como G é conexo desde a segunda parte

da Observagao 1.11 obtemos que G = |J W". O

n>1

Finalizamos esta subsegao com dois resultados importantes da Teoria de Lie.



Teorema 1.13. Qualquer subgrupo fechado de um grupo de Lie é um subgrupo de
Lie.

Prova: Veja Hausner e Schwartz [12]. O

Teorema 1.14. Seja G um grupo de Lie, e H um subgrupo de G. Se H é conexo por

caminhos entao H é um subgrupo de Lie de G.

Prova: Veja H. Yamabe [§] e Kobayashi-Nomizu [11]. O

1.1.1 Grupos de Lie de matrizes

Nesta secao mostramos alguns grupos de Lie nos quais os seus elementos sao

matrizes.

Exemplo 1.15. Seja M(n,R) = {A = (a;j) : a;; € R, 1,5 =1,...,n} o espago de

todas as matrizes n X n com entradas reais. Denote por
GL(n,R) = {X € M (n,R) : det(X) # 0},

o conjunto de todas as matrizes n X n invertiveis com entradas reais. Tem—-se que
GL(n,R) é um grupo de Lie munido do produto usual de matrizes, chamado grupo
de Lie linear geral.

Para provar que GL(n,R) mostraremos que ele satisfaz as exigéncias da Defini¢do 1.1.
Em primeiro lugar, veja que GL (n,R) possui uma estrutura diferencidvel, pois a
aplicagio det : M(n,R) — R € continua e visto que GL(n,R) = det (R \ {0})
seque—se que GL(n,R) é um subconjunto aberto de M(n,R), sendo assim temos que
GL(n,R) é uma subvariedade diferencidvel de M(n,R).

Em segundo lugar, veja que GL(n,R) é um grupo com respeito ao produto usual
de matrizes. Com efeito: se X, Y € GL(n,R) entio o produto XY € GL(n,R).
1 se 1=

Obviamente a matriz identidade Id = (6;;) € GL(n,R), onde 6;; = )
0 se 1#£]

10



e se X € GL(n,R) temos que X' € GL(n,R) pois a inversa de uma matriz ndo
singular é também nao singular.

Finalmente, verifica—se que as operagoes produto e inversao em GL(n,R) sdo
diferencidveis. Com efeito,

i) se X = (z5) eY = (y;;) sdo elementos de GL (n,R) entdo a aplicagao
(X,Y) € GL(n,R) x GL(n,R) — XY € GL(n,R)

¢ diferencidvel, visto que as entradas da matriz XY dadas por (zy);; sdo polindmios
de grau dois nas variaveis x;;,v;;. Isto €, XY = ((vy)ij) = (i Tigyk; | - Portanto,
a aplicagao produto é diferencidvel. =

i) X € GL(n,R) — X' € GL(n,R) também ¢ diferencidvel, pois as entradas da
matriz inversa (X 1);; sao dadas pelas fungoes racionais #(X) (Zi;) onde Z;; denota
0s coeficientes da matriz adjunta de X, e assim funcoes racionais nas entradas ;;
cujo denominador € o determinante de X diferente de zero. Portanto, a aplicacdo

mversao € diferencidvel.

Exemplo 1.16. O conjuntos das matrizes
SL(n,R)={X € M (n,R) : det(X) =1},

¢ um grupo de Lie, chamado grupo de Lie linear especial.

Com efeito, primeiro veja que SL (n,R) é um grupo com as operagées induzidas
por GL(n,R); pois, se A,B € SL(n,R) entdo det(AB) = det Adet B = 1, e assim
AB € SL(n,R). Tambén, se A € SL(n,R) seque-se que A~* € SL(n,R).

Por outro lado, as aplicagées o : SL(n,R) x SL(n,R) — SL(n,R) e  :
SL(n,R) — SL (n,R) definidas por (A, B) — AB e A — A~ respectivamente,
sao diferencidveis. De fato, ditas aplicacoes sao as restricoes das aplicacoes produto
e inversao sobre GL(n,R).

Finalmente, verificarmos que SL (n,R) é uma variedade diferencidvel. Para esta
finalidade, considerar a aplicagao det : M(n,R) — R definida por A — det A.
Observe que, SL(n,R) = det™*({1}), consequéntemente, se provarmos que 1 € R

11



¢ um valor reqular da aplicacdo det desde o Teorema da Funcdao Implicita seque—se
que SL (n,R) é uma subvariedade de GL(n,R) com a estrutura diferencidvel induzida
por GL(n,R). Note-se que verificar que 1 € R € um wvalor reqular da aplicagdo det é

equivalente a mostrar que a aplicagao,
(d det )A : TAM<7”L, R) — Tdet AR,

definida por X — (ddet)4(X) com A € det ~}(1), € sobrejetora. Veja que,
(ddet )a(X) = Zdet(z‘h, s A, Xas A L A),
i=1

donde A = (A1, -+, A,), X = (X1, -, X,) € M(n,R), com A; e X; denotando as
colunas da matriz A e X, respectivamente. Em particular, (ddet A)(X) = tr(X),
onde I denota a matriz identidade.

Observe que, a aplicagdo (ddet) é sobrejetora; pois, Yk € R existe uma matriz
X = (kA1,0,---,0) € M(n,R) tal que (ddet)s(X) = k. Assim, temos provado que
SL(n,R) é um grupo de Lie.

O grupo de Lie linear especial esta constituido de matrizes de ordem n x n uni-
modulares, e correspondem aos operadores v — Xv que preservam o volume padrao
em R"™.

Agora introduzimos uma definicao de certa classe de grupos de Lie que tém im-

portancia em diversas aplicagoes em ciéncias e engenharias.
Defini¢ao 1.17. Um grupo de Lie G C GL(n,R) é chamado um grupo de Lie linear.

O proximo resultado é uma condi¢ao suficiente para que um conjunto de matrizes

seja um grupo de Lie linear.

Teorema 1.18. Se G ¢ um subgrupo fechado de GL(n,R) entao G é um grupo de

Lie Linear.

Prova: Veja [5] e [16]. O
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Exemplo 1.19. O conjunto
G =GI" (n,R) :={A € Gl(n,R)| det (A) > 0}

¢ um grupo de Lie linear, pois G é um subgrupo fechado de Gl(n,R). De fato, note
que o produto de duas matrizes com determinante positivo € uma matriz que também
possut determinante positivo, e a tnversa de uma matriz de determinante positivo
também possui determinante positivo. Portanto, seque—se desde o Teorema 1.18 que

G € um grupo de Lie linear.

Observacao 1.20. O Teorema 1.18 nos diz que para verificarmos se um conjunto
de matrizes G C M(n,R) é um grupo de Lie linear basta verificarmos a validade das

trés condigoes sequintes:
(1) G C GL(n,R),
(2) G € um grupo com respeito ao produto de matrizes, e

(8) G € topologicamente fechado em GL(n,R).

Os proximos exemplos sao alguns grupos de Lie lineares que serao usados em
secoes dos proximos capitulos deste trabalho, além do grupo linear geral GL(n,R).
Em todos os casos as hipoteses do Teorema 1.18 podem ser verificadas sem dificul-

dade. No entanto, isto também pode ser testado via a verificacdo das condigoes da

Observacao 1.20.
Exemplo 1.21. O conjunto das matrizes ortogonais de ordem n x n, dadas por
O(n,R) ={X € M(n,R)|XX" = Id},

onde X denota a transposta da matriz X, é um grupo de Lie, chamado grupo de Lie

ortogonal.

Os elementos sobre O(n,R) correspondem a transformagoes ortogonais que preser-

vam o produto interno usual. Isto €, (Xu, Xv) = (u,v), Yu,v € R™.
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Exemplo 1.22. O conjunto das matrizes ortogonais, dadas por

SO(n,R) = {X € M(n,R)|XXT = Id, detX =1} ={X € O(n,R)| detX = 1}
¢ um grupo de Lie linear, conhecido como grupo ortogonal especial.

Os elementos do grupo ortogonal especial sao transformagoes ortogonais que preser-
vam ambos, a estrutura euclideana e a orientagao em R™. Em particular, SO(3,R)

esta constituido pelas rotacoes do espaco Euclideano R3.

Exemplo 1.23. O conjunto G das matrizes

1 1 X3
G = 0 1 T 5I1,I2,[E3€R
0 0 1

¢ um grupo de Lie 3—dimensional, conhecido na Literatura como grupo de Lie de
Heisenberg de dimensao trés.

Com efeito, primeiro observe que G € uma variedade diferencidvel, pois a aplica¢do

0:G — R3, definida por

1 z z3 1 1 z3
g = 0 1 o eG — o 0 1 xo = (21, 22, x3)
0 0 1 0 0 1

é um difeomorfismo de G em R3.

Por outro lado, deste difeomorfismo, a multiplicacao de matrizes em G induz sobre

[

R3 a sequinte operacio “«” definida por
(w1, T2, 73) * (Y1, Y2, ¥3) = (L1 + Y1, T2 + Y2, T3 + Y3 + T1Y2)

de modo que (R3,%) é um grupo. Portanto, G identificado com (R, %) é um grupo de
Lie.
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1.1.2 Homomorfismos de Grupos de Lie

Definicao 1.24. Sejam G e H dois grupos de Lie. Chame-se homomorfismo de
grupos de Lie ao homomorfismo ¢ : G — H como grupos abstratos de modo que
¢ uma aplicagao de classe C™. Se @ € sobrejetiva dizemos que ela € um isomorfismo
de grupos de Lie e denotamos G = H. Quando G e H coincidem o homomorfismo
@ € chamado de endomorfismo. Ao endomorfismo que também é um isomorfismo é

chamado de automorfismo de grupos de Lie.

Exemplo 1.25. O grupo de Lie ortogonal especial de dimensdo 1,
SO2,R) ={A € O(2,R) : det(A) = 1}

formado pelas matrizes

a —b 5 1o
o oa,beR tal que a® +0° =1
b a

e o grupo de Lie descrito pela circunferéncia unitdiria S' = {z € C:|z| =1} sao

isomorfos. De fato, a aplicacao

a

—b
0:G=802,R)— H=S" definida por (Z > — a + b,

estd bem definida, pois a®> +b*> =1 e ¢ é um homomorfismo bijetor. Por tanto, é um

isomorfismo de grupos de Lie.

Definicao 1.26. Seja G um grupo de Lie, chama—se subgrupo uniparamétrico ou

subgrupo a um parametro de G, ao homomorfismo de grupos de Lie de classe C*,
a:R—G.

Isto €,
alt+t)=a(t) o), Vit €R
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Observagao 1.27. Desde a Defini¢ao 1.26 seque—se que,
a0)=e e a(—t)=(a(t)".

Além disso, note que se a : R — G € um subgrupo a um parametro entao a(t) é uma
curva que passa pela identidade de G e induz o vetor tangente (da), (1) = o' (0) € TG,
onde a aplicacdo (da), : ToR — To )G = T.G = g, estd dada por 1 — (da), (1).

Portanto, tem—se uma correspondéncia injetiva entre G' e o seu espago tangente.

Exemplo 1.28. Seja G = SO(2,R) o grupo de Lie ortogonal especial. A aplicag¢ao

| cos(t)  sen (t)
a:R — G, definida por «ft) = ’
- fi p (t) ( —sen (t) cos(t) )

define um subgrupo a um parametro de G.

Com efeito, veja que,

o (s 1) :< cos (t + s) sen(t+s))

— sen t—l—s) cos (t + s)
c os (t) — sen (t) sen (s)  sen (s)cos(t) + cos(s) sen (t) )

( — sen (s)cos (t) — cos (s) sen (t) cos(t)cos(t) — sen (t) sen (s)
( cos ( sen (t) ) ( cos(s)  sen (s) >
—sen (t) cos(t) —sen (s) cos(s)

Além disso, (da), (1) = o/ (0) = A € s0(2,R), por tanto, a é um subgrupo a um
parametro do grupo de Lie SO(2,R).

1.1.3 Campos invariantes

A nocao de campos invariantes estd associada ao conceito de translacdo sobre

grupos de Lie.
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Definicao 1.29. Seja G um grupo de Lie, chama-se campo invariante a esquerda

(c.i.e.) sobre G, ao campo de vetores X : G — TG que satisfaz a sequinte propriedade:
X(Ly(h)) = (dLy)u(X (1)), para todo g,h € G,

onde Ly : G — G € a aplicacdo transla¢ao a esquerda, (dLgy), : ThG — TyG o seu

diferencial, e TG = | | T,G denota como usualmente o fibrado tangente de G.
geG

Em particular, quando h = e obtemos X (g) = (dLy).(X(e)). Assim, dizer que um
campo de vetores X sobre um grupo de Lie é invariante pela esquerda, significa que

X € preservado pela translagao a esquerda sobre G.
De modo semelhante, define-se campo invariante a direita.

Exemplo 1.30. Seja R™ o grupo de Lie com a operacao de adi¢do. Note que para
qualquer © € R™ a translagdo a esquerda L, : R™ — R™ esta definida por L.(y) =
r+y. Assim, (dL;)o(v) =v. Tomando a base canionica estandar {e1,--- ,e,} para o

espaco tangente ToR™ = R"™ tem—se

X () = (dL,)oX (0) = (dLy)o (Z ozz-ei) = Z o (dLy)oe; = X (0).

Assim, os campos de vetores invariantes a esquerda sobre R™ sao os campos de vetores

constantes.

Proposicao 1.31. Os campos invariantes a esquerda sao diferencidveis e estao em

correspondéncia bijetiva com o espaco vetorial T.G, tangente a G na identidade e.

Prova: Primeiro, veja que um campo invariante a esquerda sobre o grupo de Lie G
¢ diferencidvel, pois a operagao produto em G € diferencidvel, e para todo g € G um
campo de vetores invariante pela esquerda esta definido por, X(g) = (dLy).(X(e))
com X (e) € T.G.

Para verificar a correspondéncia bijetiva entre o conjunto de campos de vetores

invariantes pela esquerda e o espago tangente na identidade de G, defina a aplicacdao
® : { campos invariantes pela esquerda sobre G} — T.G, X — ®(X) = X(e).
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Note que ® € injetiva, pois se P(X) = ®(Y), seque—se que X(e) = Y (e). Assim,
para todo X,Y € { campos invariantes pela esquerda sobre G} e g € G temos,
X(g) = (dLg)e(X<€)) = (dLg)e(Y<€)) = Y(Q)'

Por tanto, X =Y.

Para provar a sobrejetividade de ®, seja v € T,G um vetor e defina o campo de
vetores a esquerda no ponto g € G por X,(g) = (dLy).(v). Observe, que X, € um
campo de vetores invariante a esquerda e satisfaz X,(e) = v, provando a sobrejetivi-

dade de O. O

O proximo resultado estabelece uma relagao entre o espago tangente em pontos

distintos sobre um grupo de Lie.

Proposicao 1.32. A diferencial da aplicacdao translacao a esquerda L,
(dLg)h : ThG — TghG.
induz um isomorfismo entre os espacos tangentes TG e Ty G.

Observacgao 1.33. Apartir da Proposicao 1.32 temos que os campos de vetores in-

variantes sobre um grupo de Lie estdo determinados por seu valor na identidade do

grupo.

1.2 Algebras de Lie

Nesta secao vamos introduzir alguns fundamentos de dlgebras de Lie. Iniciamos,

com a noc¢ao de dalgebra de Lie,

Definicao 1.34. Uma algebra de Lie € um espaco vectorial V', sobre um corpo K real

ou complexo, munido de uma aplicagdo produto (usualmente chamado de colchete de
Lie),
[, ]: VXV =V

que satisfaz as sequintes propriedades:
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i) € bilinear, ou seja,

[aX] + X, Y] = alXy,Y] + B[Xs, Y], e

(X, aY] + BYs] = a[X, V1] + B[X, Y], Va,B €K, VX1, X5, Y1,Y2€V.
i) € anti-simétrico, isto €, [X, Y] =—[YV, X], VX, Y €V, e
iii) satisfaz a identidade de Jacobi, isto €,

X[V, 2]+ 2, [X, Y]] + [Y,[Z,X]] =0, VX,Y,Z € V.

A dimensao da algebra de Lie V' é a dimensao de V' visto como espago vetorial.

Exemplo 1.35. O espago vetorial R? munido do colchete [X,Y] = X x Y induzido

desde o produto vetorial usual x, é uma algebra de Lie.

Exemplo 1.36. O espago M (n,R) das matrizes n x n com coeficientes reais, munido

do colchete (chamado comutador),
[A,B] = AB — BA, X,Y € M(n,R)
é uma algebra de Lie.

Observagao 1.37. Note que se X e Y sdao campos invariantes d esquerda (respec-
tivamente a direita) entdo o colchete de Lie [X,Y] € invariante a esquerda (re-
spectivamente a direita). Assim tanto, o conjunto de todos os campos invariantes
a esquerda, quanto campos invariantes a direita sao subdlgebras de Lie da dlgebra
de Lie de todos os campos de vetores em G. As correspondéncias bijetivas men-
cionadas acima permitem dar ao espago tangente ao grupo G na identidade uma
estrutura de dlgebra de Lie. Isto €, dados X1, Xs campos invariantes a esquerda, o
isomorfismo ®(X;) = X;(e) ¢ = 1,2 (definido na Proposi¢ao 1.31) induz o colchete
[Xi(e), Xa(e)] = [X1, Xa](e) em T.G.
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Observacao 1.38. Sejam G um grupo de Lie, X eY campos de vetores invariantes
pela esquerda, e a,b € R. Desde a linearidade da aplicagio (dLy). : T.G — T,G

tem—se,
(dLy). (aX +bY) () = a(dLy). X (¢) + b(dL,) X () = aX(g) + bY (g).
assim, aX +bY € g. Também,
(dLy)e ([X,Y](e)) = [(dLg)e X (€), (dLyg)cY (€)] = [X, Y] (g).

Logo, o conjunto dos campos de vetores invariantes a esquerda sobre G € um espaco
vetorial.
Além disso, o colchete de campos invariantes a esquerda € bilinear, antisimétrico

e satisfaz a identidade de Jacobi.

En virtude da Observacao 1.38 e Proposicao 1.31 podemos introduzir a seguinte

definicao.

Definicao 1.39. Seja G um grupo de Lie, chama-se dlgebra de Lie de G, denotado

por g ao conjunto de campos de vetores invariantes a esquerda sobre G.

Pela Proposicao 1.32 segue-se que, a dlgebra de Lie g de G pode também ser

obtido desde o espaco tangente na identidade do grupo, T.G.

Defini¢ao 1.40. Seja {X;},_, . uma base da dlgebra de Lie g = T.G (correspon-
dente ao grupo de Lie G, r—dimensional). Chamamos de constantes de estrutura de g

aos numeros C’;k € R que satisfazem as relacoes
T
(X, X =) CpXi €, (1.1)
i=1
Quando dim (g) = 1, somente existe uma constante de estrutura, e ela é nula.

Assim, [X,Y] = 0 para todo X,Y € g. Dai, segue-se que as algebras de Lie 1-

dimensionais sao sempre abelianas.
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Observagao 1.41. As relagoes (1.1) implicam que

X5, X4l (9) = ) ChXi(g),
i=1
para todo g € G.

No contexto de grupos de Lie de matrizes, o espaco tangente a um grupo de Lie
G em um ponto qualquer X € G é explicitada na proxima proposicao,
Proposicao 1.42. Seja G um grupo de Lie de matrizes com dlgebra de Lie g, e
X € G. O espaco tangente em X esta dado por

TXG = XT[dG = Xg = {XA ‘ A€ g},
onde TryG denota o espaco tangente na matriz identidade Id € G.
Prova: Veja que
TxG={Z(0)|Z:te JCRw— Z(t) € G, Z(0) = X}.

Vamos mostrar que TxG C XT;,G = Xg, ou seja, que para cada Y € TxG
eriste A € TG tal que Y = XA. Com efeito, existe uma curva diferencidvel
Z i (—e,e) = G tal que Z(0) = X e Z(0) = Y. Defina a curva diferencidvel
Y(t) = X7t Z(t) obtida transladando Z(t) pela esquerda por X' € G. Note
que Y (t) passa pela identidade, pois Y (0) = X 'Z(0) = X'X = Id. Também,
Y (0) = X~1Z(0). Isso mostra que Y (0) = X1Z(0) € T14G.

Agora, basta tomar A = Y(0) e observar que XA = XY (0) = XX1Z(0) =
(Id)Z(0) = Z(0) = Y. Assim, TxG C XT;4G = Xg; e uma vez que esses espagos

possuem a mesma dimensao seque que TxG = XTr,G = Xg. O

Definicao 1.43. Chama—se campo de vetores invariantes a esquerda no grupo de Lie

de matrizes Linear geral G, ao campo de vetores da forma
V(X)=XA, VX €G, Ae€g fizado,
onde g denota a dlgebra de Lie de matrizes de G.
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As consideracoes feitas anteriormente mostram que podemos definir a dlgebra de

Lie g de um grupo de Lie linear G do sequinte modo:
g:=T,G = {Ae MnK):V(X)=XA, éum campo de vetores invariante},

onde K=R ou K =C.

Mais adiante, veremos que € possivel determinar o espaco tangente TryG por,
g:=T,G = {AeMnK): exp(tA) € G, Vt e R},

onde exp(A) denota a aplicagio exponencial usual de uma matriz A.
Sequidamente, daremos alguns exemplos de dlgebras de Lie de grupos de matrizes.

Lembramos agora a definicao do colchete de Lie entre duas funcoes,

Definigao 1.44. Sejam f,g : R — R" aplicacoes diferencidveis . Se define o colchete
de Lie entre f e g por

[f,9l(x) = Df(x)(g(x)) — Dg(x)(f(x)), VreR"
onde Df e Dg denota a matriz Jacobiana de f e g, respectivamente.

Em particular, se f e g sdo aplicacoes lineares, isto é, f(x) = Az e g(z) = Bz

onde A, B € M(n,R) entao obtemos imediatamente que
[A, B](x) = (AB — BA)x, Vz e R"; ouseja [A,B] =AB — BA.

Por tanto, o comutador de matrizes [A, B] = AB — BA € M(n,R) serd usual-
mente usado como o colchete sobre o espaco tangente a um grupo de Lie linear GG
na identidade 774G, quando o mesmo ¢ identificado com o conjunto de campos de

vetores invariantes.

Exemplo 1.45. A dlgebra de Lie do grupo das matrizes invertiveis, denotada por

gl(n,R) ou também por M(n,R), esta definida por
gl(n,R) = {X(0)|X(t) € GL(n,R), X(0) = Id}.
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Com efeito, considere a curva X : R — GL(n,R) definida por

ZEll(t) s ZL’ln(t)
Xwy=1 : - :
Toa(t) -+ Tpa(t)

Note que, g(t) = det (X(t)) € R\ {0}. Entdo,

wy(t) - x, () zi(t) o w(t)

m.(t) xzn.(t) ot : : =g (t) R
T-1(t) T

Tpr(t) o Tpn(t) T () @, (t)

Por outra parte, a curva X (t) sobre GL(n,R) deve passar pela identidade no instante

de tempo t =0, assim X (t) deve cumprir que X (0) = Id. Por tanto, obtemos

/ I

g (0) = 2, (0) + 25 (0) + - -+ + x,,,,(0),

ou seja, g (0) =trX(0) =k € R.

Sendo assim, dada uma matriz qualquer A € M(n,R) com trA = k, existe uma
curva diferencidvel X (t) satisfazendo X (0) = Id e X(0) = A. Por tanto, gl(n,R) =
M(n,R).

Observacao 1.46. QOutra maneira, mais elegante, de determinarmos a dlgebra de
Lie de GL(n,R) € dada a sequir:

Uma vez que o vetor velocidade X (t) = (i;;(t)) ¢ uma matriz n x n seque que
X(0) = (55(0)) = A € M(n,R)

Isto nos da gl(n,R) = Tru4GL(n,R) C M(n,R). Para obtermos a inclusao oposta,

dada A € M(n,R) uma matriz qualquer exibiremos uma curva X (t) satisfazendo:
(1) X(t) €GL(n, R),
(2) X(0)=1Id e X(0) = A.
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A curva X (t) = Id+tA satisfaz a condi¢ao (2). Para ver que a condi¢ao (1) também
¢ cumprida, note que GL(n,R) é um conjunto aberto em M(n,R) por ser imagem
inversa do aberto (—oo0,0) U (0,+00) pela aplicagao determinante que é continua.
Como Id € GL(n,R) seque que para t suficientemente proximo de zero X (t) = Id +
tA € GL(n,R). Consequentemente,

gl(n,R) = T14GL(n,R) = M(n,R)
Deve-se observar que

A (A - %tr(A)Id) + (%tr(A)[d) | VA€ gi(n,R)

ou seja,

gl(n,R) = sl(n,R) & RId.

Exemplo 1.47. A dlgebra de Lie do grupo de Lie linear especial, unimodular, SL(n,R),

descrito por
TMSL(nJR)::{X(O):XT@)E‘SL(nJR),‘X(O)::Id},
esta dado pelo conjunto das matrizes de trago nulo,
sl(n,R)={A e M(n,R):tr(A) =0}.

Com efeito, como na primeira parte do Exemplo 1.45, porém considerando agora
que detX (t) = 1 obtemos

!/

tr (X (0)) = 21,(0) + 2y (0) + -+ + 2, (0) = 0,
e a afirmacdao seque conforme desejado.
Exemplo 1.48. A dlgebra de Lie do grupo O (n,R) esta dada por
o(n,R)={X eMnR)| X+X" =0},
Isto €, a dlgebra o (n,R) estd formada das matrizes reais n X n antisimétricas.
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Com efeito, seja

v:(—g,e) — O (n,R)

uma curva sobre O (n,R) com

~(0) = Id.

Neste caso,
v(s)y(s)' =1Id, Vse(-¢5e).

Derivando a expressao anterior e avaliando em s = 0, tem-se
7Y (0) 7 (0)" +7(0) 7 (0)" =0.

Como

() =1d = ~5(0)" =1d,

resulta que
Y (0)-Id+Id-~ (0)" =o0.

Mais ainda,

T

7 (0) ++/(0) =0.

Logo, esta condicao determina restricoes para que uma matriz ' (0) € TryO (n,R)

seja um elemento da dlgebra de Lie o (n,R).

Exemplo 1.49. A dlgebra de Lie do grupo SO (n,R) esta dada por
so(n,R)={XeMnR)|X+X =0}.
Com efeito, primeiro note que qualquer curva
v:(—=0,0) = Gl(n,R)

com vy (0) = Id, cumpre que
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pois, se definimos
tem—se
Tendo em conta que

obtemos

Sl et (v (1) = (€ (0)) = tr (7 (0)).

t=0

Seja agora v uma curva em SO (n,R) com v (0) = Id. Como
v(s)v(s)" =1Id, para todo s,

obtemos a relacao

7 (0)++'(0)" =0.

A condi¢ao
para todo s, implica que

Assim, um elemento de so (n,R) através do vetor tangente 7' (0) a curva y(t) deve
satisfazer 7' (0)° = —+/(0) e tr (v (0)) = 0. Estas condigées sio trivialmente satis-

feitas quando ~' (0) € uma matriz antisimétrica.

Note que
s0 (n,R) =0(n,R),

no entanto, os respetivos grupos de Lie SO (n,R) e O (n,R) nao sao isomorfos.
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Exemplo 1.50. A dlgebra de Lie do grupo
SO(3,R) ={A € GLB3,R):det A=1¢ AAT =1}.

das rotagoes em R3, esta dado pelo conjunto das matrizes antisimétricas em M(3,R).

Isto é,

0 —a —p
50(3,R> = a 0 —y D Q, ﬁ, S R
B v 0

Também escrito como

s0(3,R) = Span, 4 {Yl, Y2} :

onde {Z;}ra denota o espago gerado pelo conjunto {Z;} e pelos colchetes de seus
elementos.

Note que o colchete de Lie, [Y', Y?] =Y3.

Com efeito, como é conhecido sobre R3 as rotagoes em torno dos eizos coordenados

sao:
1 0 0 cost 0 —sent
Ri(t) = | 0 cost —sent |, Ro(t) = 0 1 0 , €
0 sent cost sent 0 cost
cost —sent 0O
R3(t) = sent cost 0
0 0 1

Qualquer outra rotacdo em R? é obtida desde elas. Estas matrizes sao claramente
curvas sobre SO(3,R) que passam a través da identidade. Como conseqiiéncia disto,
derivando essas curva em relacao ao tempo e avaliando em t = 0 obtemos uma base
de s0(3,R). Assim, a dlgebra de Lie do grupo ortogonal especial SO(3,R) estd gerada

pelos elementos,
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; 00 0 ; 00 —1
Yi=—| R(t)= — Y2=—| Ry(t)=
i, 1 (1) 00 —1 |, il . 2 (1) 00 0 |, e
01 0 10 0
0 -1 0
Y3 4 Rs(t)y=11 0 0
dt|,_y "
0 0 0
O

Exemplo 1.51. A dlgebra de Lie do grupo de Heisenberg G de dimensao trés é

nilpotente, e esta gerada por

010 000 00 1
Yi=]1000 |, Y’=] 00 1 e Y3=1100 0
000 000 000

Com efeito, em relacdo a base de vetores do espaco Euclideano de dimensdo trés,
podemos definir curvas que passam através da identidade em G. Primeiro, defina a

curva

v:R — R3 dada por
t ~ ()= (t0,0).
para o vetor e; = (1, 0, 0). Note que y é uma curva que passa pela origém de R?, isto
¢, v(0) = (0, 0, 0). Também, ¥(0) = ey. Assim, definindo ¢ = o Loy : R — G, onde
0 : G — R3 ¢ o difeomorfismo definido anteriormente no Exemplo 1.23, obtemos

uma curva sobre G passando pela identidade, dada por

1 ¢ 0
ot)=¢'yt)=] 01 0 | €eG, VteR
00 1
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Entao, tomando a derivada em relagao ao tempo, em t = 0 (curva passando pela

identidade), obtemos um dos geradores da base para a dlgebra de Lie g de G. Isto €,

1 ¢t 0 010
a ¢(t)—i 010|=]lo000]|=Ye
dt|,_, |, N N g
001 000

De maneria semelhante, dependendo de ey y es, respectivamente obtenemos Y? e Y3.
Note que, a dlgebra de Lie g do grupo de Heisenberg de dimensao trés, pode ser escrita
em térmo de seus geradores, por

g = Span {Yl, Y?, Y3} .

Desde que [Y1,Y?] =Y?3 € o unico colchete de Lie no nulo tem-se,

g = Span, 4 {Yl, Y2} )
Note também, Y3 pertence a Z(g), o centro de g.

Definicao 1.52. Seja g uma dlgebra de Lie. Uma subdlgebra de Lie de g é um
subespago vetorial b de g que € fechado pelo colchete de Lie. Isto €, [b,h] C b.

Definicao 1.53. Seja g uma dlgebra de Lie, um subespago vetorial by de g € chamado

de ideal se [h,g] C b.

FEvidentemente, uma subdlgebra de Lie é uma dlgebra de Lie com a estrutura her-

dada pela estrutura de g.

Exemplo 1.54. Considere o grupo de Lie 2—dimensional,

Ty
Gz{( ):x,yERcomx;«éO}.
0 1

Identificando G' com R? — {eizo y } podemos considerar a operagio sobre G dada por
(a,b) * (z1,x2) = (axy, b+ axs).
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A dlgebra de Lie g de G é

-{e-(0n) -Gl

com o colchete de Lie

[vL,v?] = v2.
Assim, h = (Y1) e a = (Y?) sdo subalgebras de Lie de g. Mais ainda, a = (Y?) é um
ideal de g.

A sequinte noc¢ao € importante,

Definicao 1.55. Duas dlgebras de Lie g1 e g2 sao isomorfas se existir um isomorfismo

o entre 0s espacos vetoriais associados e satisfaz satisfazendo
U([Xv Y]El) = [J(X>7 U<Y)]92
, onde [,]a, € [,]g, denotam, respectivamente, o colchete de Lie em g1 e go.

Exemplo 1.56. (R?, x) é isomorfa a (so(3,R),[, ]). O isomorfismo é dado por

o R — so(3,R)
0 —xz3 x4
(21,20, 23) — T3 0 —-x
—To T 0

«

onde o simbolo “ x ” denota o produto vetorial usual em R3.

1.3 Aplicacao Exponencial

A aplicagao exponencial € a mais importante relacdo entre um grupo de Lie e sua
algebra de Lie. Em muitas situacoes € possivel abordar um problema sobre grupos de
Lie usando apenas informacao ao nivel de sua dlgebra de Lie. Assim, € possivel re-
solver algumas perguntas aparentemente complicadas no nivel de grupo usando apenas

a informacgao ao nivel de sua dlgebra de Lie.
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Antes de estabelecer a relagao entre grupos e dlgebras de Lie, primeramente discu-
tiremos algumas propriedades de subgrupos uniparamétricos relacionados com grupos
e dlgebras de Lie. Iniciamos com o resultado que afirma que todo subgrupo uni-
paramétrico de um grupo de Lie define um elemento de sua dlgebra de Lie, e vicev-

ersa.

Proposicao 1.57. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Dado X € g
arbitrdrio existe um subgrupo a um paramétro o : R — G tal que o/ (0) = X, e

viceversa.

Prova: Seja a:R — G, t— «ft), um subgrupo a um parimetro em G. FEntao,

a(t) define uma curva que passa pela identidade e € G, e obtemos o vetor tangente
o (0)eT.G>g.

Reciprocamente, dado um campo de vetores invariante a X sobre G, tem—se uma

unica curva integral de X,

B:(—€€) = G,

satisfazendo

e também
B(t) =X (B(t) = Xse)
Por outra parte, dado g € G a aplicagdo Ly o : (—€,¢) = G, onde L, : G — G

¢ a translacao pela esquerda em G, define uma curva sobre G da sequinte forma

(LgoB) (1) = Le (B(t) = g-B(t),

e como X € invariante, tem—se

d

it (Lgo B) =dLy (B (1) = (dLg)g(t) (Xﬁ(t)) = Xg80)-

Assim,

(Lgo B)(t) = g- B(1)
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¢ também uma curva integral de X .
Agora, fivze s € (—e€,€). Note que, a(s) - a(t) € uma curva integral de X a mesma

que em t = 0 toma o valor
a(s)-a(0)=a(s)-e=als).

Para s fizado temos que 5 (t) := a (t + s) € também uma curva integral de X com

Assim, seque—se da unicidade de equagoes diferenciais,
als) al) =Bt =alt+s).

Por tanto, X € g define um unico subgrupo uniparamétrico, que denotamos por

ax en G, caracterizado por o’y (0) = X, e também satisfaz

ax (t+s)=ax (t)-ax(s), ax(0)=e.

Proposicao 1.58. Sejam G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g, e ax : R - G
um subgrupo a um paramétro correspondente a qualquer X € g. Para todo t € R

tem—se

Qrx (1) = yx (t) .
Prova: Dadot considere os sequintes dois subgrupos uniparamétricos
s ax(s) e s [B(s):=ax(ts).

Note que,
dayx ()

ds

b

= t-0)t =tX..
ds ax ( )

Assim,



Em particular, tomando s =1 a prova é concluida. O

Agora podemos introduzir a nocdao de aplicagao exponencial.

Definicao 1.59. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Definimos a aplicagao
exponencial por
exp:g— G
com
exp (X) == ax (1)
onde ax (1) € o valor do subgrupo a um paramétro ax(t) correspondente a X € g no

instante de tempo t = 1.

Proposicao 1.60. A aplicacdo exponencial satisfaze as sequintes propriedades:
1. exp (1X) = aux (1) = ax (1) ;
2. exp (t1X) - exp (t2X) = exp ((t1 + t2) X), para todo t,t1,ty € R;

3. Se X € um campo de vetores invariante a esquerda entao o fluro de X ¢é dado

pela formula

Xt(g) = Rexp(tX) (g) = geXp<tX)7 g€ G

Prova: O item (1) seque desde a defini¢ao anterior e as propriedades de subgrupos

a um parametro.
Note que, exp (t1X)-exp (t2X) = ay (t1)-ax (t2) = ax (t1 + t2) = exp ((t; + t2) X) .

A dltima afirmacdo seque—se diretamente. O

Observagao 1.61. A aplicagcao exponencial exp : g — G ndo necessariamente é
sobrejetora, e a imagem de exp estd contida na componente da identidade de G. Veja

o Exemplo 1.62, abaizo.
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Exemplo 1.62. Considere o grupo de Lie

G = SL(2,R)

(o)
A: )
0 Y,

com r < —1 pertence ao grupo G e nao pode ser expressada como A = exp X, para

Note que a matriz

algum X em g.

Teorema 1.63. A aplica¢do exp € um difeomorfismo local, especificamente, estabelece

um difeomorfismo entre uma vizinhanca de 0 € g e outra de e € G.

Prova:

Note que Tyg esta identificado com g, pois qualquer’Y € g pode ser visto como um
elemento de Tog determinado pela curva B : R — g sobre a dlgebra de Lie g definida
por

s B(s) =sY €g.

Portanto, a aplicagcdo (dexp)o : Tog — T.G satisfaz

(despho (V) = | (exp(s)),

pois, (dexp)o (Y) € o vetor tangente a curva o : R — G dada por s — exp (sY), na
identidade do grupo e € G.
Desde a Proposi¢ao 1.58 tem-—se

dexp () = & V) = f (o () =k (0) =Y = ¥

Assim, dexp € a aplicagcao identidade. Logo, a aplicagdo lineal dexp, induzida entre

os espacos tangentes Tog — T.G é um isomorfismo; e a prova seque entao como
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conseqiiéncia do Teorema da Aplicacdo Inversa. O

Corolario 1.64. Seja G um grupo de Lie conexo. Se g € G entao existem Xq,--- , X
em g tal que

g = exp(Xy) - - - exp(Xy).

Prova: Desde a Proposicao 1.63 a aplicacao exp € um difeomorfismo local. Assim,
existem vizinhanc¢as U de 0 € g e V dee € G tal que exply : U — V € um
difeomorfismo. Por tanto, como G € conexo seque que V"™ formado por elementos da
forma gy -+ g, com g; =exp(X;) € V, gera G. Isto ¢,
G=Jv
n>1
Como um elemento de V" € um produto de exponéncias, tem—se que qualquer ele-

mento g € G ¢ também um produto de exponéncias. O

Proposicao 1.65. Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo de Lie. Sejam g el suas
correspondentes dlgebras de Lie. Se H possui no mdzimo um conjunto enumerdvel de

componentes entao
h={X eg: exp(tX) e H, para todo t € R} .

Prova: Veja [7]. O

Corolario 1.66. Sejam G um grupo de Lie e H;, i = 1,2 dois subgrupos de Lie
cada um deles com uma quantidade enumerdvel de componentes. Se Hy = Hy como

conguntos entao Hy = Hy como grupos de Lie.

Prova: De fato, desde Proposi¢ao 1.65 mostra que Hy e Hy tém a mesma dlgebra

de Lie. O
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Proposicao 1.67. Sejam G um grupo de Lie conexo com dlgebra de Lie g, e X1, --- , X,
em g. Se Xy,---,X,, geram g entao todo g € G é um produto finito de elementos da

forma exp(tX;) ondete Rei=1,--- n.

Prova: Seja G' o conjunto de todos os produtos finitos de elementos da forma
exp(tX;). Note que G € um subgrupo de G conexo por caminhos. Portanto, seque

desde o Teorema 1.1} que G é um subgrupo de Lie de G conexo. Por outro lado,

veja que G contém os subgrupos a 1-pardmetro gerados por Xi,--- ,X,. Portanto,
X1, -+, X, pertencem a g. Entdo, pelo Coroldrio 1.66 seque-se que G = G, e a prova
estd completa. O

Observacao 1.68. Note que, se G e Gy sdo dois grupos de Lie com dlgebras de
Lie g1 e go isomorfas, entdo pelo Teorema 1.63 as aplicagoes exponenciais de ambos
grupos permitem estabelecer um difeomorfismo entre um entorno da identidade de G4
e G, respectivamente. Mas, os grupos G1 e Gy nao sao necessariamente isomorfos;
por exemplo os grupos de Lie SO (n,R) e O (n,R) possuem a mesma dlgebra, porém,

nao sao isomorfos.

Proposicao 1.69. Sejam G e H grupos de Lie com dlgebras de Lie g e by, respecti-

vamente. O homomorfismo
f:G—H

induz um homomorfismo de dlgebras de Lie
g—b
denotado por df.

Prova: Note que f aplica o elemento identidade de G no elemento identidade

/

e = f(e) de H. Logo, f induz um homomorfismo de espagos vetoriais

(df)e : T.G — T H
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Na verdade, induz o homomorfismo de dlgebras de Lie com o colchete de Lie, como

desejado. O

Proposicao 1.70. Sejam G e H grupos de Lie com dlgebras de Lie g e by, respecti-

vamente. Se ¢ : G — H € um homomorfismo de grupos de Lie, entdo
@ oexp = expodyp,

onde (dy), : g —b. Isto é, o sequinte diagrama é commutativo,

g % )
eng \L o \l/ exph ‘
G — H
©

Prova: Sejam X € g e ax o correspondente subgrupo a um parametro em G.
Entio, poax : R — H, t — (poax)(t) = plexptX) é um homomorfismo de
grupos de Lie. Na verdade, p o ax € um subgrupo a um parametro em H, pois é a

composta de dois homomorfismos de grupos de Lie. Assim,
poayx =ay, para algumY € b

Note que, a aplicagao t — ay(t) := p(exptX) € uma curva diferencidvel em H

cuja deriwada em 0 satisfaz

Y =ay (0) = ¢' (ax (0)) = (dip)e (X(e€)) -

Logo,
Y =dp(X).

Assim,
poexp(X)=y(ax (1)) =poax(l)=ay (1) =exp(Y) =exp (dp (X)) = expodyp (X).

O

Como um caso particular da Proposi¢ao 1.70, tem—se
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Corolario 1.71. Seja det : Gl (n,R) — R™ um homomorfismo de grupos de Lie,
tem—se

det oexp = exp o tr,
onde tr : M (n,R) — R € a aplicagdo trago e exp € a aplica¢ao exponencial.

Prova: Note que, a dlgebra de Lie do grupo de Lie linear geral G = GL (n,R)
estd dada por g = M(n,R), e a dlgebra de Lie de H = Rt é h = R. Assim, o

homomorfismo de grupos de Lie
det : G — H,
induz o homomorfismo de dlgebras de Lie
d(det);; : M(n,R) = R, onde d(det),, = tr.
Por tanto, desde a Proposici¢cao 1.70 seque—se que

det oexp = expotr.

Em outras palavras, seqgundo o Coroldrio 1.71, tem—se que o diagrama

M,(R) = R
exp \l/ O \L e
GL(n,R) — R

é comutativo. Isto é, e = det(exp A), VA € M, (R).

Definicao 1.72. Seja G um grupo de Lie conexo. Chama—se férmula de Campbell-

Baker-Haussdorf a sequinte expressao,

exptX exptY = exp (t (X +Y)+ 2 [X, Y]+ £ ([X,Y],Y] - [[X,Y], X]) + O(t4)> ,
onde O(t') representa os termos de ordém superior.
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Proposicao 1.73. Se G é um grupo de Lie abeliano entao a aplicagao exp é um

difeomorfismo global. Além disso,
exptX exptY =exp(t(X +Y)).

Prova: Como G € abeliano entao [X,Y] = 0 para todo X,Y € g. Assim, desde a

Definicao 1.72, o resultado seque—se diretamente. O

Definicao 1.74. Seja M uma variedade diferencidvel, e X um campo de vetores
diferencidvel sobre M. Chama-se curva integral de X que passa pelo ponto p € M a
aplicagdo diferencidvel ® : (a,w) C R — M, 0 € (o, w), tal que B = X(®(t)) e no
instante t = 0 passa por ®(0) = p.

Definicao 1.75. Dado um campo de vetores X sobre uma variedade diferencidavel M,
chama-se fluzo de X a aplicagio Xy : dom(X;) C M — M, t € R, tal que para cada
p € M a aplicagao t — X,(p) € uma curva integral de X com condi¢ao inicial p e

satisfaz as sequintes propriedades:
(a) Xo =1, onde I € a aplicagdo identidade.
(b) Xivs=Xi0X,=X,0X,.
(e) £Xlp) = X (X,(0).

A través da nogao de fluxo de campos de vetores também € possivel definir o

colchete de Lie, como seque

Definicao 1.76. Sejam M uma variedade diferencidavel e p € M um ponto arbitrdrio.
Se X eY sdo campos de vetores sobre M entdo o colchete de Lie [X,Y](p) estd dado

por
X, Y1) = & (- (V ()

onde p; € o fluxo local de X numa vizinhanca de p.
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Em termos da aplicacao exponencial o colchete de Lie de dois campos de vetores, pode

ser dado pela sequinte defini¢do.

Definicao 1.77. Sejam V e W campos de vetores diferencidveis sobre uma variedade

diferencidvel M. O colchete de Lie destes campos é o campo vetorial [V, W] definido

por
d
[VaW](X):a Y(Wt), x e M,
t=04
onde a curva vy € definida como
’y(t) — e—twe—t\/etweﬂ/

e etV denota o fluro do campo vetorial V.

Aplicacao exponencial em grupos de matrizes

Agora, estabelecemos algunos aspectos de interesse sobre a aplicacdo exponencial,

quando o grupo de Lie G € dado por um grupo de matrizes.
Defini¢ao 1.78. Sejam exp : M(n,R) — GL(n,R) a aplicacao exponencial, e A €
M(n,R). Chama—se matriz exponencial de A, denotado exp (A) a série

2 48

= 1 A
epr:ZEAk:]+A+§+§+-~-, com A°=1. (1.2)
k=0

sempre que ela convergir.

Definicao 1.79. Seja A € M (n,R), a norma de A (chamada norma subordinada) é
dada por

|| Az]]
|||

AL =sup{

onde ||-|| € a norma usual em R™.

,xER",x%O},
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Proposicao 1.80. Se A € M (n,R) entdo
k
[1AM]], < 1lAll;
Teorema 1.81. A série (1.2) converge uniformemente em conjuntos compactos.

Prova: Desde Proposicao 1.80 seque que

s k=n

Logo, se tA pertence a um conjunto compacto, existe r tal que || tA ||< r. Dai
| (tA)k ||< r*. Portanto, a norma dos termos da série (1.2) podem ser majorados
pelos correspondentes termos da série numérica convergente Jrzo:o Tk—lf Pelo critério de

k=0
Weierstrass, seque-se o resultado. O

No sequinte resultado, estabelecemos algumas propriedades da aplica¢ao exponen-

cial sobre um grupo de Lie de matrizes,
Proposicao 1.82. Seja A € M(n,R). Sao vdlidas as sequintes propriedades:

0 _ d tA __ tA .
])6 —[d, %6 = Ae 5

2) eBTAB = B 1B para qualquer matriz invertivel B;

3) Se AB = BA entdo ¢'AB = Be!, Vt € R, VB € M(n,R);

4) Se AB = BA entio e'e'® = e!A+B) vt ¢ R, VB € M(n,R);
5) efteds = eAlHs) Wt s € R;

6) VA € gl(n,R), e* € GL(n,R) e ()™ = e Vt € R. Em particular,

(e?) s

Prova: Desde Definicdio de exp seque—se diretamente que e® = Id. Agora, derivando

termo a termo (pois, a série exponencial € absolutamente convergente), obtem—se,

d 4 d A2 Angn
(") = (Tt At =

Antn—l

o) = (A+ A%+ o+

m+' ) = eMA.
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Para a prova do item (2), primeiro considere a sequinte afirmagdo:
(B~*AB)" = B'A*B, Vk € N.

Provaremos estd afirmacao por inducdo. Para k =1 € obvio. Agora, suponha que a

igualdade € vdlida para n =k, ou seja, (B~'AB)* = B~YA*B. Entdo, seque-se que
(BT'AB)*! = (B7'AB)*(B™'AB) = B'A*B(B™'AB) = B'A*IdAB = B~'A*"' B,

e assim temos provado a afirmacao.

Portanto, usando a afirmacgao anterior seque que

_ = 1 1 1
B~1AB }: -1 2: -1 k: —1 }: -1 _A
€ kok‘! kok' (kok!> €

Se AB = BA ¢ fdcil mostrar por inducdo que BA* = A*B, Vk =1,2,--- Seque

entao que

t2
Be = B+tBA+ 5BA2 S+ k'BA"’

t2
= B+tBA+§AQB+ +k'AkB+
— 4B, ‘

Para provar o item (4), considere a equacgdo diferencial matricial
X(t) = (A+ B)X(t), X(t) € Gl(n,R), Vt € R, A,B € M(n,R).

Note que Xi(t) = eAB? ¢ solugio desta equacdo diferencial satisfazendo a
condigio inicial X(0) = Id. Por outro lado, a curva X(t) = ee'P satisfaz X5(0) =

1d e, derivando com relagao a t, tem—se
X,y(t) = AetetP 4 M Bet? = Aethe!P + Bete!® = (A + B)X,(t).

Assim, Xo(t) também € solugdo da mesma equacao diferencial e com a mesma condi¢ao
inicial. Logo, pela unicidade de equagoes diferenciais seque—se que X;(t) = e(AtB) —

Xo(t) = etetB, como desejado.
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O item (5), seque imediatamente de (4).
Finalmente, se A € GL(n,R) temos ete ™ = e et = ¥ = Id. Assim, e €
GL(n,R). Também, ¥Vt € R temos edle 4 = e = e AeA! = Id. Por tanto,

(eAt)—l — e—At‘ 0

Observacao 1.83. Seja G = GL(n,R) o grupo Linear geral com dlgebra de Lie

g =gl(n,R). Seja A € g, considere o campo de vetores invariante a esquerda Z sobre
G definido por Z = XA, onde X € G.

Note que € possivel associar ao campo de vetores Z a sequinte a equac¢ao diferen-
cral,

X)) =XMHA, X(0)=X,, XeGq.
Um curva integral desta equacao estd dada pela formula
X(t) = Xopexp(tA) € GL(n,R).
Porém, se G é um subgrupo do grupo Linear GL(n,R) a equagao diferencial
X =XA, XeqG,

pode nao estar bem definida quando A € gl(n,R) é uma matriz arbitrdria, pois pode
acontecer que o campo vetorial V(X) = X A nao seja tangente ao subgrupo de Lie G,

quando A ¢ g.

Exemplo 1.84. Seja SL(n,R) o grupo de Lie linear especial, cuja dlgebra de Lie
¢ sl(n,R) o conjunto das matrizes de traco zero. Se A ¢ sl(n,R) entdo a equagdo

diferencial,

X =XA, X(0)=1Id, X € SL(n,R) (1.3)

nao estd bem definida, pois o campo de vetores V(X) = X A nao é tangente ao grupo

de Lie SL(n,R). De fato, € possivel observar que a solu¢ao
X(t) = exp(tA) ¢ SL(n,R).
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Realmente, se exp(tA) € SL(n,R) entdo

d
A= pr exp(tA) € T14SL(n) = sl(n,R).

t=0
Em geral, se G € um grupo de Lie de matrizes entao para qualquer elemento A € g
o campo de vetores invariante a esquerda V(X) = XA, X € G € tangente ao grupo

de Lie G. Assim, a equacdo diferencial

X(t)=X1tA;, X(t) e, (1.4)
estd bem definida e possui solugcao descrita por

X(t) = X(0)exp(At) € G.

Deve-se notar também que, se uma curva X (t) € uma trajetoria do campo V(X)) =
XA entao a translagao a esquerda Y X (t) de X (t) via qualquer Y € G é também uma

trajetoria desta equacgao diferencial. De fato,
X(t)=X(0)exp(tAd) =Y (t) =Y X(t) =Y X(0)exp(tA) = Y(0)exp(tA).

O calculo do colchete de Lie entre campos de vetores invariantes a esquerda € dado

na sequinte proposicao.

Proposicao 1.85. Sejam G um grupo de Lie de matrizes com dlgebra de Lie g, e
ABeg SeV(X)=XAeW(X)= XB sio campos de vetores invariantes a

esquerda em G, entdo o colchete de Lie satisfaz
[V, W](X)=[XA,XB]=X[A,B]=X(AB - BA), X €G.

Prova: Como jd sabemos os fluros dos campos de vetores esquerda-invariantes

podem ser dados pela aplicacao exponencial, como

eV(X) = Xeap(td), eP(X)= Xexp(tB).
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Pela Definicao 1.77 e utilizando a defini¢ao da exponencial de matrizes via séries,

obtemos
v(t) = Xexp(tA) exp(tB) exp(—tA) exp(—tB)
2 2
= X(Id+tA+%A2+---)(1d+tB+%B2+...>
t? 12
(Id—tA—§A2—---)(Id—tB—§B2—---)
t2
= X(Id+t(A+B)+ 5 (A" +24B+ B + )
t2
X(Id—t(A+B)+§(A2+2AB+BZ)+...)
= X(Id+t*(AB—BA)+---)=X(Id+t*[A,B] +---),
Por tanto,
d d )
dt 7(\/@:% X([d+t[A>B]+"'):X[A>B]>
t=0 =0
que € o colchete de Lie [X A, X B]. O

1.4 Representacoes

A Teoria de Representacoes tem wma gram importancia para a compreensao de

um grupo. Iniciamos com a nog¢ao geral de representacao,

Definicao 1.86. Sejam G um grupo de Lie, e V um espaco vetorial de dimensdo
finita. Uma representacio de G em V' € um homomorfismo ¢ : G — Aut(V'), onde
Aut(V') denota o espago dos automorfismos de V. A dimensdao da representacao é a

dimensao do espaco de representacao V.

Como € conhecido, existe uma representacao natural de um grupo de Lie G sobre
sua dlgebra de Lie. FEssa representacao é construida na sequinte maneira: fixado

um elemento g € G a aplicagio Cy : G — G dado por Cy(h) = ghg™" é um
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homomorfismo. Ainda, Cy = Ry,-1 o L, é um difeomorfismo. Por tanto, C, é um
automorfimo, e é chamado de automorfismo interno de G.

Por outro lado, (dCy). : T.G — Tg, )G € uma aplicagdo lineal, pois Cy(e) =
e. Agora podemos descrever a representacao adjunta de um grupo de Lie sobre sua

algebra de Lie.

Definicao 1.87. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g, chama-se repre-

sentacao adjunta de G sobre g a aplicacao diferencidavel
Ad: G — Aut(g)
definida por Ad(g) = d(Cy)e : g — .

Observagao 1.88. A Definicao 1.87 estd bem definida. De fato, a aplicagio g €
G — (dCy). € GL(g) € u homomorfismo de G em GL(g), pois dados g, h € G tem-se
Cy o Cu(p) = Cy (Culp)) = Cy(hgh™") = Cyn(p). Assim, (dCy), o (dCh), = (dCqn), -
Proposicao 1.89. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g, e Ad : G — Aut(g)
a representacao adjunta de G em g. Entdo sao validas as sequintes afirmagoes:

a) Ad é diferenciavel.

b) Ad(gh) = Ad(g) o Ad(h) para cada g,h € G.

c) Ad(g)™' = Ad(g™') para qualquer g € G.

Prova: primeiro note que a aplicacio Ad € diferencidvel, pois
(dCy)e = (d(Lg 0 Ry-1)), = (d(Rg-1 0 L)), = (dLg)gfl o(dRy-1), = (ng‘1>go<dLg)e~

O item (b) seque desde Cy, = C, 0 Cy,. Por outro lado, para qualquer g € G desde
o item (b) seque diretamente que Ad(g)~' = Ad(g™'), e a prova esta concluida. O

A representacio adjunta Ad induze uma representacdo adjunta de g em gl(g)

tomando a deriwada da da representacao adjunta de G, e estd definida por

Definicao 1.90. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g, a representagao

adjunta de g em gl(g), € a aplicagao
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ad: g —  gl(g) = End(g)
X — ad(X)(Y)=[X,Y],

onde End(g) denota o espago dos endomorfismos de g.

Desde a identidade de Jacobi, seque—se diretamente que a aplicacao ad é um ho-

momorfismo das dlgebras de Lie g e gl(g).

Proposicao 1.91. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g, com colchete de
Lie dado pelos campos de vetores invariantes a esquerda. Sao validas as sequintes

formulas:
i) ad(X) = (dAd).(X), VX €g.
ii) Ad(exp X) = exp(ad(X)).

Prova:

Sejam X e Y campos de vetores invariantes por translagoes a esquerda sobre G.
Logo, o fluro de X estd dado por ¢, = Rexpux). Também, (dLexp(tX))e(Y(e)) =
Y (exp(tX)).

Por outro lado, set € R entao

Ad (exp(tX)) (V)= (dCesxpix))e(Y)

= (d(Lexp(ex) © Rexp(-1x))), ()

= (d(Rexp(-1x) © Lexp(ex))) , (Y)

= (dRexp(-13)) expu) ((ALexpey ), (V)
= (ARexp(-1)) i) (¥ (exp(tX)))

= (do—t) ) (Y (2(e)))

Desde Defini¢ao 1.76 obtemos,
ad(X)(Y) = [X,Y](0) = 5| (e oo (V(2u(e)) = | (Ad(exp(tX)) (V)

t=0 t=0
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Por tanto, sendo X e Y campos invariantes por translagao a esquerda seque—se que,

ad(X) = | (Ad(exp(1X)) = (dAD(X),
t=0
como desejado.
O item (2) seque diretamente tomando ¢ = Ad na Proposi¢ao 1.70. O

Observagao 1.92. Seja g sobre um grupo de Lie G, ¢ vdlida a sequinte formula:
gexp(X)g~' = exp (Ad(9)X).
De fato, fazendo ¢ = C, na Proposi¢cao 1.70 obtemos,
gexp(X)g~" = Cy(exp(X)) = exp ((dCy).X) = exp (Ad(g)X)

Exemplo 1.93. A representagio adjunta Ad : G — GL(g) sobre o grupo de Lie
abeliano G = S' € trivial. Isto é, Ad(g) = id para todo g € S*, pois C, = id. Na

verdade, isto é valido para qualquer grupo de Lie abeliano.

Para o caso de um grupo de matrizes, a representacao adjunta pode ser obtida de

maneira bem simples, como seque

Proposicao 1.94. Se G é um grupo de matrizes entao para qualquer X € g e g € G

temos Ad(g)X = gX g, sendo o produto a multiplicagcdo usual de matrizes.

Prova: Basta observar que Cy se estende a uma transformacao linear no espago

das matrizes, por tanto coincide com Ad(g). Com efeito,

Ad(g) (X) = (dCy)c(X)




Defini¢ao 1.95. Seja G um grupo de Lie. O centro de G, denotado por Z(G) esta
dado por,
Z(G)={9€ G: gh=hg, VheG}

Proposicao 1.96. Seja G um grupo de Lie. O centro de G estd contido em Ker(Ad)

e ambos coincidem se G € conezxo.

Prova: Seja g € Z(G) entio gh = hg para todo h € G. Por outro lado, desde
Observacao 1.92 seque que

gexp(X)g~" = exp (Ad(g)X),

para todo X € g. Para X € g tem—se exp(X) € G. Logo, como g € Z(G) seque que
exp(X)g~t = g texp(X). Assim,

exp (Ad(9)X) = gexp(X)g™" = gg™" exp(X) = exp(X).

Como exp : g — G € um difeomorfismo entre vizinhancas de 0 € g e da identidade
ecV, etistem U CgeV CG tal queexp : U — V é um difeomorfismo, e por
tanto exp € injetiva na vizinhanca de 0 € U. Desde exp (Ad(g)X) = exp(X) seque
que Ad(g)X = X para todo X € U. Agora, ao ser g um dlgebra de Lie é um espago
vetorial, logo U C g € um subespaco vetorial. Entao, rX € U comr € R er # 0,
X € g. Finalmente, Ad(g)(rX) =rX e como Ad(g) € linear obtemos rAd(g)X =rX,
X €g. Assim, Ad(g)X = X para todo X € g. Portanto, g € Ker(Ad) concluindo a
primeira parte do resultado.

Suponha que G é conexo, e seja g € Ker(Ad). Entio Ad(g)X = X para todo
X € g. Por outro lado, desde Observagao 1.92 seque que

gexp(X)g~" = exp (Ad(9)X) = exp (X),
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para todo X € g. Assim, gexp(X) = exp (X) g, para todo X € g. Isto €, g € G com-
muta com exponenciais. Agora, como G € conexo, pelo Corolario 1.64 qualquer ele-
mento h € G € descrito por produto de exponencias, digamos h = exp(Xy) - - - exp(X5).
Logo,

hg = exp(X1) - --exp(Xs)g = exp(Xy) - - - exp(Xs_1)g exp(Xy),

commutando sucessivamente g com os exponenciais obtemos,
hg = exp(X1) - - - exp(Xs)g = gexp(Xy) - - exp(X).

Portanto, hg = gh para todo h € G. Assim, Ker(Ad) C Z(G), e a prova estd con-
cluida. O

Exemplo 1.97. Seja G = GL(n,R) o grupo de Lie das matrizes com determinante

diferente de zero. O centro de G estd dado pelo subgrupo das matrizes escalares
Z(GL(n,R)) ={\, e R—{0}}.

Por outro lado, se X € gl(n,R) e g € GL(n,R) entao Ad(g)X = gXg~'. Logo,
Z(GL(n,R)) = ker(Ad).

Definigcao 1.98. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g, e H um subgrupo de
G. O centralizador de H em G esta dado por,

Zg(H)={g9e€G: gb=p3g, V5cH}

Defini¢ao 1.99. Seja g uma dlgebra de Lie. O centro de g, denotado por 3(g) esta
dado por,
3(g)={Xeg: VWeg, [X,Y]=0}.

Exemplo 1.100. Seja g dlgebra de Lie do grupo de Heisenberg de dimensdo trés

gerado por
010 0 0 0 0 0 1
Yi=looo]|, Y’=|001 e YP=110 0 0
0 0O 0 0O 0 0O
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Isto é,
g = Span {Yl, Y?, Y3} )

Desde que

YLy =v?

€ o unico colchete de Lie no nulo, obtemos que o centro de g esta dado por,
3(g) = Span {Y*}.

1.5 Grupos de Lie soliveis e nilpotentes

Para introduzir esta classe de grupos de Lie € necessario definir primeiramente as

sequintes sequéncias decrescentes de ideais.

Definicao 1.101. Seja g um dlgebra de Lie. A série derivada de g estd definida por,

onde
g(i) _ [g(ifl)’g(ifl)} 7

Definicao 1.102. Seja g um dlgebra de Lie. A série central descendente de g estd
definida por,
92912922”'97271 Dglg

onde

i+1:[

g g.9'], |

¢ o subespaco gerado pelos colchetes [X,Y], X €geY € gr.
Agora, podemos definir as dlgebras de Lie soluveis e as nilpotentes,

Definicao 1.103. Um dlgebra de Lie g € dita solivel se sua série derivada termina

na dlgebra trivial. Isto €, se g*0) = {0} para algim ko > 0.
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Definicao 1.104. Um dlgebra de Lie g é dita nilpotente se sua série central descen-

dente termina na dlgebra trivial. Isto €, se g = {0} para algiim ko > 0.

Observacao 1.105. Note que ao comparar as das duas séries tem-se, g) = g2.

Mais ainda, g®) C gh+!.
Proposicao 1.106. Se g ¢ um dlgebra de Lie nilpotente entdao ela é solivel.

Prova: Segue diretamente da Observagao anterior 1.105. O

Exemplo 1.107. Considere o grupo de Lie G de dimensdao dois

Ty
G:{(O 1) :x,yERconx;ﬁO},

com dlgebra de Lie g dada por

) 10 ) 0 1
g=4Y = Y5 = )
0 0 0 0
cujo unico colchete de Lie nao nulo é
YLy? =v>
Esta dlgebra de Lie nao € nilpotente, pois sua série central descendente satisfaz
g" =" =(V?),

para todo k > 2. Assim, nao € estabilizada em zero. Porém, € uma dlgebra de Lie

soluwvel, pois sua série derivada
g=g" 5" =(v?)>g"={0}.

Assim, estabiliza em zero.
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Capitulo 2
Sistemas de controle

Neste capitulo, estudaremos a classe de sistemas de controle invariantes sobre
grupos de Lie, descreveremos alguns aspectos fundamentais que sao de interesse deste

trabalho. Veja [1], [10], [13].

2.1 Generalidades dos Sistemas de controle

Iniciamos com a nocao geral de sistemas de controle.

Definicao 2.1. Seja M uma variedade diferencidvel n—dimensional. Chama-se sis-

tema de control sobre M a familia de equacoes diferenciais,
2(t) = X (z(t),u(t)), (2.1)

onde x € M ¢é a varidvel de estados, u € U sao conhecidos como os controles do
sistema com

U={u: R— U CR™, localmente integravel}

o conjunto de controles admissisiveis, U chamado de conjunto de valores dos controles,
e para cada controle w € U fizado a aplica¢io X, : p € M — X,(p) := X(p,u) € T,M

¢ um campo de vetores tangente diferencidvel sobre M. Usualmente, m < n.
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Observagao 2.2. Note que um sistema de controle (2.1) estd determinado pela se-

guinte colecao de campos de vetores parametrizados por controles,
Y={X,: vel}.

Assim, para cada u = uy € U fizado o sistema de controle (2.1) é simplesmente a
equacdo diferencial sobre M dada por @(t) = X (z(t),up). Portanto, ela tem local-

mente solugoes unicas p(t, x,ug) tais que ©(0,x,uy) = = no instante de tempo t = 0.

Definicao 2.3. Sejam M uma variedade diferencidvel e X, um campo de vetores
sobre M parametrizado pelos controles. Dizemos que X, € completo se para cada

u €U a solugao da equacao diferencial

estd definida globalmente. Isto €, sua soluc¢ao o(t,z,u) estd definida parat € R. Equi-
valentemente, o correspondente subgrupo a 1-parametro a, : (t,x) — au(t,x) =

o(t,z,u) esta definido em R x M.

Observacao 2.4. A curva integral v : I C R — M passando pelo ponto p € M em

tempo t =ty (também chamada de trajetoria) associada com o campo de vetores X,

parametrizado pelos controles uw € U, definida por v(t) = p(t,x,u) satisfaz

_d
dt

eay(t,r) =~(t),te I CR, pe M.

¥(t) (v(t) = Xu (7(t)),  com (o) = p,

De acordo com o conhecido lema de aproximacao de Sussmann [15] os resultados
obtidos para sistemas de controle parametrizados apenas por fungoes constantes por
pedagos podem ser estendidos para sistemas com qualquer classe de controle, aproxi-
mada pela classe de controles constantes por pedagos, usualmente denotada por Uecpy,
e dada por

Ueepp = {u: R — U CR™, constante por pedagos}.
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Definicao 2.5. Sejam M uma variedade diferencidavel n—dimensional e > um sistema
de controle sobre M. Chama—se semigrupo do sistema ou semigrupo gerado por ¥ ao

conjunto

SZ:{thloXéO---OXt]ZI XkGZ,GtiER+},
dos difeomorfismos locais X,fi (fluzos induzidos pelos campos X* em X).
De maneira semelhante é possivel introduzir o grupo de um sistema, como segue

Definicao 2.6. Sejam M uma variedade diferencidvel n—dimensional e 3 um sistema

de controle sobre M. Chama-se grupo do sistema ou grupo gerado por Y ao conjunto
Gy ={X/ oX} o 0X]: X'eX et,eR},
dos fluxos Xt]i induzidos pelos campos X* em .

Note que o grupo Gy é fechado pelas composicoes e suas inversas satisfazem

(Xt)il = X—t com t € R.

Definicao 2.7. Sejam M wuma variedade diferencidvel n—dimensional e Sy, o semi-

grupo local gerado pelo sistema de controle 3. O conjunto

Su(x) ={s(x) : ¢ € Ss},

¢ dito orbita pelo sistema em tempo positivo, ou simplesmente orbita positiva a partir

de x € M pela acdo de Sy, sobre x.

Definicao 2.8. Sejam M uma variedade diferencidvel n—dimensional e ¥ um sistema

de controle sobre M. Chama-se conjunto acessivel a partir de x € M ao conjunto
As(z)={ye M : y=o(t,z,u) para algum w € Upepp, t > 0},

dos pontos atingiveis a partir de x € M por concatenacao de trajetorias dos campos

de ¥ tomando apenas as partes positivas das trajetorias.

Note que os conjuntos Sx(z) e Ax(x), x € M coincidem.
A seguir um resultado importante da Teoria de Controle conhecido como Teorema

da 4rbita.
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Teorema 2.9. Sejam M uma variedade diferencidvel n—dimensional e
Y={X,:uel}

uma familia de campos de vetores diferencidveis sobre M parametrizados por con-
troles. Entdo, para cada x € M a orbita Gx(x) € uma subvariedade imersa quase—

reqular de M.

Prova: Veja [15] O

2.2 Sistemas de controle invariantes

Nesta secao analisaremos a classe de sistemas de controle invariantes, e suas
propriedades, que serao de nosso interesse para uma melhor compreensao do préximo
capitulo.

No contexto de grupos de Lie de matrizes a classe de sistemas de controle invariante

sao descritos da seguinte maneira,

Definicao 2.10. Seja G um grupo de Lie de matrizes com dlgebra de Lie g. Um
sistema de controle invariante a esquerda sobre G, € um conjunto arbitrdrio de campos
de vetores invariantes a esquerda em G dado por,

X(t) = X(t)A+ > u(t) X (t)B, (2.2)

i=1
onde u = (uy, -+ ,Uy) € U sao fungoes de controle, X (t) € G, B* € g que deter-
minam os campos invariantes (chamados campos controlados), e A € g (chamado de
drift).
Usualmente, o sistema de controle (2.2) denotado por I', € descrito por,
I'= {A+ ZUiBi‘(Ul,U,Q,"' ,Um) ceUC Rm} cg.

i=1

Quando U coincide com R™ o sistema € dito sistema com controles irrestritos. Neste

caso, o sistema I' € um subespaco afim de g.
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Definicao 2.11. Uma trajetoria de um sistema invariante a esquerda I' em G descrito
por (2.2) é uma curva absolutamente continua Z : [to,T] C R — G definida por

t— Z(t) tal que existem campos de vetores invariantes a esquerda
Al AN eT
e uma particao
to<thi<---<ty=T
tal que a restricao de Z(t) a cada intervalo aberto (t;_1,t;) € diferencidvel e
Z(t) = Z(t)A, para t € (t;_1,t;), i=1,--- N,

Na notacao classica, isto corresponde a controles admissiveis constantes por pedagos.
De modo semelhante podemos introduzir a nogao de sistemas de controle invari-

antes pela direita,

Definicao 2.12. Um sistema de controle invariante pela direita sobre um grupo de
Lie de matrizes G € um conjunto arbitrario de campos de vetores invariantes a direita

em G, e pode ser escrito na forma
Y(t) =AY (t) + S w(t)BY(t), Y(t)eG, A B eg, (2.3)
i=1

Observacao 2.13. Notemos que podemos transformar campos de vetores invarian-
tes a esquerda em campos de vetores invariantes a direita, e vice-versa, através da

INVersao

i:G—G, X—i(X)=X""
Para sermos mais precisos: se X (t) é uma trajetoria de uma equacdo diferencial
X(t)=X(Mt)A, X(0)=1Id, X(t)eG, Aecg

associada a um campo de vetores invariante o esquerda, entao Y (t) = i(X(t)) =

XYt) é uma trajetéria de uma equacio diferencial

Y(t)=—-AY(t), Y(0)=1d, Y()eG, Aeg
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associada a um campo de vetores tnvariante a direita.
De fato, como X (t) € uma curva em G que passa pelo seu elemento identidade
Id no instante de tempo t = 0 entdo a curva Y (t) = X'(t) sobre G representa o

caminho X (t) percorrido em tempo inverso. Assim, obtemos
Y()X(t) =X )X (t) =1Id, V.

Agora, derivando essa igualdade com respeito d varidvel t tem-se,

Y ()X (t) + Y ()X (t) = 0.

Portanto,

como desejado.

Desde a Observacao 2.13 segue que X (t) = Xpet* é uma trajetéria da equacio
invariante pela esquerda
X = XA,

passando por X, em tempo t = 0, se e somente se, Y (t) = e~*1Y; é uma trajetéria

da equacao invariante pela direita a menos do sinal

Y = —AY.

Y

comY = X1
De acordo com o exposto na Observagao 2.13, podemos dizer que o estudo de
sistemas de controle invariante a direita pode ser reduzido ao estudo de sistemas

invariantes a esquerda via a inversao.

Exemplo 2.14. Consideremos o problema de planejamento de um veiculo de uma
roda simples com um unico eizo, como é mostrado na Figura 2.1. Esta configuragao é
conhecida como modelo simplificado de um monociclo. O problema é manter a estru-

tura do monociclo em uma posi¢ao de equilibrio durante o movimento. Por exemplo
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% Xg

Figura 2.1: Vista aérea do monociclo

uma das atragoes de um circo € o equilibrista sobre o monociclo. Para consequir man-

ter uma posi¢ao de equilibrio do monociclo € necessdrio uma estratégia de controle.

Considere um referencial inercial ortonormal (Xo,Yy) de R Seja (x,y,¢) a
posi¢ao do monociclo sobre um plano 11 relativo ao referencial (Xg,Yy), onde ¢ des-
creve a orientag¢ao do moniciclo e representa o angulo entre a tangente a roda do
monociclo sobre o plano 11 e o eixo Xy. Suponha que a roda do monociclo estd gi-
rando sobre o plano Il sem deslizamentos, e que o eixo da roda do monociclo € sempre
paralelo a dito plano. Também, assuma que a velocidade de direcdo descrita pela de-
rivada gz5 (que descreve a velocidade angular da roda em torno de uma linha através
do ponto de contato e perpendicular ao plano) e a velocidade de rolamento (avango)
v podem ser controlados. Denotando os controles por u; = <;§ e uy = v a dindamica do

monociclo pode ser descrita pelo sistema de controle,

T = Ugc0S @
¥ Y= ugsen ¢
é = w
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onde (x,vy,¢) estd sobre o espaco de configuracio do monociclo descrito por R* x S1
com St a circunferéncia unitdria.

O sistema de controle 3 pode ser visto como um sistema de controle invariante.
Para conseguir estd descrigio considere (by,by) um referencial ortonormal no plano
fixado sobre a roda de modo que by € paralela a tangente da roda sobre o plano, como
mostra a Figura 2.1.

Note que, relativo as coordenadas de um ponto nas coordenadas do corpo com
respeito ao referencial inercial (Xo, Yy) pode ser visto como uma matriz X (t) sobre o

grupo de Lie SE(2,R) dos movimentos rigidos de R? descrita na forma

cos ¢ —sen ¢ T
X=1\|sen¢ cos¢o vy
0 0 1

a mesma que representa a posicao e orientacao do monociclo em tempo t. Por tanto,

a velocidade do corpo vem a ser da forma

0 —w v,
Vi=|w 0 v, |€se2R).
0 0 0

Assim, a dindmica do monociclo descrita pelo sistema de controle ¥ sobre R? x S*,
pode ser descrito pelo sistema de controle invariante sobre o grupo de Lie SE(2,R)

com dois controles e sem drift,
X(t) = X (t)(u1(t) Ay + uz(t)As), (2.4)

onde uy e uy sao as velocidades da diregao e de avango, respectivamente; X (t) €
SE(2,R), e

-1 0 001
0, A2=10 0 0
0

0
Ar=11
0 0 0O

0
0
pertencem a dlgebra de Lie se(2,R).
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Note que, o colchete de Lie [A1, Ay esta dado pela matriz

000
As=10 0 1|,
0 00

e assim { A1, Aa, A3} geram a dlgebra de Lie se(2,R).

2.3 Acessibilidade

Nesta secao descreveremos a nocao de acessibilidade, a mesma que é importante

no estudo de sistemas de controle.

Definicao 2.15. Sejam G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g, T > 0 e g € G
arbitrdrios. Chama-se conjunto atingivel (ou conjunto acessivel), em tempo T, pelas
trajetorias de um sistema de controle invariante a esquerda I' C g a partir do ponto
g, ao congunto denotado por Ar(g,T) formado pelos pontos que podem ser alcan¢ados

a partir de g em exatamente T unidades de tempo. Isto ¢,
Ar(g,T) ={X(T)|X () € uma trajetoria de T, X(0)=g}.
O conjunto acessivel para um tempo nao maior do que T > 0 € definido como

0<t<T

O conjunto acessivel de um sistema invariante I' a partir de um ponto g € G denotado
por Ar(g) é o conjunto de todos os pontos terminais X(T), T > 0, de todas as

trajetorias de I' comegando em g, dado por
Ar(g) = {X(T)| X () trajetoria deT';, X(0) =g, T >0}

= UT20 AF(% T)-

Se nao houver ambiguidades, na sequéncia denotaremos os conjuntos acessiveis

Ar(g,T) e Ar(g) por A(g,T) e A(g), respectivamente.
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De modo semelhante ao exposto na Observacdao 2.13 temos que, se A€ gegy € G

entdo o problema de Cauchy

g(t)=gt)A, g(to) = g0

possui uma solugao dada por g(t) = goexp((t — tg)A). Desde este fato, podemos dar

uma descri¢ao do ponto final g(T') via produto de exponenciais.

Lema 2.16. Seja g(t), t € [0,T], uma trajetdria de um sistema esquerda—invariante

' C g com g(0) = go. Entao existem N € N e
T, o ,7n >0, Ay, JAy €T

tal que

g(T) = goexp(r1Ay) - -exp(tnAn), T+ +7n=T.
Prova: Por definicao de trajetoria de I', existem N € N e
O=ty<ti <---<ty=T, Al,"',ANEF

tal que g(t) € absolutamente continua e

g(t) = g(t)A“ t e (tifl,ti),
onde
g(t) = g(ti1) ewp[(t —ti1)As], e g(ts) = g(ti1) exp[(t; — tim1)Asl.

Dai, segue que a curva g(t) = go exp(tA;) é solugao da equacao g = g(t) Ay, ¢g(0) =
go para t € (0,t1). Assim, g(t;) = go exp(t;Ay). Similarmente, se t € (t1,t2) entao
g=9(t)A2, g(t1) = go exp(t1A1). Portanto,

g(t) = g(t1) exp[(t —t1)As] = go exp(t1 A1) exp[(t —t1)As]

Assim,

g(ts) = go exp(t1Ay) expl(ta — t1)As]
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Continuando com esse procedimento obtemos

g(tn) = g(T) = go exp(t1 A1) exp[(ty —t1)Ag] - exp[(tn — ty—1)An].

Agora fazendo 7 = t, o =ty —t1,--- , Ty =ty — ty_1 Segue que

N
Q(T) = 3Jo efﬂp(ﬁAl) efEP(TzAz) T €$p(TNAN), Z%’ =T,

=1

e a prova esta concluida. O

Algumas propriedades do conjunto acessivél que serdo de nossa utilidade sao es-

tabelecidas no prorimo resultado.

Proposigao 2.17. Seja I' C g um sistema invariante a esquerda, e g um ponto

arbitrario em G. Entao,
(a) Ar(g) = {gexp(tiA1)---exp(tnAn)|A; € T, t; > 0, N > 0};

(b) Ar(g) = gAr(e) = {gh : h € Ar(e)}, onde Ar(e) € o conjunto de acessibilidade
desde a identidade e de G.

(¢) Ar(g) € um subconjunto conexo por caminhos em G.
(d) O conjunto de acessibilidade Ar(e) é um semigrupo de G.

Prova: A prova do item (a) seque imediatamente do Lema 2.16. Vamos provar os
outros itens: (b) Seja p € Ar(g), entdo existe uma trajetdria x(t) de I' tal que &(t) =
Ai(z(t)), t € (tic1,ti), A €D, 2(0)=e e x(T)=p=gexp(t1A1)---exp(tnAn),
T > 0. Além disso, tomando a curva y(t) = g 'z(t), € claro que gy(0) = e, e
Ly(t) = Ly (2(t) = (dLy1 Yo (t) = ALy ) Aila(t)) = Ai(y(0).

(¢) Qualquer ponto em Ar(g) € ligado com o ponto inicial g por uma trajetéria de T.
Assim, dois pontos arbitrdrios podem ser ligados por uma trajetoria de I que passa

pelo ponto inicial.
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Finalmente, para a prova do item (d) sejam g1, g2 € Ar(e). Logo, podemos escre-
ver g1 e go em termos da solucao de I' por g1 = p(e,u,t) e go = p(e,u/,t'). Agora,

defina um controle v por

u(T) para 0<71<t
o) =4 M
u(r—t) para T >t

Entao g192 = (e,v,t +t'). Portanto, g1go € Ar(e), e a prova estd completa. O

Observagao 2.18. O item (b) da Proposi¢ao 2.17 mostra que € suficiente considerar
o caminho mais curto que inicia na identidade e do grupo. Assim, se g(t) € o caminho

mais curto que liga gy com g1, entdo gy g(t) é o caminho mais curto que liga e com

90 g1-

Exemplo 2.19. Considere o sistema invariante sobre o grupo de Lie 2—-dimensional
G =T?=S'"xS"', dado por
9="Y(9),
onde g € T?, e Y(g) = (1,7) com r um nimero irracional. Ou seja, I' = {Y}.
Por outro lado, como G € um grupo de Lie abeliano, e usando a descri¢ao do toro
T? pelo conjunto {(x mod 1,y mod 1)}, seque da Proposi¢io 1.73 que o conjunto

acessivél desde a identidade de G estd dado por
Ar(Id) = {exp(tY)|Y € 't > 0} = {(z mod 1,7z mod 1)z > 0},

0 mesmo que € denso em G.
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Capitulo 3

Observabilidade

A propriedade de observabilidade de sistemas estd associado ao problema de de-
terminar os estados no espaco de estados da dinamica do controle a partir uma ob-
servagao parcial conhecida sobre o sistema em um intervalo de tempo finito. Em
outras palavras, estudar a possibilidade de encontrar um controle que permita dis-
tinguir dois estados diferentes no espaco de estados da dinamica do controle via a
observacao disponivel dada por uma funcdo de observacao.

Neste capitulo estudaremos a propriedade de observabilidade de sistemas de con-
trole invariante sobre um grupo de Lie com funcdao de saida cujo espaco de saida €
um espago coseto deste grupo de Lie. Sequimos a linha descrita pelos autores em [3],

[4] € suas principais referéncias.

3.1 Generalidades

Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Considere um sistema de control

invariante a direita sobre G junto com uma func¢ao de saida, descrito pelo par,

Ig(t) = Ag() + ZuiBi (9(), g(t)eG (3.1)
y(t) = h(g(t)) = Cy(t) (3.2)
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onde A,B',---  B™ €g, h: G— G\C € chamada de aplicagio de saida, e C ¢
um subgrupo fechado de G, e a notagao Cg representa uma classe lateral direita de C
em G que contém g.

Uma das propriedades importantes associadas com sistemas de controle estd rela-

cionada com a noc¢ao de pontos distinguiveis. Iniciamos com a sequinte defini¢do,

Definicao 3.1. Seja G um grupo de Lie. Dizemos que dois pontos g, e go em G sdo
distinguiveis por trajetorias o(-) de (3.1) se existir algum controle u que da origem a
saidas diferentes para esses dois pontos iniciais. Isto €, h(p(t,u,g1)) # h(p(t,u,g2))

para algum u € U.
Assim, podemos definir sistema observdvel.

Definigao 3.2. O sistema (3.1)-(3.2) sobre um grupo de Lie G é observdvel (global-
mente) se nao existem dois pontos de G os quais sao indistinguiveis por 3, isto €,

nao existem dois pontos g1, go € G tais que

h(g&(t, U, gl)) = h((p(t, u, 92))7

para todo ¢ no semigrupo Sy, do sistema. Dizemos que é localmente observavel em
um ponto g € G se existe uma vizinhanca U de g tal que todo elemento em U nao €

indistinguivel de g.

Denotamos por {S}e o menor subgrupo do grupo de Lie G contendo S (também
chamado de subgrupo gerado pelo subconjunto S de G), e {K}ra denota a subdlgebra
de Lie gerada pelo conjunto IC de campos de vetores invariantes a direita sobre G.

Também,
exp ({K}pa) = {exp(X): X € {K}ra}.

A sequinte é uma condicao necessdria de observabilidade quando o sistema de

controle estd definido sobre um grupo de Lie de matrizes.

Teorema 3.3. Sejam b e | dlgebras de Lie em gl(n,R). Considere um sistema de

controle invariante a direita sobre o grupo de Lie de matrizes G junto com uma
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aplicacao de saida, descrita pelo par,
X(t)=AX(t)+ > wBX(t), X(t)eG (3.3)
i=1

y(t) = ({exp b})X ()

Suponha que o conjunto de acessibilidade do sistema (3.3) a partir da identidade
¢ {exp l}g. Entdao o conjunto de estados iniciais T que sao indistinguiveis desde
a identidade contem {exp K}, se e somente se {ad(K) },, C bh. Portanto, se b
ndo contem a subdlgebra K de modo que {adiC}pa C b entdao todos os estados sao

indistinguivers desde a identidade.

Prova: O leitor interessado pode consultar [3]. O

Observagao 3.4. Os autores em [3] mostram que a condigao necessdria do Teorema

3.3 ndo € suficiente.

Desde o Teorema 3.3 temos que a parte “nao observavel “estd relacionada com
uma subdlgebra l-invariante {adiK}pa, a mesma que estd contida na subdlgebra de
Lie do subgrupo de saida. O estudo da parte “nao observdvel "serd discutido en esta
sec¢do, sequindo a linha dos autores em [3] e [4] estabeleceremos algumas condi¢oes
necessdrias e suficientes para que (3.1)-(3.2) seja observdvel.

Através desta secao assumiremos que os controles sao elementos de Uecpy, isto €,

funcoes constantes por pedacos.

3.2 Conjunto nao—observavel

Proposicao 3.5. Seja G um grupo de Lie, e A(e) o conjunto de acessibilidade de
(3.1) desde a identidade e de G. Entao, dois pontos arbitrdrios p,q € G sdo indis-

tinguiveis via (3.1) se e somente se
Ad (r)pgt €C, (3.4)

para cada v € A(e), onde C € o subgrupo de G como em (3.2).
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Prova: Desde a estrutura da saida (3.2) seque—se que p,q € G sao indistinguiveis
se e somente se h(p(t,u,p)) = h(p(t,u,q)), onde ¢ é uma solugdo de (3.1). Assim,
p,q € G sdo indistinguiveis se e somente se Cp(t,u,p) = Cp(t,u,q). Equivalen-
temente, p,q € G sao indistinguiveis se e somente se para todo t os conjuntos de
acessibilidade, A(p,t) e A(q,t) estao na mesma classe lateral de C. Desde o item (2)
da Proposi¢ao 2.17 temos A(g) = A(e)g = {rg : r € A(e)}. Portanto, p,q € G sdo
indistinguiveis se e somente se Crp = Crq para todo r € A(e). Isto é, rpg~r=t € C
para todo r € A(e).

Por outro lado, se G € um grupo de Lie de matrizes tem—se que a aplica¢do ad-
junta coincide com a aplicacdo conjugacao, ou seja, Ad(r) = C,., e restringindo ao
conjunto de acessibilidade A(e) estd bem definida. Por tanto, desde rpg~'r=' € C.

seque que rpq r~t = Ad(r)pg~t € C. O

Agora definimos um estado ndao observavel como seque.

Definigao 3.6. Um ponto z € G € dito nao observavel pelo sistema (3.1)-(3.2) se

ezistem p e ¢ em G tais que pg~! = z, e p e q sdo indistinguiveis via (3.1).

Observagao 3.7. Seja z € G nao observdvel. Se p'(g*)~*

= 2 para qualquer par
(p',q') entdo p* e ¢' sdao indistinguiveis. De fato, seque diretamente desde a Pro-

posicao 3.5.

Proposicao 3.8. Seja G um grupo de Lie e C um subgrupo de G. Se C € fechado

entao o conjunto nao observavel
H={z€ G| z é ndo observivel}
do sistema (3.1)-(3.2) é um subgrupo de Lie fechado de G.

Prova: Primeiro note que, pela Defini¢cao 3.6 de estado nao observdvel e equagao
(8.4) da Proposi¢ao 3.5, estd claro que H C C.
Agora, veja que se z € G € nao observavel entao pela Definicao 3.6 seque que

para arbitrdrios p,q € G se pg~' = z tem-se p e q sdo indistinguiveis. Desde a
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1

Proposigio 3.5 obtemos que pq~' = z para arbitrdrios p,q € G tem-se Ad (r)pg~' € C

para cada v € A(e). Assim, € possivel escrever H na forma
H={2€G|rzr"€C para todo r € Ale)}.
Sejam hy,he € H. Entao,
rhihy vt = rhyrTirhy T = (rhar T (rhor ™) T € C.

Assim, hihy' € H. Por tanto, H ¢ subgrupo de G.

Seja {h,} C H uma seqiiéncia, se h, — z quando n — oo entao
-1 -1
rh,r~" — rzr- €C,

pois C € fechado. Assim, z € H, e conseqiientemente H € fechado.
Finalmente, como H € um subgrupo fechado do grupo de Lie G seque—se desde o

Teorema 1.13 que H é um subgrupo de Lie. O

Se C' € um subgrupo fechado do grupo de Lie G a aplicagdo saida dada como (3.2)

tem uma estrutura analitica que € descrita pelo sequinte resultado.

Teorema 3.9. Sejam G um grupo de Lie e C um subgrupo de G. Se C € fechado
entao o espago quociente C \ G admite estrutura de variedade analitica real de tal
forma que a aplicagio G x (C\ G) — (C \ G) definida por (p,Cq) — Cpq € analitica

real. Em particular, a projecao G — C \ G € analitica real.

Prova: Veja [5]. O

Seja {A(e)}a o subgrupo de G gerado por A(e) e denotemos por {A(e)}q o fecho de

{A(e)}e-

Observagao 3.10. Tomando ' = {A + > uiBl | u; € R} € g desde o item (a)
=1

da Proposicao 2.17 seque que o subgrupo de G gerado por A(e) pode ser escrito na

forma,

{A(e)}e = {exp (t: Xs)--rexp (X)) | eRs€eZT, X;€li=1,--- ,s} (3.5)
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O prozimo resultado é um Lema técnico que serd utilizado na prova de alguns

resultados de observabilidade estabelecidos mais adiante neste capitulo.

Lema 3.11. Seja H o conjunto nao observdvel do sistema (3.1)-(3.2). Suponha que
z € H. Entao

Ad (r)ze H, Vre{Ale}a (3.6)

Prova: Sejaz € H=1{ne€ G |rpr— € C para todo r € A(e)}. Primeiro, vamos
verificar que a sequinte afirmacao € valida.
Afirmacao 1:

Ad (r)z€e H, VreAle)

Com efeito, para cada 7 € A(e) temos 7r € A(e), pois pelo item (d) da Proposi¢do 2.17
o conjunto A(e) € um semigrupo. Agora, como z € H e 7r € A(e) seque que

(rr)z(rr)~! € C. Portanto,
Frhr )it = (Fr)2(ir) € C, W T E Ae),

Assim, rzr~t € H, o que prova a Afirmacao 1.

Por outro lado, desde a forma para {A(e)}q descrito em (3.5), o mais pequeno
subgrupo de G contendo A(e), seque—se que, a conclusdo (3.6) deste teorema € vdlida
para r € {A(e)}q se provarmos que z € H implica Ad(exp(tsXs)---exp(t1 X))z €

H. Para verificar isto, € suficiente provar que E, =R®, s =1,2,---, onde
Es={(t1, - ,ts) € R® | Ad(exp(tsXs)---exp(t1X;))z € C}.

Afirmacdo 2: E, =R?® para s =1,2,---
A prova desta afirmacgao serd feita por um processo de indug¢ao.

Primeiro verificaremos o primeiro passo de indu¢ao, s = 1, via redu¢ao ao ab-
surdo. Isto €, suponha que Ad(exp t,X1)z ¢ C. Entdo eriste t, tal que

d
. Ad(exp t:X1)z & (Rp)sc, (3.7)
1z

onde (Ry). denota a derivada da aplicagao traslagio a direita, R, : G — G com

p= Ad(exp 1, X))z, e ¢ € a dlgebra de Lie de C.
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Por outro lado, como € conhecido uma 1-forma diferencial sobre G é uma aplicagao
diferencidvel n : g € G — n, € T;G onde para cada g € G o espago T;G denota o
espago dual de TyG, a 1-forma n € invariante a dereita se para todo g € G tem—
se (Ry)"n = n onde o pull-back (R,)* € dado pela 1-forma 7 = no R, = (R,)"n
definida por 7, = (R,), (MR, (»)) para todo p no dominio de Ry, escrevemos (Ry)™ 1.
Se denotarmos por x*(G) o conjunto de todas as 1-formas diferenciais sobre G e
por x(G) o conjunto de todos os campos de vetores sobre G € possivel estabelecer a
identificacdo via o emparelhamento bilinear (n,Z) € x*(G) x x(G) — (n,Z) € R
talque 1y (Zg) = (n,Z)(g). Além disso, a subalgebra ¢ de g induz uma distribuicdo
A, sobre o fibrado tangente TG definida por A(g) = (Ry), ¢, g € G. Assim, dada A
sobre G através da identificacdo bilinear anterior podemos associar a co—distribuicao
At={nex(G): n,Z)=0, VZ € A}.

Em termo de formas diferenciais, (3.7) significa que existe uma 1-forma unitdria

invariante a direita w(x) gerada por w € ¢t tal que

(W), ditl ~ Ad(exp t1X1)z) # 0.

i1
Por analiticidade a expressio (3.2) é vdlida em um subconjunto aberto e denso de
R. Mas, de acordo com a Afirmagao 1 tem—se Ad(exp t1X1)z € H onde exp t; X, €
A(e) C {A(e)}q. Portanto, parat, € Ry = {t € R,t > 0} obtemos
Ad(exp t:X1)z) =0,

t1

d
(W), an

i1sto leva a uma contradicao; concluindo—se a prova do primeiro passo do processo de
mducao s = 1.

O proximo passo € assumir que a Afirmagao 2 € vadlida para s — 1 e provar que
ela € também valida para s.

Assumamos que,

Ad (exp (ts—1Xs 1) --exp (1 X1))z€C, t;€R

{Ad (exp (t;Xs) - exp (t1X1))z | (t1,--- ,t5) E R} £ C.
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Entao, existe t = (t,,--- ,t,) tal que

d - -
pr Ad (exp (tXs)exp (ts_1Xs—1) - exp (t1X1))z € c.
ts

Como no caso de s = 1 temos uma contradicao.
Portanto, temos provado que a conclusio (3.6) deste teorema é vdlida para r €

{A(e)}a. Por continuidade, vale para todo r € {A(e)}q; e a prova estd concluida. O
Denote os campos de vetores A(g), B'(g),---,B™(g) por A, B*,---  B™, respec-
tivamente, onde A e B' sdo elementos na dlgebra de Lie g de G.

Proposicao 3.12. Seja G um grupo de Lie, o subgrupo de G gerado pelo conjunto
de accesibilidade A(e) de (3.1) desde a identidade e de G estd dado por

{A(e)}G :{el'p (tSXS) T erp (thl) | i € R7S € ZJruX’L' € {A7 Bla U 7Bm}7i = 17 U

Prova: Desde a forma para {A(e)}e descrita em (3.5) da Observagao 3.10 tem—se
que {A(e)}e € um grupo conexo por caminhos. Portanto, pelo Teorema 1.14 seque
que {A(e)}a € um subgrupo de Lie. Agora, como {A(e)}a é um grupo de Lie conexo
e A,B', B --- | B™ geram a dlgebra de Lie de {A(e)}q entao pela Proposicao 1.67
obtem—se a forma para {A(e)}c como descrito na tese do resultado, e assim a prova

estd concluida. O

Exemplo 3.13. Considere o sistema de control invariante a dereita sobre o grupo de
Lie G = GL(3,R) descrito por,

[:g(t) = Alg(t)) +uB(g(t), g(t) € GL(3,R),

onde
001 000
A=l 000 |, B=|10 0 [e€gl3R),
000 000
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Note que

1 0 ¢ 1 00
exptA)=1 0 1 0 |, e eptB)=1+tB=| ¢t 1 0
0 01 0 01

Portanto, se consideramos exp(tA), exp(tB), exp(—tB)exp(—tA)exp(tB)exp(tA) e

seus produtos, obtemos

1 0 a
{A(e)}Yarar) = b 1 ¢ ' a,b,c € R
0 01

3.3 Invariancia

Nesta subsecao estudaremos a invariancia da algebra de Lie do sugrupo dos estados
nao observdveis.

Primeiramente, introduzimos a nogao de invariancia.

Definigao 3.14. Sejam G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g, e {X*(z),--- , X*(x)}
um conjunto de campos de vetores invariantes o direita induzidos por X' € g, i =
1,---,s, respectivamente. Um subespago A de g gerado por {X' --- X*®} é dito

Y € g invariante se

Y, X] €A, para todo X € A.

Antes de estabelecer a no¢ao de invariancia para 1-formas, precissamos introduzir

a dertwada de Lie.

Definicao 3.15. Sejam G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g, w uma 1-forma
no espaco cotangente TG de G na identidade e € G (denotado por g*), e Y € x(G)
um campo de vetores. A derivada de Lie da 1-forma w na direcao de Y denotada por

Lyw estd dada por

d X
Lyw(g) = p (Y1) wyi(e),
t=0
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e o pullback (Y;)* esta dado por
(Y2)" wy(v) = wyi() (Y1), (v), v € TyG,
com (Yy), a derivada do fluzo Y; de'Y.

Definigao 3.16. Sejam G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g, e wi(g), - ,ws(g)
1-formas invariantes a direita geradas por w; € g*, 1 = 1,--- ,s onde g* denota o
espaco cotangente de G na identidade e € G. Um subespaco invariante a direita €)

gerado por {wy, -+ ,ws} € dito Y —invariante se
Lyw € Q, Yw € Q,
onde Lyw € a deriwada de Lie de w na direcao de Y € g.

Proposicao 3.17. Sejam G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g, A(e) o conjunto
de accesibilidade de (3.1) desde a identidade e de G, e

H={z€G |rzr' €C para todor € Ale)}

o subgrupo de Lie dos estados nao observdveis do sistema (3.1)-(3.2). Entdo a dlgebra
de Liey de H é A e B, i = 1,--- ,m invariante, onde A, B, ---  B™ € g geram a
dlgebra de Lie do subgrupo {A(e)}c de G gerado por A(e). Além disso, b é a maior
subdlgebra de Lie A e B, i = 1

subgrupo de saida C.

.-+ ,m invariante contida na dlgebra de Lie ¢ do

Prova: Como A,B',--- B™ € g geram a dlgebra de Lie do subgrupo {A(e)}q
de G gerado pelo conjunto de accesibilidade A(e) e pela Proposi¢cao 3.10 o conjunto
{A(e)}e estd dado por

{exp (t;Xs)--exp (1L X)) | t; ER,s € ZT, X, € {A,Bl,u- ,B"}i=1,--- s}

se tomarmos X = A ou B', t € R seque-se que p = exp (tX) € {A(e)}q. As-
sim, pelo Lema 3.11 obtemos que para z € H valé Ad (exp (tX))z € H. Portanto,
(Ad(exp(tX))):h C b.
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Agora, seja’Y € b; pelo item (i) da Proposicao 1.91 obtemos

X.Y] = ad(X)(Y) = (dAd), (X) Y =

n Ad exp (tX))Y = (Ad exp (tX)).Y Cb.

t=0

Para a prova da sequnda parte, primeiro vamos verificar que a sequinte afirmac¢ao
é vdlida.
Afirmacdo 1: A dlgebra de Lie by pode ser escrita na forma,
—1 —1
h — ﬂ adXI tt a/pr (C) . (3.8)

Xla"' ?Xpe{AaBb"' 7Bm}
peLT

A prova desta afirmacao serd feita por dupla inclusao de conjuntos. Denotemos por

§ o lado dereito de (3.8),

m ady - - ad}i (c),
Xl7"' 7Xp € {A7Bla"' 7Bm}
pE L
Seja Y € § entio Y € ad;{j (¢), para todo i = 1,-+- ,p com p € Z*. Mostraremos

que Y € bh. Desde Y € ad}j (¢) seque que adx,(Y) € ¢, para todoi = 1,--+ ,p com
pE€ZT. Como H={z€ G |rzrt €C para todo r € A(e)} para provar que Y € b

¢ suficiente provar que exp (7Y) € H, para todo 7 € R. Agora, como o conjunto
{A(e)}a ={exp(t; X,) - --exp(ti X1) | t; € R, s € Z', X; €{A, B',---  B™},i=1,---,5}

gerado pelo conjunto de accesibilidade é o mais pequeno subrqupo de G contendo A(e),
tem—se que para provar que exp (TY) € H para todo 7 € R € suficiente provar que,

para cada Xy, , X, € {A,B',--- | B™}, (t1,---,t,) € RP ¢ vdlido
Ad (exp (t,X,) - exp (t1X1))exp 7Y € C. (3.9)
Por outro lado, como Ad (exp (t,X,) - exp (t1X1)) € um difeomorfismo, temos

Ad (exp (t,X,) - exp (11.X1))exp 7Y = exp (Ad(exp (t,X,) - exp (t1.X7))7Y).
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Assim, para provar (3.9) € suficiente mostrar que
Ad (exp (t,X,) - exp (11 X1))TY € c.
Desde o item (b) da Proposi¢ao 1.89 seque—se que
Ad (eap(tyXp) - - - exp(t1.X1)) 7Y = Ad (exp(t, X)) Ad(exp(ty-1Xp-1)) - - - Ad(exp(t1 X1))7Y,

Portanto, € suficiente provar que Ad(exp(t,Xy))7Y) € §. Mas pelo item (ii) da
Proposicao 1.91, denotando por Exp é o endomorfismo Exp : gl(g) — Gl(g),

obtemos

I
(]
=
=
~
ol
S
>
m
=R

Ad (exp(ty Xy)) TY = Exp (ad(ty X)) TY

pois adx,(Y) € ¢ para todo i = 1,--- ,p com p € Z*. Assim, a inclusio O esta
provada.

Agora, provarmos que § esta contida no lado dereito de (3.8). Desde a primeira
parte deste resultado temos que h é A e B; invariante. Assim, se X = A ou B
tem-se ad(X) (h) Ch. Como H=1{z € G | rzr~' € C para todo r € A(e)} seque que
adx, (h) C c. Isto é, b C ad}jc, i=1,---,p com p € Z". Portanto, para qualquer
X, €T ={A, By, ,Bp},i=1,--- ,pep€Z’ tem-se,

() ads e ads (o).
X;er
concluindo—se a prova da Afirmacao 1.

Finalmente, provaremos que (3.8) implica que h € a maior subdlgebra de Lie A
e B invariante contida em c. Suponha que outra dlgebra de Lie, digamos h C ¢
¢ também A e B' invariante. Entdo, para qualquer Xy,---,X, € {A,B',---  B™}
tem—se,

CLXm"'CLdXPB C 6 (@

Portanto, 6 - ad;& e ad;{ic. Como X1, -+, X, sao escolhidos arbitrariamente temos

que f) C b, e a prova esta concluida. O
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3.4 Propriedades de Observabilidade

Nesta se¢io estabelecemos algumas condi¢oes de observabilidade de (3.1)-(3.2).
Para iniciarmos nosso estudo primeiro estabelecemos outra forma alternativa de

estabelecer a Definicao 3.2 dada por,

Definigao 3.18. O sistema (3.1)-(5.2) é dito localmente observdvel em g € G se
existe uma vizinhanca Vg de g tal que todo elemento em Vy; nao € indistinguivel de g.
Isto €,

IynVy = {9},
onde I, € o conjunto de pontos que sao indistinguiveis de g.
Dizemos que o sistema (3.1)-(3.2) é localmente observdvel se € localmente observdvel

em todos 0s pontos.

Definigao 3.19. O sistema (3.1)-(3.2) € dito globalmente observivel se I, = {g},
para todo g € G.

O seguinte resultado estabelece um teste de observabilidade local.

Teorema 3.20. O sistema (3.1)-(3.2) € localmente observdvel se e somente se a
maior subdlgebra de Lie A e B, i = 1,--- ,m invariante contida na dlgebra de Lie ¢
do subgrupo de saida C € trivial. Além disso, se V, € uma vizinhanca da identidade
e € G tal que . NV, = {e} entao V, = Ry(V.) é uma vizinhanga de g € G tal que
I,NV, ={g}, onde R, denota a transla¢io a direita.

Prova: Pela sequnda parte da Proposicao 3.17 tem—se que a maior subdlgebra de
Lie A e B, i=1,---,m invariante contida na dlgebra de Lie ¢ do subgrupo de saida

C estd dada pela subdlgebra de Lie ) do subgrupo de Lie
H={2z€G |rzr"'€C para todo r € A(e)}

dos estados nao observdveis do sistema (3.1)-(3.2). Por tanto, b € trivial se e so-

mente se H ={z € G | z é nao observivel} = {e}, e a prova do resultado seque. O
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Antes de estabelecer um resultado de observabilidade global, introduzimos algumas

notagoes.

Observacao 3.21. O centralizador de {A(e)}¢ em G € um sugbrupo de Lie. Com
efeito, de acordo com a Definicao 1.98 o centralizador S de {A(e)}e em G estd dado
por,

S={9€G|rg=gr, para todor € {A(e)}q}.

Por otro lado, desde a Proposi¢ao 3.12 o subgrupo {A(e)}q estd dado por,
{A(e)}g ={exp (t; Xs)---exp (1X)) |t ER,s € ZT,X; € {A,B',--- ,B™},i=1,---,s}.
Portanto, podemos escrever S na forma,
S={g€G|geptX)=ecp(tX)g, X € {A B, --- B™}} (3.10)
Note que, S ¢ um subgrupo fechado de G, e portanto é um subgrupo de Lie.
Pela forma do subgrupo {A(e)}c € a equagdo (3.24), seque—se que g € S se
Ad(g)exp(tY) = exp(tY), paraY € {A,B' --- B™} t€R.

Exemplo 3.22. Considere o sistema de controle invariante a direita sobre o grupo

de Lie G = GL(3,R) junto com um fun¢ao de saida, descrito pelo par,
[ g(t) = Ag(t)) +uB(g(t)), g(t) € GL(3,R)

y(t) = h(g(t)) = Cyg(t)

onde
001 000
A=l 000 |, B=|10 0 [€gl(3R),
000 000

eh: GL(33,R) — G\ C € a aplicagao de saida com C = SO(3,R) o grupo de Lie

ortogonal especial.
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Note que

1 0 ¢ 1 00
exptA)=1 0 1 0 |, e eptB)=I+tB=| ¢t 1 0
0 01 0 01

Portanto, se consideramos exp(tA), exp(tB), exp(—tB)exp(—tA)exp(tB)exp(tA) e

seus produtos, obtemos

1 0 a
{A(e)}arar) = b 1 ¢ a,b,ceR
0 01

Portanto, desde a equacgdo (3.24) seque—se que
S={9€GLB,R) | g exp(tX) = exp(tX)g, X € {A, B}}

estd dado por

z 0 0
S = 0 z vy r,y e R x#0
0 0 x

Teorema 3.23. O sistema (3.1)-(3.2) é globalmente observdvel se e somente se sGo

satisfeitas as sequintes condicoes:
(a) b =A{0},
(b) SNC={e},

onde e € a identidade em G.

Prova: Suponha que (3.1)-(3.2) é globalmente observdvel. Entao 1, = {g} para
todo g € G. Assim, 1,NV, = {g} e o sistema € localmente observdvel. Portanto, pelo
Teorema 3.20 seque—se que h = {0}.

Por outro lado, se z € SNC com z # e obtemos z € C e z € S, z # e. Assim,
rz = zr para todor € {A(e)}q. Logo, rzr~! = z € C para todor € A(e). Entdo z € H,
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o conjunto de estados nao observiveis. Portanto, z € indistinguivel da identidade
e € G. Ou seja, SNC = {e}.

Reciprocamente, o item (a) b = {0} implica que H € um subgrupo discreto de G.
Note que, para cada z € H defina a aplicagao ¢ : {A(e)}ye — H por (r) — Ad (r)z.
De acordo com Lema 3.11 ¢ aplica {A(e)}q em H. Agora, como {A(e)}q € conexo

e ¢ € continua entio {Ad (r)z | r € {A(e)}e} C H € conexo, mas como
ze{Ad (r)z | re {A(e)}a}

seque que {z} = {Ad (r)z | r € {A(e)}c}, isto é, Ad (r)z = z para todo r € Ale)}q.
Isto €, z € S. Finalmente, usando a condigio (b), obtemos que z = e. Portanto,

H ={e}, e assim o sistema (3.1)—(3.2) € globalmente observdvel. O

Exemplo 3.24. Considere o sistema de controle invariante a direita sobre o grupo

de Lie G = GL(3,R) junto com uma fun¢ao de saida, descrito pelo par,

I': g(t)=uB(g(t), g¢g(t)e GL(3,R) (3.11)
y(t) = h(g(t)) = Cy(t) (3.12)
onde
0 0O
B=110 0 |€gl3R),
0 0O

eh: GL(3,R) — G\ C € a aplicagdo de saida com C = SO(3,R) o grupo de Lie
ortogonal especial.

Note que o sistema (3.11)-(3.12) nao € globalmente observdvel. Para verificar
estd afirmacao usaremos o Teorema 3.23.

Primeiro considere o centralizador S de { A(e)}arir) em GL(3,R). Pela equagdo

(3.21) S estd dado por,
S={9 € GLB,R) | g exp(tX) = exp(tX)g, X € {B}}
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Por tanto, SNC = {g € SO(3,R) | gexp(tB) = exp(tB)g, para todo t € R}. Para

encontrarmos uma forma explicita para S N C, consideremos a equagao

gexp(tB) = exp(tB)g, Vt € R, g = (g;5) €C. (3.13)
Note que,
1 0 0
exp (tB)=1+tB=1| t 1 0
0 01
Assim,
g 912 Gi3 100 g +1g12 g1z i3
gerp(tB) = | ga1 g2 go3 t 1 0 | =1 g21+tg2 go2 G2z |>
931 932 §33 00 1 931 +tgs2 g3z G33
e
1 00 g11 912 913 g11 g12 g13
erp(tB)g=1 t 1 0 921 go2 G2z | = | tgi1 + 921 tgi2 + g2 tgiz+ go3
001 g31 932 933 g31 g32 g33

Entao a igualdade gexp(tB) = exp(tB)g para todo t € R implica que

(

g +1g12 = g1,

921 + 1922 = tg11 + gz
G922 = 1g12 + 22
G23 = 1913 + go3

[ 931 + tg32 = g31
seque
g12=0, g1 =02, ¢gi3=0, g3 =0,

e podemos escrever g na forma,

gn 0 O
g = 921 G111 Gg23 )
931 0 gs3
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mas g € C = SO(3,R). Isto ¢, det(g) =1 eg-g" =1. Assim, g1, = £1, go1 = g31 =

gas = 0 e gs3 = 1. Portanto, as unicas solugoes de (3.13) sao

-1 0 0
=1, e g= 0o -1 0 |,
0 0 1
ou seja,
1 00 -1 0 0
SNC = <gi=]010], 2a=| 0 =10 # {1}
0 0 1 0 0 1

De acordo com Teorema 3.23 o sistema (3.11)-(3.12) nao € globalmente observdvel.

Como foi observado pelo Teorema 3.20 e Teorema 3.23 a subdlgebra de Lie b do
grupo de Lie H dos estados nao observaveis por (3.1)—(3.2) joga um papel importante
no andalise da propriedade de observabilidade de um sistema, assim um algoritmo para

obter explicitamente esta subdlgebra é de muita utilidade nesta dire¢ao.
Proposigao 3.25. Seja o sistema (3.1)—(5.2). Entao a seqiéncia {2} de subespagos

movariantes a direita

A
Qo = CJ—,

Qpp1 & U+ La% + > _ L, k21,
=1

onde ¢ € a dlgebra de Lie do subgrupo de saida C e Lx(w) a derivada de Lie da 1

forma w com respeito ao campo de vetores X = A ou B* i =1,--- ,m; é convergente.

Prova: Como dim(g) < oo, a seqiiéncia {2} deve estabilizarse para algum inteiro

k* < mn, pois a seqiiéncia de subespagos invariantes a direita {Q} € crescente. O
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Observagao 3.26. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie @, Xino(G) o0 conjunto
dos campos de vetores invariantes a direita sobre G, e x5 . (G) o conjunto das 1-
formas (campos de covetores) invariantes a direita. Sejam w(g) € x5, (G) gerado por

g" (dual de g), e A(g), B(g) € Xino(G) gerados por A, B € g respectivamente. Entao,
<LAw7 B> = _<w7 [A7 B]> (314)

Com efeito, como é conhecido a sequinte propriedade de derivadas de Lie € vdlida:
se X,Y € xX(G) ew € x*(G) entio Lx(w,Y) = (Lx(w),Y) + (w,[X,Y]). Assim,
tomando X = A e Y = B obtemos

(Law, B) = (Lagw(9), B(g9)) = Lag)(w(g), B(g)) — (w(9), [A(9), B(9)]), g € G.

Por outro lado, como (w(g), B(g)) € constante seque que L) {(w(g),B(g)) =0, e a

afirmagao (3.14) estd concluida.

Proposicao 3.27. Seja G o grupo de Lie de matrizes GL(n,R) (ou um subgrupo dele)
com dlgebra de Lie g = gl(n,R), w € gl*(n,R) uma 1-forma expressada como uma
matriz w = (w;;), e A, B € gl(n,R) matrizes A = (a;;) e B = (b;;) respectivamente.
Entao

Law=[w,AT] =wA" — ATw, (3.15)

onde (-)" indica a transposta.
Além disso, se A(g) € um campo de vetores invariante a direita, e w é uma 1-forma

muvariante a direita, entao

onde w =w(e), ew(g') ™ = (Ry-1)*w(e).

Prova: Defina
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onde A € g ew € g*. Assim, desde (3.14) da Observagao 3.26 seque—se que,

(Lyw,B) = —(w,|A, B])

= =) > wylA Bl
i=1 j=1

= E E g (ag;wijbix — wijaiby;)
=1 =1 k=1
n n n

- Z Z ( Z WpkQqk — akpwkq) bpg-

p=1 ¢q=1 k=1

Portanto,

Law=[w, AT =wA" — ATw, (3.16)

onde T denota a transposta.
Agora, seja A(g) um campo de vetores invariante a direita sobre o grupo de Lie
G = GL(n,R). Pela Definicio 1.29 tem—se,

A(g) = (Ry).Ale) = Ag, g € GL(n,R),

onde A=Ale) e T.G=g e R,: G— G € a translagao a dereita.

Seja w € uma 1-forma invariante a dereita. Note que,
(w(g), Ag)) = (w, A).
De fato, se denotarmosy = g~' onde g = (g;;) € GL(n,R) e y = (y;;) entdo
S5 () (s
i p q
= SN e S i)
i P q J
= 20D wntidy
i P q
= Z Zwipaip - <w7 A>
i p

(wlg), Alg))
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Escrevendo A € gl(n,R) na forma de um vetor em R" dado por
A = A(e) e (a117 ’a1n7a217... ’a2n7... ’anl’... ’ann)—r’

podemos reescrever o campo de vetores invariante a dereita A(g) na forma vetorial
como

Alg)=(g" +g"+---+9g")A(e) n termos,

onde “+7 denota a soma direta de matrizes e (g" +g" +---+g") a matriz jacobiana
de translagao a dereita R,.

Assim, de maneira semelhante obtemos,

onde ((¢") "+ (") 4+ (¢g")™Y) € a matriz jacobiana de Ry-1. ]

Note que como toda dlgebra de Lie sobre R € isomorfo a alguma dlgebra de ma-
trizes, a Proposi¢ao 3.27 € muito itil na construgao da seqiéncia {0} descrita na
Proposicao 3.25 anteriormente, quando o grupo de Lie G é um grupo de Lie de ma-

trizes.

Teorema 3.28. Seja {0} a seqiéncia dada na Proposi¢ao 3.25. Se Qpriq = Qs

entao

b=,

onde by € a algebra de Lie do subgrupo de Lie H dos estados nao observdaveis do sistema

(3.1)-(3.2).

Prova: Veja Isidori [9]. O

O Teorema 3.28 proporciona um método para encontrar explicitamente a subdlgebra
de Lie b.
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Exemplo 3.29. Considere o sistema de controle invariante a direita sobre o grupo

de Lie G = GL(3,R) junto com uma fun¢ao de saida, descrito pelo par,

I': gt)=uB(g(t)), g(t) € GL(3,R) (3.17)
y(t) = h(g(t)) = Cq(t) (3.18)
onde
0 0O
B=\|10 0 | €gl3R),
0 0O

eh: GL(3,R) — G\ C € a aplicacio de saida com C = SO(3,R) o grupo de Lie
ortogonal especial.

Note que o sistema (3.17)-(3.18) € localmente observavel. Para verificar esta
afirmacgao usaremos o Teorema 3.20. Assim, o primeiro passo nesta dire¢ao € cons-
truir a subdlgebra de Lie B do subgrupo H dos estados nao observaveis do sistema
(8.17)-(5.18), usaremos o algoritmo descrito pelo Teorema 3.28 para esta finalidade.

A subdlgebra ¢ do subgrupo de saida C estd gerada pelo sequinte conjunto de ma-

trizes antistmétricas,

0 10 0 0 1 0 0 O
¢ = Span -1 0 0|, 0O 0O0f,]0 =10
0 00 -1 0 0 0 0 O

Para o sistema (3.17)-(3.18) a seqiiéncia de subespagos invariantes a direita do

Teorema 3.28 € reduzido a,

Q1 = U + Lply,, k21

onde Lx(w) € a derivada de Lie do campo de vetores X ao longo da 1-forma w.
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Note que Qg = Span {wy, ws, w3, Wy, ws,ws} , onde

100 000 000
wi=|000], w=|0101], ws=1]10200],
000 000 0 01
010 0 01 000
wi=|100], ws=]1000], ws=]001
000 1 00 010

Por outro lado, usando a férmula (3.15) seque—se que

010 0 0 0 0 0 -1
Lpuw, = 0 00|, Lpws= 0 0 0|, Lpwg= 00 0 ,
000 010 00 O
Lpwy = —Lpw;, Lpws = {0}, e Lpwy = wy — wy. Assim, Q3 = Qo + Ly com

LpQy ={Lpw: w € Q} estd dado por 0y = g*.
Também, Qs = Q4+ Ly = g* = Q4. Portanto, k* = 1. Isto é, a seqiiéncia {4}

¢ estabilizada em k* = 1. Desde o Teorema 3.28 seque que,
b= ={0}.
De acordo com Teorema 3.20 o sistema € localmente observavel.

Observagao 3.30. Observabilidade local nao implica global. De fato, desde o Exem-
plo 3.29 o sistema (3.17)-(3.18) € localmente observdvel, mas pelo Exemplo 3.2/

tem—se que dito sistema nao € globalmente observavel.

Exemplo 3.31. Considere o sistema de controle invariante a direita sobre o grupo

de Lie G = GL(3,R) junto com uma fung¢do de saida, descrito pelo par,
[:gt) =A(g(t)) +uB(g(t)), g(t) € GL(3,R)

y(t) = h(g(t)) = Cy(t)
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onde

0 01 0 00
A=1000], B=|10 0 |€g3R),
000 0 00

eh: GL(3,R) — G\ C € a aplicagio de saida com C = SO(3,R) o grupo de Lie
ortogonal especial.

Note que h = {0}. Portanto, novamente pelo Teorema 3.20 o sistema € localmente
observadvel.

Pela equacao (3.21) o centralizador S de {A(e)}arisr) em GL(3,R) estd dado
por, S ={g € GL(3,R) | g exp(tX) = exp(tX)g, X € {A, B}}. Portanto,

SNC={g€SOB,R)|gexptX)=exp(tX)g, X € {A, B}, para todo t € R}.

A solugdo da equagdo, gexp(tB) = exp(tB)g, Vt € R, g = (gij) € C, estd dada por

-1 0 0
ngI; € g = 0 -1 0 )
0 0 1

Mas, g = (gi;) € C também deve cumprir a equacao gexp(tA) = exp(tA)g, Vt € R.

Como
1 0 ¢

exp(tA)=1 0 1 0
0 0 1
seque que gy nao comuta com exp(tA). Assim, g1 = I € o unico elemento em S N C.

Portanto, desde o Teorema 3.23 o sistema € globalmente observavel.
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