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Resumo

Nesta dissertagao, definimos espago normado, métrico e topoldgico e estudamos al-
gumas propriedades destes. Utilizando a definicao de conjunto compacto, demonstramos
o Lema Ky Fan que garante que a interse¢cao de uma familia de conjuntos fechados é nao
vazia. Usamos este Lema para obter um resultado de existéncia para um problema de
equilibrio. Em seguida, apresentamos as principais caracteristicas de espaco reflexivo, su-
ave e estritamente convexo e os relacionamos com seus respectivos duais via um operador,
denominado aplicacao de dualidade. As topologias fraca e fraca-estrela foram definidas e
utilizadas com o intuito de obter compacidade de bolas fechadas e outros resultados con-
venientes. Além disso, partindo de uma bifun¢gao monétona maximal obtemos para um
problema de equilibrio um resultado de existéncia, em espagos topologicos, e resultados
de existéncia e unicidade, em espaco de Banach real reflexivo. O resultado de unicidade
foi utilizado para definir resolvente de bifuncao monoétona maximal. Dada uma bifun-
¢ao monotona maximal, definimos um operador monétono maximal o qual tem o mesmo
resolvente da bifuncao e vice-versa. Além disso, vimos que resolver um problema de equi-
librio associado a bifuncao é equivalente a encontrar zero do operador definido a partir
da bifuncao e reciprocamente. Por fim, estudamos a relacao entre a classe dessas bifun-
¢oes monodtonas maximais e a classe de seus respectivos operadores monétonos maximais
associados.

Palavras-chave: Operadores Monotonos Maximais; Bifungoes Mon6tonas Maximais;
Problema de Equilibrio; Resolventes.



Abstract

In this dissertation, we define normed, metric and topological space and we study
some properties of these. Using the compact set definition, we demonstrate the Ky Fan
Lemma that ensures that the intersection of a family of closed sets is not empty. We use
this Lemma to obtain a result of existence for an equilibrium problem. Next, we present
the main characteristics of reflective, smooth and strictly convex space, and relate them to
their respective duals via an operator, called the duality application. Weak and star-weak
topologies were defined and used in order to obtain closed ball compactness and other
convenient results. Moreover, starting from a monotonous maximal bifunction we obtain
for a problem of equilibrium a result of existence, in topological spaces, and results of
existence and uniqueness, in reflexive real Banach space. The uniqueness result was used
to define resolvent of the maximal monotonic bifunction. Given a maximal monotonic
bifunction, we define a maximal monotonic operator which has the same resolvent of the
bifunction and reciprocally. In addition, we have seen that solving an equilibrium problem
associated with bifunction is equivalent to finding zero of the defined operator from the
bifunction and reciprocally. Finally, we study the relationship between the class of these
monotonic maximal bifunctions and the class of their respective monotonous maximal
operators.|

Keywords: Maximal Monotone Operators; Maximal Monotone Bifunctions; Equilibrium
Problems; Resolvent.
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Introducao

Nesta dissertagao estabelecemos resultados de existéncia e unicidade para o Pro-
blema de Equilibrio que consiste em:

(PE) encontrar T € C tal que f(7,y) > 0 para todo y € C (1)
onde, F é um espaco de Banach real, C' C F é nao vazio, convexo e fechado e
f:ExE—R=RU{-00,00}

¢ uma bifuncao estendida. Este problema é de grande relevancia, pois através dele po-
demos estudar solugao de otimizacao, ponto fixo, de aplicagoes ponto-conjunto com desi-
gualdade variacional e outros.

Organizamos este trabalho do seguinte modo. No capitulo 1, comecamos traba-
lhando as defini¢oes e alguns resultados de espago normado, espago métrico e espaco
topologico. Estudamos o Lema Ky Fan que, utilizando a definicao de conjunto compacto,
estabelece um resultado de intersecao para uma familia de conjuntos fechados. Definimos
semicontinuidade de fungao estendida e estabelecemos alguns resultados que a caracteriza.
Revemos as defini¢oes de espaco reflexivo, espago suave e espago estritamente convexo e
estudamos a relagao destes com seus respectivos espacos duais através da aplicagao de
dualidade. Finalizamos o capitulo, definindo e fazendo alguns resultados de topologia
fraca e topologia fraca-estrela.

Trabalhamos no capitulo 2 os principais resultados desta dissertacao baseados nos
trabalhos de Blum e Oettli [7] e Aoyama, Kimura e Takahashi [2|. Comegamos apresen-
tando uma caracterizagao de um operador monétono maximal envolvendo a aplicacao de
dualidade. A partir desta caracterizacao é definido o resolvente do operador. Em seguida,
apresentamos um resultado de existéncia do problema (PE) em espago topolégico e resul-
tados de existéncia e unicidade em espago de Banach real reflexivo, para uma bifuncao
especifica. A unicidade é usada para definir o operador resolvente da bifuncao. Logo
apos, estabelecemos como definir um operador monétono maximal a partir de uma bifun-
¢ao monodtona maximal e mostramos que, além de ambos ter o mesmo resolvente, resolver
um problema (PE) associado a esta bifungao é equivalente a encontrar zero deste opera-
dor. No final do capitulo, estudamos a relacao entre essas bifungoes e esses operadores
monotonos maximais.

Finalmente, destacamos as consideracoes finais e pesquisas futuras.
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Capitulo 1

Definicoes e Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas definicoes e resultados a cerca de Espagos
Normados, Métricos e Topologicos que servem de base para os resultados principais desta
dissertagao. Tratamos alguns resultados sobre espago reflexivo, suave e estritamente con-
vexo e da aplicagao de dualidade J, que a cada ponto do espago associa um operador
adequado no espaco dual. Também apresentamos resultados sobre topologia fraca, fraca-
estrela e de semicontinuidade de fungoes.

1.1 Norma, Espaco Métrico e Espaco Topolbgico

Comecgamos esta segao com resultados bem conhecidos, mas que incluimos a fim de
que o texto seja o mais auto contido quanto possivel.

Norma

Definigao 1.1.1. ([14], p. 23) Seja E um espago vetorial. Uma fungao
|-1]: E—R

que associa a cada vetor x € E um namero real ||z||, ¢ uma norma em E se as seguintes
propriedades estiverem satisfeitas:

(N1) ||z|| > 0 para todo z € E e ||z]|| =0 <= 2 = 0;
(N2) Jlaz| = |al||z|] para todo escalar a e todo z € E
(N3) ||z +y|| < ||z|| + ||y|| para quaisquer que sejam x,y € E.

Da propriedade (N2), segue || — zf| = [|(=1)=[| = [ = 1[||z[| = [l]]
Exemplo 1.1.1. ([14], p. 23) A funcdo ||z| = Z(ml)Q ¢ uma norma no espago vetorial
i=1
R™. As propriedades (N1), (N2) nao sao dificeis de demonstrar. Ja a propriedade (N3)
requer uma dedicagao maior e sua demonstra¢ao pode ser encontrada em ([14], p. 22).

Exemplo 1.1.2. ([8], p. 3) Seja X um conjunto nao vazio. Uma fungao f: X — R &
limitada se sua imagem for um subconjunto limitado de R, ou seja, se existe M > 0 tal
que |f(z)] < M para todo x € X. A expressao

[ flloo = sup | f ()]
zeX

¢ uma norma no conjunto B(X) de todas as fungoes limitadas f : X — R, que é um
espago vetorial com as operagoes usuais de fung¢oes. De fato,

11



12

(N1) Dado f € B(X), tem-se ||f|lcc = sup|f(z)| > 0, pois trata-se de um supremo de
zeX

S
nameros nao negativos e || f|loc = sup |f(z)] =0 < f(x) =0 para todo z € X < f =0.
reX

(N2) [laflloo = suplaf(z)| = || sup | (z)] = |al[|f]loc, Yo € R e Vo € X.
S e

(N3) Dados f,g € B(X), temos

1 + glloe = sup [f(2) + g(x)] < sup | f(z)] + sup |g(x)| = [ fllec + [[9lloc
reX zeX reX

Espaco Métrico

Definicao 1.1.2. ([14], p. 21) Uma métrica num conjunto M, nao vazio, ¢ uma funcao
d: M x M — R que associa a cada par de pontos z,y € M um numero real d(zx,y),
chamado a distancia do ponto x ao ponto y, de tal modo que:

(M1) d(z,x)
(M2) d(z,y)
(M3) d(z,z) <

([14], p. 21) Um espago métrico é um par (M, d) formado por um conjunto M e uma
métrica d em M.

0, d(z,y) > 0se x #y;
d(y,z);
d(z,y) + d(y, z) quaisquer que sejam x,y,z € M

Exemplo 1.1.3. ([14], p. 23) Uma importante métrica, em um espago vetorial normado
E, é a definida a partir da norma, por

d(z,y) = || — y|| para todo =,y € E

De fato, d(z,z) = ||x—z| = 0edados x # y = x—y # 0, d(z,y) = ||x—y]|| > 0, vale (M1).
Temos ainda que d(z,y) = |z —yl| = [[(=1)(y — 2)[ = | = Ully — 2] = |ly — 2| = d(y, 2),
o que mostra (M2). Por fim, mostremos (M3),

d(z,2) = |lz =zl = l(z =) + (v = ) < llz =yl + lly = 2l = d(z,y) + d(y, 2)
Neste caso, diz-se que a métrica d é induzida pela norma || - ||.

Definicao 1.1.3. ([14], p. 26) Sejam M um espago métrico, r > 0 um namero real ¢ a
um ponto de M. A bola aberta de centro a e raio r é o conjunto B(a;r) de todos os
pontos de M cuja distancia ao ponto a ¢é inferior a 7:

B(a;r) ={x € M;d(z,a) <1}

([14], p. 26) A bola fechada (ou disco) de centro a e raio r ¢ o conjunto Bla;r] dos
pontos de M cuja distancia ao ponto a é inferior ou igual a r:

Bla;r] = {xz € M;d(z,a) <1}

Defini¢ao 1.1.4. ([14], p. 56) Um subconjunto A de um espago métrico M chama-se
aberto quando todo ponto a € A é centro de uma bola aberta inteiramente contida em
A. Em outras palavras, para cada a € A existe € > 0 tal que se z € M e d(z,a) < e,
entao r € A.
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Proposicao 1.1.1. ([14], p. 27) Dados dois pontos distintos a,b num espag¢o métrico M,
existem em M duas bolas abertas disjuntas com centros em a e b, respectivamente.

d(a,b)

2
x € M tal que x € B(a;r) N B(b;r), teriamos d(z,a) < r, d(x,b) < r e, assim, d(a,b) <

Demonstracao. Seja r um numero real tal que 0 < r < . Se existisse um ponto

b
d(a,z) + d(b,x) < 2r, ou seja, r > %, uma contradicao. [

Defini¢ao 1.1.5. ([14], p. 109) Uma sequéncia num conjunto X é uma aplica¢ao defi-
nida no conjunto N = {1,2,3,...,n,...} dos ntumeros inteiros positivos e tomando valores
em X. A cada inteiro n € N a sequéncia faz corresponder um elemento de X, que in-
dicaremos com z, e chamaremos o n-ésimo termo da sequéncia. A propria sequéncia é
indicada com a notagao {z,} ou {z,}nen.

Definicao 1.1.6. ([14], p. 110) Uma subsequéncia da sequéncia {z,} em X ¢ uma res-
tricao da aplicagao n — x,, a um subconjunto infinito N’ = {n; < ny < ...} do conjunto
N ={1,2,...}. Uma subsequéncia é representada pelas notacoes {x,, } ou {z,, }ren.

Exemplo 1.1.4. ([14], p. 110) Dado a € X, temos que z,, = a para todo n € N é uma

sequéncia em X, chamada sequéncia constante. Fazendo xz,, = — para todo n € N, temos
n

uma sequéncia na reta R.

Defini¢ao 1.1.7. (|[14], p. 110) Uma sequéncia {x,}, num espago métrico M, diz-se
limitada quando o conjunto dos seus valores x,, for um subconjunto limitado de M, ou
seja, quando existe um namero real » > 0 tal que d(z,,x,) < r quaisquer que sejam
n,m € N.

Definig¢ao 1.1.8. ([14], p. 110) Num espago métrico M, diz-se que o ponto = é limite da
sequéncia {x,} quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, for possivel obter ny € N
tal que n > ng implique d(z,, z) < ¢, indicamos isto por lim z, =z ou z,, — x.

n—oo
Exemplo 1.1.5. ([14], p. 110) Toda sequéncia constante {x, } = a ¢ limitada, pois dado
r =0, d(zp, ry) = d(a,a) = r = 0 quaisquer que sejam n,m € N.

1
Exemplo 1.1.6. ([14], p. 110) 0 é o limite da sequéncia x,, = — em R, pois dado ¢ > 0
n

o L 1 . Y
arbitrariamente, é possivel obter um inteiro ng > 0 tal que ng > —. Entao, n > ng implica
€

1 1 1
d(—,O) =—< —<e€
n n - ng
Proposicao 1.1.2. ([14/, p. 111) Num espaco métrico M, tem-se limx, = x se, e
somente se, para todo subconjunto aberto A contendo o ponto x, existe um indice ngy tal
que n > ng implica x, € A.

Demonstragao. Da definigao, lim z,, = z significa que qualquer bola bola aberta B(z;e€),
n—oo

de centro z, contém todos os termos x, cujos indices n sao maiores do que um certo
ng, que depende de €. Se A é aberto e contém x, contém uma bola B(x;€). Logo, se

lim x, = x, os x, pertencem a A a partir de uma certa ordem ng. Reciprocamente, se
n—oo

esta condicao é satisfeita para todo aberto contendo z, ela vale em particular para as
bolas abertas B(x;¢€) e, portanto, lim x, = z. [ |
n—oo
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Corolario 1.1.1. (/14], p. 111) Num espag¢o métrico, limz, = x se, e somente se, para
cada bola aberta contendo x, existe um indice ng tal que n > ng implica x, € V.

Proposicao 1.1.3. (/14/, p. 112) Para que uma sequéncia {x,}, num espa¢o métrico M,
possua uma subsequéncia convergente para um ponto a € M € necessdrio e suficiente que
cada bola aberta contendo a contenha termos {x,} com indices n arbitrariamente grandes.

Demonstracao. Seja {x,,, Tpyy -+, Tn,, - } uma subsequéncia de {x,} convergindo para
a. Toda bola aberta contendo a contém os {z,, } com exce¢do, no maximo, de x,,,, Tp,, - - ,
Ly, - Logo toda bola aberta contém termos x,, com indices arbitrariamente grandes. Reci-
procamente, supondo valida esta propriedade, a bola B(a; 1), de centro a e raio 1, contera
algum termos x,,; a bola B(a;1/2) contera algum termos x,, com ny > n; e assim por di-
ante; para cada k € N ¢é possivel escolher um z,, € B(a;1/k), com ng > ng_y. Isto define
um subconjunto infinito N = {ny,ns,--- ,ng,--- } =C N e, portanto, uma subsequéncia

{Tnys Ty, -+ s Tn,, - } & qual tem a propriedade d(z,,,a) < o donde z,, — a. [ |

Defini¢ao 1.1.9. (|14], p. 148) Diz-se que uma sequéncia {x, }, num espago métrico M,
¢ uma sequéncia de Cauchy quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, é possivel
obter ng € N tal que m,n > ng implica d(z,,, z,) < €.

Defini¢ao 1.1.10. ([14], p. 151) Diz-se que um espago métrico M é completo quando
toda sequéncia de Cauchy em M é convergente.

1 1
Exemplo 1.1.7. ([14], p. 151) Seja P = {1,5,...,—,...
n

|z — y|, induzida da reta, ou seja, a distancia z,y € P e a mesma dada em R. P nao é

, com a métrica d(x,y) =

completo, pois {—} ¢ uma sequéncia de Cauchy que nao converge em P.
n

Exemplo 1.1.8. ([14], p. 151) O conjunto B(X), das fungées f : X — R limitadas,
¢ um espago métrico completo. De fato, seja {f,} em B(X) uma sequéncia de Cauchy.
Entao dado € > 0 existe ng € N tal que n,m > ng implica [|f, — fille < €. Mas,

an - fm”OO = SUPzex ’fn(x) - fm(x”v entao
|fn(x) — fim(z)| < € para todo n,m > ng e todo z € X (1.1)
Segue que para cadax € X em R, {f,(x)}22, é uma sequéncia de Cauchy, logo a sequéncia
{fn(x)}5, é convergente em R. Defina a fungao f : X — R pondo f(z) = lim f,(x).
n—oo

Fazendo m tender ao infinito em (1.1), obtemos
|fn(z) — f(x)] < € para todo n > ngy e todo z € X

Entao, sup,cx | fn(z) — f(z)| < € para todo n > ng, ou seja, ||fn — flleo < € para todo
n > ng. Portanto, (f, — f) — 0= f, — f. Temos que (f, — f) € B(X) e f,, € B(X),
entdao f = f, — (fn — f) € B(X) e dai segue o resultado.

Proposigao 1.1.4. ([14], p. 150) Seja {x,} uma sequéncia de Cauchy num espag¢o mé-
trico M. Se alguma subsequéncia {x,,} converge para um ponto x € M, entio {x,}
também converge para o ponto x.

Demonstracao. Seja a subsequéncia {z,,} de {z,} que converge para z. Dado ¢ > 0,

€ €
existe n’ tal que ny, > n' implica d(z,,,z) < 7 Existe também n” tal que d(z,, z,) < =

2

sempre que m,n > n”. Seja ng = max{n’,n"}. Se n > ng, podemos escolher n; > ng e
€ €

teremos d(x,, ) < d(xp, x,,) + d(x,,, x) < = + = = €. Logo, z,, — . |

2 2



15

Definicao 1.1.11. Sejam f : M — N uma aplicacao de um espago métrico M num
espago métrico N e a um ponto de M. Diz-se que f é continua no ponto a quando,
dado arbitrariamente um ntmero € > 0, for sempre possivel determinar § > 0 tal que
d(z,a) < ¢ implique d(f(z), f(a)) < e. Diremos que f : M — N ¢ continua se f for
continua em todos os pontos de M.

Espaco Topologico

A seguir definimos espago topoldgico e apresentamos outras defini¢oes correlatas necessa-
rias para resultados futuros.

Definigao 1.1.12. ([14], p. 63) Uma topologia num conjunto X é uma cole¢ao 7 de
subconjuntos de X, chamados os subconjuntos abertos (segundo a topologia 7), satis-
fazendo as seguintes condigoes:

1) X e o subconjunto vazio () sdo abertos;
2) A reunido de uma familia qualquer de subconjuntos abertos ¢ um conjunto aberto;
3) A intersec¢do de uma familia finita de subconjuntos abertos é um subconjunto aberto.

Um espago topologico é um par (X, 7) onde X é um conjunto e 7 é uma topologia
em X.

Observacao 1.1.1. ([14], p. 77) Um conjunto F' de um espago topologico X diz-se
fechado quando seu complementar é aberto.

Observacao 1.1.2. ([14], p. 66) Uma forma de conseguir novos espagos topologicos
¢ a seguinte. Seja f : S — X uma aplicagdo de um conjunto arbitrario S num espago
topologico X. A colegao 7 das imagens inversas f1(A) dos abertos A C X pela aplicagao
f € uma topologia em S. De fato:

1) S=f1X)ed=f(0) estao em 7.

2) U YA = f71 U A,\> , ou seja, a reuniao de uma familia qualquer de subconjuntos
A A

de 7 é um conjunto de 7.
n

3) ﬂ A = f_l(ﬂ A;), ou seja, a intersecao de uma familia finita de subconjuntos
i=1 i=1
de 7 é um subconjunto de 7.

A topologia 7, dada pela f : S — X, chama-se a topologia induzida em S pela aplicagao

f.

Exemplo 1.1.9. ([14], p. 64) Todo espac¢o métrico M é considerado um espago topologico,
quando se toma em M a colecao de abertos definidos a partir da métrica de M. De fato,

1) Como todo ponto a € M é centro de uma bola aberta inteiramente contida em M,
logo M ¢é aberto. O conjunto () s6 deixaria de ser aberto, se existisse um elemento
em () tal que nenhuma bola de centro neste elemento esta contida em ). Como nao
existe x € (), entao este é aberto.

2) Seja (A))aer uma familia qualquer (finita ou infinita) de subconjuntos abertos de

M, mostremos que A = U Ay é aberto. Dado z € A, existe um indice A € L tal

AeL
que z € A,. Como A, é aberto, existe uma bola B(z;¢) C Ay C A. Logo A é

aberto.
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3) Seja x € ﬂAi, com A; aberto para qualquer i =1,...,n. Paracadai=1,--- ,n,
i=1
existe uma bola aberta B(z;¢;) C A;. Tomemos € = min.{¢;i=1,--- ,n}. Entao,

B(z;€) C B(x;€¢;) C A; para cada i. Assim, B(z;e) C ﬂAi, isto é, a intersecao
i=1
finita de abertos é um conjunto aberto.

Exemplo 1.1.10. ([14], p. 64) Seja X um conjunto qualquer. Podemos definir uma
topologia 7 em X tomando todos os subconjuntos de X como abertos, essa topologia
chama-se topologia discreta. No outro extremo, podemos considerar uma topologia 7 em
X, na qual os tnicos abertos sao X e o conjunto vazio (), esta chama-se topologia cadtica.

Definigao 1.1.13. ([14], p. 65) Um espago topologico X chama-se um espago de Haus-
dorff (ou espago separado) quando, dados dois pontos arbitréarios = # y em X, existem
abertos A,BC X taisquex € A, yec Be ANB =10

Exemplo 1.1.11. ([14], p. 65) Em virtude da Proposi¢ao 1.1.1, todo espag¢o metrizavel
é um espaco de Hausdorff.

Defini¢ao 1.1.14. ([14], p. 74) Seja S um subconjunto de um espago topologico X. Um
ponto x € S chama-se um ponto interior de S quando existe um aberto A de X tal que
r € ACS. O interior de S ¢ o conjunto int(S) formados pelos pontos interiores de S.

Exemplo 1.1.12. (|14], p. 75) Todo subespago vetorial L de um espago vetorial normado
E, com L # E, tem interior vazio.

Exemplo 1.1.13. ([14], p. 75) No espaco euclidiano R, o interior de uma bola fechada
Bla;r] é a bola aberta B(a;r) de mesmo centro e mesmo raio.

Defini¢ao 1.1.15. ([14], p. 75) Num espago topolégico X, diz-se que um conjunto V' é
uma vizinhanga de um ponto x € X quando z € int(V), isto é, V' contém um aberto
que contém z.

Definicao 1.1.16. ([8], p. 352) A colegdo ¥, de todas as vizinhancas de x é chamada
de sistema de vizinhangas de x. Uma base de vizinhanga de um elemento z de X
é uma subcolecao %, de ¥, tal que cada V € ¥, contém algum U € Z,. Neste caso 7,
estd determinado por 4, da seguinte forma

Y, ={V C X;U CV para algum U € %, }
Os elementos de 4, sao chamados de vizinhangas basicas de z.

Exemplo 1.1.14. ([14], p. 75) Num espago métrico. As bolas abertas B(0;r), r > 0,
formam uma base de vizinhanca para a origem 0.

Defini¢ao 1.1.17. ([14], p. 81) Seja S um subconjunto de um espago topologico X. Um
ponto z € X diz-se aderente a S quando toda vizinhanga V' de x em X contém pelo
menos um ponto s € S. O conjunto dos pontos de X que sao aderentes a S chama-se o
fecho de S e indica-se coma anotacdo S. Um subconjunto F' C X diz-se fechado se, e
somente se, F = F.
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Defini¢ao 1.1.18. ([14], p. 85) Seja S um subconjunto de um espago topologico X. Um
ponto x € X chama-se ponto de acumulacgao de S quando toda vizinhanca V' de x em
X contém algum ponto s € S, distinto do ponto x. O conjunto dos pontos de acumulagao
de S chama-se o derivado de S e indica-se coma anotagao S’.

Exemplo 1.1.15. ([14], p. 85) Se S ¢é o intervalo aberto (0, 1) da reta, entdo S’ = S ¢ o
intervalo fechado [0, 1]. Se P = {1
0e P=PU{0}.

1
5130 } C R, entao P’ contém apenas o ponto zero

Proposigao 1.1.5. ([14], p. 85) Seja X um espaco topoldgico. Para todo subconjunto
Sc X, tem-se S=S5SUYS".

Demonstra¢io. Os pontos de S sdo os pontos de S mais os pontos = ¢ S tais que toda
vizinhanga de x contém algum s € S. Estes pontos pertencem a S’. Logo, S Cc SUJS".
Por outro lado, S € S e S’ C S, donde SU S’ C S, o que termina a demonstracao. [ |

Corolario 1.1.2. ([14], p. 85) Um conjunto F' C X é fechado se, e somente se, contém
todos os seus pontos de acumulacao.

Demonstracdo. Um subconjunto F de X é fechado se, somente se, F = F = F U F'.
Logo, I é fechado se, e somente se, [ C F. [ |

Corolario 1.1.3. (|14], p. 85) Se S C X n&o possui pontos de acumulagio, entdo todo
subconjunto de S é fechado em X.

Demonstracao. Seja T C S, entao T" C S’. T" = () e, portanto, TV C T, isto &, T &
fechado, qualquer que seja T' C S. [

Definicao 1.1.19. Uma aplicagao f : X — Y, de um espago topolégico X num espaco
topologico Y, diz-se continua quando a imagem inversa f~!(B) de todo aberto B C Y
for um aberto em X.

Espaco Compacto

Estudamos a seguir defini¢oes de espaco e subconjunto compacto, e alguns resulta-
dos relacionados a eles. Em especial, uma importante caracterizacao destes em espagos
métricos. Comegamos definindo cobertura de um conjunto.

Definigao 1.1.20. ([14], p. 175) Seja X um espaco topologico e S um subconjunto de X.

Uma cobertura de S é uma familia ¢ = (C)) e de subconjuntos de X com S C U Ch,

AeL
isto é, para cada s € S existe um indice A € L tal que s € C\. Uma subcobertura

de S é uma subfamilia ¢’ = (Cy)yer, L' C L, que ainda é uma cobertura de S, isto é,

continua véalida a propriedade S C U Cy
Ner

Exemplo 1.1.16. ([14], p. 175) Para cada inteiro n € N, seja I,, = (—n,n) o intervalo
aberto da reta de extremos —n e n. A familia € = (I,)neny € uma cobertura aberta
enumeravel da reta R. Seja L € N um subconjunto infinito qualquer. A familia ¢’ =
(In)ner € uma subcobertura de %. Por outro lado, qualquer que seja o subconjunto
finito {n; < ny < --- < my} de inteiros positivos, temos I,,, U I, U --- U I, = I,
logo ¢" = (I,,,..., 1, ) ndo ¢ uma cobertura de ¥. Em outras palavras, ¢ nao possui
subcobertura finita.
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Defini¢ao 1.1.21. ([14], p. 176) Um espago topologico X chama-se compacto quando
toda cobertura aberta de X possui uma subcobertura finita. Diz-se que um subconjunto
S de um espaco topologico X é um subconjunto compacto quando S, com a topologia
induzida de X, é um espaco compacto.

Exemplo 1.1.17. ([14], p. 177) Um espago vetorial normado E de dimensao > 0 nao ¢
compacto, pois a cobertura formada pelas bolas abertas com centro na origem nao possui
subcobertura finita.

Definigao 1.1.22. (|14], p. 177) Diz-se que uma familia (F)) ¢z tem a propriedade da
intersecao finita quando qualquer subfamilia finita (F),,..., F),) tem intersegdo nao
vazia, isto &, Fy, N---NEy, # 0.

Exemplo 1.1.18. ([14], p. 178) Seja E um espago vetorial normado de dimensao > 0.
Para cada n € N, seja F,, = E \ B(0;n) o complementar da bola aberta de centro 0 e
raion. Tem-se F} D F5 D --- D F, D ...... Assim, se n; < ny < -+ < nyg, tem-se
F,,NF,N---NF, =F,, e, portanto a familia (F),),en tem a propriedade da interse¢ao

finita. Porém, ﬂ F, = 0.

i=1

Teorema 1.1.1. (/14/, p. 177) Seja E um espago topoldgico compacto e F uma familia
de subconjuntos fechados em E. Se F tem a propriedade da interse¢ao finita entdao

(F+#o

FeF

Demonstracao. Seja .F = {F;;i € I} uma familia de subconjuntos fechados de E com
a propriedade da intersecao finita. Se [ é finito, entao por hipdtese ﬂFZ #+ . Selé
iel
infinito, suponhamos por absurdo que ﬂ F, = . Temos E = E'\ ﬂ F, = U(E \ F}), ou
iel icl iel
seja, os conjuntos abertos E'\ F;,i € I, forma uma cobertura de E. Como E é compacto,
entao um conjunto finito J C I tal que F = U(E \ Fj) = E\ ﬂ F;, o que implica
jed jed
m F; =, uma contradi¢ao a hipotese. Portanto, ﬂ F, #+o. [ |

jeJ iel

Proposicao 1.1.6. ([14], p. 178) Num espago compacto, todo subconjunto infinito possui
um ponto de acumulacao.

Demonstrag¢ao. Seja X um espago compacto e suponhamos, por absurdo, que um sub-
conjunto infinito S C X nao tenha ponto de acumulagao. Sendo infinito, S contém um
subconjunto enumeravel F' = {x1,z9,...,2,,...} 0 qual também nao possui ponto de
acumulacao. Segue-se, do Coroléario 1.1.3, que todo subconjunto de F' é fechado em X.
Para cada n € N, ponhamos F,, = {z,,Z,11,...}, obtemos assim uma familia (F},),en
de subconjuntos fechados de X, a qual tem propriedade da intersecao finita, pois se
ng < ng < - < mny vale F,, N---NEF, =F,. Mas, ﬂ F, = 0 o que contradiz o

neN
Teorema 1.1.1. Logo, X nao é compacto. [ |

Proposicao 1.1.7. (/14/, p. 178) Todo subconjunto fechado F de um espago compacto
X € compacto.
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Demonstragao. Seja (Uy)xer uma cobertura de F' por abertos Uy C X. A familia (Uy)aer
e mais o conjunto U = X \ F' é uma cobertura aberta de X. Como X é compacto, existe
uma cobertura finita X = Uy, U---UU,, UU. Como nenhum ponto de F' pode pertencer
a U, tem-se necessariamente F' C Uy, U---UU,, , o que prova a compacidade de /. W

Defini¢ao 1.1.23. (/14/, p. 190) Um espago métrico M diz-se totalmente limitado
quando, para todo € > 0, pode-se exprimir M = Sy U---US,, como reuniao de um nimero
finito de subconjuntos, cada um dos quais tem didmetro < e.

Proposicao 1.1.8. (/14/, p. 190) As sequintes afirmagoes a respeito de um espago métrico
M sao equivalentes:

1) M é compacto;

2) Todo subconjunto infinito de M possui um ponto de acumula¢do;
3) Toda sequéncia em M possui uma subsequéncia convergente;

4) M é completo e totalmente limitado.

Demonstracao. Estabelecemos as implicagoes 1) = 2), 2) = 3),3) = 4) e4) = 1)

1) = 2) Segue da Proposi¢ao 1.1.6 mesmo quando M nao ¢ metrizavel.

2) = 3) Dada uma sequéncia {z,} € M, ou o conjunto dos valores z,, ¢ finito ou é
infinito. Se for finito, algum valor a = z,, = z,, = -+ = x,, = ---, deve se repetir
infinitas vezes e, portanto, a subsequéncia {x,, } converge para o ponto a. Se for infinito,
por hipotese o conjunto {xi, 2, ,x,,---} possui um ponto de acumulacdo = € M.

Assim, toda vizinhanca de x contera termos x,, com indices arbitrariamente grandes, dai
pela Proposigao 1.1.3, x sera limite de uma subsequéncia de {x,}.

3) = 4) Provemos primeiramente que M é completo. Ora, toda sequéncia de Cauchy em
M que possui uma subsequéncia convergente é ela propria convergente, pela Proposicao
1.1.4.

Para provar que M ¢é totalmente limitado. Dado € > 0 e mostremos que M pode ser

. . . €
expresso como reuniao de um ntmero finito de bolas B (Zl?i, §> Tomemos z; € M qual-
€ ~ L. C e
quer. Se M = B <x1, 5), a afirmacao esta provada. Caso contrario, existiria um ponto

xe € M, com d(zq,x1) > % Se for M = B(xl, %) U B(xg, g), esta concluida a demons-

. - e € €
tragao. Caso contrario, existiria um ponto x3 € M, com d(x3,z5) > 2 d(xs3, 1) > 5
Prosseguindo com este raciocinio, veremos que, ou existe um nimero finito de pontos

€ €
X1, %9, ..., Ty, em M tais que M = B(x1,§> U---u B(xn, 5), ou entao ¢ possivel ob-

. € .

ter uma sequéncia de pontos x,, € M, com d(x,,,z,) > 5 param # n quaisquer. Tal
sequéncia, nao possuiria uma subsequéncia de Cauchy, portanto, nem uma subsequéncia
convergente e contrariaria a hipotese. Logo, a primeira alternativa é a que ocorre, e M é
totalmente limitado.

4) = 1) Suponhamos por absurdo que existe uma cobertura aberta de M, tal que
M = U V)\ que nao possui subcobertura finita. Definimos uma sequéncia decrescente

AEL
: _ 1

de subconjuntos 57 D S; D ... D S, D ..., onde o didmetro de 5, ¢ < — e nenhum dos

n
S, pode ser coberto por um numero finito de conjuntos V). Sendo M totalmente limitado,
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ele pode ser expresso como reuniao de um ntumero finito de conjuntos de didmetro < 1.
Pelo menos um desses conjuntos, supondo S7, nao pode ser coberto por um nimero finito
dos V). Mas S; também é totalmente limitado, logo, é reuniao de um numero finito de

1
subconjuntos de diametro < 3 Pelo menos um desses conjuntos, supondo Ss, nao pode

ser coberto por um ntmero finito dos V), pois se todos estivessem, sua reuniao S; também
estaria. Prosseguindo analogamente, obtemos uma sequéncia S;1 D S, D ... D S5, D ...
com as propriedades desejadas. Nenhum dos S,, é vazio. Tomemos, para cada n € N, um

1
ponto x, € S,. Como o diametro S, é < —, {z,} é uma sequéncia de Cauchy em M.
n

Sendo M completo, existe limx, = x € M. O ponto x estd contido em algum aberto
V) da cobertura. Logo, existe € > 0 tal que B(z;¢) C V). Podemos tomar n tao grande

1 1
que — + d(zn, ) < €. Entao, S,, C B(z;€) pois y € S, implica d(y, x,) < 3 portanto,
n

1
d(y,z) < d(y,x,) + d(zp, ) < — 4 d(x,, ) < e. Mas entdao S,, C V), contrariando o
n

fato de que S, nao estd contido numa reuniao finita dos conjuntos V). Isto encerra a
demonstracao. [ ]

1.2 Lema Ky Fan

A seguir estudamos um resultado publicado em 1929 por B. Knaster, C. Kuratowski
e S. Mazurkiewicz, conhecido como Lema KKM, ele estabelece condi¢des para que a inter-
se¢ao de m+ 1 conjuntos fechados em R™ seja nao vazia. Logo apds, vemos uma extensao
deste resultado para uma familia de subconjuntos fechados em um espago topologico de
Hausdorff, conhecido como Lema Ky Fan. Os resultados aqui enunciados podem ser en-
contrados em ([4], p. 207 e 208).

Os m+1 pontos xg, 1, ..., T, € R", m < n, sdao denominados afim independentes
se os m pontos x; — g, ..., T, — Lo Sao0 linearmente independentes. Se os m + 1 pontos
T, X1, ey Ty € R™ s80 afim independentes o conjunto S = simp{xo, x1, ..., T }, de todas
as combinacoes convexas, ¢ chamado de m-simplex.

Se x é um ponto de um m-simplex S = simp{xg, x1, ..., T} de R™ podemos de-
terminar m + 1 nimeros reais Ay, ..., Ay, tal que N; > 0,(i = 0,...,m),> " A = 1le

=" N

A demonstracao do Lema a seguir serda omitida, pois usa ferramentas matematicas
que destoa das que sao utilizadas nesta dissertacao. Mas, podem ser encontradas na
bibliografia indicada.

Lema KKM. (///, p. 208) Seja S = simp{xo,x1,...,Tm} um m-simplex de R™ e seja
F;, i = 0,..,m, m+1 subconjuntos fechados de R™ tal que, para todo subconjunto I C
{0,...,m}, simp{x; }ies C UE Entao ﬂFZ + .

iel i=0

Demonstragao. Ver Teorema 9.12 em ([4], p. 208).
|

Utilizamos o Lema Ky Fan, demonstrado abaixo, para demonstrar um resultado de
existéncia de solucao de um problema de equilibrio que estudamos mais a frente.
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Definicao 1.2.1. (/5/, p. 30) Seja X um espago Topoldgico real e D C X. O fecho
convexo, denotado por convD, € o conjunto de todas as combinacgoes convexras de pontos
de D, isto é,

convD ={z € X;3meN tal quex:Z&ixi, x; €D, Zaizl, a; > 0}

i=1 i=1

Lema Ky Fan. (/4/, p. 208) Seja’ Y um espago vetorial topoldgico de Hausdorff, X um
subconjunto nao vazio de Y e F : X — P2(Y), com F(x) CY ndo vazio e fechado para
todo x € X, tal que

(i) Para todo {z1,...,x,} C X, conv{xy,...,x,} C UF(%),
i=1
(11) Existe T € X tal que F(T) € compacto.
Entao ﬂ F(z) # 0.

zeX
Demonstracao. Consideremos a familia &7 = {A(z);2 € X}, onde A(x) = F(T) N F(x).
Cada A(x) é fechado, pois ¢ intersegao de dois conjuntos fechados. Notemos que se

ﬂ A(z) # 0, entao ﬂ F(z)#0

zeX zeX

assim basta mostrar que (\,.y A(z) # 0, mas como A(x) C F(T) e F(T) é compacto,
entao, pelo Teorema 1.1.1 é suficiente mostrar que &/ tem a propriedade da intersecao
finita, ou seja, precisamos mostrar que para cada {x1,...,2,} C X,

n n n

(Alz) = ((FE@) N F(x,)) = F@) 0 () Flz) # 0

=1 =1 =1

Temos que os z; nao sao em geral afim independentes, logo nao podemos aplicar o Lema
KKM. Sendo assim, fazemos T = ¢ e consideramos os conjuntos {xg,Z1,...,z,} e T =
simp{eg,€1,...,e,}, onde eg é a origem e {ey,...,e,} é a base canénica de R", e a
aplicacao ¢ : T' — Y definida por

n n n
gb(a) = ZO[Z‘JZZ‘, onde a = ZO[Z‘GZ‘, Q; Z 0e Zai =1
=0 i=0 i=0

A aplicagdo ¢ em geral nao é injetiva uma vez que os x; nao sao necessariamente afim
independentes, logo a dimenséao do conjunto convexo conv{zg, x1,. .., x,} pode ser inferior
a n, mas ¢ é continua.

Defina G; = ¢~ (F(x;)), i = 0,...,n. Mostremos que os conjuntos G; cumprem
as condig¢oes do Lema KKM. Da condigao (i), temos z; € F(z;) logo G; # (), para todo
i =0,...,n. Além do mais, cada G; é fechado, pois é imagem inversa de conjunto fechado
por uma aplicacao continua, ai temos m + 1 conjuntos fechados. Para cada conjunto
I c {0,1,...,n}, dado arbitrariamente a = Zaiei € simp{e;;i € I}, entdo usando a

iel
defini¢ao de ¢ e condigao (i),

a€ o (0(@) =0 (Y awi) o (UF@)) =UJo (Flen) =G

iel iel il iel
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G;. Pelo Lema KKM, ﬂ G; # 0.

=0

ou seja, simp{e;i € 1} C ;g

Dali, segue

0# () Gi= 67 (Flan) NN o7 (Flae)) =67 ([ F(2)

logo,

n

;éﬂF(:cl) ﬂFxl —mF( )N F(x;)) mA:EZ

Portanto, a familia 42% tem a propriedade da intersecao finita, do Teorema 1.1.1 temos

ﬂ Alz) £ 0 = ﬂ x) # (), como queriamos.
zeX zeX

1.3 Semicontinuidade de funcoes

Nesta secao, definimos fungao semicontinua inferior e superior em um espaco topo-
logico X e mostramos alguns resultados que as caracterizam.

Usamos a notacao R para representar o conjunto dos nimeros reais estendido, ou

seja, R = RU {—00,00} = [~00,00]. No qual além das operacdes ji conhecidas que
envolvem nimeros reais definimos: a + 0o =00+ a =00 e a+ (—o0) = —00 + a = —0o0,
sea €R, e —(00) =—00 e —(—0) = 0.

Definigdo 1.3.1. ([14], p. 107) Uma fungdo f : X — R = [~o0, +oc] é dita ser semi-
continua inferiormente-s.c.i. no ponto z € X se, para cada A < f(z), existe uma
vizinhanga de x, denotada por V,, tal que A < f(y) para todo y € V,. Quando esta con-

digao é satisfeita para todo x € X, dizemos que a fungao f é semicontinua inferiormente
em X.

De forma anéloga

Definigao 1.3.2. ([14], p. 107) Uma fungdo f : X — R = [~o0, +0o0] & dita ser semi-
continua superiormente-s.c.s. no ponto xr € X se, para cada A > f(x), existe uma
vizinhanga de x, denotada por V,, tal que A > f(y) para todo y € V,. Quando esta con-

digao é satisfeita para todo = € X, dizemos que a fungao f é semicontinua superiormente
em X.

Exemplo 1.3.1. Seja f, a funcdo de R em R definida por:
0,se =0

fula) = i,se x#0
xn

Para n par, a fungdo f, é s.ci. em 0. De fato, seja A < f(0) = 0. Considerando
Vo = (A, —A) uma vizinhanga de 0, temos f,(z) > 0 > A, para todo z € Vj.

Exemplo 1.3.2. Seja f a funcao de R em R definida por:
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0, VreQ
fl@) = {1, Vz € R\Q

f és.ci. em todo ponto racional, pois dado = € Q e tomando A < f(z) =0 > A, temos
f(y) > 0 para todo y € V,, onde V, é uma vizinhanga qualquer de x. Por outro lado,
f € s.c.s. para todo ponto irracional, pois dados x € R\Q e A > f(x) = 1 < A, temos
f(y) =0o0u f(y) <1 para todo y € V,, onde V,, é uma vizinhanga qualquer de z.

Proposicao 1.3.1. (/6], p. 70) Seja a fungio f: X — R. As sequintes afirmagdes sao
equivalentes:

(a) f € s.c.i.

(b) O conjunto {x € X; f(x) < A} € fechado, para qualquer A € R.

(c) O conjunto Epif = {(x,t) € X xR, f(x) < t}, denominado epigrafo de f, €
fechado.

Demonstrag¢ao. Mostremos que (a) < (b)

(a) = (b) Seja A = {z € X;f(z) < A}. Se A é vazio, logo ¢ fechado. Se A é nao
vazio, tomemos a sequéncia {z,} C A tal que x, — o € X. Mostremos que zy € A e,
portanto, A é fechado. Temos f(x,) < A para todo n € N. Afirmamos que f(zg) < A,
isto ¢, 7o € A. Caso contrario A < f(x), mas por hipotese f ¢ s.c.i., assim existe uma
vizinhanga V,,, de zq tal que A < f(y) para todo y € V,,. Como x, — x, existe ng € N
tal que n > ng implica z,, € V,,,, dai para n > ng temos A < f(z,), absurdo!

(b) = (a) Supomos, agora, que dado A € R, o conjunto A = {z € X; f(x) < A} seja
fechado em X. Suponhamos, por absurdo, que f nao seja s.c.i. em X, ou seja, f nao é s.c.i.
em algum x € X. Seja z¢ o elemento para o qual f nao é s.c.i., assim existe um )\ € R,
com Ao < f(xp), tal que para toda vizinhanga de xy é possivel encontrar z com f(z) < Ao.
Consideremos a seguinte familia de vizinhanga V,, = B(xy; %) de z(, de onde para cada n
tomemos z,, € B(zo; 1) tal que f(z,) < Ao. Seja o conjunto Ay, = {z € X; f(z) < Ao},
temos que para cada n € N, z,, € Ay, e, além disso, x,, — xy, mas xy ¢ A,,, ou seja,
Ay, nao é fechado. Absurdo!
Para mostrar (a) < (¢) ver Proposicao 2.5 em ([6], p. 70).

[ |

Corolario 1.3.1. (/1/, p. 43) A funcio [ € s.c.i. se, e somente se, o conjunto {x €
X; A < f(x)} € aberto, para qualquer A € R.

Demonstracao. Basta notar que {z € X;\ < f(z)} = X\ {z € X; f(x) < A} |

Proposicao 1.3.2. ([1], p. 43) A funcio f: X — R € s.c.i. em xo € X se, e somente
se, para cada sequéncia {x,} C X tal que x, — xo € X tivermos lim inf f(x,) > f(zo).
n—oo

Demonstrag¢ao. (=) Sejam a fungao f s.ci. em xy € X e a sequéncia {z,} C X, com
x, — xp. Para cada real A < f(zo) existe uma vizinhanga V;, tal que A < f(z) para
todo x € V,,. Além disso, existe nop € N tal que z,, € V,, para todo n > ny, isto é,
A < f(xg) para todo n > ng. Assim, lim inf f(z,) > A. Como isso é valido para cada
n—oo
A < f(xg) concluimos que lim inf f(x,) > f(zo).
n—oo
(<) Suponhamos que para cada sequéncia {z,,} C X com z,, — x¢ temos lim inf f(z,) >

n—oo
f(zo). Assumimos, por absurdo, que f nao é s.c.i. em x, ou seja, existe A < f(zg) para o
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qual toda vizinhanga V' de z contém um ponto x que cumpre f(x) < A. Considerando a

1
familia de vizinhanga B,,(x¢, —) de 2 onde para cada n escolhemos x,, tal que f(z,) < A.
n
Assim, x,, — x¢ e lim inf f(z,) < A < f(x), absurdo, pois isso contradiz a hipotese.
n—oo
Portanto, f € s.c.i. em 2y € X. [

Proposicao 1.3.3. Seja X um espago topoldgico e K C X um conjunto compacto. Se
f: K — R € s.c.i., entao existe M € R tal que M < f(z) para todo x € K.

Demonstragio. Sejam f : K — R s.ci. e f(K) C U()\,oo] uma cobertura de f(K).
AER
Sendo f s.c.i., os conjuntos f1((\, o0]) = {x € X;\ < f(x)}, que pelo Corolario 1.3.1

¢ aberto, constituem uma cobertura aberta do conjunto compacto K, da qual se pode
extrair uma subcobertura finita K C f~'((Aj,00]) U--- U f71((A\,, 00]). Assim, f(K) C
(A, 00] U -+ U (A, 00]. Definindo M = min{A,..., A\, }, temos f(K) C (M, o], ou seja,
M < f(x) para todo = € K. |

Para uma funcao f : X — R s.c.s. valem resultados anélogos, cujas demonstragoes
sao analogas as dadas para funcao s.c.i., a saber:

Proposicao 1.3.4. A funcio f : X — R € s.c.s. se, e somente se, o conjunto {z €
X; f(z) > A} € fechado, para qualquer \ € R.

Corolario 1.3.2. A funcdao f € s.c.s. se, e somente se, o conjunto {x € X;\ > f(z)} €
aberto, para qualquer \ € R.

Proposicao 1.3.5. Seja a funcio f : X — R.f € s.c.s. em g € X se, e somente se,
para cada sequéncia {x,} C X tal que x,, — xy € X tivermos lim sup f(x,) < f(xo).
n—oo

Proposicao 1.3.6. Seja X um espago topoldgico e K C X um conjunto compacto. Se
f: K — R €és.cs., entao existe M € R tal que M > f(x) para todo z € K.

1.4 Espaco Normado

Nesta secao definimos espaco normado e espago de Banach. Estudamos alguns
resultados para estes espacgos, em especial o teorema de Hahn-Banach e resultados que
seguem dele, os quais podem ser encontrados em [8].

Definicao 1.4.1. ([8], p. 02) Um espago normado é um par (£, |- ||) formado por um
conjunto £ e uma norma |- || em E.

Definicao 1.4.2. ([8], p. 02) Um espago normado E é chamado espago de Banach
quando for um espaco métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Exemplo 1.4.1. Segque do Exemplo 1.1.8 que o conjunto B(X) das fungoes limitadas
definidas em X € um espago de Banach real.

Defini¢ao 1.4.3. ([8], p. 31) Um operador linear continuo do espa¢o normado F no
espaco normado F', ambos sobre o mesmo corpo R, é uma funcao 7" : £ — F', que ¢ linear,
isto &,

e T'(x +y)="T(x)+ T(y) para quaisquer z,y € E e;
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e T'(ax) = aT(x) para todo a € R e qualquer = € E;

e continua, ou seja, para todos xg € E e € > 0 existe § > 0 tal que || T(z) — T'(x0)|| < €
sempre que = € E e ||z — x¢|| < 0.

Definicao 1.4.4. ([8], p. 31) O conjunto de todos os operadores lineares continuos de E
em F serd denotado por Z(E,F)), que é um espago vetorial sobre R com as operagoes
usuais de fungéoes. Quando F € o corpo R, escrevemos E* no lugar de £ (E,R)), chama-
mos esse espaco de dual de E, e dizemos que seus elementos sao funcionais lineares
continuos. O valor de um funcional f € E* em x € E serd denotado por (f,x).

Definicao 1.4.5. ([8], p. 32) Uma funcdo f : M — N entre espagos métricos ¢ lips-
chitziana se existe uma constante L > 0 tal que d(f(z), f(y)) < L - d(z,y) para todos
x,y € M.

Defini¢ao 1.4.6. ([8], p. 32) Uma fungao f : M — N entre espagos métricos é unifor-
memente continua se para todo € > 0 existe § > 0 tal que d(f(z), f(y)) < € sempre
que z,y € M e d(x,y) < 0.

O teorema seguinte é de grande importancia, pois estabelece condi¢oes equivalentes
para que um operador linear entre espacos normados seja continuo.

Teorema 1.4.1. (/8/, p. 32 ¢ 33) Sejam E e F espagos normados sobre R e T : E — F
linear. As sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) T € lipschitziano.

(b) T € uniformemente continuo

(c) T é continuo.

(d) T é continuo em algum ponto de E.

(e) T € continuo na origem.

(1) swdIT@)z € B e lal] <1} < o0

(9) Eziste uma constante C > 0 tal que |T(x)|| < C||z|| para todo x € E.

Demonstragao. (a) = (b) Seja T lipschitziano. Dado € > 0, seja § = % Quaisquer que

sejam z,y € M com ||z — y|| < J tem-se ||f(z) — f)|| < L-|lz —y| < L- <%) =€, ou
seja, T' & uniformemente continuo.

(b) = (¢) Dado zy € E arbitrario, mas fixo. Supondo 7" é uniformemente continuo,
para todo € > 0 existe > 0 tal que || f(z) — f(x0)|| < € sempre que x € M e ||z —zo|| <6,
logo T" é continuo em x(. Da arbitrariedade de xy, concluimos que 7" é continuo.

(¢) = (d) Como T ¢ continuo, entdo ¢ continuo em todos os pontos de E, logo ¢é
continuo em algum ponto de E.

(d) = (e) Suponha T continuo no ponto xy € F, ou seja, dado € > 0 arbitrariamente,
existe § > 0 tal que ||T'(z) =T (x¢)|| < € sempre que x € E e ||z —xo|| < . Tome z € E tal
que ||z|| < §. Entéo ||(x+x¢) — 0| = ||z]| < . Portanto, da linearidade T" e continuidade
de T em xg
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o que prova a continuidade de 7" na origem. (e) = (f) Da lineariedade de T e da
continuidade de 7" na origem, dado € = 1 existe 6 > 0 tal que ||T'(z) —T(0)|| = ||T(2)|| < 1

) )
sempre que ||z — 0| = ||z|| < 6. Tomando ||z| < 1, temos H§33H < |2 x” < 7 < 9,
) 2
e entao §HT(x)H HT( )H <1l= HT H 5 Ou seja, 0 < sup{||T(z)|;x €

2
Ee||x||§1}§5<oo
(f) = (g) Paraz € E, x # 0, temos por hipotese
[T()] _

]

= [ ()| < swotiT @il < 1

dai
1T ()| < (sup{[IT(W)I[; lyll < 1}l = Cll]]
para todo = # 0, onde C' = sup{||T(y)|; |ly|| < 1}. Se x = 0, temos

1T (@) = IT(0)]| = 0= C[j0]] = Cllz]]

Portanto, vale (g).
(9) = (a) Dados x1, 25 € E, da linearidade de T e da hipdtese

1T (1) = T(2) || = 1T (21 — 22)|| < Clly — 2o
e, portanto, T' é lipschitziano com constante C'. |

A condigao (f) do Teorema 1.4.1 nos mostra que operadores lineares continuos
sao exatamente aqueles que transformam conjuntos limitados do dominio em conjuntos
limitados do contradominio.

Além disso, a mesma condi¢do nos da um método para definir uma norma o espaco
Z(FE, F) dos operadores lineares continuos de £ em F', dada na seguinte proposi¢ao.

Proposicao 1.4.1. (/8/, p. 34) Sejam E e F espagos normados.

(a) A expressao
IT|| = sup{[|T(z)|;x € E e [lz|| <1}
define uma norma no espa¢o £ (E, F).
() ||T(x)|| < ||T|| - ||z|| para todos T € L(E,F) ex € E.
(c) Se F for Banach, entio £(E, F) também é Banach.

Demonstracao.

(a) Seja T' € ZL(E, F), se sup{||T'(z)|;x € E e |lz|| < 1} = [|T'|| = 0, entao ||T(z )H =0

para todo x € F e ||z|| < 1. Como todo 0 # y € E pode ser escrito y = Hy”y = |ly H Tl
Y Y . Y

temos T'(y) = T(HyHm> = HyHT(m> = 0, pois HMH = 1. Concluimos que T

¢ o operador nulo. Se T' = 0, logo ||T'|| = sup{||T'(z)|;x € E e ||z < 1} = 0. Por
1
outro lado, se existe y € E tal que T(y) # 0, entdo T<|| ||> —T(y) # 0 e, dai
Y

[yl
||| = sup{[|T'(z)|;z € Ee|lz| <1} >0
Dados T € Z(E,F) e A € R,

AT = sup{[AT(z)[};z € E'e x| <1} = [A[sup{[|T(z)[[;z € E e [lz]| <1} = AT
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Dados 11, Ty € Z(E, F),
1Ty + o] = sup{[|(Th + T2)(z)[; 2 € Ee ||z <1}
= sup{[|Ti(z) + Ta(z)|[;z € E e |z| < 1}
< sup{||Ti(z)ll;z € E e [lz]| <1} +sup{[|To(z)[;z € E e |lz|| <1}
= [Tl + |72
Logo temos uma norma.

(b) Dado 0 # x € E, temos

|7(7)| = swpliT@)lisy € Bellyll < 13 = |7

[l
e, dai usando a linearidade de T’
1T(z)|| < (sup{|T(W)l;y € E [yl < 1} = ||T[[]|]]

Sex =0
1T ()]l = 1T (0[] = 0 = [0} = [1T"[[ |
Portanto, ||T'(x)|| < ||T]| - ||=|| para todos T' € Z(E,F) e x € E.

(c) Seja {T,}5°, uma sequéncia de Cauchy em Z(F,F), devemos mostrar que esta
converge em Z(FE,F). Dado € > 0 existe ny € N tal que ||7,, — T)»|| < € sempre que
n,m > ng. Logo

|1 T0(2) = Ton ()| = (T = Ton) (@) < [T = T[] < €]l (1.2)

para todo z € E e n,m > ngy. Segue que para cada « € E fixado, a sequéncia {T,,(z)}>2, é
de Cauchy em F', logo convergente pois F' é Banach. Em vista disso, definimos o operador

T:E—F, T(x)= lim T,(x) (1.3)

n—00

segue que, dado z,y € F e a € R, das propriedades de limite e da linearidade de T,
temos,

T(x+ay) = lim T,(x + ay) = lim T,(x) + « lim T,(y) = T(z) + aT'(y)
n—oo n—oo

n—o0

ou seja, 1" é linear.
Fazendo m — oo na desigualdade (1.2) e usando a igualdade (1.3) obtemos

[T (z) = T(@)]| = [[(Tn = T)(2)]| < ellz| (1.4)
para todo z € E e n > ny. Em particular,
[Ty () = T()[| = [|(Tny — T) ()| < el

para todo x € E, como T, e T sdo lineares, a condi¢ao (g) do Teorema 1.4.1 nos garante
que (T —Ty,) € Z(E,F). Portanto, T = (T — Ty,) + T,,, € Z(E,F). De (1.4) temos
ainda H <Tn — T) (ﬁ) H < € para todo x € F, isto ¢,
x
sup{[(T. = T)W)lsy € Eeflyll <1} <e= T, =Tl <

para todo n > ng, e assim resulta que 7,, — T em Z(FE, F). [ |
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Corolario 1.4.1. ([8/, p. 35) O dual E* de qualquer espago normado E € um espaco de
Banach.

Demonstracio. E s6 notar que E* = Z(E,R) e aplicar o item (c) da Proposicdo 1.4.1,
ja que R é um espacgo de Banach. [ |

Agora apresentamos um dos mais importante teorema da Analise Funcional, o Teo-
rema Hahn-Banach, em particular em espaco de Banach real, e alguns resultados derivados
diretamente. Como trata-se de um resultado renomado omitiremos a sua demonstracao,
que pode ser encontrada com facilidade em diversos livros de anéalise funcional.

Teorema de Hahn-Banach. (/8/, p. 56) Seja E um espago vetorial sobre o corpo dos
reais e seja p : B — R uma funcdao que satisfaz

plaz) = ap(x) para todo a > 0 e todo x € E, e

p(z+vy) < plz)+ply) para quaisquer z,y € E

Sejam também G um subespago vetorial de E e p : G — R um funcional linear continuo tal
que (p,x) < p(x) para todo x € G. Entao existe um funcional linear continuo ¢ : E — R
que estende @, isto €, (P, x) = (p,x) para todo x € G, e que satisfaz (p,x) < p(x) para
todo x € E.

Demonstracao. Ver Teorema 3.1.1 em (8], p. 56) |

Corolario 1.4.2. ([8], p. 60) Sejam G um subespago de um espago normado E sobre
R e p: G — R um funcional linear continuo. Entao existe um funcional linear continuo
¢ E— R cuja restricao a G coincide com ¢ e ||p] = ||¢]|-

Demonstra¢ao. Tomemos a fungao p : £ — R dada por p(z) = ||¢||||z||, para todo x € E.
Temos que

plazx) = ||¢|||laz|| = all¢||||z|| = ap(x) para todo a > 0 e todo z € E, e

p(z +y) = llellllz +yll < el + [lyl) = ezl + lellyl) = p(z) +ply) ¥ 2,y € E

e (p,z) < |l¢llllz|| = p(z) para todo x € G. Pelo Teorema de Hahn-Banach existe um
funcional linear

5:E - R tal que (p,3) = (p,2), %z € G e (3,2) < p(x) = llgllz] Ve € B (15)
temos também,
— (@, 2) = (&, —x) < p(=x) = [[lll] =z = llell||z] (1.6)

para todo x € E. Assim, dos resultados (1.5) e (1.6) obtemos |[(@,z)| < [|¢||||z| para
todo x € E. Pelo Teorema 1.4.1 e pelo item (a) da Proposi¢ao 1.4.1, respectivamente,
temos

¢ continuo e [|@] < [l¢]| (1.7)
Além disso,
lell = sup [[{@, z)[| = sup [{5, z)|| < sup [[(&, z)[| =[] (1.8)
rEBg rE€EBg r€BE

Portanto, de (1.7) e (1.8) obtemos ||@|| = ||¢||. Disto e de (1.5) temos o que queriamos. W
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Corolario 1.4.3. Seja E um espago normado. Para cada xy € E existe ¢ € E* tal que

121 = llzoll € (@, @0) = [l2o]l”

Demonstrag¢ao. Se xo = 0, basta considerar o funcional nulo. Se xg # 0, considere o
subespago vetorial gerado por zg, G = [x¢], e defina ¢ : G — R, pondo

(o, x) = (p, tzy) = t|zo|*, t € R, para todo z = tzy € G

. Dados z,y € G, ou seja, x = t1x9 e y = taxg, com t1,t; € R, e a € R, temos:

(p, x4+ ay) = (v, t1xo + ataxp)
= (i, (t1 + ats)xp)
= (t1 + ata)||zol|®
= t1]|zol|* + aty|zo||?
= (p, ) + ap,y)
isto é, ¢ ¢ linear. dado x € E/, temos
lo(@)|| = lle(tizo)ll = [talllzoll® = llzolllltroll = llzoll]]] (1.9)

© é continua.
Segue do Corolario 1.4.2, existe ¢ : E — R tal que (¢, x) = (p,x), para todo = € G, e
18]l = [l¢]l. Em particular,

(@, 20) = (g, 0) = [|zo]”

e de (1.9)
11l = Il
|
Observagao 1.4.1. Notemos que, dado 0 # z € E, a existéncia de ¢ € E* com ||¢|| =
|lzol| e (@, x0) = ||7o]|* implica na existéncia de g € E* tal que ||p|| =1 e (p, z0) = ||zo]l,

é s6 definir p =

Corolario 3.1.4.

ol ©. Este resultado é dado em ([8], p. 60) como um Corolario, a saber
o

Usamos a notacao Bg para a bola unitaria fechada de um espago normado E, ou
seja, Bp = {z € E;||z]| < 1}.

Corolario 1.4.4. ([8], p. 60) Sejam E um espago normado, E # {0}, e x € E. Entao

2l = sup [{¢,2)] = max [{p, )
pEBE« PEE* [lp]|=1
Demonstra¢ao. Se x = 0 o resultado é imediato. Considere, entao, x # 0. Para

cada funcional ¢ € E*, [¢| < 1, temos |(p,z)| < [l¢|lllz]l < |lz||, isso mostra que
sup |(p, )| < ||

pEBpx*

Por outro lado, do Corolério 1.4.3 existe ¢ € E* tal que [|¢|| = HxH e p(x) = |z]|*

Seja a fungdo ¢ = —@, temos que ¢ € E*. Temos |¢| = ” H = il =1le
) 2 H , T2l Tlal

(p,z) = H(@,x) = \:’:1:]:‘ = ||z||, o que completa demonstracao. [
x x
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As demonstracoes das duas proposicoes seguintes vao ser omitidas, pois utilizam
ferramentas que vao além das apresentadas nesta dissertacgao.

Proposicao 1.4.2. (/8], p. 64-65) Sejam E um espa¢o normado, M um subespaco
fechado de E, yo € E\ M e d = dist(yo, M). Entao existe um funcional linear ¢ € E*
tal que ||@|| =1, (¢, y0) = d e {(p,z) =0 para todo z € M.

Demonstragao. Ver Proposigao 3.3.1 em (8], p. 64-65) [ |

Proposicao 1.4.3. (/8/, p. 73) Sejam A e B subconjuntos converos, nio vazios e
disjuntos do espaco normado E. Se A € fechado e B € compacto, entdo existem um
funcional p € E* e a,b € R tais que

o) <a<b<(y) para todosx € A ey € B

Demonstrag¢ao. Ver Teorema 3.4.9 em ([8], p. 73) |

1.5 Espaco Reflexivo

Os espacos normados reflexivos nos fornecem resultados importantes para esta dis-
sertacao, como por exemplo: quando o espaco normado é reflexivo a bola fechada unitaria
€ compacta, entre outros.

Iniciamos definindo isomorfismo e isometria. Apresentamos uma isometria entre um
espaco normado e o seu bidual que nos leva & definicao de espago reflexivo.

Definicao 1.5.1.

(8], p- 31) Dizemos que dois espagos normados E e F sao isomorfos, se existir um
operador linear continuo bijetor 7' : E — F cujo operador inverso T°! : F — E ¢é
também continuo. Tal operador 7' é chamado de isomorfismo.

([8], p- 32) Um operador T : E — F tal que |T(x)|| = ||z| para todo x € E &
chamado isometria. Um operador linear T': F — F que é uma isometria ¢ chamada
de isometria linear.

Observagao 1.5.1. (i) Seja 7' : E — F um isomorfismo. Dados y;,y2 € F e a € R,
como T' & bijetor exitem x1,xo € E, Gnicos, tais que T'(z1) = y1 e T(x2) = yo. Assim,
Ty + ays) = T HT(x1) + aT(22)) = T HT (21 + axs))
= a1 +azy =T (T(21)) + T (T(22)) = T~ (11) + T (y2)

ou seja, T~ ! é linear se T é linear.
(1) Dados x1, 29 € F,se T : E — F é uma isometria linear, entao se

T(xy) =T(x2) = T(x1) —T(x2) =0=T(x1 —22) =0
dai
0= HT(Q?l — 513'2)” = Hl’l — IQH =121 —T9=0= 121 =29
logo T é injetor. E, da defini¢ao, toda isometria linear é um operador continuo.

Para todo espago normado E, podemos considerar, além do dual £*, o dual de E*,
chamado de bidual de F e denotado por E**. O resultado a seguir mostrar que podemos
encontrar todo espaco normado E dentro de seu bidual £F**.
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Proposicao 1.5.1. (/8/, p. 89) Para todo espago normado E, o operador linear
Jg : E— E™, (Jg(x), ) = (@, ) para todos x € E e ¢ € E* (1.10)
€ uma isometria linear, chamada mergulho canénico de E em E**.

Demonstracao. Dado x,y € E, ¢, 01,02 € E* e a € R:

a) Mostremos primeiro que Jg estd bem definida, que Jg(z) € E** é linear e continuo
para todo x € E. De fato,

(Je(T), o1 + aps) = (p1 + ape, ) = (p1,7) + alpa, ) = (Je(z), 1) + a(JE(T), 2)

{Je(x), o) = [[{e. 2)[| < [lz[l]le]l
Portanto, para cada x € F temos Jg(x) € E** e, assim, Jg estd bem definido.

b) Provemos que Jg € linear.

(Je(r +ay), ¢) = (p,x + ay) = (v, ) + alp,y) = (Je(2), ) + a(Je(2),¢)
para todo ¢ € E*, logo Jr(z + ay) = Je(z) + aJe(y).

¢) Da defini¢ao de norma em E** e do Corolério 1.4.4, segue

[ Je(2)[| = sup |[Je(z)(p)] = sup |p(z)| = ]

peBpx* wEBE*
Logo, Jg é uma isometria linear [ |

Observacgao 1.5.2. Do item c¢) resulta que Jg é continuo e dado = # 0, || Je(z)|| = ||z| #
0, ou seja, Jr(z) # 0%, logo Jg é injetor.

Definicao 1.5.2. ([8], p. 90) Um espaco normado E ¢ dito reflexivo se o mergulho
canodnico Jg : E — E** for sobrejetor, isto ¢, Jg(F) = E**.

Observagao 1.5.3. Quando o mergulho canénico Jg : E — E** for sobrejetor, este passa
a ser um isomorfismo isométrico.

Definicao 1.5.3. ([8], p. 92) Sejam F, F espagos vetoriais normados e T' € .Z(E; F)) um
operador linear continuo. Definimos o operador 7" : F* — E* por

(T'(p), z) = (p, T(x)) para todos z € E e p € F*
O operador 7" é chamado adjunto de T'.

Observagao 1.5.4. Vejamos que 7" esta bem definida, isto ¢, que T"(y) € E* para cada
p € F*. De fato, dados =,y € E e a € R,

(T'(¢),z +ay) = (o, T(x + ay)) = (¢, T(x) + aT (y))
= (o, T(x)) + af{p, T(y)) = (T'(p), v) + a(T"(¢),y)

assim , T"(¢) € linear, e

IKT" (@), ) = [l T < Nl T @) < [l HT ]

logo T"(¢) € continua.
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Proposicao 1.5.2. ([§/, p. 92) Seja T € ZL(E;F). Entio T" € L(F*;E*) e ||T'|| =
|T||. Mais ainda, se T é um isomorfismo (isométrico), entao T' também é um isomorfismo
(isométrico).

Demonstracao. Dados @1, s € F* e a € R, temos

(T'(prtaps), x) = (pr+apy, T(x)) = (@1, T(x))+a{p2, T(x)) = (T"'(p1), 1) +a(T"(p2), 7)
para todo = € E, assim T" é linear.
Da Observacao 1.5.4 temos T"(¢) € E*.

Mostremos que 7" é continuo e |T'|| = ||T||, para cada ¢ € F* temos

1T (p)Il = sup (T"(p), )| = sup |(p, T (z))]
xEBp r€BE
< sup [[[[[T(2)[| = |l - sup [T(x)[| = [l - |T]]
z€BE zE€EBE

o que mostra que ||T']| < ||T|| e que T" é continua.
Por outro lado, para cada x € F, pelo Corolario 1.4.4 aplicado a F' temos
IT(x)l = sup |{p,T(z))| = sup [T"(¢),z)]
pEBpx pEBpx

< sup [lz[[[|T"()ll = ll«]l - sup [T"(L)]| = ll=ll - [ T"]
P

EBpx

mostrando que [|T']| < ||T”||. Portanto, ||T'|| = ||7"]|

Suponhamos que 7" seja um isomorfismo e mostremos que 1" é bijetor.
T’ é sobrejetor. Seja ¢ € E*, considere ¢ € F* dado por (g, 2) = (¢, T~'(z)) para todo
z € F. Assim,
(T'(¢) x) = (o, T(2)) = (¢, T (Tx)) = (¢, )
para todo x € E, obtemos 1T"(¢) = ¢.
T' é injetor. Seja ¢ € ker(T"), T'(¢) = 0* em E*, entao
0= (0" z)=(T"(p),z) = (p,T(x)) para todo z € F

Como T é sobrejetor, isto ¢, a imagem de T é todo F, resulta que ¢ = 0* em F*. Assim,
ker(7") contém apenas o vetor nulo e como 7' é linear, entao concluimos que 7" é injetor.
Supondo que T' é um isomorfismo isométrico, mostremos que 7" é um isomorfismo
isométrico. Como 7' é um isomorfismo isométrico, x € Bg se, e somente se, T'(x) € Bp,
logo
IT"(p)ll = sup [(T"(p), z)| = sup [{o,T(x))| = sup [, T(x))| = [

z€BE z€BE T(z)eBr

Além disso, (T")~! : E* — F™* & continuo. Dado 6§ € E*, temos
(T) 71 (0)] = sup [{((T")7'(6), 9)]

yEBR

= sup [((T71)(9),y)|

yEBR

= sup [(0, 7 (y))]

yEBFR

= sup [(J,7)|

r€EBR
= o]

Portanto, 7" ¢ um isomorfismo isométrico. [ |



33

Lema 1.5.1. Seja o mergulho canénico Jg : E — E**. Se E ¢ um espaco de Banach,
entio Jg(E) € um subespago fechado de E**.

Demonstra¢ao. Seja E2 um espago de Banach. Jg é um operador linear continuo e inje-
tivo. Mostremos que Jg(F) = {Jg(x);x € E} é um subespago fechado de E**. Se Jg é
sobrejetor o resultado é imediato. Se Jg nao é sobrejetor, temos:

Je(F) é subespago. De fato, dados z,y € Fea € R, ax € Fe (v +y) € E. Assim,
Je(x) + Jg(y) = Je(x +y) € E* e aJp(z) = Jp(ax) € E**.

Jg(E) é fechado. De fato, dado uma sequéncia de Cauchy {Jg(r,)} C Jg(F) com
Jg(x,) — ¥ em E**. Dado € > 0, existe ny € N tal que n, m > ny implica

[T (@n = 2m)l| = [[Je(zn) — Jo(zm)|| <€

como Jg ¢ uma isometria segue ||z, — T, || < €, ou seja, a sequéncia {x,} ¢ de Cauchy
em E que é Banach, logo z, — = em E. Da continuidade da norma e de Jg, temos
lim || Jg(x,) — Je(zn)|| = ||[¢ — Je(2)|| < €. Fazendo € — 0, ||¢p — Jg(z)|| = 0, donde
n—oo

Y = Jg(x). Portanto, Jg(z,) — 1 em Jg(FE). u

Proposicao 1.5.3. (/8/, p. 94) Um espago de Banach E ¢ reflexivo se, e somente se,
seu dual E* também € reflexivo.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que E seja reflexivo. Entdo o mergulho canoénico Jg :
E — E** é sobrejetor. Mostremos que o mergulho canonico Jg« : E* — E** também
é sobrejetor. Seja x*** € E*** pela Proposi¢ao 1.5.2 sabemos que (Jg)' : E* x x — E*
¢ um isomorfismo isométrico, ja que da Observacao 1.5.3 resulta que Jg : £ — E** é
isomorfismo isométrico. Defina z* = (Jg) (2**) € E*. Provemos que Jg-(z*) = z™**.
Para cada x € F, temos

(Je-(27), Jp(2)) = (Jp(w),2") = (2", 2) = ((J) (&), x) = (&, Jp(z))

Disto, como Jg(E) = E**, concluimos que Jg«(z*) = x™*.

(<) Suponha agora que E* seja reflexivo. Por absurdo, suponhamos que E nao seja
reflexivo. Entao, Jg : E — E** nao é sobrejetor. Como Jg é uma isometria linear, resulta
do Lema 1.5.1 que Jg(F) é um subespago fechado em E** e nao coincide com E**. Pela
Proposigao 1.4.2, existe 0* # ¢ € E** = Jg«(E*) tal que (¢, z) = 0 para todo z € Jg(E).
Como E* é reflexivo, ¥ = Jp«(¢) para algum ¢ € E*. Assim, para todo = € E,

0= (¢, Jp(z)) = (Jp: (), Je(x)) = (Je(x), ¢) = (¢, x)

ou seja, ¢ = 0" donde ¢ = Jg«(¢) = Jp«(0*) = 0, resultando numa contradi¢ao. Portanto,
E é reflexivo. u

1.6 Espaco Suave

Definimos abaixo derivada direcional e derivada Gateaux em espacos de Banach real,
que nos darao suporte para a definicao de espago suave.

Definig¢ao 1.6.1. (/10/, p. 6) Seja T : D — F, onde E e F sao espagos de Banach real,
D C FE aberto. Chamamos de derivada direcional de T em x na direcao y € E ao
sequinte limite quando este existe

lim T(x+ty) —T(x)

t—04 t

=T\ (z,y)
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Se existe um operador em L (FE; F), denotado por T'(x), tal que

i T+ t9) = T(@)

t—0

=T'(x)y

para cada y € F, entao dizemos que F é Gdateauz-diferencidvel ou, de forma curta,
G-diferencidvel.

0,se x129 <0

Exemplo 1.6.1. Seja f : R? — R? definida por f(x) = { >0
T,S€ XT1X9

Dado z = (1, 72) € R? ndo nulo, temos

t—=04 t t—=0.4 t x,se T1xo >0

£(0.2) = lim S((0,0) +t(s, 22)) = £0.0) _ . fltwr, tan) _ {o, se x179 <0
1 (0,2) = — Qim T 2)

Assim, f possui derivada direcional em 0 = (0, 0) na diregao de qualquer x = (x1,z5) € R?
nao nulo, a qual é igual a propria f. Por outro lado, tomando (1, 7s) € R? com z125 > 0,
temos —x1.x9 = x1(—x2) < 0. Assim,

f((z1,22) + (21, —2x2)) = f(221,0) =0

flry,20) + flay, —20) =2 +0=1

ou seja, f((z1,22) + (21, —22)) # f(z1,22) + f(21, —72).
Portanto, f nao é G-diferenciével, pois nao é linear.

Defini¢ao 1.6.2. (2], p. 396) Um espaco de Banach real E é dito suave, quando a
norma || - || de £ é Gateaux diferenciavel para todo x,y € F com ||z|| = |ly|| = 1.

1.7 Espacgo Estritamente Convexo

Agora definimos espaco estritamente convexo, que nos déa informacoes importantes
a cerca da geometria do espago. Mostramos algumas equivaléncias a esta definicao.

Definicao 1.7.1. ([6], p. 35) Um espago de Banach real ¢ dito ser estritamente convexo
quando qualquer funcional linear continuo z* € £E* nao nulo atinge seu valor méximo na
bola unitaria fechada em apenas um tnico ponto.

Proposigao 1.7.1. ([6], p. 35) As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) E € estritamente convexo.

(i1) Se ||lx +y|| = ||z]| + |yll, z # 0 ey # 0, exite t > 0 tal que y = tx.

(111) Se ||z|| = ||yl =1 e x # y, entdo || Ax + (1 — N)y|| <1 para todo X € (0,1)

(iv) Se ||zl =yl =1 e x #y, entio ||5(z +y)ll <1

Demonstracao.
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(i) = (i1) Sejam F estritamente convexo e x,y € E nao nulos tal que ||z +y|| = |||+ ||y]|.
Da Observagao 1.4.1, existe z* € E* tal que (z*,z +y) = ||z + y|| e ||=*]] = 1. Como
(@%,2) < |lzll e (z",y) < [lyll, devemos ter (z*,z) = [lz| e (z*,y) = [lyl|, pois caso
contrario terfamos ||z +y|| = (z*,x +y) = (z*, z) + (z*,y) < ||z||+ ||y|| para todo z,y € E
nao nulos. Assim, ( x*, S x*, —— ) = 1. Uma vez que E ¢ estritamente convexo,
[l [yl
segue que —— = i, dai concluimos que y = tx, com t = M > 0.
el Hlyll ]l

(17) = (4i7) Dados ||z|| = ||y|| = 1, © # y, suponhamos por absurdo que exite Ay € (0,1)
tal que [|Aox + (1 — Ao)yll = 1, isto & [[Aoz + (1 — Ao)yll = [[Aoz| + [[(1 = Ao)yl|. Da
hipotese (i), segue que existe ¢ > 0 tal que Aoz = t(1 — A\g)y. Como ||z|| = |ly||, obtemos

Ao = t(1 — X\g) e entdo z = y, uma contradigao.

1
(7i1) = (iv) Como vale (iii) para todo A € (0,1) tomemos A = 5 dai segue que

1
|5@+v|<1= e+l <2

(tv) = (i) Suponhamos que F nao ¢ estritamente convexo. Assim, existe um funcional
nao nulo z* € E* e x1, 29 € F distintos, com ||z1]| = [|z2| = 1, tal que (z*,z1) = ||z*||
*

i
[l

1
onde <x3, 5(%’1 + x2)> = 1. Portanto, do Corolario 1.4.4

e (r*,xe) = ||x*||, ou seja, existe =uaf € B, ||zf]] =1 e (x5, 21) = (x§,z2) = 1, de

1 1 1
H—(ZE1+$2) = Ssup <SL’*,—(JJ1—|—$2)> Z <ZE8,—($1+LE2)> =1
2 Jasli<1 V2 2
que contradiz (iv). [

1.8 Aplicacao de Dualidade

Esta secao é dedicada a definicao da aplicacao de dualidade e algumas de suas
propriedade. A aplicacao de dualidade desempenha um papel muito importante na teoria
dos operadores monétonos maximais e na teoria de seus resolventes desenvolvidos por
Aoyama, Kimura e Takahashi em [2], que ser@o apresentados aqui nesta dissertacao.

Defini¢ao 1.8.1. ([4], p. 402) Uma aplicagao ponto-conjunto A ¢ uma aplica¢do que
tem como dominio um conjunto nao vazio X, como contradominio o conjunto das partes
de um conjunto nao vazio Y, que representamos por Z(Y'), e que associa a cada elemento
z € X o subconjunto A(z) em Z(Y)

A: X -5 2(Y)
Uma aplicagdo ponto-conjunto A : X — Z(Y) é caracterizada por seu grafico, denotado
por Graf(A), o subconjunto de X x Y definido por

Graf(A) ={(z,y) e X xY;y € A(x)}
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O dominio efetivo {z € X; A(z) # 0} de A é denotado por D(A).
O range de A ¢ o conjunto R(A) = U{Az;z € E}.

Observagao 1.8.1. Quando A(x) é composto de apenas um tnico elemento, dizemos que
a aplicacao é ponto-ponto

Exemplo 1.8.1. Sejam Z? e R%. Consideramos o seguinte operador A : Z? — R?, dado

1
por T(z) = B(z; 5) O operador A leva cada ponto z € Z? na bola aberta centrada em

z e raio —, portanto é um operador ponto-conjunto.
2 J

Definigao 1.8.2. (2], p. 396) ou (|10], p. 25) Sejam E um espago de Banach real e E*
seu dual. O operador ponto-conjunto J : £ — Z(E*) tal que

Jr = {a" € E* (", 2) = ||z[|* e [|z]| = [l2"[1}
para todo = € E, é denominada aplicagcao de dualidade.

Notemos que o Corolario 1.4.3 mostra que a aplicagao de dualidade J estd bem
definida e seu dominio efetivo é todo E.

A seguir mostramos algumas propriedade da aplicagao de dualidade em um espaco
normado F.

Definicao 1.8.3. (6], p. 53) Seja A : E — Z(E*) um operador ponto-conjunto. O
operador A é mondtono se

(u—v,x—y) 20,Y(z,u),(y,v) € Graf(A)
Se a desigualdade é estrita, dizemos que A é estritamente mondtono.
Proposicao 1.8.1. (/9/, p. 51) A aplicacio de dualidade J é mondtona

Demonstracao. Dados z,y € E e z* € Jr e y* € Jy, temos

(" —y" o —y) = (2% 2) — (2",y) — (y", 2) + (¥, y)

[z [[llz]l = (=", y) — (", @) + y* [yl

(=[] = Ny D2l = Myl + Ay =l = @~ 2) + (2 lyl] = (=" y))
0 (1.11)

v

pois
U=l D=l =yl = Nzl =Ny = 0, ly*[lllzl = (y*, =) > 0e |*[[[ly] - (=", y) > 0
Dai temos que a aplicacao J é monoétona. |

Proposicao 1.8.2. (/2/, p. 396) Para todo x,y € E e x* € Jx, temos

1 1 .
e lP =51y IP< @e - y) (112)
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Demonstragio. De fato, (*,y) < l*[lyll ¢ 0 < (le| — 1yl = le]2—2lalllly] +lly]|? =
2|yl < l]2 + [ly][2. Portanto,

2%, w —y) = 2((z", ) — (2", 9))
= 2(z", :v> 2(z%,y)
= 2||z[|* — 2(z", )
> 2|||* - HﬂfH2 — IlylI®
= [l=|* = lly]I*

Dai segue o resultado. [ |

Mostramos a seguir que a aplicacao de dualidade J é sobrejetiva, quando E é refle-
Xivo.

Proposicao 1.8.3. (/9], p. 52-53) Sejam E um espago normado real, J e J' as aplicagoes
de dualidade definidas em E e E*, respectivamente, e Jg € o mergulho canénico de E em
E**. Entao temos o sequinte:

(a) Um elemento x* € E* estd em Jx para algum x € E se, e somente se, Jg(x) €
J'(x*).

(b) R(Jg) € R(J') € E*.

(c) R(J) = E* se, e somente se, J'(x*) N R(Jg) # 0 para cada z* € E*.

(d) Se R(J') C R(Jg), entao R(J) = E*

Demonstracao.
(a) (=) Seja z* € Jx para algum z € E, isto &, ||[z*]] = ||z| e (z*,z) = ||=||>. Da
Proposicao 1.5.1 temos
[ Te(@) ]| = =]l = [l
e
(Jp(z), %) = (&%, 2) = ||=||* = [|2""

entdo Jg(x) € J'(z*).

(<) Seja Jg(z) € J'(z*). Da definigao de J'(z*), temos (Jg(x),z*) = ||z*||* e
[7a(x)[| = [[z*[|. Da Proposicao 1.5.1, [|Jg(x)[| = [lz]| e (Ju(x), ") = (2", x). Portanto,
lz*|| = ||lz|| e (z*,z) = ||z||?, ou seja, z* € Jx.

(b) A dltima inclusao é clara. Mostremos que R(Jg) C R(J'). Seja Jr(x) € R(Jg) para
algum z € E. Da definigdo de J, para esse x, existe z* € E* tal que z* € J(z). Pelo item
(a), concluimos que Jg(z) € J'(z*), ou seja, Jg(x) € R(J').

(¢) (=) Seja R(J) = E*. Tomando z* € E*, existe v € E tal que z* € J(z). Do item
(a), segue Jg(x) € J'(x*). Assim, obtemos J'(x*) N R(Jg) # 0.

(<) E claro que R(J) C E*. Mostremos a outra inclusdo. Seja z* € E*. Como
J'(x*) N R(Jg) # 0, entdo exite z € E tal que Jg(z) € J'(x*), pelo item (a) segue que
z* € J(x), logo E* C R(J). Portanto, E* = R(J).

(d) Seja R(J') C R(Jg). Para cada z* € E*, J'(z*) € R(J') C R(Jg), ou seja, J'(z*) N
R(Jg) # 0. Segue do item (c) que R(J) = E*. ]
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Corolario 1.8.1. (/9/, p. 53) Seja J a aplicagcio de dualidade de E em E*. Se E € um
espago de Banach real reflexivo, entao R(J) = E*.

Demonstragao. Seja E reflexivo, isto ¢, R(Jg) = E**. Considerando a aplicacao de
dualidade J' de E* em E**, temos R(J') C R(Jg) = E**. Segue do item (d) do Teorema
1.8.3 que R(J) = E*. |

Quando F é um espaco suave, mostramos abaixo que a aplicagao de dualidade é um
aplicacao ponto-ponto, isto é, para cada x € E, Jx contém apenas um elemento.

Definimos fungao convexa e subgradiente de uma funcao que nos auxiliarao na de-
monstragao deste resultado.

Definigdo 1.8.4. ([2], p. 397) Seja a funcdo ¢ : £ — R. O dominio efetivo de ¢ é o
conjunto D(¢) = {x € E;¢(x) < co}. Quando D(¢) # 0, isto é, quando existe x € E tal
que ¢(z) < oo, ¢ é denominada prépria.

Definicao 1.8.5. (/2], p. 397) Uma funcio ¢ : E — R € dita convexa se dados
z,y € E e o nimero real X € [0, 1],

d(Az + (1= N)y) < Ad(z) + (1 = N)d(y)
O conjunto Epi ¢ = {(x,t) € E x R;¢(x) <t} € chamado epigrafo de ¢.

Exemplo 1.8.2. A fungio ¢ : E — R definida por ¢(z) = ||z||* tem o dominio efetivo
D(¢) = E, jd que ||z||* € R para todo x € E, logo € propria, e é convexa. De fato, dados
y,z € E e X €0,1], temos

Sy + (1= N)2) = [[Ay + (1 = N2/
< (Allyll + @ = M=1)*
= Mlyll” + 221 = Mlyllllzl + (1 = )=
< Myl + A = Nyl +11207) + (= 2)2)l]?
= Alyll* + [[2]1* = Al =lf*
= Alyll* + (1 = M)|l=[I*
= Ap(y) + (1= N)o(2)

Proposicao 1.8.4. (/10], p. 2) Uma fungio ¢ : E — R € convera se, e somente se,
seu epigrafo € um conjunto convexo em E x R.

Demonstragao. (=) Sejam ¢ uma funcdo convexa e (z1,t1), (xe,t2) € Epi¢. Entdo to-
mando A € [0, 1], temos

S(AT1 + (1= Naa) < Ap(x1) + (1 — N(w2) < My + (1 — Mty

dai
()\Ll'l + (1 — )\)1'2, )\tl + (1 — )\)fz) = )\(Q?l,tl) + (1 — )\)(.Z'Q,tg) € Ep’l¢

logo Epi¢ & convexo.
(<) Seja Epi¢ um conjunto convexo. Como para qualquer xy,z2 € D(¢) temos
(x1,0(x1)) e (wq, @(z2)) pertencem a Epi¢p, entao dado A € [0,1]

Ay, @(21)) + (1 = A) (22, ¢(22)) = (A1 + (1 = A)2g, Ad(21) + (1 = A)@(x2)) € Epig
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S(Az1 + (1 — Naa) < Ap(21) + (1 — \)b(x2)

portanto, ¢ é convexa. [ |

Definigdo 1.8.6. ([10], p. 11) Dizemos que ¢ : £ — R ¢ subdiferenciavel em um
ponto x € FE, se existe um funcional x* € E*, chamado subgradiente de ¢ em x, tal
que

¢(y) — ¢(x) = («",y — x), paratodoy € E
O conjunto de todos subgradientes de ¢ em x é denotado por d¢(x) e a aplicagao
0¢: E— P(E)
¢ chamada subdiferencial de ¢.

Proposicgao 1.8.5. (/10/, p. 14) Uma fungao continua conveza prépria ¢ € G-diferencidvel
em x € intD(p) se, e somente se, esta tem um unico subgradiente em x.

Demonstracao. Ver Corolario 2.7. em ([10], p. 14). |

Proposigao 1.8.6. ([10], p. 21) Para cada x© # 0 temos 0||z|| = {z* € E*; (z*,x) =
]l e fla*]] = 1}

Demonstragao. Defina C' = {z* € E*; (z*,x) = ||z] e ||z*| = 1}.
Mostremos, primeiro que C' C 9||z||. Seja z* € C, ou seja, * € E* com (z*,x) =
||| e ||=*|| = 1. Entéao,

(% y —x) = (" y) — (2%, 2) = (@) = 2l < [l [yl = [zl = Tyl = [l

ou seja,
(x*,y — x) <||y|| — ||=|| para todo y € F

portanto, z* € J||z||.
Agora mostremos que d||z|| C C. Seja z* € J||z|| e x # 0, entao x* € E* e

(@ y =) <|lyll = ll«]| < [ly — | para todoy € E (1.13)
dai ||z*|| < 1. Fazendo y = 0 na primeira desigualdade de 1.13, resulta
(@%, —2) < —|lzl| = (2%, 2) 2 |[«]

assim,
lz*[[llz]l = (z*, ) = |||

de onde temos
]| = llz*|l[|x]| = (=", z) > [|=||

1> 2] > (@, 2) > 1

e, portanto, ||z*|| = 1 e (z*, x) = ||z||, isto &, * € C. |

Proposicao 1.8.7. ([10/, p. 22) Seja E um espaco de Banach real. O espaco E é
suave se, e somente se, para cada x # 0 existe um unico x* € E* tal que ||[z*]| =1 e
(x*,x) = ||x||, ou seja, um tnico x* € O||x||.
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Demonstragao. Seja E suave, isto é, sua norma || - || é G-diferenciavel. Como a fungao
norma é continua, convexa e propria, entao, pela Proposi¢ao 1.8.5, dado 0 # x € intD(]| -
|) = E, existe um tnico z* € J||z||, ou seja, existe um tnico z* € E* tal que ||z*]| =1 e
(z*,2) = ||=]|.

Reciprocamente, dado x # 0, supondo existir um tnico z* € F tal que x* € 9|z, segue
da Proposicao 1.8.5 que a norma é G-diferenciavel e, portanto, E é suave. [ |

Teorema 1.8.1. Seja E um espaco de Banach real. E € suave se, e somente se, a
aplicacao de dualidade J é ponto-ponto.

Demonstra¢ao. (=) Seja E um espago de Banach real suave, entao para cada = # 0 existe
um unico z* € E* tal que |[z*]| = 1 e (2", x) = ||z]|. Tomando o funcional em E* dado
por ¥ = kx*, k = ||z||, temos

177 = [[k2™]] = klla™]| = &k = |2

(@*,7) = (ka", z) = k(2", 2) = kll2|| = [|=[|*

portanto, * € J(x) e é tnico, pois * é tnico. Se x = 0, da defini¢do de J, sempre temos
um unico funcional em E* em J(0), a saber, o funcional nulo.
(<) Seja J uma aplicagao ponto-ponto. Dado 0 # x € E, entdo existe um tnico

1
T* € E* tal que (z*,z) = ||z||* e ||z*|| = ||z||. Tome o funcional de F, z* = k'7*, k' = R
x
Temos,
2] = H zr ’: ]l
[l ]
e

(@",2) = (K3, 2) = K'(7",2) = K'||2]|* = |||

z* € 0||z|| e como T* é tnico, logo z* é tnico. Portanto, da Proposi¢ao 1.8.7, E ¢é
suave. |

A seguir, mostramos que a aplica¢ao de dualidade J é estritamente monétona quando
o espago de Banach real E é estritamente convexo e, além disso, ¢ uma aplicagao injetiva.

Proposicao 1.8.8. (/9/, p. 51) Sejam E um espago de Banach real e J a aplica¢ao de
dualidade de E em E*. E ¢é estritamente convero se, e somente se, J € estritamente
mondtona.

Demonstrag¢ao. (=) Seja E estritamente convexo. Suponhamos que J nao ¢ estritamente
mondtona, entdo existem x,y € E, x # y, nao nulos, z* € J(z) e y* € J(y) tal que
(x* —y*,x—y) = 0. Disto e do fato de as parcelas da equacao (1.11) serem nao negativas,
resulta

(=™ = Ny Dzl = [lyl) =0,  (ly* =l — (¥ 2)) =0, (lz"[[|lyll — (=", y)) =0
de onde concluimos
[z = lly*[l, [zl = [lvll, Ny llzl = " 2) = [[2*][lyl] = (=", y)
consequentemente,

(@ x+y) = (" x) + (2 ) = [zl + ="yl =l Azl + Dyl
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Por outro lado,
(%, 2 +y) < [l"][llz + yll

e, portanto,
]| + Iyl < llz + yll

Como [[z[| = [ly[| # 0, segue

x y
)l llyll

1 1 =]l [yl
=l +yll = =zl + lyl) = = + 7 =
‘ ] ] el yll

Isso contradiz o fato de E ser estritamente convexo.
(<) Seja J estritamente mondtona, suponhamos que F nao é estritamente convexo,
entdo existem z,y € E com |jz|| = ||y|| = 1 e x # y ta que ||z + y|| = 2. Seja z* €

J(x ; y)‘ Da definigao de J, temos

" Tyl _1 L 2ty ATty
o)l = o1 | R GO B P -1
2 2
consequentemente
(@ x+y) = (%, 2) + (27, y) =2
Uma vez que (z*,z) < [[z*||||z|| =1 e (z*,y) < ||l=*|||lyll = 1, concluimos

(% 2) = 1=zl e ("y)=1= 2"yl

Assim, temos que z* € J(z) N J(y). Portanto, (x* — z*, 2 — y) = 0 e isso contradiz o fato
de J ser estritamente mondtona. |

Proposicao 1.8.9. (/15/, p. 263) Sejam E um espago normado estritamente convexo
e J a aplicagio de dualidade de E em E*. Se J(x) N J(y) # 0, entao existe um nimero
real ¢ > 0 tal que y = cx.

Demonstragao. Para xz = 0, da hipotese J(z) N J(y) # 0, implica y = 0, logo o resultado
segue. O mesmo acontece se y = 0.

Consideremos z # 0 e y # 0. Seja J(z) N J(y) # 0 e, por absurdo, suponhamos que
y # cx para todo ¢ > 0. Seja z* € J(z)NJ(y), temos z* # 0%, caso contrario, da definigao

de J, terfamos 0 = ||z*|| = ||z|| = ||ly||, de onde concluimos z =y = 0, o que contraria
a hipotese de absurdo. Além disso, da hipotese de absurdo, y # ”yH || || ||515||

da definicao de J, (z*,y) = [|z*|||ly|| e (z*,x) = ||z*||||z||. Portanto, < * i = ||z*]| e
<z*, Hi—H> = ||z*||, o que contraria o fato de E ser estritamente convexo. [

Corolario 1.8.2. ([15], p. 263) Sejam E um espago normado estritamente convezo e J
a aplicagao de dualidade de E em E*. Se x # vy, entao J(x) N J(y) = 0.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que J(z) N J(y) # (. Pela Proposigao 1.8.9
temos exite ¢ > 0 tal que y = cz. Tomando z* € J(z) N J(y), entdo ||z*]| = ||z|| = ||yl
Dai, e z = 0, entdo y = 0, logo x = y. Se x # 0 entdo ||z| = ||y|| = ||cz|| = ¢||z||, logo
c=1ex=1y. Ambas as situagoes contradizem a hipotese de x # . [ |
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1.9 Topologia Fraca e Fraca-Estrela

Esta secao ¢ dedicada a definicao de topologia fraca e fraca-estrela, duas topologias
de grande importancia para Analise Funcional. Neste trabalho abordamos alguns resul-
tados relacionados a essas duas topologias, em especial, o fato de que com a topologia
fraca-estrela ganhamos a compacidade da bola Bg- e supondo E reflexivo ganhamos a
compacidade da bola Bg na topologia fraca. Comegamos definindo topologia gerada por
uma familia de fungoes.

Seja X um conjunto qualquer, seja {Y;}ic; uma familia de espagos topologicos e
{fi }ier uma familia de fungoes f; : X — Y; para cada i € [.

Queremos definir em X a menor topologia que torna todas as fungoes f; continuas.

Para cada ¢ € I e cada aberto A; em Y; considere o conjunto

i (A) ={z € X; fi(x) € Aj}

Chame de ¢ a cole¢ao dos subconjuntos de X que podem ser escritos como intersec¢oes
finitas de conjuntos da forma f; *(A;), ou seja,

¢ = { ﬂ [ (A;);J C I finito e A; aberto eij}

jeJ

Proposicao 1.9.1. (/8/, p. 142) A familia ¢ € base para uma topologia T em X, isto é,
qualquer elemento de T pode ser escrito como uniao de elementos de ¢.

Definigao 1.9.1. (8], p. 143) A topologia 7 da Proposi¢ao 1.9.1 ¢ chamada de topologia
gerada pela familia de fungoes {f;}cs.

Em muitos espacos topoldgicos podemos verificar muitas propriedades de conjuntos
usando sequéncia, como por exemplo, se um conjunto é fechado ou nao. Em topologias
mais gerais nem sempre isso é possivel, pois esse critério falha. Portanto, faz-se necessario
utilizar outra ferramenta para recuperar a ideia de sequéncia. Essa nova ferramenta, que
generaliza a ideia de sequéncia, é chamada de rede.

Definigao 1.9.2. ([8], p. 355) Um conjunto dirigido é um par (A, <) em que < é uma
direcao no conjunto A, isto é, é uma relagao em A tal que:

(a) A < A para todo A € A.
(b) Se )\1,)\2,)\3 S A, )\1 S )\2 € )\2 S )\3, entao /\1 S )\3.
(c) Para todos A1, Ay € A existe A3 € A tal que A\ < A3 e Ay < As.

Exemplo 1.9.1. O conjunto dos niimeros naturais N é um conjunto dirigido, assim como
o conjunto dos ntimeros reais com sua ordem natural.

Definigao 1.9.3. ([8], p. 355) Uma rede em um conjunto X é uma funcao f: A — X,
onde A é um conjunto dirigido. Denotamos f(A) por {z,} para todo A € A, e neste caso
nos referimos a rede {z,}ea.

Exemplo 1.9.2. Uma sequéncia {z,},en é uma rede.
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Defini¢ao 1.9.4. ([8], p. 356) Dizemos que a rede {x)}rea no espago topologico X
converge para r € X, e neste caso escrevemos x, — x, se para cada vizinhanca U de
x existe \g € A tal que x, € U para todo A > .

Exemplo 1.9.3. ([8], p. 356) Sejam X um espago topologico, x um elemento de X e £,
uma base de vizinhancas de x: A relagdao de continéncia invertida V; < Vo <— 1V, C V;
torna %, um conjunto dirigido. De fato: (a) V < V para todo V € %,, pois V C V
para V € AB,; (b) Se Vi, Vo, Vs € B, Vi < Vo e Vo < V3, temos Vo C Vy e V3 C Vi, Dal,
V3 C Vi, entao Vi < V3; (¢) Dados quaisquer Vi, V, € 4, existem abertos A, Ay tais que
reEA CViex e Ay CVy Além disso, x € A1 NA; CViNnVae VinV, € A, pois
VinVa CV,e=1,2 Tome V3 =ViNVy, logo V3 C Vi =1V1 < V3eV3C 1=V, < Vi

Escolhendo z, € V para cada V € %,, temos uma rede {zy}yey, em X que
converge para x. De fato, seja U uma vizinhanca de x, isto é, U € ¥,. Logo existe
Vo € B, tal que x € V C U. Paracada Ve A,, tal que Vy <V, temos V' C V), portanto
xy € VCVy CU, ou seja, zy — .

Proposicao 1.9.2. (/8/, p. 356) Sejam X,Y espagos topoldgicos, A C X ez € X.

(a) x € A se, e somente se, existe uma rede {x\}ren em A tal que x\ —> .

(b) A € fechado se, e somente se, para toda rede {x)}ren em A com x\ —> x, tem-se
r e A

(¢c) Uma fungio f : X —Y € continua se, e somente se, f(x)) — f(x) para toda rede
{z }ren em X tal que zy —> z, v € X.

(d) X € um espagco de Hausdorff se, e somente se, toda rede em X converge para no
mdzrimo um elemento de X.

Demonstragao. Ver Teorema B.31 em ([8], p.356-357) |

Proposicao 1.9.3. (/8], p. 143) Seja 7 a topologia em X gerada pela familia de fungées
{fi}ie]- Entao:

(a) Para cada i € I a funcgao f;: X —'Y; é continua.
(b) Seja {z\}r uma rede em X. Entio x — x em (X, T) se, e somente se, fi(x)) —
fi(z) emY; para todo i € I.

Demonstragao. Ver itens (a) e (e) da Proposi¢ao 6.1.3 em ([8], p.143) |

Defini¢ao 1.9.5. ([8], p. 143) A topologia fraca no espago normado F, denotada por
o(E, E*) é a topologia gerada pelos funcionais lineares continuos ¢ € E*.

Observagao 1.9.1. (/8], p. 143) Quando uma sequéncia {z,}>, em E converge para
x € E na topologia fraca escrevemos

Ty — T
Proposicao 1.9.4. (/8/, p. 144) Seja E um espago normado. Entdo:

(a) Funcionais lineares continuos sao fracamente continuos, isto é, para todo ¢ € E*,
¢:(FE,o(E,E*)) — R ¢é continuo.
(b) Para cada xy € E, o0s conjuntos da forma

Vie={z € E;|pi(x) — pi(xo)| < € para todo i € J}

onde J é um conjunto finito, p; € E* para todo it € J e € > 0, formam uma base de
wizinhangas abertas de xo para a topologia fraca.
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(c) Seja {x,}>°, uma sequéncia em E. Entdo z, — x se, e somente se, p(r,) —
o(x) para todo ¢ € E*.
(d) A topologia fraca o(E, E*) é de Hausdorff.

Demonstragao. (a) Segue diretamente da definigdo de topologia fraca.
(b) Seja U € o(E, E*) tal que o € U. Sabemos da Proposigao 1.9.1 que a familia
= {m ¢ '(A)); ; € E*,J ¢ finito, A; C R ¢ aberto} ¢ uma base para o(E, E*).
jeJ
Dai existem funcionais @1, @, ..., o € E* e abertos Ay, A, ..., Ax € R tais que

k
mo €[ )e;'(4) CU (1.14)
j=1

Entao, ¢;(zo) € A;, para todo j = 1,2,..., k. Logo, existe e > 0 tal que
B(p;(zo);€) C Aj, paratodo j =1,2,... k (1.15)
Segue das expressoes 1.14 e 1.15 que

one = {2 € By |p,(z) — (o) <€ paratodo j=1,2,... k}

77777

k
= ﬂ{x € E;|pi(z) — p(zo)| < €}

como queriamos.

(c) Sejam ¢ € E*, ¢ > 0e V,. = {y € E;|p(y) — ¢(z)| < ¢}. Como z, — u,
segue que existe ny € N tal que n > ng implica z,, € V,, = |¢o(z,) — p(x)] < e
Portanto, ¢(z,) — ¢(z) em R. Reciprocamente, sejam @1,..., ¢ € E* e seja
e > 0. Devemos mostrar que existe ng € N tal que n > ng implica

z, €{y € E;|pj(y) — ¢j(x)| <€ paratodo j=1,2,...,k} (1.16)

De fato, por hipotese ¢;(z,) — ¢;(x) para todo j = 1,2,..., k. Dai existe ng € N
tal que n > ng = |p;(z,) — ;(z)| < € para todo j = 1,2,...,k, logo vale (1.16)
(d) Sejam x,y € E, © # y. Pela Observagao 1.4.1 existe ¢ € E* tal que p(z) # ¢(y).
_ le(y) — ¢(=)|

Seja € = — 5 Entao, as vizinhancas

Valpie) = {z € B lp(2) = p(@)] < e} e Vy(pre) = {2 € Eifo(2) — o(y)| < ¢}

sao tais que Vi (p;€), V,(p;€) € 0(E,E*) e x € Vi(ps€) e y € Vy(p;€). Vejamos que
V(s €) NV, (¢;€) = 0. De fato, se w € V,(g;€), entao

p(w)— ()] = lp(@) - ()]~ lp(w) — p(@)] > lp(x) —p(y)| e = DXL _

portanto, w ¢ V,(¢;€).
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Corolario 1.9.1. ([8], p. 144) Em um espago normado E, se x, — x entio x, — .

Demonstragao. Seja x, — x. Entdo para todo ¢ € E* temos p(z,) — ¢(z). O
resultado segue aplicando o item (c¢) da Proposi¢ao 1.9.4. |

Teorema de Mazur. ([8], p. 149) Sejam E um espago normado real e K um subcon-
junto convexo de E. FEntao o fecho de K na topologia da norma, K ”, coincide com o

fecho de K na topologia fraca, K~ “EE) g particular, wm conjunto convexo € fechado

na topologia fraca se, e somente se, € fechado na topologia da norma.

Demonstracao. Seja xg € ?”'” logo existe uma sequéncia {z,} C K tal que x,, — xy,
K ), assim KH | c K’ (EE) Por
K \ K ”, do Teorema de Hahn-

pelo Corolario 1.9.1 temos z,, — x e daf zp € K

outro lado, supondo por absurdo que existe zg € K
Banach (Proposu;ao 1.4.3), existe ¢ € E* e a € R tal que

¢(z0) > a > ¢(r) para todo x € I (1.17)

?E*)

—o(E . . .
Como g € KU( , existe uma sequéncia {r,} C K tal que x,, — z. Entdo,

() — »(x0)

-0 (E,E") o(E,E*)

—
|

o que contradiz a desigualdade (1.17), logo K c k' . Portanto, K°

Proposicao 1.9.5. (/6/, p. 72) Seja E um espaco normado. Uma fungio f : E — R
propria convexa € s.c.i. em E se, e somente se, € s.c.i. com respeito a topologia fraca em

E.

Demonstracao. Como f é convexa pela Proposicao 1.8.4, Epif é convexo e como f é s.c.i.
pela Proposicao 1.3.1, Epif é fechado. Pelo Teorema de Mazur um conjunto convexo é
fechado na topologia da norma se, e somente se, é fechado na topologia fraca. Portanto,
Epif é fechado na topologia fraca e pela Proposicao 1.3.1 f é s.c.i. com respeito a
topologia fraca. [ |

Podemos considerar, no dual E* de um espaco normado, a topologia da norma e a
topologia fraca o(E*, E**). Considerando o mergulho canénico Jg : E — E** o conjunto
Jg(E) também forma um conjunto importante de fungdes definidas em E*, que gera a
topologia definida a seguir.

Definig¢ao 1.9.6. ([8], p. 152) A topologia fraca-estrela no dual E* do espago normado FE
denotada por o(E*, E) é a topologia em E* gerada pelas fungoes pertencentes ao conjunto
Jp(E) = {Jg(z);z € E}, isto é, pelas fungoes

Jeg(z) : E* — R, dada por Jg(z)(p) = p(x),x € £

Observagao 1.9.2. ([8], p. 152) Quando uma sequéncia {¢,}5°, em F converge para
» € FE na topologia fraca-estrela escrevemos

on 5

Proposicao 1.9.6. (/8/, p. 152) Seja E um espago normado. Entao:
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(a) Para todo x € E, Jg(x): (E*,0(E*, E)) — R € continuo.
(b) Para cada ¢y € E*, 0s conjuntos da forma

Wie=A{p € E";|o(x;) — o(x;)| < € para todo i € J}

onde J € um conjunto finito, x; € E para todo i € J e € > 0, formam uma base de
vizinhangas abertas de pg para a topologia fraca-estrela.

(c) Seja {pn}>2, uma sequéncia em E*. Entao

On SN v se, e somente se, p,(r) — @(x) para todo v € E

(d) A topologia fraca-estrela o(E*, E) é de Hausdorff.
Demonstragao. Ver Proposigao 6.3.2 (8], p.152) |

Proposicao 1.9.7. ([8], p. 155) Seja E um espa¢o normado. As topologias fraca
o(E*, E**) e fraca-estrela o(E*, E) coincidem em E* se, e somente se, E ¢é reflexivo.

Demonstragao. Ver item (b) da Proposi¢ao 6.3.8 ([8], p.155) [ |

Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki. (/8/, p. 156) Para todo espag¢o normado E,
a bola Bg« € compacta na topologia fraca-estrela o(E*, E) de E*.

Demonstragao. Ver Teorema 6.3.9 ([8], p.156-157) [

Definicao 1.9.7. Um homeomorfismo entre espacos topologicos X e Y é uma fungao
f X — Y que é continua, bijetora e tem inversa continua.

Lema 1.9.1. (/8/, p. 157) Seja E um espago de Banach. O merqulho canonico Jg é um
homeomorfismo de (E,o(E, E*)) sobre sua imagem Jg(E) com a topologia induzida pela
topologia fraca-estrela de E**. Isto €, a fung¢ao

Jg: (E,0(E,E")) — Jg(E) C (E™,0(E™, E))
€ um homeomorfismo.

Demonstra¢ao. Como Jg € isometria linear sobre sua imagem, Jg é bijetor. Mostremos
que Jg é continua. Para toda {z,} em E,

zy — x em E <= p(x)) — @(z) para todo funcional ¢ € E*
< Jg(xx)(p) — Je(z)(p) para todo funcional p € E*

— Jp(zy) L5 Jp(z) em E*

s Jp(zy) L5 Jp(z) em Jp(E)

Como J;'(Jg(z))) = x temos que J5' também é.

A primeira equivaléncia resulta do item (b) da Proposi¢ao 1.9.3 para a topologia
fraca, a segunda é da definigdo de Jg, a terceira resulta novamente do item (b) da Pro-
posicao 1.9.3, agora aplicada para a topologia fraca-estrela e a tltima do fato de que em
Ji(E) estamos considerando a topologia induzida pela topologia fraca-estrela de E**. W
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Proposicao 1.9.8. (/8/, p. 158) Para todo espago reflezivo E, a bola Bg € compacta na
topologia fraca o(E, E*).
Demonstra¢ao. Como E ¢é reflexivo, Jg(E) = E**, logo pelo Lema 1.9.1
Jg: (E,0(E,E")) — Jg(E) = (E™,0(E™, FE))

¢ um homeomorfismo. Do Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki temos que Bg« é com-
pacta na topologia o(E**, E*), portanto da continuidade de Jb?l segue que

By = J;'(Bg-)

¢ compacta na topologia o(E, E*). [ |



Capitulo 2

Problema de Equilibrio e
Monotonicidade Maximal

Neste capitulo vemos um resultado de existéncia e unicidade para um problema
de equilibrio, que sera definido a seguir, e a partir do qual definimos o resolvente de
bifungoes. Adiante, definimos um operador monétono maximal ligado a uma bifuncao
monotona maximal, os quais compartilham o mesmo resolvente e vice-versa. Encerrando,
vemos uma relacao entre operador monétono maximal e bifuncao monétona maximal.

Iniciamos com a defini¢do de problema de equilibrio, segundo Blum e Oettli em [7].

O Problema de Equilibrio, com respeito a C, consiste em:

(PE) encontrar T € C tal que f(7,y) > 0 para todo y € C (2.1)

onde, C' é um subconjunto nao vazio, convexo e fechado de F, que é um espaco de Banach
real, e f : E x F — R é uma bifuncéo estendida. Neste caso, o ponto T € C' é chamado
uma solucao do problema.

O conjunto solugao de um problema de equilibrio em relacao a uma bifuncao f, com
respeito a C, é denotado por

PE(f) ={2 € C; f(2,y) = 0 para todo y € C'}

Uma justificativa para estudar a formulagao de um problema PE, reside no fato de
que alguns problemas podem ser resolvidos como um problema de equilibrio, por exemplo:

(1) (7], p-124)(Otimizagao)— Seja ( : C' — R. O problema de encontrar
7 € C tal que ((7) < ((y) para todo y € C (2.2)

pode ser escrito como
min {(z) sujeito a x € C

Definindo a bifungao f : C'x C' — R por f(z,y) = ((y) —((x), entdao o PE definido
em (2.1) coincide com o problema de otimizagao definido em (2.2).

(2) ([7], p-125)(Ponto Fixo)— Seja H = H* um espago de Hilbert. Dado o operador
T:C — C,C C H convexo e compacto. Consideremos o problema de encontrar

zZ € C tal que T = T'(7) (2.3)

definindo a bifun¢ao f : C xC — R por f(z,y) = (x—T(z),y—x), entdo T resolve
o PE definido em (2.1) se, e somente se, T é uma solu¢ao do problema de encontrar

48
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ponto fixo definido em (2.3). De fato:
(=) Seja T uma solugdo para o problema de equilibrio, isto é,

f@y) = -T@),y-7) >0
para todo y € C. Entao, fazendo y = T'(T), temos
0 {7 -T@), (@) - 7) = —|7(@) -7
de onde concluimos que T(Z) =7
(<) Seja T um ponto fixo para T, ou seja, T = T'(T). Entao,
f@y) =@ -T(@),y-7) =0
para todo y € C, logo T € PE(f).

Nesta dissertagao, estudamos o problema de equilibrio no caso em que

f(x,y) = g(z,y) + h(z,y)

onde ¢ e h sdo bifuncdes definidas de E x E em R.

2.1 Monotonicidade Maximal de Operadores

Esta secao é dedicada a uma caracterizacao de operador monoétono maximal que
envolve a aplicagao de dualidade J. Isto nos levara a uma definicao de resolvente para
operadores mondtonos maximais. O resultado estabelece que um operador monétono A
é mondtono maximal se, e somente se, para qualquer r € R,r > 0, o operador J +rA é
sobrejetivo.

Comecamos definindo duas nogoes de continuidade para operadores, a primeira es-
tabelece que o limite na topologia da norma implica no limite na topologia fraca-estrela,
j& a segunda restringe esta ideia para limite em segmentos de reta.

Defini¢ao 2.1.1. ([10], p. 149) Sejam F um espago de Banach real, E* seu espaco dual
e o operador ponto - ponto T : E — E*. O operador T' é dito ser demicontinuo em

z € D(T), se dada a sequéncia {z,} C D(T), com z, — z tem-se Tz, % Tz. O
operador T é chamado hemicontinuo em = € D(T), se x + t,y € D(T), t,, > 0, para

y € Eet, — 0 implicar que T'(x + t,y) N
Diante destas definigoes, temos mais uma propriedade da aplicacao de dualidade J.

Proposicao 2.1.1. ([5], p. 2) Seja E um espago de Banach real. Se o espago dual E*
€ estritamente convexo, entao a aplicacao de dualidade J é ponto-ponto e demicontinua,
isto €, continua de (E, || -||) para (E*,0(E*, E)).

Demonstrag¢ao. Ver Teorema 1.2. em ([5], p. 2) [

Definimos a seguir, suporte de uma fungao e particao da unidade. Mostramos um
resultado quando a particao da unidade é estritamente subordinada a uma cobertura
aberta. Este resultado sera necesséario para a demonstragao do Teorema seguinte.



50

Definigao 2.1.2. ([13], p. 320) Dados um espago métrico M, um espago vetorial normado
E e uma aplicagao f : M — E, o suporte de f é, por defini¢ao, o fecho do conjunto

{z € M; f(z) # 0}

ou seja,

supp(f) = {x € M; f(z) # 0}

Exemplo 2.1.1. (|13], p. 320) Dados a € M e r > 0, a fun¢ao real continua f : M — R,
definida por f(x) = d(z, M \ B(a;r)) tem suporte igual a B(a;r).

Definicao 2.1.3. ([13], p. 317) Uma familia € = (C)) ez de subconjuntos de um espago
métrico M chama-se localmente finita se, e somente se, para cada x € M existem
indices A, ..., \, € L e uma vizinhanga V, 3 x tais que V, NCy\ 0 = X € {\,..., \,.}.

Exemplo 2.1.2. ([13], p. 317) A familia ¥ que consiste de todos os intervalos de reta
(n,00), n € N, é localmente finita em R.

Definicao 2.1.4. ([13], p. 320) Seja M um espaco métrico. Uma particao da unidade
em M é uma familia ())er de fungoes reais continuas ¢, : M — R tais que:

1) Para todo z € M e todo A € L, tem-se ¢)(z) > 0;
2) A familia € = (supp(¢a))rer € localmente finita em M;

3) Para todo x € M tem-se Z oa(z) =1
XeL

Definicao 2.1.5. ([13], p. 321) Seja ¥ = (C\)xer uma cobertura de M. Diremos que

uma particao da unidade Z Yo = 1 estd subordinada a cobertura % quando, para
acA

todo a € A, existe A € L tal que supp(p,) C C\. Diremos que a partigdo da unidade

Z(p)\ = 1 é estritamente subordinada a cobertura ¥ quando ¥ = (C\)xep tiver

AeL
indices no mesmo conjunto L que as fungdes @, e, além disso, supp(p,) C C) para todo

A€ L.
Proposigao 2.1.2. ([13], p. 321) Para toda cobertura aberta € = (C\)er de um espago

métrico separdvel, existe uma particao da unidade Z ©n = 1 subordinada a € .

n=1

Demonstra¢ao. Ver Proposigao 10 em ([13], p. 321). [ |

Proposigao 2.1.3. ([13], p. 322) Dada uma cobertura aberta o/ = (A))rer num espago

métrico separdvel M, existe uma particao da unidade Z v = 1 estritamente subordinada

el
a cobertura < .

Demonstragao. Seja Z@/}n = 1 uma parti¢do da unidade subordinada a <7, obtida na
n=1

Proposi¢ao 2.1.2. Para cada n € N, existe A € L tal que supp(¢,,) C A,. Definamos
uma "funcdo escolha"f : N — L, pondo f(n) = A tal que supp(v,) C A,, isto é,
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supp(n) C Ag(ny para todo n € N. Para cada A € L ponhamos &, = Z ¥,. Como os
f(n)=x
suportes das v,, formam uma cobertura localmente finita, temos

supp(&) = | supp(vn) = | supp(n)
Fm)=x Fm)=x

Afirmamos que (supp(€)))rer ¢ uma familia localmente finita. De fato, para cada © € M
existem J = {nq,...,n,} C N e uma vizinhanga V, 3 x tais que supp(¢,) NV, 0D =n €
J. Seja Lo = f(J). Se supp(&x)NV, # 0 entdo existe n tal que f(n) = A e supp(¢,) NV, #
0. Logo n € J e, portanto, A € Ly. Resumindo: supp(&) NV, # 0 = X € Ly. Para

concluir a demonstracao facamos & = Z Exepy= ? |
AEL

O Teorema de Ponto Fixo dado abaixo e os dois Lemas dados a seguir serao impor-
tantes para demostrar que sob certas condi¢oes sobre um operador A ponto-conjunto e
sobre um operador B ponto-ponto, a expressao 0 € (A + B)z possui solugao.

Teorema de Ponto Fixo de Brouwer. ([12] p. 10-11) Sejam E um espago de Banach
real de dimensao finita, K C E um subconjunto compacto e convexo e, f: K — K uma
fung¢ao continua. Entao, f admite um ponto fizo.

Demonstragao. Ver Teorema 2.5 em ([12] p. 10-11). |

Lema 2.1.1. (/5/, p. 30) Sejam E um espago de Banach real de dimensao finita e B
um operador ponto-ponto, mondtono e hemicontinuo de £ em E*. Entao o operador B é
continuo.

Demonstragao. Primeiro provamos que o operador B ¢ limitado em subconjuntos limi-
tados. De fato, caso contrario existiria uma sequéncia {x,} C E tal que z, — xq e
| B(xy,)|| — o0, quando n — oo. Como B é mondtono, temos

(B(xy,) — B(z),z, —x) >0, para todo z € E

dai

Bl B
1B~ 1B

Como FE é de dimensao finita, E* também ¢é, logo Bg+ é compacto. A sequéncia

ﬁé%;ﬁCB”

, Ly, — a:> >0, para todo z € F (2.4)

B<xn)
[[B(zn)ll

llyoll = 1. Fixando = € E e fazendo n — 00, na desigualdade (2.4), temos

Passando a uma subsequéncia se necessario, podemos assumir — Yo, com

(Yo, zo — x) > 0 para todo x € F

_B(@)
1B(n)|

(Yo, 0 — x) > 0 para todo = € F, em particular, terfamos (yo, o — ¥9) = (y0,0) > 0,
absurdo! Se (yg,zo — z) = 0 para todo = € FE, logo yo = 0, absurdo, pois ||y| =

pois ———— — 0, ja que cada coordenada de B(x) vai convergir pra zero. Se tivermos
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Portanto, o operador B ¢é limitado em subconjuntos limitados.

Agora, seja {z,} C E, com z, — xy. Pelo que foi mostrado acima a sequéncia
{B(z,)} em E* ¢ limitada. Consideremos yy um valor de aderéncia da sequéncia {B(z,)}
e mostremos que este ¢ igual a B(zy). Como B é mondtono, temos

(yo — B(z), 29 — x) > 0, para todo x € F
tomando nesta desigualdade x = tu + (1 — t)xg, com t € (0,1] e u € E arbitréario, temos
(yo — B(tu + (1 — t)zg), 2o — tu — (1 — t)zo) = (yo — B(tu + (1 — t)z0),t(xog —u)) >0
de onde
(yo — B(tu + (1 — t)zo), 2o —u) > 0, paratodo t € (0,1 eu e E
fazendo t — 0 e usando a hemicontinuidade de B obtemos
(yo — B(xo), xg — u) > 0, para todo u € F
Se (yo — B(xg), o — u) > 0, para todo u € E, em particular temos
(yo — B(xo),x0 — 19 = 0) > 0,
absurdo. Logo (yo — B(zo), o — u) = 0, para todo u € E, portanto,
Yo — B(wo) = 0 = yo = B(wy).
|

Definicao 2.1.6. ([6], p. 53) Seja A : E — Z(E*) operador monétono. A ¢ mondtono
maximal se ndo existe operador monoétono B : E — Z(E*) tal que Graf(B) contém
propriamente Graf(A), isto é, V(z,u) € E x E*

(x,u) € Graf(A) & V(y,v) € Graf(A),(u —v,z —y) >0

Teorema 2.1.1. (/5/, p. 30) Sejam E um espago de Banach real reflexivo, A : E —
P(E*) operador mondtono maximal, 0 € D(A), B : E — E* operador mondtono,
ponto-ponto, hemicontinuo e coercivo, isto €,

L (B3

Jall oo ||
e D(B) = E. Entio ezite v € K = convD(A) tal que
(Bx +v,u—x) >0 para todo (u,v) € GrafA (2.5)
Em particular, como A € mondtono mazximal, seque de (2.5) que —Bx € Ax.

Demonstracao. A demonstracao seré feita em duas partes.
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(Primeira parte — Quando o espago E tem dimensao finita)
E suficiente provar o resultado para D(A) limitado.
De fato, se o resultado é valido para dominio limitado, consideramos os operadores A,,
K, — Z(E*), onde A,v = Az e K,, = KN {x € E;||z|| < n}. Entao, para cada n € N
existe x, € K, tal que

(Bx,, +v,u — x,) > 0 para todo (u,v) € GrafA, (2.6)
Como 0 € D(A,,), em particular temos (Bz, + £, —x,) > 0, com & € A,0 fixo. Dali,

(Bry, —zn) + (§, —2n) 2 0= (€, —xs) > (Bap, xn) = |E|[|2nll > (§, —20) > (B, )
ou seja,

(Bxy,, Tp)
R <
[

Da coercividade de B, concluimos que existe M > 0 tal que ||z,|| < M pata todo n € N.
Passando a subsequéncia, se necessario, podemos assumir que x,, — x. Do Lema 2.1.1,
B ¢é continuo, entao fazendo n — oo em (2.6) obtemos,

(Bx 4+ v,u — z) > 0 para todo (u,v) € GrafA

como queriamos.

Assumindo D(A) limitado mostramos que o resultado ¢ valido. Seja K = convD(A)
tal que D(A) C K. Suponhamos, por absurdo, que

para todo x € K existe (u,v) € GrafA, com (Bx +v,u—x) <0
Podemos entao escrever
K = U {z € K;(Bx +v,u—1z) <0}
(u,v)EGrafA

isto é, K é coberto por conjuntos abertos. Como K é compacto, implica que existe
(ui,v;) € GrafA,1 <i < m, assim

K:UKZ-, onde K; = {z € K;(Bx + v;,u; — ) <0}

=1

Seja {¢1, ..., om} a parti¢do da unidade estritamente subordinada a esta cobertura. De-

finamos a aplicacao f : K — K, pondo f(x Z% x)u; para cada x € K. Como

=1
cada @; é continua, entao f é continua, do Teorema de Ponto Fixo de Brouwer existe

xo € K tal que f(zg) = zo. Por outro lado, para cada = € K, podemos definir a fungao
g: K — R, pondo

o) = {3 e + B f(a) — )
= < i @i(x)(v; + Bx) i >

m m

= > ile) Yo eil){vi + Bo,uy — )
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Analisando esta altima igualdade temos: se i = j e ¢2(z) # 0 = ¢;(z) # 0 o que implica
r € K; e, assim (v; + Bz, u; —x) < 0;se 1 # j e @;(x)p;(z) #0= @i(x) #0 e gj(x) #0
o que implica z € K; N K, e assim (v; + Bz, u; —x) < 0 e (v; + Bz, u; — z) < 0. Usando
a monotonicidade de A, temos

(v; + Bx,uj — z) + (v; + Bx,u; — x) = (

+ (v; —v; +v; + Bz, u; — x)

= (v; —v;,u; — ) + (v; + Bx,u; — x)
(vj — v, u; — x) + (v; + Br,u; — x)

= (v; —v;,u; —v;) + (v; + Bx,uj; — x)

Ou seja, g(x) < 0 para todo x € K, o que contradiz o fato de
9(x0) = (D @ilwo)vs + B, f(w0) = 30) =0
i=1

Portanto, exite z € K = convD(A) tal que (Bx+v,u—x) > 0 para todo (u,v) € GrafA.

(Segunda parte — Quando o espago E tem dimensao infinita)

Para demonstrar o resultado em dimensao infinita, consideramos A a familia de todos os
subespagos de dimensao finita { £, }.er de E ordenada pela relagao de inclusdo. Supomos
também I um conjunto dirigido, a saber o < f = FE, C Ez. Para cada E, € A,
denotemos por P, a projecao de E, em E, P, seu operador adjunto, A, = P, AP,,
B, = PC/MBPCY e K, = KNE, paratodo a € I. Temos do Lema 2.1.2, que serd demonstrado
a seguir, que A, e B, tem as mesmas caracteristicas de A e B, respectivamente. Da
primeira parte da demonstracao, para cada a € [ exite z, € K, tal que

(BaTo +U,u — x4) > 0 para todo (u,?) € GrafA,

isto é,
(Bxy + v,u — x4) > 0 para todo (u,v) € GrafA (2.7)
Em particular, como 0 € D(A), tomando & € A(0) fixo, temos

(BTa, —a) + (&, —Ta) > 0= (§, —Ta) > (BTa,Ta) = [[§]l|zall = (€, —7a) = (BT, Ta)

ou seja,
(BZo, Tq)
e < el
ol

Usando a coercividade de B nesta tultima desigualdade, concluimos que {z,} é um sub-
conjunto limitado de F, ou seja, existe M > 0 tal que ||z,|| < M. O espago E é reflexivo,
entdo B[0; M| é fracamente compacta, logo existe uma sequéncia {z,, } C {z,} tal que

Ta, — v em E quando n — oo (2.8)

Além disso, como o operador B leva conjuntos limitados em conjuntos limitados e £* é
reflexivo, podemos supor

Bx,, — y em E* quando n —> 0o (2.9)
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Como os subconjuntos convexos fechados sao fracamente fechados, inferimos que x € K.
De (2.7), obtemos

(BZa,, Ta,) < (Ba,,u) + (v,u) — (v, x,,) para todo (u,v) € GrafA
usando (2.8) e (2.9), vemos que

lim sup(Bra,, za,) < (y,u) + (v,1) — (v,2)

n—oo
= (y,u) + (v,u — x) para todo (u,v) € GrafA (2.10)
Mostramos, agora que
lim sup(Bz,,,, s, — ) <0 (2.11)
n—oo
Se isto nao ¢ verdade, temos lim sup(Bz,, , T, — =) > 0, equivalente a
n—oo

lim sup(Bz,,, Ta,) > lim sup(Bz,,,x) = (y,x)

n—oo n—oo

dai e de (2.10)
(y,u) + (v,u — x) > (y, ) para todo (u,v) € GrafA
isto é,
(y +v,u — x) > 0 para todo (u,v) € GrafA

Como A é mon6tono maximal com dominio em K, z € K, entao (x,—y) € GrafA. Pondo
u=x em (2.10) obtemos (2.11), o que contradiz a hipotese trabalhada.

Agora, para u arbitrario mas fixo em D(A) considere u; =tz + (1 —t)u, 0 <t <1,
em virtude da monotonicidade de B, temos

(Bxg, — Buy, x4, — ut) > 0 (Bxa,, Ta, — ) > (Bug, To, — ut)
substituindo u;
(BT Ta, — tz — (1= t)u) > (Buy, x4, —tz — (1 — t)u)
0
>

(Bxa, (T, — ) + (1 —t)(Ta, —u)) > (Bug, t(za, — ) + (1 — t)(2q, —u))

=

t(Bxg,, To, — ) + (1 — t)(Bxg,, Ta, —u) > t{Buy, o, —x) + (1 — t)(Buy, To, — u)
aplicando lim sup e usando (2.10) e (2.11) obtemos

n—o0

(v,u —x) > lim sup(Bzx,, , Ts, —u) > (Buy, z — u) para todo (u,v) € GrafA

n—oo

Na medida em que B é hemicontinuo, fazendo t — 1
(v,u—x) > (Bx,r — u) para todo (u,v) € GrafA

0

(v+ Bx,u—z) > 0 para todo (u,v) € GrafA

Como queriamos demonstrar.
Em particular, sendo A monétono maximal, como

(=Br —v,x —u) = (v+ Bx,u —x) > 0 para todo (u,v) € GrafA
concluimos que —B(z) € A(x). |
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Lema 2.1.2. Sejam E um espacgo de Banach real reflexivo. Considerando dois operadores
A e B com as mesmas propriedades dadas no Teorema 2.1.1. Os operadores A, : B, —>
P(EY) e By : B, — E} dados por Ay, = P,AP,, B, = P.BP, ¢ K, = KN E,, onde
P,: E, — FE € a projecao de E, em E e P, : E* — E ¢ seu operador adjunto, tém
as mesmas propriedades dos operadores A e B, respectivamente.

Demonstracao. Notemos que dado x € E,, o operador A, restringe os funcionais z* €
Ax C E* ao subespaco F, de E, ou seja, a imagem de x € FE, pelo operador A, é
o funcional 75 € EZ tal que (T%,x) = (2*,x) para todo x € E,. Da mesma forma, o
operador B, restringe os funcionais B(x) € E* ao subespaco E, de E, ou seja, a imagem
de x € E, pelo operador B, ¢ o funcional Bx € E* tal que (Bx,z) = (Bx,r) para todo
x € E,. Logo os operadores A, e B, tém as mesmas propriedades dos operadores A e B,
respectivamente. [ |

Observagao 2.1.1.

(a) Para o caso de E ser um espago de Banach real de dimensao finita, nao foi necessaria
a hipotese de maximalidade de A.

(b) Com a demonstragao do Teorema 2.1.1, também foi demonstrado que o dominio efetivo
de um operador monétono maximal é convexo e fechado.

Notemos que a aplicagao de dualidade J tem as mesma propriedades do operador
B dado no Teorema (2.1.1). Assim temos o seguinte Teorema que caracteriza um ope-
rador mondétono maximal. Utilizamos esta caracterizacao, logo em seguida, para definir
resolvente destes operadores.

Teorema 2.1.2. ([5/, p. 34) Sejam E um espago de Banach real estritamente convezo,
suave e reflezivo e A : E — P(E*) um operador mondtono. FEntao A é mondtono
mazimal se, e somente se, R(J +rA) = E* para todo r > 0, onde R(J +rA) = E* é a
imagem de J +rA.

Demonstragao. A aplicacao de dualidade J é estritamente convexa, injetiva, ponto-ponto
e sobrejetiva, ja que E um espaco de Banach real estritamente convexo, suave e reflexivo.

(<) Seja R(J + rA) = E* para qualquer r > 0. Suponhamos, por absurdo, que A nao é
mondtono maximal, logo existe (yo, 25) € E x E* tal que (yo, z5) ¢ GrafA e

(" — zp", & — yo) > 0 para todo (z,z") € GrafA (2.12)
Por hipoétese, existe (z1,27) € GrafA tal que
1
Jry+ra] = Jyo+rzy = 2] = ;(Jyo — Jxy) + 25 (2.13)

Substituindo (x1, ) na desigualdade (2.12) no lugar de (z, z*), obtemos
(2] — 20", 21 — y0) = 0

1
<;(Jyo —Jx)+ 25— 2", 21 —yo) >0

1
<;(Jy0 — Jxy),x1 —yo) > 0
(o1 = Jyo, w1 = yo) <0 (2.14)

Como J é monotona, da desigualdade (2.14), concluimos que (Jx; — Jyo,x1 — yo) = 0,
mas J ¢é estritamente mondtona e ponto-ponto, portanto, x1 = yg e assim Jx; = Jyp.
Usando isto na igualdade (2.13) resulta x} = 2§, ou seja, (o, z5) € GrafA, contradigao.
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(=) Seja A um operador mondtono maximal em E. Podemos admitir que 0 € D(A), pois
caso contrario podemos aplicar este teorema para os operadores definidos por
J(x + xo) —

Bz = N oAy = A(z + xy) com xg € D(A)
r

Como E é estritamente convexo, da Proposicao 2.1.1, J é ponto-ponto e demicontinua

em F. Sejam y; € E* e r > 0 arbitrarios. Defina o operador B : E — E*, pondo

Jr —y ) , Bx,x
Bx = %, O operador B é ponto-ponto, hemicontinuo e lim u = 0
r lzl|—oo |||

Aplicando o Teorema 2.1.1, existe = € convD(A) tal que

Jr —yp

{

+v,u—x) = (Bx +v,u—1x) > 0 para todo (u,v) € GrafA
”

Desta tultima desigualdade e da monotonicidade maximal de A, obtemos

J _ *
(:c,—u) € GrafA
isto é,

Jr —y§

—TGA:U = yy€Jr+rAr = (J+rAx

Portanto, R(J +rA) = E* |

Corolario 2.1.1. (/2/, p.398) Sejam E um espago de Banach real estritamente convexo,
suave e reflexivo e A : E — P(E*) um operador mondtono mazimal. Dados r > 0 e
x € B, existe um unico x, € D(A) tal que Jx € Jx, +rAx, = (J +rA)z,.

Demonstracao. A existéncia de x, é consequéncia do Teorema 2.1.2, pois
R(J+rA)=FE"

Suponhamos por absurdo que, além de x,, exista y, € D(A), vy, # x,, tal que Jx €
Jy, + rAy,. Disto e do fato de J ser ponto-ponto, existem z’ € Ax, e y: € Ay, tais
que Jxr = Jx, +rxl e Jr = Jy, + ryf. Assim, como J é estritamente monétono e A é
mondtono

absurdo. [ |

Assim podemos definir uma aplica¢ao ponto-ponto J, : E — D(A) pondo J.z = x,,
isto é, J, = (J +71A)"1J.

Definicao 2.1.7. A aplicacao J, é chamada o resolvente de A para r.
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Mais ainda, dados r > 0 e x € E, temos que Jx € Jx, + rAx,, usando a definicao
de resolvente acima temos Jr € JJ,.x +rAJx = Jr — JJ.x € rAJ.x e, dai

1
;(J —JJ)x € Adyx (2.15)

O conjunto de todos os zeros de A ¢ denotado por A~10, isto &,
A0 = {r € E;0 € Az}

Denotamos por F(J,) = {x € FE;J.x = x} o conjunto de pontos fixos de J,, temos
F(J,) = A710. De fato, dado x € E e r > 0,

reEANVe0cArs0crAr e JreJr+rAv & Jx =z < 1 € F(J,)

Esses resultados sao encontrados em (|2], p.398).

2.2 Monotonicidade Maximal de Bifuncoes

Nesta se¢ao, seguimos as mesmas ideias desenvolvidas por Blum e Oettli em [7]| para
definir bifunc¢ao mondétona e bifuncao monétona maximal.

Definigao 2.2.1. ([7], p.128) Sejam E um espaco de Banach real e C' um subconjunto
nao vazio de F. Uma bifuncao f : £ x F — R é chamada monétona com respeito a C'
se

fl@y) + fly,2) <0
para todo =,y € C.

Dado z € E, seja f(z,-) : E — R é s.c.i. e convexa. Se existe x € E tal que
f(z,z) € R, entao f(z,y) > —oo para todo y € E. De fato, seja {\,} uma sequéncia
no intervalo (0,1) tal que A, — 0. Suponhamos, por absurdo, que existe z € F tal que
f(z,z) = —o0, entao

fla, Az + (1= An)x) < Anf(2,2) + (1= M) f(z,2) = —00
Como f(z,-) é s.c.i., temos que
flz,z) < lim inf f(z, Az + (1 — A\p)x) = —00
n— oo
o que contradiz o fato de f(z,z) € R. Adicionando a hipétese de que f : E x E — R

¢ monodtona com respeito a C, temos f(x,y) € R para todo x,y € C. De fato, suponha
que f(y,z) = oo para algum z,y € C. Entdo, da monotonicidade de f, temos

0< f(a:,y) S —f(y,x) = _(OO) = =0

que é uma contradigao.

Exemplo 2.2.1. Dado z* € E* fixo. A bifuncio h: E x E — [—00, 00| definida por

1 1 .
hz,y) = 5l = llell® — (", y — o)

é monotona com respeito a qualquer subconjunto C' C E nao vazio. De fato, dados
x,y € C temos

- - 1 1 . 1 1 .
B, 9) + by, 2) = Sl = Sllell? = @y = 2) + Sl = Syl — 2%,z — y) =0,
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Exemplo 2.2.2. A bifungao g : R x R — R definida por g(z,y) = (y — z)* ¢ monotona.

De fato,

g(z,y) +9(y,z) = (y —2)° + (x — y)°
) 2

=@y—z)y—2)’+@x—y)(z—y)

(
=((y—2)+(@—y)(z—y*=0

Vejamos a seguinte caracteristica de uma bifun¢ao definida a partir de um operador
monotono maximal que motiva a definicao de monotonicidade maximal para bifungoes

conforme Blum e Oettli em ([7], p.132).

Lembramos que um operador monétono A : X — Z(X*) ¢ monétono maximal

se para todo (z,u) € X x X*

(z,u) € Graf(A) & V(y,v) € Graf(A),(r —y,u—v) >0

Definamos a bifuncao g4 : D(A) x D(A) — R por ga(x,y) = sup{{x
Seja (x,€) € D(A) x E* fixo. Assumimos que

sup{(y",x —y); ¥" € Ay} = ga(y,xz) < (§,y — x) para todoy € D(A)

Entao (y*,z —y) < ({,y — x) para todo y* € Ay e dai

(V' +&y—x)y =y —(=£),y —x) > 0 para todo y* € Ay

como A é mono6tono maximal, concluimos —¢ € Ax. Além disso,

ga(z,y) =sup{(z*,y — z); 2" € Az} > (=&, y — 2)

isto é,
0 < ga(w,y) + (£, y — x) para todo y € D(A)

Definicao 2.2.2. Seja C' um subconjunto nao vazio de E. Uma bifuncdo f : Ex E — R
é dita ser mono6tona maximal com respeito a C' se, para cada x € C e x* € E*,

f(z,y) + (z",y —x) > 0 para todo y € C

sempre que (z*,y —x) > f(y,z) para todo y € C.

Ly—ux); ot € Ax}.

Seguindo generalizamos esse fato pondo a seguinte defini¢ao para funcao monétona

maximal.

Definicao 2.2.3. Seja C' um subconjunto nao vazio de E. Uma bifuncéo f : Ex E — R

¢ dita ser monétona maximal com respeito a C' se, para cada x € C' e para cada funcao

convexa ¢ : £ — R com ¢(x) = 0,
f(x,y) + ¢(y) > 0 para todo y € C

sempre que ¢(y) > f(y,z) para todo y € C.
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Exemplo 2.2.3. Vejamos que a funcao i definida no exemplo 2.2.1 ¢ monétona maximal.

~ 1 1
Dados x € C' e £ € E*, supondo h(y,z) = §||ai||2 - §||y||2 — (z*,x —y) < ({,y — x) para

1 1 ~
todo ye Cv temos 0 < 5”?/”2 - 5”1‘”2 - <l'*,y—$> + <§ay_x> =0 < h(x7y) + <€,y—l‘>
para todo y € C.

Exemplo 2.2.4. A fungao g definida, no exemplo 2.2.2, é mondtona maximal. Dados
r,€ € R, supondo g(y,z) = (x — y)® < &(y — x) para todo y € R, segue que

0< ~(z—yP+&ly—a)= (-1 -y’ +&@y—2) = (y—2)* + &y - 2).
ou seja, 0 < g(z,y) + &(y — x) para todo y € R.

Todo operador monétono maximal é, por definicao, monétono. Esse fato nao é
verdadeiro quando trata-se de bifun¢cao monoétona maximal, isto é, nem toda bifuncao
monoétona maximal é monoétona.

Exemplo 2.2.5. Seja E um espaco de Banach. Seja a bifuncao g : F x E — R definida
por g(z,y) = ||z —y||*>. A bifungao g ¢ monétona maximal, mas nao ¢ monétona. De fato,
dado z € F fixo, paray € E tal que y # x temos g(z,y)+9g(y,z) = [[z—y|]*+|y—=|* > 0.
Por outro lado, dado & € E* tal que

gy, x) = |ly — z||* < (£, y — ), para todo y € E,
resulta

0< —lly—zlP+ &y —a) <[z —yl*+ &y —2),
ou seja,

0 <g(x,y) +({,y —z), paratodoy € E

A defini¢do de bifun¢ao monotona maximal, foi usada por Blum e Oettli ([7], p.127-
130), para modificar as hipoteses do seguinte resultado de existéncia para um problema
de equilibrio.

Definicao 2.2.4. Sejam K e C' conjuntos convexos com K C C. Entao corecK, o core
de K relativo a C, € definido através

a € corecK & a€ K, e KN(a,y) #0 para todoy € C'\ K

Teorema 2.2.1. ([7], p.127-128). Considere as sequintes afirmagoes:

i) X € um espago vetorial topoldgico real e C C X € um subconjunto fechado, convexo e
nao vazio;

ii) A bifuncao g : X x X — R tem as sequintes propriedades:
(91) g(xz,x) =0 para todo x € C;
(92) g é mondtona com respeito a C;

(93) g(x,-) € convexa e s.c.i. para todo x € C.
(94) Para todo x,y € C a funcao t € [0,1] — g(ty + (1 — t)z,y) € s.c.s emt =0;

iii) A bifungao h: X x X — R tem as sequintes propriedades:
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(h1) h(xz,xz) =0 para todo x € C;
(h2) h(x,-) € convexa para todo x € C;
(h3) h(-,y) € s.c.s. para todo y € C.

i) Existe K C C compacto, convero e nao vazio tal que para cada x € K \ corec K eziste
a € corecK tal que g(x,a) + h(x,a) <0.

Entao existe T € K tal que 0 < g(7,y) + h(T,y), para todo y € C.
Demonstragao. Ver Teorema 1 em (|7], p.127-128) |
Para demonstrar este Teorema foi necessario demonstrar, o seguinte Lema.

Lema 2.2.1. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) T € K, g(y,T) < h(T,y) para todo y € K;
(b) T e K, 0<g(7,y)+h(T,y) para todo y € K;

Demonstragao. Ver Lema 3 em (|7], p.129-130) |

Este Lema mostra que a bifun¢ao g que tem as propriedades (gl), (g2), (g3) e (g4)
do Teorema 2.2.1 é mon6tona maximal. Assim, podemos substituir a hipotese (g4) da
bifuncao g, pela hipétese de monotonicidade maximal no Teorema 2.2.1, desde que tro-
quemos a condigao iv) pela condigao:

e existe B C (' compacto, convexo nao vazio, tal que
para cada z € C'\ B existe a € B com g(z,a) + h(xz,a) <0

E o que fizemos na secao seguinte.

2.3 Existéncia e Unicidade de Solucao para um Pro-
blema de Equilibrio

O resultado a seguir mostra um resultado de existéncia para problema de equilibrio
definido em um espaco vetorial topolégico real.
Teorema 2.3.1. ([7], p.134). Considere as sequintes afirmagoes:

i) X € um espago vetorial topologico real e C C X € um subconjunto fechado, convero e
nao vazio;

ii) A bifuncao g : X x X — R tem as sequintes propriedades:
(G1) g(x,z) =0 para todo x € C;
(G2) g € mondtona com respeito a C;

(G3) g(z,-) € convezxa e s.c.i. para todo x € C.
(G4) g € mondtona mazimal com respeito a C;

iii) A bifuncao h: X x X — R tem as sequintes propriedades:

(H1) h(z,z) =0 para todo x € C;
(H2) h(z,-) é convexa para todo x € C;
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(H3) h(-,y) € s.c.s. para todoy € C.

w) Existe B C C' compacto, convezo e nao vazio tal que para cada x € C'\ B existe a € B
com —g(a,z) + h(z,a) < 0.

Entao ezxiste T € B tal que 0 < g(T,y) + h(Z,y), para todo y € C.
Mostramos primeiro, sob as mesmas hipéteses do Teorema 2.3.1, o seguinte Lema.

Lema 2.3.1. ([7], p.128). Dado K C C compacto, convexo e nao vazio. Existe T € K
tal que g(y, ) < h(Z,y),Vy € K.

Demonstragao. (do lema) Dado y € K, consideramos o conjunto

S(y) ={z € K;g(y,z) < h(z,y)}

Cada conjunto S(y) € K é fechado e nao vazio. De fato, y € S(y) para todo y € K e
dado {z,,} C S(y), com x,, — x € K, temos g(y, z,,) < h(z,,y) para todo n € N. Como
g(x,-) és.ci, h(-,x) és.c.s e K é compacto, entao g(z,-) ¢ limitada inferiormente e h(-, x)
¢ limitada superiormente, assim

9(y,x) < lim inf g(y, x,) < lim inf h(z,,y) < lim sup h(y,x,) < h(x,y)
n—oo n—oo n—oo

ou seja, x € S(y).

Temos que provar que ﬂ S(y) #0
yeK
Mostramos que a familia . dos conjuntos S(y) cumpre as condigdes do Lema Ky Fan.

Sejam y;, i € N = {1,...,n}, um subconjunto finito de K. Seja z € conv{y;;i € N}
arbitrario. Entao,

z = Ztiyi com t; >0, para todot € N, e Zti =1
ieN ieN

Supomos por absurdo que

9(yi, 2) > h(z,y;), para todoi e N (2.16)

Disto segue

> tig(yiz) > Y tih(z, )

€N ieEN
> tiglyiz) = > _tih(z,4:) > 0 (2.17)
iEN 1EN

j& que nem todos t; se anulam simultaneamente.
Por outro lado, das propriedades (G3), (G1) e (G2) de g, respectivamente, segue

Z tig(yi, 2) = Z lig <yi, Z ti%’)

1€EN 1€EN 1EN

<Dty gy y;)

iEN  jeI

= % Z tit;(9(i, y5) + 9(y5,4:)) <0 (2.18)

i,jEN
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e das propriedades (H1) e (H2) de h segue

0= h(z,2) = h(z, Ztlyl) < Zt,-h(z,yi) (2.19)

1EN 1EN

Das desigualdades (2.18) e (2.19) obtemos

> tiglynz) <0< tih(z, )

1EN ieEN

isto é,
Ztig(yi>z) - Ztih(Z,yi) <0
ieN ieN

o que contradiz a desigualdade (2.17). Assim, a desigualdade (2.16) nao é verdadeira,
logo
9(yi, z2) < h(z,y;) para todo i € N

e dai z € S(y;) para cada i € N. Como z foi tomado arbitrario, concluimos
conv{y;;i € N} C U S(y:)
iEN

Como isto é verdadeiro para cada subconjunto finito nao vazio N e os conjuntos S(y;) sdo
fechados em um compacto, logo compactos. Segue do Lema Ky Fan

() S) #0 (2.20)
yeK
Portanto, existe # € K tal que g(y, %) < h(Z,y),Vy € K [ |

Agora vejamos a demonstracao do Teorema.
Demonstragao. (do Teorema) Seja y;,7 € N, um subconjunto finito de C. Seja
K = conv{B, U yz},
ieN
K é convexo, compacto e nao vazio. Do Lema 2.3.1 existe £ € K tal que

gy, z) < h(z,y),Vy € K (2.21)

Afirmamos que Z € B, pois caso contrario da hipotese (iv) existiria a € B tal que
h(Z,a) < g(a,Z) o que contraria (2.21). Da desigualdade (2.21) temos

9(yi, ¥) < W(Z,9:), Vi € N (2.22)
Considerando a familia de subconjuntos fechados de B,
S(y) = {z € B;g(y,z) < h(z,y),y € C}

Da desigualdade (2.22) temos que T € ﬂ S(y;), como y; foram escolhidos de forma
1€EN

arbitraria e N é finito, logo a familia de conjuntos fechados S(y) de B, com y € C, tem

a propriedade de intersecao finita. Como B é compacto, entao do Teorema 1.1.1

M S #0

yeC



64

Portanto, existe T € B tal que ¢(y,Z) < h(Z,y),Vy € C. Da monotonicidade maximal de
g segue o resultado,
0<g(y) +n(zy)vyeC

Agora a fim de substituir a bifun¢io h do Teorema 2.3.1 pela bifuncao h, definida
abaixo, trocamos no item i) o espago vetorial topologico real X pelo espago de Banach
real reflexivo F, dotado com a topologia fraca. Uma justificativa para troca dos espagos
é que em espacos reflexivos temos compacidade das bolas fechadas.

Dado z* € E* fixo. Seja a bifuncio h: E x E — [—00, 00| definida por

1 1 .
hz,y) = Sl = llell® = &,y — @)

Estudamos, nas trés proposicoes seguintes, que a bifungao h tem as mesmas propri-
edades da bifungao h e cumpre a condigao iv) do Teorema 2.3.1.

Proposicio 2.3.1. Seja C C E ndo vazio, ilimitado, fechado e convezo. A funcdo h
satisfaz as propriedades (H1), (H2) e (H3).

Demonstracao. De fato,

1 1
(H1) h(z,z) = §||3c||2 - §||ac||2 — (z*,x — x) = 0 para todo x € E, em particular, para
todo z € C.
(H2) Dados y,z € E et € [0, 1], temos para todo z € C e z* € E*.

oty + (1= 0)2) = gllty + (0= )2l = Slell? — @ty + (1~ 1)z — )
< S0l + (= )02 = Slel?

— (2" ty+ (1 —t)z — )

= Syl +260 =Dl (1-0))=]?)
Sl ty (1 —t)2—a)

< S@llylP+tA=)Uyl* + [1207)+ 1 =1)]|=]1*)

ol

~ SNl = a*, ty+ (1) —2)

(gl + (1=0)21%) ~ 5 el (a*, ty+ (1 =1) )
Gl = Sl =y =)
F U= 0GP ~ 5l (a*, 2—2))

tiz(:z:,y) + (1 —t)h(z,2)

N | —

~

Portanto, iL(I, -) é convexa para todo z € C.
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(H3) Como a fungao norma é continua e z* € E*, logo fz(, y) é continua para todo y € FE,
em particular, h(-,y) é s.c.s para todo y € F, logo para todo = € C.

n
Proposigao 2.3.2. Seja C C E nao vazio, fechado e convexo. Fizando a € C. Temos
que .
h
% — —00, se ||z —al| — +oo,x € C (2.23)
T —a

Demonstragao. Das propriedades de norma segue para cada x € C, com ||z — al| > ||a]|
[z —all < [zfl + llall = [lz = all = {lal]] <[]
= |lz = al* = 2[lallz — afl + [la]* < |l

= |lz —al* = 2|lallllz — a|| < [|=[* — [lall*

[l — all
= 2|z — all(F—=— — llall) < [l«[* = flal”
| — al | — llal”
S ]| S P T e N | |
N Pl
lal* = Jl=|? [z — all
= BN 7 WP g = 220
Dado z* € E*, <x*, u> < ||z*||, segue
| — all
al|* — ||z||? T—a rT—a T—a
lall® = fl=]* <$ > < lall + <$ >_ I I
2||lz — [ — all |l — all 2
de onde
h(z,a) _ al* — [l z—a |z — all
e = e e ) < lall et -
| — all |l — all | — all
Como ||a|| + ||z*|| é um valor fixo e Nz =all — —00, quando ||z — al| — oo, segue
h
que H (a:,a)H — —oo,quando ||z — al| — oo. |
r—a

Proposicao 2.3.3. ([7], p.130 e 131).Sejam E um espa¢o de Banach real reflexivo,
dotado com a topologia fraca, a € C fizo, com C C E fechado e convexo, g : E X E —
[—00, 00| satisfazendo as condigoes (G1), (G2), (G3) e (G4) e supondo vdlida a condigdao
(2.23), para uma funcio h : E x E — [—o0,00] satisfazendo as condi¢es (H1), (H2) e
(H3), entdo existe B C C' compacto, convexo e nao vazio tal que para cada v € C'\ B
existe a € B com —g(a,x) + h(z,a) < 0

Demonstracao. Seja

B={zeCllz—al <1}
Como Bla; 1] é fracamente compacta e B C Bla; 1] é fechado e convexo, logo B é fraca-
mente compacto. Uma vez que g(a, -) é s.c.i., existe um namero real M tal que M < g(a, x)
para todo € B. Dado = € C' tal que ||z — a]| > 1 tomemos

1 1 n 1
= —— 0 |a z
Y Iz —al )" " Tzl
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segue

T —a

1 1
1-— a+ Tr—a
|z — all |z — all

Dai, de g(a,a) = 0 e da convexidade de g(a, -), obtemos

1 1
Mfg(aa?/):g a, 1-— a+ r | = g(a’ax>
|z — all |z — al] |z —a

g(a, )
I = all

IIy—a||=| ‘:1:>y€§

[Ead

para todo x € C com ||z — a|| > 1 e, portanto, — < —M. Assim,

—g(a,x) + iL(l’, a)
|z — all

— —00, se ||z —a|| — o0,z € C

e ainda
— g(a,x) + h(z,a) — —o0, se ||z — al| — 400,z € C (2.24)
Do resultado (2.24), podemos escolher R > 0, conveniente, tal que ||z —a|| > R
implique —g(a, z)+h(z,a) < 0. Defina, agora, B = {z € C; ||z —a| < R}, B é compacto,
convexo e nao vazio e dado z € C\B, temos ||z — al| > R = —g(a,z) + h(z,a) < 0, com
a€bB.
|

~ 1 1
Assim, concluimos que h(z,y) = §Hx|]2 — §HyH2 — (2*,y — x) além de cumprir

as propriedades (H1), (H2), (H3), também cumpre a condigdo iv) do Teorema 2.3.1.
Portanto, obtemos o seguinte Teorema.

Teorema 2.3.2. ([7], p. 135) Sejam E um espaco de Banach real suave e reflexivo e
C' um subconjunto de E nao vazio, fechado e convero. Seja g : E x E — [—00, 00| que
satisfaz o sequinte condicoes:

(G1) g(x,x) =0 para todo x € C;

(G2) g € mondtona com respeito a C;

(G3) g(x,-) € convexa e s.c.i. para todo x € C.
(G4) g € mondtona mazimal com respeito a C;

Entao para cada x* € E*, existe T € C tal que
— 1 2 1 —12 * —
0<9(@y)+35llyl" = 5Izl" - (2", y = 7) para todo y € C. (2.25)

Corolario 2.3.1. (/2/, p. 899) Se, além das hipdteses do Teorema 2.3.2, E € estritamente
convexo, entao para cada x* € E*, T € unico.

Demonstragao. De fato, suponhamos que, além de 7, exista € C' tal que

1

. 1 . . .
0<g(z,y) + §Hy|!2 — §H£L°H2 — (2*,y — %) para todo y € C. (2.26)
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como 7, T € C, substituindo Z em (2.25) e T em (2.26) no lugar de y e somando o resultado,
obtemos 0 < ¢(7, ) + ¢(Z,T), donde,

0=9(,2)+g(z,7) (2.27)

j& que g é monotona.
Seguindo, defina z; = tT+ (1 —t)Z com ¢t € (0,1). Substituindo z; no lugar de y em (2.25)
e em (2.26) e somando as desigualdades resultantes, obtemos

s _ L. _ . -
0 < g(%,2) +9(F ) + [l])” = SUZI° + [Z]*) — (7, 220 — 7 = 7)
substituindo z; e usando (G3) e (G1), segue

1
0 <tg(z,7)+(1-t)g(T, f)+IItTJr(l—t)fHQ—§(Hfll2+llfll2)—<x*, 20tz +(1-1)7) -7 —7)
1
fazendo t = =
2

T .. 1 _ 1, 1, 10 .
0 < 59(5,7) + 59(@,8) + |5 + D) = 57 + [7]P) - (2,7 + 7 — 7~ 7)

1 1
e usando a equagao (2.27), 0 < ||§(T+ 7)|)? — §(HJ~JH2 + ||1Z|?)

211" + 1z1*) < lI@ + 2)|I* (2.28)
dai
21121 + 1z1*) < 1@+ 2)1* < (@l + 1217 = 121" + 1Z]° + 2liz ]| |1z
ou seja,
201217 + 11=11°) < 1211 + Iz + 2l 2l =) = 121 + 1z - 2l z]|Z] < 0
consequentemente,

U2l = 11Zl)* < 0 = 2]l = ||z = &

substituindo o valor das normas na desigualdade (2.28), obtemos
2k < ||z + z||

o que contradiz a hipotese de F ser estritamente convexo. Portanto, T é tnico.

2.4 Resolvente e Monotonicidade Maximal

Nesta secao, utilizamos o resultado de existéncia e unicidade de um problema de
equilibrio obtidos na se¢ao anterior e as caracteristicas da aplicacao de dualidade J quando
esta ¢é definida em um espago de Banach real reflexivo, suave e estritamente convexo, para
obter um resultado de existéncia e unicidade que nos leva a definicao de resolvente de
bifun¢ao. Em seguida, a partir de uma dada bifun¢ao monétona maximal definimos um
operador mondtono maximal que tem o mesmo resolvente da bifungao e, reciprocamente.
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Teorema 2.4.1. ([2/, p. 399) Sejam E um espago de Banach real suave, estritamente
convexo e reflexivo e C' um subconjunto de E nao vazio, fechado e convexo. Seja a bifungao
g: E X E — [—00,00] satisfazendo as condigoes (G1), (G2), (G3) e (G4). Entao para

cada x* € E*, existe um 1unico ponto T € C tal que
0<g(Ty) +{(JT—2"y—T)
para todo y € C.

Demonstracao. Seja x* € E fixo. Do Teorema 2.3.2, exite T € C' tal que

_ 1 1, _ . _
0< 9@y +5 Iyl -5 17—y -7

para todo y € C'. Como g é mono6tona, temos que g(Z,y) € R para todo y € C'. Assim, a
monotonicidade de g implica que

1

9(y,7) < %Hyl\2 Iz |* —(2",y — ) (2.29)

para todo y € C. Seja x; = (1 —t)T+ty para todoy € C et € (0,1). Como C' é convexo
z; € C para todo t € (0,1). Das desigualdades (2.29) e (1.12), temos

1 _
Fze |* =5 17 |° (2", 2 —7)

—_

g(xta ) 5
<J:ct,xt > (x*, 2y — T)

N

/\

Jry —x* x — T)

:t(th —z*y—7T) (2.30)

Como g(x4,T), g(x4,vy), g(y, z;) € R, pois y,Z,z; € C e g cumpre as condigoes de (G1) a
(G3). Aplicando (G1), (G3), (2.30) e (G2), nessa ordem, obtemos
0

— 1)g(w, T) + tg(w, y)
1—)t(Jzy — 2",y — T) + tg(ze, y)
1= t)t(Jay — 2",y = T) + H(—g(y, z1))

Dati segue,
tg(y,z) < (L= t)t(Jo, — 2%,y — T)

dividindo por t

9y m) < (A —t){(Joy — 2",y — )
para todoy € C' et € (0,1). Como J é demicontinua, r; — x quando t — 0 e g(y,-) é
s.c.i., concluimos que

9(y, @) < liminf g(y, x;) <liminf(1 —t){Jz, — 2",y —7) = (Jr — 2",y — 7)
t—0 t—0
para todo y € C'. Da monotonicidade de g com respeito a C', segue
0<yg(@y) +{(JT—2"y—T)

para todo y € C. Do fato de E ser estritamente convexo, T ¢ tnico. [ |
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Do Teorema 2.4.1 e notando que neste caso a aplicacao de dualidade ¢ um operador
ponto-ponto, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 2.4.1. ([2], p. 400) Sejam E um espago de Banach real suave, estritamente
convexo e reflexivo e C' um subconjunto de E nao vazio, fechado e convexo. Seja uma
bifuncio g : E X E — [—o00,00] que satisfaz (G1), (G2), (G3) e (G4). Entao para cada
x € FE er >0, existe um unico ponto T, € C' tal que

1
0<g@r,y) +-(JT, — o,y — ;)
T

para todo y € C.

Demonstragao. Sejam x € E e r > 0. Como a funcéo g satistaz (G1), (G2), (G3) e (G4),
entao a fungao rg também satisfaz. De fato:
(G1) Dado z € C, temos rg(x,x) = 0 para todo x € C.

(G2) Dados =,y € C, temos rg(x,y) + rg(y,x) = r(g9(z,y) + g(y,x)) < 0, isto ¢, rg é
mondtona com respeito a C.

(G3) Dados A € R qualquer e fixando » € C, como g(z,-) ¢ s.ci, o conjunto B = {y €
E;g(z,y) < A} é fechado. Assim, dado A € R, o conjunto

B={yeE;rg(z,y) <A} ={y € Eyg(z,y) < =}

=S | >

¢ fechado. Portanto rg(zx,-) é s.c.i.
(G4) Dados x € C' e x* € E*, supondo

rg(y,z) < (x*,y — x), para todo y € C, temos

g9(y,z) < (-z*,y — x),para todo y € C,como g é mondtona maximal com respeito a C,
r

1

0 <g(z,y)+ (-2, y — x), para todo y € C,ou seja,
r

0 <rg(z,y)+ (z*,y — x), para todo y € C

dai concluimos que rg é monétona maximal com respeito a C'.
Portanto, do Teorema 2.4.1 aplicado a Jxr € E* e a bifuncao rg, existe um tnico
ponto z, € C' tal que
0 S Tg(fray) + <Jfr - Jx,y _Tr>

para todo y € C, isto é, existe um tnico ponto z, € C' tal que
1
0< g(fray) + _<‘]Er - J:L‘7y _fr>
r
para todo y € C. [ |

Considerando as mesmas hipoteses do Corolario 2.4.1, temos a seguinte definigao.

Defini¢ao 2.4.1. (|2], p. 400) Dado r > 0 definimos a seguinte aplica¢do ponto-ponto
G,: E— C por

1
G,x = {f € ;0 <g(T,y) + ;(JT — Jz,y — T) para todo y € C’} (2.31)

para cada x € F/, a qual é chamada o resolvente de g para r.
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Estudamos, agora, a relagao entre um operador mondtono maximal e uma bifungao
monodtona maximal, a saber: dada uma bifun¢do mondtona maximal g, introduzimos um
método de construgao do operador monétono maximal A, cujo resolvente coincide com
o de g. Além disso, o conjunto solugdo de um problema de equilibrio PE(g) é igual ao
conjunto dos zeros do operador A,.

Teorema 2.4.2. ([2/, p. 401) Sejam E um espago de Banach real e C' um subconjunto
de E nao vazio. Seja g : E X E — [—00,00] uma fun¢ao que satisfaz (G1), (G2) e (G3).
Seja A, um operador ponto-conjunto de £ em E* definido por

{{w* c L glx,y) > (x5y—2)VyeC}, sexecC
Ag:E:

0, sex & C (2:32)

Entao PE(g) = Ag_l()* e Ay € mondtono. Além disso, se E ¢ suave, estritamente convexo
e reflexivo, C € fechado e convexo e g é mondtona maximal com respeito a C, entdo
Ay € um operador mondtono mazimal e o resolvente G, de g coincide com o resolvente
(J+1rA,)" Y de A, para cada r > 0.

Demonstrac¢ao. Como A;IO* = {zx € C;0* € A,z}, entdo, da definicao de A,, se 0* € Az,
temos g(x,y) > 0 para todo y € C, isto é, x € PE(g). Por outro lado, se xz € C ¢ tal
que z € PE(g), g(z,y) > 0= (0*,y — x) para todo y € C, ou seja, x € A;IO*. Portanto,
PE(g) = A;'0*.

Mostramos agora que A, é monétono. Sejam (x, x*), (2, 2*) € GrafA,. Da definicao
de A,, temos
g(z,y) = (2", y —z) e g(z,y) = (2",y — 2) para todo y € C

Em particular,
g([L’,Z) 2 <CL’*,Z—CL’> € g(Z,ZL’) 2 <Z*,[E—Z> (233)

Como z,y,z € C, de (G1) a (G3) temos que g(z,2),g(z,2) € R. Da monotonicidade de
g e de (2.33), segue

0>g(x,2)+g(z,x) > (" z—x)+ (5o —2)= (2" — 2"z —x) = (2" — 2%, — 2)
dai (z* — z*, 2 — 2) > 0 e, portanto, A, ¢ mondtono.
Supondo C' um subconjunto nao vazio convexo fechado de um espago de Banach

real E suave, estritamente convexo e reflexivo e ¢ mondtona maximal com respeito a C,
mostramos a monotonicidade maximal de A,.

Dado r > 0, como sempre temos R(J 4+ rA,;) C E*, pelo Teorema 2.1.2, devemos
mostrar que E* C R(J +rA,). Seja z* € E* fixo. Como E suave e reflexivo, J é
sobrejetiva e ponto-ponto, isto é, existe x € E tal que Jxr = z*. Aplicando o Corolario
2.4.1 para este x, segue que existe um tnico 7 tal que

1
9(@,y) + —(JT — Jr,y = 7) 20

para todo y € C e r > 0 dado arbitrariamente. Seja G, o resolvente de g para r, dado
como em (2.31), ent@o

1
9(Gra,y) + —(JGrx — 2"y — Gyx) 2 0
r
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para todo y € C, ou seja,

g(eray) Z <%<£E* - Jer)>y - Grl')

1

para todo y € C. Da definicao de A, concluimos que —(z* — JG,z) € A,G,x e conse-
T

quentemente

" =Jr e (JGx +rA,Gx) = (J+rA,)Gx (2.34)

ou seja, v* € R(J +rA,). Portanto, E* C R(J +rA,) e A, é um operador mondtono
maximal.

Além disso, de (2.34) temos
Gy € (J+rAy) 'z

para todo x € E e r > 0. Mas, é sabido que o resolvente (J + rA,)~'J de A, para r é
ponto-ponto. Assim,
Grx=(J+rA) ' Jz

para todo x € F e r > 0. Portanto, o resolvente G, de g coincide com o resolvente
(J+rA,)~1tJ de A, para cada r > 0. ]

Observacao 2.4.1.
(a) No Teorema 2.4.2 nao € garantido que D(A,) = C, este caso serd visto mais a frente.

(b) Mostramos que, se g € mondtona mazimal e cumpre as condigcoes (G1) a (G3), entao
A, € mondtono mazimal. Alguns autores, como Hadjisavvas [11], definem bifun¢ao mo-
notona maximal a partir da monotonicidade maximal de operadores, isto €, uma bifuncao
¢ mondtona mazximal, se o operador A, é mondtono maximal.

Em Asplund [3] é estabelecido que cada espago de Banach real reflexivo tem uma
norma equivalente estritamente convexa e suave. Desta forma, temos o seguinte resultado.

Corolario 2.4.2. (/2], p. 402) Sejam E um espa¢o de Banach real reflexivo e C' um
subconjunto de E nao vazio, fechado e convexo. Seja g : E X E — [—00, 00| uma fungao
que satisfaz (G1), (G2) e (G3). Se g € mondtona mazximal com respeito a C, entdo o
operador A, definido em (2.32) é um operador mondtono mazximal.

Na sequéncia, fazendo o processo inverso, construimos uma fung¢ao mondtona maxi-
mal g4, a partir de um dado operador mon6tono maximal A de £ em E*.

Teorema 2.4.3. ([2[, p. 402) Sejam E um espago de Banach real e A : E — P (E*)
um operador mondtono tal que o dominio efetivo D(A) = {x € E; Az # 0} é nao vazio.
Seja ga : E X E — [—00,00] definida por

sup{(z*,y — z); x* € Az}, sex € D(A)

—00, sex ¢ D(A) (2.35)

gA(x,y) = {

para v,y € E. Seja PE(ga) o conjunto solu¢ao do problema de equilibrio de g4 com
respeito a D(A). Entio A~'0* C PE(ga) e as sequintes propriedades sao satisfeitas

(G1) ga(z,x) =0 para todo x € D(A);
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(G2) ga € mondtona com respeito a D(A);
(G3) ga(z,-) € convezxa e s.c.i. para todo x € CD(A).

Além disso, se A € mondtono mazximal, entdo g4 € mondtona maximal com respeito a
D(A). Ademais, supondo que E € suave, estritamente convezo e reflexivo e que D(A) é
fechado e convezo, entao o resolvente de A coincide com o resolvente de g4.

Demonstragao. Sejam PE(ga) = {x € D(A);ga(z,y) > 0 paratodo y € D(A)} e

A710* = {x € E;0* € Ax}. Entao, se z € A7'0*, implica 0* € Az, logo ga(x,y) =

sup{(z*,y — z); x* € Az} > (0*,y — ) = 0, ou seja, * € PE(ga) e A7'0* C PE(ga).
Mostramos agora que g4 satisfaz as propriedades (G1), (G2) e (G3).

(G1) Dado x € D(A), temos ga(z,z) = sup{(z*,z — x);z* € Az} = 0.

(G2) Dados =,y € D(A). Devemos mostrar que ga(x,y) + ga(y,z) < 0. Como A é
mondtono, para todo x* € Az e para todo y* € Ay temos

(@ =y o—y =20=( -y —(Yr-y 20=> - 2-y) > @y
Isto implica que
inf{—(y*,x —y);y* € Ay} > sup{(z*,y — z); 2" € Az} = ga(x,y)
para todo x,y € D(A). Por isso, ga(x,y) € R para todo z,y € D(A). Temos ainda que
inf{—(y",z —y);y" € Ay} = —sup{{y", x — y);y" € Ay} = —ga(y, )
para todo x,y € D(A). Desses fatos, obtemos —ga(y,x) > ga(z,y) e , portanto
ga(z,y) + galy,x) <0

pata todo x,y € D(A).

(G3) Seja x € D(A) qualquer fixo, entao Az # (). Como o funcional ¢ : E — R dado por
o(y) = (z*,y—x) é afim e continuo para cada z* € Az, segue que g4(z, -) é convexo e s.c.i.

Assumindo que A é mondétono maximal, provemos que g4 é mondtona maximal.
Seja (x,€) € D(A) x E* fixo. Assumimos que

sup{(y", = —y); ¥" € Ay} = galy,z) < ({,y —x) para todo y € D(A).
Entao (y*,z —y) < ({,y — x) para todo y* € Ay e dai
+&y—a) = — (=, y—2 20
como A é monétono maximal, concluimos —¢ € Az. Assim,
ga(z,y) = sup{(z”,y —z); «" € Az} > (-{,y — )

isto é,
0 < ga(z,y) + (£, y — x) para todo y € D(A)
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Portanto, g4 ¢ mon6étona maximal.

Supondo FE é suave, estritamente convexo e reflexivo e D(A) fechado e convexo,
mostramos que o resolvente de A coincide com o resolvente de g4. Diante do que foi
provado acima, utilizando o Coroléario 2.4.1 definimos o resolvente de g, para cada
r > 0, isto &, a aplicacdo ponto-ponto G, : E — D(A),

1
Gyr = {f € D(A);0 < ga(T,y) + ;(Jf — Jx,y — T) para todo y € D(A)} (2.36)

para cada x € E. Por outro lado, seja J. o resolvente de A para r > 0. Sabendo que

1
;(J — JJ,)x € AJ,x e da definigdo de ga, obtemos

1
gA(er,y) = Sup{('Z*ay - er>; z* € Aer} 2 <;(‘] - JJT):E7y - JT':B>

consequentemente,

1
gA(‘]Tway) + ;<J‘]rx —Ja,y— er> >0

para todo z,y € F, isto implica que J,x € G,x. Como G,z é composto de um tnico
valor, concluimos que J,x = G,z. Portanto, o resolvente J. de A para r > 0 é igual o
resolvente G, de g4 para r > 0. |

2.5 Operadores Mon6tonos Maximais e Bifuncoes Mo-
nétonas Maximais

Nesta secao, analisamos a ligagao entre uma classe de operadores monétonos maxi-
mais e uma classe de bifun¢oes monétonas maximais.

Num espaco de Banach real reflexivo, mostramos que o fecho forte do dominio efetivo
D(A) de um operador A : E — Z(E*) mon6tono maximal é convexo.

Mostramos que temos também, sob as mesmas configuragoes do Teorema 2.4.3 ; que
PE(g4) = A7'0".

Teorema 2.5.1. ([2/, p. 404) Sejam E um espago de Banach real reflexivo e A : E —
P(E*) um operador mondtono que tem o dominio efetivo C = D(A) = {x € FE; Az # 0}
ndo vazio, fechado e convexo, g : E x E — [—00,00] induzida por A como em (2.35) e
A, E— P(E*) um operador mondtono induzido por ga por

AgAx:{{x € Bigaley) 2 (" y o)Wy €C seweC

0, sex ¢ C
Se A € mondtono mazimal, entao Ay, = A.

Demonstracao. Seja A um operador monétono maximal. Dado = € F.
-Se A, x =0, entdao ) = A,z C Ax.

- Se existe u* € Ay, x. Uma vez que, pelo Teorema 2.4.3, g4 ¢ mondtona, temos que para
todo (y,y*) € Graf(A)

(wy—x) < galz,y) < —galy, ) <~y —y) =Yy —x)
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ou seja, (y* —u*,y—ax) > 0, para todo (y,y*) € Graf(A). Como A é mondtono maximal,
concluimos que u* € Ax e, assim,

Ay, x C Az para cada x € E. (2.38)

Supondo que A é mono6tono maximal, do Teorema 2.4.3, g4 é mon6tona maximal e do
Corolario 2.4.2, A,, ¢ maximal. Portanto, de (2.38) concluimos que A4,, = A. [ |

Deste resultado obtemos o seguinte Corolario.

Corolario 2.5.1. (/2], p. 404) Sejam E um espag¢o de Banach real reflexivo e A : E —
P(E*) um operador mondtono que tem o dominio efetivo C' = D(A) = {x € E; Az # ()}
ndo vazio, fechado e convezro, ga : B X E — [—00,00] induzida por A como em (2.35).
Entio A710* = PE(ga).

Demonstracao. Segue do Teorema 2.5.1 que Ag‘AlO* = A710*, entdao do Teorema 2.4.2
PE(ga) = A;Al()* = A0, [ |

Em seguida, consideramos as condigoes que implicam a igualdade g4, = g para uma
bifun¢ao ¢ satisfazendo as condigées (G1), (G2) e (G3).

Lema 2.5.1. (2], p. 404) Para um operador mondtono A : E — P(E*) com um
dominio efetivo C' = D(A) ndo vazio, seja g4 uma fun¢dao induzida por A como (2.35).
Entao,

(G5) ga(z,ty + (1 —t)x) =tga(z,y) parax € C, ye E, t >0 e
ga(z,y) = —o00 parax ¢ Cey€e k.

Demonstracao. Seja x € C', y € E et > 0. Entao, temos
ga(z,ty + (1 —t)x) = sup (2", ty + (1 —t)z — x)
T*EAx

= sup (2", 1(y — x))

*€Ax

=t sup (z*,y — )
T*€Ax

= tgA(:U7y)
Se, porém, = ¢ C' e y € E, da defini¢do de g4, temos ga(z,y) = —o0 [ |

Lema 2.5.2. (/2/, p. 405) Sejam C um subconjunto nao vazio de E e g : E X E —
[—00, 00| satisfazendo (G1), (G2) e (G3). Seja A, : E — P (E*) um operador mondtono
induzido por g como em (2.32). Supondo o sequinte

(G6) g(y,v) > (w*,v —y) para cada v € E sempre que y € C, w* € E* e g(y,v) >
(w*,v —y) para cada v € C.

Entao, para x € C e z* € E*, z* € Ayx se, e somente se, (z*,x) = sup{(z*,v) — g(z,v)}.
veEE

Demonstracao.
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(=) Dados z € C e 2* € E* tal que 2* € Ajx. Da definicao de Ay, temos
g(x,v) > (z",v — x) para todo v € C

de (G6) segue que
g(xz,v) > (z",v — x) para cada v € F

ou equivalentemente,
g(x,v) > (2", v) — (2", x) para cada v € E

e daf
(z*,x) > (z",v) — g(x,v) para cada v € E
isto é,
(2", z) > sug{<2*,v> —g(z,v)}
ve
Por outro lado, uma vez que g(x,x) = 0, sempre temos que
sug{(z*, U> - g(m,v)} 2 <Z*7 J]> - g(x,x) - <Z*7*T>

vE
Consequentemente, concluimos que (z*, x) = sup{(z*,v) — g(z,v)}.
veEE
(<) Seja (z*,x) = sup{(z*,v) — g(z,v)}, com = € C' e z* € E*. Segue que
veER

(", 2) = igg{w,w —g(z,v)} = §2§{<Z*’U> —g(z,v)}

ou seja,
(z",x) > (z",v) — g(x,v) para todo v € C
Portanto,
g(x,v) > (2", v) — (2", x) = (z*,v — x) para todo v € C

o que implica z* € Ayx. [ |

Definimos agora a fungao indicadora e a fun¢ao conjugada que serao necessarias para
o resultado seguinte. Sera mostrado que, sob certas condigoes, temos a igualdade entre
uma func¢ao e sua biconjugada.

Definigao 2.5.1. ([10], p.2) Para um subconjunto na vazio C' de um espago de Banach
real F, a fungao indicadora i¢ : E — R para C' ¢ definida por

o(x) = 0 sex e’
T sex ¢ C

Definigao 2.5.2. ([6], p.75) Seja uma fungio ¢ : E — R. A fungdo ¢' : E* — R
definida por
¢'(¢*) = sup{(z”, z) — o(x)}

z€E
para r* € E* é chamada a fungao conjugada de ¢.
A fungao biconjugada ¢” : E — R de ¢ é definida por

o) = sup (&) ~ 9(a"))

r*ek*

para x € F.
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Das defini¢oes de funcao conjugada e biconjugada, segue

6(a) +0/(a") = 9lr) + supl (") — 6(0)} > (") (2.39)
§(a) + (@) = 0 (a") + sup {(ua) — of ()}

> ¢(a") + {2, 2) — ¢(a")

> (2", ) (2.40)

para todo x € E e para todo x* € E*.
Notemos que, se ¢ for propria, entdo podemos calcular ¢'(z*) apenas em x € Dome.

Proposicao 2.5.1. (6], p.79) Se ¢ : E — R ¢ uma fungio propria, s.c.i. e convera,
entiao ¢" = ¢

Demonstragao. Seja ¢ uma fungao propria, s.c.i. e convexa. Temos de 2.39,

(2", 1) < () + ¢ (z%) = (2", 2) — ¢ (z7) < ()

para todo z € E e x* € E*, logo
¢"(x) = sup {(z",2) — ¢/(2")} < é(x) = ¢"(2) < ¢(z) para todo z € E

r*eE*

Suponhamos que existe xy € Dom ¢ tal que ¢"(xo) < ¢(x), isto &, (zo, ¢"(x0)) ¢ Epi ¢.
Como Epi¢, pela Teorema de Hahn-Banach (Proposi¢ao 1.3.1), é fechado e convexo em
E x R, pelo Proposigao 1.4.3 existe (z§, o) € E* x R tal que

sup  {(xzf, z) + at} < (xf, zo) + ad”(xg) (2.41)
(z,t)EEDL ¢

Como (z,t+n) € Epi ¢ paratodon € N, sempre que (x,t) € Epi ¢, da desigualdade (2.41)
implica o < 0, pois se o > 0 o lado esquerdo seria igual a oo e disto oo = ¢"(xg) < ¢(xp)
o que contradiz o fato de zyp € Dom ¢. Afirmamos que a < 0. De fato, se a = 0
substituindo em (2.41) obtemos

sup {(z5, 2)} < (x5, xo) (2.42)

zeDom ¢

Seja h > 0 e y5 € Dom ¢ arbitrariamente escolhido. Obtem-se

¢(yo + hag) = sup {{yg, =) + h{zg, x) — d(z)}

z€Dom ¢

< sup {(y5,z) —d(z)}+h sup (z5,2)
zeDom ¢ zeDom ¢

= (yg) +h sup (x5,z)

xz€Dom ¢

Além disso, dai e de (2.40) temos

¢"(w0) = (Y5 + hag, wo) — & (yg + hag)

> (Yg xo) + hxg, o) — &'(y5) — h sup ¢<w8, x)
rxeDom

= (Y5, xo) — &' (yg) + h({xg, xo) — _Sup ¢<$E§,:v>)
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Tendo em vista a desigualdade (2.42) e fazendo h — oo, obtemos ¢”(xy) = 400, 0 que
contradiz o fato de xy € Dom ¢, pois estamos supondo ¢"(xg) < ¢(xp).
Assim, a < 0 logo podemos dividir a desigualdade (2.41) por —«, obtendo

sup  {(— ) — 1} < (—ad, 20) — ¢ (z0)

(z,t)EEDPE ¢
Como
/ 1 * 1 * 1 *
¢(——xg) = sup {(——ag,z) -t} = sup {(——wz5 )1}
(07 xze€Dom ¢ « (z,t)EEpi ¢ o
Consequentemente,

§ (=) + 9" (x0) < (it 20)

o que contradiz a desigualdade (2.40). Portanto, ¢”(x) = ¢(x) para todo x € Dom ¢ e,
também, sempre temos ¢”(x) = ¢(x) para todo & ¢ Dom ¢. Concluimos ¢"(z) = ¢(x)
para todo x € E, como queriamos. [ |

Feito essas consideracoes sobre as fungoes conjugada e biconjugada de uma fungao,
passamos a mostrar que sob certas condigoes ga, = g.

Teorema 2.5.2. ([2/, p. 405) Sejam uma fungio g : E X E — [—00,00], C' um subcon-
Junto nao vazio e convexo de E e Ay, : E — P (E*) um operador mondtono induzido por
g como em (2.32), tais que as condigoes (G1), (G2) e (G3) sao satisfeitas e C = D(Ay).
Entao ga, = g se, e somente se, as condigoes

(G5) g(x,ty+(1—t)x) =tg(z,y) paraz € C, y € E, t >0 e g(r,y) =—00 parazx ¢
CeyekF.

(G6) g(y,v) > (w*,v —y) para cada v € E sempre que y € C, w* € E* e g(y,v) >
(w*;v —y) para cada v € C.

sao satisfeitas, onde ga, : £ X E — [—00,00] € uma funcao induzida por A, definida por

sup{(z*,y —z); 2" € Az}, se rel
ga,(Ty) =9 sexdC

Demonstragdo. (=) Seja ga, = g. O Lema 2.5.1 mostra que a condicao (G5) ¢é satisfeita.
Para (G6), sejam x € C e z* € E* satisfazendo g(z,y) > (2*,y — x) para cada y € C. Da
definicao de A,, segue que z* € Ajz. Assim,

9(@,y) = ga,(z,y) = sup (w',y —=x) > (z",y — x) para todoy € E
w*€AgT
como queriamos.
(<) Suponha as condigoes (Gb5) e (G6) satisfeitas. Seja x € C e ¢, : B — [—00,00
uma fungao definida por ¥, (y) = g(z,y) para todo y € E. Usando (G5), obtemos

@ ttly—2) gzt —2) . tg9(zy))

- E
t>0 t >0 t t>0 t g(x,y) para todo y €
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Defina, agora, ¢, : E — [—o00, 0], pondo ¢, (v) = inf para todo v € E. Entao,

>0
como ¢, (v) = g(xz,v+x) e g satisfaz as condi¢oes (G1) e (G3), uma vez que ¢, é propria,
s.c.i. e convexa. Para z* € E*, segue que

¢z (2") = sup((2",v) — ¢z (v))

W (x + tv)
t

veR
B . . Ue(T + tv)
=sp ({#70) ~inf =)

- t

= sup ((z*,v> + sup < _ M))

veE >0 t

. t
vEE >0 t
1

= supsup — <t<z*, v) — Yy (x + tv))

vel t>0 1

1
= sup — sup ((z*,x + tv) — Py (x + tv) — <z*,x>>
>0 1 veE

= sup - (sup((z*,u) — () — (*.2)).

t>0 uel
Como sup((z*,u) — . (u)) — (z*,z) > (z", x) — . (z) — (z",x) = 0, entdo ¢ (2*) > 0. Do
ucek
Lema 2.5.2 com a condigao (G6), temos sup((z*,u) — ¢, (u)) = (2", x). Portanto,
uck
0 e A
() = { se 2 o

oo sezt ¢ Ay
Consequentemente, temos que

9(x,y) = Yy — )
=Y (y — )

= sup ((z",y — x) — 5 (z"))
z*ek*

= sup ((¢",y — ) —i4,.(2"))
z*el*

= sup (z",y—x)
Z*€Ayx

= ga,(2,9)

para cada y € F.
Por outro lado, supondo que z ¢ C, segue da definicao de g4, e (G5) que
ga,(x,y) = —00 = g(z,y)
para cada y € E. Assim, concluimos que g4, = g. [ |

Lema 2.5.3. (/2], p. 407) Seja E um espago de Banach real reflexivo. Para um operador
mondtono mazximal A : E — P (E*) com dominio efetivo C' convezo fechado, seja g4 uma
funcao induzida por A. Entao, ga satisfaz a sequinte propriedade



79

(G6) ga(y,v) > (w*,v —y) para cada v € E sempre que y € C, w* € E* e ga(y,v) >
(w*,v —y) para cada v € C.

Demonstragao. Sejam y € C e w* € E* e suponha que g4(y,v) > (w*,v — y) para cada

v € C. Dai temos w* € A,,y pela definicao de A,,. Do Teorema 2.5.1 A = A,, e,

portanto, w* € Ay, assim obtemos

ga(y,v) > (w*,v —y) para cada v € E
como queriamos. [ |

Por fim, condensamos todos os resultados no seguinte Teorema.

Teorema 2.5.3. ([2], p. 407) Seja C um subconjunto nao vazio, convezo e fechado de um
espaco de Banach real reflexivo E. Seja A a familia de todos os operadores mondtonos
mazimais definidos em E com um dominio efetivo C' e seja 9 a familia de fungoes g de
E x E em [—00, 00| satisfazendo as sequintes condigoes:

(G1) g(x,x) =0 para todo x € C;

(G2) g € mondtona com respeito a C;

(G3) g(x,-) € convexa e s.c.i. para todo x € C.

(G4) g € mondtona mazimal com respeito a C;

(G5) g(z,ty+(1—t)x) = tg(z,y) paraxz € C, y e E, t >0 e g(z,y) =—oc0 parax ¢
Ceyeklb.

(G6) g(y,v) > (w*,v —y) para cada v € E sempre que y € C, w* € E* e g(y,v) >
(w*,v —y) para cada v € C.

Defina a aplicacio C : M — 4 por

C(A) = ga
para cada A € M, onde ga € a fung¢ao induzida por como em (2.35). Entao ¢ é uma
injecao.
Além disso, seja
% ={9€9;, DA, =C}
Entao ¢ € uma bijegao de M em 9.

Demonstracao. Os Teorema 2.4.3, Lema 2.5.1 e Lema 2.5.3 garantem que g4 € ¢ e disso
¢ esta bem definida.
Sejam Ay, Ay € ., suponha que ((A1) = ((As), ou seja, que ga, = ga,- Entdo do
Teorema 2.5.1 e da defini¢ao de ( segue

Ar = Argy, = Agan) = Agan) = Azgy, = A2
Entao, ¢ é injetiva. Temos também que ((A) € % para cada A € .# uma vez que
D(Aya)) = D(4) =C.
Por outro lado, se g € %. Segue do Teorema 2.4.2 que A, é monétono. Além disso, como

g ¢ monodtona maximal, do Corolario 2.4.2, temos A, é monétono maximal. Por hipotese,
D(A,) = C. Portanto, temos que A, € .#. Pelo Teorema 2.5.2 segue que

9 =94, = ((4y)
assim, ( aplica .# sobre ¥,. [

Adicionando no Teorema 2.5.3 as hipoteses de que E é suave e é estritamente con-
vexo, do Teorema 2.4.3 concluimos que a aplicacao ( preserva o resolvente, ou seja, o
resolvente de A coincide com o resolvente de ((A) para cada A € .



Consideracoes Finais

O estudo do Problema de Equilibrio-PE tem despertado a atencao e dedicacao de
varios pesquisadores haja vista que por meio dele podemos estudar Problemas de Otimi-
zagao, Problemas de Ponto Fixo, Desigualdade Variacional, Economia, etc.

Aoyama et al., em 2], utilizam a propriedade de monotonicidade maximal de bifun-
¢oes para obter um resultado de existéncia e unicidade de solucao para um problema de
Equilibrio. Usando a unicidade, definem resolvente de uma bifuncao monétona maximal.
Em seguida, partindo de uma bifuncao, constroem-se um operador mon6étono maximal
que tem o mesmo resolvente da bifungao e vice-versa.

Esta abordagem mostra-se um campo fértil para novos estudos e generalizagoes de
resultados que envolvem bifun¢ao e operador mondtono maximal, assim como o estudo
dos resolventes a eles associados, tais como: em vez de fazer uso constante da aplicacao
de dualidade, neste caso um operador ponto-ponto, para definir resolvente, seré possivel
substituir esse operador por um operador ponto-ponto com caracteristicas mais gerais? E
possivel substitui-lo por um operador ponto-conjunto e generalizar esses resultados?

Essas questoes nos motiva para continuar o estudo desses problemas, em especial,
do problema de equilibrio.
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