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RESUMO

SUPERFICIES DE TRANSLACAO WEINGARTEN
LINEARES NOS ESPACOS EUCLIDIANO E
LORENTZ-MINKOWSKI

Nesta dissertagao apresentaremos uma demonstracao de que uma superfi-
cie de translacao Weingarten linear no espaco euclidiano e no espago Lorentz-
Minkowski deve ter curvatura média constante ou curvatura de Gauss con-
stante. O trabalho é baseado no artigo "Translation surfaces of linear Wein-
garten type"de Antonio Bueno e Rafael Lopez.

Palavras-chave: Superficie de Translagao, Superficie Weingarten Linear,
Curvatura Média, Curvatura de Gauss.



ABSTRACT

LINEAR WEINGARTEN TRANSLATION
SURFACES IN EUCLIDEAN SPACE AND
LORENTZ-MINKOWSKI SPACE

In this dissertation we will present a demonstration that a linear Wein-
garten translation surface in Euclidean space and Lorentz-Minkowski space
should have constant mean curvature or constant Gaussian curvature. The
work is based on the article "Translation surfaces of linear Weingarten type"
Antonio Bueno and Rafael Lopez.

Keywords: Translation surface, Linear Weingarten Surface, Mean Curva-
ture, Gauss Curvature.
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Introducao

Superficies com curvatura média H ou curvatura de Gauss K constante, tam-
bém chamadas de H-superficies e K-superficies, respectivamente, no espago
eclidiano R? surgem como pontos criticos de um funcional que envolve uma
combinagao linear da area ou da curvatura média total, com o volume limi-
tado pela imersao. Em 1853, Bonnet observou que o estudo de K-superficies
poderia ser tao dificil quanto o das H-superficies. Isto porque qualquer K-
superficie, K > 0, tem uma superficie paralela de curvatura média constante
H= ‘/TF, para uma distancia \/%, que pode ter singularidades.

De modo geral, uma superficie de Weingarten imersa num espago tridi-
mensional M? é uma superficie S em que as curvaturas média H e Gaussiana
K satisfazem uma rela¢do nao-trivial W(H, K) = 0. Esse tipo de superficie
foi introduzida por Weingarten em [II], no contexto do problema de encon-
trar todas as superficies isométricas a uma dada superficie de revolugao e
tem sido muito estudada. Para simplificar o estudo das superficies de Wein-
garten é natural impormos algumas condi¢oes geométricas adicionais, como
por exemplo, que S seja regrada ou de rotacao, ver em [1 [6], B, [7), [10].

Neste sentido, Dillen, Goemans e Van de Woestyne [4], consideraram
as superficies de Weingarten tipo gréafico z = f(z) + ¢g(y), onde f e g séo
fungoes suaves definidas em intervalos I, J C R, respectivamente. Tais su-
perficies sao chamadas de superficies de translacao, ou seja, sao localmente
parametrizadas como X (z,y) = (z,y, f(z) + ¢g(y)). Em particular, uma su-
perficie de translacao S tem a propriedade que as translagoes de uma curva
paramétrica x = constante pela curva paramétrica y = constante ficam em
S. No referido artigo, os autores classificam todas as superficies de translagao
do tipo Weingarten do espaco euclidiano R? e do espago Lorentz-Minkowski
L3, a saber:

Teorema 1. (Theorem 1, [{l]) Uma superficie de translagao do tipo Wein-
garten no espaco euclidiano R® é um plano, um cilindro generalizado, uma
superficie minima de Scherk ou um paraboloide eliptico.

Teorema 2. (Theorem 2, [l]) Uma superficie de transla¢io do tipo Wein-
garten no espaco Lorentz-Minkowski I3 ¢é



e um plano, um cilindro generalizado, uma superficie minima de Scherk
ou um paraboldide eliptico, se a superficie for do tipo espago;

e um plano, um cilindro generalizado, uma superficie minima de Scherk
ou um paraboldide hiperbolico, se a superficie for do tipo tempo.

O espaco Lorentz-Minkowski L2 ¢ o espaco euclidiano R munido com a
métrica ds? = da? + dy? — dz?. Uma superficie S imersa em L3 é dita nao
degenerada se a métrica induzida em S é nao degenerada; neste caso, temos
dois tipos: a positiva definida em que a superficie é chamada tipo espaco, e a
Lorentziana de indice 1 em que a superficie é chamada tipo tempo. Similar-
mente ao que é feito no espaco euclidiano com a métrica canénica, podemos
definir os conceitos de superficie de Weingarten e superficie de translagao.
No entanto, em L., se a superficie S de translacao ¢ do tipo espaco, entao é
localmente parametrizada por X (z,y) = (x,y, f(z) + g(y)); e se S & do tipo
tempo entao é localmente parametrizada por X (y,2) = (f(y) + g(2),y, 2) ou
por X(z,2) = (2, f(x) + g(), 2).

Neste trabalho, consideraremos superficies imersas nos espagos euclidi-
ano R? e Lorentz-Minkowski I3 e apresentaremos uma demonstracao de que
superficies de translagao para o caso em que a relagao de Weingarten é lin-
ear, ou seja, em que existem constantes a,b e ¢, nao todas nulas, tais que
2aH + bK = ¢, devemos ter a = 0 ou b = 0.

Os resultados apresentados foram publicados por Antonio Bueno e Rafael
Lopez no artigo intitulado "Translation surfaces of linear Weingarten type",
[2]. Os teoremas principais sao:

Teorema 3. (Teorema 1.1, [2]) Uma superficie de translagdo no espago eu-
clidiano R3 do tipo Weingarten linear é uma superficie com curvatura con-
stante K ou curvatura média constante H. FEm particular, a superficie é
congruente com um plano, um cilindro generalizado, ou uma superficie min-

ima de Scherk.

Teorema 4. (Teorema 3.1, [2]) Uma superficie de transla¢io do tipo Wein-
garten linear ndo degenerada no espago Lorentz-Minkowski I3 é uma super-
ficie com curvatura constante K ou curvatura média constante H.

Ressaltamos que Liu provou em [8] que as tnicas superficies de translagao
com curvatura de Gauss K constante ou curvatura Média H constante no
espaco euclidiano R? ou no espaco de Lorentz-Minkowski IL? sao um plano,
um cilindro generalizado, uma superficie minima de Scherk.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo abordaremos algumas defini¢oes e alguns resultados, bem
como estabeleceremos a terminologia e as notagoes que serao utilizados no
decorrer deste trabalho.

1.1 Superficies no espaco euclidiano R?

Defini¢ao 1.1. Um subconjunto S C R® é uma superficie reqular se, para
cada p € S, existe uma vizinhanca V de p em R? e uma aplicacio X : U —
VNS de um aberto U de R? sobre VNS € R3 tal que

1) X ¢€ diferencidvel;
2) X € um homeomorfismo;
3) para todo q € U, a diferencial dX, : R* — R? ¢ injetiva.

Defini¢ao 1.2. Em cada p € S, o plano gerado por {X,, X,} € chamado
plano tangente a S em p e denotado por T,S. Em cada plano tangente,
a métrica induzida (,) determina a primeira forma fundamental I,(v) =
(dX,,dX,) = Ldu* + 2Mdudv + Ndv?, cujos coeficientes sao fungoes difer-
encidveis definidas por

L = (Xu,Xu),
M = (Xu,Xv),
N = (Xv,Xv),

chamados de coeficientes da primeira forma quadrdtica.



Definigao 1.3. Uma superficie reqular S é orientdvel se for possivel cobri-la
com uma familia de vizinhang¢as coordenadas, de tal modo que se um ponto
p € S pertence a duas vizinhangas dessa familia,entao a mudancga de coorde-
nadas tem Jacobiano positivo em p. A escolha de uma tal familia € chamada
uma orientacao de S, neste caso se diz que S € orientada. Se uma tal escolha
nao € possivel, a superficie € nao-orientdvel.

Proposicao 1.1. Uma superficie reqular S € R3 ¢ orientdvel se e somente
se existe um campo diferencidvel v : S — R? de vetores normais em S.
A demonstra¢ao pode ser encontrada em [3].

Definicao 1.4. Seja S C R® uma superficie com wma orientacdao v. A apli-
cagio v : S — R3 toma seus valores na esfera unitdria S* = {(x,y,2) €
R3; 2% + y? + 22 = 1} associando a cada ponto p € S o vetor unitdrio normal
a M no ponto p. A aplicacio v : S — S?, assim definida, ¢ chamada a
aplicagao de Gauss de S.

A diferencial dv, em p € S é uma aplicagao linear entre os espagos ve-
toriais 7,5 e T,(,)S*. Como T,S e T,,)S? sdo 0s mesmos espagos vetoriais
podemos pensar em dv, como um operador linear em 7,5.

Proposicao 1.2. A diferencial dv, : T,S — T,S da aplicagao de Gauss é
uma aplicagao linear auto-adjunta.
A demonstragao pode ser encontrada em [3].

O fato da dv, : T, — T,S ser uma aplicacao linear auto-adjunta nos
permite associar a dv, uma forma quadrética ) definida em 7},5,dada por

Q) = —(dvy(v),v),v € T,S.

Definicao 1.5. A forma quadrdtica I11,(v) = —(dv,(v),v) definida em T,S
é chamada a seqgunda forma fundamental de S em p.

Definicao 1.6. Sejam p € S e dv, : T,,S — T,S a diferencial da aplicagao
de Gauss. O determinante de dv, é chamado a curvatura Gaussiana K de S
em p. A metade do tragco de —dv, é chamado a curvatura média H de S em
p.

Em termos das curvaturas principais k1 e ky podemos escrever

1
K = k’lkg e H= é(kl +k’2)



A partir de agora consideraremos as parametrizacoes X : U C R? — S
compativeis com a orientagao v de S, isto ¢, em X (U),

Xu N X,

CTIX AN

Sejam X (u, v) uma parametriza¢ao em um ponto p € S de uma superficie
S, e a(t) = X(u(t),v(t)) uma curva parametrizada em M, com «(0) = p.
Para simplificar a notacao as funcoes que aparecem abaixo indicam seus
valores no ponto p.

O vetor tangente a av em p ¢ o/ = X, u' + X0 e dyy(af) = V(u,v) =
v, + vt

Como v, e v, pertencem a 71,5, podemos escrever

Vy = &11X’u + Gngv, (11)
vy = a12Xu + (IQQXU, (12>

e portanto,

dvy(a) = (anv’ + a19v") Xy, + (an v’ + anv)X,

dv U,I _|G11 a2 U/
PAo'l o lagy aeel| [V
Assim, na base {X,, X,}, dv, é dada pela matriz (a;;), com i,j = 1,2.

Por outro lado, a expressao da segunda forma fundamental na base {X,,, X, }
¢ dada por

isto é

IL(a) = —(dvp(d), o) = — (' + v, Xu' + X,0)

= (') + 2fu'v' + g(v')?,

onde
e = _<Vu,Xu> = <V> XUU>
= — (Vo Xu) = (s Xuw) = (s Xow) = —(Vu, Xo)
g = —<V1,,Xv> = <V7va>;

desde que (v, X,,) = (v, X,) = 0.
Temos que e, f, g, sao chamados coeficientes da segunda forma.



A partir das equagoes ([1.1]) e (1.2]), obtemos:

—f = (Vu,Xy) = auM + an N
—f = (v, Xy) = ainl + apeM
—e = (v, Xy) =anL+anM
-9 = (Vy, Xy) = a12M + aguN

As relagoes acima podem ser expressas em forma matricial por
_|€ [l len ae| [L M
Iy az ag| |M N
ain ap| _  |e f L M
21 A2 f g M N ’

e | ]! significa a matriz inversa de [ |.
Observe que

donde,

L M7t 1 N —M
M N| — LN-— M? ’
logo

fM—eN gM— fN
ay ap| e f 1 N M| | LN-M2 LN — M2
le azz]_ {f g] LN — M? {—M L]_ eM —fL fM—gL
LN — M? LN — M?

Dai decorrem as seguintes expressoes para os coeficientes para os coefi-
cientes [a;;] da matriz de dv na base {X,, X, }:

fM —eN

a1y = LN—MZ’
_ gM - fN
a2 = —LN—MZ’
_eM—fL
a1 = —LN—MQ’
JM —gL

“ = IN Mm%

Assim, obtemos a curvatura Gaussiana em termos de coordenadas locais

2
K = detfa;;] = eg—

- (1.3)
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Para o calculo da curvatura média, lembremos que —ki,—ky sao os auto-
valores de dv. Portanto, ki e ks satisfazem a equagao

dv(v) = —kv = —kl(v) = (dv+ kI)(v) =0

para algum v € T,M,v # 0,onde I é a aplicagao identidade. Decorre que a
aplicagao linear dv + kI nao é invertivel, logo, tem determinante nulo.

Assim,
a1 + k a12
det =0
a1 ax + k
ou
2
E* + k(a1 + ag2) + ar1a2 — ajzas = 0.

Como k; e ko sao raizes da equacao quadratica acima na variavel k, conclui-
mos que

leN —2fM + gL
2 LN —M?

1 1
H= 5("31 + ko) = 5(6111 + agn) = (1.4)

Temos que,
k> —2Hk+ K =0

e, portanto,

kyo=H+VH — K.

Definicao 1.7. Uma superficie S no espaco euclidiano R® é chamada uma
superficie de translagao se for dada como um grdfico z(x,y) = f(x)+g(y), em
que f e g sao funcgoes suaves em algum intervalo I, J C R, respectivamente.

1.2 Superficies no espago Lorentz-Minkowski LL?

Defini¢ao 1.8. O espaco de Lorentz-Minkowski € o espaco métrico L3 =
(R3,(,)) onde a métrica {,) é dada por

(U, v) = uvy + Uy — U3V3,
em que u = (uy, us, ug) e v = (vy,vq, v3).
Definicao 1.9. Um vetor v € L3 € dito

1) tipo espago se{v,v) >0 ou v = 0;
2) tipo tempo se (v,v) < 0;
3) tipo luz se (v,v) =0 ev # 0.



Definigao 1.10. Sejam u = (u1, us, u3) e v = (vy,v9,v3) € L3, chamamos o
produto vetorial lorentziano de u e v ao unico vetor w = u A v definido por

— — —

7 —k
w=uAv =det |u; uy us|-
v V2 U3

Definigao 1.11. Uma superficie de translagio S no espaco lorentziano L3
é chamada do tipo espago, quando S se escreve localmente como z = f(x) +
g(y); S é chamada do tipo tempo,quando S se escreve localmente como
y = f(x) +9(2) oux = f(y) + g(z), em que f e g sio fungdes suaves
em algum intervalo I, J C R, respectivamente.

Faremos uma abordagem analoga ao que foi feito no espaco euclidiano.
Para isso, consideraremos uma parametrizagao local

X:UCR? — 13 X =X(u,v),

de uma imersao do tipo espago ou tipo tempo. Seja B = {X,,, X,,} uma base
local do plano tangente de cada ponto de X (U).

Com respeito a B seja { Y }A\ﬂ a expressao matricial da primeira forma
fundamental, em que
L= (XX, , M{X,,X,) e N=(X,,X,).

Denotaremos por W = LN —M?. Se superficie é tipo espaco entao W > 0
e se é tipo tempo W < 0. Tomemos o vetor unitario

Xu N X,
V= ——.
| X0 A X
Usaremos a notagao (v,v) =€, com € = —1 se S é do tipo espago e € = 1

se S é do tipo tempo. Logo,
| Xy A Xy| = /—€(LN — M?) = /—eW.

Seja agora [; ﬂ a expressao matricial da segunda forma fundamental

com respeito a B, entao

e = —(AX,, Xy) = (v, Xu) = (v, Xow)
f = _<AXU>XU> = <VvaXu> = _<Xvayu> = <V7 Xuv>
g = _<AXU7X’U> = <VvaXv> = <V7 va)

em que A é a aplicacao de Weingarten. Dessa forma



A_[E M e s
|M N f oal’
e as curvaturas média e de Gauss sao dadas por:

= l1eN —2fM + gL . eqg — f2
=€~ —e—
2 LN — M2 7’ LN — M?

1.3 Superficies de Weingarten

Definigao 1.12. Uma superficie S imersa é chamada superficie de Wein-
garten se suas curvaturas média H e Gaussiana K satisfazem a relagao nao-
trivial (H.K) = 0. Se tal relagao é dado por

20H + 0K =c (1.5)

em que a,b,c constantes reais, com a® + b* # 0 dizemos que a superficie é
Weingarten linear. Note que este caso incluem as superficies com H con-
stante e com K constante.



Capitulo 2

O Caso Euclidiano

Utilizando a notac¢ao fixada anteriormente, demonstraremos o teorema prin-
cipal para o espaco euclidiano R3.

Teorema 2.1. Uma superficie de translagio do tipo Weingarten linear no
espaco euclidiano R® é uma superficie com curvatura de Gauss constante ou
curvatura média constante. Em particular, a superficie é congruente a um
plano, um cilindro generalizado ou uma superficie minima de Scherk.

Demonstracao. Temos que as curvaturas média H e de Gauss K sao expres-

sas em uma parametrizagao local por (1.4) e (1.3). Assim, sendo S uma
superficie de translagdo temos que X(z,y) = (z,y, f(z) + g(y)), com f e g
funcoes suaves, é uma parametrizacao local de S. Entao

Xa(z,y) (1,0, )
Xy(.l‘,y> = (07179/>
X:c:(:(may> = (anaf”)
Xyy(z,y) = (0,0,9")
Xay(z,y) = (0,0,0)
S &5 = —
I . L
XoAX, =1 0 f/|=—fi-gi+k
01 ¢

X, A Xy =2+ g?+1

portanto o vetor normal v é dado por
(_f/7 _gla 1)
/f/2 + g/2 + 1

10
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Dessa forma, temos os coeficientes da primeira forma fundamental

L = 1 + f12
M — flgl
N = 1+47

e os coeficientes da segunda forma fundamental

"
e = f
/f/2+g/2+1
f=20

7

g
SV/CErCEa )
Portanto, a curvatura de Gauss é dada
f//g//
(2 + g%+ 1)

e a curvatura média é dada por

L+ 0+ 7)——L

0 - 1 f/2+g/2+1 /f/2+g/2+1
2 L4 f2 + g2
1f/l<1 _|_g12> +g//(1 +f/2)
2 (1 +f/2 +g/2)3/2
Logo,
H B f//(l +g/2) _"_gl/(l + fl2> K B f//g//
T 2(1+ fR 4 g2y ¢ B

Sendo S também uma superficie Weingarten linear, H e K satisfazem a
relacdo ((1.5)), e teremos entéao

af//(l +g/2) +g//(1 + f/Q) f//g//
(1 +f’2+g’2)3/2 (1 +f/2 +g/2)2

=c. (2.1)

A prova do Teorema [2.I) é por contradigao, ou seja, vamos supor que
existem superficies de translacao Weingarten linear que nao sejam as de cur-
vatura média H constante e as de curvatura de Gauss K constante. Sendo
assim, suponhamos entao que a,b # 0.

11



Observamos também que pela expressao de K devemos ter f” # 0 e

g" # 0, porque do contrario e de (2.1)), H seria constante.

Faremos a prova em dois casos: ¢ =0 e ¢ # 0.
Seja
W =LN—-M* =1+ f?+ 4"
1° caso) ¢=0

Substituindo ¢ = 0 em ([2.1]) teremos

f”(l +g/2) +g//<1 +f/2) f//g//
(1 +f/2 +g/2)3/2 (1 +f’2+g’2)2

=0.

(2.3)

Multiplicando a equagao (2.3]) por W? e dividindo por (1+ f2)(1+ ¢’?)

obtemos

f// g// ) f// g//
VW +b——rn——— =0.
a<1+f/2+1+g/2 + 1+f/21+g/2

Agora, sejam
" /!
_ f_7 G-_9
1 +f/2 1+g/2
Desde que f” #0 e g”" # 0, temos que F #0 e G # 0.

A equagao (2.4) se escreve como

a(F + G)VW + bFG = 0.

(2.4)

(2.5)

(2.6)

Notamos que esta identidade implica em F + G # 0 pois do contrario

terfamos b = 0.

De (2.6 temos

a(F+GWW = —bFG
?(F+G)*W = VF*G?
v/ FG \2
W= ?(FJFG)’

e usando (2.2) obtemos

b 1 FG \2
1 12 /2:_ )
7+ aQ(F—i-G)

12



Derivando a equagao ([2.7) com respeito a = temos

b* (F + G)22FF'G” — F°G*2(F + G)F’
a2 (F+G)

b* (F + G)[2(F + G)FF'G? — 2F’F'G’]
a2 (F+G)*

b? 2F*’F'G* + 2GFF'G® — 2F*F'G?

a? (F+G)? ’

2f/f// —

ou seja,
_ b? 2FF'G’

2f/f// ?m. (2.8)

Agora derivando (2.8)) com respeito a y obtemos

»? (F + G)*6FF'G*G’ — 6FF'G*(F 4 G)>G’
a? (F+G)S
v? (F + G)?[(F + G)6FF'G*G’ — 6FF'G*G/|
a? (F+G)S
v’ 6F*F'G*G’ + 6FF'G*G’ — 6FF'G*G’
a? (F+G)

portanto
v’ F*G’F'G’

a2 (F+G)t — 0 (29)

A equagao (2.9) implica em F'G’ = 0. Se existe z¢ € I tal que F'(xg) #
0 entdao devemos ter G'(y) = 0 para todo y € J e entao G = d, para
alguma constante d. Substituindo em ([2.6))

a(F + G)VW +bFG = 0

a(F +d)VW +bdF = 0

adVW + aFVIW +bdF = 0
FlaVW +bd) = —advVW

E —advVW
avVW + bd

Fo_ —ad 1+f’2+g’2
a /l—i—f’Q—f-g’Q—f—bd‘

13



2° caso)

Mas a funcao F s6 depende de x, o que implica que ¢’ é constante, o
que é absurdo pois ¢” # 0.

Devemos ter entao F' = 0 para todo z € I em . Sendo F' = 0
entao F = d, para alguma constante d, e, com raciocinio anélogo ao
anterior teremos que, como G é funcao de y, f’ deve ser constante e
novamente teremos uma contradi¢ao visto que f” # 0.

Concluimos dessa forma que quando ¢ = 0 tem-se a = 0 ou b = 0,
implicando em H constante ou K constante.

c#0
Sendo ¢ # 0 em ({2.1)) podemos dividir a equag@o por ¢ e, renomeando
as constantes, obtemos

f//(l +g/2> +g//(1 + f/2) f/lg//

b =1. 2.1
(1+ f2+ g?)3/2 + (1+ f2+ g?)2 (2.10)

Novamente, multiplicando tal equacio por W? e dividindo por (1 +
*)(1+ ¢”%) obtemos

W2
bFG = 2.11
a(F + G)VW + bFG S OETE (2.11)
em que F e G sao dadas por (2.5)).
Derivando com respeito a x temos
! £ 4Wf/f// 2w2f/f//
FVIT+(F+G) L) +4F'G — -
a( +(F+ )\/W) 1+ )1 +g2) 1+ 221+ g?)
(2.12)
Agora derivando (2.11]) com respeito a y temos
v/ 4Wg/g// 2g/gllw2
GVIV+(F+G) L1 ) +bFG’ = = .
(GG ) 70+ @m0

Dividindo a equagao (2.12)) por f'f” e a (2.13)) por ¢'¢”, e igualando

seus termos obtemos

FVvIV _FG 2W2 G'VW FG 22
a Frp +b b

f/f//+(1+f/2)2(1+g/2) =a g/g// + g/g//+(1+f12)(1 +g/2)2
(2.14)

Obtendo o valor de W2 de [2.11
W? = (a(F + G)VW + bFG)(1 + f)(1 + ¢?),

14



e substituindo em ([2.14]) obtemos

F’ 2(F + G) G 2(F + G) \/7 2FG FG’ 2FG F'G
(f/f//+ 1_|_f/2 _g/g//_ 1+g/2 ) :b<1 +g/2+g/g/1_1+f/2_f/f//>
(2.15)

Por outro lado, reescrevemos ([2.10))

a(f"(l +g/2> —|—g"(1+f'2))\/W+bf"g” _ W2

e diferenciamos esta expressao com respeito a x

W = a0+ (0 )L

(" (L+ g% + 20 g W)

_|_ bf/l/g/l

e depois com respeito a y
4g/g//W _ a<2f//g/g// + g"’(l + fIQ))\/_ W + bf// "

a1+ g7 + g1+ 1) 2L

VAT

De ambas as equagoes obtemos o valor de W, e igualando resulta em

f”/ 1 2 2 n_ofn ”/ 1 2 \/W — bl g, // fm
a f/f//( +9g )+ f ( +f ) - f g/g// f/f//
(2.16)
Se escrevermos e como aPivW = bQ1 e aPovW = b(Qo,
respectivamente, teremos
CLbPlQQ V W = abP2Q1 V W,
o que implica

ab\/W(Png — PQQl) =0

e portanto temos

PiQy — PQ, = 0.
Agora, podemos reescrever (2.16))

(f/// / //(1+g/2) +2f f// ! 12 2f f//2 v/ g"’f’f”(l—l-f'Q))\/W:
_ a(f/f//2g/// - g/g//2f///). (2-17>

15



Da mesma forma, manipulando (2.15)), e considerando que

F/ _ f”/(l + f/2) _ 2f/f//2
T+ /77

e analogamente
g”’(l + g/2> . 2g/g//2

e
temos
(f/// / //(1+g/2)+2f f/ ’ o2 ff// ///(1+f/2) 2f f//2 / //)\/W:
b(1+f/2)<1+g/2)(f f//2 n f/// / //2) (218)

Concluimos entdo de (2.17)) e (2.18)) que
(f f//2 " f//l / //2)(2f f// / //(f// g//)+f f//(1+f/2> " f/// / //(1+g/2)) —

ou seja,

Vamos discutir os casos:

(1) Se existe um ponto (xg,yo) em I X J tal que Po(xg, o) # 0, entao
@2 = 0 em algum sub-retangulo de I x J implicando por (2.16|)
que P, = 0 uma contradicao.

(2) Portanto P, = 0 em I x.J, novamente usando ([2.16)), temos Q2 = 0
em [ x J.

Estas duas equacoes se escrevem

f/l/ g///
T2 2 (2.19)
I'f 99
€ g/// 9 f'l// 9
2( //_g,/)+ g/g//(1+f, ) - f/f//(1+g/ ) :0 (220)
A equagao (2.19)) implica a existéncia de A € R tal que
f/// g///
! £112 = ! 112 - 2)\
I'f 99
e assim 7 g
1 "
i =2)\f 77 =2\g (2.21)

16



substituindo as equagoes (2.21)) em (2.20) obtemos

2(]('// _ g/l) + 2)\(1 + f/Z)g// _ 2)\(1 +gl2>f// — O
2f"=g"+ M1+ )" = A1 +g%)f") = 0
f// - g// + >\g// + /\f/2g// . )\f// . )\g/2f// _ 07
ou seja,
f// . g// o )\g// . )\f// — )\g/2f” - )\flzg// (2.22)

Se A # 0 derivando ([2.22)) com respeito a = e depois com respeito a y

fl/l _ >\f”/ — )\g/2f/l/ _ 2>\gl/f/f//
O — 2)\919//][/1/ - 2>\f/f//g///

2)\glg//f//l o 2)\]{'/]{'//9///
f/f//g/// — g/g//f///
Como assumimos que f”, g” # 0 concluimos que:
f/// g///

f/f// = glg// = ’u

para alguma constante p € R.

Substituindo em deduzimos que p # 0 e f”, g” s@o ambas fungoes
constantes. Assim, f” = ¢” = 0 implicando em A = 0, 0 que é uma con-
tradicao.

Dessa forma temos que ter A = 0 em ([2.21]). Entao a equagao (2.22)) nos
diz f” = ¢"” = m para algum m € R, m # 0. Entao se escreve como

am(l + %) +m(1+ ) N bm?
w3 w2

ou seja,

wlw

am(2+ f*+4¢%) = (1-m*W HW

ou ainda,
am(2+ f2+¢%) = W2 —bm2We.
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Derivando com respeito a x obtemos:
Y 3.1 I gn 1 2117—2 0 p1 g1
2am f 7 = §W22ff +§bm W=22f" 7,
e dividindo por f’f” temos:
2am = 3W?2 +bm*W 2. (2.23)

Observe que W é uma constante pois se diferenciarmos ([2.23|) com respeito
a z resulta em

;Wézf’f“—;bmwizf'f” = 0

=W —bm?W3 = 0
W? = bm?.

Sendo W constante, teriamos que f” = ¢” = 0, o que ¢ novamente uma
contradicao.
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Capitulo 3

O Caso Lorentziano

Agora utilizando a notacao fixada anteriormente, demonstraremos o teorema
principal para o espaco lorentziano 1L3.

Teorema 3.1. Uma superficie de translacao nao-degenerada no espacgo de
Lorentz-Minkowski 1.2 Weingarten linear é uma superficie com curvatura de
Gauss constante K ou curvatura média constante H.

Demonstracao. Suponhamos os casos em que S é uma superficie tipo espaco
ou tipo tempo. Suponha que S é do tipo espaco com z = f(x) + g(y), entdo
X(z,y) = (x,y, f(x) + g(y)). Assim temos

X:r = (17 07 f/)
Xy = (07 17 g/)
X;tz = (07 07 f”)
Xz = (0,0,0)
ny = (07 07 g//>
O normal seré dado por
X N Xy
U=
| X A X
assim L.
g —k . . .
XoANXy=[1 0 fl=—fli—-gj+—k
01 ¢

X AN Xyl = /1= f?—g7,
(_fla_g,v_l)

/1 — 2= g/2'

e portanto, v =

19



Os coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental sao dados por

L = (X, X,)=1—f"
M = <Xx>Xy> = _f/g/
N (Xy, Xy) =1 9/2
e = (W, Xp) = -/ (3.1)

/1 _ f/2 _ g/2

[ = Xy =0
9 = <V7ny>

1

-9
Suponha agora que S é tipo tempo. Entao S pode ser expressa como
y = f(x)+g(z) oux = f(y)+g(z). Suporemos que a superficie tipo tempo &
da forma y = f(x) + g(z), logo se escreve como X (z,z) = (z, f(z) + g(2), 2).
Assim temos

X = (1,1,0)
X. = (0,4,1)
Xeow = (0,f7,0)
X.. = (0,0,0)
X.. = (0,4",0)
Obtemos o normal de maneira analoga
T
X.ANX.=11 f o|=fli—j—dk
0 g 1

’Xx/\Xz’ — /1+f’2—g’2,
(f/7 _17 _g,)
1+ f2 — 9/2'
Os coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental sao dados
por

Logo v =

L = (X, X,)=1+f"
M = <Xy7Xz> =f'q
N = <XZ,XZ>:—1—|—g/2
£
e = <V7 ny> = \/m (32)
f = (nX,) =0
q"
g = (X)) =

/1+f/2 _g/2'
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Comparando as equagoes em (3.1)) e (3.2) podemos escrever de uma forma
geral os coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental tanto da
superficie tipo espago quanto da tipo tempo do seguinte modo

L = 1+ef?
M — Ef/g/
N = (g -1
o
e = € f
/1+€f/2_g/2
;=290
_g//

g = € .
/1+€f/2_g/2

Sendo W = LN — M?, logo W = 1+ ef”? — ¢> > 0. De acordo com o
que foi feito anteriormente o vetor normal de ambas as superficies, do tipo
espago e do tipo tempo sao, respectivamente,

_ (_f/7 _9/7 _]->
(fla ]-7 _g,)

A expressao de H e K em coordenadas locais sao dadas por ((1.11)), assim
temos

UV =

f//g// H Ef,/( /2) +g//(1 _'_ 6f/2)
(1 + Ef’2 _ g/2)2 ¢ € ( + ef/2 _ /2)3/2 ’
Substituindo em ({1.5)) temos
a<€ f//( /2) +g//< + 6fl2)> + be f//g//
(1 + 6f/2 _ 9/2)3/2 (1 + 6f/2 _ g/2)2

Suponhamos novamente por contradigao que a,b # 0 em ((1.5)).

K =—

=c. (3.3)

1° caso) ¢ =0
Multiplicando (3.3]) por W? temos

ac(ef" (=1 +9%) + 9" (L+ f*))VW + bef"g" = (34)
Dividindo (3.4) por (—1 + ¢’*)(1 + €f") temos

1 n "
s f g f €g
VIV +b =0
afe 1+ef’2+6—1+ R)VIV 1+ef?—1+ g2
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Fazendo a mudanca

f/l gl/

= 6_1 +g/2

F:— et
1+ef’2’G

Obtemos (2.6)) . Isto implica que W é constante uma contradigao.

2° caso) c#0
Dividindo por ¢, e novamente fazendo a mudanca de notacao na
constante, obtemos

W2

(I+ef?)(=1+97)

a(F + G)VW + bFG = ¢ (3.5)

Derivando separadamente em relagao a x e depois em relacao a y a

equagao (3.5)) resulta em

, Ef/f// / 4Wf/f//
a(Fx/W+(F+G)\/W)+bFG AT T
B 2eW2 f!
T+ FPP(-1+ 7
e
/ _g/g,, . 4Wg’g”
a(G \/W+(F+G)( \/W))"’bFG - ((1—1-6]”2)(—1—1—9’2))

269’9”W2

(L4 ef?)(=1+g7)

Dividindo a primeira equacao por €f’f” e a segunda por —g'g”
Agora e se escrevem respectivamente como

FF'' 2(F+G) G’ 2(F +G) F'G 2FG FG' 2FG
a(f/f// 6—|—f/2 +€g/g// 6—1+g/2>\/W+b(f/f”+6-|—f/2+€g/g”+€—1+g/2) =0

€

f//l 5 9 g/I/ g/I/ f///
a(f/f, (=14 6") +29" + 2¢f" +e(e + f )g,g”)\/W + d;(f”g/g,, + eg”f/f//) = 0

22



Finalmente encontramos

(f/f//Zg//l+€f///g/g//2)(2f/f//g/gl/(f//+€g//>+flfl/(f/2+€)g///+€flllg/gll<gl2_1)) — O

Para concluir, basta considerar a mesma discussao dos casos analogo
ao que foi feito para o caso Euclidiano. Obteremos W constante, con-
sequentemente, teremos uma contradigao.
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