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Capitulo 1

Introducao

1.1 Aspectos gerais

Em teoria das probabilidades a distribuicao Gumbel é definida como um modelo
probabilistico continuo que surge quando se toma o logaritmo de uma varidvel com a
distribuicao Weibull. E também um caso particular da distribuicao generalizada de valores
extremos (GVE) (Kotz e Nadarajah, 2000).

Uma das principais aplicagoes desta distribuicao (ou modelo) é a de estimar valores
extremos para previsao de fenomenos raros. Desta forma, condi¢coes ambientais extremas
compoem um vasto campo de aplicacoes do modelo Gumbel. Por exemplo, em relagao aos
estudos meteoroldgicos o interesse esta na analise de observacgoes e registros de maximos e
minimos ao longo do tempo. Tendo em vista que os dados de chuva e vento apresentam,
geralmente, aspectos alarmantes e impactantes para a sociedade, eles estao entre os temas
mais discutidos da atualidade.

De acordo com (Beirlant et al., 2004), em andlises sobre frequéncia de inundagcao,
tem-se interesse na estimativa anual de elevacao do nivel de agua, que ¢é o nivel excedente
a cada T anos em média, sendo necessaria uma grande quantidade de dados observados,
normalmente de um periodo de 100 anos, mas a estimativa é realizada principalmente
com base em dados por um periodo mais curto. Consequéncias das inundacoes superiores
a um certo nivel pode implicar em grandes inundagées (Bruun e Tawn, 1998). Outro
parametro hidrolégico para o qual a cauda da distribuicao correspondente é de especial
interesse é a intensidade da precipitacao, onde é possivel fazer modelagem em sistemas de

cursos de adgua, drenagem urbana e escoamento.
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Na maioria das pesquisas ja publicadas, os pesquisadores tém o objetivo de exami-
nar valores que excedam um limiar especifico, que venha de alguma forma, ser comprome-
tedor para a sociedade. Em estudos mais particulares, os modeladores podem examinar,
por exemplo, quao comprometedor um certo valor possa ser para as reservas de uma
empresa.

Em todos os exemplos enfatizados acima faz-se uso de distribui¢oes multivariadas
de valores extremos para a modelagem (Fougeres, 2004, Kotz e Nadarajah, 2000). No en-
tanto, poucos trabalhos envolvendo quatro ou mais dimensoes tém sido desenvolvidos. Isso
porque, em geral, os modelos paramétricos de alta dimensionalidade tém funcoes de densi-
dades bastante complexas, tornando os procedimentos de inferéncia bastante complicados
(Stephenson, 2009). Com base nisso, neste trabalho, propomos um modelo multivariado
para predicao de valores extremos espacialmente dependentes, em que a construcao do
modelo ¢ feita condicionando uma distribui¢ao Gumbel com respeito a um efeito aleatorio
espacialmente compartilhado seguindo uma distribuicao alfa-estdvel. Algumas proprie-
dades deste novo modelo sao apresentadas e um algoritmo de Monte Carlo Expectation
Mazimization (MCEM) é desenvolvido para estimagao dos parametros. A ilustragao do
modelo ¢ feita através da predicao espaco-temporal de temperatura maxima no estado do

Amazonas.

1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é baseado na modelagem e predicao espacial e
espaco-temporal de valores extremos.

Como metas e objetivos especificos, temos:

@ Construir uma classe multivariada para dados dependentes e desenvolver suas pro-

priedades;
@ Desenvolver e implementar um algoritmo para estimagao dos parametros da classe;

@ Propor um modelo particular da classe multivariada para o problema de predi¢ao

espaco-temporal de temperatura maxima no Estado do Amazonas;

@ Comparar os resultados do modelo proposto com os resultados de um modelo padrao

existente na literatura.



1.3 Estrutura do trabalho

A presente dissertacao é composta de seis capitulos. No primeiro capitulo decorre-
mos sobre aspectos gerais da distribuicao Gumbel, como também definimos os objetivos
gerais e especificos. Em seguida, no segundo capitulo, apresentamos uma revisao biblio-
grafica que serve de suporte para o desenvolvimento do trabalho. No terceiro capitulo, o
modelo Gumbel multivariado é construido a partir do condicionamento da variavel a uma
mistura de distribuicoes a-estaveis e alguns casos especiais sao abordados; suas proprieda-
des também sao apresentadas. Em seguida, no quarto capitulo, é apresentado o algoritmo
FEzxpectation Maximization (EM) para a estimagao dos parametros dos modelos anteri-
ores. No capitulo cinco propomos um caso particular do modelo Gumbel multivariado
para a modelagem de dados espacialmente compartilhados e desenvolvemos o algoritmo
Monte Carlo Ezpectation Mazimization (MCEM). No capitulo seis o modelo proposto é
aplicado no problema de predicao espago-temporal de temperatura maxima no estado do

Amazonas.



Capitulo 2

Revisao da literatura

Neste Capitulo apresentaremos os principais conceitos e teorias matematicas utili-
zadas no desenvolvimento deste trabalho.

Inicialmente, na Segao (2.1) faremos uma abordagem significativa da distribui¢ao
Gumbel univariada, destacando sua importancia para o estudo de fenomenos extremos,
e detalharemos suas principais propriedades, em especial aquelas que serao aplicadas nos
capitulos posteriores. Na Secao (2.2), explanaremos sobre classe de distribuicao estavel
e suas propriedades mais relevantes. Em seguida, na Segao (2.3), faremos uma aborda-
gem a definicao de distribuicoes condicionais G-exponencializadas usando como base a
técnica introduzida por (Lehmann, 1953) no contexto de teste de hipéteses. Na Segao
(2.4) serao apresentadas marginais G-exponencializadas. Posteriormente, na Secao (2.6),
serd introduzido o algoritmo Expectation Mazimization (EM), que é um método compu-
tacional para calcular o estimador de mdxima verossimilhan¢a (EMV) quando a fungao
log-verossimilhanca dos dados observados é analiticamente intratavel. E, finalmente, na
Secao (2.5), definiremos a distribui¢ao Dirichlet que nos auxiliard na geracao de vetores

aleatorios para o modelo Gumbel multivariado.

2.1 Distribuicao Gumbel univariada

A distribuicao de Gumbel, nomeada assim em homenagem a Emil Julius Gumbel
(1891-1966), surge quando se toma o logaritmo de uma varidvel com a distribuigao Wei-
bull. Isto é, se a varidvel X tem uma distribuigao Weibull, entao a varidvel Y = log(X)

tem uma distribuicao Gumbel. Ela é bastante utilizada para modelar a distribuicao do
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maximo (ou do minimo) de um ndmero de amostras de vérias distribui¢des comuns (Ex-
ponencial, Gamma, Normal, Log-Normal, etc), geralmente em série anuais. Desta forma,
em aplicagoes ambientais, torna-se muito eficaz em estudos sobre previsao de eventos raros

como terremotos, inundacoes e outros desastres naturais.

Defini¢ao 2.1. Seja Y uma varidvel aleatoria (v.a). Dizemos que Y possui distribui¢ao
Gumbel com parametros ju e o, e denotamos por Y ~ Gumbel(u, o), se possui a sequinte

fungao de distribui¢ao acumulada (fda) (Ver Figura 2.1):

G(y; 1. 0) = exp {— exp (—%H , yeR, (2.1)

em que, n € R e o > 0 sao, respectivamente, os parametros de locagao e escala.

e -
(ce]
g
—— p=0.5, 0=2
©
S 1 2
S ---- M=1,0=
©)
<
o
p=1.5, 0=3
N
o
------ p=3, o=4
o
S -
T T T T T T
-5 0 5 10 15 20

Figura 2.1: Gréficos da fungao de distribui¢ao acumulada Gumbel univariada para alguns

valores dos parametros.

Dentro da teoria dos valores extremos, a distribuicao Gumbel é obtida como um
dos casos particulares da classe de distribui¢oes generalizada de valores extremos (GVE)

(Markose e Alentorn, 2010).



Considere a variavel padronizada s = ly = p ,em que y € R, u € R é o parametro
o
de locagao e 0 > 0 é o parametro de escala. A funcao de distribuicao acumulada GEV é

dada por:
Ges(y) =exp [~(1+&s) 7], yeR, (22)

em que £ € R é o parametro de forma. Deste modo, os trés tipos de distribuicoes de valores
extremos sao: Gumbel (¢ = 0), Weibull (£ < 0) e Fréchet (¢ > 0) (Kotz e Nadarajah,
2000).

Definigao 2.2. Se Y ~ Gumbel(u, o), entio a fungao densidade de probabilidade (fdp)

de Y tem a sequinte expressiao (Ver Figura 2.3):

1 y—p y—p
9y, p,0) = —eXp{—eXp (— ) - ( , yeR
g g ag

Te]
o
o
s S |
(@]
To]
o
o
o
O__
e T T T T T T
-5 0 5 10 15 20
y

Figura 2.2: Gréficos da funcao densidade de probabilidade Gumbel univariada para alguns

valores dos parametros.

A média e a variancia do modelo Gumbel, sdo, respectivamente:

2
o T

EY)=p—0y e Var(Y)=o0 ra



em que vy ~ 0,577 é a constante de Euler.
Para a estimacao dos parametros p e 0 do modelo Gumbel univariado, temos que

a funcao de verossimilhanca ¢ dada por:

Ly, 0 y) = (%)nexp {— z: {exp (—y" - ”) + (—%)} } . (2.3)

Desta forma, a funcao log-verossimilhanca é expressa por:

£(M,a;y):—i<%;“)—nloga—gexp(—y";“). (2.4)

i=1

Logo, os estimadores para i e o sao obtidos resolvendo o sistema:
0
—U(p,o5y) =0
o (n,05y)

9,
— ;y) =0
55 (03 Y)
De acordo com (Mahdi e Cenac, 2005), a resolucao do sistema é obtida numerica-

mente e produz os estimadores de maxima verossimilhanca

2.2 Distribuicoes estaveis

O conceito de distribuicoes estaveis refere-se a estabilidade de uma variavel ale-
atoria. Trata-se de uma propriedade em que uma combinagao linear de duas ou mais
amostras independentes da variavel tem a mesma distribuicao, a menos de uma mudanca
nos parametros de locacao e escala. Resultados avaliados em teoria das probabilidades
mostram que todas as possiveis distribuicoes tendo esta propriedade sao membros desta

familia de distribui¢oes que possuem quatro parametros (Lukacs, 1970).

Definicao 2.3. Uma varidavel aleatoria E possui distribuicao estavel, denotada por E ~

S(a, B,7,0), se sua fungdo caracteristica é da sequinte forma:

exp [itd — |yt|*(1 — ifsgn(t)P)], se «a#1;
¢p(t) =
exp [itd — |vt|(1 + iBsgn(t)P)], se a=1.



em que

e sgn(t) € o sinal de t;

2log |t]
m

)

am
® = tan <7> se a# 1, caso contrdrio ® =

e 0 € R € o parametro de locacao;

B € [—1,1], € o parametro de controle de assimetria da distribui¢ao,

v > 0, € parametro de escala, chamado de dispersao,
e a € (0,2] € o expoente caracteristico e controla o grau de estabilidade.

Um caso particular da definicao acima, que sera bastante utilizado, é o de distri-

buicoes a-estaveis positivas, cuja definicao é dada a seguir:

Definig¢ao 2.4. Seja E ~ S(«, 3,7,d). Quando o € (0,1], 8=0,v=1 e d =0 dizemos
que a v.a E > 0 possui distribui¢do a-estdvel positiva e denotamos por E, ~ S(a,0,1,0).

Neste caso, sua distribuicdao fica especificada pela sequinte transformada de Laplace:

E(e ™) =e"", t>0. (2.5)

Considere B € (0,1) uma varidvel auxiliar tal que a distribui¢ao conjunta de (E, B)

¢ dada pela seguinte expressao:

f(B,B;a) = ﬁEllac(B)e_c(B)E_(l_a), E>0, (2.6)

: B ﬁ ] 1— B
sin(mo )} sin{ ( a)rB} Entao, marginalmente a B, E ~

By = ¢ 2maz)
e que, ¢(B) { sin(mB) sin(raB)
S(a,0,1,0) é a-estavel positiva (Stephenson, 2009).

Corolario 2.1. Considere V e U variaveis aleatorias independentes onde V ~ exp(1) e
a(U)
Vv

(1-a)/«
U~ U[0,7]. Entao para o € (0,1) tem-se que < ) ~ «a-estdvel positiva.

Demonstracao. Ver (Kanter, 1975).

Os valores de F podem ser gerados através dos seguintes passos:

@ Gere U ~U(0,7) e V ~ exp(1);



(1-a)/a
@ Obtenha E* = (@) )

Pelo Corolario (2.1), segue que E* ~ a-estavel.

Proposicao 2.1. Sejam E, ~ S(a,0,1,0), b € B em que B é um conjunto de indices

discretos. Se H, = E Wap B, em que a € A e wyy sao constantes nao-negativas, entao
beB
Hy ~ 5(0,0,7,,0), com va = g We'p-

Demonstragao. Com efeito, seja ¢p,(.) a fungdo caracteristica de Hy, entao:

ou,(t) =E (exp {it Z wavib}) (por independéncia de Ej, b € B)

beB

= H E (exp {itwa p Fp})

beB
= H ¢E, (Wa,pt)
beB
= H 6_(wa’bt)a .
beB
Logo,
¢u,(t) = exp {—ta Z Wg,b} ;
beB
portanto

Ha ~ S(a7077a70)7

em que vy, = E woy. W
beB

Teorema 2.1 (Densidade assintética de H,). Seja H, ~ S(a,0,7,,0) com 0 < o < 1.

Se para algum m, E, — oo, entdo h, — oo e pelo Teorema 1.12 (Nolan, 2012)

P(Hy > hg) ~ vecoh, @,

1 T
o= —T(a)sin (T1).
em que ca= — (a) sin 5

Demonstragcao. Ver (Nolan, 2012).

Deste modo, a funcao densidade de probabilidade (aproximada) de H, é dada por

0
f(ha;a) ~ _ah P(Ha > ha; OZ,’Ya)
9 o
~ — |:a—hla"}/acaha :|

—(a+1)

a )

~ QYeCah com h,>0. M
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Definicao 2.5. Dizemos que a varidvel aleatoria M possui distribuicao exponencial estd-

vel com vetor de parametro @ = (a, p,0), se M = p+olog(E). Notagao: M ~ exp S(6).

2.3 Distribuicoes condicionais G-exponencializadas

Outro conceito que sera muito utilizado nesta dissertagao, ¢ o de distribuigoes
condicionais G-exponencializadas, onde as fungoes de distribui¢oes acumuladas G (de va-
ridveis aleatérias) podem ser elevadas a um expoente F, que representa uma varidvel
aleatéria. Este tipo de distribuigao, com F fixo, foi apresentada primeiramente por (Leh-
mann, 1953) no contexto de testes de hipéteses, mas aqui nds o reformulamos com objetivo
de introduzir a dependéncia em distribuicoes Gumbel multivariadas, que sera abordado

no proximo capitulo.

Definicao 2.6. Sejam Y e E > 0 duas varidveis aleatorias. Dizemos que condicional a

E, Y possui distribuicao G-FExponencializada, se a distribuicdo de Y for dada por:
F(y;0|E) = [G(y:0)]", (2.7)

em que G € chamada de funcao de distribui¢ao de base dependendo do vetor de parametros

0.

Exemplo 2.1. Seja G ~ Gumbel(u, o), isto é, a distribui¢ao de base é Gumbel. Entao,
Y|E ~ Gumbel(pn+ olog E, o), ou seja,

P(ngu;):exp{—exp{—y_(“”ng)}}. (2.8)

o

Demonstracao.

P(Y <ylE) = [G(y;0))"

= [ e {- (=)

- eof-zen{-(122)}]

- exp{—eXP{logE}xeXp{ ( Ou)}}

oo {5 - (120)})
{ { (,u+al0gE }}

= exp
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Exemplo 2.2. Seja G ~ Fréchet(u, o, ), isto é, a distribui¢ao de base é Fréchet. Entao,
Y|E ~ Fréchet <u, aE#ﬁ), ou seja,

P(Y < y|E) :exp{— (y;‘)ﬁ}. (2.9)
P(Y <ylE) = [G(y;0)]" i
exp {_ (y . u)—ﬁ}]
— exp {—E (y - ’”‘>_6}
= exp {_ (Z;;/,:)‘B} . n

2.4 Marginais univariadas de distribuicoes condicio-

Demonstracao. :

-

nais G-exponencializadas

Considere que a variavel condicional Y|E tenha distribuicao G-exponencializada
(2.3), entao, marginalmente podemos expressar a fungao de distribui¢do da v.a. Y na

seguinte maneira:
F(y;0,0) = E(P(Y <y|E)) = E([G(y;0)]"), (2.10)

em que esse o valor esperado é calculado com relacao a distribuicao da variavel E.
Um resultado obtido a partir de (2.10) é que quando consideramos que a variavel
aleatéria F possui distribuicdo a-estéavel, isto é, E ~ S(a,0,1,0). Pois, aplicando a

transformada de Laplace (2.5), obtemos marginais da seguinte forma:

F(y;0,a) = exp{—[-1log(G(y:6))]"}. (2.11)
Exemplo 2.3. Se Y|E ~ Gumbel(p+olog E,0) com E ~ S(a,0,1,0), entao a marginal
Y ~ Gumbel(u, 2).

Demonstracao. :

P(Y <ylE) = e {exp {_y — (ntologF) }}

o

- ofem{())
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Aplicando esperanca em ambos os lados, tem-se:

P(Y <y) = exp{—{eXp{_ (y;M>}}a}
_ exp{—exp{_(ygﬂ)}}. L

Exemplo 2.4. SeY|E ~ Fréchet (,u, O’E%, B) com E ~ S(a,0,1,0), entio Y ~ Fréchet(u, o, fa).

Demonstracao.

8
P(Y <ylE) = exp _(y;u)

(E—l/ﬁ)

_ exp{_E (y;“)_ﬁ}.

e, daf aplicando-se esperanca em ambos os lados e, em seguida, a transformada de Laplace,

P(Y <y) :exp{— (y;“)ﬁa}. n

Estes exemplos nos dizem que as respectivas distribuigoes, condicionais e marginais

vem que

pertencem a mesma familia.

2.5 Distribuicao de Dirichlet

E uma familia de distribuicoes de probabilidades continuas para variaveis aleatérias
multivariadas. Esta distribuicao é definida pelo vetor ao de niimeros reais positivos. Em
geral, ela é vista como uma generalizacao multivariada da distribuicao beta (Blackwell e

MacQueen, 1973).

Definigao 2.7. Seja X = (X1, Xo, ..., Xk) um vetor aleatorio. Dizemos que X possui
distribuicao Dirichlet com vetor de parametro a, e representamos por X ~ Dir(a), se

sua funcao densidade tem a sequinte forma:

1 o
f(xlax%"'7xK;a17a27"'7aK):—Hxiz 1' (212)

K
0ndeO<x,~<1pami:1,2,...,KecomZmizl.

i=1
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A constante normalizadora, B(a), é a fun¢ao Beta multivariada, na qual pode ser

expressada em termos da funcao gamma dada por

[Ir()

Bla)= " a=(a,...,ax).

Propriedades:

Seja X = (X1, Xs,...,Xy) ~ Dir(a), significando que as K — 1 primeiras com-

ponentes possuem a distribuicao precedente e que X = 1 — X; —
K

g = g o;, temos que:
i=1

@ Valor esperado

@ Variancia

Oéi(Oéo—Oéi)
VYar(X;) = —4———=.
(X3) ad(ap +1)
@ Covariancia
_aa.
Cov(Xi, X;) = i+,
XX = ety T

COU(IOg Xi, IOg XJ) = zb/(oci)&-d — ¢/(Q0).

-+ — Xg_1. Sendo

onde v é a funcdo digamma, ¢’ é a funcao trigamma e §; ; é o delta de Kronecker, definido

na seguinte maneira:

0, se i#J;
51"]':

1, se 1=7.
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Um caso particular desta distribuicao que usaremos nos proximos ¢é a distribuicao

Dirichlet simétrica, isto é, quando X = (X, X, ..., X;) ~ Dirichlet(1,1,...,1).

2.6 Algoritmos EM e MCEM

Nesta secao apresentamos duas técnicas computacionais iterativas para maximi-
zacao em modelos com variaveis latentes. O que ocorre, é que muitas vezes os célculos
sao bastante complicados, pois o processo para encontrar uma solugao de probabilidade
maxima requer as derivadas da funcao de probabilidade em relacao a todos os valores
desconhecidos (parametros e varidveis latentes) e exige simultaneamente, a resolucao das
equacoes resultantes. Em modelos estatisticos com varidveis latentes, isso geralmente nao
é possivel. Em vez disso, o resultado é tipicamente um conjunto de equagoes interligadas
em que a solugao para os parametros exige os valores das variaveis latentes e vice-versa; dai
substituindo um conjunto de equagoes na outra produz uma equagao insolivel (Chuong
et al., 2008).

O algoritmo FEzpectation Mazimization (EM) tem como base a ideia de substituir
uma dificil tarefa de maximizacao da funcao de verossimilhanga por uma sequéncia de
maximizacoes mais faceis, cujo limite é resposta para o problema original, possibilitando
a estimacao de parametros em modelos probabilisticos de varidveis latentes. O processo
ocorre por meio de uma rotina iterativa que requer dois cédlculos primarios para cada
iteragao: Primeiro faz-se a computacao de uma esperanca condicional particular da log-
verossimilhanga (Etapa E) e depois a maximizagao desta esperanga sobre os parametros
relevantes (etapa M). Ver (Casella e Berger, 2010, Chuong et al., 2008).

Considere y o vetor dos dados observados e y* o vetor dos dados latentes tais que

admitem a seguinte representagao hierdrquica:

yly* ~ f(y;0ly”)
y* ~ f(y*;0).

O vetor y, = (y, y*) é chamado de dados completos ou aumentados e possui fungao
densidade de probabilidade f(y,;0) = f(y;0|y*) x f(y*;0), 8 € © C R%
Sejam (.(6;y,) e £(0;y), respectivamente, as fungdes log-verossimilhangas dos da-

dos completos e dos dados observados. Segundo (Zhu e Lee, 2001), na maioria das aplica-
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coes estatisticas, a funcao log-verossimilhanca dos dados completos geralmente tem forma
mais simples que a log-verossimilhanc¢a dos dados observados.
~(k o
Defina 8" como a estimativa da k-ésima iteragao e f(y*;0ly) a distribuigdo con-

dicional de Y* dados observados com esperanca E Cada iteragao do algoritmo

Y*y,6%
EM envolve dois passos, um passo E (esperanca) e um passo M (maximizagao), definido

da seguinte maneira:

@ Passo E: Na (k + 1)-ésima iteracao compute a quantidade:

= k)

0.(6

A

1Y) =Byl y o (€c(9( );yc)> :

~(k+1)

@ Passo M: Encontre 6 7"

= ArgmaXé (fc(e( ch)> :

Estes passos devem ser repetidos até se atingir uma convergéncia. Podemos adotar
como critério de parada Hé(kH) - 9(k)|| < €ou Hﬁ(é(kH); y) — E(é(k); Y)|| < € em que € é
um valor, maior do que zero, especificado para o erro de aproximagao; e ||a|| é a norma
do vetor a.

Em muitas aplicagoes, a esperanca condicional EY*|Y7é(k) (EC(@UC); yc)> do passo E
apresenta-se complexa. Quando este problema ocorre, geralmente, usamos o método de

Monte Carlo para soluciona-lo e, assim, o algoritmo EM passa a ser chamado Monte Carlo

FEzpectation Mazimization (MCEM) (Levine e Casella, 2001, Wei e Tanner, 1990).



Capitulo 3

Classe Gumbel multivariada para

dados dependentes

Neste capitulo estudaremos o modelo Gumbel multivariado para dados dependen-
tes proposto por (Fougeres et al., 2009). Além disso, desenvolveremos alguns modelos
especiais, propriedades e discutiremos métodos para a estimacao e inferéncia para os pa-

rametros destes modelos.

3.1 Modelo Gumbel multivariado: Caso geral

Sejam A e B conjuntos de indices discretos, onde A é assumido finito. Além
disso, sejam {w,p : a € A e b € B} constantes ndo-negativas e {E}, : b € B} varidveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas a-estaveis. Assumimos, sem perda

de generalidade, que H, = Z wa sy converge quase certamente para cada a € A.

bel3
Assuma ainda que {Y,|H, : a € A} sdo varidveis aleatérias condicionalmente

independentes tais que Y,|H, ~ Gumbel (i, + 0,108 ha, 04), isto é, possuem funcao de
distribuicao:

— log h
F(yq;04)he) = exp{—exp (—ya (fta + 00 log a)>}, Yo € R. (3.1)

Oq

Considere ainda H um vetor cujas coordenadas sao marginais formadas por mis-
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turas de distribuicoes a-estaveis positivas. Entao,

F(y:0lh) = J]F¥ai0alha) (pela Equagio (3.1))

acA
— log h
= Hexp{—exp (—ya (e + 9, log a))}
acA Ta
= H exp {—ha exp (—@) } .
acA @

Assim, aplicando esperanca em ambos os lados da igualdade, tem-se que

F(y;6,a) = E <H exp {_ 2 By exp (_@) }>

acA beB

Ya — Ha
= E|[Jexpq —E > wapexp (- :
< ep{ b a,bep( - )})
beB acA

Como Ej, b € B, sao varidveis aleatdrias independentes tais que Ej, ~ S(a,0, 1,0),

aplicando (2.5), obtemos que:

Yo — Ha @

F(y;H,a):Hexp — Zwa,be_ Oa . Y. €R. (3.2)
beB acA

O modelo descrito acima é chamado de modelo Gumbel multivariado para dados
dependentes, sendo denotado por Y ~ GM(0,«). Veremos mais adiante que « serd o
parametro responsavel por mensurar a dependéncia entre as variaveis.

Nas Figuras 3.1 e 3.2 apresentamos, respectivamente, os graficos das fungoes de
distribuicao e densidade do modelo gumbel bivariado para b fixo e « = 0.5, p; = 29,

Mo = 31, 01 = 02 = 1, Wip = W2p = 0.5.



Figura 3.1: Grafico da fda Gumbel bivariada.

0.00 27 28

Figura 3.2: Grafico da fdp Gumbel bivariada.

0.C

0.C

~ 0.C

— 0.C

0.C
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3.2 Modelos especiais

Nesta secao apresentaremos varios modelos multivariados que decorrem imediata-
mente do modelo Gumbel multivariado geral, construido na secao anterior. Os modelos
sao desenvolvidos em varios contextos, o que os torna bastante uteis em aplicacoes prati-

cas.

3.2.1 Modelo de efeitos aleatdrios

O modelo de efeitos aleatorios é definido da seguinte maneira:
Yij =p+7+Gij,

sendo p uma constante, 7; ~ ExpS(a,0,0), G;; ~ Gumbel(0,0) e todas as varidveis
sao independentes. Definido-se A = {(4,j);1 <i<m,1 <j<n;}, B={1,2,...,m} e
W(ij)k = L{i=k}, obtemos a seguinte funcao de distribuicao:

m n; _yi,j — K @

F(y;0,a) = Hexp - Ze o : (3.3)

i=1 j=1

3.2.2 Modelos para séries temporais

Um processo estacionario linear estavel-positivo pode ser obtido fazendo-se:
oo
Ha - E wiEa—iu
1=—00
no qual E; ~ S(«,0,1,0), w; sdo constantes nao-negativas e a soma converge em distri-
1ra (03
buigao se > wf < oo.

Definindo:
Y. = Ha + Jlog(Ha) + Gm (34)

é obtido um modelo Gumbel para séries temporais. Em particular (3.4) inclui modelos

ARMA latentes. A seguir temos dois casos mais simples derivados deste:

@ Modelo de média mével latente: Suponha que H, = woly + w1 Eq 1 + ... +
wyEq—q € Y, definido pela expressao anterior, onde Y, é definido pela expressao (3.4),

onde E; ~ S(a,0,1,0), G, ~ Gumbel(0,0), e todas as varidveis sao mutuamente
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independentes. Entao, para A = {1,2,....,n} e B = {0,£1,42,...}, temos o

seguinte modelo Gumbel multivariado:

(e}

n nA(k+q) Yo T Ha
F(y; 0, ) H exp { — Z Were O : (3.5)
k=1—q a=1Vk

onde, max(1, k) < a < max(n, k + q).

Modelo autorregressivo latente: Para 0 < p < 1 definimos o processo autorre-

gressivo estavel positivo H, por:
H, =Y p'Eo. (3.6)
i=0

Seja Y, dada por (3.4) com E; ~ S(«,0,1,0) e G, ~ Gumbel(0,0). Pela definigao
de H, temos:

Hy, = Z p'E_;
=0

H, = pHy+ Ey

Hn = anO + pn_lEl + ...+ pEn—l + Ena (37)

oo

e, além disso, por pelo teorema (2.1), Hy ~ S (a,O, Zp“ﬂO). Entao, Hy tem a
i=0

mesma distribuicao

(Z p"") (I1—p )%EO, (pela convergéncia da série geométrica),
é independente de F1, Es, ..., E,. Considere A ={0,...,n}, B={0,+1,+2,...},

p“(l—po‘)%, se b=0;
Wab =14 p» %, se b=1,....aq

0, caso contrario.

\

Portanto, a funcao de distribuicao é a seguinte:

F(y;0,0) = exp {—(1 -7 (Z pae_y“:f“”) } [[ew {— (Z p“‘ie‘y“:f“”) } (3.8)
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3.2.3 Modelo espacial de média movel latente

Considere D C R? uma regido continua do plano. Seja n;; um sistema de vizi-
nhancas com as seguintes propriedades: (7,7) € ngj), (k,1) € ngj) < (4,7) € Ny

Um exemplo simples é quando as vizinhancas sao os quatro pontos mais préximos
e o préprio ponto, ou seja, quando n ;) = {(4,7), (1 — 1,7), (i +1,7), (4,7 — 1), (4,7 + 1)}
(Ver Figura 3.3 caso A).

Figura 3.3: Sistemas de vizinhangas A e B.

Sejam {E; j; —oo < 1,7 < oo} varidveis aleatérias independentes e identicamente

distribuidas a-estaveis positivas e defina H; ; = E 0Ej,;, onde 0 é uma constante
(k,l)ETL(i’j)
positiva. Considere:

Yij = pij +olog(H;;) +Gij, 1<i,j<n, (3.9)

em que as G;; sao mutuamente independentes si e independentes de E;;, e G;; ~
Gumbel (0, o).
Admita que:

0, se (4,7) € ng;
W(i.g), (k1) =
0, caso contrario.

Para escrever a distribuicao conjunta é conveniente usar a notagao

gy = Ny N (4,7);1 < 4,5 <n.
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Logo, obtemos:

F(y;0,0) = [[exp{ —oo| Y e+

(k,1) (i) ER (k)
3.2.4 Modelo hierarquico
Considere o modelo:
Yiik=p+7+n,;+Gijr 1<i<m,1<j<n;,1<k<r;,

1
em que p é uma constante 7; ~ ExpS (6, 0, g) o mi; ~ ExpS(B,0,0), Gk ~ Gumbel(0, o)

e todas as variaveis sao independentes. Apds alguns calculos obtemos:

F(y;0,q) Hexp — [Z (ie g #> ] : (3.10)

7j=1

3.3 Propriedades da classe Gumbel multivariada

Nesta secao algumas propriedades do modelo Gumbel multivariado serao desenvol-

vidas.

3.3.1 Distribuicoes marginais e do maximo

Em qualquer conjunto 4y C A nao-vazio, as distribui¢oes marginais e do maximo

pertencem a mesma familia Gumbel.

Demonstracao. Para a prova, consideremos a restri¢ao que todos os parametros de escala
assumem o mesmo valor, isto é, que o, = 0, a € A.
(i) Seja Y* = maxY,. Entao,
acAg

F(y*;0,a) = E (P (max Y, < y*]H))) (Por independéncia condicional)

a€Ap

- E (H P (Y, g*lm)) :

a€Aop

Como Y |H, ~ Gumbel (1, + o log H,, o), temos que,

F(y0,a) = ]E(H eXp{—Hae<y*Uua>}>

ac€Ay

- (exp{ CL;OH@ ”})
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Substituindo H, = Zwa,bEb, temos:

beB
rioe) - & ({3 S uun ()
acAp beB
= K (H exXp {—Eb Z wmbe_(ij*jf#a) }) .
beB ac Ao

Agora, como E, ~ S(a,0,1,0) sdo independentes para cada b € B, aplicando a

transformada de Laplace (2.5), obtemos:

F(y*;0,a) = Hexp{— (wae(zﬁ‘;m))a}

beB acAy

(07
_ ¥ pa
= Hexp{—(g Wa b€ frea) }
beB acAg
o
_ vt Ka
= exp{ —e U/DLZ g We b€ @ .
beB \acAy

Apoés algumas manipulagoes algébricas, obtemos que:

Fy* 0,a) :exp{—exp (—y*;“*)}, (3.11)

o

a o

em que pu* = o*log [ E ( wmbeﬂcr) ] e 0¥ = —. Portanto,
beB a€Ap a

Y* ~ Gumbel (u*,0%) .

que pertence a familia Gumbel.
(ii) Em particular, se Ay for um conjunto unitario temos que neste caso, as distribuigdes

marginais sao dadas por:

Y, ~ Gumbel (J* log [Z (wa,be#cﬁl)a] ,a*) , ac A 1

beB
3.3.2 Dependéncia positiva

De acordo com (Oliveira, 2012) as ideias de dependéncia positiva foram exploradas
para exemplos particulares e relevantes. Por exemplo, foram utilizados procedimentos
estatisticos envolvendo pares de varidaveis aleatorias dependentes, onde tentavam detec-
tar se grandes valores de uma variavel tendem a ser associados a grandes valores da

outra variavel, ou, para saber se as variaveis aleatérias tendem a aumentar ou diminuir
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simultaneamente. Além das distribuicoes particulares consideradas, houve interesse na
distribuicao de pares de variaveis aleatérias e foi introduzida uma nocgao de dependéncia
bem adaptada para este caso, notando imediatamente algumas consequéncias sobre a co-
variancia entre elas. Assim, era natural que as nog¢oes de dependéncia positiva surgissem
em um contexto bivariado. Posteriormente, essa ideia foi estendida a distribui¢oes multi-
variadas a nogao de associacao. As principais ideias das nogoes de dependéncia positiva
sao a tendéncia global para aumentar ou diminuir a familia de variaveis aleatérias, e o
fato de que a aproximacao a independéncia é completamente caracterizada pela estrutura
da covariancia.

Para o caso geral, (Shaked, 1982) definiu que Y;,...,Y,, s@o positivamente depen-
dentes quando:

F(y;0) o1

n

HF(%; 0;)

i=1

Sendo assim, se Y ~ GM (0, «), entao pelas propriedades anteriores, vem:

U o e Gy

= = . (3.12)
I FWa; 60, @) Ya — 0" 10g (X, (Wape/?)")
a€A P {_ Z oXP <_ o*
acA
Considere que,
Ya — Ma
b = B — , v . 3.13
Vap Zw,bexp( - ) ae A (3.13)

acA

Agora, aplicando logaritmo em ambos os lado da igualdade da Equacao (3.12),

vem:
«a % Ha \ O
F(y;0,q) ( Yo — 0" log (Zbes (wmbe 7 ) )
log = - Vab | + Z exp | — .
H F(ya; 0a7 a) beB \acA acA g
acA

o oy (Z(%b)a o (_ya ; Ma)a>

acA \beB

o) s

beB \a€cA
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F(y;0,a)
I FWa; 60, @)

acA

— 1, isto é, as variaveis tendem

Portanto, quando o« — 1 a razao

F(y;0,a)

[T Fa: 6a. @)
acA
sempre maior do que 1 e, neste caso, as variaveis tornam-se mais correlacionadas. Desta

a completa independéncia. Por outro lado, quando o — 0 a razao sera

forma, dizemos que o parametro « pode ser interpretado como o parametro responsavel

para medir o grau de dependéncia entre as variaveis.

3.3.3 Funcao densidade conjunta

A fungao de densidade de Y ~ GM (0, «v) é dada por,

AN F(y: 0, )
10 = L = F(y;0,a)D 10
f(ya 70[) 3y1, - ,8%_,4\ (ya ,Oé) 1,2,..., |A|(y7 ,Oé),

em que,
0
Do . |A\(y§ 0,a) = Dis,... (|A|—1)(y§ O;Q)D\A\(y; 0,a)+ mDm ..... |A|—1(y; 0,a).
Definindo, Dy(y; 8, «) = 1, entao:

a—1
1
D,(y;0,a) = U—Zavmb (ZU“»”) , paraa=1,2...,|A|

* beB acA
f(y;0,a)

F(y:0,a)
multivariada (Kundu e Gupta, 2010, Kundu et al., 2014).

A quantidade Do 4/(y;0,0) = representa a taxa de falha reversa

Demonstracao. Note que

oF
0Ya

= F(y;0,0)Do(y;0,0), ac A

Procedendo por diferenciagao recursiva, teremos que se

A1) o
—— =F(y;0,a)D1 5. j4-1(y;0,q).
8y1 - 8y|A|—1 (y ) 1,2,...,| A 1(y )

Entao,
54N 5
= F(y:0,0)D1, 1(y: 6,
Ay, - - . 7ay|A| ay|A| [ (y ) 1,2,..,]A] 1(y )]

= F<y;0>a)Dl,2 ..... \A\fl(y;eaa)D|A|(Y;07a>

0
+ F(?J;@,Of)ml)m ,,,,, a-1(y: 0, a)

F(y;0,a)Dy 5, 14 (y; 0, ).
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Esta férmula recursiva da densidade é conveniente para programagao computacio-
nal.

Observa-se que a funcao densidade conjunta do modelo nao possui uma forma
fechada, pois depende de algumas quantidades obtidas de forma recursiva. Entretanto,
existem situacoes em que temos o interesse de estudar observacoes agrupadas, de forma tal
que os grupos sejam independentes, mas que suas respectivas observagoes compartilhem
de algum efeito aleatério particular. Sendo assim, nas subsecoes seguintes, trataremos

deste caso.

3.3.4 Funcao densidade conjunta por grupos

Considere que a familia de subconjuntos {A;b € B} é uma partigao de A e que
para cada b € B temos observacoes da forma y, = (y1,y2, ..., Ya,)) €em Ap.

De (3.2) obtemos que a funcao distribuigdo marginal do vetor aleatério Y, ~

MGMDD(0,,«) é dada por:

F(yy; 0, ) =%, 2,> 0, (3.15)

«
P oL Ya,b — Hab
em que ¢ admitido que z, = Z Ugp | COM Vgp = WepeXpy — | ——— | ¢-
Tab
acA ’

Proposicao 3.1. A funcdo densidade conjunta de (3.15), é expressa por:

[ (w5 81, 0) = @ (H Z“’b> e Quay (2, ), (3.16)

em que 0y = (py, 0p) € 0 sub-vetor de parametros e Q|a,(2, @) € um polinomio de ordem

(|Ap| — 1) em 2z, (Shi, 1995), isto €,
Q1(z, @) =1
1

QQ(Zb,Oé):Zb+a—1;
Qg(zb,oz)—zg—ki’)(é—l) zb+(——1) <§—1)
Qa (2, )—zb+6(l—1>zb+(——1> <E—7)zb+(é—l) (2—1) (%—1>;
oten- 0 (1) 255 (31) (1) 4

S EE () EIE )
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De modo geral, para |Ap| > 2:

|Ab —1—a 0
Q4| (2, ) = (’— + 2 | Qray—1(26, @) — 27— Q4,-1(2, ).
o 0z
Demonstracao. Primeiramente, note que
OF (yy; 0y, @) OF(y,;0p,) 0z Ougy
= X X
aya,b azb aUa,b aya,b
Wape ? X (ZaeAb va,b)afl X exp {— <—y“";‘;’5“‘b)}
B Oab

e X & (Yaeu, Vab) X Vap
Oab ZaEAb Va,b

ae™ X zp X Ugp
1

Oa,b [(ZaGAb va’b) a] .

ae”® X zp X gy
1

Tab2gf

1—-1
—2Zp o

= M, para a=1,2,... | A
Oa,b
Sabe-se que:
904D F(y,: 0,
f(Yy; 0p, ) = (©: 65, 0)

ayl,b"'ay\Abl,b .
Sendo assim, vamos aplicar o Principio da Indugdo Finita (PIF) sob |A,| > 2.

Para isso, considere as seguintes etapas :
I) Para |Ay| =2
8(2)F(yl,b>?/2,b§gb>a)

f(yl,ln Y2,bs 0y, 04) =

Oy10Ya,p
d (3F(?Jl,b,yz,b; 91),@))
ay2,b a?/1,b ’
dai, pela expressao da derivada temos que:
Qv p 0 11
F(Wip, yop; Oy, ) = T X Dt <e 2z, >

Vab | —z -2
= a2<H - )e 22, Q22 @),
b
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em que o resultado é valido para |4, = 2.
IT) Suponha que o resultado é vélido para |Ay| = k para algum k € Z, isto é:

a(k)F<y1,ba <o Yk eba a)
ayl,bayzb, ce Ykb

_k
= o (H Ua7b> efzbzzi “Qr(zp, ) (Hipétese de Indugao).

g
aEAy @

FWips - Uk O, )

Y

IIT) Devemos mostrar que o resultado vale também para |A,| =k + 1, k € Z.

De fato,

ORI F (g1, Y1 03 O, @)

f(yl,ba e Yk1,h; O, a) =

ayl,b, <oy Y1
0 OB (y1p, ... -0y,
— ( (Y1 Y17 605, 0) (Pela hipétese de indugao)
aykﬂ,b ayl,ba o Ykb
a k Ua b 1—£
= Q@ — ez, “Qr(z,
OYkt1, < (agb Oab b ( )
k (o 0 < L, 1k )
= —_— e Z Qk Zphy, (X .
(agb Ua,b) OYkt1,6 b ( )

mas,

0Qx (2, ) 0Qk (2, ) " 0z " OVkt1p

OYr41p 0z Ukt1p  Yktlpd
0Qx(zp, @) o 1-L
a— X | ——2 Vkt1p | -
Zb Oy

Logo, depois de alguns calculos obtemos que

v, b _ 1— k1
S Yrr1p5 05, @) = oM (H : ) ez, Qreilz a),

g
acAy a,b

e, portanto, o resultado é valido para todo |A4,|. B

3.3.5 Geracao de vetores aleatorios por grupos

Considere que a condigdo imposta na expressao (3.16) é satisfeita. Entao, para
todas as observagoes y, pertencentes ao b-ésimo grupo, introduzimos a seguinte transfor-

macao:

U1,b V) 4p|—1
(-Tla"' 7$\Ab|flazb) = <211/a T, |1b/|a 7(2 Uab) )7 (317)

b acAy



com 5 x, = 1. Sendo assim,

ac Ay
aya,b ava,b
3ya,b_ P X@ , se a=y7;
a7 a7
0rip Va.b Tab
Js
se a
0,
aya,b 1 .
3ya,b_ P Xz, sea=j;
o = v
al'j’b a,b
0, se a # j.
e7
s _ Yty OV
8zb 8v|Ab|,b 8zb
1_
Oyanls ., 2
a/U|-’4b|7b «Q
Logo, o Jacobiano da Transformacao (Y1, ...,y 4,15) = (s, 2) é dado por:
Oy1, O .. Oup Y1, L. One
81‘1,1, 81‘2,17 8zb 8.%1’}) azb
9y2,b Oyap .. Oy2p 0 Oyap . Oy2p
J= 01 p 0oy Oz, _ Oxap Oz
Wiaglo Ol . YAyl 0 0 ... Y|4, 1,6
Oz Ozgp 0zp Ozp

Assim, obtemos que o médulo do Jacobiano é dado por

MWap Y|aulb
= 11 x
-1 Bxa,b 8zb
_ Wap  + Yol o, %
n ov b ov «Q
) a,b | Apl,b
1 [Apl—1 1_ OYad
= — Xz ° Xz X H—aya’
«Q )
acAy ab
[Ap| 1
_ b
= 1
o H aya,b
ov
ac€A, a,b
[ENE
8%75
ol [T15,2
8yob,b

acAy
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1Anl 4
Qg Vab 2
a )
——| = —=, obtemos que |J| =

aya,b Oab UVab
o IT
Oab

acAy

. Consequentemente,

aA-1e50Q 4, (25 )

(. Al)

f(ah,b,iﬂz,b, ce 7x\Ab|—lvzb) = Ij(|-'4b|) X

Desta forma, o vetor aleatério X, é independente de Z, sendo que X, ~ Dirichlet(1, . ..

e Z, ¢ uma mistura de distribui¢oes Gammas com pesos determinados por @|4,(2; ) (Shi,

1995).

1
Observe que, da transformacao (3.17), temos que v, = Tqp X 2. Mas v, também

Ya,b—Ha,b
¢ determinado por v, = wqpe ( 7ab/isso implica que
1
Tap X 2y
Yap = —Oaplog | —— | + Hap- (3.18)
Wa b

Deste modo, apds a estimacao dos parametros, geramos X, e Z, e em seguida

obtivemos o vetor ¥, = (Y15, Y2 - - -, ¥j4,|) através da transformacao inversa (3.18).

3.3.6 Inferéncia via maxima verossimilhanca por grupos

Fazer inferéncia nestes modelos multivariados é uma tarefa complexa, pois a fun-
¢ao densidade conjunta nao tem forma fechada e, consequentemente, as propriedades sao
dificeis de serem obtidas. Uma alternativa é fazer a inferéncia via mdrima verossimi-
lhanga por grupos considerando os grupos mutuamente independentes, (ver (Fougeres et
al., 2009)). Desta forma, a func¢do log-verossimilhanga para o b-ésimo grupo dada por:

(B, Yy ) = |Ayfloga+ D logve, — Y log(oas) — 2+ log(z,)

ac€Ay a€Ay

1A
(0%

10g<Zb> -+ log(Q‘AH(zb, Oé).

Assim, as fungoes escore para «, fi,) € 04 em termos de z;, sao dadas a partir das

expressoes seguintes:

Derivadas de 12 ordem

e Em relagao a «

2 10y, sy, ) = ALY

50 + Sa(2p, ).
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e Em relacao a pqp

1
Vap A\ avap

000y, o = — — ~ (1= S1(zp.a 1—-— )
a:ua,b ( b Yo Zb) Oab Oab ( 1(Zb’ )) " ( > 1/e

e Em relacao a oy

a a a,b T Ma —1/a A _1
(O iy, ) — Lol = Had) (1—az£ K +( —M> e+ Si(m,a)az, )

ao-a’b Ua,b

Derivadas de 2? ordem

e Em relagao a «

0? Az, a) 10
wﬁwb,a;yb,zb) = —T aa— (O{SQ(Zb,Oé) +A(Zb,06))
Sa(

2 log 2z, < (2.0 Az, @) )

o 8zb o

e Em relagao a pq:

0? Vab azl Ve,
8 2 £(0b7 Q5 Yy, Zb) = - = : Uab + 1} [1 - Sl(zba a)]
ab Oa,b
Yy v
- ( : 2 a7b> (OzZ; 1/Oéva,b) X Kl(zbaa) + (L’b) Zb_l/a
Ua,b Oa,b
X [1— vaﬁz,;l/a]
e Em relagao a o,
82 a a,b — Ma a,b — Ma
8 2 g(ebv ;ybvzb) = = ’b(y 7bS u 7b> {(y - u 7b> - 2}
ab Ua,b Oab
1-1/a Ay « 1-1/a
X [1—0@21, / +(1_E) e + aS1 (2, )2, / ]
2 Was — tap)?z, /"
- - X [(a = 1)z + (o — [A])]
a,b
Ug Ya,bp — Hab 22_2/a
+ y(¥a Uf 82 X azplazy K (2, @) + (o — 1)S1 (2, )]
a,b
Derivadas mistas
e Em relagao a pgpa:
0? az Ve, (1 /1
000y, o SR S | -1 1 1S
ot cwa) = 2L (Lo 14 oga+ DS ) |
az Yy p [ 1
% {a (2p10g 2, K1 (25, @) + Ka(2s, a)} )
a,b
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e Em relagao a o, 00

8aoa7b

1-1/a
az Vab(Yab — Ua 1 /1
oy iy = — ”’ﬁy b ad) {E (— —log z, — 1 + (log 2z, + 1) S1(2s, a))}

Ua,b Zb
1-1/a
oz Vab Yab — U 1
+ b ,bgy b T M ,b) {_ (zp log 2p K1 (2, @) + Koz, a)} )
Ua,b «
e Em relagao a g 404p:
0 06 ) Vap [ (Yap — Hap) 1 (1 — 51 (2, a)]az;_l/ava,b
— Y. ) = ——2 (2 e 1) —
OlhapTap b & Y 2 aib Tab Ui,b
a,b — Ma —1 ~1/a 1
" {(y b= tap)[( = 1)z, " +1] +1}
Oab
i a225_2/%2,b(ya,b — Hap) K1 (2, @)
Jg,b
/Uay ya, - a, /U(J,7 /Ua’
+ (a— |Ab|){ b( 3b 1/@# ) (1_ 1/’;) - i/a}.
Oap?b 2y, Tabp
em que:
0log Qa,|(2p, 0log Q4,1 (26, v
o Sy(z,a) = Al (2, @) S1(2.a) = 14 (26, @)

o 821, ’
o Az, ) = |Ap| + log zp — zplog zp, + 2z log 2, X S (2, @),

051 (z, 055( 2,
d Kl(zbaa) = %7 2(Zb7a) = %

Observe que quando o nimero de elementos em um dos grupos ¢ maior ou igual a 5,
o calculo do polinomio () torna-se exaustivo, consequentemente a fungao log-verossimilhanca
torna-se analiticamente intratavel. Com base nisto, no proximo capitulo sera proposto
um novo método inferencial mais simples computacionalmente e analiticamente de ser

realizado.



Capitulo 4

Inferéncia via algoritmo EM

Neste capitulo construiremos o algoritmo Expectation Maximization (EM) para a
estimacao dos parametros do modelo Gumbel multivariado para dados dependentes e seus

casos particulares descritos no capitulo anterior.

4.1 Algoritmo EM

Para a construcao do algoritmo EM, considere y, = (y,h) o vetor dos dados
completos e ¢ = (0, a) = (u, o, ) seu respectivo vetor de parametros.

Entao, a funcao de verossimilhanca completa é dada por:

L(diy.) = [f(y,h;d) = f(y;0]h,a) x f(h;a)
=TI (f (i Oulha, @) x f(ha; ), (4.1)

acA
mas, Y,|H, ~ Gumbel(u, + o,10g(H,),0,) e pelo Teorema (2.1) H, ~ S(«,0,7,,0) em

que v, = Z(wayb)a, entao:

beB
a a al h(z a a al ha
£ Oulh) = Uiexp{_exp{_ (y (1 J;a og( )))} _ (y (1 4;0 og( )))}(4@
e7
f(ha; @) ~ ayeoh; @ by >0, (4.3)

[Na) . /7
com ¢, = sin (7> :
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Dai, substituindo (4.2) e (4.3) em (4.1), temos que:
Yo — (Ha + 0alog(ha))

Lc(¢§yc) _ H O-iexp 6_( Oa > B (ya - (Na + 04 log(ha))> X ary? Cah (a+41) (44)

(o
acA @ @

Deste modo, a fungao log-verossimilhanga completa ¢.(¢;y,) é dada por:

l(d;y.) = —Zlogaa Zhe (vazpa) _Z(yagua)

) acA acA acA .
(6;y.)
+ Z (log a + alog vy, +log ¢y, — aloghy,) .
et '
La(as h)

Portanto, podemos perceber que a funcao log-verossimilhanca completa é espe-
cificada pela soma de duas outras log-verossimilhancas, sendo que, a primeira depende
apenas do vetor de parametros 8 = (u, o) e a segunda depende somente do parametro a.

Isto é,

U y.) = 01(0;y,) + la(a; h). (4.5)

4.1.1 Distribuicao condicional H|Y

Para maximizarmos (4.5) pelo algoritmo EM, precisamos da distribui¢ao condici-
onal H|Y .

Por defini¢ao de distribuicao condicional e por Bayes, temos que
f(y,h;6,0)
f(h;aly; 8) =
ieli0) = yc0)
f(hia) x f(y; 6|h)
Sy f(h; ) x f(y;0lh)dh

(4.6)
Como [, f(h;a) x f(y;6|h)dh é constante em relagao a h, temos que:

f(h;aly;0) o f(h;a) x f(y;0|h),

e, pela Equagao (4.4) obtemos que

h;aly, 0) H [ “exp (—hae_(%)ﬂ . (4.7)

Agora, observe que

F 1— oo 7(%) Ya—Ha
/f(h;a)xf(y;6|h)dh - —O‘))x/ € T g gy <—hae_( =
H 0




Logo

. i (=o)L ey (o~ (252
f(h;aly,0) H T —a) h, exp< hqe )
aceA
Portanto,
H,ly,0,a ~ Gamma ((1 — a), e*(yaf:aw)> : (4.8)

4.1.2 Passo E: Esperanca condicional

Agora, seja Q(@) = Enye {L:(d;y,)}. Entao,

Q(¢) = Q(0) + Q(a), (4.9)
em que,
_ _Zlog(aa ZEHaIyG —(tazbe) _Z (ya;,ua) ,
acA acA acA @
¢,

Qa) = Z (loga + alog v, +10g co — aEp,jy.a(loghy)) -
acA

Considere 1, = Ep,jy.6(ha) € 024 = Ep,jy,s(loghy), entao

B (1-a)
Phe T ()
ya_,ua
- (e (L)

P20 = iﬂ(l—a)—loge_(Ucf//CL(l_fz))

_ w(l—a)+(%)’

em que ¥(-) é a fungao digamma.

4.1.3 Passo M: Maximizagao de ()(¢) por Newton-Raphson

U(a) = 8@ —l— Z (log Yo +

acA

Zw2a>+\,4|( a) + S eos (1))

acA
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*Q(9) : LT ma 290 — (Y + 7a)
J(a) = a2 | Al | V() = pel (5) 3111(7) + ; o -
Entao, o estimador via Newton-Raphson para o parametro « é dado por:

e satisfaz |aF+Y) — )| < 1073,
Para 0, = (pq4, 04), temos que

Q(9)  9°Q(¢)

— 8”3 Ola0a
J(0.) = 2Q(¢) 9°Q(¢) |’
Olaoq Oc2
e
0 0
o, — (2919) 90(0)\
Olg ~ 0oq
O estimador Newton-Raphson para o vetor 8, é o seguinte:
00 = 0 — 7 (60) x U(BL),
em que,
oo (£
® 0 ) _ P1,0€ Ia /-1,
Olta ’
Ya — /~La>
2 _
. ga Q(9) e ( o ).
oz
20Q(¢) <?/a - ﬂa)
¢ _02 = 0q 1 ¥P1,a€ Ta (Yo — ta) = (Ya — Ha);
Ya — Ha
o (52)
o o280 o () Fprae 00 ) (e o) 204
9 (ya - Ja>
. _023Q(¢> = o1ae o, {(M) _ 1} —1;
OlhaTq ’ O,

° v = Z(w&b)o‘logwa’b, = Z(wa,b)o‘(logwa,b)g, Y(+) é a fungao digamma e ¢'(-)
beB beB
¢ a fungao trigamma.

Desta forma, a descricao do algoritmo EM é a seguinte:

e Passo E: Inicialize o processo iterativo com ¢(o) = (0(0), o) e na k-ésima iteracio

obtenha gogkg e gogi)l Em seguida, compute Q(¢|p™).

e Passo M: Na (k + 1)-ésima iteracio, maximize Q(¢|¢*).



Capitulo 5

O modelo Gumbel multivariado com
efeitos aleatorios espacialmente

compartilhados

5.1 Construcao do modelo proposto

Considere uma regiao espacialmente continua D um subconjunto do R?. Seja
S = {s1,s2,...,81} um subconjunto de D formado pelas localizagoes espaciais de L
estagoes meteorologicas, em que para cada tempo t observa-se o processo estocastico es-
pacial Y; = (Yi(s1),Yi(s2),...,Yi(sz)). A varidvel Y;(s;) é uma medida de interesse
observada na f-ésima estagdo no tempo ¢ (semana, més ou ano). Considere que U =
{uy,...,upy} é um conjunto com M localizagdes espaciais arbitrarias préximas as locali-
zagoes sy, ...,Sr. Na linguagem de estatistica espacial, dizemos que S é o campo aleaté-
rio observado e U é o campo aleatério latente ou nao observado. Sejam {w(sy, u,,) =
Wen = m = 1,2,...,M, e ( = 1,2,...,L} constantes que representam uma me-
dida de distancia entre o par de localizagdes (s,u) e {F(u,) : m = 1,2..., M} um
campo aleatério latente construido por variaveis independentes «,,-estaveis. Este pro-
cesso {E(u,,) :m=1,2,..., M} é incorporado ao modelo para capturar a dependéncia
espacial entre os componentes do processo observado Y,(s). Para acomodar essa depen-
déncia espacial, definimos a funcao Kernel Gaussiana centrada em u,, e avaliada em sy,

dada por:
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1 —
E(tm — sels 7o) = ——— exp (—M) R

o 2
27 Ty,, 278
em que ||u,, — s/|| representa a distancia euclidiana e 7, é chamado de parametro de

suavizagao da fungao nicleo. Deste modo, os pesos wy,, sao calculados a partir de uma
M

funcao de k(.) tais que 0 < wy,, < 1le Zw&m = 1.

m=1
Uma maneira de representar esse processo espacial é mostrada na Figura 5.1 (Cu-

nha, 2009).

o (=] :
81 81 |
+ + + i
+ + + ‘ e
+ + + : x *
@ + + + o, 81 + + § x
Uz + 4dq us Pox g -
+ :
+ + + = + ix X
8141 + + 31 + +
@ @ H
© + ° + ;
= + B feeeeesscenaneas T T Eean e mnseaeeseesseeeasssea e
s * + s o S
£ + + £ ° : a
= o |
+ + * o a a
N + e : a
Uy u * Uy u &
=3 9
& + &
+ + o A
+ A
+ + + o 1) a
L=] (=
T T T T T T T T T T
20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
longitude longitude
(a) (b)

Figura 5.1: Representacao espacial da modelagem.

Para um valor de m fixado, temos H ™ (s;) = wy, E(u,,). Neste caso, dizemos que
E,, é um efeito aleatério espacialmente compartilhado por todas as estagoes meteorologi-
cas proximas do ponto u,, e H™(s,) é a contribuicio desse efeito para a medida da varia-
vel Yt(m) na (-ésima estacdo. Assumindo que dado o efeito aleatério E,,, Yi(s¢)|H ™ (s;) ~
Gumbel(u(s;) + oylog(H™(s;)),0:), e sdo condicionalmente independentes para todo
(=1,2,....L,em=1,2,... Met=1,2,...,T, obtemos que a distribuicao conjunta
do processo observado em cada tempo ¢, isto é, Y, = (Yi(s1), Yi(s2),...,Yi(sr)) é dada

por:

m Qm,
" )(se)u(55)>

M Lum _<
F(y,;04 ) = H exp {4 — Zwm(se)e o
=1

m=1

Portanto, Y; segue o modelo Gumbel multivariado (MGM).
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5.2 Uma representacao estocastica do modelo pro-
posto

Uma representacao usual de Y; pode ser feita através da seguinte decomposicao:

Y, =p+7Z +e,

em que, p = ¢g(X,B) é um parametro de locacao (tendéncia) associado a p covaridveis X
e a um vetor (p x 1) de parametros 3, Z; é um vetor (n x 1) de realizagdes de um campo
aleatdrio espacial com distribuicao exponencial a-estdvel e € é um vetor (n x 1) de erros
de medida independentes e identicamente distribuidos com ¢, ~ Gumbel(0, 0;) tal que €,

e Z; sao independentes.

5.3 Dependéncia espacial

A dependeéncia espacial pode ser entendida como a tendéncia de que um valor de
uma variavel associada a uma determinada localizagao assemelha-se mais ao valor de suas
amostras vizinhas do que ao restante das localizagoes do conjunto amostral (Paiva, 2007).
Para uma série de aplicagoes em pesquisa de clima, as observacoes estao desorganizadas
no espaco, seja por uma grade regular ou em locais espacados irregularmente. Dados
de temperatura, vento ou poluentes sao gravadas em diferentes locais e suas respectivas
medidas, tradicionalmente, apresentam algum grau de dependéncia espacial. Enquanto o
comportamento médio da maioria dos processos espaciais - tais como temperaturas diarias
ou ventos - € bem modelado e compreendido, a nossa compreensao de como medir a de-
pendéncia espacial para eventos extremos ainda é incompleta do ponto de vista estatistico
(Naveau et al., 2005).

De acordo com (Camara et al., 2000), uma das consequéncias da dependéncia
espacial é que a inferéncia estatistica neste tipo de dados nao sera muito eficaz. Isto leva
a uma perda de poder explicativo e reflete em grandes desvios de estimativas e menores
niveis de significancia em testes de hipdteses. Os dados espaciais devem ser considerados

como um processo estocastico e nao como um conjunto de amostras independentes.
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5.3.1 Covariancia

Considere que Y™ (s,) e ¥;"™(s;) compartilhem do mesmo efeito alcatério E,,.

Entao pela propriedade da geracao de vetores aleatorios, temos que:

Xt(m) (SE)Zt?T:'zL

Y;(m)(SZ) = —oylog - (s )
m\>L

+pu(se), €=1,2,..., Ly,.

Assim, utilizando as devidas propriedades de covariacia (Magalhaes, 2006) temos:

Cov (V™ (s0),¥,"(s;)) = o7Cov (log X" (s,).log X" (s;)) + 7 Cov (1og X" (s0), zm)
+ oCov <log Zt,’n" ,log Xt(m)(sj)) + 02Cov (log Zt,’n”,log Zﬁ;};) .

Dal, pela independéncia das varidveis X;(s;) € Z,,, temos que

m m m 1\?
Cov(Yt( )(Sg),Y;( )(sj))—at Cov <logX( )( l),logXt( )(Sj)> + (—) Var (log Z 1)

8277}

Agora, como Cov(log Xi(se),log Xi(s;)) = ¢'(1)d(se,s5) — ¢’ (L) (Ver Segao 2.5)

e Var(log Z; ) = Z qr,,.0¥'(¢) (Ver Apéndice A), obtemos:

2 Lm 17
Cou(Y, ™ (s,), Y, "(s))) = o0 (01)8(s0.85) — ¢'(Lum ( ) Zqu F

- (5_;)2 (::ZT?QLM,W(@) ,

em que ¥(-) e ¥'(.) s@o, respectivamente, as fungoes digamma e trigamma.
Estamos interessados no caso em que s; # s;, o que implica que 0(s¢,s;) = 0.

Desta forma,

Cov(V,™ (50, ™ (s;)) = —afw’<Lm>+( ) iqu - (quw )

5.4 Inferéncia via algoritmo MCEM

O algoritmo EM construido no capitulo anterior s6 é valido para o caso em que

as distribuicoes a-estaveis positivas sao independentes e identicamente distribuidas com



41

o mesmo parametro a. Neste nosso modelo especifico assumimos que cada variavel a,-
estavel positiva mude de acordo com o grupo m = 1,2,..., M. Logo, é necessario a
construcao de outro algoritmo para a estimacao dos parametros deste modelo. Com base
nisso, nosso objetivo nesta secao é construir o algoritmo MCEM em que o passo E do

algoritmo EM ¢ calculado por uma aproximagao de Monte Carlo.

5.4.1 O algoritmo MCEM

Considere y, = (y, E) o vetor dos dados completos e ¢ = (0,) o vetor de

parametros. Neste caso, a funcao de verossimilhanca completa é dada por:
Le(¢iy.) = (y; O|E, o) x f(E; )

T Lnm
= H [(HHwemE G ytz),e )wé’mEmT(yE?);9t7Z)) f(Em;am)] 7

m=1 t=1 /=1

em que G ~ Gumbel(uy, 0;) é a funcao de distribuigdo Gumbel com parametros yy e oy e,

() pm)y g(yt(?);@ﬁ’?)) 1 'y — e
T(ytf 70t£ ) - ) - _eXp - - )
7 7 G(yté ’Bté ) Ot gt

é a fungao de taxa de falha reversa e por (2.6), temos que:

1 ! ~Tam)
F(Bps ) = —2m gy =om / c(By)e ?BmE""qp pLos 0. (5.2)
(1 - am) 0
em que B, ~ U(0,1) é uma varidvel auxiliar. Logo, a fun¢ao log-verossimilhanga completa
¢ dada por
M T L T L
RUSAIE o1 0 ) SIURAREITES 9 e UAR)
m=1 \t=1 (=1 t=1 =1
M
+ Z (10g f(Em; o) + TLy log E)
= fl O;yc) + b(; E), (5.3)
em que v(™ Z We,m €XP )
t=1 (=1 o
Agora, considere as seguintes fungoes,
1 1 - f‘;”m
SDO(Em,OZm) _ E;Lﬁam / C(Bm)e_C(B’")E’"(l )dBm, (5'4)
0
01(Em, ) = Ep 7 / log(c(Bp,)) X ¢(By,)e¢Bm)Em dB,,, (5.5)
0

1

o =
02(Enm, ) = B0 / 3(Byy)e e BmE""" g (5.6)
0
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Passo E: Esperanca condicional

Proposicao 5.1. A distribui¢ao condicional de E|y, 0, a é dada por

M (U(m)(0))TLm+1E£Lm6_EmU(m)(0)900<Em7am)
D(T Ly, + 1)Eg(0o(Em, am))

9

p(Ely.0,a) =

m=1

em que G ~ Gamma(TL,, + 1,v™(8)).

DemonstracaoObserve que:

p(Ely,0,a) < f(y;0|E, a)p(E; o),

M
= k] B e P Oy (B, ),

m=1

sendo que G ~ Gamma(T L, + 1,v™()).

Com efeito,
M oo
00(Epn, ) ELEm e B ™ O (),

m=1"0
M

- 11 [(TLin + 1Eg (@0 (Em, 0m))

- TLm+1 )
it (v0m)())Emt

e, portanto

m)(g))TLm—i-l

nl;Il T(T Ly, + 1D)Eg(po(Em, am)) .

Agora, considere Q(¢) = Egjy.0.a(lc(¢;y,)), entdo a partir da proposicao acima,

temos
Q@) = Q1(0) + Qa(cv), (5.7)
em que,
M T Lm T Lm
Q:1(0) = (Z > logwim — v (O)Ey + D> logr(y,y; 9t,€)> ,
m=1 \t=1 (=1 t=1 ¢=1
e?

M
O 1
QQ(a) = Z (10g (1 —a ) - <1 — > ]Em,2 + Em,?) - IE‘4777,74 + TLmEmQ) )
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Eg, 1yo.a(Lm X ©o(Em, am
L4 IEm,l - EE|y,0,a(Em) = Enly9, ( 0( >)7
]EEm|y,0,a((p0<Ema am))

_ EEmlyﬂ,a(log Em X QOO(ETm am)) )

o B2 =Egyoalog(En)) Eg,1y.0.0(90(Ems Qm)) ’
m|y,0,a my m

_ EEm\y,O,a(Sol (Ema am)) .
EEm\y,B,a<900(Em7 am))7

o K,3= EE|y,9,a(10g(C(Bm>>>

e Epiyoa(Ey " X 2(En, o)
B = Epyo.a(Bn " @2(Ep; ) = —22122 ’
o Epi=Epgpyoal 2(Em; am)) Er, 1y 6.0(20(Emn, i)

em que E,,|y, 0, ~ Gamma(TL,, + 1,9 (0)) (Ver Apéndice B).

Passo M: Maximizacao de Q)(¢) por Newton-Raphson

_ 8Q<¢) _ I— am(EmQ + 1)

Ulam) = 50— = (L — )2
_ 82Q(¢) o 2K, 2 (1 —2ay,)
j(am) - a&zn - (1 _ O4m)3 B am<1 _ a”Qn)Q

Entao, o estimador via Newton-Raphson para o parametro «,, é dado por:

ot = aff) =77 o)) x U(aly)) para m =12, M

e, satisfaz |oi ™ — o < 1073,
Para 0;; = (s, 0¢) temos que :
o)  (29(@) 90(0)
b O " Joy
9*Q(¢) B;Q(¢)
7] _ EnY Heot
J(0:) Q)  9°Q(9)
oot 8Uf
em que
M T (m) T
aQ(¢) ]Em 1We,m Yoo — He 1
o = - ——expg — | —— +M>y —;

~

m

0Q () i

wm,ﬁEm,l(yiz) — fie) { (y,f’?) - W) } ( 1 (yt(,?) - Me))) '
expy—(—— ¢\ == — ]|
O¢ O¢ O¢ Oy

VR

m=1 (=1
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82@ 1 Mo y;?) — M (m)
¢ 9o t2 U_?ZZ Wrn, (B, 1 ( yte _W)QXP o, [(yte —W)—Ut} -
1

3
Tt =1 =1
, P0) -1 M i — g . M
() = — E,, 1Wemexp § — se [(yt(g) — p) — QUt] - —.
s A —— Ot 0%

Entao o estimado Newton-Raphson para o vetor 6, ¢ dado por:

0,0 = 6,," — T 10, NUO,,"), para £=1,2,... L, et=1,2,...,T

E}

Desta forma, o MCEM para maximizacao de ¢.(¢;y,) é da seguinte forma:

@ Passo E: Inicialize o processo iterativo com ¢(0) = (0(0) ,a(®) e na k-ésima iteracdo,
obtenha v™ (0%)), gere {(B, EJ) : j, = 1,2,..., N}, onde El* ~ Gamma(T L, +
1,0 (@%))) e Bik ~ U(0,1). Compute Eﬁfbl,EﬁQ,Eﬁg,EﬁA e, finalmente, apro-

xime, E,, 1, E;, 2, E,, 3 e E,, 4 por Monte Carlo,

1 & 1 1 & 1 —

=(k =(k =(k j =(k j

E1(7’L)1 = N Z Ejmlc 1 ESn)Q = N Z E?ﬁm ]Egn)S = N Z ]Efvlfb,:s € ]Efn,)él = N Z Egv’i,zl-
Jrk=1 Jrk=1 Jk=1 Jrk=1

@ Passo M: Na (k + 1) obtenha ¢+ = Argmaxd,Q(qS(k)).



Capitulo 6

Aplicacao do modelo proposto em

dados reais

Neste capitulo aplicaremos o modelo Gumbel multivariado (5.1) no problema de
predicao de valores de temperatura maxima no estado do Amazonas. Ao final avaliaremos
o ajuste do modelo por meio de um estudo comparativo com o método ponderagao pelo

inverso da distancia (IDW).

6.1 Analise descritiva dos dados

O conjunto de dados utilizados neste trabalho consiste da temperatura méaxima
anual compreendida de janeiro de 1997 a dezembro de 2016 (7" = 20 anos), observados em
L = 14 estagoes meteorologicas, correspondendo a 3360 observacoes mensais. As estacoes
sao automaticas, localizadas em 13 municipios do Estado do Amazonas, (ver Figura 6.1),
(sendo que o municipio de Sao Gabriel da Cachoeira possui duas estagoes: a lauareté e a
S.G. da Cachoeira) e sao gerenciadas pelo Instituto Nacional de Meteorologia (INMET).

A Tabela 6.1, a seguir, nos mostra as coordenadas geograficas (longitude, latitude
e altitude) correspondentes a cada uma dessas estagoes.

Para a modelagem usaremos somente as temperaturas anuais dos meses mais quen-
tes do Estado - Agosto, Setembro, Outubro e Novembro. A Figura 6.2 nos mostra o com-
portamento desses dados, onde é possivel observar que a menor temperatura foi 33,6°C,
registrada no ano de 2011 na estagao de Benjamim Constant, enquanto que a maior foi

39, 8°C observada no ano de 2014 na estacao de Eirunepé.
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Figura 6.1: Distribuicao espacial das estagées meteorolégicas do estado do Amazonas.
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Figura 6.2: Séries de temperaturas maximas anuais por esta¢oées meteorologicas/1997-2016.

Em sequéncia, as estagoes meteoroldgicas foram dispostas em M = 3 sub-regides/grupos
com centros em up, Uy e uz em que alocamos as variaveis latentes «,,-estaveis, m =
1,2 e 3. Essa divisao foi feita de acordo com o regime pluviométrico para o Estado (Qua-

dro et al., 2014). A composigao desses grupos é mostrada na Figura 6.3.
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Tabela 6.1: Coordenadas geograficas das estagcoes meteorolégicas do estado do Amazonas.

N Estacoes Meteoroldgicas Longitude Latitude Altitude
1 Barcelos -62,91 -0,96 40
2 Tauarete -69,2 0,61 120
3 S. G. da Cachoeira -67 -0,11 90
4 Fonte Boa -66,16 -2,53 55,57
5 Tefé -64,7 -3,83 47
6 B. Constant -70,03 -4.38 65
7  Eirunepé -69,86 -6,66 104
8 Labrea -64,83 -7,25 61
9 Coari -63,13 -4,08 46
10 Codajas -62,08 -3,83 48
11  Manicoré -61,3 -5,81 50
12 Manaus -59,95 -3,11 67
13 Itacoatiara -58,43 -3,13 40
14 Parintins -56,73 -2,63 29

Observe que L; =5, Ly = 3 e L3 = 6, representam a quantidade de estagoes proxi-
mas a uj, Uy € ug, respectivamente. Como a distancia entre as estacoes sao grandes, pois o
Estado do Amazonas apresenta extensoes continentais, os pesos wy,,, foram normalizados

da seguinte maneira:

1 — Unl|); Tm
W — k(log(|[se — wm|[); 7m) m=12e¢3.

> k(log(|lse = wal[);7n)

Os parametros de suavizacao 7,,, m = 1,2, 3, foram estimados por:

- _( 4 )5XMe{l(log(HSe—umH))—Me(log(HSe—umH))l;VSeNum}’ m=1.2c3,

m=\3L 0, 6745

em que " ~" e Me indicam vizinhanga e mediana, respectivamente (Bowman e Azzalini,

1997).
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Figura 6.3: Divisao das estagoes meteorolégicas em trés grupos.

6.2 Realizacao da predicao espacial

Para a realizacao das predigcoes espago-temporais primeiramente consideramos os
parametros estimados pelo algoritmo MCEM (27 = (u, 0, Q).

Como para cada Y;E;n)\Hém) ~ Gumbel(u, + o;log Hém),at), temos que margi-
nalmente Yt(;”) ~ Gumbel (Mg + o log(wim.), O(j—t). Desta maneira, admitindo a mesma

m
distribuicao para cada sg € D, obtemos o seguinte preditor de temperatura para cada

tempo ¢

o~ ~

Yt%n) = fip + 0y IOg(Wm,o) - =", (6.1)

em que, v~ 0,577 é a constante de Euller.
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6.3 Analise dos resultados

Nesta se¢ao, apresentamos os resultados referentes a aplicacao do modelo Gumbel
multivariado no problema espago-temporal de temperatura méaxima. Todos os parametros
do modelo foram estimados usando o algoritmo MCEM (implementado no software R (R,
2016)), descrito no Capitulo 5.

A Tabela 6.2 nos mostra as estimativas para o vetor de parametros a = (aq, ag, a3)
e seus respectivos erros padroes, que foram gerados através do método Bootstrap para-

métrico da seguinte maneira:
@ Estimamos os parametros com os dados reais;

@ Com os parametros estimados, geramos N = 1000 reamostras do modelo usando a

Equacao (3.18);
@ Com estas N = 1000 reamostras estimamos novamente os parametros do modelo;

@ O erro padrao Bootstrap foi estimado pelo desvio padrao das N = 1000 estimativas

geradas.

Tabela 6.2: Estimativas e erros padroes do parametro de dependéncia espacial, c.

Parametro Estimativa Erro padrao

a 0,51851 0,05713
s 0,89244 0,06885
as 0,43322 0,05356

Percebe-se que todas as estimativas @, indicam uma razodvel dependéncia entre
as observagoes pertencentes a mesma sub-regiao com centro em u,,. Essa dependéncia é
esperada desde que estamos trabalhando com dados medidos em estacoes meteoroldgicas.
Note que as observagoes pertencentes a sub-regiao centrada em u, sao menos espacial-
mente dependentes que as demais. Isto porque as estacoes pertencentes a essa sub-regiao
sao as mais distantes uma das outras.

No que diz respeito ao parametro de tendéncia de temperatura em cada estacao,
u(s), este foi estimado com o auxilio de regressao linear simples, em que usamos como

varidvel regressora a altitude x(s) de cada estagao meteorolégica dada na Tabela 6.1. Os
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valores estimados para os parametros 3y e (5, foram, respectivamente, 30 = 37,61393 e
31 = 0,00743. Aqui, o parametro (3, representa o gradiente horizontal de temperatura e

o parametro [3; o gradiente vertical. Deste modo, temos que

fi(s) = 37,61393 + 0,00743 x x(s).

A variacao em larga escala, o;, estimadas para cada tempo é descrita na Tabela
6.3. Percebe-se que durante os 20 anos avaliados foi estimada uma variacao média de

aproximadamente 0.92 °C em torno da temperatura do Estado.

Tabela 6.3: Estimativas e erros padroes do parametro de larga escala temporal, o .

Parametro Estimativa FErro padrao | Parametros Estimativa Erro padrao
o1 1,16919 0,04603 011 0,92640 0,16632
lop) 1,11955 0,28260 012 0,93847 0,06581
03 0,99527 0,05288 013 1,07858 0,05500
04 0,80149 0,05195 014 1,05172 0,06202
o5 0,65875 0,05623 015 1,12223 0,28196
o 0,57681 0,06407 016 0,88522 0,09715
o7 0,75606 0,06673 017 1,06064 0,07288
loF 0,57987 0,11183 018 1,02787 0,06394
o9 0,86525 0,09581 019 0,87219 0,08844
010 0,90902 0,05106 020 0,91587 0,071200

Com estes parametros estimados obtivemos as temperaturas preditas utilizando o
preditor valor esperado marginal dado na Equagao (6.1). Apds a realizacao das predigoes
em cada municipio, o pacote kriging do software R (Kriging, 2014) foi utilizado para a
suavizacao dos mapas. As Figuras 6.4, 6.5, 6.6, 6.7 e 6.8 apresentam resultados gerados
pela aplicagao do modelo para os tltimos 20 anos (1997-2016). Podemos perceber um
suave aumento na distribuicao espacial da temperatura no Estado do Amazonas. Esse
aumento é mais evidente nos anos 2001 a 2005. E importante ressaltar que nesse periodo
o Estado sofreu com uma das principais secas do século, afetando principalmente a regiao

sudoeste (Serrao et al., 2015).
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Figura 6.4: Predi¢ées de temperatura maxima no estado do Amazonas,/1997-2000.

Ano 1998

w55

b S
%
R

Longitude

Ano 2000

I

1o,

Longitude

o1

39
38
37
36
35
34

39
38
37
36
35
34



Latitude

Latitude

Ano 2001

‘ ,

420

A5
N

%

-10

Longitude

Ano 2003

o 4 20

-10

alon
%&!ﬁm

VIR

%‘ &
Fes

Longitude
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Figura 6.6: Predi¢ées de temperatura maxima no estado do Amazonas/ 2005-2008.
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Figura 6.8: Predi¢ées de temperatura maxima no estado do Amazonas/ 2013-2016.

6.4 Avaliacao do modelo proposto

Nesta se¢ao avaliamos o ajuste do modelo proposto (5.1) aplicado no problema de
predicao espago-temporal de temperatura no Estado do Amazonas através de um estudo
comparativo.

Inicialmente, retiramos uma estacao do conjunto de localizacoes das estagoes me-
teoroldgicas (S) e repetimos os procedimentos de estimacao dos parametros (MCEM)
com as informagoes das 13 estacoes restantes. Em seguida realizamos a predicao dos va-

lores de temperatura utilizando o método da esperanca marginal, descrito na Subsegao
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(6.2), para a estagao retirada e comparados com os valores preditos usando o interpolador
padrao conhecido como método de Ponderagao de Distancia Inversa (IDW) para interpo-
lacao multivariada. Este método popular é de fato uma generalizagao da aproximacao de
Lagrange em um espago multidimensional (Lukaszyk , 2004, Shepard, 1968).

Para comparar a precisao das predigoes, foram empregadas as seguintes medidas

(Sungil, 2016):

(i) Raiz do Erro quadratico médio - RMSE:

i (Yte—Y},e>

RMSE(Y,,) =\ =

T
(ii) Média Percentual Absoluta do Erro - MAPE:
LY Y,
MAPE(Y;,) = .
w) =7 ; I

A Tabela 6.4 apresenta os valores RMSE’s e MAPE’s para o modelo Gumbel Multi-
variado (MGM) e para o Método de Ponderacao de Distancia Inversa (IDW) para cada es-
tacao (valores menores indicam uma melhor precisao). Observa-se que os valores RMSE’s
para o modelo MGM foram menores em sete estacoes, enquanto que para o método IDW
foram menores para outras 7 restantes. Ja os valores MAPE’s para o modelo MGM foram
menores para 9 estagoes, enquanto que para o método IDW foram menores para outras 5
estagoes. Além disso, o valor médio de MAPE (MGM) foi 0.04302 com desvio padrao dp
= 0,06547 e 0 MAPE médio (IDW) foi 0,02746 (dp = 0,00971). O RMSE médio (MGM)
foi de 1,1727 (dp = 0,27841), e o RMSE médio (IDW) foi de 1,21775 (dp = 0,39803). Apli-
cando o teste de Kolmogorov-Smirnov ao nivel de 5% para comparar duas distribui¢oes
(Corder & Foreman, 2011), obtém-se que tanto os valores do RMSE’s quanto os valores do
MAPE’s nao mostraram diferengas significativas entre as distribuigdes (p-valor RMSE’s
= 0,9205 e p-valor MAPE’s = 0,6355).

Esses resultados sugerem que o modelo proposto (MGM) fornece resultados con-
sistentes, considerando que o método IDW ¢é bastante padrao para interpolacao. Eviden-
temente, essa comparacao muito limitada, nao é conclusiva mas é fornecida apenas como

uma ilustragao da metodologia proposta em uma configuracao de dados reais.
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Tabela 6.4: Medidas de ajuste: RMSE’s e MAPE’s.

Grupos Estacoes RMSE(MGM) RMSE(IDW) MAPE(MGM) MAPE(IDW)
Barcelos 1,12159 1,19727 0,02324 0,02488
Taureté 1,55942 1,17598 0,03862 0,02681
S. G. da Cachoeira 0,97708 1,34778 0,02165 0,03201
1 Fonte Boa 0,93292 1,06624 0,02085 0,02465
Tefé 1,27090 1,10891 0,02799 0,02402
B. Constant 1,89733 2,05097 0,04678 0,05024
2 Eirunepé 1,23438 2,07695 0,02617 0,0456
Lébrea 1,25190 1,23116 0,26883 0,02847
Coari 1,24208 1,0664 0,02178 0,02287
Codajés 1,02180 1,09416 0,02201 0,02299
3 Manicoré 1,12641 1,21626 0,02550 0,02817
Manaus 0,94579 0,86362 0,01983 0,01954
Ttacoatiara 0,87299 0,67677 0,01873 0,01481

Parintins 0,96324 0,87603 0,02036 0,01944




Consideracoes finais

Neste trabalho uma classe multivariada Gumbel para dados dependentes foi cons-
truida através da marginalizagao de uma distribuicao Gumbel univariada condicionada a
uma mistura de distribuigoes a-estaveis. Em seguida, foram desenvolvidos alguns modelos
especiais que envolvem séries temporais, espaciais e efeitos aleatorios.

No desenvolvimento das propriedades, podemos perceber que todas as distribuicoes
marginais e do maximo para qualquer subconjunto de observagoes pertencem a mesma
familia Gumbel. A fun¢ao densidade conjunta da classe nao possui uma forma fechada
dificultando a estimacao direta por méaxima verossimilhanca, por isso desenvolvemos o
algoritmo EM.

Como um caso particular da classe multivariada, propomos o modelo espaco-
temporal Gumbel multivariado com efeitos aleatérios espacialmente compartilhados e
modelados por variaveis com distribuicoes «,,-estaveis positivas. A dependéncia espa-
cial neste modelo foi mensurada por grupos. Para isso, as medidas de distancias foram
calculadas através da fungao Kernel Gaussiana. Para esse modelo foi desenvolvido o algo-
ritmo MCEM para estimacao dos seus parametros, visto que os efeitos aleatérios, apesar
de serem independentes, nao sao identicamente distribuidos implicando numa esperanca
condicional dificil de ser calculada.

O foco da nossa aplicagao foi a andlise dos dados de temperatura maxima, obser-
vados nas 14 estacoes meteoroldgicas do estado do Amazonas, durante os ultimos 20 anos
(1997-2016). O modelo mostrou um suave aumento na distribui¢ao espacial da tempe-
ratura, principalmente no sudoeste do Estado. Esse aumento foi mais evidente nos anos
2001 a 2005. E importante ressaltar que nesse periodo o Estado sofreu com uma das
principais secas do século.

Para verificar o ajuste do modelo, foi realizado um estudo comparativo com o

modelo espacial de ponderacao pelo inverso da distancia - IDW, considerado padrao para
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este tipo de problema. As medidas de ajuste utilizadas foram a Raiz do Erro Quadratico
Médio - RMSE e a Média Percentual Absoluta do Erro - MAPE. Percebemos que os
resultados gerados pelo modelo proposto (MGM) foram consistentes com os do modelo
IDW. Evidentemente, essa comparacao muito limitada, nao é conclusiva mas foi fornecida
apenas como uma ilustracao da metodologia proposta em uma configuracao de dados

reais.



Apeéendice A

Distribuicao e valores caracteristicos

de Wt)m

A.1 Distribuicao de W;,, =log Z; ,,

Seja a funcao densidade de Z ,,:

L L
h(zm) = ZQLW X 0] x 27 x e o g0 > 0; ZQLmJ =1
=1 =1

Vamos calcular a distribuicao de W, = log Z; .

FW(wt,m) - P(Wt,m S wt,m)7
= P(log Zt,m < wt,m>7
= P(Zym <),

= Fa.(em).



Derivando ambos os membros
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A.1.1 Funcao geradora de momentos de W, ,, =log Z;,,
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Fazendo a seguinte mudanca de variaveis:

u=e = du=e’dw
Desta forma, quando
w— —00 = u — 0;

w— +00 = u — +0o0.

Logo,
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A.1.2 Esperanca de W,,, = log Z; ,

Por definicao,

Mas,

0 9 Pk +1)
%th,m(k) = 5% [21: QL1 X Q)

]' / /
= ZQLm,leXF(k—i_l)x(k—i_l)?

aplicando no ponto ¢ = 0, vem:

L
Y (1)
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= ZQLm,l x (1),
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, o . _ ()
em que (1) é a fungdo digamma definida por ¥ (1) = 71 ING)!

A.1.3 Segundo momento de W,;,, = log Z; ,,
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Pondo k£ = 0, vem:

Lm
E(WZ,) = ZQLm,l
I=1

A.1.4 Variancia de W = log Z; ,,

Iw(l)
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Lm
Var(Wym) = Z L, X
=1

F//(l)
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[Zm QL1 X ¢(l)] :
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Apeéendice B

Calculo das esperancas

Em,b Em,Qa Em,S e EmA

Neste apéndice vamos demonstrar as seguintes expressoes:

Byt = Bpiyoa(Bn) = zutalEn X 20l an))
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@

b EnauoalBy " X paBsan)
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Demonstrag¢ao. Usando a proposigao (5.1) e as fungoes o, 1 e @9 definidas nas equagoes

(5.4), (5.5) e (5.6), temos que
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