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RESUMO

Neste trabalho vamos classificar as superficies compactas planas em variedades rieman-
nianas homogéneas tridimensionais com grupo de isometrias de dimensao 4. Além disso,
vamos estabelecer resultados de inexisténcia de superficies compactas de curvatura gaus-

slana constante nestas variedades.

Palavras-chave: Variedades homogéneas tridimensionais, superficies compactas, cur-

vatura gaussiana constante.



ABSTRACT

Compact flat surfaces of homogeneous Riemannian 3-manifolds with isometry group of
dimension 4 are classified. Nonexistence results for compact constant Gauss curvature

surfaces in these 3-manifolds are established.

Keywords: Homogeneous 3-manifolds, compact surfaces, constant Gaussian curvature.
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Introducao

O estudo de superficies completas de curvatura gaussiana constante em variedades tridi-
mensionais de curvatura constante é um tema classico em geometria diferencial. Nos
ultimos anos, as superficies nestes ambientes foram profundamente estudadas, parti-
cularmente as de curvatura média constante. O ponto de partida deste estudo foi o
trabalho de Abresch e Rosenberg [18], onde eles encontraram uma diferencial holomorfa
quadratica em qualquer superficie de curvatura média constante de uma variedade rie-
manniana homogénea tridimensional com o grupo de isometrias de dimensao 4. Os
exemplos mais significativos de tais variedades sao: as esferas de Berger, o grupo de
Heisenberg, o recobrimento universal do grupo de Lie PSI(2,R) e os produtos riemanni-
anos S? x R ou H? x R, onde S? e H? sao, respectivamente, a esfera e o plano hiperbélico
com suas métricas padroes. Trés anos depois Aledo, Espinar e Galvez [9],[10] classificaram
as superficies completas de curvatura gaussiana constante em S xR e H? x R para algum
valor da curvatura gaussiana, exceto para diversos valores, em que a classificacao ainda

estéd em aberto.

Nesta dissertacao faremos um estudo da curvatura gaussiana de superficies compactas
em variedades riemannianas homogéneas tridimensionais com grupo de isometrias de
dimensao 4, basicamente esclareceremos os resultados provados por Torralbo e Urbano
em [8]. Apresentaremos uma formula integral (cf. Eq. (3.4)) que permite classificar
as superficies compactas planas (cf. Teorema . Esta formula, obtida por Torraldo
e Urbano, é nova no sentido de que nao hé similaridade para superficies em formas
espaciais tridimensionais. Em suas demonstragoes, eles usaram argumentos de natureza
topologica. Por exemplo, nas esferas de Berger as tnicas superficies compactas planas
sao toros de Hopf, i.e., aquelas que sdao imagem inversa de curvas fechadas de S? pela
fibracao de Hopf II : S* — S?, enquanto que na esfera canonica de dimensao 3, além

deles, ha outros toros planos [19].

O Teorema Principal (Teorema [3.3) e o Corolério mostram o comportamento



da curvatura gaussiana desta classe de superficies. Também discutiremos alguns resul-
tados de inexisténcia de superficies compactas com curvatura gaussiana constante em

variedades riemannianas homogéneas tridimensionais.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos exibir defini¢oes, resultados e exemplos da teoria basica geral de
geometria riemanniana que serao utilizados no decorrer desta dissertacao. Faremos uma
revisao dos conceitos de tensores, curvaturas, operadores diferenciais, geodésicas, campos
de Killing, imersoes isométricas, segunda forma fundamental e submersoes riemannianas.
Nossa maior preocupagao sera detalhar os resultados obtidos por Torralbo e Urbano [§],
por isso omitiremos alguns conceitos que ja sao bem conhecidos na presente teoria,
contudo se o leitor achar necesséario recomendamos os livros [1, 2, [3, 4 (5 [12], T3], 14}, 15,

17.

1.1 Tensores em Variedades Riemannianas

Relembremos que um (1, 7)-tensor em uma variedade diferencidvel M ¢ uma aplicagao

T:X(M)x...xX(M)— X(M)

(r)

multilinear sobre o anel das fungoes diferenciaveis C*°(M). Enquanto que, num (0, r)-
tensor, o contradominio é o C*°(M). Além disso, dados Y7, ...,Y, € X(U), pede-se que
T(Yy,...,Y,) seja uma fungao diferenciavel em um aberto U C M e T' é C*°(U)-linear

em cada variavel, isto é,
T(}/la7fX+hK7K’):fT(}/1a7X77K“)+h'T(}/177K7Y;‘)7
para todo X,Y € X(U) e f,h € C>(U).

Exemplo 1.1. O tensor métrico g : X(M) x X(M) — C*°(M) que faz corresponder a
cada ponto p € M e a cada par X,Y € T,M, o produto interno de X eY na métrica



riemanniana de M, isto €, g,(X,Y) = (X,Y) , é um (0,2)-tensor e suas componentes no

p)
referencial {0;} s@o os coeficientes g;; da métrica riemanniana no sistema de coordenadas

dado.

Exemplo 1.2. Toda k-forma diferencial w em M ¢é automaticamente um (0, k)-tensor

em M.

Observacao 1.1. Em uma variedade riemanniana a métrica riemanniana faz corres-
ponder a cada campo diferencidvel X € X(M) uma forma diferencial wx € X*(M) dada

por

wx(Y)=(X,Y), paratodo Y € X(M).

Neste sentido, um campo de vetores diferencidvel X € X(M) pode ser identificado com

um (0, 1)-tensor X : X(M) — C*(M), dado por
X(Y)=(X,Y), paratodo Y € X(M).

Em uma variedade diferenciavel é possivel estender a nocao de derivada covariante

V a tensores como veremos agora.

Definigao 1.1. A derivada covariante de um (1,r)-tensor T é um (1,r + 1)-tensor VT

dado por

VT(X,Y1,....Y,) =Vx(T(Y1,...,Y,)) = T(VxY,....Y,) — ... = T(Yy,...,VxY,) (L.1)

Para cada X € X(M), define-se a derivada covariante VxT de T em relagao a X

como um tensor de mesma ordem que T dado por
VxT(Yy,...Y,):=VT(X,Yq,...,Y,).

Analogamente a derivada covariante de um (0, r)-tensor 7' é¢ um (0, r + 1)-tensor VT

dado como em ([1.1)).

Exemplo 1.3. A derivada covariante de wx € X*(M) em relagdo ao campo Z € X(M)
¢ tal que, para todo Y € X(M),

(Vwx)(Z,Y) = Z(wx(Y)) —wx(VzY) =Z(X,Y) — (X, VzY)
= (VzX,Y)+ (X,VzY) — (X, VY)
— (V4X,Y) = (VX(2),Y) = VX(Z,Y).



Decorre dai que Vwy pode ser identificada ao (0,2)-tensor VX. Isto mostra que a
derivada covariante de tensores é uma generalizacao da derivacao covariante de campos.
Derivar um campo é o mesmo que derivar covariantemente o seu dual. Motivados por
este resultado e, por conveniéncia de notagao, convém considerar o (1,1)-tensor VZ :
X(M) — X(M) dado por VZ(X) = VxZ. Assim, pela Definigdo teremos o (1, 2)-

tensor dado por

ViyZ = VVZ(X)Y)
= Vx(VZ(Y)) = (VZ2)(VxY)
= VxVyZ—Vy,7, (1.2)

para todo X,Y € X(M). Analogamente,
VixZ =VyVxZ—Vy,xZ. (1.3)
Subtraindo de obtemos, para cada Z € X(M), o (1,2)-tensor dado por
ViyZ —ViyxZ =VxVyZ —VyVxZ —VixyZ.

Fazendo Z variar na equacao anterior, uma conta direta mostra que teremos um

(1,3)-tensor. O que motiva a definigdo seguinte.

Definicao 1.2. Seja M uma variedade riemanniana. O tensor curvatura de Riemann
¢ o (1,3)-tensor
R:X(M)xX(M)xX(M)— X(M)

dado por
R(X,Y)Z = —(ViyZ —V3.x2) =VyVxZ —VxVyZ + VixyZ.

Usando o tensor métrico podemos definir o tensor curvatura como sendo o (0,4)-

tensor

R:X(M)xX(M)xX(M)xX(M)— C®(M)

dado por
R(X,Y,Z,W)=(R(X,Y)Z,W).



Proposicao 1.1. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propriedades:
(i) RX,Y,ZW)=—-R(Y,X,Z,W)=RY,X,W,Z)
(i) R(X,Y,ZW)=R(Z,W,X,Y)
(i) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (primeira identidade de Bianchi)
A partir do tensor curvatura definiremos os seguintes entes geométricos:

Definicao 1.3. Seja M™ uma variedade riemanniana n-dimensional e p um ponto de
M. A curvatura seccional K(x,y) seqgundo um subespago bidimensional o do espago
tangente T,M, onde z,y € o sao vetores linearmente independentes, € definida por:

(R(z,y)r,y)

2
onde |z A yl? = [22lyl? - (z,y)*.

Segue-se da Algebra linear que esta definicio ndo depende da escolha dos vetores
linearmente independentes z,y € o. Além disso, para uma base ortonormal {ej, ..., e,}

de T,M, temos
K(Gi, ej) = <R(€i, ej)ei, 6j> = R(ei, ej, €, 6j).

Proposicao 1.2. Sejam M uma variedade riemanniana e p um ponto de M. Defina

uma aplicacao trilinear Ry : T,M x T,M x T,M — T,M por

<R0(x7y72)’w> = (x,z)(y,w> - (y,z)(x,w>,

para todo x,y,z,w € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante igual a Ky se,

e somente se, R = KgRy, onde R € o tensor curvatura de M.
Demonstragao. Ver [3]. O

Definicao 1.4. Definimos o tensor curvatura de Ricci de uma variedade riemanniana
M como o trago do tensor curvatura de Riemann. Isto €, se {ei,...,e,} CT,M € uma
base ortonormal, entao para todo x,y € T,M

n n

Ric(z,y) = Z<R(€ia$)€z‘,y> = Z(R(ei,y)ei,@,

=1 1=1
onde a ultima igualdade seque do item (ii) da Proposicao |1.1. Portanto, Ric é um

(0,2)-tensor simétrico.



1.2 Operadores Diferenciais

A derivagao covariante de tensores permite estender as variedades riemannianas certos
operadores diferenciais de uso frequente no R™. Passaremos a uma exposi¢ao de alguns
destes operadores. Em tudo que segue, M"™ denotara uma variedade riemanniana de

dimensao n com métrica (,) e conexao de Levi-Civita V.

Definicao 1.5. Seja f : M™ — R uma fungao suave. O gradiente de f € o campo vetorial
suave V f, definido sobre M por

(Vf, X) =Vxf=X(f)=df(X) (1.4)
para todo X € X(M).

Se {e1,...,e,} € um referencial ortonormal em uma vizinhan¢a U C M. Entao, pela

defini¢ao de gradiente, teremos em U

Vf= Z(Vf, ei)e; = Zei(f)ei = Zfiei. (1.5)

)

Mais geralmente, se 0, ..., 0, sao campos coordenados em U, teremos
V=Y 9"0;(1) (1.6)
ij=1
onde g;; = (0;,0;) e (¢”) é a inversa da matriz (g;;). Além disso, é imediato das

propriedades de derivacao o seguinte fato: Se f,¢ : M — R sao fungoes suaves, entao

vale a regra da soma V(f 4+ {) = Vf + V/ e a regra do produto V(f{) = ¢V f + fVL.

Definicao 1.6. Seja X um campo de vetores suave em M. A divergéncia de X € a

funcgao diferencidavel divX : M — R, definida por
(divX)(p) =tr{v e T,M — V,X}, (1.7)
onde tr denota o traco do operador linear v € T,M — V,X.

Dizemos que um referencial ortonormal {eq, ..., e,} em um aberto U C M é geodésico

em p € U se (V,,e;)(p) =0 para todos 1 <i,5 < n.

Proposicao 1.3. Seja X um campo diferencidvel em M e {ey, ..., e,} um referencial

ortonormal em uma vizinhan¢a U C M. Se X =" a;e; em U, entao

n

(divX)(p) = Y (ei(as) = (Veies, X))

i=1



Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, temos que

n

divX(p) = Zei(ai). (1.8)

i=1
Demonstracao. Pela definicao de divergéncia de um campo vetorial, obtemos

n n

divX = > (Ve X,e) =) (ei(X, &) — (X, V)
=1 =1

= > (ad e e) = (Vee, X)) =Y (eia) = (Veei, X)),
i=1 j=1 i=1
Em particular, se o referencial for geodésico em p, teremos a equagao (|1.8)). O
Mais uma vez é imediato das propriedades de derivacao que, para campos de vetores
X,Y € X(M) e para qualquer fungao suave f : M — R, sao validas as propriedades:
div(X +Y) = divX + divY e div(fX) = fdivX + (V[f, X).

Definicao 1.7. Seja f : M — R uma funcao diferencidvel. O laplaciano de f € a fungao
Af: M™— R dada por
Af =div(Vf). (1.9)

Aplicando esta definicao ao produto de duas funcoes suaves f,¢: M — R, teremos

A(f0) = div(V(f0)) = div((V f) + div(fV0)
= Ldiv(Vf) + (VO VF) + fdiv(VE) + (VF, V)
= (Af+ AL+ 2V, VD). (1.10)

Definicao 1.8. Seja f: M — R uma funcao suave. Definimos o hessiano de f como o

(1,1)-tensor, dado por
(Hessf)(X)=VxVf, VX e€X(M). (1.11)
Ou como (0,2)-tensor, dado por
Hessf(X,Y) = (VxV/[,Y).
Neste caso, Hessf : X(M) x X(M) — C*(M) é um tensor simétrico. De fato,

(Hessf)(X),Y) = (VxV[Y)=X(V[Y) (V[ VxY)
= X(Y(f)) = (VxY)(f). (1.12)



Analogamente,
(Hessf)(Y), X) = Y(X(f)) = (V¥ X)(f). (1.13)
Agora basta subtrair as equagoes ((1.12)) e (1.13)) para comprovar a nossa afirmagcao.

Ademais, seja p € M e considere U C M uma vizinhanga coordenada de p onde esteja

definido um referencial ortonormal local {ey, ..., e,}. Entdo

n n

tr(Hessf), = Y ((Hessf)y(e:),e:) = > (Ve V[ e) = div(V)(p) = Af(p).

i=1 i=1
Assim,

Af =tr(Hessf).

Observacao 1.2. Seja M uma variedade riemanniana orientdavel de dimensao n. O
elemento de volume (ou forma volume) de M ¢é a n-forma diferencial w definida em

cada ponto p € M por
wWy(v1, ..., v,) = det({v;,e5)) (volume do paralelepipedo orientado [vy, ..., v,]),

onde cada v; € T,M e {e1,...,e,} € uma base ortonormal positiva de T,M. Também
denotamos w por dM .

Suponha agora que M é uma variedade com bordo OM. Denotamos por v o campo
unitdrio normal exterior a M ao longo de OM . A orientacao de M induz uma orienta¢do
em OM da maneira sequinte: dado p € OM e dada uma base 5 = {vy,...,v,_1} C

T,0M, dizemos que 8 € positiva se {v,vy,...,v,_1} € uma base positiva de T,M.

Definicao 1.9. Seja M"™ uma variedade riemanniana orientada e X € X(M). O produto

interior de uma k-forma w na dire¢io de X € a (k — 1)-forma txw definida por
(txw)p(vr, ..oy Vk—1) = wp(Xp, V1, .., Ug—1) (1.14)

para todo p € M e vy,...,vp—1 € T,M. Também denotamos txw por X iw.

Por exemplo, seja M uma variedade riemanniana orientada com forma volume dM e
bordo OM. Seja v o normal unitario exterior a M, segue da Observagao [L.2] que vidM

é a forma volume de OM induzida por M. Denotamos vidM = dv.

Proposicao 1.4. Seja M"™ uma variedade riemanniana orientada com elemento de vo-
lume dM . Entao
d(XdM) = divXdM (1.15)

para todo X € X(M).



Demonstragao. Ver [5]. O

Precisaremos da seguinte versao do teorema da divergéncia:

Teorema 1.1. Seja M"™ uma variedade riemanniana compacta orientada e X € X(M).
Se 0 bordo de M é munido com a orientagao e a métrica induzida por M e v denota o

normal unitdrio exterior a M ao longo de OM, entdo
/ divXdM = (X,v)dv. (1.16)
M oM
Demonstracao. Segue da Proposi¢ao e do Teorema de Stokes [12], que
/ divX dM = / d(X .dM) = / XadM = [ (X7 + X*)dM
M M oM oM
—/ (X, v)v)idM = (X, v)vadM = (X,v) dv.
oM oM oM

Note que no caso de v ser o normal unitario interior a M ao longo de dM, o segundo

membro da igualdade ((1.16) muda de sinal. ]

As formulas da proposicao a seguir sao conhecidas como as identidades de Green.

Proposicao 1.5. Sejam f,0 : M — R fungoes suaves e v o campo de vetores normais

unitdrios exterior a M ao longo de M, entao:
(a) (Primeira identidade de Green)

/EAfdM:—/ v+ [ Ly (1.17)

OM 81/ )

(b) (Segunda identidade de Green)

B of .ot
/M(Mf—fM)dM » (55— $>dy. (1.18)

Demonstragao. Para o item (a) aplicamos o teorema da divergéncia ao campo X = ¢V f.

O item (b) segue agora imediatamente de (a), trocando ¢ por f em (a) e subtraindo

membro a membro as duas identidades assim obtidas. O

1.3 Geodésicas; Campos de Killing

Nesta se¢ao apresentaremos a defini¢ao de geodésica, o teorema fundamental das equagoes
diferenciais ordinarias e a definicao de campo de Killing, o qual seré de grande importan-

cia no desenvolvimento desse trabalho.

10



A partir de agora admitiremos que M é uma variedade riemanniana munida de sua
conexao riemanniana V. Enquanto que % denota a derivada covariante ao longo de uma

curva (diferenciavel) parametrizada «(t) em M.

Definicao 1.10. Seja v : I — M uma curva parametrizada. A curva v € uma geodésica

D(dv) _ dy _ , p - p
emty € I se %(E) = V%E = 0 no ponto ty. Dizemos que 7 é uma geodésica se y €

geodésica em t, para todo t € I.

dy

Se v : I — M & uma geodésica, temos |7

= ¢. De fato,

d<d7 d7> _2<Dd7 dfy>

dt\dt’ dt dt dt’ dt

Entao, o comprimento de arco s de v, a partir de uma origem fixa, digamos t = tg, é

s(t) = /t:

Portanto, o parametro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco.

dado por
d
d—Z‘dt = c(t — to).

Quando o pardmetro é o proprio comprimento de arco, isto é, ¢ = 1, diremos que a

geodésica 7y esta normalizada.

A seguir o teorema fundamental das equacoes diferenciais ordinarias.

Teorema 1.2. Se X é um campo C* num aberto V' de uma variedade diferencidvel M
ep €V entao existem um aberto U C V, p € U, um nimero € > 0, e uma aplicagao
C®, ¢ : (=€) xU — V tais que a curva t — @(t,q), t € (—e€,€) e q € U, € a unica
trajetoria de X que no instante t = 0 passa pelo ponto q, para cada q € U. Isto é,

Lo(t,q) = X(p(t,q)) e (0,-) = Idy.

A curva t — ¢(t, q) dada acima é chamada a curva integral de X em V. A aplicagao

¢ U — V dada por ¢;(q) = ¢(t,q) é chamada o fluxo de X em V.

Defini¢ao 1.11. (Campo de Killing). Sejam M uma variedade riemanniana e X €
X(M). Sejap e M, e sejam U C M uma vizinhanga de p e v : (—€,€) x U = M uma
aplicagao diferencidvel tais que para todo q € U a curva t — ¢(t,q) € a trajetoria de
X passando por q em t = 0 (U e ¢ sao dados pelo Teorema . X ¢ chamado um
campo de Killing (ou uma isometria infinitesimal) se, para todo ty € (—€,€), a aplicagdo

Y1, U C M =, (U) € uma isometria.

Um campo de Killing também pode ser caracterizado por uma equagao diferencial,

a saber: X é de Killing se, e somente se,

(VyX,Z)+ (VzX,Y) =0, (1.19)
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para todo Y, Z € X(M). Para maiores detalhes, duas boas referéncias sao [12] e [15].

Fagamos um breve resumo dos fatos que nos interessa.

Seja f : M — M um difeomorfismo, o pull-back de um (0, 2)-tensor 7" é um tensor

do mesmo tipo que a cada ponto p € M associa
(S T)p(Xp, Yy) i= Ty (dfp(Xp), dfp(Yy))-

Assim a derivada de Lie de T', com respeito ao campo X, é:

d

(£XT>p = % tZOSOITQDt(p):

onde ¢; : U — V é o fluxo de X. Sua relagao com o Colchete de Lie é obtida como

aplicacao da propriedade
(exT)(Y, Z2) = exT(Y, Z) - T([X,Y], Z) - T(Y, X, Z)).
Em particular, tomando 7' = ( , ), teremos
(Ex( DY, 2) = (WX, Z) + (VX Y).

Por outro lado,

d

(Cxl MV2) = (5

@i Yo ) (V. 2)

t=0

[(90:< ) >50t(P))(Y7 Z) B < ) >p(Y7 Z)}

= lim
t—0 t
1
= lim o [{deep(Y), doelp(2)) o) = (Y, Z)s].

Portanto, X é de Killing se, e somente se, vale (|1.19)).

1.4 Imersoes Isométricas

Seja ¢ : M? — M’ uma imersdo isométrica, isto é, ¢ é uma aplicacao diferenciavel e
para todo p € M, d¢, : T,M — T¢(p)M ¢ injetiva, além disso, para todo u,v € T,M,
(u,v)p = (dopu, dp,v) 4. Além disso, para cada p € M, existe uma vizinhanca U C M,
p € U, tal que ¢|y : U — M é um mergulho. Isto &, localmente, ¢ ¢ um mergulho. Por

esta razao, identificaremos U com ¢(U) e para todo v € T,M com d¢,v.

Estas identificacoes serao utilizadas para estender, por exemplo, um campo local
(definido em U) de vetores em M a um campo local (definido em U) de vetores em

M. Tal extensao é sempre possivel, se U for suficientemente pequena. Desta maneira,

12



podemos considerar o complemento ortogonal (7,M)* de T,M em TPM, de modo que,

para cada p € M, temos a decomposicao de T, pM em soma direta:
T,M =T,M & (T,M)*.
Logo, para todo v € T,M podemos escrever
v=0v +ovt ol € T,M, v+ e (T,M)*.

€1

Denominamos v? a componente tangencial de v e v+ a componente normal de v.

Sejam X,Y campos locais de vetores em M, X,Y extensoes locais a M, V e V as
conexdes riemannianas de M e M, respectivamente. Entdo VY = (VYY) 4+ (VxY)*.
Uma conta direta prova que a primeira parcela define (independentemente das extensoes
dos campos de vetores) uma conexao em M, entdo segue da unicidade da conexao

riemanniana de M que

(V)T = VY.

Para analisarmos a segunda parcela, primeiro vamos notar que a(X,Y) = VY — VxY
¢ um campo local em M normal a M, este ndao depende da escolha de extensoes locais
de XY, isto &, podemos considerar o como uma aplicagdo em X(M) x X(M) tomando
valores no espaco X(M )+ dos campos de vetores normais a M. A aplicacao a & C°°(M)-
bilinear e simétrica, ela é conhecida por sequnda forma fundamental da imersao ¢. O
carater tensorial das conexoes envolvidas na defini¢ao de «, implica no carater tensorial

da propria . Além disso, observe que para v € X(M)* e X,Y € X(M), temos
0=X{,Y)=(Vxr,Y)+ (,VxY) = (Vx),Y) + (v, a(X,Y)). (1.20)
Assumindo que v é unitario, vamos definir o operador A, : X(M) — X(M) por
AX = —(Vxv)' = =Vxv,
o qual, pela equacao , satisfaz
(A,X)Y) = (a(X,Y), ). (1.21)

O operador A, é conhecido por operador de Weingarten ou operador de forma da imersao
e por causa da estreita relagdo com « dada pela equacao (|1.21)) é também chamado de

sequnda forma fundamental da imersao ¢.
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De acordo com a equagao (1.21)) A, é simétrico, portanto convém considerarmos o
seu traco. Para isso seja {ej, e2} um referencial ortonormal em 7, M, definimos o vetor

curvatura média H da imersao ¢ por
2H = a(ey, e1) + afea, e2) = ({(afer, e1),v) + (ales, ea),v))v = tr(A,)v.
Segue que H nao depende do referencial escolhido e H = Hv, onde H é a funcao

curvatura média de ¢ dada por 2H = trA,.

Um estudo detalhado da segunda forma fundamental o« de ¢ motiva as defini¢oes

seguintes:

Defini¢ao 1.12. Dizemos que ¢ € minima em p € M quando H(p) =0 e que ¢ € uma

mmersao minima quando € minima em todos os pontos de M.

Seja 7y geodésica, com v(0) = p e v/ (0) = X. Sejam N e X extensdo locais em p de

v e X, respectivamente. Como « tem carater tensorial, segue que
(a(X, X),v) = (VX — VxX,N)(p). (1.22)

E imediato a partir da definicio da segunda forma fundamental que, a(X, X)(p) = 0 se,

e somente se, Vg X = VxX. O que motiva a proxima definicio.

Definigao 1.13. A imersao ¢ € geodésica em p € M se toda geodésica v de M partindo
de p € geodésica de M em p (ou equivalentemente, se a(X, X)(p) = 0 para todo X €

T,M). A imersao € totalmente geodésica se ela é geodésica para todo p € M.

No caso em que M = R?, existe uma interpretacio geométrica de A,, a saber: sejam
S? = {z € R?% ||z|| = 1} a esfera unitaria de R® e N uma extensdo local de v, tal que
|IN| = 1. Defina a aplicagao normal de Gauss g : M? — S?, por: 1°) transladando a
origem do campo N para a origem de R?; 2°) g(¢) = ponto final do transladado de N(q).
Como Ty,S?* = {w € R* : (w, §(p)) = 0}, podemos identificar T,M = Ty(;S*. Assim,
para cada ¢ € M, a aplicagao dg, : T,M — T, M ¢ calculada como segue

dgy(v) = (N o c{t))eco = Tl = (VuN)T = —Au(0),

onde ¢ : (—€,€) — M é uma curva diferenciavel, com ¢(0) = ¢ e ¢(0) = v. Dai,
observamos que —A, ¢é a diferencial da aplicagdo normal de Gauss.

Se R e R sao os tensores curvatura de M e M, respectivamente, relembremos que a

Equacao de Gauss é dada por

(RIX,YV)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + (a(X, Z), (Y, W)) — (a(X, W), Y, Z)).
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Em particular, se K(X,Y) = (R(X,Y)X,Y) e K(X,Y) = (R(X,Y)X,Y) denotam as
curvaturas seccionais em M e M do plano gerado pelos vetores ortonormais X, Y € T,M,

a equacao de Gauss torna-se
K<X7 Y) = R(Xa Y) + <O[<X, X)7 Oé(Y, Y)> o <Oé<X, Y)? Oé(X, Y>>7

ou melhor,

K(X,Y)=K(X,Y) + detA,. (1.23)

Vamos denotar R2, o € {0, 1}, o espago vetorial R? dotado de produto interno (, ) dado

por

K2
onde v = (vy, v2,v3) € w = (wy, Wy, ws) sao os elementos de R?. Com essa configuragao,

a esfera padrao é definida por
$*(1) ={p € Ry : {p,p) = 1}.
Enquanto que, o espago hiperbélico ¢ dado por
H*(-1) = {p € R} : (p,p) = —1,ps > 1},

¢ uma hipersuperficie de R3, i.e., restrito a H?(—1) o produto interno (, ) é uma métrica
riemanniana. Segue de ([1.23) que a curvatura seccional de S* C R? é constante igual a

1, enquanto que a curvatura de H? é —1.

Agora, vamos notar que a componente normal de Vxv que é chamada conexao

normal V+ da imersao, satisfaz
V)L(V = (v)(l/)L = VXV — (vxy)T = vxl/ + AV(X)

A conexao normal V+ possui as propriedades usuais de uma conexao afim, em verdade,

ela ¢ C°°(M)-linear em X, aditiva em v, e
V(fv) = [V4v+ X(f)w, f e Cx(M).

Considerando a componente normal de R(X,Y)Z, obtemos a Equagdo de Codazzi a

saber:

(R(X,Y)Z)" = (Vya)(X, Z) = (Vxa)(Y, Z).
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1.5 Submersoes Riemannianas

Seja Il : N* — M™ uma submersao, isto é, Il é aplicacao suave que em cada ponto ¢ € N,
dll, : TyN — Ty M & sobrejetiva, ou seja, em cada ponto ¢ € N, dlly : TyN — Ty M
tem posto (dim dII,(7,N)) constante igual a m.

Exemplo 1.4. Sejam M, ..., My variedades diferencidaveis, cada projegao 11; : M; X
. X My — M; é uma submersao, onde 1 = 1,..., k. Em particular, a projegao 11 :

R™%k — R™ nas m primeiras coordenadas é uma submersao.

Segue da Forma Local das Submersoes que II71(TI(g)) ¢ uma subvariedade diferen-
ciavel mergulhada de N cuja codimensao ¢ igual a dimensao de M, para todo ¢ € N.
Além disso, Ker(dIl,) = T,IT"'(II(¢)). Denotamos F = II"(II(q)).

Desde que dll; : T,N — Ty, M ¢é sobrejetiva, sua restricao a T,F*+ induz um

isomorfismo
dlly : T,F" — Ty M.
Na situacao acima, N é o espaco total, M a base e F uma fibra de II.

Um vetor é vertical se for tangente a uma fibra, e um campo vertical é constituido por
vetores verticais. Um vetor ortogonal a uma fibra é horizontal, e um campo horizontal

é constituido por vetores horizontais.

Fixado ¢ € N, denotamos por H, e V, os conjuntos dos vetores tangentes a N que
sdo, respectivamente, horizontais e verticais. E imediato que H, e V, sao subespagos

vetoriais de T; N e temos soma direta ortogonal
IT,N=H, DV,

Se F =1I"(TI(q)), entdao V, = T, F.

Se Y, € T,N, podemos escrever Y, = Y + Y}, de tal forma que Y* e Y}V séo as

projecgoes ortogonais de Y, sobre H, e V,, respectivamente.

Da mesma forma, se Y € X(NN), os campos horizontal e vertical sdo denotados

respectivamente por Y* e YV, onde vale para cada ¢ € N,
_VH v
Y, =Y/ +Y/.
Um campo vetorial X em N é II-relacionado a um campo X em M, se

dIly(X,) = Xn)
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para todo ¢ € N; neste caso, dizemos também que X e X sao Il-relacionados.

Em particular, um campo em N é vertical se, e somente se, for Il-relacionado ao
campo nulo em M, e um campo horizontal X em N é dito bésico (ou levantamento

horizontal de X) se for Il-relacionado a um campo X em M.

Proposigao 1.6. Se X é um campo vetorial em M, entao existe um uinico campo vetorial

biasico X em N, tal que X ¢é Il-relacionado a X .

Demonstragao. (Existéncia). Para cada ponto ¢ € N, dIl; : Hy — Ty M é um iso-
morfismo, entdao dado Xy € i) M, existe um tnico vetor tangente X, € H,, tal que
dll,(X,) = Xm(). Precisamos mostrar a suavidade do tal campo X, exprimindo-o em

um sistema de coordenadas locais.

Escrevendo n = m + k, fixando um ponto ¢ em N e utilizando o Teorema do Posto
[12], temos a existéncia de cartas locais (U, ¢) para N em torno de ¢ em N e (V1)) para

M em torno de II(q) em M, tais que a expressao local de IT é

(T1y ooy Ty Tnt1y + oy Tonik) = (T15 0oy T ).
Sejam {01,...,0mer} € {01,...,0,} bases coordenadas associadas a N e a M, respec-

tivamente. Entdo, 9; e 0; sao Il-relacionados, para 1 < i < m.

Escrevendo X = Zaiai em II(U), onde a; € C*(II(U)), teremos

i=1

m m+k
X = Z((IZ ®) H)@Z + Z bjaj
=1 j=m+1

em U, com (a; o II),b; € C=(U).
(Unicidade). Suponha que X seja um outro campo vetorial basico em N do campo

X em M, entao para todo ¢ € N,
qu(yq) = Xng) = qu(yq)-
Como dII, é isomorfismo, ?Q = Yq, para todo g € N. n

Vejamos uma caracterizacao e uma propriedade envolvendo o colchete de Lie dos

campos II-relacionados:

Lema 1.1. Sejam I1: N - M e f : M — R suaves, Y € X(N) e Z €¢ X(M), Y e Z

sao Il-relacionados se, e somente se,

Y(foll) = (Zf)oll
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Demonsiragiio. Suponha que Y e Z séo IT-relacionados, isto &,
di(Y) = Z o1l
Seja f : M — R uma fungao suave, entao
Y(f oTl) = d(f o T(Y) = df(dII(Y)) = df(Z o TT) = (Zf) o TL.
Reciprocamente, suponha que Y (f oIl) = (Zf) oII, onde f € C*(M), entao
(1Y) f = dF(dII(Y)) = d(f o T)(Y) = Y (f o IT) = (Zf) o I = (Z o TI) .
O]

Lema 1.2. Sejam I1: N — M suave, Y1,Ys € X(N) e Z1,Zy € X(M), se para i =1,2,

Y:, Z; sao l-relacionados, entao [Y1,Ys] e [Z1, Zs] sao Il-relacionados.

Demonstracao. De acordo com o Lema , dada uma funcdo f € C°°(M), precisamos
mostrar que

Y Yl(f o TD) = ([Z1, Zo)f) o L

Para 1 = 1,2, Y, Z; Il-relacionados, segue-se que
YiYa(f o ll) = Yi((Zaf) o Il) = (Z1Zf) o 11,

VoYi(f oll) = Ya((Z1f) o ll) = (Z221 f) o IL.

Entao,
Y1, Yol(fodl) = (Vi¥e = YoY)(f oll) = YiYo(f o IT) — YVoYa(f o )
— (ZiZof) o Tl = (ZoZof) o Tl = (Z1Zof — ZaZuf) o 11
= ((leg - ZQZl)f> oll = ([Zl, Zg]f) oll.
Logo, [Y1,Ys] e [Z1, Z5] sao Tl-relacionados. O

Observacgao 1.3. Note que nas hipéteses do Lema[l.1] e do Lema[I.9 a aplicagao I1 nao

precisa ser submersao, basta que 11 seja suave.

Vamos denotar por (, ) as métricas riemannianas de N e M, V e V as respectivas
conexoes riemannianas de N e M. Nosso objetivo é relacionar a curvatura seccional da
N com a curvatura seccional da M, para isso, vamos definir submersao riemanniana e

estudar suas propriedades.
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Definigao 1.14 (Submersao Riemanniana). A submersao 11 : N — M ¢é riemanniana
se a diferencial dlly : TyN — Ty M preserva comprimento de vetores horizontais, isto
¢,
para todo ¢ € N, v € Hy, (v,v)q = (dllgv, dlI )1 (g)-
Observagao 1.4. Note que a Defini¢ao equivale @
para todo q € N, vi,v2 € Hyq, (v1,v2)q = (dlgv1, dllgva)11(g)-

Isto €, a submersao Il : N — M ¢ riemanniana se a diferencial restrita a H,, dll,

Hy, — TrgM € uma isometria, para todo q € N.

A partir da Observacao , dados X7, X, campos de vetores em M, X, Xo seus

levantamentos horizontais (campos bésicos) em N, tem-se que
<Y1,Y2> = <X1,X2> oIl (124)

Proposicao 1.7. Sejam V um campo de vetores vertical em N e XY, Z € X(M)
com respectivos levantamentos horizontais (campos bdsicos) X,Y,Z. Sejam V e V as

conezoes riemannianas de N e M, respectivamente. Entao:
(a) [V, X] € vertical;
(b) (Lv(, NX,Y)=V(X,Y)=0;
(¢) (X, Y], V) =2(VzY,V) = =2(VyX,Y) = 2(V5:V, X);
(d) [X,Y " é U-relacionada a [X,Y];
(e) (V<Y)* € -relacionada a VxY;

(f) VY =VxY + 1[X,Y]Y, onde [X,Y]V € a componente vertical de [X,Y].

Demonstragio. (a) Como X é Il-relacionado a X e V é Il-relacionado ao campo nulo 0

em M, o Lema [I.2] garante que
dIL([V, X]) = [dIL(V), dI1(X)] = [0, X o II] = 0.
(b) Usando o item (a), segue que:

(v, NXY) = (Vx +
= (Vy 7?)+
(Vy +



Por (|1.24]) e pelo Lema temos que
VIX)Y) = VX,Y)oll) = (0(X,Y)) oIl = 0.
Logo,

(¢) Segue-se da Formula de Kozsul (o leitor pode encontrar nas referéncias [3, 4, [12, [15]

17]) e dos itens (a) e (b) que

2(VsY,V) = Y(X,V)+ X, V) -V(X,Y)+(X,Y],V)+(V,Y], X)

IS
4
<
|
=
I
L
=
s

Assim,

(d) O Lema [1.2] garante que [X,Y] e [X, Y] sdo Il-relacionados, entdo
dIL([X, Y1) = dII([X,Y]) = dI([X,Y]Y) = [X oII,Y o II] — 0 = [X, Y] o II.

(e) Seque-se da Formula de Kozsul, da (1.24), do Lema [1.1] e do item (d) que

AV, 2) = 2(VxY,Z)
= Y(X.2)+X(Y,Z) - Z(X.Y)

= (Y(X,Z))oll +(X(Y,Z)) oIl — (Z(X,Y)) oIl
H[X,Y],Z) o TT 4+ ([Z,Y],X) o Il — ([ X, Z],Y) o II

Portanto,
(VxY)" = VY.
Sabendo que VxY é levantamento horizontal de VY, isto é, VxY e VxY sao II-

relacionados, teremos
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(VY)" ¢ Il-relacionado a VY.

(f) Segue-se do item (¢) que

(V¥ V) = S (XT]V),

Bl

entao

(VxY)” = S[X.Y]".

[\

Com isso, 1[X, Y]V ¢ a componente vertical de VY e o item (e) garante que
(VxY)" = VY.

Assim,

ViY = VxY + - [X, Y]V

DN | —

]

Proposicao 1.8 (B. O'Neill e A. Grey). Seja R o tensor curvatura de M e R o tensor

curvatura de N, entao

Demonstragio. Sejam X,Y,Z,W € X(M), X,Y,Z,W seus levantamentos horizontais

(campos basicos) em N, entao
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Portanto,

= (VxVyZ,W) +

(I

<
=
=l
X
N
=
_|_
<l
|
i
<
N
=

(VocrZ, W) = 52,7, X, TP) + 5%, V1%, 27, 7)
(Vi 2, W) — {2,777, [K,77")

(VyV5Z ~VxVyZ + Vx5 Z, W)

(VyVxZ, W) = (VxV5Z,W) + V7 Z W)

(Vv V2, W)+ L7V, [X,Z) ~ (Va V2, 17)
7 X[V 21) + (Vi) 2,0) = (2.7, (X, 7P)

1 VI 7V L= = = o
75X [V 2Y) — (2, W K.V
(ROX V)X, V) + (V. V], X, XP)
VXY VXD - (X TP X TP)
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Definigao 1.15 (Submersao Killing). Uma submersdao riemanniana 11 : N3 — M? ¢
chamada Killing se, e somente se, cada fibra € uma geodésica completa; e as fibras da

fibracao sio curvas integrais de um campo de vetores unitdrio Killing em N3.
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Capitulo 2

Variedades Homogéneas

Tridimensionais

2.1 Estudando a variedade E(k, 7)

Relembremos que uma variedade riemanniana homogénea M é caracterizada pela seguinte
propriedade: dados p,q € M existe uma isometria de M que leva p em q.

Nesta se¢ao vamos considerar uma variedade riemanniana homogénea N(k, 7) de di-
mensao trés com grupo de isometrias de dimensao 4. Tal variedade é uma fibracao
riemanniana sobre um espago forma M?(x) de dimensao 2 simplesmente conexo de cur-
vatura seccional constante k, isto é, a menos de isometria, M?(x) é: R? S%(x) ou H?(k),
conforme k seja zero, positivo ou negativo, respectivamente. Mais precisamente, existe
uma submersao riemanniana IT : N(x, 7) — M?(k) que é também uma submersao Killing,
ou seja, cada fibra da fibracao é uma geodésica completa e elas sao curvas integrais de
um campo de vetores unitarios Killing & sobre N(k, 7) que é vertical com respeito a II.
A curvatura do fibrado é 7.

Se N(k,7) é simplesmente conexa, vamos denotar N(x,7) = E(k,7), no qual sao

cinco variedades riemannianas, dadas abaixo:

Denotando o espago de Heisenberg por Nils(k,T), as esferas de Berger por Siﬁ eo
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recobrimento universal do grupo de Lie PSI(2,R)(x, ) por PSI(2,R)(k, T) teremos:

S*(k) x R Se k>0, 7=0

H?(k) x R Se k<0, 7=0

E(k,7) = Nilz(k,T) Se k=0, T#0
PS/Z(\Q,/R)(R, T) Se k<0, T#0

S? ., Se k>0, 71#0.

\
Para maiores detalhes sobre o estudo da geometria desses objetos, o leitor pode consultar

o artigo de Daniel [7] e a tese de Torralbo [20].

Se N(k, 7) nao é simplesmente conexa, N(x, 7) é dado por outros espagos homogéneos

tridimensionais com grupo de isometrias de dimensao 4, sendo eles:

- M?(k) xS',se k #0 e 7 = 0;

RIP? = S§? /7, (espaco projetivo real);

L, = Sii /Zr,, n > 3 (espago lenticular);

PSI(2,R)(k, 7)/Zs:

PSI(2,R)(k,T)/Zp, n > 3.

Para mais informagoes sobre esses espacos, o leitor pode consultar [20].

Note que podemos assumir que E(k,T) esta orientada. Denotando por V a sua

conexao riemanniana, teremos
Vyé = T(VANE), VV e X(E(k,T)). (2.1)

Observemos que esta equagao esta de acordo com a caracterizagao ((1.19) sobre & ser

um campo de Killing, pois

onde A ¢é o produto vetorial em E(k,7), isto é, para X(p),Y(p) € T,E(k,T) o vetor
X(p) ANY(p) é o produto vetorial em T,E(x, ).

Para provar a equagao vamos primeiramente observar que: sendo IT uma sub-
mersao, segue que a dimensao da fibra II7'(p) é um, entao podemos encontrar um refe-
rencial ortonormal local {E;, E5} em (T 1(p))*, de modo que, para cada ¢ € II7%(p),
{E1, By, Es} seja a base positiva de T,E(k, 7), com E3 = E} A Ey = €.
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Suponha que E(k,T) nao ¢ a variedade produto M?(x) x R.
Os simbolos de Christoffel de V sao dados por

kool — = = =
Ty =Ty0m = (T, Ey) = (Vi Ej, By) = —(Vi By, Ej) = T,

Além disso, é imediato que ffj = 0, para todo i,j = 1,2,3. Como FEj5 é Killing, entao

= =i

i =3 — — =1 =2 —
Lig =0,y = —I'y3 = —(Vg, B3, E;j) = (Vg B3, E3) =0 e Lo + 13 = (Vi, B3, Ey) +
(Vi Es, By) = 0.

Observe que Vg, F3 — [Ey, B3| = Vg, Fy. Defina

7:=(Vp,E3, E) e o:=(Ey, FEs],E).
Assim,
T., = (Vp,Bs, Ey) = (Vp, By, Ey) — ([Es, B, B)) = 7 — 0.
Resumindo, ja temos
2 3 =2

- =i =3 —i =3 =3 — =1 — =1
FZJ' =13=0,T3=-"T3=T3=0Ty=-T3=0y=-Ty =71 -3 =T =70,

0 que permite escrever

—k =k —1 —1
[E27 E3] = (F23 - F32>Ek = (F23 - F32)El = (7' — (7 - U))El = ok,
—k =k —2 =2
(B3, B = (I —Ti3) B = (I —[3) B = (0 — 7+ 7) By = 0 Es.

Por outro lado, o fato de {Ei, By, Es} ser a base positiva de T,E(x,7) implica que
E2 A E3 = E1 (§] E3 VAN E1 = EQ. Donde,

O'(EQ A Eg) == O'E1 == [EQ, Eg] == vEZEg) — 7E3E2 == VEQEg - fr}QEl
VEQEg — (T — O')El = vEQEg — (T — O')(EQ VAN Eg)

Segue que
szEg = T(EQ VAN Eg)
Analogamente

O'(E1 A\ Eg) = —O'EQ = —[Eg,El] = [El, Eg] = vElEg — VE3E1
== vElEg - F;EQ == vElEg + (T - O')EQ
= vElEg—(T—O')(El/\Eg).
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Logo
Vi, Es = 7(E) A E3).
Além disso,
Vi, B3 = Ve£ =0,

pois ¢ é Killing. Para qualquer campo de vetores V = o'E; (o € R, i = 1,2,3), temos

que
Vvé = o'Vt =a'7(E;NE) = T(O/Ei A f) =1V AE).

Como haviamos afirmado.
Agora vamos provar que T e ¢ sao constantes. Vejamos: Primeiramente note que
_3 p— p—
7 = Iy = (Vg By, Es) = ([E1, E>] + Vi, By, E3)
3

= ([By, Ba], Es) + (Vi Er, Es) = (B, Bo], Es) + T,
= <[E1,E2],E3> — 7.

Assim,
<[E1, EQ], E3> = 27.
Seja ¢, o fluxo de E5 (portanto uma isometria de E(k, 7)), tal que ¢¢(p) = ¢q. Assim,

27(q) = ([Er, Eo], E3)q

([En, Bn]Y, Es)q

= (dpy o[Br, Bo]Y, oo Bs)y
([Er, Bs)”, Es)y

([EL, Es), Es)yp

= 27(p).

Logo, 7 é constante.

Sabendo que para 7 # 0, os espagos E(k, 7) sdo o grupo de Heisenberg Nil3(k, ), as
esferas de Berger S} _ e o recobrimento universal do grupo especial linear PS/Z(\Q,/ R)(k, 7).
Entao, nessas geometrias as componentes do colchete [E, Es] no referencial ortonormal

{El, EQ, Eg} sao:

2 = =1 =2
=y =T = (B, B, E1) =0 e =Ty =Ty = ([E, B, Ey) = 0.
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Portanto,
—k =k =3 =3
[E1, Eo] = (I'yy — I'yy) B = (I, — I'yy ) B3 = 27E5. (2:2)
Como fh e fi’l sao ambos nulos, segue que
= = = =l =2 =3
(Ve Vi Er, E2) = (Vi, (U By + 17, By + T Ey), Ep) = 0.
Além disso, sabendo que f;l =0, f; =0e fgl = —7, teremos
= = = =l =2 =3
(Ve Vi, By, By) = (Vi (Ty By + Ty By + T, By), Ea) = 7°.
Denotando por R o tensor curvatura de E(x, 7). Segue das duas tltimas equacdes e

de (2:2) que
(R(E\, B2)Ey, Ey) = (Vg,Vg Ei, Ey) — (Vg Vi, By, E) + <v[E1,E2]E1, Es)

= =7+ (Varg, EB1, E»)

= —7°4+27(Vp,E, Ey)

= -7+ 27’?21

= —7242r(c—7)

= —37°+ 207 (2.3)
Este resultado sera ttil para determinarmos a curvatura s da base da fibragao. Vejamos:

utilizando a Proposicao e a equagao ([2.2), obtemos

— 3
k = (R(dIIE,,dI1Ey)dI1E,,dl1Ey) = (R(Ey, Eqy)Eq, Ea) + ZH[El’ By |12

3
= -3+ 207+ ZHQTE?,HQ = 372+ 207 + 37% = 20T.

Da mesma maneira, obtemos (R(FEs, E3)Es, F3), (R(Es, E1)Es, Ey), (R(Es, E3)Es, E),
(R(Es3, E))Ey, Ey) e (R(E,, E3)E,, E,), como segue:

Sabendo que f;Q =T—0e¢ f;l = —F?Q = —7 sao constantes; F;z, F;Z, ng, F§2 e ng
sao nulos, teremos

_ - —9 —3
(Vi Vi, B, Bs) = (Vi (Dyg By + Ty By + 'y, E3), E3) = 0,

Vi,V By, Es) = (Vi,(TayEr + Ty By + Ty B3, Es)
— Ty(Vi,Ei, Es)
= (1 —0)(Vg,E1, E3)

=3
= (71— U)Fm
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(Ea, E3)Es, E3)

(vEngQEm Es) — <vE2vE3E27 Es) + <v[E‘2,E3]E2> Es)
7% — 70 + (Vyp, Fs, E3)

™ — 10+ 0(Vg Ey, E3)

2 70 + O'F?Z

™ — 10+ 710

2, (2.4)

=1

4 : 72 =1 ~ =1 =3 =i
Além disso, sabendo que I'|; = —I'y; = —7 e I'5, = 7 — 0 sao constantes; [';5, I'j5 e I'yq

sao nulos, para todo 1 = 1, 2, 3, entao

{

=1
Como I'y; =7

{

=

R

—  — — —1 =2 =3

= = = =l —2 =3
(Ve Vi B3, By) = (Vg (DzE + 3By + 3E3), Ey)

(E37 EI)E37 E1>

= <vE3<_TE2>> E1> = _T<vE3E27 E1>

= —TF;Q = —7(r—0)=—-1+70

<vElvE3E37 Ey) — <vEng1E3; Ei) + <v[E3,E1]E37 Ey)
7 — 70+ (Vop, B3, B)) =7 — 170 + 0(V,F3, EY)

™ — 710+ 0?53 =1’ —10+710="1" (2.5)

) =1 =2 =3 =i .
é constante; I'y;, I'yq, I'y3 € I'y5 sao nulos, para todo ¢ = 1, 2, 3, obtemos

= = = =1 =2 =3
<VE3VE2E37E1> - <VE3(F23E1 +F23E2+F23E3)=E1>

= =1
= T<VE3E1,E1> = TF31 = 0,

= —1 —1 =2 =3

(E27 EB)E37 E1>

<vE3vE2E37 Ey) — <vE2vE3E3, Ey) + <v[E2,E3]E37 Ey)
(Vor, B3, Ey)

o(VE, Es, Er)

or(E1 N\ E3, Ey)

0. (2.6)
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. =2 =3 . =2 =1 =2 =2 =1 =3 =i
Ademais, como I';; = 0 — 7 e I';; = —7 sao constantes; '}, I'y;, Iy, I'yo, I'gq, I's; € I'yy

sao nulos, para todo 7 = 1, 2, 3, teremos

= = = =1 —2 =3

<VE1 vEsElv E2> = <VE1(F31E1 + F31E2 + F31E3)> E2>
= (0 —7)(Vg, Es, E5)
= (0-7Tp, =0,

. - —2 =3
<VE3VE1E1> E2> = <VE3(F11E1 + F11E2 + F11E3)7 E2> =0,

(R(Es, E1)Ey, Ey) = (Vp,Vig,E, Ey) — (VE, Vi B, Ey) + (Vig, g Er, Es)
= <v0E2E1, E2> == O'<VE2E1, E2> == O'F;l == 0, (27)

(VE,VEE1, E) = (Vg (f;El + f51]32 + F;Es)a Es)
= —7(Vp,Es, Es) = —7(E3 A\ E3, By) =0,

(VE,VE,E1, E) = (Vg (lenEl + f§1E2 + F§1E3)a Es)
= (0 —7)(V,Es,Bs) = (6 —7)T0p =0

(R(Ey, E3)Er, Eo) = (Vp,Vi,Ei, E) — (Vg VgEi, Eb) + <v[E2,E3]E1> Es)
== <vaE1E1, E2> = O'<vE1E1, E2> = O'F?l = 0. (28)

O tensor curvatura R de E(x,7) define uma aplicacio bilinear simétrica
R : A*(E(k, 7)) x A*(E(x, 7)) — R,

dada por

RIXANY,ZAW) = (R(X,Y)Z, W),

onde A*(E(k,T)) é o espago das 2—formas (bivetores) em E(k, 7). A forma bilinear R

associa a um operador auto-adjunto R : A%(E(k, 7)) — A*(E(k, 7)), através da relagao
(RIXANY),ZAW)=R(XANY,ZANW).

O operador R é o operador de curvatura em E(k, 7). Devido aos calculos das curvaturas

(2.3)), (2.4), (2.5), (2.6), (2.7) e (2.8]), podemos obter as componentes de uma matriz de

ordem 3, que é o operador R na base {Ey A E3, E5 A Ey, By A Es} da seguinte forma:
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Escrevendo f; = Ex A Es, fo = Es AN Ey, fs=E1 AN Eye Rij = (R(f:), f;), teremos
Ro1 = Riz = (R(f1), f2) = (R(Ex A E3), B3 A Ey) = (R(E,, Es)Es, Ey) =0,

Rs1 = Riz = <R<f1)>f3> = <R(E2 A E3)>E1 A E2> <F(E2’ E3)E17E2> =0,

R32 = Raz = <R<f2):f3> = <R(E3 A E1)7E1 A E2> = <E(E3, El)E17E2> =0,
Ru = (R(f1), fi) = (R(E2 A E3), E; A Es) = (R(E, E3)Ey, Es) = 77,

Raz = (R(f2), f2) = (R(Es A Er), Es A Ey) = (R(E3, E1)Es, By) = 72,
R33 = <R(f3),f3> = <R(E1 N EQ),El A E2> = <§(E1, EQ)El,E2> =270 — 37’2
= k—37%

Com isso, o operador R na base {Es A E3, E3 A Ey, E1 A\ Ey} € uma matriz diagonal de
ordem 3, dada por

R = R = diag(a, a,b),

onde

a=71% b=r—37%
Proposicao 2.1. Para todos campos de vetores X,Y,Z, W em E(k,T)
(R(X,Y)Z,W) = (k= 37°)(Ro(X,Y)Z,W) + (k — 47*)(R1(&; X, Y) Z, W)
com
Ro(X,Y)Z = (X, 2)Y = (Y, Z) X,
Ri(V: X, Y)Z =Y, VY{Z, V)X + (Y, Z){X, V)V — (X, Z){Y, V)V — (X, V){(Z,V)Y.

Demonstragao. Sejam XY, Z, W € X(E(k, 7)), escreva X = X" + 26, Y = YH + y¢,
Z=7Z"+z26eW =WH"tw, onde v = (X,§), y = (Y,€), 2 = (Z,§) e w = (W),
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entao

(

=

(X, Y)Z,W) = (R(X™+ 28 Y™ +y&)(Z7 + 26), W + we)
= (R(X Y™ +ye)(Z7 + 26), W + wt)
+a(R(E, Y™ + y&)(Z7 + 26), W + we)
= (R(XTYP)(ZP + 26), W + wt)
+y(R(XT (27 + 26), W + we)
+r(R(E YT (27 + 26), W 4 we)
+ry(R(E E)(Z7 + 26), W + wé)
= (RXT Y™ ZH, WP+ we) + 2(R(XTYE W 4 w)
Fy(R(X™, ) 2%, W+ we) + y2(R(X™, )&, W + we)
+a(R(E Y™ ZH, W 4+ w) + 22(R(E,Y™EWH + wé)
+ay(R(E,€) 27, W +wé) + xy2(R(E,€)§, W + we)
= (R(XM Y ZH WHy + w(R(XM, Y ZH ¢)
+2(R(XTL Y, W) + 2w(R(X™, YE,€)
(R
(

R
R

(R
(R

+y(R(XT )ZH W) +yw(R(X™,6) 27, ¢)
y2(R(X™,€)6, W) + yzw(R(X™,€)¢,€)
+a(R(E,Y™) 27, W) + 2w(R(§, Y™ Z7,€)
v2(R(€,Y™)e, W) + wzw(R(§, Y€, €)
vy(R(&,€) 27, W) + zyw(R(§,6)Z7,€)
+ayz(R(E,6)& W) + ayzw(R(E, €€, £).

Devido as propriedades do tensor curvatura, os termos onde & aparece 3 ou 4 vezes
nas entradas do tensor curvatura R, ou nas posicoes 1,2 ou 3,4 das entradas se anu-
lam. Como as curvaturas seccionais (R(Fy, E3)Ey, E3) = (R(E3, F1)FEs, Ey) = 72 e
(R(E\, Ey)E, Ey) = Kk — 372 sdo contantes, pela Proposicao teremos:

(R(X™.¢ ) &) = TXTZ)(E, ) — (€ 27X ),
(ROXT, W €)= r((X™ W), ) — (& WX, Q)
(ROY, ) &) = Y ZT)E€) — (6, 2NV,
(RY™, W™, &) = (Y, WH)(E,6) — (€ W)Y, Q)

(RIX™, Y™ 2" WM = (k — 372 (X, 27 (Y™, WHY — (Y, 27 (XM, W),
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Além disso, os termos onde & aparece uma vez se anulam, pois a matriz do operador

curvatura R na base {Es A B3, E5 A By, By A Es} é diagonal. Assim,

(RIX,Y)Z,W) = (R(X™ Y*")Z" W)
+yw(R(X™,6) 2%, &) + y=(R(
+rw(R(§,Y™) 2%, €) + 22(RI(¢,

= (k= 3)((X™, 20 (Y™ WH) —

+yw(R(X™,6) 2%, ¢) — (

—zw(R(Y™, &) 72, £>+x2< (Y?

= (k- 3m)[((X,2)
+ywr? (X7, Z7)(€,€) — (&, Z™) (X, €))
—yar (X7, WH (€,6) — (&, W(X™,¢))
—awr? (Y7, Z7)(€,€) — (€, Z7)(Y™,€))
+rar? (Y7, W”>< &) — (& WY ™, ¢))

= (k=37 (X, Z) (Y, W) — (Y, Z)(X, W))

+(k = 31 (zw(Y, Z) + yz(X, W)

. Z%)

—yw(X, Z) — zz(Y,W))

+72(yw(X, Z) — y2(X, W) — aw(Y, Z) + 2z(Y,W))
= (k=37)((X,2)Y — (Y, Z)X, W)
+(rk = 372 (zw(Y, Z) + yz(X, W) —yw(X, Z) — z2(Y,W))
—72(zw(Y, Z) + y2(X, W) —yw(X, Z) — 2z(Y,W))
= (k=3 (Ro(X,Y)Z, W)
+(k — 472) (2w(Y, Z) + y2(X, W) —yw(X, Z) — x2(Y,W))
= (k=3 (Ro(X,Y)Z,W)
(k= AT (Y, E(Z, )X + (Y, Z2)(X, £)¢ — (X, Z)(Y, )¢
—(X,6(Z,)Y, W)
= (k=37 (Ro(X,Y)Z, W) + (k — AT*) (R (&; X, Y) Z,W).
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Capitulo 3

Resultados Principais

3.1 Superficies em E(x, 7)

Seja @ : ¥ — E(k, 7) uma imersao isométrica de uma superficie ¥ com conexao riemanni-
ana V, tensor curvatura R e curvatura Gaussiana K. Admitiremos que X esté orientada
pelo campo de vetores normais unitarios N, entao podemos considerar a funcao angulo
C dada por

C=(N),

onde (,) é a métrica em E(k, 7). Seja A o operador de Weingarten de ® associado a V.

Proposigao 3.1. Para X,Y,Z € X(X) temos
(RIX,Y)Z,W) = (k=37 (Ro(X,Y)Z, W) + (k — 47 (R\(T; X, Y) Z, W),
onde T' € a projecao de & em T, isto €, T =& — CN.

Demonstracao. Sejam XY, Z e W campos de vetores tangentes, N normal a superficie,

eT =& — CN, pela Proposigao [2.1
(RIX,Y)Z,W) = (k=37 (Ro(X,Y)Z, W) + (k — 47 (R (&; X, Y) Z,W).
Facamos

RUT; X, Y)Z = (Y,TWZ,T)X + (Y, Z{X,T\T — (X, Z\Y, T\T — (X, TWZ, T)Y
= YV O(Z, X + (Y, 20X, (- ON) = (X, Z)(Y,§)(§ — CN)
—(X,(Z,8)Y,
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(Bi(T5 X, Y)Z, W) = (Y602, (X, W) + (Y, Z)(X, (6 W) — (X, Z)(Y, §)(5, W)
—(X, (2, &)Y, W)
= (Y UZ, X + (Y, Z)(X, )¢ — (X, 2){Y, £)¢
—(X, 12,0, W)
= (Ri(&X,Y)Z,W).

Portanto,

(RIX,V)Z,W) = (-3 Ro(X,Y)Z,W) + (r — 47} (Ry(T; X, Y)Z,W).

O
Corolario 3.1. A equacao de Gauss de ¢ é
K =det A+ 72+ (k —47%)C? = 2H? — @ + 7% 4 (k — 47%)C?, (3.1)
onde H € a curvatura média associada a N .
Demonstragao. Pela equacao , temos que
K =detA+ K.

Sejam X,Y € X(X) ortonormais, entao

K(X,)Y) = (R(X,Y)X,Y)
= (k=3 (Ro(X,Y)X,Y) + (k — 47°)(R(T; X, V) X, Y)
= Kk —37% — (kK —47%)|T|?
= k=37~ (k—47)(1 - C?
= 72+ (k—47%)C2

Assim, K = det A + 72 + (k — 47%)C?. Por outro lado, se k; e kg sao as curvaturas

principais de A, entao
(2H)? = (k1 + k2)? = ki + k3 + 2k1ky = | A|* + 2det A,
donde vamos obter a segunda parte da equagao (3.1)). O

As duas equagbes a seguir sao para uso mais a frente. Seja {e;};—1 2 um referencial

ortonormal local em Y, de modo que, para todo Y € X(X), o tensor de Ricci de ¥ é
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dado por

Ric(YY) = X5 (R(Y,¢;)Y.¢;)
= DRI ziei), ¢))(Z1ziei), €)
= 13(R(ea, e1)es, e1) + 23(R(e1, ea)er, e2)
= K(a+13)
= K[V, (3.2)

Além disso,

div(VyY) = 7(V.,VyY,e)
= 22 (R(Y,e))Y,e)) + 22 (Vy V.Y, &) + D2 (Vi Y, )
= Ric(Y,Y)+Y (32, (Ve,Y €)= 52 (Ve Y, Vye) + 57 (Vo vY,e)
_212:1 (Voye Y, e)
= K|Y]? +(V(divY),Y) + 32 (Vy, yY,e;) — 52 (V,.Y, Vye,)
—¥7 (VeyeY, e).

Em particular, se o referencial é geodésico em um ponto p € ¥, teremos:

div(VyY)(p) = K[Y P + (V(divY),Y) + X7, (Vy, vV, e;). (3.3)

3.2 Classificagao de Superficies em E(x, 7)

Como existe uma submersao riemanniana II : E(xk,7) — M?(k), podemos construir su-
perficies planas em E(k,7) da seguinte maneira: dada uma curva regular v em M?(k),
II-!() é uma superficie em E(x, 7) que tem o campo vertical £ como um campo de ve-
tores tangentes, isto é, C' = 0. A partir da equagao segue que & restrito a superficie
II'(y) ¢ um campo paralelo e, portanto IT"!(y) é uma superficie plana. Chamamos

I171(v) de superficie de Hopf de E(x, 7).

Definigao 3.1. Seja I17(v) superficie de Hopf. Se~y é uma curva fechada, entio IT~1(~y)
¢ um cilindro plano, e além disso, se vy é um circulo, entio II7(y) € um toro plano, que

chamaremos de toro de Hopf.

Comegamos provando o resultado geral a seguir:

36



Proposicao 3.2. Para qualquer superficie compacta > isometricamente imersa em

E(k,T) vale a formula integral:

/ K(1—3C?)dY + 2(k — 477) / Cdx =0,
X %

(3.4)

onde dX2 € o elemento de drea de 3.

Demonstracao. Comecemos assumindo que existe um campo de vetores normais unitérios

N exterior a Y. Seja X a componente tangente de &, isto é,

Seja v um vetor tangente a 3 e V a conexao riemanniana de ¥, entao pela equagao (2.1)

obtemos

V. X

Donde

X =¢—CN.

= V,(¢—-CN)=1@wA¢) —v(C)N - CV,N
= 7(wAE)+CAv — v(C)N

= 7T(vA(X+CN))+CAv—v(C)N

= 7T(wAX)+7C(vAN)+ CAv —v(C)N

V,.X = 7C(vAN)+ CAv. (3.5)

Tomando o trago em (3.5 vamos obter imediatamente que

Usando (3.5]), temos:

Y (Ve x X, e) =

divX =2CH.

Y2 (TO(Ve, X AN)+CA(V.,X), e;)

Y2 7C(V, X AN, e;) + X2 C{A(V,., X),e;)

Y7, 7C0{((1C(e; AN) + CAe;) AN, e;) + ¥2_,C(V,., X, Ae;)
Y7 ,m2C* (e AN) AN, &) + X2, 7C*(Ae; A N, e;)

+X2 C(rC(e; A N) 4 CAe;, Ae;)

72C*Y2_(({es, N))N — (N, N)ey, e;) + 7C?*Y2 (Ae; A N, e;)
+7C*%7 {e; A N, Ae;) + C*X2_ (Ae;, Ae;)
—72C?%2 (e, e;) + C* AP

—27%C% + C?| A
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Assim, fazendo Y = X em (3.3]), obtemos:
div(VxX) = K|X|* + (V(divX), X) + C?*|A|* — 27%C2.
Logo,
div(2CHX) = div((divX)X) = (V(divX), X) + (divX)? = (V(divX), X) +4C*H?.
Entao,
div(VxX —20HX) = K|X|*+ C?|A]> —27°C? — 4C*H?
= K(1-C?% + C*AP —27°C* — 4C*H>.
O ultimo termo desta equacgao é obtido diretamente da equacao de Gauss , isto é,
—4C*H? = 207K — C?| A 4+ 2C*7* + 2(k — 472)C™.
Entao,
div(VxX —20HX) = K(1-3C?% +2(k—4r%)C*.

A formula integral em ([3.4)), segue imediatamente pelo teorema da divergéncia. Ademais,
embora a funcao C' esteja bem definida apenas para superficies orientaveis, é evidente
que C? é sempre bem definida, mesmo para superficies ndo-orientaveis. Assim a formula

(3.4) € valida para qualquer superficie compacta em E(x, 7). ]
Agora estamos prontos para classificar as superficies compactas em E(x, 7).

Teorema 3.1. As unicas superficies compactas planas em E(k, T) sio os toros de Hopf.

Em particular,

1. Nao existem superficies compactas planas em M?(k) x R, k # 0, em Nil3 e em
PSI(2,R)(k,T).

2. As tnicas superficies compactas planas em M?(k) x S', k # 0, sdo os produtos

v x St onde v € uma curva fechada em M?(k).

3. As unicas superficies compactas planas em esferas de Berger, em PSI(2,R)(k,T)/Zs

e em outros espagos quocientes L, e PSI(2,R)(k,T)/Zn, n = 3, sdo os toros de

Hopf.

Observacgao 3.1. O resultado do Teorema|3.1| na esfera de Berger contraria com o caso

da esfera redonda, onde além do toro de Hopf, existem outros toros planos [19].
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Demonstracao. Se K = 0, é imediato que
2(k — 477) / C*dy = 0.
by

Como x — 472 # 0 (aqui estamos excluindo a esfera euclidiana), segue que C' =0 em .
Isso significa que X = £ e portanto o campo vertical Killing da fibragao 11 : E(k,7) —
M?(k) é tangente a ¥. Como X ¢ compacta, segue que II(X) ¢ uma curva fechada v em

M?(k) e entao IT71(y) D X, isto prova que X é toro de Hopf IT7(y). O

A féormula ¢é valida também para superficie compacta em outras variedades
riemannianas de dimensao 3. De fato, suponha que ¥ é uma superficie compacta do
produto riemanniano M? x R ou M? x S!, onde M? é uma superficie orientada. Neste
caso, IT : M? x R — M? é uma submersao trivial e assim & = (0,1) é um campo de
vetores paralelo. Seguindo a prova do Teorema (3.1} se X é componente tangente de &,
entao divX = 20H e div(VxX —20HX) = K(1 — 3C?) + KC*, onde K ¢ a curvatura
de Gauss de superficie M?2.

Agora novamente pelo teorema da divergéncia, temos
/[K(l —3C2) + KOS = 0.
b

Devido a Observagao[3.1] e seguindo da prova do Teorema[3.1], podemos provar o seguinte

resultado:

Teorema 3.2. Seja M? uma superficie orientada com curvatura K > 0 ou K < 0.

Entao:

1. Nao existem superficies compactas planas em M? x R.

2. As vinicas superficies compactas planas em M? x R sdo os produtos v x St, onde

v € uma curva fechada em M?.

Coroléario 3.2. As unicas superficies compactas em E(x,T) com C constante e C? < 1

sao toros de Hopf, para os quais C' = 0.

Observagao 3.2. FEste resultado nao € valido para superficies nao compactas. De fato,
na referéncia [16] Leite constréi para cada Ky € |0,1] uma curvatura média constante
incorporada do plano hiperbdlico com sua métrica padrao de curvatura constante negativa

Ky em M?(—1) x R, com fung¢do constante C' = — K.
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Demonstragao. Como C? < 1, entdao a componente tangente X do campo Killing £ é
um campo de vetores em Y sem zeros. De fato, |X|> = 1 — C? > 0, o que implica
X # 0, com isso a soma dos indices das singularidades do campo X (que nao tém) é
zero, pelo Teorema do Indice [6, 21] a caracteristica de Euler-Poincaré y(%) = 0, entdo

pelo Teorema de Gauss-Bonnet [6l, 21]

/KdE:().
b

Agora, como C' é constante, a formula (3.4)) torna-se (k — 472)C*Area(X) = 0, e daqui
C=0. ]

Comegamos provando as propriedades da func¢ao angulo C' = (£, N) e do campo de

vetores X = & — C'N que serao tteis na prova do Teorema Principal a seguir:

Proposicao 3.3. Para qualquer superficie ¥ orientada isometricamente imersa em

E(k,T), o gradiente da fungao dngulo C € dado por
VO = 7(X A N) — AX. (3.6)

Demonstracao. Seja ® : X — E(k,7) uma imersao de uma superficie orientavel .
Sejam X a componente tangente do campo Killing ¢ e V+ a conexao normal da imersao
®. Pelas equagoes (2.1)) e (3.5)), para qualquer vetor tangente v a ¥ e observando que

VLN =0, onde N é um normal unitério, obtemos:

(VC,v) = v(C) =v(,N) = (V,§,N) + (£, V,N)
= (T(vAE),N)+ (X +CN,(V,N)" + (V,N)*")
= (tT(wA(X +CN)),N)+ (X +CN,—Av + V,N)
= (t(wA(X+CN)),N)+ (X +CN,—Av)
= 7(wAX,N)+7C(vAN,N)— (X, Av) — C(N, Av)
= 7(X AN,v) — (AX,v)
= (1(X AN) - AX,v).

Portanto, VC = 7(X A N) — AX. O
Observacao 3.3. Dado ponto p € ¥, temos que:

1. C%*(p) = 1 se, e somente se, X(p) = 0. De fato, se C*(p) = 1, entao C(p) = 1

ou C(p) = —1. Em ambos os casos: se C(p) = 1, por uma conta direta (basta
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calcular | X (p)|? ), teremos X (p) = 0, de maneira andloga, se C(p) = —1, obtemos
X (p) = 0. Reciprocamente, se X (p) = 0, entao 0 = | X (p)|* = 2 —2C?(p), obtendo
C*(p) = 1.

2. Se C%*(p) = 1, que é equivalente ¢ X (p) = 0, entio VC(p) = 0, isto é, p € ponto
critico da fungao C. De fato, pela equagao (3.6)), obtemos

VC(p) = 7(X(p) A N(p)) — AX(p) = 0.

Proposigao 3.4. Dado pontop € ¥. Suponha que p € ponto critico de C com C*(p) < 1,

nestas condi¢oes a curvatura Gaussiana K no ponto p € dado por
K(p) = (k — 47)C*(p).

Demonstragao. Suponha que p é ponto critico de C' com C?(p) < 1. Entéo, pelo primeiro
item da Observagao temos que X(p) # 0 e utilizando a equacdo (3.6) obtemos
AX(p) = 7(X(p) A N(p)). Fixado N o normal unitario a ¥ podemos definir uma

orientacao de E(k, 7) de tal forma que:

€1 N €9 = N(p),
€2 A N(p) = €1,
€1 A N(p) = —€2,

onde {ej, ez} ¢ uma base ortonormal de 7,3, com Ae; = Ne;, i = 1,2. Escrevendo

X (p) = aeq + besy, segue que
A(aey + bey) = AX(p) = 7(X(p) A N(p)) = 7((aey + bez) A N(p)).
O que implica
(Aa)er + (Aab)ea = (—Ta)es + (Th)es.
Donde Aja = 7b e A\ob = —7a. Como X (p) # 0, a dltima equagao nos permite concluir
que det A(p) = Mg = —72.
A equacao (3.1) implica que
K(p) = detA(p) + 7 + (k — 472)C*(p) = (k — 47%)C*(p).

[

A reciproca do segundo item da Observagao [3.3 é verdadeira se acrescentarmos uma
condicao a mais na hipotese, isto €, precisamos acrescentar uma condi¢ao sobre a cur-

vatura Gaussiana K em p como veremos na proposi¢ao a seguir:
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Proposigao 3.5. Seja p ponto critico de C, isto €, VC(p) = 0 e suponha que a curvatura
Gaussiana em p satisfaz K < min{0,x — 47%}. Entao, C*(p) = 1, que é equivalente a

X(p)=0.

Demonstragdo. Suponha que C?(p) < 1 e pela Proposigao a curvatura Gaussiana
em p é& K(p) = (k — 47%)C?%*(p). Consideramos dois casos:

Se 0 < k — 472, temos min{0, k — 472} = 0. Como 0 < C?*(p) < 1, entdao min{0, x —
472} =0 < K(p) < k — 472, que é uma contradigao com a hipotese.

Se k — 472 < 0, temos min{0,x — 47°} = k — 472, Como 0 < C?(p) < 1, entao
0> K(p) > k—471* = min{0, k — 47°}, que também é uma contradigao com a hipétese.

Assim C?%(p) = 1, isto é, os tinicos pontos criticos de C' na condigao de K < min{0, x—

471%} sdo os pontos que satisfazem C?(p) = 1. O
Proposigao 3.6. Seja p € X ponto critico de C' e K(p) < min{0, xk — 472}, entdo
det(HessC)(p) = (K(p) — (k — 47%))* > 0.

Isto ¢, C' tem todos os pontos criticos nao-degenerados, ou melhor, C' € uma fun¢ao de

Morse.

Demonstragao. Relembremos que o hessiano da fungao C' é visto como um (0, 2)-tensor,

dado por
(HessC)(v,w) = v(w(C)) — (V,w)(C),

onde v e w sao vetores tangentes a X. Assim,

v((C)) = v(w((& N))) =v((Vug, N)) +0((§, V)

= <Vvvw€a N> + <vw£>va> + <vz}€ava> + <£>vvva> (37)

Facamos os céalculos dos quatro termos da expressao (3.7) como segue:
O primeiro termo de (3.7)):

A equacao (3.5) sera utilizada em uma das igualdades abaixo da expressao do primeiro
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termo de (3.7)) como segue

(VoVué, N)

(Vo(r(wA€)),N)
(Vo(w A ), N)

(Vyo(w A (X +CN)),N)

(Vo((w A X) + C(wAN)),N)
T(Vy(w A X) +V,(C(w A N)),N)
(Vo

(Vo

(Vo

T
T

T

T

)+
Vo(w A X)+CV,y(wAN)+v(C)(wAN),N)
);

7(Vy(w A X

N) +7C(Vy(w A N),N)+ 10(C)(w A N, N)
7(Vy(w A X),N) + 7C(V,(w A N), N)
To(w A X, N) —7(wA X,V,N) +7Cv{w A N,N) — 7C{w A N,V,N)
—7mv{w AN, X) —17{wA X,V,N) —7C(w A N, (V,N)")

—7(Vy(w AN), X) = 7{wAN,V,X) - 17{wA X,V,N)
+7(w A N, CAv)
W(WAN),X)—7(wAN,V,X) - 7(wA X, V,N)

—7

7

(v
(
(v
+7{(w AN, V,X —7C(v A N))
(Vo(w AN), X)) —7(wAN,V,X) —7(wA X, V,N)
+7(w A N,V,X) —7°C{w A N,v A N)
(V

W(WAN),X)—7(wAX,V,N)—7°C{v AN,wAN).

—T

Afirmamos que (w A X, V,N) = 0. De fato, se w e X forem linearmente dependentes,

entao wA X = 0, caso contrario, w e X sao linearmente independentes, ou seja, wA X =

AN, para alguma fungao A € C*°(X), entao

(wA X,V,N)=(AN,V,N) = \(N,VsN) =0.

Portanto, o primeiro termo da expressao (3.7) é dado abaixo por

(VoVu&,N) = —7(V,(w AN), X) —7°C{v AN,wA N).
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O segundo termo de ([3.7)):

(Vul, VuN) = (1w A ), (VuN)T + (V,N)T)
= (r(wA§),—Av+ ViN)
= (r(wA¢§), —Av)
= —1(wA¢§, Av)
= —7{wA (X +CN), Av)
= —71{wAX, Av) — 7C{w A N, Av).

O terceiro termo de (3.7)):

Por contas anélogas ao célculo do segundo termo da expressao (3.7) obtemos a ex-

pressao do terceiro termo de (3.7) como segue
(Vo&, VuN) = —7(v A X, Aw) — 7C(v A N, Aw).

O quarto termo de (3.7):

Por contas diretas, o quarto termo de (3.7)) é expresso abaixo por

(€ VuVuN) = (X +CN,V,((VuN)" + (VuN)5))
= (X +CON,V,(—Aw + ViN))
—(X + CN,V,Aw)
—(X + CN,V,Aw + a(v, Aw))
= —(X,V,Aw) — C(N,V,Aw) — (X, a(v, Aw)) — C(N, a(v, Aw))
—(X,V, Aw) — C(Av, Aw)
—(X, V, Aw) — C(A%v, w).

Além disso, pela equagao (3.6))

(VUW)(C) = <va7 VC>
= (V,u, 7(X AN) — AX). (3.8)

Somando as parcelas da expressao (3.7]) e a expressao (3.8), obtemos o hessiano de C'
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como segue

(HessC)(v,w) = —1(wAX, Av) —7C(w A N, Av)
—7(v A X, Aw) — 7C{v A N, Aw)
—(X, V,Aw) — C(A%0, w)
—7(Vy(wAN), X)—7*C{v AN,wA N)
—(Vow, 7(X AN) + AX).

Por hipotese p é ponto critico de C, satisfazendo K (p) < min{0, x — 472}. Entao, pela
Proposicao temos que C?*(p) = 1, isto é, X(p) = 0, assim o hessiano de C neste
ponto p é dado por

(HessC)y(v,w) = —C(p){A*v,w) —72C(p){v A N(p),w A N(p))
—7C(p){Av Aw + Aw A v, N(p)),

onde v e w sao vetores tangentes de > em p.
Agora, seja {e1, e2} uma base ortonormal de 7,3 com Ae; = \e;, @ = 1,2, entdo o

determinante do hessiano de C' em p é dado por
det(HessC)(p) = (HessC),(e1, e1)(HessC),(ea, e3) — ((HessC),(e1, €3))?.
As parcelas do determinante do hessiano de C' em p sao dadas abaixo por

(HessO)yler,er) = —C(p)(A’er,er) — 72C(p){er A N(p),er A N(p))
—7C(p)(Aer ANer + Aey Aer, Np)
= —C(p){Xer,er) = 7°C(p){er A N(p),e1 A N(p))
—1C(p)(Me1 Aer + Aer Aer, N(p))
= —C(P)AT — °C(p)(—e2, —e2)
= —C(p)Ai —C(p),

(HessC)p(e,e2) = —C(p){A’ey,e3) — 72C(p)(ea A N(p), e2 A N(p))
—7C(p)(Aez A es + Aes A ez, N(p))
= —C(p)(Nles, e2) — 72C(p){ea A N(p), e2 A N(p))
—7C(p)(Ages A s + Aaes A es, N(p))
= —C(p)3—1°Cp)(er, e1)
= —C(p)A:—72C(p)
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(HessC)p(er,ea) = —C(p){A%er,e2) — 72C(p){er A N(p), e2 A N(p))
—7C(p)(Aey A ea + Aes Ner, N(p))
= —C(p){Aer, e2) — T°Clp)(—e2, e1)
(p){A1e1 A ez + Aaea A ey, N(p))
= —7C(P)(MN(p) — 22N (p), N(p))
() (A1 = Aa).

Com isso, o determinante do hessiano de C' em p é:

det(HessC)(p) = (HessC),(e1,e1)(HessO)p(ea,e9) — ((HessC)y(er, e2))?
= (=C(P)A} = T C(P)(=C(p)A; — 7°C(p)) — (=7C(p)(M — A2))?
= C*())A +7)(N; +7°) = C3(p)7* (M — Ao)?
= (X +)N+72) =72 (M — \2)?
= MM+ = A 20 T = AT

- )\%)\g + 2)\1)\27’2 + T4

(
(
= (K(p) — (k—47%)C*(p))?
(K(p) — (k — 47%))% > 0.
O

Definicao 3.2. Seja p um zero do campo de vetores Y € X(X), isto é, Y(p) = 0 e
(VY)(p) : T,2 — T,X a derivada covariante do campo Y no ponto p, entdo p é dito um
zero nao-degenerado de Y, se det(VY)(p) # 0.

Proposicao 3.7. Seja p um zero do campo de vetores X, onde X = & — CN. Supon-
hamos que tanto k — 41> < K < 0 ou 0 < K < k — 47%, em p. Entdo, p é um zero

nao-degenerado de X .

Demonstragao. Sejam p um zero do campo de vetores X, onde X =& — CN e {eq, ez}

uma base ortonormal de 7,2 com Ae; = \e;, i = 1,2, pela equagao (3.5)) temos que

(Ve, Xoer) = Clp){Aej,er) —7C(p)(ej Aex, N(p)),
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para cada j,k = 1,2. Assim,

(Ve X,e1) = C(p)(Aei,er) — 7C(p){er Aer, N(p))
= C(p){\er,er)
= )\10(]9),

(Ve, X, e9) = C(p)(Aer,er) —TC(p){er Aea, N(p))

= C(p)(Mer, e2) = 7C(p)(N(p), N(p))
= —TO(p),

(Ve,X,e1) = C(p){Aeg,er) —17C(p){es Aer, N(p))
= C(p){A2eq,e1) — TC(p)(=N(p), N(p))
= 7C(p)

(Ve, X, e2) = C(p)(Aea, ea) — TC(p){e2 A ez, N(p))
= C(p)(\ae2,€2)
= MaC(p).

Calculando o determinante de VX em p e usando a equagao (3.1)), teremos

det(VX)(p) = (Ve X, e1)(Ve, X, e9) — (Ve, X, e2)(Ve, X €1)
= (MCP)(AL(p)) = (=7C(p))(7C(p))
= C*(p)\ia + C%(p)7?
= MA+7°
= detA(p) + 7
= K(p) = (v = 47%)C%(p)
= K(p) — (k —47%).

Agora, utilizando as hipdteses sobre a curvatura Gaussiana K no ponto p, teremos que

o zero p de X é nao-degenerado. O]

Agora estamos prontos para provar o Teorema Principal.

Teorema 3.3 (Teorema Principal).
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a) Nao existem superficies compactas em E(k, T) com curvatura Gaussiana K < min{0, x—

472}

b) Seja ® : ¥ — E(k,T) uma imersao de uma superficie compacta ¥ com curvatura de

Gauss K.
1. Sek—412 >0 e 0 < K < mazx{k —471% 7%}, entio K =0 e ¥ é um toro de Hopf.
2. Ser—412 < K <0, entio K =0 e X é um toro de Hopf.

3. Sek—472 <0< K <k — 372 ( K deve ser positivo), entiao K =0 e ¥ é um toro
de Hopf.

Demonstracao.

a) Considerando o recobrimento duplo orientado, se necesséario, podemos assumir que a
superficie ¥ é orientével. Suponha que @ : ¥ — E(k, 7) é uma imersao de uma superficie
compacta orientavel com curvatura de Gauss K < min{0, xk — 472%}.

Para cada i, considere p; ponto critico da fungdo C, pela Proposigao [3.5 temos que
C?(p;) = 1, para cada i e pela Proposigao obtemos que cada p; é ponto critico nao-
degenerado de C isto é, C' ¢ uma fungao de Morse que tém um ntimero finito de pontos
de maximo e minimo p;. Para cada ¢, denotamos I; o indice do campo VC no ponto p;.
Pela teoria elementar de Morse [6] temos que cada I; é igual a 1, pois cada p; é ponto
de maximo (ou ponto de minimo) da fun¢ao C', assim a soma dos indices I; é positivo.

Utilizando o Teorema de Gauss-Bonnet e o Teorema do Indice [6, 21] obtemos
2

Como ¥ é uma superficie compacta e conexa, pela aplicacao do Teorema de Gauss-
Bonnet, temos que x(3) = 2 e assim Y deve ser uma esfera. Como K é negativa, isto

contradiz o Teorema de Gauss-Bonnet. Isto prova a).

b) Como no caso a), podemos assumir que a superficie 3 é orientavel.

(2) Suponhamos que tanto k — 472 < K < 0ou 0 < K < k— 472 Seja p um zero do
campo de vetores X dado por X =& — CN. Entao, pela Proposicao (3.7, um tal zero p
de X é nao-degenerado. Assim, X tem um ntmero finito de zeros.

Como o indice de X em um zero nao-degenerado p é 1 (respectivamente —1), se
det(VX)(p) > 0 (respectivamente det(VX)(p) < 0), temos que, se K > x — 472 entao

todos os zeros de X (caso existam) tem o indice 1, e pelo Teorema do Indice obtemos
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que x(X) = 2, se X tém zeros ou x(X) = 0, se X nao tém zeros. Como K < 0, pelo
Teorema de Gauss-Bonnet temos que K = 0 e assim pelo Teorema [3.1 ¥ é um toro de

Hopf. Isso prova (2).

(1) Se K < k — 472 entdo todos os zeros de X (caso existam) tem indice —1, e
pelo Teorema do Indice temos que x(X) = 0, se X ndo tém zeros. Como K < 0, pelo

Teorema de Gauss-Bonnet obtemos que K = 0 e ¥ é um toro de Hopf.

Suponha que K — 472 > 0 e 0 < K < 72. Pela equacao de Gauss de ® teremos
2 _ 2 2\ 12 2
77> K =det A+ 71+ (k — 47°)C* > det A+ 7°.

Assim, det A < 0 em X, e se A\; > Ay sao as curvaturas de X associada a N, entao
Ay < 0 < Ay, e o fibrado tangente T é a soma direta de dois sub-fibrados de vetores de
dimensdo 1 de X, isto é, TY = Dy @ D, é definido por D;(p) = {v € T,%; Av = X\;(p)v},
1 = 1,2. Como uma esfera nao admite nenhum campo de vetores sem zeros e nem duplo
recobrimento, uma tal decomposi¢ao nao é possivel se ¥ é uma esfera. Dai, x(X) < 0.
Como K > 0, pelo teorema de Gauss-Bonnet temos que X é plano e pelo Teorema (3.1

obtemos que ¥ ¢ um toro de Hopf. Isto finaliza a prova de (1).

(3) Finalmente, suponha que x — 472 < 0 < K < x — 372. Neste caso, como C? < 1,

temos que
k=31 > K =detA+ 1+ (k — 47°)C? > det A + K — 372

Assim, det A < 0 em X e o raciocinio acima prova mais uma vez que K =0 e 3 é toro

de Hopf. Isso prova (3). O

Corolario 3.3. Seja @ : ¥ — E(k, 7) uma imersao de uma superficie compacta ¥ com

curvatura de Gauss constante K.
1. Sek—47* >0 e K € | — 0o, mazx{r — 472 7°}|, entdo K =0 e & € toro de Hopf.

2. Serk—412 <0<k —312 e K €] — 00,k — 372, entio K =0 e X € toro de Hopf

ou K = Kk — 472,
3. Ser—412<0e K €]—00,0], entdo K =0 e X € toro de Hopf ou K = k — 472

Observagao 3.4. Quando 7 = 0, esse coroldrio € provado em [9] e [10]. Na verdade,
0s autores classificaram superficies de curvatura Gaussiana de M*(k) x R, k # 0, exceto

para K = K.
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