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RESUMO

O TEOREMA DE BRAUER SOBRE O INDICE E O PERIODO
DE ALGEBRAS SIMPLES CENTRAIS

Neste trabalho provamos um teorema de Richard Brauer sobre o indice e o periodo de algebras
simples centrais. Uma dlgebra simples central é uma algebra de dimensao finita sobre um corpo
que se torna isomorfa a uma &algebra de matrizes apds extensao de escalares a uma extensao
finita de corpos. O teorema de Wedderburn nos permite definir um invariante de uma tal
algebra, dito o indice e o grupo de Brauer fornece uma classificacao destas dlgebras sobre um
corpo dado. O periodo de uma &lgebra simples central é a ordem da sua classe no grupo de
Brauer. O teorema de Brauer de 1929 mostra que o periodo de uma &lgebra simples central
sempre divide o seu indice, que é o resultado principal deste trabalho. Este teorema permite
compreender melhor a estrutura destas algebras. A nossa prova é baseada em técnicas da
cohomologia galoisiana.

Palavras-chave: Algebras Simples Centrais, Grupo de Brauer, Cohomologia Galoisiana, Indice,

Periodo.



ABSTRACT

BRAUER’S THEOREM ON THE INDEX AND THE PERIOD OF
A CENTRAL SIMPLE ALGEBRA

In this work we will prove a theorem of Richard Brauer on the index and the period of central
simple algebras. A central simple algebra is a finite-dimensional algebra over a field that
becomes isomorphic to a matrix algebra after extending scalars to a finite field extension.
Wedderburn’s theorem allows us define an invariant of such an algebra, called the index and
the Brauer group provides a classification of central simple algebras over a given field. The
period of a central simple algebra is the order of its class in the Brauer group. Brauer’s theorem
of 1929 shows that the period of a central simple algebra always divides its index, which is
the main result of this work. Our proof is based on techniques from Galois cohomology.

Keywords: Central Simple Algebras, Brauer Group, Galois Cohomology, Index, Period.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho tem como foco principal o teorema de Richard Brauer sobre o indice e o
periodo de dlgebras simples centrais, as quais sao objetos muito estudados em vérias areas da
algebra, da teoria dos niimeros, tendo também aplicagoes na matematica aplicada, por exemplo
na teoria de cédigos e da comunicacao. Historicamente a primeira algebra simples central
nao-comutativa de dimensao finita sobre um corpo descoberta foi a algebra dos quatérnions de
Hamilton. Uma algebra simples central generaliza varias propriedades da algebra de quatérnios
em dimensoes superiores. Uma outra maneira de enxergar as dlgebras simples centrais é como
algebras sobre um corpo que ficam isomorfas a uma &algebra de matrizes apds extensao dos
escalares a uma extensao finita de corpos.

O capitulo 1 é dedicado ao desenvolvimento da teoria das algebras simples centrais e ao
grupo de Brauer, que foi introduzido por Richard Brauer no ano de 1929 e que fornece uma
classificacao de algebra centrais simples sobre um corpo. O periodo por sua vez é simplesmente
a ordem da classe de uma algebra simples central no grupo de Brauer. O indice de uma
algebra simples central é calculado da seguinte maneira: Pelo teorema de Wedderburn, para
toda dlgebra simples central A sobre k, existe uma tnica (a menos de isomorfismo) k-algebra
de divisao D, tal que A = M, (D) - o indice de A entao é o grau de D, ou seja, a raiz quadrada
(que é sempre inteira, como veremos) da dimensao de D como k-algebra.

A questao naturalmente surge se o indice é suficiente para determinar a classe de uma certa
algebra simples central no grupo de Brauer. Richard Brauer provou em 1929 [1], que periodo

de uma algebra simples central sempre divide o seu indice. Este é o teorema principal deste
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trabalho. A questao inversa, se o indice divide o periodo é muito mais delicada e ainda estd
aberta em geral. Existem alguns resultados parciais.

Para provar o teorema de Brauer usaremos técnicas da teoria da cohomologia galoisiana, que
serao exploradas no segundo capitulo. Esta teoria foi desenvolvida nos anos 1950 por John
Tate e Jean-Pierre Serre entre outros. No capitulo 3, veremos que as algebras simples centrais
definem classes em conjuntos de cohomologia galoisiana. Serd também identificado o grupo
de Brauer com um grupo de cohomologia desta teoria. Estas identificacoes deixam alguns
argumentos mais faceis, por exemplo a prova que o grupo de Brauer é de torgao, gragas as

propriedades funtoriais da cohomologia galoisiana.



Capitulo 2

Algebras Simples Centrais

Neste capitulo introduzimos a no¢ao de algebra simples central, principal objeto deste trabalho.
Provaremos algumas propriedades bésicas, assim como uma caracterizacao destas algebras em
termos de extensoes galoisianas de corpos. Definiremos também as nog¢oes de indice e o periodo
de uma algebra simples central e o grupo de Brauer que classifica estas algebras sobre um corpo

dado. As referéncias principais para este capitulo sao [3] e [6].

2.1 Convencoes e Conceitos Basicos

Nesta primeira se¢ao deste capitulo iremos lembrar alguns conceitos sobre algebras de

dimensao finita e estabeleceremos algumas convengoes para o nosso trabalho:

Definigao 2.1.1. Dizemos que um conjunto A # () € uma k-dlgebra quando for um k-espago
vetorial e munido de uma multiplicagao (a,b) — a - b para todos a,b € A que satisfaz as
sequintes propriedades:

1) Para todos a,b,c € A temos (a-b)-c=a-(b-c).

2) Para todos a,b,c € A temos (a+0b)-c=a-c+b-cea-(b+c)=a-b+a-c

3) Para todos a,b € A e A € k temos que A(a-b) = (Aa)-b=a- (A\D)

Quando para todo elemento a € A existir um elemento 1 € Atal que 1-a =a-1 = a,
dizemos que A é uma k-algebra com unidade. Se para todos a,b € A tivermos que a-b = b-a,

entao A é dita uma k-dlgebra comutativa. Quando A satisfaz estas duas propriedades agora
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acima mencionadas dizemos que A é uma k-algebra comutativa com unidade.
Uma k-subalgebra B de uma k-algebra A, é um k-subespago vetorial B < A, que é fechado

para a operacgao da multiplicacao. Se A é com unidade, B precisa conter a unidade também.

Definicao 2.1.2. Sejam A e B duas k-dlgebras e f : A — B uma aplicacdo entre elas,
dizemos que f € um k-homomorfismo de dlgebras quando:

D F1) =1,

2) f for uma transformagado linear.

3) Para todos a,b € A temos que f(a-b) = f(a)- f(b).

Se tivermos para todos a,b € A que f(a-b) = f(b) - f(a), diremos que f ¢ um anti-
homomorfismo de k-algebras.
Sejam A e B duas k-algebras dizemos que elas sao equivalentes quando existir um isomor-
fismo entre elas, ou seja, A = B. Quando existir um k-anti-isomorfismo entre elas dizemos
que sao reciprocas.
Temos alguns exemplos de k-dlgebras, como: os niimeros complexos, os niimeros reais, o espago
das transformagoes lineares, e a algebra dos quatérnios ao qual estudaremos com mais detalhes
a frente neste nosso texto.
Seja I um subconjunto nao vazio de A, dizemos que I serd um ideal a esquerda de A se for
um k-subespaco vetorial de A e invariante em relagao a multiplicacao a esquerda por elementos
de A (ab € I para todo a € Aeb € I), de modo andlogo define-se ideal a direita. Quando

o ideal for a direita e a esquerda simultaneamente chamamos de ideal bilateral.

Chamamos uma k-algebra D de algebra com divisao quando todo elemento x € D, nao
nulo possui inverso. Se A é um mdédulo a esquerda (a direita) sobre D, entao dizemos que A
é um D-espago vetorial & esquerda (a direita).

Sejam A e B duas k-algebras. Seja A ®; B o produto tensorial entre A e B como espacos

vetoriais sobre k. Definimos uma multiplicacao sobre A ®; B da seguinte forma

(a1 @y by)(az @y by) = aras y bybs.

Sejam A, B e C trés k-dlgebras. Entao (A®y B) @, C = AR, (B, C) e ARy B= B®y A.
Sejam A, A", B e B’ quatro k-algebras e sejam f : A — A" e g : B — B’ dois k-
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homomorfismos, entao a aplicagao f ® g: A®, B — A’ ®; B’ definida pela lei

(f ®g) (a®b) = f(a) @y g(b),

¢ um homomorfismo.
Finalmente, se B possui unidade, a aplicagdo a — a ®; 1 é um homomorfismo injetivo de A
em A®; B. Assim, podemos identificar A com A ®; 1. De modo analogo, se A possui unidade

podemos identificar B com 1 ®; B.

2.2 Algebras de quatérnios

A nogao de uma algebra de quatérnios é um dos exemplos mais triviais de uma algebra
simples central. Todos os conceitos (cindimento ou normas reduzidas, que definiremos em
seguida de forma mais geral) podem ser definidos para édlgebra de quatérnios de forma mais
elementar. Além disso, historicamente o primeiro exemplo de uma algebra de dimensao finita
sobre um corpo foi a dlgebra dos quatérnios sobre R, descoberta por Hamilton em 1843 e
definida da seguinte forma:

Definicao 2.2.1. A dlgebra dos quatérnios de Hamilton H ¢ o espaco vetorial real de
dimensao 4 de base {1,1,7,k}, munido das relagoes i*> = —1, j> = =1 eij = —ji = k. Um

elemento desta dlgebra € dito um quatérnio de Hamilton.

Cada quatérnio de Hamilton se escreve da forma ¢ = z +yi+ zj + wk, onde z,y, z,w € R.
O conjugado de um quatérnio de Hamilton ¢ é ¢ := © — yi — zj — wk e a sua norma ¢ dada
por N(q) := q.q = 2% + y* + 2% + w? respectivamente. Se ¢ # 0, ¢ possui um inverso, dado

pela férmula ¢! = , assim vemos que os quatérnios de Hamilton formam uma algebra

_4
N(q)
com divisao. Podemos generalizar o conceito de uma algebra de quatérnios sobre um corpo
qualquer. Como esta secao ¢ meramente ilustrativa e introdutéria, nos limitamos aqui nesta

secao a partir de agora a um corpo k de caracteristica diferente de 2.

Defini¢ao 2.2.2. Sejam a,b € k*. Definimos a dlgebra de quatérnios (generalizada)

(a,b), como sendo o espago vetorial sobre k de dimensdo 4 de base {1,1,7,ij}, com as relagoes

i*=a, j2=b e ij = —ji.
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Observacao 2.2.1. Toda dlgebra de quatérnios é determinada unicamente por a e b, a menos

de multiplicacao de a ou b por um quadrado de k.

Definigao 2.2.3. Seja g = © + yi + zj + wij um elemento da dlgebra (a,b), podemos assim
definir o conjugado de q por

g=x—Yyi—zj —wij

e sua norma como sendo:

N(q) =q-§=2* — ay® — bz* + abw?.

A aplicagao (a,b) — (a,b) definida por ¢ — g é um anti-homomorfismo da k-dlgebra
(a,b) e temos que ¢ = ¢ para quaisquer ¢ € (a,b). A norma define uma aplicacao dada por

N : (a,b) — k e assim obtemos o seguinte resultado:

Proposicao 2.2.1. O quatérnio q é inversivel quando N(q) for diferente de zero. Dai (a,b)

¢ uma k-dlgebra com divisio quando N(q) =0 = ¢ = 0.

Na verdade, é possivel se dar uma defini¢ao intrinseca da conjugagao (que serve também na
norma) em uma dlgebra de quatérnios (a,b), que nao depende da escolha da base (1,1, j,77).
Chamaremos o elemento ¢ € (a,b) de um quatérnio puro se ¢> € k mas ¢ nao pertence a
k e um simples calculo nos mostra que o quatérnio ¢ = = + yi + 25 + wij # 0 é puro se, e
somente se r = 0, podendo assim escrever ¢ = ¢; + g2 de forma tnica com ¢; € k e ¢a puro,
e temos também que seu conjugado serd dado por § = ¢; — ¢2. Além disso, um quatérnio g

quando puro satisfaz N(q) = —¢*.

Observacao 2.2.2. Se k = R, a norma definida acima nao é uma norma no sentido usual.

Se A€ R eq € (a,b), nds nio temos N(\-q) = X-N(q), porém temos que N(\-q) = \?-N(q).

Exemplo 2.2.1. A k-dlgebra de matrizes My (k).
A k-dlgebra de matrizes My(k) é também uma dlgebra de quatérnios. Seja b € k*.

Definimos:
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Logo, as matrizes

10 1 0 0 b 0 b
id= = L J= e [J= ,
0 1 0 —1 10 10

formam uma base de My(k) como k-espago vetorial de dimensao 4. Além disso temos:
I?=did,J* =b-idelJ=—JI.

Logo, My (k) pode ser vista como uma k-dlgebra de quatérnios (1,b), ao identificar k* com o

centro de My (k).

Definigao 2.2.4. Uma k-dlgebra de quatérnios € dita cindida quando ela é isomorfa a M (k),

isto €, (a,b) = My(k).

Vamos agora dar uma caracterizagao de algebras de quatérnios sobre k.

Proposicao 2.2.2. Para a dlgebra dos quatérnios (a,b) as sequintes afirmagoes sao equiva-
lentes:
1. A dlgebra (a,b) € cindida.

2. A dlgebra (a,b) ndo é uma dlgebra com divisdo.

Demonstragao. Se (a,b) é cindida, (a,b) = My(k), logo basta tomarmos uma matriz de My (k)
que nao seja invertivel para ver que nao é uma algebra com divisao. Para a implicacao inversa

veja [6] proposigao 1.1.7. [ |

Lembramos a definicao do centro de uma algebra:

Definicao 2.2.5. Para A uma k-dlgebra o conjunto Z(A) ={z € Alxz-a=a-z;Va € A} €

chamado o centro de A. Este conjunto € uma k-subdlgebra de A.

Lema 2.2.1. Seja D uma k-dlgebra tal que:

(i) D é de dimensao 4 como k-espago vetorial.

(i1) O centro de D € igual a k.

(iti) D contém uma k-dlgebra comutativa A, tal que A = k[\/a], onde k[\/a] é uma extensdio
de corpos quadratica nao trivial de k.

Entao D = (a,b) para algum b € k*.
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Demonstragao. Seja A uma tal k-subdlgebra de D. Como A = k(y/a), entéo existe ¢ € D\k
tal que ¢> = a € k. Por hipdtese, temos que ¢ nao pertence ao centro k de D. O automorfismo

1

interno ® : D — D tal que x = ¢~ xq é exatamente de ordem 2, pois fazendo a composicao

Pod:D— Dtemos x — ¢ - (¢ xq) - ¢ = (¢)%xq*> = z e como ¢* € k = Z(D), temos
® o & = idp. Este k-automorfismo possui entao —1 como um de seus valores préprios, assim,
existe um r € D com gr + rqg = 0. Observamos que ¢ e gr anticomutam, pois qqr = —qrq.
Um célculo simples mostra que 1,r,q,qr sao linearmente independentes. O automorfismo

x — r—2xr? deixa os quatro elementos 1,7, ¢, rq fixos. Assim r? pertence ao centro de D que

é igual a k, por hipétese. Pondo r* = b € kX, podemos verificar que D = (a, b). [ |

Temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.2.3. Toda k-dlgebra com divisao D, de centro k™ e de dimensao 4 é isomorfa

a alguma dlgebra de quatérnios.

Demonstragdo. Seja d € D\k, e como D é de dimensao finita sobre k, temos que {1,d, d?, ...}
sao linearmente dependentes, logo temos que D é algébrico sobre k existindo assim um po-
linomio f € klz] com f(d) = 0, isto é d é algébrico sobre k. Como D é uma &lgebra com
divisao, nao ha divisores de zero, entao podemos supor f irredutivel, isto significa que o ho-
momorfismo k[z]/(f) = D, p(z) — p(d) é um homomorfismos de k-algebras que faz o corpo
k(d) ser uma k-subdlgebra de D. Observando que o grau de [k(d) : k] ndo pode ser 1 pois
d ¢ k e também nao pode ser 4 pois D é nao comutativa, logo temos que [k(d) : k| = 2 e k(d)

¢ uma extensdo quadratica, assim pelo lema anterior, temos que D = (a, b). [ |

2.3 Algebras Simples Centrais

Nesta secao definiremos a nogao de algebra simples central que pode ser visto como gene-
ralizagao de algebra de quatérnio para dimensoes superiores. Primeiro mostraremos que toda
algebra simples central é isomorfa a uma algebra de matrizes sobre uma algebra com divisao
D através do teorema de Wedderburn. Em seguida mostraremos que uma k-algebra é simples
central se ela virar isomorfa a uma algebra de matrizes depois de uma extensao de escalares
a uma extensao galoisiana de k. Em parte seguimos de perto [6, Chap. 2|, mas para fins de

exaustividade retomamos a teoria detalhadamente.
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Definicao 2.3.1. Uma k-dlgebra A € dita stmples quando seus unicos ideais bilaterais sdo

os triviais, ou seja, 0 e A.

Definicao 2.3.2. Uma k-dlgebra A € dita central quando seu centro for igual ao corpo k, ou

seja, Z(A) =k, e esta é dita simples central quando A for simples.

Exemplo 2.3.1. Uma k-dlgebra com divisao D € claramente uma dlgebra simples. Seu centro
Z(D) é um corpo. Seja x € Z(D)*, logo para todo y € D*, nds temos xy = yx. Invertendo
esta relagao temos que y~'z=' = 27y~ Logo x7' € Z(D)*. Dai D é uma dlgebra simples

central sobre Z (D).

Lema 2.3.1. Se D uma k-dlgebra com divisao, entao o anel M, (D) é simples central sobre

Z(D), paran > 1.

Demonstracao. Provaremos esta afirmagao mostrando que o ideal bilateral < M > de M, (D),
onde < M > é gerado por uma matriz nao nula, é o préprio M, (D). Para isso, vamos
considerar as matrizes E;; que tem 1 na sua ij-¢ésima posicao e 0 nas demais posi¢oes. Como
todo elemento de M, (D) pode ser escrito de forma tnica como combina¢ao D-linear desses
E;j, é suficiente mostrar que a matriz F;; €< M > para quaisquer 4, j. Nds temos a seguinte
relacao Ey; - By - Ej; = Ej para quaisquer indices ¢, j, k,[, assim ¢ suficiente mostrar que
um dos E;; esteja em < M >. Pois entao todos os outros estarao em < M > também.
Vamos escolher 7, 7 tais que a ij-ésima posicao de M nao seja zero e seja « o escalar nao-nulo
nesta posicao, entao a relagdo, a 'E; ME;; = E;j, nos garante que E;; €< M >, portanto

< M >= M,(D). O centro de M,,(D) sao as matrizes escalares que tem elementos de Z(D)

na diagonal e podemos concluir que a dlgebra M, (D) é entao simples central sobre Z(D). W

Como preparacao para o Teorema de Wedderburn iremos recordar alguns fatos da teoria

de médulos e também enunciar e demonstrar dois lemas importantes.

Definicao 2.3.3. Um A-mddulo a esquerda M # 0 € stmples quando o mesmo possui apenas

0 e M como A-submddulos a esquerda.

Observagao 2.3.1. Seja D uma k-dlgebra com divisao. Observamos que a D-dlgebra M, (D)
(n € N) € simples como D-dlgebra, mas nao € simples como D-espago vetorial a esquerda.
Logo, se A é uma k-dlgebra, uma A-dlgebra simples ndao € necessariamente simples como

A-mddulo.
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Observacao 2.3.2. Seja A um anel e M um mddulo a esquerda sobre este anel, entao
Ends(M) € um anel. Sua soma € definida por (¢ + )(m)=¢(m) +1(m) para todo m € M e
seu produto é a composi¢ao de fungoes usual e se A for uma k-dlgebra teremos que Enda(M)
serd uma dlgebra também. Quando A € uma k-dlgebra com divisdo, entao M é um espago
vetorial a esquerda sobre A, logo Enda (M) = M,(A), onde n € a dimensio de M sobre A.

Assim temos que M se torna um Enda(M)-mddulo a esquerda com a multiplica¢do definida

por ¢ - x = p(x) para todo ¢ € Ends(M) e x € M.

Lema 2.3.2. (Lema de Schur)
Se M uma A-mddulo simples sobre uma k-dlgebra A, entao Enda(M) é uma dlgebra com

divisao.

Demonstra¢ao. Para mostrar que Enda(M) é uma k-algebra de divisdo precisamos mostrar
que todo 0 # f € End,(M) possui inverso.

Seja entdao f : M — M um elemento de Ends(M), f # 0, logo ker f # M e Imf # 0. Ora
M é simples e niicleo e a imagem sao submédulos de M, assim o ker f = {0} e Imf = M,

portanto f é inversivel. [ |

Agora, sejam M um A-médulo a esquerda e D = Enda(M) o anel de endomorfismos. Pela
observacao 2.3.2, temos que M é naturalmente um D-modulo a esquerda, consideremos entao

o anel de endomorfismos Endp(M). Logo podemos definir a aplicagao

ar— (¢g: M — M)

r+—a-.

Esta aplicacao é bem-definida, pois ¢, é um D-homomorfismo de anéis: Com efeito seja v € M

entdao ¢ - ar = ¢(ax) = a - ¢(r) = a¢ - x, para todo x € M.

Lema 2.3.3. (Lema de Rieffel)

Sejam L # 0 um ideal a esquerda de uma k-dlgebra simples A, e D = Enda(L). Entao,

AL i A — Endp(L), definido acima, é um isomorfismo.

Demonstracao. O nicleo de A\, é um ideal bilateral de A, como A # 0 e A é simples o seu

nucleo ¢ trivial, portanto A ¢é injetiva.
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Para mostrar a sobrejetividade, vamos mostrar primeiro que Ap(L) é um ideal a esquerda
de Endp(L). Para ¢ € Endp(L) e l € L, entdo, temos que ¢Ar(L) é a aplicagdo que
leva x — ¢(lx), para todo x € L. A aplicagdo y — yx é um A-endomorfismos de L, ou
seja, um elemento de D, como ¢ é um D-endomorfismo, temos que ¢(lx) = ¢(I)z e assim
PAL(l) = Ar(9(1)).

Como L é um ideal a esquerda, entao o ideal LA é um ideal bilateral, logo, LA = A, pois A é
simples. Em particular temos que 1 = Y l;a; com [; € L, a; € A. Portanto para ¢ € Endp(L)
temos ¢ = goidy, = poAp(1) = po AL (D Lia;) =D poAr(l;)oAr(a;). Como Ar(L) é um ideal
a esquerda de End4(L), logo ¢ o Ap(l;) € A(L), entdo ¢ o Ap(l;) = Ap(l}) para algum I, € L.
Temos assim que ¢ = Y Ap(ll)oAp(a;) =Y Ap(ll-a;) e ¢ € A(A). Logo A\ é sobrejetiva. W

Teorema 2.3.1. (Teorema de Wedderburn)
Seja A uma k-dlgebra simples de dimensao finita. Temos que existe um inteiro n > 1 e uma
dlgebra de divisao D D k de tal modo que A seja isomorfa ao anel de matriz M, (D). Além

disso, a dlgebra com divisao D ¢ determinada unicamente, a menos de isomorfismo.

Demonstracao. Como A é de dimensao finita, toda cadeia descendente de ideais a esquerda
estabiliza. Seja L um ideal minimal a esquerda e portanto um A-modulo simples. Pelo
Lema de Schur D = End4(L) é uma algebra com divisdo e pelo Lema de Rieffel temos um
isomorfismo A = Endp(L), onde D = Enda(L). Pelo o exemplo 2.2 e da observacao 2.3.2
podemos concluir que Endp(L) é um espago vetorial, logo Endp(L) = M, (D), onde n é a
dimensao de L sobre D, portanto A = M, (D).

Para mostrar a unicidade tomemos D’ uma dlgebra com divisao tal que A = M, (D) = M,,(D")
onde m,n sao inteiros, e L um ideal minimal de A, logo temos D™ = L = D™ pois os ideais
minimais de M, (D) sdo precisamente as matrizes que tém entradas nao nulas em exatamente

uma coluna (ver [6] exemplo 2.1.4), assim

!

D = EndA(D") = End(L) & Enda(D™) 2 D

Corolario 2.3.1. Se k é um corpo algebricamente fechado, entdo cada k-dlgebra simples cen-

tral é isomorfa a M, (k), para algum n > 1.

Demonstracdo. Seja A uma k-algebra simples central, pelo teorema de Wedderburn temos que
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A = M, (D) para alguma k-algebra de divisdo D, portanto resta provar que D = k. Sejad € D,
o conjunto {1,d, d?, ...} é linearmente dependente sobre k. Logo existe um polinémio p(x) com
coeficientes em k tal que p(d) = 0, isto é, d é algébrico sobre k. Como k é algebricamente

fechado, d € k, assim D = k. [ |

2.3.1 Corpos de decomposicao

Nesta se¢ao sera apresentada uma caracterizagao de dlgebras simples centrais trivializada por
uma extensao finita separavel K/k do corpo k. Deste modo iremos caracterizar & mesma como

uma matriz de ordem n X n com coeficientes nessa extensao K.

Lema 2.3.4. Sejam A uma k-dlgebra, M,(A) a dlgebra das matrizes com coeficientes em A

e M, (k) a dlgebra das matrizes n x n sobre k. Entao M,(A) = A @y M, (k).

Demonstragdo. Sejam E;; as matrizes unitarias de M, (k), podemos escrever todos os elemen-
tos de M,,(A) (pela adjuncao de uma unidade caso seja necessério), de maneira tinica como

> aijE;;, a;; € A. Como consequéncia temos que a aplicagao
M,(A) — A ®, M, (k)
> aijEij — Y ai; @ Eij;
¢ um isomorfismo. [ |

Observacao 2.3.3. Um resultado importante é quando tivermos A uma k-dlgebra simples e

B uma k-dlgebra arbitraria com unidade, vai existir sempre uma aplica¢ao biunivoca

Il—>A®kI,

onde I € um ideal de B ¢ A®y, I ideal de A ®y B, para mais detalhes ver [3] teorema 28.1.

Definicao 2.3.4. Seja A uma k-dlgebra e B uma k-subdlgebra de A, chamamos conjunto

Ca(B)={ala-b=0b-a,Vbe B} de centralizador de A em B.

O centralizador de A em B é uma k-subdlgebra da k-dlgebra A. Quando A for simples

podemos afirmar que o centralizador coincide com o centro de A, ou seja, C4(A) = Z(A).
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Os seguintes lemas serao importantes para podermos mostrar que a propriedade de ser uma
algebra simples central sobre um corpo é estavel em relagao a extensoes de escalares a extensoes

finitas de corpos.

Lema 2.3.5. Para todos A, A’ k-subdlgebras e B, B'suas k-subdlgebras respectivamente, temos
que:

CA@kA/(B Rk B/) = CA<B) Rk CA/(B/).

Demonstragao. = Tomemos u € Cyg,a(B ® B'), faremos v = ) a; ® a} onde a; e a] sdo

linearmente independente sobre o corpo k. Para todo b € B, temos:
u-(b@pl)=0b®l) u=u- (b®1)—(b®;l) - u=0=

:><Zai®ka;)<b®k — (b®x 1) <Zaz®ka>_0:>
:>Zal —ba;) Rk a;, =0

e sendo a; linearmente independente sobre k temos que a; € Cyu(B) para todos a; € A.
Analisando similarmente para todo b' € B" obtemos a, € Ca/(B’), logo u € Ca(B) ®; Ca(B').
Assim, Cug, a/(B ®y B") C Ca(B) @ Car(B').

< Agora tomemos y € Cy(B) @, Ca(B'), y = a®; a' tal que b-a =a-b paratodob € B e
b -a' =ad -V paratodo b € B'. Assim, y- (b®y V) = (a @, d) (bR V) = (a-b) @ (a' - V) =
(b-a)@p (- -ad)=0bV) (a®rd)=(bRl) y portanto y € Cag, a(B Q) B')

Assim Cy(B) @i Ca(B') C Cpg,a (B @y B').

Com isso temos o resultado. [ |

Se A e B forem k-algebras simples uma consequéncia imediata do lema anterior sera o
isomorfismo

Z(A®y, B) = Z(A) @ Z(B).

Lema 2.3.6. Sejam A uma k-dlgebra de dimensao finita e K/k uma extensao finita de corpos.

Entao A € uma k-dlgebra simples central se, e somente se, A®y K ¢é central simples sobre K.

Demonstracdo. = Suporemos que A seja uma k-dlgebra simples centrais e usando o lema
anterior, temos:

ZApy K)=Z(A)x Z(K) =k @y K = K
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e assim provamos que A ®; K é central sobre K. Agora mostraremos que é simples e assim:
A K= M,(D)®r K= (D, M,(k)) @, K= M,(D®, K)=M,(K)®k (D K)

e com isso temos que A ®; K ¢é simples. Assim temos que A ®; K é simples central.

< Agora suporemos que A ®; K seja simples central e assim:
kor K=K=Z(A®y K)=Z(A) @ K

e assim obtemos que Z(A) = k e consequentemente vemos que A é central. Agora iremos
supor que I seja um ideal nao trivial de A e assim teremos que A ®;, I é um ideal nao trivial
de A®; B o que é uma contradicao, pois por hipdtese é simples e assim temos que A é simples

também. ]

O préximo lema irda mostrar que a propriedade de ser uma algebra simples central sobre um
corpo ¢ estavel em relacao a extensoes de escalares a extensoes finitas de corpos e assim pode-
mos provar uma caracterizacao alternativa de dlgebras simples centrais: elas sao exatamente
as algebras que se tornam isomorfas a uma algebra de matrizes apds extensao dos escalares a

uma extensao de corpos de grau finito.

Teorema 2.3.2. Seja k um corpo e A uma k-dlgebra de dimensao finita. A dlgebra A €
simples central sobre k se, e somente se, existirem inteiros n > 1, e uma extensao finita de

corpos K/k para a qual A ®y, K = M, (K).

Demonstracio. = Supomos que A é uma k-dlgebra simples central. Seja k (um) fecho
algébrico de k, pelo lema 2.3.6 temos que A ® k é simples central e pelo corolario 2.3.1
A @i k = M, (k) para algum n. Como k é um fecho algébrico temos k = |J K;, onde os K;
sao extensoes finitas de k para todo 7. Assim para cada dessas extensoes finitas K; temos que
K; C k e esta inclusao nos induz a uma aplicacio injetiva A ®, K — A ®y, k, dai segue que
A@pk =JA®; K;. Sejam ey, ...,e,2 € A®y, k as pré-imagens dos elementos da base padrao
de M, (k) pelo isomorfismo A ®; k = M, (k). Para cada i, j € {1,...,n?} podemos escrever:

n2
€i€; = E Qi Cl,s
k=1
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para certos a;j; € k. Escolhemos agora uma extensao finita K de k, suficientemente grande,
que contém todos os a;ji e que é tal que ey, ..., e,2 € A®; K. Entao, obtemos um isomorfismo
A K= M,(K).

< Supomos A @ K = M,(K). Temos Z(A Qi K) = Z(M,(K)) = K e assim A ®; K é

simples central e portanto pelo lema anterior temos que A é simples central sobre k. [ |

Obtemos logo:

Corolario 2.3.2. Se A ¢ uma k-dlgebra simples central, a sua dimensao sobre k € um qua-

drado.

Demonstracdo. Seja k um fecho algébrico de k, pelo teorema 2.3.2 A = A ®;, k é uma &lgebra

simples central sobre k. Como k é algebricamente fechado, segue que A = M, (k), logo,

dimg(A) = dimgz(A) = n?. |

A partir desse coroldrio podemos definir o grau de uma algebra simples central.

Definigao 2.3.5. Uma extensdo de corpos K/k para a qual A @y K = M, (K) para n inteiro
adequado € conhecida como corpo de decomposicao de A. Também podemos dizer que A
se cinde sobre K ou que K cinde A. O numero inteiro v/dimy A é chamado de grau de A, e
¢ denotado deg(A).

Agora iremos enunciar o seguinte teorema de Noether e Kothe que sera de fundamental

importancia para o resultado a ser obtido neste trabalho.

Teorema 2.3.3. (Noether, Kithe)

Toda k-dlgebra simples central tem um corpo de decomposicao que é separdavel sobre k.

Demonstracao. A demonstragao desse teorema necessita de alguns argumentos da geometria

algébrica, para mais detalhes ver [6] proposigao 2.2.5. [ |

Chegamos agora no resultado principal desta secao. Este resultado nos permitira aplicar
toda a teoria da cohomologia galoisiana do segundo capitulo ao estudo de algebras simples

centrais. Relembramos a definicao do grupo de Galois de uma extensao de corpos:



CAPITULO 2. ALGEBRAS SIMPLES CENTRAIS 16

Definicao 2.3.6. Seja K/k uma extensdo finita, normal e separdvel de corpos, entdo o con-
Junto

Auty(K) ={o: K — K;olx(a) = a},
onde o € isomorfismo de corpos, € chamado de grupo de Galois de K sobre k.

Corolario 2.3.3. Uma k-dlgebra A de dimensao finita € uma dlgebra simples central se, e

somente se existir um inteiro n > 0 e uma extensao galoisiana finita de corpos K/k para a

qual A ®p K = M, (K).

Demonstracao. Como A é uma k-dlgebra de dimensao finita que é simples central, temos pelo

teorema 2.3.2 que existem n > 1 inteiro e uma extensao finita de corpo K/k onde

A K = M,(K).

Agora pela proposicao 2.3.3 nés podemos escolher uma tal extensao que é separdavel. Como

esta extensao é finita e separdvel ela pode ser estendida a uma extensao galoisiana. [

2.3.2 O indice de uma algebra simples central

Para podermos chegar ao resultado desejado neste trabalho precisamos definir o indice de

uma algebra simples central e alguns resultados importantes obtidos a partir dela.

Definigao 2.3.7. Seja A uma k-dlgebra. A dlgebra oposta AP de A € a k-dlgebra, que tem
A como k-espaco vetorial subjacente e onde o produto esta dado por y-x = x -4y, onde -4

denota o produto em A.

Quando uma &lgebra A é central simples sobre um corpo k, entao a sua algebra oposta

A°P também o sera.

Observagao 2.3.4. Definimos uma aplica¢ao k-linear A ®y A’ — Endy(A) ndo nula que
associa o endomorfismo k-linear xt — > a; - x - b; a um elemento do tipo Y a; @ b;. Temos
pelo fato de A ®y AP ser simples que esta aplicacdo € injetiva e observando suas dimensoes

também € sobrejetiva, logo A @y AP = End(A).
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Definicao 2.3.8. Seja A uma dlgebra simples central sobre um corpo k e D uma dlgebra com

divisao sobre k tal que A = M, (D). Entdo, chamamos o indice de A o grau de D, assim:

indy(A) = deg(D).

Proposicao 2.3.1. Seja D uma k-dlgebra com divisao. Se D contém um subcorpo K cujo

grau € o indice de D, ou seja, deg(K) = ind(D), entao, D é cindida sobre K.

Demonstracao. Seja D a k-algebra oposta da k-algebra com divisao D e usando a observagao
2.3 temos que D ®; D = Endi(D). Sendo K como da nossa hipdtese e o fato de ser
comutativo temos que se K C D = K C D. Consequentemente como D ®; D é simples
temos que D ®; K é simples também e assim a aplicagao f : D ®; K — Endy(D) é injetiva.
Sendo D um K-espago vetorial a direita temos através da multiplicacao por elementos de K
que a imagem de f cai dentro de Endg (D). Como D é um K-espago vetorial, entdo temos
que Endg (D) = M, (K), com n = indy(D), em particular Endg (D) tem dimensao n? sobre
K. Por outro lado, temos dimg (D ® K) = dimy,(D) = n?, e sendo assim f é um isomorfismo

e portanto K é um corpo de decomposicao para D. [ |

Provaremos agora uma proposicao que nos sera tutil no capitulo em que falaremos sobre o
Teorema de Brauer que é o objetivo deste nosso trabalho. Esta proposicao pode ser considerada
uma refinamento do teorema de 2.3.3, pois ela nos diz que, para uma k-algebra simples central
A, nao sé é possivel encontrar uma extensao separdvel K/k que cinde A, mas é possivel
encontrar uma tal extensdo K/k de grau ind(A) e tal que K C A. O seguinte lema usa o
nocao de polinomio caracteristico reduzido, para a definicao deste polindmio veja a discussao

depois de [6], prop. 4.5.4.

Lema 2.3.7. Seja A uma k-dlgebra simples central que € cindida pela extensdo separdvel K/k
de grau indg(A). Podemos encontrar um a € A tal que seu polinomio caracteristico reduzido

P,(T) € k[T] tenha raizes distintas.

Demonstra¢ao. Assim como o teorema de 2.3.3, a demonstracao deste lema necessita alguns

fatos da geometria algébrica. A prova pode ser encontrada em [6], cap. 4, lema 4.5.5. [

Proposicao 2.3.2. Toda k-dlgebra simples central A € cindida por uma extensao separdvel

K/k de grau ind(A). Além disso, tal K pode ser encontrado entre as k-subdlgebras de A.
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Demonstracao. Usando o teorema de Wedderburn podemos assumir que A é uma &lgebra
com divisao e usando o lema 2.3.7 podemos encontrar um a € A de maneira que P,(T") tenha
raizes distintas no fecho algébrico. Segue imediatamente que o anel K = k[T]/(FP,(T)) é uma
extensao separavel de k. Portanto, o homomorfismo k[T] — A que associa a € A a um
polinémio caracteristico com raizes distintas faz com que K se torne um subcorpo em A que
é de grau degP,(T) = degy(A) = indy(A) sobre k, pelo fato de A ser uma algebra de divisao

e usando a proposicao 2.3.1 temos o nosso resultado. |

2.4 O grupo de Brauer

Nesta secao definimos o grupo de Brauer, que nos ajudara a classificar algebra centrais

simples que é o objeto central deste trabalho.

Proposicao 2.4.1. Para um corpo k, todos os automorfismos de anéis de matrizes M, (k)

sdo internos, isto é, sao dados pela aplicacgo M — CMC™! para alguma matriz inversivel

C e M,(k).

Demonstragao. Considere o ideal a esquerda minimal I; = [m;;] tal que m;; = 0 se j # 1
e seja A € Aut(M,(k)). Se necessirio conjugamos A por uma matriz adequada e podemos
assumir que A(/;) = I;. Temos um isomorfismo I; = k™ de k-espagos vetoriais, assim A induz
um automorfismo de k". Esse automorfismo ¢ dado por uma matriz inversivel C'. Nos temos
que para toda matriz M € M, (k), o endomorfismo de k™ definido na base candénica por A(M)

é a matriz CMC™!, e o lema segue. [ |

Corolario 2.4.1. O grupo de automorfismos de M, (k) € o grupo linear projetivo geral PG L, (k).

Demonstragao. Existe um homomorfismo natural GL, (k) — Aut(M,(k)) que leva C' €
GL, (k) aum automorfismo A — C' AC~!. Pelo lema anterior este automorfismo ¢ sobrejetivo

e seu nucleo é o centro de GL,(k), isto é, o subgrupo de matrizes escalares. [ |

Antes de prosseguir lembramos um fato sobre anéis de matrizes.

Lema 2.4.1. Sejam M, (k) e M,,(k) duas dlgebras de matrizes sobre k, temos que

M, (k) ®j My (k) = My, (k).
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Demonstragao. Tomemos as bases E;j e Fyy (onde i,j =1,...,n er,l =1,...,m) de matrizes
elementares de M, (k) e M,, (k) respectivamente. Claramente E;; ® F,; é matriz elementar de

M, (k). Com isso obtemos o isomorfismo

My (k) @ My, (k)—— M, (K)
(Eij, Fr) — B @ Fy;

e portanto temos M, (k) @k My, (k) = My (k). |

Lema 2.4.2. Se A e B sao k-dlgebras simples centrais que se cindem sobre K, entao A ®; B

também é uma k-dlgebra simples central que se cinde sobre K.

Demonstracao. Como A e B se cindem sobre K, temos que existem n,m inteiros positivos
tais que A®y K = M,(K) e B®y K = M,,(K).
Agora:

(A®p K) @ (B, K) = (A®g B) @ K (2.1)

E por outro lado, temos:
(A®y K) @ (B@g K) = My(K) @ My (K) = My (K) (2.2)

Logo temos que

(A®g B) @k K = M (K)
e assim temos que A ®; B se cinde sobre K. [

Definicao 2.4.1. Sejam A e B duas dlgebras simples centrais sobre k tais que A = M, (D)
e B= Mm(D/). Dizemos que A e B sio similares, quando D e D' sio isomorfas, ou seja,

A~ B DD Isso é uma relacio de equivaléncia.

Definigao 2.4.2. O conjunto de Brauer de k, denotado por Br(k), é o conjunto das classes
de equivaléncia das dlgebras simples centrais sobre k para a relagdo ~. Denotaremos por [A]

a classe de equivaléncia de A.

Definigao 2.4.3. Seja K/k uma extensao de corpos. O conjunto das classes de dlgebras
centrais sobre k que se cindem sobre K formam um subconjunto de Br(k), denotado por

Br(K/k).
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Lema 2.4.3. Sejam A e B dlgebras simples centrais. Entado A ~ B se, e somente se, existirem

mnteiros positivos r e s tais que
A®y M.(k) = B®y, My(k).

Demonstracao. Sabemos pelo teorema de Wedderburn que existem inteiros positivos m, n tais
A= M,(D)e B = M,(D")onde D e D sio algebras centrais com divisdo e sabemos também
que M,(D) = D @ M,(k) e M,,,(D") = D" @, M,,(k).

= Supomos primeiro que A ~ B. Entao D = D’'. Logo A ®y M,,(k) = M, (D) Qi M,,(k)
D@y My, (k) @k My (k) = DRy My (k) @ My (k) = D' @3 My (k) @5 My (k) 2= My, (D) @3, Mo (k)
B @i M, (k).

« Agora supomos que A®;, M, (k) = B®y My(k) = M,(D)®; M,(k) = M,,(D")®; M(k) =
D@y My (k) @5, M, (k) = D' @i My, (k) @ My(k) = D@k My (k) =2 D' @5 Mys(k) = M, (D) =
Mms(D/) e pelo teorema de Wedderburn temos que D = D’ e por tanto A ~ B.

I

I

Corolario 2.4.2. Se A~ A" e B~ B’ entio A®, B~ A ®;, B'.

Demonstracio. Se A ~ A’ ¢ B ~ B entdo pelo lema 2.4.3 existem inteiros positivos rq, 1, 72, So
tais que

A ®p M, (k) = A" @ M,, (k) (2.3)

B ®y, M,,(k) = B @, M, (k) (2.4)

onde entao fazendo produtos tensorial entre (2.3) e (2.4) temos A ®y, M., (k) @k B Ry, M,, (k) =
A" @ M, (k) @ B @) My, (k) = (A®y, B) @k My, (k) My, (k) = (A" @ B') @5 My, (k) M, (k) =
(A®y, B) @1, M,,,, (k) = (A" @), B") @ M,,,,(k) e com isso temos que A®, B~ A @, B. B

Gragas a este corolario podemos definir uma operagao em Br(k) da seguinte forma:
[A][B] = [A @ BJ.

Proposicao 2.4.2. O conjunto Br(k) munido com a opera¢ao do produto acima é um grupo

abeliano, chamada o grupo de Brauer.
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Demonstracao. As propriedades associativa e comutativa seguem de imediato das propriedades
do produto tensorial.

A classe de k é o elemento neutro e classe de A°? é o elemento simétrico de A. Com efeito,
pela observacao 2.3.4 temos um isomorfismo A®j A? = End,(A) e Endi(A) = M, (k). Assim

o conjunto Br(k) é um grupo abeliano com o produto acima definido. [ |

Corolario 2.4.3. O conjunto Br(K/k) é um subgrupo de Br(k).

Demonstragao. (1) Sejam A e B dlgebras que se cindem sobre K, entdo o lema 2.4.2 garante
que A ®; B também se cinde sobre o corpo K, logo temos que [A][B] = [A ® B] é fechado
para operagao em Br(K/k).

(2) Como A se cinde sobre K, temos que A% também se cinde sobre K. |

Proposicao 2.4.3. Se ¢ : k — K € um homomorfismo de corpos, entdo obtemos um homo-

morfismo Br(y) : Br(k) — Br(K) de grupos abelianos.

Demonstracao. Seja ¢ : k — K um morfismo de corpos. Vamos definir uma aplicagao
Br(y) : Br(k) — Br(K) por Br(y)([A]) = [A ® K] onde a proposigao 2.9 e corolério 2.6
garantem a boa defini¢do. Agora, vamos mostrar que Br(y) é um homomorfismo de grupos

abelianos,assim:

Br(e)([A][B]) = Br(e)([A @k B]) = [(A @ B) @ K] = [(A®x B) @ (K @k K)] =

= [A K@k K@ B] = [(A®: K) @k (B K)] = [A@e K][B@y K] = Br(p)([A]) Br(e)([B]).
Portanto Br(y) é um homomorfismo de grupos abelianos como queriamos demonstrar. [ |

Exemplo 2.4.1. Br(C) = 0, pois C € algebricamente fechado. De forma mais geral, para

todo corpo algebricamente fechado k = k, nés temos Br(k) = 0.

Exemplo 2.4.2. Br(R) = {[R], [H]} = Z,, onde H € a dlgebra de quatérnios de Hamilton da
definicao 2.2.1.

Exemplo 2.4.3. Br(F,) = 0, onde p € primo. De forma geral, se k é corpo finito entdo
Br(k) = 0.
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Exemplo 2.4.4. Seja k uma extensdao finita de Q, i.e. um corpo global. Pelo teorema de

Brauer-Hasse-Noether temos uma sequéncia exata:
0 — Br(k) — € Br(k,) — Q/Z — 0,

onde v percorre todos os lugares (finitos e infinitos) de k. Se k = Q, esta sequéncia tem a

sequinte forma:

0 — Br(Q) — Z/2 x PHQ/Z — Q/Z — 0,

p

onde p percorre os primos de 7.

Definicao 2.4.4. Chamamos de periodo de uma k-dlgebra simples central A a ordem do

elemento [A] no grupo de Brauer:

peri(A) = o([A])

Nesse trabalho mostraremos, que este periodo é sempre finito e que para uma algebra
simples central o indice sempre divide o periodo. Para poder avancar precisamos algumas

técnicas da cohomologia galoisiana que apresentaremos nos préximos capitulos.



Capitulo 3

Cohomologia de Grupos

Neste capitulo apresentaremos a teoria da cohomologia galoisiana. Assim poderemos iden-
tificar o grupo de Brauer com um grupo de cohomologia desta teoria. Observamos que o
grupo de Galois de uma extensdo K/k é completamente determinado pelos grupos de Galois
das extensoes finitas de L/k, onde L C K.

Como veremos, um grupo que é determinado desta maneira pelos seus quocientes finitos é

chamado um grupo profinito. As referéncias principais para este capitulo sao [6] e [9].

3.1 Grupos profinitos

Primeiro lembramos a definigao de um grupo topolégico:
Definicao 3.1.1. Seja G um grupo, cujo conjunto subjacente se encontra munido de um

topologia. Dizemos que G é um grupo topolégico quando as aplicacoes:

p:GxGE—G p:G— G
(9,h) — gh h+— h!

sao continuas. Um homomorfismos de grupos topolégicos é um homomorfismo de grupos que

€ ao mesmo tempo um homeomorfismo de espacos topolégicos.

Antes de podermos definir o que é um grupo profinito precisamos definir as nocoes de

23
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conjunto dirigido, de sistema inverso e limite inverso. Em algumas publicagoes, sistemas

e limites inversos sao chamados de sistemas e limites projetivos.

s

Definicao 3.1.2. Sejam A um conjunto ndo vazio e < uma relagdo, entao (A, <) € um
conjunto dirigido, quando:

Para todo o € A, entio o < . (Reflexividade)

Para todos a, B € A se a < B e f <« entao aw = 3. (Anti-simetria)

Para todos o, B,0 € A sea < e <o entao a < . (Transitividade)

Para todos o, B € A existe X € A tal que a < X\ e f < \. (Ezisténcia de um limite superior)

Seja (Go)aeca uma familia de grupo topoldgicos indexada por um conjunto dirigido (A, <)

e {¢ap : Gg —> Gata<p uma familia de homomorfismos continuos, temos:

Definicao 3.1.3. Nds dizemos que (Ga, pap)s € um sistema inverso (ou projetivo)

quando para todo o, B,y € A o diagrama

)

a3 Ga
O
G’Y

¢ comutalivo, ou seja, P, © Pog = Pya € Paa = idg

Gg

o

Seja G um grupo topolégico e {¥, : G — G, }aep uma familia de morfismos entre grupos
topolégicos. Esta é dita compativel ao sistema inverso (G,, ¢.s)a de grupos topoldgicos

quando

seja comutativo para todo a < f3.

Definicao 3.1.4. Um limite inverso (ou projetivo) (G,p,) de um sistema inverso (ou
projetivo) (Ga, Pag)a de grupos topoldgicos é um grupo topoldgico G com uma familia com-
pativel {po 1 G — Golaen satisfazendo a sequinte propriedade universal: Para cada grupo
topolégico G' e para cada uma familia compativel {1, : G' — Golaen eziste uma inica

aplicacao continua ® : G' — G tal que o diagrama a sequir comuta para todos o < 3 € A.



CAPITULO 3. COHOMOLOGIA DE GRUPOS 25

G/
l‘l’
¥ I Ya
/d) X
Gy o G

Proposicao 3.1.1. O limite inverso de um sistema inverso existe e € unico a menos de

isomorfismo.

Demonstragao. Seja (Gq, ¢ap)s um sistema inverso de grupos topolégicos. Provemos primeiro
a existéncia de forma construtiva. Formamos o produto infinito [[ G, e consideremos o sub-
conjunto G C [] G, formado de elementos (g))rea tais que, se)\ZAS B, entdao ¢as(9s) = Ya,
onde a, 8 € A./\ij)xara cada a € A temos morfismos ¢, : G — [[ G\ — G4, onde o primeiro
¢é simplesmente a inclusao e o segundo a projecao para o fator é\?a. Entao é possivel verificar
que (G, pq)a é um limite inverso. Mostremos agora a unicidade. Para isso tomemos (G, @q)a
e (G, 14)a dois limites inversos (ou projetivos) de (Ga, ¢as)a. Usando o fato que (G, @q)a é
um limite inverso e o fato que (G’, 1, )x uma familia compativel, vemos que existe uma tnica
aplicacao ® : G’ — G tal que @, o ® = 1), para todo o € A.

Agora usando o fato que (G',19,)a é também limite inverso e que (G, ¢, ) uma familia com-
pativel, existe também uma tnica aplicacao ¥ : G — G’ tal que ¥, o ¥ = ¢, para todo
a € A.

Logo ®oV : G — Gep,0PoV¥ =1,0V¥ = ¢, para todos a € A. Além disso p, 0idg = pq,
para todo a € A. Assim ® oWV = idgs gracas a unicidade de ® e ¥. Analogamente Vo ® = id¢

e assim mostramos a unicidade do limite inverso. [ |

Observacao 3.1.1. A nocdo de limite inverso existe de forma mais geral em qualquer ca-
tegoria. Por exemplo na categoria dos conjuntos podemos reencontrar a simples interse¢ao
entre conjuntos construida como limite inverso. Porém para os nossos fins nos limitamos a

categoria dos espacos topologicos.

Definicao 3.1.5. Dizemos que uma grupo G é um grupo profinito quando for isomorfo a
um limite inverso, ou seja:

G 2 1limG,,
—A
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para um sistema inverso (Ga, ¢af))a, onde Gq € finito para todo o € A.

Lembramos a definicao de topologia discreta:

Definicao 3.1.6. Seja X um conjunto munido de uma topologia. Dizemos esta topologia é

discreta quando todos os subconjuntos de X sao abertos.

Exemplo 3.1.1. Consideremos o conjunto dirigido (Z,>), com m > n se, e somente se, n
divide m, para cada m,n € Z. Nos definiremos G,, = Z/mZ, munido topologia discreta, e

consideremos as projecoes naturais

fom : Z/mZ — Z/nZ

r+mZ+— r+ ni,

que sdo bem definidos no caso em que n | m e observando o diagrama abaizo

G = Z/mZ fum G, = Z/nZ

G, =1Z/pZ

verificamos que € comutativo para todos m,n,p € Z e p divide n e n divide m. Assim
(G faum)z € um sistema inverso. O seu limite inverso € o grupo Z = limZ Z/mZ, munido
—me

pela topologia induzida pela topologia discreta de cada um dos Z/mZ.

Exemplo 3.1.2. Seja p um numero primo. Consideremos agora I = N munido da ordem
usual. Definimos G, = Z/p"Z, n € N, dotado da topologia discreta e consideremos as
projecoes naturais

fon : 20" 7 — Z)p" 7

que sao bem definidas no caso m < n. Portanto, (G, fmn)n € um sistema inverso e o seu

limite inverso é Z, = limZ Z/p"Z.
—me

Agora seja Gal(K/k) o grupo de Galois de uma extensao de corpos K/k. Chamaremos E
o conjunto de todas as extensoes intermediarias finitas L,/k, a € I, entdo (£, C) forma um
conjunto dirigido. No mais, cada um dos grupos Gal(L,/k) pode ser munido da topologia

discreta. Para duas extensoes L,/k e Lg/k, consideremos os homomorfismos naturais:
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Yap : Gal(Lg/k) — Gal(Ly/k)

or— 0ol

Obtemos um sistema inverso de grupos topoldgicos:

{ap : Gal(Lg/k) — Gal(La/k)}LacLy-

Além disso, verifica-se que a familia dos homomorfismos continuos canonicos de restricao
{pa : Gal(K/k) — Gal(La/k)}L,er ¢ compativel com este sistema inverso, pois o seguinte

digrama comuta para todo «, § tais que L, C Lg:

Gal(Lg/k) ol Gal(La/k)

Gal(K k)

A partir das aplicagoes restrigoes acima, obtemos um homomorfismo de grupos

0:Gal(K/k) — [] Gal(La/k).

L.€eFE

A imagem de # estd contida em lle Gal(Lg, k), pois:
—La€E

Pap(TL(0(0)) = $ap(0r.) = 0lr, = 7L, (0(0)),

onde mr, : [] Gal(Lo/k) — Gal(Lg/k), para B € A é a aplicacao projecao. Nao é dificil
Lo€E

verificar que 0 é um isomorfismo e a partir disso concluimos que
Gal(K/k) = lim Gal(L,/k),
+—FE

logo Gal(K/k) é um grupo profinito.

Observacao 3.1.2. E possivel provar que todo grupo profinito € o grupo de Galois de alguma

extensao de corpos, vide Waterhouse [10].
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3.2 Cohomologia Galoisiana

Neste secao desenvolveremos a teoria da Cohomologia Galoisiana, que é a cohomologia do

grupo de Galois Gal(K/k) sendo visto como um grupo profinito.

Definicao 3.2.1. Seja (G, -) um grupo profinito, dizemos que o par (A, *) é um G-mddulo,

se A é um grupo abeliano, munido da topologia discreta e se x € uma a¢do continua, isto €é:

x:GxA— A

(9,a) — g *xa

¢ uma aplica¢do continua e para todos, g,4' € G e a,a’ € A, que satisfaz as condigoes:

(1) (9-9") xa=gx(g *a)
(2) gx(a+d)=gxa+gx*a.
(3) 1xa=a.

Definicao 3.2.2. Uma aplicagio ¢ : A — B é um G-homomorfismo entre os G-maodulos

A e B, quando for um homomorfismo de grupos abelianos compativel com a G-a¢ao, ou seja,
p(ga) = gp(a)Vg € G; Va € A.

Dizemos que ¢ : A — B é um morfismo de G-mddulos se o mesmo for um G-homomorfismo

continuo. Chamaremos de D¢g a categoria de todos os G-mddulos.

Para todo n > 0, G™ sera o produto de n cépias de G, munido da topologia produto e para
cada A € Dg, definiremos C™"(G, A) = {¢|p : G" — A} o conjunto de todas as fungoes

continuas ¢ : G" — A, e colocaremos uma soma em C"(G, A), tal que:

@ O"(G, A) x C™(G, A) — C"(G, A)

(0, ¢ ) — @ ¢

onde ¢ @ ¢ esta definida como segue

DY  G"— A
z— @(r) + ¢'(2)
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O conjunto (C™(G, A),®) formam um grupo abeliano.

Observagao 3.2.1. Se h : A — A’ for um morfismo em D¢, entdao ele determina homomor-

fismo de grupos abelianos da sequinte forma:

Cc"(G,h): C"(G,A) — C"(G,A)
p+—> hop.

ou seja:

G2 A .

cn(a@(@% lh

A/

Através dessa defini¢ao é possivel notar que C"(G, —) é um funtor que tem como dominio

a categoria D¢ e como contra-dominio a categoria Ab de grupos abelianos.

Proposicao 3.2.1. Se 0 AL.p_2¢ C 0 € uma sequencia exata de G-maodulos.
Entao, a sequencia O—>C”(G,A)L>C’"(G, B)LC”(G, C)——=0 ¢ ezata, tal que
ff=C"G, f) eg :=C"G,g).

Demonstracao. Injetividade de f*:

Como f # 0 é injetiva temos que possui uma inversa pela esquerda, assim:

)= (¢)=fop=[fop =p=¢" - [éinjetiva.

Imf* = Kerg*:

Seja (g7 o [*)() = g"(f*(¢)) = g"(po ) = (po flog=wo(fog)=pol=0,logo temos
que Imf* C Kerg*. Agora, seja ¢ € Kerg* entao ¢(x) € Kerg = ¢(x) € Imf pela exatidao
da sequencia da nossa hipdtese. Assim, tomemos ¢(x) = f(a,) para um tnico a, € A (pois f
é injetiva). Assim, temos que p(z) € Imf*, logo, Kerg* C Imf* e portanto Imf* = Kerg*.
Sobrejetividade de g*:

Seja ¢ € C™(G,C), logo, temos que para todo x € G™ existe b € B tal que ¢(b) = g(z). A
partir desta escolha podemos definir a seguinte aplicacdo @' : G* — B, onde, x — b,, tal
que @({b.}) = 0 se b # Im(p) e sendo assim o' ({@(x)}) = &' ({g(b.)}), logo temos que
p € C"(G, B) e portanto g* é sobrejetiva. [ |

Definicao 3.2.3. Definiremos a aplicag¢ao de diferencial para n > 0

o C"(G, A) — C™(G, A)
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mediante a sequinte a formula

angp(gla 92, --5 gn, gn—i—l) =

n+1

= 91(10(927 <oy Gnsy gn+1) + Z(_l)r(p(gla s GrGr+1, Gr425 - gn+1) + (_1) 90(91, sy gn)

r=1

Onde para n = 0 definiremos 0%p(g1) = g1p — .

Lema 3.2.1. A aplicagao diferencial 0" : C"(G, A) — C""Y(G, A) € um homomorfismo de

grupos.

Demonstragao. 0" (@ @ V) (g1, -y Gnr1)

n

= g1 DY) (g2, s Gns1) + 2 (=) (@B V) (G1s oy GrGrs1s s Gng1) + (1) (@ DY) (g1, - gn)

r=1
n

= 9190(92, s Inr1) + 919(92, s Gnr1) + Do (1) () (g1, s GrGrs1s o, Gnt1)

r=1

n

+ Z(_l)r(w)(glv ces Grgr+1, --'7gn+1) + (_1)n+1(p(gla 7971) + (_1)n+1,¢}(917 7gn)

r=1

= (0™(p) ® 0™ () (g1, -+ In41)-

Proposicao 3.2.2. A sequéncia de homomorfismos de grupos
(@, A) 7= CH(G, A) = CHG, A) — -
— "N, A) T (G, A) 2 (G A) ——

¢ um complexo de cadeias, isto €, 0" o 0"~ =0, para todo n > 1.

Demonstracao. Primeiro mostramos para n = 1, assim:

(0" 0 0°0)(g1,92) = 91((0°9)(g2)) — (3°0)(g192) + (%) (g1)
= g1(g20 — ) — (1920 — ) + (10 — ¥)
= 01920 — 19 — G1gep + o+ g1 — @
=0
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Logo (9" 0 0°¢)(g1,g2) = 0.
Agora mostramos para n > 1:

(0" 0 0" ') (g1, s Gnt1)

=91((3"‘1@(92,-.-,gn+1)+2nf(3” L) (=) (g1, -or GrGrt1s oo Gt ) H(=1)" (0" ) (g1, .., Gn)

r=1
= 9192(90(937.--,gn+1))+22 D g1((g2, s GrGri1s ooy Gni1)) + (=1)"g1(0) (92, -5 gn)
—(3"’1)(91792,93,---,gn)+§(—1)’”(3”’190)(91,---,grgm,---,gn+1)+(—1)”“91(90(92,---,gn)))

+(=1)""(=1)p(g192, g3+ s Gn) + (—1)" T ;(—1)7"90(91, s GrGrt1s s Gn)

(=)™ (=1)"0(g1s o Gn-1)

- 9192(90(93, "'7g'ﬂ+1)) + Z( ) (90(927 oy Gr9r+1, -~~7gn+1>> + (_1)ngl(<10(927 7gn)>

—9192(90(93, ey 9n+1)) + 90(919293, g4, ---79n+1) - 23(_1)#180(9292, s GrGr41y ooy gn+1>

—(=1)"@(9192: 93, -+, Gnt1) + ZQ(—l)’"gl(so(gz, ooy GrGrts oo Ont1))

+(=1)*(=1)¢(919293: 94 - Gn1) + 2 (=1)" (=1)2(g192, -5 GrGr+1, > Gnt1)

r=3

2( ) Z( ) (gla' '7glgl+17"'7gr’gr+17"'7gn+1)

n - n—1

23< ) ( ) @(glu coos Gr—19rGr+1, -, gn—l—l) + ;(_1)T<_1)r¢<gl7 vy GrGr419r425 -0y gn+1)

n—2 n
+ 3 (=17 3 (=1 091, s GrGrats s G1G1515 o Gnt1)

r=2 l=r+1

n—1
+ 72(—1)T(—1)"90(91, s GrGrts - gn) + (1) (=1)"0(g1, -, Gnt1)
(=" g1(p(g2, -+ ) + (=1)" 1 (=1)"0(9192, 93, -+ Gn)

n—1

FED D (D700 s Gty o ga) + (Z1" =D 091, s ga)

Observando esta ultima igualdade temos que os termos dois a dois se anulam e com isso temos

a anulagao da igualdade e assim (9" 0 " '¢)(g1, ..., gny1) = O. [ ]

Corolario 3.2.1. Para todo n > 1 tem-se Im(9"') C Ker(d").

Demonstragdo. Seja 0" ' (p) € Im(9" '), logo 0"(0" () = 0" 00" 1 (p) =0(p) =0. N

Definigao 3.2.4. Seja G um grupo profinito e A um G-maodulo. Entao definimos os conjuntos

Z"(G,A) .= Ker(0"),
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chamado de grupo de n-cociclos e
B"(G,A) = Im(0" 1)

chamado de grupo de n-cobordos para n > 0 e para n = 0 definimos B"(G,A) = 0. O

grupo o quociente

H"(G,A) =
chamamos de n-ésimo grupo de cohomologia.

Observacao 3.2.2. Estes grupos de cohomologia sao bem-definidos, pois os grupos de cociclos

e cobordos sao ambos abelianos e pela proposi¢io 3.2 B"(G,A) < Z"(G, A), para todo n € N.

Vamos agora dar a definicao de aplicagoes compativeis:

Definigao 3.2.5. Sejam G, G’ grupos profinitos e A € Dg e A’ € Dgr. Sejamp : A\ — A um
homomorfismo de grupos topoldgicos e p : G — G' um homomorfismo de grupos profinitos,

respectivamente. Dizemos que estes homomorfismos sao compativeis quando

para todo g € G e todo a' € A’.
Isso € equivalente a dizer que 1 € uma G-aplicacdo, se A" € considerado como um G-mddulo

com a acao

para cada o' € A" e g € G.

Exemplo 3.2.1. Sejam L e E duas extensoes de Galois de um corpo k, com k C E C L.
E considerando a aplicacao de restricio m : Gal(L/k) — Gal(E/k), e a aplica¢ao injetiva

1: E* — L*. Entao estas aplicacoes sao compativeis.

3.2.1 Lema de Shapiro, Restricao e Corestrigao

Nesta se¢ao mencionamos algumas propriedades funtoriais dos grupos de cohomologia que

precisaremos mais tarde, vide [9], se¢do 2.5:
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Lembremos que G é um grupo profinito, ou seja, limite inverso de grupos finitos. Assim possui

uma topologia induzida pela topologia discreta para cada um destes grupos finitos.

Seja H um subgrupo fechado de GG, para esta topologia e A um H-mdédulo. Definimos o médulo
induzido A* := M$(A) como sendo o conjunto de todas as aplicagdes continuas a* de G' em
A de tal modo que a*(hz) = h-a*(x) se h € H e x € G, fazendo com que o grupo G aja em
M§(A) da seguinte forma:

(9a®)(x) = a”(zg).

Lema 3.2.2. (Lema de Shapiro) Existe um isomorfismo canonico

f:H(G,MH(A)—H'(H,A)

v — f(p);
onde f(p): h— ¢(i(h))(1) para todo i > 0.
Demonstragao. Ver [9] capitulo 1.2.5. |
Podemos definir um homomorfismo injetivo:
i A— MH(A)

av+— (r —> za);

Passando para os grupos de cohomologia obtemos homomorfismos, ditos de restri¢ao:
res: H'(G, A) — H"(G, M} (A)) = H"(H, A).

Agora supomos que H é um subgrupo aberto de G e que A um G-médulo, definimos um

G-homomorfismo sobrejetivo:

p: MHA) — A

a*—pla*)= > z-a*(z7!);
ze€G/H

Isto é bem definido, pois z - a*(z~!) depende s6 da classe de * médulo H. Como acima,

obtemos homomorfismos, ditos de corestrigao, de grupos de cohomologia:

cor : H"(H, A) = H"(G, M§(A)) — H"(G, A).
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Através de algumas verificacoes deste obtemos:

Proposigao 3.2.3. Seja G um grupo profinito e H um subgrupo de indice finito n e seja A

um G-maddulo, entdo a aplicagao composta
corores: H(G,A) — H'(G, A)
¢ dada por multiplicacao por n para todos v > 0.

Demonstragdo. Basta olhar para a composigao iop: A — MH(A) — A:

a:G@— A
ar— — Z x-at(xl) =
T — za veGH
= Zx (z7'-a) = Z(:U-xl)&: Za:na
x€G/H xe€G/H x€G/H

No caso de H = {1}, da proposic¢ao 3.2.3 nos fornece de imediato o seguinte resultado:

Corolério 3.2.2. Seja G um grupo finito de ordem n, entao, os elementos de H (G, A) pos-

suem ordem finita que divide n para todos os G-mddulos A e inteiros i > 0.

3.3 O caso nao abeliano

Nesta segao consideramos o caso onde A nao é abeliano. Se A é um grupo topoldgico (para
topologia discreta), entao é possivel definir o conjunto H'!, porém a construgao de conjuntos

de cohomologia de graus superiores é mais complicada e nao sera abordada no nosso trabalho.

Definicao 3.3.1. Seja G um grupo multiplicativo e A um conjunto ndao vazio. Supomos que

G age (a esquerda) sobre A, ou seja, que existe uma aplica¢do

p:GxA— A

(g,a) —> g-a=:Ya



CAPITULO 3. COHOMOLOGIA DE GRUPOS 35

satisfazendo, para todo a € A, as condigoes:
(1) 'a = a, onde 1 € o elemento neutro de G
(2) 91(%2a) = Wr92)q para todos g1, g, € G,

ou equivalentemente que ha um homomorfismo de grupos

p:G— S(A)
g—p(g) =A— A

ar— @4(z) =g -a=Ya,

onde S(A) € o grupo das bije¢oes de A. Neste caso, dizemos que G age sobre A e que A é um
G-conjunto.
Quando A for um grupo e se G-a¢ao ¢ acima satisfaz adicionalmente as condigoes (1) e (2)

entdo dizemos que A € um G-grupo

Provemos agora uma proposi¢ao que nos sera util no préximo capitulo.

Seja agora G um grupo e A um G-grupo. Uma aplica¢ao ¢ : G — A continua é dita um

1-cociclo de G com valores em A, quando para cada g, h € G temos que

o(gh) = ¢(g) - 7¢(h),

e chamaremos de Z'(G, A) o conjunto de todos os 1-cociclos de G com valores em A.

Agora sejam ¢, € Z1(G, A), dizemos que ¢ e 1 sao cohomdlogos, se existir a € A tal que

o(g)=a"'-Y(g)- %a

para todo g € GG, entao escrevemos que ¢ ~ .
Lema 3.3.1. A relacao de cohomologia descrita acima € uma relacdo de equivaléncia mo

conjunto Z'(G, A) de 1-cociclos.

Demonstragdo. Temos que ¢ ~ 1) < Ja € A tal que ¢(g) = a=*-¥(g) - %a,Yg,h € G.
Reflexividade:
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Basta tomar a = 14, entao ¢(g) = (14)7' - ¢(g) - 9(14) =14 - d(g) - 1a = @(g) .". ¢ ~ ¢.
Simetria:

Se ¢ ~ 1) entao existe a € A tal que ¢(g) = a™' - (g) - Ya, logo fazendo b = a~! temos

W(g)=b""-¢(g)- b . p~ .

Transitividade:

Se ¢ ~ 1) e ) ~ w entao existem a,b € A tais que

dlg) =a"'-(g) - ‘a (1)

P(g) =" - w(g)- 9 (2)

Agora substituindo a (2) na (1) temos

$lg)=a""-[b7" - wlg) B Ta=(a"b7") wlg) - (% a) = (ba)~" - w(g) - ?(ba)

1

Agora tomando ¢ = ba, temos que ¢(g) =c - w(g) - e .~ w. |

Com a ajuda deste lema, podemos agora definir o primeiro grupo de cohomologia H'(G, A)
como sendo o quociente do conjunto de todos os 1-cociclo Z!(G, A) por esta relagao de equi-
valéncia, ou seja,

HY(G,A) = ZYG,A)) ~.

A fungao ¢ : G — A tal que ¢(g) = 14 para todo g € G é chamado de 1-cociclo trivial. Em
particular Z'(G, A) nao serd vazio e como consequéncia H'(G, A) também nao seré.
Também nao é dificil notar que o 1-cociclo ¢ : G — A é cohomologo ao 1-cociclo trivial se,

e somente se, existir a € A tal que

dlg)=a'-1-%a=a"" Y,

para todo g € G. Todos os cociclos tém esta propriedade exatamente quando H'(G, A) for
trivial. Este ¢ um conjunto pontuado, isto ¢, um conjunto munido de um elemento distinguido,

dito também ponto base. No caso de H'(G, A) este elemento ¢é a classe do cociclo trivial.
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Observacgao 3.3.1. Seja G for um grupo de ordem n e se os elementos de H'(G, A) forem
de ordem finita, temos que a ordem de cada elemento de H'(G,A) divide n para todos o0s

G-mddulos A e inteiros 1 > 0.

Agora mostramos como podemos obter sequéncias exatas de conjuntos de cohomologia nao

abeliana a partir de sequéncias exatas curtas de grupos:

Proposicao 3.3.1. Seja G um grupo e supomos que temos uma sequéncia exata de G-grupos:

1—A—B—C—71

onde B e C' nao sdo necessariamente comutativos, mas A é comutativo e contido no centro

de B. Entao temos uma sequéncia exata de conjuntos pontuados

do

1—= A6 — > BG — 06 2, FYG, A) — HY(G, B) — HYG, C) -2~ H2(G, A)
Demonstragao. Nés seguimos de perto aqui as provas das proposigoes 2.7.1. e 4.4.1 de [6]. A
exatidao nos termos A, BY e H'(G, B) é trivial. Precisamos construir o morfismo &y : C¢ —
HY(G, A), mostrar a exatidao em C% e H'(G, A) e construir o morfismo 6, : H'(G,C) —
H?(G, A) e mostrar a exatiddo em H'(G,C). Seja ¢ € C%, podemos definir &y, ao tomar
uma pré-imagem b € B através da aplicagao sobrejetiva B — C'. Agora para todo o € G o
elemento bo(b~!) ¢é enviado a 1 em C, pois ¢ = o(c) que pertence a A por hipétese. Através de
alguns cdlculos verificamos que a aplicagao ¢ — bo(b™1) é um 1-cociclo e que ao modificar b
por um elemento de A produz um cociclo equivalente. Assim podemos afirmar que dy é bem
definida, e com isso podemos enviar elementos com origem em BY para 1. A relacio dy(c) = 1
significa por definigao que bo(b™!) = a~'o(a) para algum a € A, logo ¢ possui como pré-
imagem ab em B, que é um elemento G-invariante. Assim, temos a exatidao na sequéncia no
termo C“. A composi¢ao CY — H(G,A) — H'(G, B) é o morfismo trivial por construcao.
Finalmente um cociclo ¢ — “a com valores em A sendo trivial em H'(G, B) significa que
7q = b~'o(b), para algum b € B, e modificando 0 — “a por um A-cobordo podemos escolher
um b de modo que sua imagem c em C' seja fixa por G, e entao dy(c) = [0 — “a]. Observamos
também que a classe de cohomologia ¢ — “a depende apenas de c¢. Temos entao a exatidao
em H'(G, A).

Construiremos agora d§; e mostraremos a exatidao em H'(G,C). Seja ¢ : G — C um 1-
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cociclo. Para cada o € (G, escolha uma pré-imagem °b € B de “¢ sob 1. Seja ¢ um cociclo,
7h-(o-Tb)- °"b~! estd no niicleo de ¢ para cada 0,7 € G. Portanto, existe um tnico °7a € A

tal que °"a = b - (o - Tb) - °Tb~!. Assim, podemos definir uma aplicacio

a=0(c):GxG— A

(o,7) —77 a.

Para mostrar que a é um 2-cociclo, mostraremos que
o("a) -om" a~t= 9T .o g =1,

Usando a definicao de a e o fato de que A ¢é abeliano temos a igualdade. Similarmente,
podemos mostrar que §; passa para o quociente de uma aplicacao d; : H(G,C) — H*(G, A)
e que sua definicao nao depende da pré-imagem b de “c.

Agora, se ¢ € Ima),, entao a aplicacao b : G — B é um 1-cociclo, isto implica que “7a = 1
para cada 0,7 € G. E com isso podemos supor que ¢ € Ker(d) o que nos fornece a existéncia

de uma aplicacao g : G — A tal que

“b-(0.70) - b7t = a(g(r)) - g - (o7) " - g(0).

~1E com isso temos

Agora vamos definir também b : G — B como sendo °b = b - g(o)
de imediato que b é um 1-cociclo e que w*(g) = b. Portanto, temos que Imv, = Kerd, logo

temos a exatidao. [ |

O Teorema 90 de Hilbert o qual iremos demonstrar descreve esse conjunto de cohomologia
em uma situagdo muito especial. Iremos considerar uma extensao de corpos K/k finita Galoi-
siana, onde G = Gal(K/k) é um grupo de Galois. Para cada g € G e cada x € K escrevemos

gz = g(x) = 92. Obtendo assim uma acao

Gx K* — K~

(9, 2) — g -z =z

de G sobre o grupo multiplicativo K*.

Teorema 3.3.1. (Teorema 90 de Hilbert)
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Seja K/k uma extensdo finita Galoisiana de grupos de Galois G = Gal(K/k), entdo temos
que H'(G,K*) = 1.

Demonstracao. Seja ¢ : G — K* um 1-cociclo. Cada elemento de GG define um caractere
K* — K*. Do teorema de Dedekind sobre a independéncia linear de caracteres temos que
G, visto como sendo um subconjunto do K-espago vetorial de todas as funcoes K* — K,
¢ linearmente independente. Em particular, uma combinagao linear ¢ = > ¢(g)g é um

geG
elemento nao nulo desse espaco vetorial, entdo existe + € K* tal que o(z) # 0. Pondo

y=o(x) e K*.

Agora seja g € GG, temos

=23 0(h) - ") = 3 20(h) -

heG heG

e, como ¢ é um 1-cociclo, temos

y=> (g)" - dlgh)- "z =p(9)" -y
heG
e assim 9y = ¢(g)"' -y = ¢(g) =y - Jy~', e com isso temos que ¢ é cohomologo ao 1-cociclo

trivial. [ |

Olhando para o corolario 2.3.3 e 2.4.1 podemos enunciar teorema 90 de Hilbert da seguinte
forma: Seja K/k uma extensao finita Galoisiana de grupos de Galois G = Gal(K/k) e n > 0,
entao temos que H'(G,GL,(K)) = 1.



Capitulo 4

O Grupo de Brauer Cohomolégico

Agora voltamos ao grupo de Brauer, munidos das técnicas cohomoldgicas do tltimo capitulo.
Fixamos neste capitulo um corpo k de caracteristica arbitraria. A referéncia principal para

este capitulo é [6].

4.1 As algebras simples centrais classificadas por H'

Fixamos nesta se¢ao uma extensao galoisiana finita K /k e um fecho separavel k, de k que
contém K e escrevemos G = Gal(K/k) e Gs = Gal(ks/k). Denotamos ASCy(n) o conjunto

das k-algebras simples centrais de grau n a menos k-isomorfismo.

4.1.1 A Descida de Galois
Lema 4.1.1. A aplicacao

o : Homy(k,V) — V
fr—= )

€ um isomorfismo, onde k € corpo e V um espaco vetorial.

Demonstragao. (I) Boa defini¢ao:

40
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@ € claramente bem definida, pois f é bem definida.
(11) Homomorfismo:
Sejam f,g € Homy(k, V'), temos que o(f) = f(1) =ue p(g) = g(1) = v para alguns u,v € V.

Entao:

o(f+9)=f+9)1)=f(1)+9(1) =u+v=0(f)+¢(g)..o(f +9)=o(f) +¢g)

p(Af) = (AN)Q) = Af(1) = Au = Ap(f) o p(Af) = Ae(f)

onde \ € k.

Assim, ¢ é um homomorfismo.

(I11) Injetividade:

Sejam f,g € Homy(k,V) tais que f(1) = g(1), entao:

fl@) = f(1-z) =xf(1) = 2g(1) = g(1 - z) = g(x)

logo, f(z) = g(x),Vx € k por tanto ¢ é injetiva.
(IV') Sobrejetividade:

Seja v € V', podemos definir uma aplicacao linear

f:k—V
1 — v
que implica em ¢(f) = f(1) = v.
Logo ¢ é sobrejetiva.
Assim provamos que ¢ é um isomorfismo [ |

Teorema 4.1.1. Homy(V, k) @, W = Homy(V, W) para todos k-espagos vetoriais V, W.

Demonstragao. Usando o lema anterior temos que Homy(V, k)@ W = Homy(V, k)@, Homy(k, W),
assim: Homg(V, k) @ W = Homy(V, k) @x Homy(k,W) = Homp(V @ k,k @, W) =
Homp(V @k k, W ® k) = Homy(V, W). [

Definicao 4.1.1. Seja V' um espago vetorial munido de uwm tensor do tipo (p,q), definimos

esse tensor como um elemento do produto tensorial V' @ (V*)®1, onde p,q > 0 sdo nimeros
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inteiros e que VO @y (V*)¥1 2= Homy,(V®, V) provém do teorema anterior e V* € o espago

dual Homy(V, k).

O par ordenado (V,®) de k-espagos vetoriais munido com o produto definido acima é
chamado de k-objeto.
Sejam (V, @) e (W, ¥) dois tensores do tipo (p, q) e seja f : V — W uma transformagao linear.
Entao se considerarmos ® e ¥ como aplicacoes multi-lineares, podemos definir as aplicagoes

fo®e Vo f por composicoes por f em cada fator V.

Definigao 4.1.2. Sejam (V,®) e (W, V) dois tensores do tipo (p,q). Um morfismo que leva
(V,®) para (W, W) é uma aplica¢ao k-linear f:V — W tal que fo® = Vo f.

Se f: V—W é um isomorfismo, e (f*)~! : V*—WW* um isomorfismo candnico induzido

por f. Entao, a condicao f o ® = V¥ o f nos faz obter
FEr @ [(f) 715 VO @ (V)P0 WS @y (W) (4.1)

tal que f® @y, [(f*)7']®1(®) = ¥. Onde P é visto como elemento de Homy (V1 V) e U

como elemento de Homy (W, W®r).

Exemplo 4.1.1. Agora daremos alguns exemplos deste tipo de tensor.

(a) O caso trivial & = 0 para todos p,q, assim ® € V& @, (V*)®0 = Homy(V®0, Vo)
que implica ® € k ®; k = Homy(k, k) e neste caso temos que ® ndo possui nenhuma

estrutura adictonal.

(b) p=1,¢g =1 e neste caso ® € V¥ @ (V*)® =2 Homy(V®,V®) no qual implica que
O e Ve (V)= Homi(V,V) logo ® é do tipo V. — V, ou seja um endomorfismo

linear de V.

(c) p=20,g=2. temos ® € V¥ R (V*)*2 =2 Homy(V®2, V) que implica que o tensor
bechk®r (V' @p V)2 Homi(V @i V) k), e assim ® € do tipo V@V — k.

(d) p=1,q=2. Temos ® € V& @ (V*)¥* = Homy(V®2, V) que implica que o tensor
eV (V)% = Homip(V @ V,V) e com isso ® € do tipo V@,V — V linear.
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Seja K/k uma extensao finita e G o grupo de Galois. Denotaremos por Vk o K-espago
vetorial V ®; K e por ®x o tensor ® ®,, idg induzido sobre Vi por ®. Desta forma podemos
associar (V, ®) com o K-objeto (Vi, Px). Além disso, denotaremos por Auty(P) o conjunto

de automorfismos de (Vi, k).

Definigao 4.1.3. Seja (W, V) um tensor do tipo (p,q). Nos dizemos que o tensor (W, W) é uma
K /k-forma torcida de (V,®) se (Vk, Px) = (Wi, Vi), ou seja, quando ezistir f : V—W tal
que a aplicagao 4.1 € induzida por este isomorfismo. Denotamos por TFg(V,®), o conjunto
de todas as formas torcidas de (V,®). Este é um conjunto pontuado com o seu ponto de base

sendo as classes de (V, D).

Como antes, consideremos uma extensao de Galois K/k com o grupo G de Galois, ela
também nos permite classificar os k-isomorfismos das classes torcidas. Dado o k-automorfismo
o: K — K que leva 0(\) em A € K, e fazendo o produto de tensor por V, através
da aplicagao idy : V. — V, obtemos assim idy Qg o : V @ K — V ®, K que é um
k-automorfismo Vx — Vi que por abuso de notagao chamaremos novamente por o, con-
sideremos agora um k-espaco vetorial de dimensao finita V' e um tensor ® em V. Iremos
mostrar que existe uma bijegao de conjunto pontuados entre TFg(V,®) e HY(G, Aut g (®P)).
Cada aplicacdo K-linear f : Vx — Wy induz a aplicagao o(f) : Vg — Vik em Auty(P)

através da G-acgao:

G x AUtK((I)) — AUtK((I))
(o, f) —o(f) =(idy ®c)o fol(idy xo)=00 foo™;

onde esta agao é compativel com a estrutura de grupo em Aut(P).
Observagao 4.1.1. Se f é um isomorfismo entao o(f) também serd.
Seja (W, V) uma K/k-forma torcida de (V,®), sabemos que existe um K-isomorfismo

f Vg — Wk que envia ® para V. Associamos a esta K/k-forma torcida (W, V) e o

K-isomorfismo g : (Vi,Px) — (Wk, V) o seguinte 1-cociclo:

a:G — Autg (D)

o— %a=gtoa(yg);
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Nao ¢ dificil ver que as classes do cociclo a em H'(G, Autyx(®)) nao depende da escolha do

isomorfismo f. Esta aplicagao satisfaz a relacao fundamental “"a = %a - o(7a) para todos

oT 1

a=gloo(r(g) =g 'oalg)oalg ) oa(r(g)) =

?a-0(7a), onde assim nos fornece esta relagdo fundamental.

0,7 € G. Observando os calculos temos

Agora seja outro K-isomorfismo h : (Vi, ®x)—(Wg, V) definido por °b := h™! o o(h)
onde 0 € G. Entao %a e 7b estao relacionados por “a = ¢ - 7b - (o(c)), em que ¢ é o
K-automorfismo h~! o g. Neste caso temos uma representacao de um grupo de cohomologia
que estudamos no final capitulo anterior e assim observamos que temos um caso de conjunto
pontuado.

Para este caso em que estamos estudando, veremos que a classe [“a] de H'(G, Auty(®))
de 1-cociclo “a associado ao K-isomorfismo g : (Vi, ®x)——(Wk, Vk) depende somente de

(Wk, ¥k) e ndo da aplicagao g.

Teorema 4.1.2. Para um k-objeto (V, ®) vamos considerar o conjunto pontuado T F(V, ®)
da (K/k)-forma torcida de (V,®) , com ponto de base dado por (V,®). Assim, a aplicagcdo
(W, ¥) — [a,] produz uma bijecio 0 : TFx(V,®) <> HY(G, Autx®) que preserva ponto de

base.

Demonstracao. Vamos provar que 6 é uma bijecao, assim:

Injetiva:

Tomemos (W, W) e (W, ¥s) duas formas torcidas com a mesma imagem por 6, e sejam
gi : Vg K — W; ®. K os isomorfismos correspondentes. Poemos supor sem perda de

generalidade que g; e g geram o mesmo cociclo, ou seja

g 0(g1) = 93" 0(g2) = 0(9297") = 997"

para todo o € G. Assim g = gog; ' é um K-isomorfismo entre (Wi, ¥;) e (Wy, Uy), logo 6 é
injetora.

Sobrejetiva:

Seja ¢ : G — Aut(®) um 1-cociclo, pelo teorema 90 de Hilbert (na sua observagao, posta
no capitulo anterior), temos que Autx(®) C GL,(K), assim existe f € GL,(K) tal que
o= f179(f).

Definamos agora ¥ = f(®), cujo tal tensor pode sem problemas ser definido sobre K da
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seguinte forma: para todo ¢ € G temos

o(0) = o(f(®)) = o(f)o(®) = a(g)® = f76(P) = f(®) = ¥

(note que ® estd definido sobre K e que “¢(®) = & pois, ¢ € Autg(P)).

Assim (V, ®) tem uma imagem dado pelo cociclo ¢,.

Logo, (T Fg(V,®)) D HYG, Aut (®)), assim, 0 é sobrejetiva. Logo TEFx(V, ®)) = HY(G, Aut i (P)).
[

Agora iremos mostrar que as algebras simples centrais podem ser classificadas por um
conjunto de cohomologia. Para isso vamos demonstrar o teorema de Skolem-Noether, que é

uma generalizacao da Proposi¢ao 2.4.1 do capitulo 2:
Teorema 4.1.3. Todos os automorfismos de uma k-dlgebra simples central sao internos, ou

seja, sao dados por conjugacao por um elemento inversivel.

Demonstracao. Seja A uma k-algebra simples central de grau n, K uma extensao finita de
Galois que cinde A e seja A* o subgrupo dos elementos inversiveis de A. Usando a Proposigao

2.4.1 obtemos uma sequéncia exata curta
1l — K" — (At K)* — Autg(A®r K) — 1

de grupos munidos com uma (G-acao, onde a segunda aplicacao leva um elemento inversivel

para o automorfismo interno. A Proposicao 3.3.1 produz entao uma sequéncia exata
1 — HYG,K*) — H°(G, (A®, K)*) — HY(G, Autg (A, K)) — HY(G,K™),
isto é
1 — (KX)G — ((A ® K)X)G — (Aut g (A @, K))G — HY(G, K™),

e assim,

1 — b — A — Autp(A) — H'(G,K™),

pois nés temos (K*)% = k* (k* é o grupo invariante de K> pela aciao do grupo de Galois G

sobre K), de modo analogo temos ((A ®; K)*)¢ = A% e (Autg (A ®; K))¢ = Autp(A).
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Pelo teorema 90 de Hilbert H(G, K*) ¢é trivial, e com isso obtemos uma sequéncia exata
1 —k* — A" — Autp(A) — 1,

e verificamos que temos um homomorfismo de grupos sobrejetivo A* — Auti(A), isto é,

todo k-automorfismo de A é um automorfismo interno. [ |

Exemplo 4.1.2. Da descida de Galois temos que ASCy(n) <> H'(G,, PGL,(ks)) é uma

bijecao de conjuntos pontuados.

Demonstracao. Seja A uma algebra simples central de grau n sobre k. Temos um isomorfismo
ﬁ A R ks — Mn(k?> Rk k‘s,
e com isso podemos definir um cociclo

u: Gy — PGL, (k) = Aut(M,(ks)) = Aut(M, (k) @y ks)

pela equagao:
fu=Po(idas®t)o S o (idy,m @t1),

Verificamos que est cociclo nao depende da escolha do isomorfismo 5. Assim obtemos uma
funcao

¢ : ASCy(n) — HY (G, PGL,(ky))
[A] — (t = "u),

onde [A] representa a classe de equivaléncia de A, médulo k-isomorfismo.

Inversamente, seja (t — ‘v) € Z' (G, PGL,(ks)). Definimos

A ={x e M,(k) @k, | 'vo (ida, k) @ t)(2) = x, Yt € G},
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e obtemos assim uma funcao
Y H'(Gy, PGLy (k) — ASCy(n)

(t — ) — A

Para verificar que v o ¢ = id, supomos que ¥ (p([A])) = ¥ (‘u) = [A]. Entdo, por construgao:
A ={x € M, (k) @1 ks | 'u(z) =z, Vt € G,}.

Logo, claramente A ~ A’. A verificagdo que @ o) = id é analoga. |

Para recuperar agora o grupo de Brauer como grupo de cohomologia, teremos que nos livrar
da dependéncia de n. Lembramos que K /k é uma extensao galoisiana finita e denotamos por
ASCkjr(n) o conjunto das dlgebras simples centrais trivializados pela extensao K /k, a menos
k-isomorfismo. Nos gostariamos de compreender a unido |J, .y ASCrk/x(n) e identificar ela

com um conjunto de cohomologia. Sejam entao n,m inteiros positivos, e definimos primeiro

pinm : ASCki(n) — ASCrjp(nm)

Agora, suponha que a : G — PGL,(K) seja um 1-cociclo. Para cada ¢ € GG, obtemos uma
matriz “a e podemos definir uma matriz b € M,,,(K) (médulo K*), colocando n vezes “a

ao longo da diagonal e zeros nas posicoes que estao fora desta diagonal, ou seja

7a 0 0 0

0 “a 0 0
op —

0 0 %a 0

0 0 0 “a

Pode-se verificar que isso da origem a uma aplicagao de conjuntos pontuados

Awm © HY(G, PGL,(K)) — HY(G, PGLym(K))

[7a] — [0].
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Agora, consideremos as aplicacoes 0., : ASCk(m) — H'(G, PGL,,(K)) definidas de ma-
neira analoga a aplicacao da prova da proposicao 4.1.2. Consideremos para todos inteiros

positivos n e m, o diagrama:

ASCyjp(m) =2~ HY(G, PGLy (K)) .

Mnmt LAnm

ASCijp(nm) 222 HY(G, PG Ly (K))

Nao é dificil verificar que este diagrama é comutativo, ou seja: G, © fnm(A) = Apm © 01 (A)
para alguma k-algebra simples central cindida pela extensao K/k. Portanto, obtemos uma

aplicacao
0 : U,peny ASCryi(m) — U,en H' (G, PGL,, (K)).
onde as reunioes sao construidas baseadas nas inclusoes i, € Apy,. Definimos:
HY (G, PGLy(K)) :=U,,en H' (G, PGL,,(K)).

Agora, gostarfamos de dotar H'(G, PG Ly (K)) com uma estrutura de grupo. Sejam n,m € N,

definimos a aplicacao:

End(K™) x End(K™) — End(K™ @ K™)

(@, 9) — @ @ 1.

Através da escolha de uma base, esta aplicacao restringe e circunscreve uma aplicagao de
GL,(K) X GLy(K) — GLpy(K).

Além disso, uma vez que um par de matrizes escalares é enviada para uma matriz escalar,
temos PGL,(K) x PGL,(K) — PGL,,(K). Finalmente, obtemos uma aplicacdo bem
definida

HY(G, PGL,(K)) x H(G, PGLy(K)) — H(G, PG Ly (K))
([7a], [70]) ¥ [Ta @ 7b].
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Por outro lado, temos uma operagao binaria

(A,B) — A®y B.

E fécil verificar se essas duas leis sao compativeis com as aplicagoes A, Ay Umns fomn- POT-

tanto temos o seguinte resultado:

Proposicao 4.1.1. Temos o0s sequintes isomorfismos de grupos:

Br(K/k) = U, .y HY(G, PGL,(K)) = H(G, PGLy(K)).

Br(k) & U,en H'(Gy, PGL,(k,)) = H'(G, PGLo (k).

4.2 O Grupo de Brauer como um H*?

Agora vamos identificar o grupo de Brauer com um segundo grupo de cohomologia. Fixa-
mos nesta se¢ao também uma extensao galoisiana finita K /k e um fecho separavel k,; de k que

contém K. Escrevemos G = Gal(K/k) e G5 = Gal(ks/k).

Teorema 4.2.1. Br(K/k) = H*(G, K*) e Br(k) = H*(G,, k).
Demonstracao. Primeiro, consideremos a sequéncia exata
1 — K* — GL,(K) — PGL,(K) —1
Agora usando o teorema 90 de Hilbert e a proposicao 3.3.1, temos uma sequéncia exata:
1——= HY(G, PGL,(K)) -2~ H*(G, K*) (4.2)

que d& origem ao seguinte diagrama:
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ASCx(n) =2~ HY(G, PGL,(K)) =~ HX(G, K*)

MHnm Amn

ASCy(nm) 22 HY(G, PG Ly (K))
Para ver que 0,,, © A\jun = O, consideremos um representante de

¢: G — PGLy(K)

T Cy

de uma classe em H'(G, PGL,,(K)). Lembre-se que um representante a do elemento §,,(c)
pode ser escrito como %7a = b-ca(7bh)- °"b~!, onde b, é a pré-imagem de ¢, sob a projegio
candnica 7 : GL;,(K) — PGL,,(K). Agora seja ¢ = Apn(c). Um representa a’ do elemento
Omn () entdo é o7a’ = 7V -o (7). °7(V')71, onde 7V é simplesmente n cépias de °b ao longo da

diagonal pois 7¢’ é n cépias de ¢ ao longo da diagonal. Portanto, temos d,,(¢) = dpm © Sy (C).

E sendo assim, podemos passar para o limite e obter um morfismo de grupos
§: HY(G, PGLy(K)) — H*(G,K*).

Agora falta provar que este morfismo é um isomorfismo. Passando a equacdo (4.2) para o
limite vai nos mostrar que d é injetivo. Para ver que 0 é sobrejetivo, mostraremos que d,, é
sobrejetivo, onde n = [K : k]. Seja a : G x G — K* o representante de uma classe em
H?*(G,K*) e seja V o K-espago vetorial de dimensao n de base {e,|c € G}. Definimos n

automorfismos de V' da forma seguinte:

by : V —V

€r — Qo7 * Cor-

queremos mostrar que a,, = b, - o(b;) - b 1. (Isto também mostrard que b é um 1-cociclo).

Assim, podemos calcular,

bO'T<€T]) = Qorn€orn
by 0 0(7)(ey) = bs(0(ary)) - €y = 0(ary) - GorpCory-

Usando o fato que a é um 2-cociclo temos a igualdade requerida. [ |



CAPITULO 4. O GRUPO DE BRAUER COHOMOLOGICO 51

Ao identificar o grupo de Brauer com este grupo de cohomologia, podemos mostrar com

facilidade que o grupo de Brauer é um grupo de torcao:

Corolario 4.2.1. Supomos que a extensao ¢ de ordem n. Entdo cada elemento do grupo
de Brauer Br(K/k) possui uma ordem que divide n. Consequentemente, o grupo de Brauer

Br(k) € um grupo abeliano de tor¢ao.

Demonstragio. Pelo teorema 4.2.1 temos que Br(K/k) = H*(G,K*) e pelo coroldrio 3.2.2
obtemos que a ordem de todo elemento de Br(K/k) divide n. Logo Br(k) é de torcao. [

4.3 O teorema de Brauer de 1929

Nesta secao chegamos no objetivo deste trabalho que é o teorema de Brauer de 1929. Ele
nos assegura que o periodo de uma k-algebra simples central divide o indice e que ambos
invariantes possuem os mesmos fatores primos. Em toda esta se¢cdo K/k denotard uma ex-
tensao separavel finita e como acima k; um fecho separavel de k que contém K. Escrevemos

Gs = Gal(ks/k).
Na sequéncia precisaremos da seguinte proposicao:

Proposicao 4.3.1. Seja K/k um extensdo separdvel de corpos de grau n, K seu fecho ga-
loisiano ¢ G = Gal(K k). Entdo a aplicacio de cobordo 6, : HY(Gy, PGLy(ky)) — Br(k)

induz uma bijecao
ker(f)—Br(K/k),

onde

[ HY(G,, PGL,(ks)) — HY(Gal(ks/K), PGL,(ks))
[A] — [A ® K.

Demonstracao. Para esta demonstracao sao necessarios alguns resultados técnicos. Remete-

mos o leitor para [6, proposicao 4.5.6]. [ |
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Proposicao 4.3.2. Seja A uma k-dlgebra simples central. O indice ind(A) € o maior divisor

comum dos graus das extensoes de corpos separdveis e finitas K/k que decompoem A.

Demonstracao. Pela proposicao 2.3.1, sé precisamos mostrar que, se uma extensao finita K/k
de grau n que é decomposigao para A, entao ind(A) divide n. Para cada K, a classe de A
em Br(K/k) vem de uma classe em H'(G,, PGL,(k)) de acordo com a proposigao anterior.
Sabemos que H'(G,, PGL,(k)) ++ ASCi(n) e com isso temos que essa classe também ¢é
representada por alguma k-algebra simples central B de grau n, assim, o indice divide n, e

como ind(A) = ind(B) temos o nosso resultado. |

Uma consequéncia importante dessa proposigao é que ind(A) é o menor entre os graus das

extensoes finitas e separaveis que decompoem A.

Corolario 4.3.1. Sejam A e B duas k-dlgebras simples centrais que geram o mesmo subgrupo

em Br(k). Entao, ind(A) = ind(B).

Demonstragao. Pela proposigao 4.3.2 temos que para todo i temos que ind(A%®") divide ind(A).
E tomando i,j adequados temos [A%] = [B] e [B®| = [A] em Br(k) por suposigao. Agora
pelo teorema de Wedderburn as suas respectivas algebras com divisao sao isomorfas e portanto

temos que ind(A) = ind(B). |

Corolario 4.3.2. Seja K/k uma extensao finita e separdvel de corpos.

(i) Temos as relagoes de divisibilidade

(i1) Se o indice indi(A) for primo a [K : k|, entdo indy(A) = indx (A ®k K). Em particular,

se A € uma dlgebra com divisao, entao A @ K também €.

Demonstracao. (i) Usando a proposi¢ao 4.3.2 temos que indy (A ®; K) |indig(A) é imediato,
e usando a proposicao 2.3.1 é possivel encontrar uma extensao de corpos finita e separavel
K'/K que é de decomposi¢ao para A @ K com [K' : K] = indg(A ®; K'). Entao K’ é
também corpo de decomposicao para A, e por isso usando a proposicao 4.3.2 mostramos que

indy(A) | [K': k] = indg(A Q@ K)[K : k.
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(17) Seja indi(A) = p"* -...- p"" a sua decomposigao p-primdria. Fixa um i. Temos que p; nao
divide [K : k], logo p/* divide indx (A ®y K). Logo indi(A) divide indx (A ®; K) e entdo eles

sao iguais. [

Outro lema importante:

Lema 4.3.1. Seja p um nimero primo que nao divide per(A). Entao A € cindida por uma

extensao finita e separdavel K/k de grau primo a p.

Demonstragao. Seja L/k uma extensao finita de Galois que é de decomposicao para A, e seja
também P um p-grupo de Sylow de Gal(L/k) e K um corpo fixo. Usando o coroldrio 4.3.2 e
o fato que Br(L/k) = H?*(P, L*) temos que Br(L/k) ¢ um p-grupo de torgao, p primo e com
isso obtemos que a aplicacao restri¢ao res : Br(L/k) — Br(L/K) é trivial, ou seja, A se

cinde sobre K. [ |

Agora chegamos ao centro do nosso trabalho, o resultado principal:

Teorema 4.3.1. (Brauer 1929)
Seja A uma k-dlgebra simples central:
(1) O periodo per(A) divide o indice ind(A).

(i7) O periodo per(A) e o indice ind(A) tem os mesmos fatores primos.

Demonstra¢ao. Demonstragao (7):

Como A é uma k-algebra simples central, temos pela proposicao 2.3.1 que existe uma extensao
separavel finita K/k cujo grau é ind(A) e que é de decomposicao para A, ou seja temos que
A®r K = M,(K). Agora para o subgrupo fechado Gal(ks;/K) — Gal(ks/k), de indice

n = [K : k] obtemos a restrigao

res: H*(Gal(k/k), k) — H*(Gal(ks/K), k),

ver 3.2.3, e como sabemos H?(Gal(ks/k),k}) = Br(k) e H*(Gal(k,/K),k}) = Br(K) pelo

teorema 4.2.1. Entao obtemos uma aplicacao de restricao

res: Br(k) — Br(K)
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[A] — [A @ K]

que aniquila o representante [A] da classe de A no grupo de Brauer Br(k). Usando a proposigao
3.2.3, temos que a composicao cor o res : Br(k) — Br(k) aniquila o elemento [A] por uma
multiplicagao por n = [K : k], ou seja, [K : k] - [A] = [k]. Logo o periodo da classe da dlgebra
A no grupo de Brauer divide n = [K : k]. Entao per(A) = m-[K : k], algum m € N. Portanto,
per(A) = m -ind(A) com isso o periodo divide o indice da &lgebra A.

Demonstragao (4i):

Agora tomemos um p primo que nao divide o periodo de A. Usando o lema 4.3.1, existe uma
extensdo finita K/k e separavel que é decomposigao para A, com indice [K : k] co-primo a p,
ou seja, o m.d.c.(p, [K : k]) = 1. Pela proposic¢ao 4.3.2, ind(A) é o maximo divisor comum dos
graus das extensoes de corpos separaveis e finitas K/k que decompdem A. Logo ind(A) nao

possui p como fator, isto é, p nao divide ind(A). [ |

Observagao 4.3.1. Para um dado corpo k sabemos que per(A) divide ind(A). Porém a
questao, para quais corpos estes dois invariantes de uma dlgebra simples central coincidem
ou, sendo, quais valores sao possiveis para a razao ind(A)/per(A), € aberta em geral. Foi
mostrado por de Jong, [4], que para corpos de fun¢des de superficies complexas, nds sempre
temos ind(A) = per(A). Para uma dlgebra simples central sobre o corpo de fungoes de uma
curva sobre o corpo p-ddico Q,, Saltman provou que a razio ind(A)/per(A) é no mdximo 2,

se per(A) € primo relativo a p, vide Saltman [8].

Podemos agora falar sobre um corolario importante do Teorema de Brauer 1929 acima, que

nos fornece um resultado sobre a estrutura de algebras de divisao:

Proposicao 4.3.3. Seja D uma k-dlgebra central com divisao e considere a decomposi¢ao

Primaria

ind(D) = p"'py* - .

Entao podemos encontrar dlgebras simples centrais com divisio D; (i =1, ...,r) tais que

DgD1®kD2®k"‘®kDr
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e ind(D;) = p;"* para cada i = 1,...,r. Além disso, cada D; é determinado unicamente por

isomorfismo.

Demonstracao. Pelo corolario 4.2.1 temos que o grupo de Brauer é de torcao, e devido a este

fato é possivel fazer uma decomposi¢ao p-primaria da seguinte forma
Br(k) = ? Br(k){p}.
Usando a decomposigao acima podemos escrever a classe [D] da seguinte forma:
[D] = [D1] + [Ds] + -+ -+ [D,].

Cada D; é uma &algebra com divisao e [D;] é sua classe em Br(k){p;}, onde i = 1,...,r
e p; sao primos. Agora usando o teorema 4.3.1 de Brauer na sua segunda parte podemos
escrever o indice de cada D; como uma poténcia de p;. Tomamos o produto tensorial A =

Dy ® Dy ®y -+ - @ D,.. Gostariamos de provar que A = D. Nos temos:
deg(A) = deg(Dy ®y Dy ®p, -+ Q@ D,.) = deg(Dy) - deg(D3) - ... - deg(D,.) =
= ind(Dy) - ind(Ds) - ... - ind(D,) = [ ind(D;).

Temos [A] = [D], entao ind(A) = ind(D). Como ind(A) divide deg(A), logo ind(D) divide
Hz’nd(Di). Fazendo uma aplicacao analoga a proposicao 2.3.1 é possivel mostrar que para
clada i fixo obtemos uma extensao finita e separdvel K;/k de grau primo a p;, que cinde todos
os D; para j # i. A partir disso D ®;, K; e D; ®; K; possuem classes idénticas no grupo de
Brauer Br(Kj;), e através destes fatos temos pelo coroldrio 4.3.2 na sua primeira parte obtemos
o resultado que indg, (D; ®j K;)|ind(D). Agora usando a segunda parte do coroléario 4.3.2 as
algebras D; ®y, K; ainda sao com divisao com ind(D;) sobre K; e com isso conseguimos provar
que ind(D;) divide ind(D) para todo i e sendo assim temos que ind(D) = [Jind(D;). Logo
ind(A) = deg(A) e entdao A é divisao. Como [A] = [D], nés temos A = D. Z

Para a unicidade observamos o seguinte: Supomos que

D=D®D;y®..® D,
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D=DI®D,®..® D,

duas tais composigoes. Logo [D;] = [D}] para todo i = 1,...,r. Logo D; = D..

56



Referéncias Bibliograficas

BRAUER, RICHARD Uber Systeme hyperkomplexer Zahlen. Math. Zeitschr. 30 (1929),
79-107.

BourBAKI, NicoLAs, Algébre, Springer (2011).

B. FELZENSZWALB, Algebms de Dimensao Finitas, IMPA - Instituto de Matematica Pura

e Aplicada , (1979).

DE JONG, AISE JOHAN, The period-index problem for the Brauer group of an algebraic

surface, Duke Math (2004).
ELON LAGES Lima, Cdlculo tensorial, Colegao Publicagoes Universitarias - IMPA (2012).

GILLE, PHILIPPE AND SZAMUELY, TAMAS, Central simple algebras and Galois cohomo-

logy, Cambridge, (2006).

KNuUs, MAX-ALBERT; MERKURJEV, ALEXANDER; ROST, MARKUS; TIGNOL, JEAN-

PIERRE, The book of involutions, American Mathematical Society, Colloquion Publicato-

res (1998).

SALTMAN, DAVID J., Division algebras over p-adic curves, J. Ramanujan Math. Soc.

(1997).

SERRE, JEAN-PIERRE, Cohomologia Galoisienne, Lecture Notes in Mathematics, volume

5, Ha edigao, Springer Verlag (1997).

WATERHOUSE, WILLIAM C., Profinite groups are Galois group, volume 42, number 2

Proceeding of the American Mathematical Society (1974).

o7



