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Resumo

UM METODO DE REGULARIZAQAO PROXIMAL INEXATO PARA
OTIMIZACAO IRRESTRITA

Neste trabalho, estudamos um algoritmo regularizado para resolver problemas
de otimizacao sem restricoes quando a funcao objetivo é duas vezes diferencidvel. O
algoritmo foi proposto em [1] e, basicamente ¢ um método Newtoniano apropriado para
resolver problemas quando a matriz Hessiana é singular em uma solugao 6tima local.
Este algoritmo é constituido por dois algoritmos os quais nomeamos Algoritmo 1 e
Algoritmo 2 e estao ligados diretamente com o algoritmo de Ponto Proximal. Apre-
sentamos uma prova detalhada da convergéncia global sob hipoteses de que f ¢ duas
vezes diferenciavel e limitada inferiormente. Também destacamos a convergéncia local
do algoritmo com taxa super-linear com uma condi¢ao de margem de erro local no gra-
diente de f. Por fim, elaboramos exemplos que permitem vislumbrar o funcionamento
do algoritmo.

Palavras-chaves: Método de Newton regularizado, Busca de Armijo, Ponto Proximal
e Otimizacgao irrestrita.



Abstract

AN INEXACT PROXIMAL REGULARIZATION METHOD FOR
UNCONSTRAINED OPTIMIZATION

In this work, we study a regularized algorithm to solve optimization problems
without restrictions when the objective function is two-fold differentiable. The algo-
rithm was proposed in [1] and it is basically a Newtonian method appropriated to
solve problems when the Hessian matrix is singular in an optimal local solution. This
algorithm consists of two sub algorithms, named Algorithm 1 and Algorithm 2 and
they are directly connected with the Proximal Point algorithm.We present a detailed
proof of global convergence under the assumption that f is two-fold differentiable and
lower bounded. We also highlight local convergence of the algorithm with super-linear
rate with a local error margin condition in the gradient of f. Finnaly, we elaborate
examples that allows one to glimpse the operation of the algorithm.

Keywords: Regularized Newton method, Search of Armijo, Proximal Point and Un-
constrained optimization.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

(x,y) - denota o produto interno euclideano entre x € R" e y € R";

||| - denota a norma euclideana de x € R™, isto ¢, ||z|| = v/(z,z) = Y1, 2?;
Sm=l = {z € R™: ||z|| = 1}- denota a esfera unitaria de dimensdao m — 1;
V2f(x) - denota a matriz Hessiana da fun¢do f no ponto x;

I - denota a matriz identidade de dimensao n x n;

| M| = max{||Mz|| : ||z|| <1} - denota a norma da matriz M de dimensdo n X n;
Amin(M) - denota o menor autovalor da matriz M;

det(M) - denota o determinante da matriz M.



Introducao

Introduzido em [5] e [16,17] por volta da década de 70, o Algoritmo de Ponto
Proximal ¢ util para resolver problemas de otimizacao irrestrita da forma

min f(z). (1)
O procedimento deste algoritmo consiste em resolver o problema (1) por intermédio de
uma sequéncia de subproblemas os quais depende da fun¢ao f dada em (1) e de um
certo parametro.
O Método do Ponto Proximal (MPP) surgiu devido a problemas ditos mal-postos.
Dado um problema da forma

L(f) =0, (2)

onde f é um elemento de um conjunto X (usualmente X é um espago de fungoes) e
L : X — X éum operador diferenciavel (ou integro-diferencial). O problema (2) é dito
mal-posto se nao tem solucao ou tem mais que uma solugao ou tem uma tnica solugao,
mas esta solucao nao depende de forma continua de algum parametro do operador L.
Se o problema (2) nao é mal-posto dizemos que é bem-posto.

A ideia de regularizacdo de um problema estd conectada com problemas mal-
postos. Esta ideia consiste em substituir o operador L por um operador L + 6 M com
feReM:X — X um operador tal que o problema

(L+0M)(f) = L(f) + 0M(f) = 0, (3)

seja bem-posto, para qualquer § > 0. A solugdo f do problema (3) passa a depender
de 0, desse modo para cada 6 existe um tinica solugao fy e espera-se que, a medida que
0 se aproxima de 0, fy aproxime-se de uma solu¢ao do problema (2). O procedimento
de alterar um problema mal-posto para um bem-posto é dito regularizacao. Portanto,
regularizar um problema consiste em provocar uma certa pertubacao no operador L de
modo que tenhamos um problema bem-posto com solucao se aproximando do problema
original.

O conceito de regularizacao, pode ser adaptado aos problemas de otimizacao se
considerarmos X = R" e L = Vf, onde f : R® — R é uma funcao de classe C! e
convexa. Para tal situagdo (2) torna-se

Vf(z) = 0. (4)

E, com as hipotese impostas sobre f, resolver (4) é equivalente a solucionar o problema
(1). Além disso, supondo que f é limitada inferiormente, se considerarmos uma fungao
g : R — R estritamente convexa e admitirmos também que g é coerciva, isto €,
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| 1|i|m g(x) = 400, mesmo que o problema (1) ndo tenha solugao, estas condi¢oes sdo
T||—00

suficientes para garantir existéncia e unicidade do problema regularizado

min f(x) + 0g(x), com 6 > 0. (5)
zeR”
Para uma fun¢ao f : R" — R de classe C!, com f limitada inferiormente e
convexa, escolhendo um ponto zg € R™ e 8 > 0 pode-se utilizar o MPP que consiste
em resolver os subproblemas

. ek 2
min gi(z) = f(z) + o llo =% (6)
onde 6, & um parametro de regularizacio satisfazendo 0 < 6, < 6 . Um estudo mais
elaborado bem como a convergéncia deste método pode ser visto em [17] e (|8], p. 2-6).

Estudamos teoricamente um algoritmo que foi proposto em [1] para resolver pro-
blemas de otimizacao sem restrigoes da forma (1) quando a fungao objetivo é duas vezes
diferenciavel. O algoritmo proposto serd descrito no capitulo 2, o mesmo pertence a
classe de métodos de Newton regularizados. Diversos algoritmos ja foram propostos
para resolver (1), seja na otimizagao convexa (um exemplo [7]) ou na otimizac¢ao nao
convexa (por exemplo, [18], [19], [20]). O processo comum desses algoritmos é executar
uma ou vdrias etapas de minimizagdo em um problema regularizado (6), onde z é o
iterado na iteracao k e 6 > 0 é um parametro de regularizacao. No presente traba-
lho, estamos interessados na propriedade de regularizacao e em apresentar mais um
algoritmo para minimizar fun¢des nao-lineares duas vezes diferenciaveis.

Basicamente, o algoritmo é um método newtoniano aplicado a condigoes de oti-
malidade de primeira ordem para (6), enquanto atualiza o valor do parametro de regu-
larizacao ao longo das iteracoes. O método em estudo é composto por dois algoritmos
que serao denominados Algoritmo 1 e Algoritmo 2. No Algoritmo 1, o valor do pa-
rametro 6, ¢ atualizado e em seguida deve-se determinar z; resolvendo o seguinte
sistema:

(Hi + Oh)(xy; — i) = =V f (i), (7)

onde xy, € o iterado atual, H;, é a Hessiana de f em x;, ou uma aproximacao para isso, e
z; indica uma iteragdo de teste. Um controle sobre os valores de ¢ (z;) e || Ver ()|
permite decidir se xz é, ou nao é, aceito como novo iterado xx, 1. Se nao é o caso, o
algoritmo 2 é chamado para se obter uma reducao suficiente do valor da funcao ¢, e da
norma de seu gradiente. O sistema Algoritmo 1-Algoritmo 2, ja foi usado no quadro
da otimizagao restrita (|2], [3], [4]) e mostrou-se eficaz quando o sistema de otimizac¢ao
depende de alguns parametros.

Nosso trabalho encontra-se organizado do seguinte modo:

No Capitulo 1 temos as preliminares, que é constituida por resultados teéricos de
Otimizacao e Anéalise, os quais fornecem a sustentabilidade do algoritmo proposto.

A descrigao, analise de convergéncia global e local do algoritmo sao feitas no Ca-
pitulo 2. E mostrado que o algoritmo proposto é globalmente convergente apenas com
as hipoteses de que a funcao f é duas vezes diferenciavel e limitada inferiormente. Para
mostrarmos a convergéncia local necessitamos de hipoteses adicionais. Estd provado
que o algoritmo é super-linearmente convergente sob uma hipotese de erro local no
gradiente de f.

[lustracoes numéricas do algoritmo sao feitas no Capitulo 3. Finalmente, no
Capitulo 4, destacamos as consideragoes finais e pesquisas futuras.
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Capitulo 1

Preliminares

Para uma melhor compreensao desta dissertacao, designamos este capitulo a re-
sultados e definicbes. Fazemos uma breve abordagem sobre: sequéncias, aplicacoes
diferenciaveis, matriz, existéncias de solugoes de um problema de otimizacao, condi-
coes de otimalidade para problemas irrestrito, método de descida, busca de Armijo e
por fim método de Newton. Em alguns momentos provamos resultados e, quando for
omitido a demonstracao indicamos onde encontrar.

1.1 Sequéncias no espaco euclidiano

Esta segao é constituida por algumas propriedades que serao tteis em determi-
nados momentos de nossa dissertacdo e, tais propriedades sdo baseadas em [11] e [13].

Definicao 1.1.1. Uma sequéncia em R™ é uma aplicagcao v : N — R"™, definida no
conjunto N dos numeros naturais. O valor que essa aplicacao assume no niumero k é
indicado por x) e chama-se o k-ésimo termo da sequéncia. Usaremos a nota¢do {xy}
para indicar a sequéncia cujo k-ésimo termo € xp € R™.

Definicao 1.1.2. Uma subsequéncia de x € a restricao da sequéncia a um subconjunto
infinito N' = {k; < ky < ... <k; < ..} CN. A subsequéncia serd indicada pela notacao
{xkj}7 j €N.

Dizemos que a sequéncia {z;} é limitada quando o conjunto de seus termos é
limitado em R", ou seja, quando existe um nimero real ¢ > 0 tal que ||zx|| < ¢ para
todo k € N.

Definicao 1.1.3. Um ponto a € R"™ é chamado limite da sequéncia de pontos xj, € R"™
quando , lim x;, = a.
k—o00

Pela defini¢do acima tem-se que lim z = a se, e somente se lim ||z — al| = 0.
k—o0 k—o0

Proposicao 1.1.1. Seja o € (0,1). Entao para todo j € N temos

(1+0) —1

. =1+(0+0)+Q+0)+...+1+0) L.

Demonstracao. Provaremos por indugao em j € N.
(1+o) -1 _7
o o

Para j = 1 temos,

12



(1+0)—-1 1+420+0°—1

Para j = 2 temos, =24+0=1+(1+o0).

o o
Suponha que a igualdade vale para j = p € N, isto é,

(1+0) —1

. =1+(1+0)+A+0) +...+(1+o)P "
Provaremos para j = p+ 1 € N. Usando a hip6tese de inducao temos que,

1+o)P™t—1 (1+o0)P(1+0)—1

T _eor(to) 1
2@%—(1—1—0)1’—%
ZM—FG—FO’)Z)

=1+ (1+0)+(1+0)+...+ 1+ +(1+0).

m
Proposicao 1.1.2. Considere a € R, com a € (0,1). Seja
1 — it ‘
xj = =l+a+a*+...+d,
1—a
para todo j € N. A sequéncia (1,22, ...,%j,...) € crescente e limitada. Em particular
se a = — tem-se
2
k
1 1 1
25:1+§+...+¥<2.
7=0
Demonstracao. Temos
1 — gi™?
x; =
Jj+1 1—a

 (I-a)(+a*+a*+ ... +d +aT)

n 1—a

= 1+a®+a*+.. . +d +d =z, + a7,
isto mostra que a sequéncia (z1,x,...,2;,...) é crescente. Agora tem-se que

1—a/t! 1 a’tt 1
O0<z; = = - < ,

J 1—a l—-a 1—a 1-—a

para todo j € N dai, segue que a sequéncia (z1,22,...,2;,...) é limitada. Por fim,

-1
para a = ; temos

k 1 1 jH+1-1
Z1 1 1 3 1 o 1 1
j=0 2 2



logo,

53%;<2 (1.1)

[]

Observacao 1.1.1. Sejam p e q dois inteiros nao negativos. Considere as segquintes
somas,

P&t 11 111 1
Y om=l4o ottt ottt

’ 2k 2 4 2r—t = 2p  2ptl 2pta—1’
e
$ =14+ =+ ! +...+ !
2 4 P
k=0
Temos que,
pt+q-1 _ (1\p+ 2rta—1
Z l _ 1 (2)p ! __2pta 2 —1 9 — (2p+q _ 1)21fpfq
ok 1-1 1 op+q ’
k=0 2 2

-1 1 2P —1
11—y » —1
LT S EIET)
1—3 3 2

2
7=0
Entao,
ptq—1 pt+q—1 p—1
1 1 1
dow = Xy
k=p k=0 k=0
— (2p+q _ 1)21*17711 _ (2;0 _ 1)21*17
— (2p+q _ 1>21—p2—q _ (21? _ 1)21—10
— olop(ortama _97a _9p 1)
= 2!7P(1-279)
— 9l-p_ 9l-p—q
< o=
- 1
= o1
portanto,
p+g—1
1 1
§:§Z<§;? (1.2)
k=p
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Sejam (a,) uma sequéncia de numeros reais. A partir desta sequéncia, formamos
uma nova sequéncia (s,) cujos elementos sdo as somas

§1=Q1,S9 =a1 +a2,...,5, = a1 +az+ ...+ ay,

que chama-se as reduzidas da série > a,. A parcela a,, é chamada o n-ésimo ou o termo
geral da série.
Quando existe o limite

s=lims, = lim (a1 + as + ... + a,),
n—oo
dizemos que a série > a, é convergente e o limite s serd chamado a soma da série.
Deste modo escrevemos

s:Zan:ian:al—i—az%—...—l—an—i—...
n=1

Se a sequéncia das reduzidas nao convergir, dizemos que a série » | a,, ¢ divergente.
[ee]

As vezes é conveniente considerar séries do tipo E Q.
n=0
A respeito de séries exitem varios resultados, mas aqui destacamos os seguintes.

Teorema 1.1.1. ([11], p.1385) Se Y a, é uma série convergente entdo lima, = 0.

Teorema 1.1.2. ([11], p.137) Seja a, > 0 para todo n € N. A série Y a, converge se,
e somente se, as reduzidas S, = ai; + as + ...+ a, formam uma sequéncia limitada,
1sto €, se, e somente se existe k > 0 tal que a; + ...+ a, < k para todo n € N.

1.2 Aplicacoes Diferenciaveis

Nesta secao destacamos alguns resultados a respeito de aplicagoes diferenciaveis,
08 quais serao importantes para o prosseguimento deste trabalho. Para um estudo mais
detalhado dos conceitos e resultados exibidos aqui, recomendamos principalmente |[13]
e [14].

Considere um conjunto U C R™ aberto. Diz-se que uma aplicagdo f : U — R
é diferenciavel em um ponto a € U quando existe, na vizinhanca de a, uma "boa
aproximacao linear" para f. Para ser mais preciso tem-se a

Definicao 1.2.1. Seja U C R™ um conjunto aberto. Diz-se que a aplicagao f: U — R™
é diferencidvel em um ponto a € U se existe uma transformacao linear T : R™ — R”
tal que

()

fla+v)— fla) =Tw+r(v), onde lim———=0.
v=0 [|o
Na definicao 1.2.1, v deve ser suficientemente pequeno para que a + v € U e

portanto f(a+ v) tenha sentido. Sendo U aberto, existe n > 0 tal que ||v|| < n implica
at+vel.
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Definicao 1.2.2. Seja f : U — R uma funcao definida no conjunto aberto U C
R™. Para cada i = 1,...,n a i-ésima derivada parcial da funcao f em um ponto a =
(a1,...,a,) € U € dada pelo nimero

of (a) = lim fla+te;) — f(a)

ox; t—0 t ’

caso este limite exista. Onde e; € o i-ésimo vetor da base candnica do R™.

Definicao 1.2.3. Seja f : U — R uma fungao definida no conjunto aberto U C R".
O gradiente de uma funcao diferencidvel f : U — R no ponto a € U € o vetor

Vf(a) = (a%(a),...,a%(@).

Definicao 1.2.4. Seja v € R™ um vetor qualquer e U C R™ um conjunto aberto. A
deriwvada direcional da funcdo f: U — R, no ponto a na direcio de v, € por defini¢do

9 () — 1o F@+10) = F(@)

ov t—0 t

Definicao 1.2.5. Seja U C R"™ um conjunto aberto. Dizemos que uma aplicag¢ao
f U = R™ é continuamente diferencidvel, ou que f é de classe C* e escrevemos
f € CY, quando f for diferencidvel e, além disso, f': U — L(R™ R™) for continua.

De mesma forma, se [’ : U — L(R™ R") tem derivada no ponto x € U, dizemos
que f & duas vezes diferencidvel no ponto x e escrevemos f” : R™ — L(R™,R™) para
indicar a derivada de f’ no ponto z, ou seja, a segunda derivada de f em x. Desse
modo, f"(x) € LIR™, L(R™,R™)). Se f é duas vezes diferencidvel em todos os pontos
x € U, dizemos que f é duas vezes diferenciavel em U. Se além disso, aplicacao
f"R™ — L(R™, L(R™,R"™)) for continua, diremos que f é duas vezes continuamente
diferencidvel em U e escrevemos f € C?. Podemos dizer que f é de classe C2.

De modo mais geral, diz-se que f é uma aplicacdo de classe C*, ou k vezes
continuamente diferenciavel, e escrevemos f € C*, quando f* for continua.

Teorema 1.2.1. ([13|, Regra da Cadeia, p. 103) Sejam U C R™,V C R"™ abertos e
f:U — R*g :V — RP diferencidveis nos pontos a € Ub = f(a) € V, com
f(U)C V. Entao go f: U — RP é diferencidvel no ponto a e

(gof)(a) =g'(b).f'(a) : R™ — R”.

Teorema 1.2.2. ([13], Desigualdade do Valor Médio para Caminhos, p.44) Seja [ :
[a,b] — R™ wum caminho,diferencidvel no intervalo aberto (a,b), se existe M > 0 tal
que ||f'(t)|| < M para todo t € (a,b) entao

1F(b) = fla)ll < M(b— a).

Teorema 1.2.3. (Desigualdade do Valor Médio) Considere U C R™ aberto e, seja
f U — R"™ diferencidvel em todos os pontos do segmento de reta [a,a +v] C U. Se
para todo t € [0, 1] existe M > 0 tal que || f'(a + tv)|| < M entao

[ (a+v) = fla)] < M]jv].
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Demonstra¢ao. Seja o caminho A : [0,1] — R™, definido por A(t) = f(a + tv), como f
é diferenciavel \ é diferenciavel e pela regra da cadeia, N'(t) = f’(a + tv).v para todo
t € [0,1], assim temos

IN@N = [1(a+ tv)vl] < [|f'(a+ to)||.[lo]] < M|[v]|  para todo t € [0,1],
pelo teorema da Desigualdade do Valor Médio para Caminhos, segue que

1f(a+v) = fl@)[ = A1) = AMO)|| < M[[v]|(1 = 0) = MJv]].

Uma consequéncia da Desigualdade do Valor Médio é o,

Corolario 1.2.1. Se U C R™ ¢ aberto e convexo e, existe M > 0 tal que a aplica¢ao
diferencidvel f: U — R™ satisfaz || f'(x)|| < M para todo x € U, entdo

If(x) = f(y)|| < M|z —y|| para quaisquer z, y € U.

Demonstracao. Sejam y, x € U quaisquer, como U C R™ ¢ convexo o segmento de reta
ly,z] C U, isto é, para todo ¢ € [0, 1] temos (1 —t)y +tx =y + t(x —y) € U e assim
| f'(y+t(z —y))|| < M. Pela Desigualdade do Valor Médio tem-se

1 () = F@I = 11y + (2 = y)) = I < Mllz - yl|.
O

Teorema 1.2.4. ([13], Schwarz, p.67). Se f : U — R ¢é de classe C* no aberto
U C R™. Entao, para quaisquer 1 <i,5 <n , tem-se
O*f 0*f
(%i@xj <C) N 6:}5]893, (C)

O Teorema de Schwarz garante que se f : U — R é de classe C? no aberto U C R"
a matriz hessiana de f é simétrica.

Teorema 1.2.5. ([15], Taylor com resto de Lagrange, p.29) Seja f : R" — R wuma
fung¢ao de classe C' e x,d € R™. Se f é duas vezes diferencidvel no segmento (x,x+d),
entdo existe t € (0,1) tal que
1
f@+d) = f(z) = (V[(2),d) + 5{d,V* [(x + td)d).

Teorema 1.2.6. ([13], Teorema Fundamental do Cdlculo para Caminhos, p.46). Se f :
[a,b] = R™ é um caminho de classe C' entdo

b
/ (6t = £(b) — f(a).

Corolario 1.2.2. Seja U C R™ um conjunto aberto. Dada f : U — R" de classe C1,
suponha que o segmento de reta [x,x + v] esteja contido em U. Entao

flx+v)— f(x) :/0 f'(z 4+ tv)v dt.
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Demonstra¢ao. Defina o caminho ¢ : [0,1] — R™, dado por ¢(t) = f(z + tv). Como f
é de classe C' 1 é de classe C' com ¢(0) = f(z),¢(1) = f(x +v) e, pelo teorema 1.2.1
temos ¢/ (t) = f'(x + tv)v. Entdo pelo teorema fundamental do calculo para caminhos

F(x+v) — F(2) = p(1) —$(0) = / (1) = / f(a+ to)o.

O

Teorema 1.2.7. ([14], Férmula de Taylor com resto integral, p.75) Seja f : U — R”
uma aplicagao de classe C*T1. Se o segmento de reta [x,x + v| estd contido no aberto
U, entao

Fla+v) = f@) + @)+ 5 @)+t O 4 (o),

onde

1 1 _ s
r(v) = / %f(sﬂ)@ + tv).0 Y at.
0 .

1.3 Matrizes e aplicacoes lineares

Os resultados apresentados nesta secao, assim como nas anteriores serao de fun-
damental importancia para o desenvolvimento deste trabalho. Estaremos enfatizando
algumas propriedades de sobre aplicacoes lineares.

Definicao 1.3.1. Um escalar X € denominado um autovalor de uma Matriz A € R™*",
se existe v € R"\{0}, tal que
Av = .

Note que a igualdade acima pode ser escrita sendo
(A—X)v=0,

como v # 0, segue que a matriz (A — X\I) ndo é invertivel (isto ¢, singular). Conse-
quentemente, qualquer autovalor A de A satisfaz

det(A — AI) = 0. (1.3)

A equagao (1.3) gera um polinémio de grau n em A, e tal polinémio é chamado de
polinémio caracteristico da matriz A. Portanto os autovalores sao determinados ao
calcular o polinomio caracteristico e as raizes deste mesmo polinémio.

Em geral os autovalores de uma matriz A € R™*™ podem ser reais ou complexos,
pois um polinémio com coeficientes reais pode possui raizes complexas, porém se A for
uma matriz simétrica seus autovalores sao reais.

Corolario 1.3.1. ([19],p.39) Suponha que a matriz A € R™™ seja singular, entdo
A= 1) > 1.

Proposicao 1.3.1. Se a aplicacao linear A : R™ — R" ¢ injetiva entdo existe ¢ > 0
tal que [[A(x)|| > c||lz|| V z € R™.
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Demonstmgdo Se x é o vetor nulo em R™, o resultado vale imediatamente, pois
|A(x)|| = ||A(0)]| = [|0]| = ¢||0]|. Agora considere 2z € R™\{0} e suponha que V¢ >0
existe z € R™ tal que ||A(z)|| < c||z||. Entdo para zy,z,,...,z; € R™\{0}, temos

x z
Al <l A < E2Ljag) < 2Ly

FrESn

A sequéncia 4 —F L gm=1 aig [ | = |1 = 1. E como S™ ! é compacta
q , P p
||l 2] (B
Tp.
existe uma subsequéncia { ——9_ L que lim 7T e st
|z, |2l kj o0 ka I

como A é continua temos, lim A
kj—o0 Ika |

) = A(Z). Por outro lado usando a conti-

s A )| =

nuidade da norma e (1.4) temos que lim H (H ||) H
T,

]—>OO

logo, lim A ) 0, segue da unicidade do limite que A(Z) = 0 e como A &
injetiva temos que, 0 o que é um absurdo pois Z € 5™ !. Portanto o resultado é
verdadeiro. O

Proposicao 1.3.2. Se a aplicacdo linear A : R™ — R"™ € invertivel, entdo existe ¢ > 0

1
tal que ||A(z)]| > c||lz|| V x € R™. Além disso ||[A7]]| < -.
c

Demonstra¢ao. Como A é injetiva pela proposicao 1.3.1 existe ¢ > 0 tal que ||A(z)]| >

cllz|| ¥V 2z € R™ Como A é sobrejetiva dado y € R™ existe z € R" tal que A(z) =y,
e sendo A é invertivel temos z = A~!(y). Assim de ||A(2)| > ¢||z||, temos

clA7 W) < [AA™ W) = lyll,

1
o que nos da ||[A~Y(y)]| < ~||y|| , e portanto
c

—_

A7 = max{[A ()] : lyll < 1} < -

]

Proposicao 1.3.3. Seja v um autovetor de uma matriz A € R™™ com X\ o autovalor
associado a v. FEntdao para todo ¢ € R, v € um autovetor da matriz A — cl e os
autovalores associados a v sao da forma A\—c, onde ¢ € autovalor da matriz I associado
av. Além disso se A € semi-definida positiva e ¢ < 0 temos que

1
(A=) < —=.

C

Demonstragio. De fato, para v # 0 temos que Av = \v. Seja ¢ € R qualquer, assim

(A—clhv=Av—cv =X v—cv=(\— ),
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e isso prova que o vetor v correspondente a A autovalor de A é um autovetor associado
a A—cpara A—cl. Se A é semi-definida positiva e ¢ < 0 a matriz A — ¢l é definida
positiva, portanto invertivel e, ainda A — ¢ > 0. Entao temos

I(A = elvl] = [(A =)ol = [A = cl|lv]l = (A = eo]| = =cl[v]],

pela proposicao 1.3.2 tem-se que

_ 1
(A —en) ) < —.

finalizando a prova. [

1.4 Existéncias de solucoes

Nesta secao apontamos alguns resultados que asseguram a existéncia de solucoes
para um problema de otimizacao irrestrita.

Considere um conjunto 2 C R” e uma funcao f : 2 — R. Estamos interessados
em determinar (se existir) uma solu¢do de um problema da forma

min f(z), (1.5)

el

onde f é chamada funcao objetivo, {2 é denominado conjunto viavel e, os elementos de
2 sdo conhecidos como pontos vidveis. Quando 2 = R", dizemos que o problema (1.5)
é irrestrito e, se 2 # R" dizemos que é restrito.

Definigao 1.4.1. Seja T € ). Dizemos que T é

(a) minimizador global de (1.5), se

f(@) < f(x), para todo x € Q. (1.6)

(b) minimizador local de (1.5), se existe uma vizinhan¢a U de T tal que

f(@) < f(x), para todo x € QN U. (1.7)

O resultado a seguir estabelece uma condicao para existéncia de solucao do pro-
blema (1.5).

Teorema 1.4.1. ([12], p.45)( Weierstrass) Seja f : R" — R uma funcao continua e seja
Q C R™ um conjunto nao vazio e compacto. Entao f atinge seu mdximo e seu minimo
em €Y, ou seja, existem pontos *,T € Q tais que f(z*) < f(x) < f(T).

Como consequéncia deste teorema temos o,

Corolario 1.4.1. Seja f : R"™ — R uma funcao continua e suponha que existe ¢ € R
tal que o conjunto L = {x € R; f(x) < ¢} € ndo vazio e compacto. Entao f tem um
minimizador global.

Demonstra¢ao. Como L = {z € R; f(x) < ¢} é ndo vazio e compacto, e f : R* - R é
continua pelo teorema 1.4.1 existe T € L tal que f(Z) < f(x) para todo z € L. Seja
y ¢ L, temos f(y) > c¢> f(T). Assim, f(T) < f(x) para todo z € R™. O
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Existe outro resultado que garante a existéncia de minimizador global em R",
sem admitir compacidade. Porém, necessitamos uma hipotese adicional sobre a funcao

f.
Definicao 1.4.2. Uma funcao f : R"™ — R € dita coerciva quando lim f(x) = 400,

[[]| =00

isto €, quando para todo M > 0 existe r > 0 tal que f(x) > 0 sempre que ||z| > 0.

Exemplo 1. A funcio f:R?* = R, dada por f(z,y) = 2® + y* € coerciva.
De fato, temos

lim  f(z,y)= lim 2°+y*= lim |(z,y)|* = +oco.
ll(z,y)[| o0 | (@,y) || =00 Il (z,y)[| o0
1
Exemplo 2. A 0 g : R? - R, dad = ————— ndo é va.
xemp fungao g , dada por g(z,y) R nao € coerciva

De fato, pois

1 1
lim g(z,y)= lim — = lim —— =0
||(%y)\\—>oog( v) l@y)ll—oe 22+ 42+ 1 J@y)l—o ||(z,y)]|? + 1

Teorema 1.4.2. ([15],p.37) Seja f : R™ — R uma fungao continua e coerciva. Entao,
f tem (pelo menos um) minimizador global.

Prosseguindo, temos a definicao da distancia de um ponto a um conjunto.

Definicao 1.4.3. Chama-se distincia do ponto a € R"™ ao conjunto X C R"™ ao nidmero
: X) = inf || — al|.
d(a; X) = inf ||z — al

Seja F' : R® — R™ uma aplicagao continuamente diferencidvel. Considere o
sistema de equacoOes nao necessariamente linear,

F(z) = 0. (1.8)
E suponha que o conjunto solugao S do sistema (1.8) seja ndo vazio.

Definicao 1.4.4. ([21],p.240) Seja V' um subconjunto do R™ tal que SNV # 0. Di-
zemos que |[F(z)|| fornece um erro local em V para o sistema (1.8) se existe uma
constante k > 0 tal que

k d(x,S) <||F(z)|, para todo x € V. (1.9)

Exemplo 3. Considere a aplicacdo continuamente diferencidvel F' : R? — R? dada por
F(z,y) = (2x,2y). Tome V = R?, assim resolvendo o sistema F(z,y) = (0,0) temos
que S ={(0,0) € R?}, logo SNV # 0. Seja v = (a,b) €V qualquer, entio

d(v, S) = nf |l — ol = [v]l = [[(a,0)]| < 2l[(a, O)] = [[F(a, O)|| = [ F(0) [,V v € V.

Logo ||F(v)|| fornece um erro local para o sistema F(x,y) = (0,0) com constante k = 1.

Agora, considere um conjunto X C R", um ponto y € R" e o problema de
encontrar um ponto de X mais proximo de y. Este problema pode nao ter solucao, e
quando tem, nao se garante unicidade. Porém, o resultado a seguir garante a existéncia
de solucao se X for um conjunto fechado nao vazio.
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Teorema 1.4.3. Seja X C R"™ um conjunto nao vazio e fechado. Para todo y € R",
existe y € X tal que

ly =l = inf [ly — =,
para todo v € X.
Demonstracao. Seja a = in)f( |ly —z||. Entao, por defini¢do de infimo, para todo k € N,
[AS

existe z, € X tal que

1
a<|y—al <a+ . (1.10)

Em particular, ||y — zx|| < a + 1, para todo k£ € N. Considere y € R™ qualquer e fixo,
entao

lzell = loe —y +yll < e —yll +llyll = lly — 2l +lyl] La+1+ |y =c,

isto significa que a sequéncia {x} é limitada. Logo, existe uma subsequéncia conver-
gente, digamos x, — 7, onde j € N C N. Como X é fechado 7 € X. E ainda pela
continuidade da norma temos

S
Jim [y = | = || Jim (v = )| = || Jim = 1im s, | = [y =71

Mas por (1.10) temos que klim |y —x,|| = . Portanto pela unicidade do limite segue
i—00
que ’
3l = o = inf lly —
ly =l = a = inf |ly — =[],

como queriamos demonstrar. O

1.5 Condicoes de otimalidade para problemas irres-
tritos

Aqui enunciamos as condicoes necessarias e suficientes que caracterizam o mini-
mizador (ou os minimizadores) de um problema sem restrigoes.

Teorema 1.5.1. (Condi¢ao necessdria de 1° ordem) Seja f : R™ — R diferencidvel no
ponto z* € R". Se x* é um minimizador local de f, entao

Vf(z*) = 0.

Demonstragio. Seja d € R*\{0} arbitrario. Como z* é um minimizador local, existe
0 > 0 tal que
f(z*) < f(x* 4+ td), paratodo t € (0,9). (1.11)

Como f é diferenciavel em z* temos

flz* +1td) — f(z*) =t(Vf(z"),d) +r(t), onde lim@ = 0.

t—0

Por (1.11) temos

t(Vf(z"),d) +r(t) >0, onde hm@ = 0.

t—0
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Dividindo a expressao acima por t > 0 e passando ao limite com ¢ — 0, obtemos
(Vf(z*),d) >0, paratodo deR"\{0}. (1.12)
Suponha que V f(z*) # 0. Assim podemos tomar d = —Vf(x*) e, de (1.12) teriamos
0 < (Vf(2"), =V [f(z")) =~V f(a")|?
0 que é uma contradicdo. Logo V f(z*) = 0. O

Teorema 1.5.2. (Condicao necessdria de 2° ordem) Seja f : R" — R duas vezes di-
ferenciavel no ponto x* € R™. Se x* é um minimizador local de f, entao a matriz
Hessiana de f no ponto x* € semi-definida positiva, ou seja,

(d,V2f(x*)d) >0, para todo d € R".

Demonstracao. Seja d € R”\{ﬁ} qualquer e fixo, como f : R® — R & duas vezes
diferenciavel em x* € R" vale que

Fla* 1) = Fa) + 1V @) d) LBV d) 4 o), com Lm0 o,

t—0 12

Sendo z* um minimizador local de f pelo teorema anterior temos que Vf(z*) = 0 e,
assim

F@* +td) — o) = %t2<v2f(x*)d, d) +r(t), com nng@ 0.
Tomando ¢ suficientemente pequeno temos que
0< Fla* +1d) — f(a*) = S(V*Fa)d,d) + (1),
dividindo por t? e passando o limite quando t — 0, obtemos
(d,V*f(x*)d) > 0, para todo d € R™.

]

O resultado a seguir estabelece uma condigao para que pontos estacionarios (caso
existam) de uma fungao duas vezes diferenciavel sejam pontos de minimo local.

Teorema 1.5.3. ([15], teorema 2.14,Condicao suficiente de 2° ordem, pg.42) Seja uma
funcao f: R"™ — R duas vezes diferencidvel no ponto x* € R". Se x* € um ponto es-
taciondrio da funcdo f e V2f(x*) € definida positiva, entao x* é minimizador local
estrito de f.

1.6 Meétodos de descida e Busca de Armijo

Seja f : R” — R uma funcao dada. Os métodos de descida sao uma estratégia
natural para resolver problemas de otimizacao irrestritas.

Estes métodos possuem o seguinte processo : Dados f: R" — R e 2, € R” uma
aproximacao da solu¢do do problema (1), encontramos o ponto x4 € R™ que satisfaz

f(@re) < f(aw).

23



Uma estratégica pratica é tomar uma direcao d; € R™ da tal forma f assuma valores
decrescente, preferencialmente & passos curtos, a partir do ponto x; nessa mesma di-
recao. Calcula-se o comprimento de passo oy > 0 que fornece um valor de f menor do
que no ponto xj, isto é,

f(xk + Ozkdk) < f(:)fk),

e entao definimos o proximo iterado sendo 1 = xp + agdy. Este processo se repete
para o novo Ty, € assim sucessivamente.

Definicao 1.6.1. Seja f : R™ — R uma funcgao e considerex € R" ed € R"\{ﬁ}.Dizemos
que d € uma direcao de descida para f, a partir de x, se existe 6 > 0 tal que

flz+ad) < f(x), para todo o € (0,0).

Denotamos por D¢(x) o conjunto de todas as diregoes de descida da funcao f no
ponto x.

Lema 1.6.1. ([9],p.25) Seja f : R" — R uma fungao diferencidvel no ponto x € R™.
Entao:

(i) Para todo d € D¢(x), tem-se (V f(x),d) <0.

(11) Se d € R™ satisfaz (Vf(x),d) <0, tem-se que d € Dy(z).

Busca de Armijo

Seja z € R" e d € R” uma diregao de descida. Considere w € (0,1). Basicamente,
a regra de Armijo encontra @ > 0 tal que

flx+ad) < f(z) +wa(Vf(zr),d).

A desigualdade acima significa que queremos mais que uma simples reducao do valor
de f. Esta reducao deve ser proporcional ao tamanho do passo. O resultado a seguir
nos diz que a obtencao do descenso baseado na condicao de Armijo é sempre possivel.

Teorema 1.6.1. ([15],p.77) Considere uma funcao f : R™ — R diferencidvel, um
ponto x € R™, d € R" uma direcdo de descida e w € (0,1). Entao existe 0 > 0 tal que

flz+ ad) < f(z) + wa(V f(x),d), para todo o € |0, 0).

Observacao 1.6.1. Deve-se obter um comprimento do passo a que resulte no decrés-
cimo suficiente da funcao f em relagao ao valor f(xy).

Inicialmente para a busca de Armijo, fazemos o« = 1, e sao dados =, € R" e
dr € R™ onde d é uma dire¢do de descida. Escolha as constantes 7,w € (0,1) e
inicia-se as iteracoes do seguinte modo.

Passo 1. Verifique que vale a desigualdade

Passo 2. Se vale (1.13) tome oy = « e faga xpy1 = 2 + agdg. Caso contrario
tomamos o = T« e retornamos ao passo 1.
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1.7 Meétodo de Newton com Busca de Armijo

Basicamente o método de Newton com Busca de Armijo tem o seguinte formato.
Dado zy € R", segue-se os procedimentos abaixo.
Algoritmo de Newton

Passo 1. Se V f(zy) = 0, pare. Se ndo.

Passo 2. defina dy = —(V2f(z1)) 'V f(z).

Passo 3. Calcule oy pela busca de Armijo em seguida defina x; 1 = xp + agdy e
retorne ao passo 1.

Observacao 1.7.1. A direcao dy, do método de Newton € obtida resolvendo-se o sistema
de equacoes lineares

V2 f(xr)de = =V f(x1),

observe que a direcao de Newton pode nao estar bem definida caso a matriz Hessiana
V2f(xr) seja singular. Ainda que possa ser determinado dy,, esta direcdo pode nao ser
de descida. Porém, se V2 f(x},) € definida positiva, teremos que dy, estd bem definido e
€ um direcao de descida. De fato,

<Vf<l‘k),dk> = —<V2f(xk)dk,dk) < O,

seque de (ii) do lema 1.6.1 que dy e direcao de descida a partir de xy.

Para um caso mais geral quando V?f(xy) ndo é definida positiva deve-se fazer
uma reqularizacao em dy, de forma que di seja bem definida e um direcao de descida.
A ideia consiste em escolher &, > 0 tal que a matriz V2 f(xr)+0x1 seja definida positiva
e a direcao do método de Newton passa ser dy, = —(V2f(xy,) + 6 l) IV f(21).

Para um estudo mais aprofundado dos métodos de descida, em particular de
Newton, recomendamos [10] ou [15]. A seguir apresentamos os algoritmos os quais sao
nossos objetos de estudos.
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Capitulo 2

Descricao do Algoritmo e Analise de
Convergéncia

Neste capitulo apresentamos o algoritmo composto por Algoritmo 1 e Algoritmo
2 para encontrar uma solu¢ao do problema (1). Nosso proximo objetivo serd mostrar-
mos a convergéncia global e local do algoritmo que foi proposto em [1] para resolver
problemas de otimizacao irrestrita quando f é uma funcao duas vezes diferenciavel e
limitada inferiormente.

2.1 Descricao do Algoritmo

Inicialmente apresentamos o Algoritmo 1. Dado um ponto zy € R™. Em seguida
escolhemos um niimero inteiro [ > 0 e as constantes p € (0,1),7 > 0,0 € (0,1) e 6 > 0.
A estrutura deste algoritmo é dado como a seguir.

ALGORITMO 1
Passo 1. Se V f(x) = 0, entdo pare. Caso contrario va ao,

Passo 2. Escolha 8§ > 0 tal que Hy, = V2f(x1,) + oI = 0 e defina

0 = min{y||V f(z)]|7, 6}.
Passo 3. Calcule xﬁ resolvendo o sistema linear
(Hg + Op) (zf — 2) = =V f ().

Passo 4. Faca [ = max{0,k — [} e gp = pmax{||Vf(z;)| : lx <i < k}.

Passo 5. Se pi(z}) < f(xr) e [[Vr(x])|| < ek, entao faga x11 = ;7 e volte ao Passo
1. Caso contrario, a partir de um ponto inicial zxo tal que @g(xro) < f(zx) va ao
Algoritmo 2 para encontrar xy,; tal que

or(Trr1) < flor) e [[Vor(zrg) || < e (2.1)

O parametro de regularizacao J, no passo 2 deve ser escolhido de modo que exista
£ > 1 tal que

8k < Brmax{0, —Amin(V2f(21))}, para todo k € N. (2.2)

A condigao (2.2) serd utilizada na analise de convergéncia local. A forma mais simples
de satisfazer (2.2) ¢ definir 6 = 81 max{0, —Apnin (V2 f(2))}. Isso é feito em [20].
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Note que, definimos 6, = min{v||Vf(z1)||”,0} no passo 2 se o passo 1 ndo &
satisfeito. Além disso se Vf(xzx) — 0 temos que khm 0, = 0. Se o passo 1 nao é
—00

satisfeito, também no passo 2 d, > 0 deve ser escolhido de modo que a matriz Hy seja
semi-definida positiva. Assim a matriz Hy, + 0,1 é definida positiva, entao usando (7)
temos

(Vf(xr), z — xp) = =((Hp + ) (x)) — 2), (20 — 1)) <0,

pelo item (i7) do lema 1.6.1 o ponto (27 —xx) é uma direcao de descida para f a partir
de xp. Como Hjy + 01 é definida positiva logo é também invertivel, desse modo o
iterado de teste z; é dado por

x;: = —(Hk + 0k1)71Vf($k) + xg.

A definicao de € no passo 5 é valida somente se o inteiro [ > 0, por exemplo, se estamos
na iteracao k = 2 e tivéssemos escolhido [ = —1, teriamos [, =3 e dai [, =3 <1 < 2,
0 que é uma incoeréncia.

Observe que, se k > [ tem-se [, = k —1 e, se | > k temos [, = 0. Como
Vr(zr) = Vf(zk), note que, quando [ = 0 temos [, = max{0,k — [} = k e, assim
t = k, portanto a segunda desigualdade do teste de aceitacao no passo 5 é da forma
IVor(xe)|l < pllVer(xr)||. Este requisito pode ser muito exigente e é por isso que
introduz-se um relaxamento da tolerancia de aceitagao ¢, tomando os valores maximos
de ||V f]| nas ultimas [ iteracoes. Esta estratégia melhora a eficiéncia do algoritmo e
garante sua convergéncia global.

Usando o teorema 1.4.2, uma garantia de que sempre existe (pelo menos um)
Tk tal que gr(xro) < f(xy) € a coercividade e a continuidade da funcao ¢x. Com 6y
obtido no passo 2 resolve-se o problema proximal e encontra-se xj o tal que pg(x)) <
or(x),V © € R". Em particular para x = xj e usando a definigdo da funcdo ¢, temos
op(ro0) < wr(zr) = f(x). Por outro lado, pode ser que exista um outro ponto xy
tal que @r(xro) < f(zx) sem que xy o seja solu¢do do problema proximal.

Se o novo iterado z; nao satisfazer as desigualdades no passo 5 do Algoritmo 1, o
Algoritmo 2 é chamado. O Algoritmo a seguir ¢ um método de minimizacao de descida
aplicado para o problema (6) com um valor fixo do parametro de regularizacdo 6y
determinado no Algoritmo 1. De inicio um iterado xj o deve ser escolhido. Escolhemos
também uma constante w € (0, 1) para a condigao de Armijo e definimos inicialmente
i = 0. O Algoritmo 2 é organizado da seguinte forma.

ALGORITMO 2
Passo 1. Se wi(zr:) < f(xk) e |Vor(zri)| < ek, entdo defina x4y = 24, e retorne
para o algoritmo 1. Caso contrario siga para o,

Passo 2. Escolha d;,; > 0 tal que Hy; = V2f () + Ol = 0.
Passo 3. Calcule dj,; resolvendo o sistema linear

(Hyi + Ok I)dy; = —Vior(y)- (2.3)

Passo 4. Comecando com «y,; = 1 aplique a busca de Armijo para encontrar ay,; € (0, 1]
tal que
Op(Trs + ok idi ) < i) + wo i (Vor(Tr), dii),
e entao defina xy ;41 = 2, + g di,; € retorne ao passo 1 do Algoritmo 2.
A escolha do parametro de regularizagao dy; no passo 2 deve ser feita como no
Algoritmo 1, sendo

ki < Bamax{0, Auin(V2f(714))}, para toda iteragio i, (2.4)
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com [ > 1. A expressao (2.4) visa garantir a finitude do Algoritmo 2.
Como 0y ; > 0 é escolhido de forma que a matriz Hy; seja semi-definida positiva,
entao a matriz Hy,; + 0,1 é definida positiva e portanto invertivel, logo

di; = —(Hy,; + ekj)ilv@k(xk,i)-

Além disso dj; € uma direcao de descida para ¢y a partir de xy ;.

2.2 Analise de Convergéncia

Com os resultados vistos no capitulo 1 e descricao do Algoritmo, ressaltamos
que estaremos fazendo uma reproducao mais detalhada dos resultados contidos em [1].
Mostraremos que o algoritmo referido na secao 2.1 é globalmente convergente com as
hipoteses de que f é duas vezes diferencidvel e limitada inferiormente. E sobre algumas
hipoteses bastante comum em analise local de algoritmos (de descida) mostraremos que
o algoritmo converge localmente para uma solugao do problema (1).

2.2.1 Convergéncia global

A demonstragao do resultado a seguir é baseada em (|6], lema 4.1, pg.737) e, este
serd um teorema essencial para estabelecermos a finitude do algoritmo 2.

Teorema 2.2.1. Considere f : QO — R uma funcdao de classe C* duas vezes diferen-
cidvel no convero e aberto 2 C R™. Suponha que exista M > 0 tal que

(2, V2f(x)z) < M||z||?>, para todo € Q e para todo z € R". (2.5)

Para qualquer x € Q e qualquer d, € R™ tal que (V f(xg),dx) < 0, existe uma cons-
tante n > 0 tal que o comprimento oy > 0 produzido pela busca de Armijo satisfaz,

<Vf($k)7 dk>2

F(n) = f(s + ande) = nmax { o

(V)i

Demonstragao. Sejam zy, € Q e dp € R" quaisquer e tais que (V f(xg),dr) < 0. Se a
busca de Armijo é satisfeita com o = 1 entao temos

far) — floe + ardy) > w(=V f(z1), di). (2.6)

Suponha que o < 1, o que significa que a busca de Armijo falho para algum compri-

’ (6770 h
mento o’ < —, isto é,
T

flag + ddy) — f(ag) > wa(Vf(x),dy). (2.7)

Sendo ) aberto para o’ > 0 suficientemente pequeno tem-se que x; + o/dy, € Q e, como
z), €  a convexidade de ) garante que [z, g + o/dg] C Q, além disso f é diferenciavel
em (), portanto, pelo teorema 1.2.5 existe # € (0,1) tal que

f(ZL‘k + O.//dk) - f({L‘k) = <Vf(ZL‘k), O/dk> + %<O/dk, V2f<1’]€ + Ha’dk» (28)
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Levando (2.8) em (2.7) temos que
<Vf(l’k), O/dk> -+ %<C¥Idk, V2f(l'k + QO/dk» > CUO/<Vf(.Tk), dk> (29)

Como zy + 0a’dy, € Q, de (2.9) e usando (2.5) temos

(=) (Vf(ap). dg) < %(a’dk,vzf(:vk+9a’dk)a’dk>

1
= §Oél2<dk, v2f(ZL’k + Qo/dk)dk>

1
S M|y

< Ma”|dgf?,

IA

dai, obtém-se

o> (w =1V f (), di)

M ||| ’
e (0= D) (1= &) (T (). i)
, T(W — Ty ), Ok Tl=w Lk); Ok
ap > aT > = — 2.10
- TIEAL VP .
(2.10) na condic¢ao de Armijo nos da
Tw(1 — WV f(zh), di)?
flog + apdy) — flag) < — ( ]\}ﬁdljhg k), i) )
donde segue que
Tw(1l — W)V f(zh), di)?
Fon) — floe+ ondy) > 74 J\}T!d;jf? k), di) (2.11)
1—
tomando 7 = min {w, W} >0, de (2.6) e (2.11) temos
Vf(x), dip)?
o) = flan + ande) 2 mma { LI (9 700) a1}
como queriamos demonstrar. O

O lema a seguir estabelece a finitude do algoritmo 2.

Lema 2.2.1. Suponha que em uma iteracao k do algoritmo 1, o algoritmo 2 é chamado
com um ponto de partida xyo tal que pr(rro) < f(xk). Suponha que f seja duas vezes
diferencidvel sobre um conjunto convexo e aberto ) contendo o conjunto de nivel

L ={r e R": pp(x) < pr(Tro)}

e que f € limitada inferiormente em €). Entao, o algoritmo 2 termina apos um nimero
finito de iteragoes e retorna a um ponto xyi1 de tal modo que as condigoes em (2.1)
sao satisfeitas.
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Demonstracao. Seja k € N fixo. Como o Algoritmo 2 é um Algoritmo de descida o
valor de ¢, é decrescente , entdo para qualquer iteracao ¢ no Algoritmo 2 temos que
op(Tri) < pr(xro) < f(xy). Portanto, a primeira desigualdade do critério de parada
no passo 1 do algoritmo 2 é satisfeita em cada iteragao ¢. Supondo, que o algoritmo 2
nao termina e gera uma sequéncia infinita {x;;};. Vamos mostrar que {zy;}; ¢ limitada
e todo ponto de acumulacdo é um ponto estacionario do problema (6), contradizendo
o fato de que ||Vg(xy,)|| > ek, para todo ¢ € N.

Como f é limitada inferiormente em €, existe a € R tal que f(z) > a > —o0
para todo = € Q. Sendo zy, fixo, de f(x) > a temos

o) = F(x)+ Dl — ol

= 10+ % (olP - 20} + o)

O
>t (el - 2lalee] + ul?)

0y ?
= ot % (lell -l )

e como 0 < 6, = min{y||Vf(x:)|°,0} tem-se que | lﬁm or(z) = 400, logo ¢y é
T||—00

coerciva em 2. E, além disso como f e a fungdo |.||* sao continuas, ¢; também &
continua.

Mostraremos que £; é nao vazio e compacto. Seja zi,; € R", como ¢j, é de-
crescente temos ¢g(xri) < @r(Tro), portanto xp; € £ e assim £ # (. Consi-

dere {y,} C £, uma sequéncia tal que lim y, = 7 € R". Como y, € £ temos
n—oo

©e(Yn) < pr(xro). Usando a continuidade de ¢y, tem-se
wr(y) = m or(ya) < lim pg(r0) = or(@r0);

dai temos que § € £ e portanto £ é fechado. Suponha que £, nao é limitado. Assim

existe uma sequéncia {y,} C £ tal que lim ||y,|| = 400, e como ¢r(yn) < vr(Tro),
n—oo

temos

lim  ¢r(yn) < lim (ko) = pr(Tro),

llyn [ =00 ~ llynll—oo

mas, pela coercividade de ¢, temos que ‘ h”m 0k (yn) = +00 e assim
Yn||—00

+00 < i (zkp),

o que é um absurdo. Logo £; é limitado. Como £; é nao vazio, fechado e limitado
concluimos que £; é nao vazio e compacto. E ainda, ja sabemos que {zy;} C £, sendo
£ compacto tem-se que a sequéncia {zy;} ¢ limitada.

Defina a fungao ¢ : £ — R, dada por ¢p(z) = ||V2f(2)||, onde k € N ¢ fixo.
Como ¢y, é continua e £; é nao vazio e compacto pelo teorema de Weiertrass, existem
5, T € £ tais que ¢p(z*) < dp(z) < ¢p(T) para todo x € £, isto &, ||V2f(z")] <
IV2f(2)| < [[V2f(Z)|| para todo = € £, dai temos

IV2f (@) < IV @) = IVik(@) — 0| < [[Vir(@)]| + O,
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fazendo h = ||V2pr(T)|| +6x para cada k € N fixo, por definigio de ), temos que h > 0,
desse modo

IV2f(@)l| < h, Vel (2.12)

Agora fazemos A = ||[V2f(Z)|| > 0. Considere Apin(V2f(2)) o menor autova-
lor da matriz V2f(x), entdo por definicdo existe v € R"\{0} tal que V2f(z)v =
Amin(V2f(x))v e assim

V2 f(@)v]| = [[Amin (V2 F(@)0]] = [Aanin (V2 f ()] [0].
Usando que —a < |a| V¥ a € R temos
“Amin( V2 (@) [0l < i (V2 F (@) [[J0]] = (V2 f(@)v]| < V2 F(@)]|]lv]),
e como [|v]| # 0 segue que, —Awin(V?f(x)) < |[V?f(2)|, dai temos
(V2 f (@) < (V2 f(@)| < IVF@), Vo€ &

isto &,

portanto
max{0, —Amin(VZf(z)} <X, VzeL. (2.13)

Seja i € N. Como {xy;}; esta contida em £, usando a defini¢do de Hy; no passo
2 do Algoritmo 2, por (2.12), (2.4) e (2.13) temos

[Hpall < IV2F (i)l + 0ks < b+ Ba max{0, =Auin (V2 f(21,0))} < h+ Ba),  (2.14)
Além disso, a matriz Hj; sendo semi-definida positiva temos

Como f é duas vezes diferenciavel, para ¢ : 2 — R temos que @ é duas vezes
diferenciavel. Considere z €  qualquer e fixo, entdo definimos ¢ = ||V2f(z)| > 0.
Seja z € R™ qualquer, assim

(2, Vigi(@)z) < |l2lPIIV*0r(2)]
= |I[PIIV*f(x) + O
< APV (@) + Or)
= [lz*(c + ),
portanto existe M = c+ 0 > 0 tal que
(2, V2pr(x)2) < M||2||*, para todo z € Q e todo z € R".

Como z; € Qe di; € R sdo tais que (Vg(xk,), dr;) < 0 pois no algoritmo 2 dj; é
uma diregao de descida a partir de zy;, pelo teorema 2.2.1 existe uma constante n > 0
tal que o comprimento ay; > 0 gerado pela busca de Armijo cumpre,

(Vor(tgi), dii)?
| i
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onde 7 é uma constante positiva. Por (2.16) sabemos que

v Tk,i 7d i 2
Pr(Thi) = n(Thist) 2 77< gpkﬁd:.ﬁz L) 7

Op(Tki) — r(@riv1) > (—=Vor(Tri), dii)-
Usando (2.3) e que Hy; = 0, temos
(=Vor(zr), dii) = (Hyidpi, dii) + Oxlldiill® > Oklldesll?,
e ainda usando (2.3) e (2.14) temos
IVeor(zrll = [[(Hyi+ Ol)dy |
| Heidgill + Oklldpq]|
| Hpill | dgil| + Orl|d.q]]

(h 4 B il + Ol il
(h+ BoX + 6k) || dil,

IA AN IA

dai, tem-se
\V4 Lk
(h + BoX + 0O)
Levando (2.20) em (2.19) obtemos
O, 2
-V i), di) > — \Y i)l
(=Vor(@r), dii) (h+ﬁ2A+0k)2H P (i) |
(2.21) em (2.18) temos
o1(Tks) — Prnisn) = n—— V()P
k\Lk,i k\Lki+1) = (h+62x+9k)2 i .
Também temos
<V90k(xk,i)>dk,i>2 _ <_(Hk,i+0k[)dk,i>dk,i>2
[d.il|)? [ dr.qll)?
_ ((Hgidk 4, die.i) + 9k:||dk,i||2)2
| d.il|*
(Orlldril*)?
T ldkll?
= Oilldyil?,
e assim por (2.20)
V Tk i ,d i 2 92
Worted bl > % 9l
[ dx.qll) (h+ BoX + 0x)?
(2.23) em (2.17) nos da,
(24) — Pulnin) > 1k Vgl
Tki) — Tk = — i .
Pr\ Tk, Pr Tk it+1 77(h+52)\_|_9k)2 Pr T,
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De (2.22) e (2.24), temos

00| Vor(xr)|?

k 16,0,
(h+ Goh + 0p)? max{l, O}

Or(Tri) — Or(Thir) >

n0 max{1, 6;}
(h+ BoX + 61)

fazendo n' = (' é constante pois k é fixo) temos

k(@) — Pr(@risr) = 0 (| Veor(z) |

Como ¢ (x) > o > —oo para todo = € £y, isto significa que ¢y, é limitada inferiormente
em £, entao somando esta tltima desigualdade em 1,

Ul Z IVer(ze)|? < Z[@k(%z) — or(Thiv)]
i=0 i=0

= [pr(zro0) — or(@e)] + - + [or(@rm) — Or(@hmr1)]
= @k(Ik,o) - @k(iEk,mH)
< pr(Tro) — o,

por tanto
1

" [pr(Tr0) — ] < o0,

Z IVr(zra)1? <
=0

o0
logo a série Z Vor(zri)||? é convergente, e assim pelo teorema 1.1.1 temos que,
i=0
lim ||V (zk,)|| = 0, e isto finaliza a prova. O
1—00

Agora podemos mostrar a convergéncia global do algoritmo 1.

Teorema 2.2.2. Suponha que f seja duas vezes diferencidvel sobre um conjunto con-
vexo aberto {2 contendo o conjunto de nivel

L={zeR": f(x) < f(xo)}

e que f € limitada inferiormente em (2. Seja xp o iterado gerado pelo Algoritmo 1.
Entao ou, existe um indice k € N tal que Vf(zr) = 0 e o algoritmo para ou uma
sequencia infinita {xy} € gerada e {V f(xx)} converge para 0.

Demonstracao. Suponha que o algoritmo nao pare. Mostraremos por inducaoem k € N
que {zx} C L. O caso k = 0 é claro pois zg € L. Suponha agora que x; € L para todo
k €N, ou seja, f(xg) < f(xg). Provaremos que ;.1 € L. Existem dois casos.

O primeiro é quando x4 = z; . O critério de aceitagdo no passo 5 e a suposi¢ao
de inducao implicam que

@) = flay) < o) < fla) < f(xo),

e assim x4 € L.

O segundo caso é quando o algoritmo 2 é chamado. Seja £; o conjunto definido
no lema 2.2.1. Considere y € £, assim ¢i(y) < ¢r(zko), entdo usando a primeira
desigualdade no passo 1 do Algoritmo 2 e a hipo6tese de inducao temos

fW) < e(y) < or(rro) < flag) < f(2o),
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o que significa que y € L, logo £ C L. Pelo lema 2.2.1, o algoritmo 2 termina ap6s um
namero finito de iterages internas e retorna . tal que as desigualdades em (2.1) sdo
satisfeitas. Entao, usando a primeira desigualdade em (2.1) e novamente a hipotese de
inducao temos

f(@ri1) < pr(rp) < fa) < fwo),

e portanto xp,1 € L.
Agora vamos mostrar que {V f(zy)} converge para 0. Por defini¢do de ¢y, e pela
primeira desigualdade em (2.1), para todo k € N, temos

0
Foen) + G llanes = al® = on(es) < fa).

Dai, tem-se
Orllzis — zell* < 2(f (@) — f(zri1)),

e como ), > 0 e por definicio de 0y, 05 < 6, entdo

Oellzrsr — xill* < 206(f (wr) — f(2a11)) < 20(f (21) — farin)).

Como f é limitada inferiormente em (2 temos que f é limitada inferiormente em L, ou
seja, existe a € R tal que f(z) > o > —oo para todo x € L. Assim

l

l
> Rllwre —wl* < 20> (flan) — flars))
k=0

= 2?[f(1‘0) — (@) + f(z1) = f@2) + -+ (@) = flzi)]
= 20[f(wo) — f(@141)]
< 20[f(z0) — q
< 00,
por tanto a série ZQ,%HQC;CH — x4||* & convergente, pelo teorema 1.1.1 segue que
k=0
lim ‘9k||xk+1 - l’kH =0.
k—oo

: 0 :
Seja k € N. Temos f(zr41) = wr(Tri1) — Ek”xkﬂ — x3]|? e assim,

Vf(@it1) = Vor(Trg1) = O(Tpe1 — o).

Entao, usando a segunda desigualdade em (2.1) e a defini¢ado de & no passo 4 do
algoritmo 1, temos

IV (@)l = [Veor(@ri1) — Oe(Trgn — )|
< [IVer(@rs)l + Okl (zrr1 — 1)
< e+ Ol — 2|
= pmax{[|[Vf(z)| : ls <i <k} + Opllvp — x|

Usando a estratégia de ([2], proposi¢ao 1, p.412-413), para k € N, escrevemos a desi-
gualdade acima como:

ree1 < pmax{r; U, < i <k} + (2.25)
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onde i := ||V f(xp)]| e (¢ = Ok||zry1 — 21l Defina ¢ :=sup{¢x : k € N} e

7 := max{ro, /(1 — p)}. Mostraremos por indugdo em k € N que r, < 7. Caso k = 0,
tem-se por definicao de 7 que, ro < 7. Para um dado k£ € N, suponha que r; <7 para
todo 0 < i < k. Provaremos para k + 1. Entdo de (2.25) temos

Tep1 < pri +C < pFr+C < pr +7(1 — p) =T,

e assim 11 < 7. Consequentemente, provamos que o limite superior de {ry} é finito.
Tomando o limite superior em (2.25), obtemos

lim supry < p lim suprg + lim sup (.
k—o0 k—o00 k—o0
Como klim sup(r =0e p € (0,1) temos, 0 < (1 — p) klim supr, < 0, dai
—00 —00
(1 —p) lim supr, =0,
k—o00

isto implica que lim supry = 0, e assim lim |V f(z)|| = 0 & lim Vf(zx) = 0,
k—oo k—oco k—oo

finalizando a prova.

2.2.2 Convergéncia local

A analise local do Algoritmo 1 sera feito sobre as seguintes hipoteses.
Hipo6tese 1

(a) A fungdo f é duas vezes diferenciavel sobre um conjunto aberto contendo o con-
junto £ ={z € R": f(x) < f(xg)}.

(b) O conjunto de minimizadores X do problema (1.5) é nao vazio.

(c) V2f &localmente Lipschitz continua em uma vizinhanca de z* € X, isto ¢, existe
uma constante n > 0 suficientemente pequena e uma constante L > 0 tal que

IV2f(x) = V2f(y)ll < L]z — yl|, para todo =,y € B(z",n). (2.26)
Sejam z,y € B(x*,n) quaisquer e fixos. Temos
o —yll < |l — 2™ + l2" —yll = llz — 2™ + |ly — 2™|| < 2n,
entao

< V() = VW)l + V)l
< Lllz —yl+ |V f()l
< 2Ln+|[|V?f(y)ll

=

IV f (@)l

isto significa que para todo z € B(x*,n) existe [ > 0 tal que ||[V2f(x)|| <. Como
V f é diferenciavel em B(z*,n) e B(x*,n) é aberta e convexa, entdo pelo corolario
1.2.1 temos

IVf(z) = Vil <lllz =yl paratodo x,y € B(a",n). (2.27)
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Por simplicidade, denotaremos por d funcao distancia para o conjunto de mini-
mizadores X, sendo
d(x) =inf ||z — £]|, com £ € X.

Pela continuidade da f o conjunto X é fechado. Assim, pelo teorema 1.4.3, para
qualquer x € R"”, existe ¥ € X tal que

d(x) = ||z — ]|

Hipotese 2 ||V f(z)| fornece um erro local para o problema (1.5) em B(x*,n), isto &,
existe uma constante b > 0 tal que

d(z) < b||Vf(z)|, para todo x € B(x*,n) (2.28)

YNV ()7 <8 (2.29)

Prosseguindo, dado x € R", denotaremos por  uma escolha arbitraria de um elemento
do conjunto de minimizadores X.

Para simplificar a notagdo, vamos remover o indice indexado k, e assim (7), (2.2)
e a definicao do parametro de regularizacao sao como segue-se. Seja x € R"™ o iterado
corrente. O novo iterado ™ é a solu¢ao do sistema linear

(H+0I)(z" —z) = =V f(x), (2.30)
onde H = V?f(x) + I, o nimero § é escolhido de forma que H = 0 e
0 <6 < Brmax{0, —Anin(VZf(2))}. (2.31)

Levando (2.29) na defini¢do de 6 no passo 2 do Algoritmo 1, temos
0=V (@) (2.32)

Com as hipoteses aqui estabelecidas, o lema a seguir, cuja demonstracao é baseada
em ([19],lema 5.2, p.39-40) mostra que o parametro de regularizacdo ¢ ¢ limitado pela
distancia do iterado atual ao conjunto X.

Lema 2.2.2. Para todo x € B(x*,n/2) temos 6 < 1 Ld(x).

Demonstragdao. Sejax € B(z*,n/2), assim ||[z—z*|| < /2. Considere A\ = A\pin(V2f(2)).
Em vista de (2.31), basta mostrar que para A < 0, temos —\ < Ld(x). Pois se
—\ < Ld(x) tem-se,

Se A > 0, por (2.31) temos, 0 < 6 < fymax{0,—A} = 5.0 =0, logo 6 = 0 e o
resultado vale imediatamente. Supondo agora que A < 0, como T é um minimizador
pelo teorema 1.5.2 a matriz V2f(Z) é semi-definida positiva e, como —\ > 0 a matriz
V2f(Z) — M ¢ definida positiva, e portanto invertivel, assim pela proposi¢ao 1.3.3

1
tem-se, |[(V2f(T) — )7 < - Temos que

(V2f(@) = M) (VP f(x) = V2f(T) = (V2f(@)— M) (V2 f(x) = M)
+H(V2f(@) = M) "H(=V2f(T) + )
= (V2f(T) = A)"H (VP f(x) = M)
—(V2f(z) = M) "H(V2f(T) — M)
= (V2f(@) = M) Y (VP f(z) = AI) - 1.



Como A ¢ um autovalor da matriz V2 f(z), a matriz (V2f(x) — A\I) é singular, entdo
det((V2f(Z) — M) "N (VAf(z) — AI)) = det(V2f(T) — M) "' det(V?f(x) — M) = 0.

Isso significa que a matriz (V2f(Z) — A\I)~(V2f(z) — AI) também ¢é singular. Pelo
corolario 1.3.1 tem-se.
L < [(V2f@) = ATV f(x) = AL = I
= (V2 f(@) = AV f(2) = V(@)
I(V2f@) = ADTHIV?f (=) = V2 (@)
1
V2 (@) = V21 @)

IN

IN

Como X ¢ fechado e nao vazio entdo para todo x € B(z*,n/2) C R" temos ||z — || <
|x — z||, para todo z € X. Em particular para z = 2* € X, temos d(z) = ||z — Z|| <

|z — z*| < g Entéo d(z) < g assim.

T —2" = [[Z—-2+4+2—27

< 7= + ||z — 27
|z —Z|| + ||z — 27|
d(x) + [z — 2"
7 ,

< 1 _

< 1o
non

< t41=ny,
5 Ty =

e assim T € B(z*,n). Usando (2.26) temos
1 -9 9 py 1 _ 1
1< 1 IVf(@) = V2@ <~ Llle | = — La(z),

donde segue que —\ < Ld(x). O

O lema a seguir fornece um limite superior no comprimento da solucao do sistema
linear (2.30) como uma funcao da distancia da iteragao atual ao conjunto de solugao
X.

1
Lema 2.2.3. Seja ¢ = 2—Lb"771_g(1 +20y) 4+ 2. Para todo x € B(z*,n/2) temos
Y

Iz — 2|l < erd().

Demonstracao. Considere 6 > 0 dado como no lema 2.2.2. Como T é ponto de minimo
pelo teorema 1.5.1 temos Vf(Z) = 0. Seja x € B(z*,1/2). Por (2.30) e aplicando o
corolario 1.2.2 (para Vf) com v = T — z, tem-se

et —z = (H+60) ' (=Vf(2))
= (H+0D)7 V(@) - Vf(2))

_ (H+91)—1/0 V2 f(z + H(T — 2))(F — o)dt
= (H+9[)1/0 {V2f($+t(f—x))(f—x)—V2f(x)(f—x)
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+V2f(z)(T — x)}dt

(H+6I)~ {/ (V2f(z +t(T —2)) — VAf(2))(T — x)dt

/V2 x—xdt}

(H+01)7! {/0 (V2f(z +t(T —2)) — VAf(2))(T — x)dt
+vv@wf—@}

(H +61)"! /01(V2f(x+t(f—x)) V2 (2))(F — z)dt
+(H 4+ 01)7'V2f(x)(T — )
(H+6Di£%V%ﬁv+df—x» V2 ())(T — 2)dt
H(H + 01)" (H — 61)(7 — )

(H +01)" /( )= V2 (@)
(H 4 01 H(T ) )

(H +01) /Xv%@+mf—m> V2 (2)( - 2)ds
(H 4+ 01) " H(E — ) — (H + 01)"5(% — 2) + (H + 01)"0(% — )
C(H+01)""0(F — 2)
(H+&UJA(v%@wt@_x»—vvwng_xmt
+HA+OD N (H+0N)ZT—2)— (6 +0)(H+0I) (T —2)

(H +61)"! /1(V2f(x+t(f—x)) V2 (2))(F — x)dt

+Z7 —x— (6 +0)(H +01) ' (T — ).

flx+t(T —x) 2f(2)(T — x)dt

) — (H+600) 67—«

Por tirar a norma em ambos os lados e usando (2.26), temos

lz* — |

IN

IN

IN

|(H +61)~" /Ol(VQf(x + (T — ) — V2f(2))(T — x)dt
+Z—x— (6 +0)(H+601)' (T — )|

I(H +61)~" /OI(VQf(l’H(f—ZE)) — V2 f(2))(T — 2)dt|
+HzZ -2~ (§+0)(H +0I) (T — )|

I(H +01)*|. /01(V2f(x+t(f— x)) = V()T — x)dt|
HT =zl + (6 +O)|(H +01)7(T — 2)|

H(H+91)‘1H./01 I(V2f(z + (@ — 2)) = V*f(2))(@ — )| dt
+HT =l + (6 + O (H +01) 7|7 — )|
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< H(H+91)1H-/O I(V2f (@ + @ —2)) = VEf(@))]./|@ — )| dt
HE =zl + (6 + OEH + D) [I@ — =)l
< II(H+91)_1I|-/0 Li[(z + (7 — =) — 2. [|(z — )]|dt

|7 — 2l + (0 +19)||(H+91)_1H-Hf— 7|
= H(H+91)‘1||./0 Lt||7 — a||.[[7 — x[|dt + |7 — x|
+(@ +O)[(H +01)|.|[7 — =]
= H(H+9[)1H./01 Lt|Z — z|*dt + ||T — ||
+(@ +O)[(H +01)7|.|[7 — =]
= H(H+t9f)_llléllf—c’lﬁll2 +lz =zl + @+ OI(H + D)7 — |-

Como H é semi-definida positiva e § > 0, a matriz (H + 01) ¢ definida positiva logo

1
invertivel, assim ||(H +61)7!|| < 7 Usando este fato e lembrando que ||Z7 — z|| = d(z),

obtemos
. L 1
ot —all < od@)? +d(a) + (5 + ) pd(e)
L 5
= <%d(:€) +1+ il 1) d(z)
L )
= <%d(x) tgt 2) d(x).
De (2.32) temos L Por (2.28) temos ! < b Dai
' 0 AVl ' V@) T d(@)
1 1 b”
P S ,
0 V@) ™ yd(z)
entao,
Lb° ob°
at -z < ( d(z 1”+—+2)dx.
ot =l < ( Gode) " + s +2)dlo)
Pelo lema 2.2.2 temos que ¢ < f;Ld(z), assim
Lb° _, . BLb? _
-zl < (—dm =0 4 ——d(x)" "+2)da;.
I I 2 (z) S (z) (z)
Usando d(z) <7, temos
Lb° Lb°
o= all < (G0 + Py ) aw)
2y ¥
Lb°
= < 27 771_0(1 + 251) + 2) d([L‘)
como queriamos demonstrar. O
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O proximo resultado mostra que a taxa de convergéncia da distancia das iteracoes
para o conjunto de solucoes é super-linear.

L
Lema 2.2.4. Sejacoy = bey | 1Ly 7 +~I°+=cin'=7 |. Paratodox € B x*, . —
2 2(1 + Cl)
temos
d(x) < cod(z).
~ . n . _
Demonstracao. Seja v € B|x*, ———— |, assim d(z) = ||x — Z|| < ||z — 2*|| <
gio. S (v 555 @) = o7 < o |

U

. Pelo lema 2.2.3 e, como ¢; > 2 temos

2(1 +Cl)
l" =2 = fa" —z+z -2
< let =2l + v — 27
< ad(e) + |z — 27
— Ui
< al|lr—7T||+ 77—
n n
< c
1 +ca) 20 +a)
_
27
segue que x € B(z*,n/2). Entdo a desigualdade (2.28) pode ser aplicado em z™,

portanto

d(z") < bV f(x

Bl

Usando o corolario 1.2.2 (para Vf) com v = 27 — 2 e por (2.30), temos

V(")

) (z"

/fo—l—t

—(H +01)(a* — ) + / V2 f(a +

0

—x)dt

tlat —2)) (2t — 2)dt

=~V + T+ 0DE —a)+ [ Vet tat - )t -2t
— (V@) + G+ 0D — ) /v2 @+ t(a — )@t — a)dt
= GO ) - V()

/0 V2f (@ + tat — 2))(a" - 2)dt
—(+ O —z) - /0 V() (x* — x)dt
—l—/o Vif(x +t(zt —2))(zt — z)dt

—(6+0)I(zt —2) +/0 (V2f(x +t(zt —x)) — V2f(2)) (2" — 2)dt.

Tirando a norma de ambos os lados desta igualdade, usando (2.26) e aplicando o lema

2.2.3, obtemos

IV f(2*

W< @+l -zl + gl!fc — [ < (0 + O)erd(z) + S erd(x)”,

2
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Do lema 2.2.2, sabemos que § < (1Ld(x). Pela definicdo de € em (2.32) e usando
(2.27), temos

0 =AVf@)” =AVf(@) = Vi@ <Az —7)7 =17l = Z[|” = A17d(x)°.
Finalmente, obtemos
1) < o) 42 (o) + 5 o)
= bg (ﬁlLd(yc)2 +17d(z) T+ gcld(x)z)

L
= bCl (BlLd(:c)l" + ’}/lU + ECld(I)lg) d<x)1+a

L
< bCl </81L771—0' + ’}/lg + §C17]1_0> d(.T)l—HT,

e assim temos o resultado. O

Agora podemos provar que o critério de aceitagdo no passo 5 do algoritmo 1 é
satisfeito pelo iterado x+. Portanto, nao ha necessidade de chamada do algoritmo 2.
Considere x € R" e a fun¢ao ¢, : R™ — R definida por

0e(§) = (&) + gHﬁ — z||?, onde 6 ¢ dado por (2.32).

Note que p.(z) = f(z), V.(z) = Vf(z) e Vi, (§) = V2f(§) + 1. Posto isto,
provaremos o resultado a seguir.

Lema 2.2.5. Seja p € (0,1). Eziste ¢ > 0, tal que para todo x € B(z*,¢),

po(aT) < f(2) € IVea(z)] < pI V()]

Demonstracao. Seja

€ = min il S R S C— ’
2(1+c1)  \ Leyb? "\ b(leg +vl7¢q) '

Assim, temos

n
< _ 2.33
=51+ a) (2:33)
3y s

< 2.34
°= (L01b0> ’ ( 3 )

€ 1

p o
< - 2.35
°= (b(lCQ + vl"cl)) ( )

Seja x € B(z*,e). Defina d = 7 — z, onde 2 ¢ dado por (2.30). Mostraremos
a primeira desigualdade. Usando a féormula de Taylor de segunda ordem com resto
integral (teorema 1.2.7) para ¢, com v = d = 27 — z e usando (2.30) temos,

pa(r") = %(I)+<V%($)ad>+/o (1= t){d, V?pu(x + td)d)dt
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= f(x)—l—<Vf(:z:),d)+/01(1—t)<d, (V2f(z + td) + 01)d)dt
— f(x) = ((H +61)d, d>+/01(1—t)<d, VQf(m+td)d>dt+/01(1—t)9||d||2dt
= 7(x) — (Hd,d) — 0]a]?
+/O (1 —t){d, (V*f(x +td) — V*f(x) + V> f(z))dt + g||d||2
= f(x)— (Hd,d) —i—/o (1 —t){d, (V*f(x + td) — V*f(x))dt
+ [ 0@ v @ - Gl
_ f(x)—((v2f(x)+5])d,d>+/o (1= 0)(d. (V2 f(z + td) — V*f(x))d)dt
b, V2 (a)d) — ¢ P
= 1) = (V@) d) =8 + [ (1= (. (V@ + 1) = T p )
b,V (x)d) — &P
= J@)— 5V fa)d) — 8> —
+/0 (1 —t){(d, (V2 f(x +td) — V> f(x))d)dt.

Note que,

1 1 0
S (H+00)d) = S (d, Hd)+ _|d)?

= LAV f () + 01)d) + 2 a)?

_ 1 2 5 2 0 2
= (@ VP (@)d) + Sl + 5l

IA

1 0
A, V2 f@)d) + 3P + ]l
assim, usando que H é semi-definida positiva, temos
1 0 1 0 0
——(d,V?f(2)d) — 6||d||* — =||d||* < —=(d, Hd) — = ||d||* < —=]|d||*.
(A V2 (@)d) = S|P - S|P < —{d, Hd) - |d|* < —]ld]
Dai e por (2.26) tem-se,
+ 0 12 ' 2 2
pa(27) < flz) =Sl + | (1=){d, (Vf(z +td) — V f(z))d)dt
0
9 1
< fl@)=ldl’ + /0 (L =PIV f(x + td) — V* f(x)]|dt

9 1
< J@)=IdF + [ (= OdPLle -+ td = ol
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4 1
= f@ =gl + [ =L

o L
= (@) - gl + Sl
_ P o
= @)+ (L] - 36).

Por (2.28) temos, d(z)?b~7 < ||V f(x)||?. Usando (2.32) temos
0 =~V (@)[|” = ~b"7d(x)7,
assim —30 < —3vb~%d(x)?. Pelo lema 2.2.3 temos que ||d|| < ¢1d(x). Segue que,
L||d|| — 30 < Lepd(x) — 3vb~7d(x)? = (Leyd(x)' ™7 — 3yb77)d(x)°.
Como, d(z) = ||z — Z|| < ||z — 2*|| < &, temos
L||d|| — 360 < (Leie'™7 — 3yb77)e”.
Por (2.34) temos

3,}/ ﬁ 1—0o - 37 -
Ll|d|| — 360 L — b= ¢ o _ (L _ b° o _
ldll -3 <{ [(Lb) } 3 } (bg 3 ) 0,

donde segue que ¢, (z") < f(z), provando a primeira desigualdade.
Agora provaremos a segunda desigualdade.
No lema 2.2.2 vimos que T € B(z*,7) e no lema 2.2.4 vimos que ™ € B(z*,n).
Logo z%,7 € B(z*,n) e assim podemos usar (2.27) em x* e T.
Temos que, Vo, (z7) = Vf(at) + 0(z" — x). Note que z € B(z*,n). Entao por
(2.27), (2.32), lema 2.2.3 ¢ lema 2.2.4 temos
IVeo(zD) < (V)] +0llz" -z
= V@) = V@ +0)z" — 2]
< et =7 +AIVE@))7 T - 2]
— i) + V@) — o]
< led(2)™ + ed(@)y ||V f ()17
= lead(2)'7 + e1d(2)y[|V f(z) = VF(@)]|7
< led(@)™ + ed(@)y(Illz — 7))
leod(z)' 7 + 17 crd(2) 1
(leg + ¢y )d(z)d(z)°.

De (2.28), obtemos
Voo (z )| < blea +417c1)d(2)7 ||V ()]
Como d(z) = ||z — Z|| < ||z — 2*|| < &, tem-se
IVea(z™) < bllea +717er)e” |V f ().
Usando (2.35) temos,

=

196 < b+ 20°00) | (7o) | 1940 = A9 G0

como queriamos. ]
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Agora considere uma sequéncia {xj} gerada pelo algoritmo 1. Mostraremos que
se o0 ponto inicial xy é suficientemente proximo de z*, entdao o algoritmo é reduzido a
uma sequéncia de iteragoes no algoritmo 1 e toda sequéncia converge para uma solugao

de (1.5). A prova ¢é baseada em (|21], lema 2.3, p.244).

Lema 2.2.6. Seja ¢ > 0 escolhido como no lema 2.2.5. FExiste € > 0 tal que se

xo € B(x*,€), entao para todo k € N, xy € B(z*,€) € x4 = .
sequéncia {x} converge para & € X.

1
Demonstracao. Considere € = min{ < , - } Assim, temos
1+ 201 (202)E
S
— 14+ 201 ’
e
_ 1
e < .
(202)7

Além disso, a

(2.36)

(2.37)

A prova da primeira parte é feita por indugao em k € N. Para k = 0, se xy € B(z*,)
por (2.36), temos que zq € B(z*,¢). Logo, pelo lema 2.2.5 temos que o passo 5 do
Algoritmo 1 ¢ satisfeito e definimos z; = z§. Entdo pelo lema 2.2.3 e usando (2.36)

temos
lz1 =27 = [lzg — "]

< lzg — ol + [lzo — 2|
< ad(xo) + [z — 27|
= allzo = 7| + [lzo — 27|
< allzo — @[ + [lzo — 27
< (e +1)E
< g

logo z; € B(z*,¢).

Supondo agora que, para um indice diferente de zero k € N, z; € B(z*,¢) para

todo j € {1,2,...,k}. Temos,

[@pr1 — 2| [@pr1 — @0 + 20 — 27|

(2.38)

< lzksr = 2ol + [Jzo — 27|
= |[Thy1 — 21 + 21 — 20| + [J20 — 27|
< wprr — 2l + [lon = 2ol + [lwo — 27
= [[zpr1 — 22+ 22 — @[ + |21 — 2o + [0 — 27|
< @werr — w2l + [lo2 — @1l + [l21 = zo| + [Jzo — 27|
< gy — @l + ok — zeaall + -+ [l — @oll + [lzo — 27
k
= lwo — 2" + D llzj — ),
=0
isto é,
k
lzkrr — 2| < llwo — 21+ D llwj41 — 24l.
7=0
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Considere j € {0,...,k}. Pelo lema 2.2.5 temos x;4, = 2. E entdo, pelo lema 2.2.3

tem-se

2501 — 2] = [l2] = 25| < crd(xy).

(2.39)

Como por hipotese z; € B(z*,¢) para j € {1,...,k}, pelo lema 2.2.4 temos

d(LIZ'J) S ng(l’j_l)1+o, d(Ij_l) S ng(l‘j_2>1+g, Ce

5 d(JIl) < ng(Io)lJﬂT.

Desta recorréncia, pela igualdade da proposigao 1.1.1 e usando que (1 + o) —1 > jo,

temos

d(z)

Por (2.37) obtemos

IA A

d(zi )

j—1
cad(wj-1)" "7
Co [C2d(xj_2>1+cr] (140)
CQCgl+U)d($j72)(1+o)2

. (1+0)?
0265 +0) {ng(l‘j_g)l—’_g}

02c§1+a)c§1+0)2d(mj_g)(1+")3

(140) (1+o)2 (1+o‘)j*1d<x0)(l+a)j

2 i—1 i
IO+ et (140) 7 g (140!
(140) -1 )
0270 d(:}:o)(H”)]
(1+0) —1 .
¢y 7 wo— |
(1+0)i -1 .
g 7 |lwo — a7
C(H?ng(lw)a
i (1+0)i -1
(cg E) B
1 .
(cGeyz
(c287)'E
1

k
1
ka—o—l—l’*” < g—i‘ClZgg

7=0
< £+ 0125
= (1 + 261)5

IN
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Logo zy4+1 € B(x*,¢).

Agora provaremos a ultima parte do lema, para isso considere dois niimeros in-
teiros p e ¢ nao negativos. Ja mostramos que xy € B(z*, ¢), pelo lema 2.2.5 definimos
Tr+1 = o), assim usando o lema 2.2.3 e (1.2) temos,

pr-&-q - po = pr-&-q — Tp+1 + Tpt1 — Ip“

IA

”xp+q - poH + prJrl - po

= ||xp+q — Tpro + Tpra — le:0-&-1” + ||xp+1 - xp”

< ||xp+q - mp+2H + pr+2 - xp+1|| + ||xp+1 - po
= ||Tprq — Tpss + Tps — Tpuol| + || Tpr2 — Tppa || + [[Tpr1 — 2|
< ||xp+q - xp+3|| + ||$p+3 - xp-&-?” + ||Ip+2 - xp-&-lH + ||$p+1 - xp”
< ||xp+q - Im—q—l” + ||Ip+q—1 - xp+q—2H +...t me—l - xp”
p+q—1
= > lmee — |
k=p
p+q—1
= >z =
k=p
ptq—1

IN
iy
=3

8
N

IN

o
™|
|

(1
§015F,

isto mostra que {x;} ¢ uma sequéncia de Cauchy, logo existe & € R tal que klim Tp = 1T,
—00

e assim de (2.40) temos
|z — 7| =d(z) = lim d(zx) = lim ||z, —Z|| =0
k—ro0 k—ro0

Logo z € X. O]

Agora podemos enunciar o resultado da convergéncia local, que é uma consequén-
cia direta dos lemas 2.2.4 e 2.2.6.

Teorema 2.2.3. Considere as hipoteses H1 e H2. Suponha também que o Algoritmo
1 gera uma sequéncia {x} infinita. FEriste ¢’ > 0 tal que se em uma iteracio ko,
Ty, € B(x*,€'), entdo para todo k > ko, xx11 = 2 e {x} converge super-linearmente
para uma solug¢ao de (1) com uma taza 1+ o.

Demonstracao. Basta tomar ¢ = min { ,5}, onde € dado como no lema 2.2.6

_n
2(1 —+ Cl)
e o resultado segue diretamente dos lemas 2.2.4 e 2.2.6. [
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Capitulo 3

Ilustracoes numéricas do Algoritmo

Neste capitulo fazemos ilustragoes numéricas que nos permitam verificar a vali-
dade e o funcionamento do Algoritmo estudado nesta dissertagao.

Exemplo 4. Vamos considerar a funcio f : R? — R e o problema de otimizacio
rrestrita.

min f(21,22) = 7 + 2122 + (14 29)°,
(z1,72)€ER?

Vamos considerar a solugao deste problema T = (0.7, —1.35). Adotemos como ponto
inicial xg = (0,0). Temos que

2
V (1, m2) = (425 + 2o, v1 + 229 + 2), € assim V> f(x1,22) = ( 1213&1 ; ) ’

entio Vf(xg) = (0,2) e V2f(zo) = ( (1) ; > . Os autovalores da matriz V2 f(xo)
s60 M =14+vV2>0 e d=1—+2<0 e portanto V2f(xy) € indefinida, logo o
método de Newton nao se aplica para xo = (0,0).

Vamos considerar as sequintes constantes,

1 1 -
Y 10 37 fy ) o 27 )
e o ponto inicial xy = (0,0).
ALGORITMO 1
Passo 1: Vf(xg) = (0,2) # (0,0).
1
Passo 2: Escolha 69 = 5 e assim temos que os autovalores da matriz

=N

Hy = V2 f(x0) + 6ol = (

)

sio positivos, logo Hy = 0. Agora 6y = min{2||V f(x0)||2,1} = min{2v/2,1} = 1.
Passo 8: vamos obter xj = (x,y), temos

) () =wrea=-(3)
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17

1
Passo 4: lp=max{0,0—-1}=0,lp=0=i=k e g = §||Vf(x0)
Passo 5:

dd v — 8 B 121 + (8 12
que nos dd x = e y= T 090 x5 = 7T )
-
=3
+y + o) + 2
900(3’50) = f(x0)+—||:L‘0 _xo”

=fM)H oI

2
_o(sN' s 1y 12y G B
17 17 17 17 2

= 0,16 < 1= f(x0),

e assim a primeira desigualdade do passo 5 do Algoritmo 1 € satisfeita.

IVeo(zd)ll = |V Ff(ag) + bo(xg — o)l
= ||Vf(zg) +x(ﬂ|
B 8\ 8 8 24+2_12
N 17 17 17 17 17
2
= 4913 > >3 =5,

logo a segunda desigualdade do passo & do Algoritmo 1 nao € satisfeita. E portanto o
Algoritmo 2 é chamado.

Para o algoritmo 2 escolhemos o ponto inicial xop = (0, —1) jd que
0o 5 1
po(200) = f(@o0) + 5 [[w00 = zolI” = 5 < 1= f(ao)
ALGORITMO 2

1
Passo 1: Jd sabemos que (o) = 5 < 1 = f(xo), logo a primeira desigualdade do
passo 1 do Algoritmo 2 € satisfeita. Agora

Veo(zoo)ll = IV F(200) + Oo(x00 — o)l
= |IVf(zo,0) + zool
= [[(=1,0) + (0, =1)]
= [[(=1,=1)]|
— Vs Zog
3
e assim a sequnda desigualdade do passo 1 do Algoritmo 2 nao € satisfeita. Entdao

vamos ao,

Passo 2: Como V?[(x00) = V2f(x0) = (

1
5
2
(x

7 7

0 1
1 2

1
) , podemos escolher 6pp = dp = =

2

=N

e portanto Hyo = Hy = (

Passo 3: Determinar doo =

(H070 + 90])d070 = (



10 2
17717

dai t _ _ 2 tio doo —
at tem-se, r = 17 € Y= 17 € entao do,p =

20,0, doo € uma diregcao de descida para .

>. Observe que a partir de

1 10 15
Passo 4: ooy = 1, considere w = Z_L’T = 0.8. Temos que, xo o+ odoo = < )

177 17
Entao
10 15
d — Moo
©wo(xo0 + o 0doo) ©o ( 17 17)
_ (Lo 15\ 1f/l0 15 2
- 17" 17 20\ 177 17
= 0,16,
e

1 1 10 2 1 12
900(150,0) +WO40,0<V900(360,0),(10,0> = 5 + Z< ( -1, —1), (1—77 1—7)> = 5 - @ = 0,32,

logo
©o(z0,0 + aoo0doo) = 0,16 < 0,32 = po(x0,0) + waoo(Veo(zoo), doo),

10 15
177 17

e desse modo definimos, xo1 = T + apodoo = ( ), e retornamos ao passo 1
do Algoritmo 2.

10 15
P 1: Tt = = TS5
asso emos, po(zo1) = ¥o 7 17

primeira desigualdade do Algoritmo 2 € satisfeita.

=0,16 < 1= f(x0), o que significa que a

leo(zo )| = [[VFf(20,1) + Oo(zo1 — o)l
IV f(20,1) + w0l

7) 1T 1w 1717
ol N1 2
ol (G0l B S

wsto nos diz que, a sequnda desigualdade do Algoritmo 2 também é satisfeita e entao

10 15
d ] = — e
efinimos 1 = x1 (17, 1

> e retornamos ao Algoritmo 1.

ALGORITMO 1

10 15

P 1: =|—=,—=
asso Sendo 1 (17, 1

) temos que,

10%\ 15 30
Vﬂm):(%ﬁ?)—1?1U~ﬁ%ﬂ>:ﬂ—amﬁ8h£mﬁ)

—
[\

102
Passo 2: Como os autovalores da matriz V2 f(x1) = ( 12(37)° 1 ) = ( le ; ) ,
=

sa0 positivos podemos escolher 6y = 0, o que nos dd Hy = V2f(x1)

Il
N
—
DO =
~_

o

49



2, 1} min{1.8,1} = 1.

E ainda, 0, = mln{QHVf( xy
= (:L‘

Passo 3: Encontrar x|

10

onet e = (3 0) (T ) < ewre = (°0).

y+ 32

de onde obtemos x = 0.66 e y = —1.18, logo 2 = (0.66, —1.18).
Passo 4: 13 =max{0,1 -1} =0,1;, =0<:< 1=k e assim

o1 = 3 max{ VS (@), IV A (@)} = 5 mas{0,2)],0.07,08)]} = 5 max{2,0.8} = =
Passo 5:

0
() = )+ St — ol

1 10 15
= (0.66)* — (0. 1.1 1—1.8)2+— 66 — —1.1
(0.66)* — (0.66)(1.18) + ( 8)° + 2H(0 66 5L 8 + 17)

= —0.41,

10\* 150 15\
flz1) = (1—7) — W + (1 — 1—7> = —0.38.

Logo p1(z]) = —0.41 < —0.38 = f(x;) portanto a primeira desigualdade do passo 5 é
satisfeita.

IVer@D)ll = IV f(a7) + 6] — )]
1 1
- H (4(0.66)3 ~1.18,0.66 — 2 x 1.18 + 2) (0 66 — 13 118+ 1?) H
1(=0.03,0.3) + (0.08, —0.3)|
= [(0.05,0)]|
2
= 0.05< g = €1,

e portanto a segunda desigualdade do passo 5 também € satisfeita. Entao definimos
xy = a7 = (0.66,—1.18).
Observe que x5 = (0.66, —1.18)

12

(0.7,—1.35) e

V f(x2) = (4(0.66)* — 1.18,0.66 — 2 x 1.18 + 2) = (—0.03,0.3)

12

(07 0)7

2
e ainda a matriz V2 f(x,) = ( 12(Oi66) ; ) = ( 5i2 ; ) ¢ definida positiva.

Exemplo 5. Agora considere o sequinte problema

1
i o) = = (21 — 2)% + (z2 — 12
o in (21,22) = 5 (21 = 2)" + (22— 1)

20



Fste problema possui uma inica solu¢io T = (2,1). Vamos verificar que a sequéncia ge-
rada pelo algoritmo esta convergindo para a solucao deste problema. Nesta experiéncia
consideramos as constantes,

=0, p==,y=1, 0=, 0=2.

1
27

Temos que V f(x1,x9) = (21 — 2,229 — 2) e ainda a matriz V2f(a:1,xg) = ( é g ) )

ALGORITMO 1

Passo 1: Vf(xy) = (—1,—-2) # (0,0).
Passo 2: como V:f(xg) = V2f(xy,10) = ( (1) g ) € definida positiva escolhemos
1 0 3

o = 0, assim Hy = ( 0 o ) e 0o = min{||V f(z0)||2, 2} = min{(v/5)2,2} = 5

Passo 8: vamos obter xj = (x,y), temos

(Ho+901)(xg—xo):(% ;3) (‘”;1> :—Vf(xo):(;).

Resolvendo este sistema obtemos xj = (%, 3).
Passo 4: lp =max{0,0 — 0} =0, go = 3||V f(zo)| = \/75
Passo 5:
wolzg) = flag)+ollzg — zoll
17 N (4 N3 (4
Y o) 2 (L -
2(5-2) () +2lG) ()
— 1.09,
entao
1 2 2 3 +
f(zo) = 5(1 —2)" 4+ (-1)* = 5= 1,5 > @o(xy).
Agora
IVeo(zg)ll = IV f(xg) + bo(zg — xo)l
7 4 3(7 4
= I Lf—222 2)+2(L-1,:2
|(5-223-2) +3(-23)]
portanto

V5
fo= 2 > 0= | Vo(a)|

: ot (T 4
logo definimos v, = x§ = (5, %) e retornamos ao passo 1.

ALGORITMO 1

ol



Passo 1:

V() = (g _ 2,2% _ 2) _ <— g —%) — (=0.6,—0.85) £ (0,0).

10

Passo 2: como V?f(x) = V2f(xy,29) = ( 0 2

51:Oeassimle<1 0) e,

> é definida positiva escolhemos

0 2

[NIE

6, = min{||V f(21)||Z,2} = min { ( 2% + i—g) ,2} = min{1.02,2} = 1.02.

Passo 3: vamos obter xf = (z,y), temos

202 0 x—1
+ — 5

~_
I
[« ot

—Vf(z1) =

Resolvendo este sistema obtemos i = (1.69,0.85).

1
Passo 4: [y =max{0,1 -0} =1, &1 = 3||Vf(z1)| = 5\/2% + 38 = 0.52.
Passo 5:

pr(e]) = [flz])+Olle] — ]

1 ) ) 7\’ 4\?
= 5(1.69 —2)4+(0.85—=1)*+1.02|( 1.69 — R + { 0.85 — -
= 0.21,
agora
1 /4 2
flz) == z -2 +1==1) =0.26>0.21 = gol(xf).
2\ 5 7
FE ainda
Vo1 (@Dl = IVf(a]) +0u(z] — x|
7 4
= H(1.69 —2,2x0.85—-2)+ 1.02(1.69 — 5,0.85 - ?) H
= |[(=0.01, —0.02)]|
= 0.0223,
entao

1 = 0.52 > 0,0223 = | Vey (z7)||

por tanto definimos xo = 27 = (1.69,0.85) e novamente retornamos ao passo 1.

ALGORITMO 1
Passo 1:

Vf(x) = (1.69 — 2,2 x 0.85 — 2) = (—0.31,—-0.3) # (0, 0).

02



Passo 2: como V?f(x3) = V2f(x1,12) = ( L0 ) é definida positiva escolhemos

0 2
52:OeassimH2:<é g) e,

1
2

0, = min{||V f(z»)]|2, 2} = min { <\/(—0, 31)2 + (—0.3)2) ,2} = min{0.65, 2} = 0.65.

Passo 3: vamos obter x3 = (z,y), temos

1.65 0 —1.69 031
(Hy + 0o1) (25 — 2) = ( 0 265 ) ( 2:—0.85 ) = Vi) = ( 0.3 ) '

Resolvendo este sistema obtemos x4 = (1.88,0.96).

1
Passo 4: I, =max{0,2 — 0} =2, &3 = 1||V f(z)| = 5\/(—0.31)2 +(=0.3)2 = 0.21.
Passo 5:

pa(r3) = flag)+ballrg — a2

1
= 5(1.88 —2)%+(0.96 — 1)* + 0.65[(1.88 — 1.69)* + (0.96 — 0.85)?]
= 0.04,
e temos
1
flzg) = 5(1.69 —2)? 4 (0.85 — 1) = 0.07 > 0.04 = py(z7).
E ainda
IVea(z)l = [IVf(a3) +0a(a3 —22)||
= [(1.88—2,2 x 0.96 — 2) + 0.65(1.88 — 1.69,0.96 — 0.85)]|
1(0.003, —0.01)||
= 0.010,
entao

g1 =0.21 > 0.010 = ||Vey (27,

por tanto definimos x3 = x5 = (1.88,0.96).

note que xz = (1.88,0.96) (2,1) ou seja, estamos nos aproximando da
solucao do problema dado.
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Capitulo 4

Consideracoes finais

Nesta dissertacao apresentamos um algoritmo proposto em |1| para resolver pro-
blemas de otimizacao irrestrita da forma

min f(z),

sob a hipotese de que funcao objetivo f : R® — R é duas vezes continuamente dife-
renciavel e limitada inferiormente e, a partir dai foi estabelecida a convergéncia global
do algoritmo. A hipotese de f ser limitada inferiormente foi essencial para garantir
que em cada iteragdo i do algoritmo 2 exista (pelo menos) um ponto x; € R™ tal
que i (zk;) < f(zr), onde tal ponto pode ser obtido resolvendo o problema proximal
(6). Além, disso com a condi¢ao de margem de erro local no gradiente da funcao f e
outras hipoteses comuns em analise de algoritmos, demonstramos a convergéncia local
do algoritmo com taxa de convergéncia super-linear. Por tanto, a boa definicao do al-
goritmo foi estabelecida e verificamos que a sequéncia gerada pelo algoritmo converge
para uma solucao do problema acima.

O método ponto proximal classico exige a convexidade da funcao objetivo f, e
percebemos que esta hipotese nao foi empregada neste contexto. Como perspectivas
de trabalhos futuros podemos nos questionar se:

(1) A hipétese de convexidade sobre f pode melhorar a taxa de convergéncia do
algoritmo?;

(2) Uma vez que toda funcao f : R® — R de classe C? tem uma representagao DC,
sendo f duas vezes continuamente diferencidvel, podemos aplicar o algoritmo
estudado nesta dissertacao para uma classe de fungoes que podem ser escrita
como diferenca entre duas fungoes convexas? Tais fungoes sao chamadas de
fungoes DC. Apesar de nao haver uma representacao geral, as fungoes DC sao
bastante tteis por exemplo na economia e na engenharia.

Terminamos esta dissertacao fazendo ilustracoes numeéricas que nos possibilitam
verificar a validade do algoritmo proposto. O algoritmo surge como uma proposta de
método que possui boas propriedades de convergéncia sob hipoteses razoaveis, e que
computacionalmente pode se mostrar mais eficiente que outros métodos j& existentes
para resolver problemas de otimizagao irrestrita.
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