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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo apresentamos o problema abordado em Andlise Discriminante, seus
objetivos e exemplos de aplicagdes, descrevemos, também, a proposta do trabalho e sua

organizagao.

1.1 O problema abordado em Analise Discriminante

Os problemas de Andlise Discriminante (AD) sdo muito recorrentes na area da
Estatistica. Nesta classe de problema a questdo a ser resolvida consiste em classificar
objetos a classes previamente definidas. Os objetos podem ser pacientes em tratamento
médico, plantas, assinatura em documentos, pixels em uma imagem digital, entre outros.
As classes sdo categorias para quais os objetos devem ser classificados, por exemplo,
paciente portador ou ndo de uma dada doencga, diferentes espécies de plantas, assinatura
verdadeira ou falsa, o pixel pertence ou ndo a uma regido de interesse na imagem. Este
tipo de problema ocorrem em varias dreas da ciéncia e tecnologia (veja por exemplo

Hastie et al. (2009))). Outros exemplos sdo:

Detectar tipos de poluicdo industrial, num espago geografico;

Detectar células anormais em imagens digitais de amostras de sangue;

Selecionar e-mails sem virus;

Identificar pecas defeituosas em um processo de producdo por meio de imagens

digitais.



Na abordagem estatistica para os problemas em AD, os objetos sdo descritos por
um conjunto de varidveis, estas modeladas conjuntamente como um vetor aleatério, de-
nominado vetor de caracteristicas. Em uma abordagem paramétrica, em cada classe é
atribuida uma distribui¢cdo de probabilidade para este vetor, sendo esta distribuicao deno-
minada distribuicdo condicional da classe. A abordagem tem por finalidade desenvolver
uma regra estatistica capaz de proceder a alocacao dos objetos as classes definidas no pro-
blema. Esta regra/procedimento € denominado de fungdo discriminante ou classificador,
veja por exemplo (Johnson & Wichern (2012)).

Na prética, dispomos de observacdes do vetor de caracteristicas para cada uma das
classes, as quais sdo denominadas de conjunto de treinamento, sendo estas observacoes
empregadas para estimar os parametros dos modelos adotados no problema em questdao
e, em consequéncia, estimar o classificador. Além disso, sdo também aplicados proce-
dimentos com estas observagdes para avaliar a eficiéncia do classificador, inferindo sua
capacidade de alocar futuras observacdes cujas classes sejam desconhecidas.

Uma questdo relevante em aplicacdes de AD, € a escolha das varidveis para com-
por o vetor de caracteristicas que sejam capazes de distinguir as classes no problema.
Dependendo do problema abordado, estas varidveis podem ser observadas diretamente
sobre o objeto em estudo mas, em outros casos, podem ser necessarios procedimentos
adicionais para obten¢do das observacdes. Estas questdes pertencem as atividades de se-
lecdo e extracdo de caracteristicas em AD. Embora seja de importancia fundamental para
a pratica da AD, esta questdo ndo serd considerada neste trabalho, serd abordado apenas o
problema de modelagem do vetor de caracteristicas, a estimagao das mesmas, bem como,
procedimento de avalia¢do do classificador obtido. Para uma abordagem sobre selecdo e

extragdo de caracteristicas veja, por exemplo, Theodoridis ef al. (2010).

1.2 Proposta do Trabalho

Em muitas aplica¢des de AD as observacdes nas classes apresentam multimoda-
lidade, assimetria e, muitas vezes, valores considerados extremos. Para estes casos, as
misturas finitas de densidades sdo extremamente eficientes, sendo capazes de modelar
distribui¢des desconhecidas arbitrariamente complexas (veja, por exemplo, McLachlan

& Peel (2000), [(Cabral ef al. (2012) e Prates et al. (2013)).



Virios trabalhos empregam mistura finita de densidades como modelos para as
distribui¢des condicionais das classes em AD. Podemos citar Fraley & Raftery (2002)
que empregam mistura finita de normais multivariadas; Andrews & Mcnicholas (2012)
que empregam mistura finitas de t multivariadas; Coelho (2013) que apresenta um estudo
sobre emprego de misturas finitas de distribuicdes normais assimétricas e de t assimétri-
cas.

Dos trabalhos mencionados acima, as densidades das misturas t€m suporte nao
limitado, no entanto, em muitas aplicacdes temos problemas onde as observacdes siao
obtidas, ou transformadas para estarem, em um intervalo limitado, em particular, no in-
tervalo (0,1). Por exemplo, € comum em problemas de classificacdo de pixels em imagens
digitais no espago de cores RGB, transformar as intensidades dos pixels para o intervalo
(0,1) (veja, por exemplo, Frery & Perciano (2013))).

Alguns trabalhos ja abordaram o emprego de mistura finita de densidades em pro-
blemas com observagdes no intervalo (0,1),J1 ez al. (2005)) consideram uma mistura finita
de densidades Beta, modelo univariado, com o algoritmo EM (Expectation and Maxi-
mation Algorithm), empegando para estimacdo, incluindo uma fun¢do de maximizagao
no passo maximizacdo do algoritmo. Em Bouguila ef al. (2006) empregam estimacao
bayesiana com uma mistura finita de densidades Beta, empregando um modelo univari-
ado. Ma & Leijon (2011) consideram problema com dados multivariados, adotando uma
mistura finita onde as densidades componentes sdo produtos de densidades Beta, estes
produtos sendo empegado para modelar a distribui¢do conjunta das varidveis no vetor ale-
atério, com o procedimento de estima¢do implementado com uma abordagem bayesiana.
Nguyen & Wu (2015) também consideram uma mistura finita cujas densidades compo-
nentes sdo produtos de Beta, porém, apresentam uma abordagem bayesiana diferenciada
para estimacao dos modelos.

Os trabalhos citados no pardgrafo anterior ndo apresentam estudos de simulacao
computacional para avaliar as densidades estimadas, que sdo os elementos necessarios
em abordagens de estimagdo de um classificador em AD. Desta forma, desenvolvemos
um estudo sobre a modelagem das distribuicdes condicionais das classes em AD, com
dados no intervalo (0,1), empregando mistura finita de produtos de Betas e, também,
mistura finitas de densidades de Dirichlet. Restringimos a dimensdo maxima do vetor de

caracteristica ao caso tridimensional, visando o emprego em classificacdo de pixels em



imagens digitais no espaco de cores RGB.

1.3 Objetivos

O presente trabalho tem como objetivo principal investigar a eficiéncia de misturas
finitas de densidades Beta e de Dirichlet como modelos para distribuicao nas classes em
Andlise Discriminante. Analisaremos a performance através de um estudo de simulacao

e aplicacdo em dados reais. Para isso, realizamos as seguintes etapas:

e Revisio de literatura sobre todos os conceitos envolvidos no desenvolvimento desse

trabalho;

e Simulacdo computacional de problemas com especificadas estruturas de distribui-

coes nas classes;

e Aplicacdes com dados reais da literatura.

Na secdo seguinte serd descrita a organizagdo do trabalho.

1.4 Estrutura do Trabalho

O presente trabalho estd organizado em 6 capitulos. O Capitulo [I] com a intro-
dugdo. No Capitulo 2] apresentamos uma breve introdugio dos principais métodos para
andlise discriminante, descrevendo detalhadamente o método de classificagdo de Bayes.

No Capitulo [3] apresentamos uma breve revisdo das distribui¢des Beta e Dirich-
let. Para estas distribui¢des, foram construidos modelos de mistura finita de densidades
Betas, de Produtdrio de Betas e de Dirichlet. Apresentamos também, a metodologia para
estimagdo dos parametros via algoritmo EM.

Nos Capitulos [4] e [5] sdo apresentados os resultados obtidos por meio dos estudos
de simulagdes e aplicagdes em dados reais, respectivamente. Capitulo [6] apresentamos as

consideragdes finais.



Capitulo 2

Analise Discriminante

Neste capitulo, abordaremos a classificacao de objetos empregando a modelagem
estatistica via classificador de Bayes, algumas abordagens paramétricas, como Andlise
Discriminante Linear, Andlise Discriminante Quadratica, Naive Bayes com distribui¢ao
Normal e Anéalise Discriminante com Mistura Finita de Densidades. Abordamos, tam-

bém, a metodologia estatistica mais usual para avaliar a performance dos classificadores.

2.1 Modelagem do Problema

Andlise Discriminante (AD) € uma técnica estatistica para alocar objetos em cate-
gorias ou classes previamente definida, muito utilizada em problemas de Reconhecimento
de Padrées Supervisionado (RPS). Entendemos por objeto ou observagao algo de nosso
interesse que possamos descrever e classificar. O objeto € descrito por uma colegdo de
varidveis que, consideradas conjuntamente, recebe a denominacio de vetor de caracte-
risticas (X), onde X = (X;,X>,...,X,). As p-varidveis sdo denominadas de varidveis
preditoras.

Considere uma caixa de e-mails, onde ndo se admita spam (Sending and Posting
Advertisement in Mass). Em breves palavras o spam eletronico é o uso de sistemas de
mensagens eletrOnicas para enviar uma mensagem nao solicitada, especialmente publi-
cidade, além de enviar mensagens repetidamente no mesmo site. Empregando para isso
um dispositivo de identificagdo baseado na andlise das informacdes do texto e sobre o
remetente. Apds uma fase de reconhecimento dos primeiros e-mails e 0 armazenamento

das correspondentes informacdes, entdo, todas as vezes que um novo spam, ocorre o dis-



positivo deve ser capaz de checar as informacdes do remetente do e-mail, comparando
com informagdes armazenadas em seu banco de dados. Esse € o paradigma do RPS, onde
o objetivo € o reconhecimento dos padrdes existentes nas classes predefinidas, a fim de
criar uma regra, ou funcao, que discrimine ou classifique um novo objeto, do qual nédo se
tem a informagdo da classe, em uma das classes predeterminadas.

Na abordagem estatistica o vetor de caracteristicas € modelado por uma distribui-
c¢do de probabilidade condicionada a cada uma das classes, denotadas por G1,Ga, ..., Gy.
Em cada Gj, para j = 1,...,N, modelamos X de acordo com uma funcio densidade f j(-),
adequada as vardveis preditoras, onde f; (+) pode ser uma fungéo de probabilidade ou uma
funcdo de densidade de probabilidade. Considere ainda que P(G;) = P(Y = j) denota a
probabilidade de um objeto provir da G, para ¥ € {1,2,...,N}. As densidades f;(-) sdo
denominadas densidades condicionais das classes e as probabilidades P(G) denomina-
das probabilidades a priori das classes. Desta forma, o vetor de carateristicas € modelado

como um par aleatdrio (X,Y).

Definicao 2.1.1. Uma fungdo discriminante ou classificador é qualquer fungdo
wixy — Q,

onde X € x € o espaco das caracteristicas e Q = {Gy,...,Gn} é o conjunto de N classes

as quais um objeto pode ser alocado.

Assim, dado um classificador w(-) e um objeto para o qual observamos {X = x,
w(x) = j}, significa que o objeto é alocado para a classe G; (Johnson & Wichern (2012)).

Para a construcio de um classificador torna-se necessédrio um critério para avalid-
lo. Um "bom classificador"produz poucos erros de classificagcdo. Do ponto de vista esta-
tistico, a probabilidade do erro de classificacdo deve ser pequena, e podemos avaliar tal
probabilidade construindo uma fun¢do de perda resultante do processo de classificagdo.

Suponha que em uma ultrassonografia diagnosticou-se a presenca de ndédulos can-
cerigenos quando na verdade eram apenas cistos, a gravidade do erro logo seria um alivio,
porém, o custo do erro de ndo diagnosticar uma doenca onde de fato ela existe € muito
maior. Assim, classificar um objeto que pertence a uma classe G|, como pertencente a
outra classe, denotada por G,, pode representar um erro mais grave do que classificando o

objeto de G, como pertencente a G;. O método de classificagdo de objetos deve-se sem-



pre levar em consideracdo as perdas associadas a uma classificacdo errada. Uma maneira
usual de formalizar um critério para avaliar classificadores, € estabelecer uma funcdo de
perda.

Seja €(i, j) a perda decorrente de classificar um objeto da classe G; para a classe
Gj, isto é, a perda decorrente do processo de classificagdo. Sendo que £(i,i) = 0, para
i=1,2,3,...,N.

Temos que £(i, j) = €(i,w(x) = j), € uma observacdo de uma varidvel aleatoria,
e adotamos o valor esperado desta varidvel aleatéria como um critério para desenvolver
um classificador. Considere a fungdo de perda £(-,-), entdo, empregamos a defini¢do de

funcdo de risco e do risco médio (Ripley (2007)).

Definicao 2.1.2. A perda esperada como fungdo de G; é a Fungdo de Risco, definida por

Rw,i) = E{e(i,w(X))|Y =i}
N
= ) e(i,j)P(w(X) = jly =i). 2.1)
i#j=1

Definicao 2.1.3. A perda total esperada como fungdo das varidveis aleatérias X e Y é

denominada de Risco Médio, ou Risco Total, ou seja,

R(w) = E{RWY)}
N
= lR(w,i)P(Y:i)

1

N
Y. ei, h)Pw(X) = jlY =)P(Y =i). (2.2)
i=1i#j=1

Il
™M=

A finalidade € obter um classificador capaz de fazer o Risco Médio ser minimo,
para uma dada fungdo de perda €(-,).

Em muitos casos reais o custo das perdas £(i, j) ndo sdo simples para serem defi-
nidos. Entdo, sendo possivel considerar os custos das perdas iguais, adota-se uma funcao
denominada fung¢do de perda 0 — 1. Na expressao se (i, j) = k, onde k é uma cons-
tante, a otimiza¢do ndo depende deste valor k, assim,

0 sei=j

e(i,j) = (2.3)
1 sei#j



No caso particular da fun¢do de perda 0 — 1, temos que

N
Rwi)= ) PWw(X)=jY=i) (24)
i#j=1
€
N N
:Z Z: X) = j|Y =i)P(Y =i). (2.5)

Portanto, a funcdo perda O — 1, onde R(w,i) é a probabilidade de classificagcdo
errada dos objetos da clase G; e R(w) é a probabilidade total de classificacdo errada do

classificador w, também denominado de erro de classificacdo de w.

2.2 Classificador de Bayes

Recapitulando, seja Y € {1,2,3,..., N} uma varidvel indicadora das classes para os
objetos. Em cada classe G, j = 1,2,3,..,N, X é modelado por uma distribuig¢do f;(-) =
f(-|Y = j) adequada as varidveis preditoras, e P(Y = j) a probabilidade de um objeto
provir da classe G;. Com os termos definidos acima, dado X = x, empregamos o Teorema

de Bayes para determinar a probabilidade a posteriori da classe G}, que € dada por

(X\Y— NP =)

PY=jX=x)= , j=1,...,N. (2.6)
FXIY = DP(Y =1)
Definicao 2.2.1. O classificador de Bayes é definido por:
N
w'(x)=h se Y e(i,h)f(x|Y =i)P( mane‘ i, ) f(xX]Y =i)P(Y =1i).(2.7)
i=1

Caso ocorra que duas ou mais classes atinjam o minimo, o objeto é alocado em qualquer

uma das classes, aleatoriamente.

A ideia subjacente ao desenvolvimento do classificador de Bayes se da quando
observacdes de uma determinada classe tenham uma maior ocorréncia do que a outra, de-
nominada de classe com maior prevaléncia. Se de alguma forma temos informagdes sobre
as probabilidades de ocorréncias das classes, € razodvel considerarmos na constru¢cdo do

classificador essas probabilidades.



Para todas as classes a regra (2.7) pode ser estabelecida de maneira equivalente

como

N N
w'(x)=h se Y e(i,h)P(Y =i]x)=min ) e(i, )P(Y =ilx). (2.8)
i=1 7 =1
Observe que as expressdes para as probabilidades a posteriori das classes, em
(2.6), tem o mesmo denominador, sendo necessario somente analisar o numerador. O
teorema a seguir estabelece a principal propriedade para o classificador em (2.7) ou na

forma de (2.8). O teorema a seguir estabelece que o classificador de Bayes é 6timo no

sentido de minimizar a Funcdo de Risco Total, para sua demostracdo veja Ripley (2007).

Teorema 2.2.1. Para uma dada fungdo de perda €(-,-), o classificador w* minimiza o

risco total, ou seja, R(w*) < R(w) para qualquer classificador w.

Empregando a fungdo de perda 0 — 1, em (2.8)

N N
Y e(i,n)P(Y =ilx)= ) P(Y =ilx)=1-P(Y = hlx), (2.9)
i=1 h#i=1

de (2.9) teremos o minimo se tomarmos a classe Gy, para a qual P(Y = h|x) = f(x|]Y =
h)P(Y = h) é um mdximo, isto é, a classe com a maior probabilidade a posteriori, (veja
Ripley (2007)). Portanto, o classificador de Bayes com fun¢do de perda 0 — 1 pode ser

EXpresso como

Si(X)PY =h)

W)= %)

= mjax fi(x)PY =j). (2.10)

Em teoria, o risco ¢* = R(w*), denominado Risco de Bayes, pode ser determi-
nado se conhecermos as probabilidades P(Y = j) e as distribuigdes f;(-|Y = j), para
Jj=1,2,3,...,N. O valor do risco de Bayes serve como referéncia para comparagdo de
classificadores, pois ele € o menor valor que pode ser atingido por qualquer classificador.
No caso da funcdo de perda 0 — 1, ¢* € equivalente ao erro de classificagdo de w*. Em
outras palavras, consideramos um bom classificador aquele que possuir um Risco Médio
mais proximo possivel ao do classificador de Bayes.

Neste trabalho, vamos considerar o caso da fun¢do de perda 0 — 1 para todos

os métodos discriminantes analisados, entre os quais, alguns classificadores mais usuais



na literatura, empregando abordagens paramétricas, como Andlise Discriminante Linear,
Andlise Discriminante Quadrética e Naive Bayes Normal.

Em situacOes que ndo € possivel estimar as probabilidades a priori, por meio
da fungdo de perda (0 — 1), podemos empregar o classificador de Bayes considerando
P(Y=1)=P(Y =2)=...=P(Y =N), que pode ser interpretada como sendo priori néo
informativa, o que leva a forma para as probabilidades a posteriori de (2.6)) dadas por

Py —jX=x) = JXY=D .y 2.11)

é\’:1f(X|Y:l),

Em (2.11)), na escolha do mdximo P(Y = j|x), vemos uma estrutura de méaxima

verossimilhanga e, dessa maneira, o classificador
wi(x)=h se f(x|Y =h)=max f(x|¥Y =) (2.12)
J

¢ denominado classificador de mdxima verossimilhanga.

Como em aplicagdes reais as distribui¢des condicionais f(-|Y = j) e as proba-
bilidades a priori P(Y = j) ndo sdo conhecidas, um procedimento é postular modelos
de probabilidade para os dados e tais modelos t€m um conjunto de parametros a serem
estimados, constituindo uma abordagem paramétrica para obter estimativas para as fun-
¢oes f(:|Y = j). Outra abordagem consiste em ndo atribuir modelos paramétricos para
as distribui¢cdes, onde para as f(-|Y = j) sfo consideradas estimadores ndo paramétri-
cos de densidades. Outra abordagem, com o emprego da regressdo logistica, pode ser
adotada, em que as probabilidades P(Y = j|x) sdo estimadas diretamente sem estimar as

condicionais f(-|Y = j), ver Hastie et al. (2009).

2.2.1 Funcao Discriminante baseada em Modelo Normal

Classificadores baseados em modelos normais predominam na literatura estatistica
por causa de sua simplicidade e boa eficiéncia, em aplicacdes reais (Johnson & Wichern
(2012))). As densidades f(:|Y = j) sdo modeladas por distribui¢des Normais p-variadas
com vetor de parAmetros 6; = (U ;,X;), denotada por N(it;,X;), para cada classe G,

com vetor de médias {; e matriz de covariancias X ; ndo singular, onde j =1,2,3,..,N,
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ou seja,

1

1
————rexp{—(x—p) T (x—p)} 213
emigp 2 T '

f(x:0))=f(x]Y =j)=

Aplicando a funcdo logaritmica no numerador de (2.6) e, com algumas manipulagdes

algébricas, obtemos
, 1 1 _ .
In{f(x)P(Y =)} = —gln(zﬂ) — Eln|2j| — E(X_”j)/zf 1(x—uj) +InP(Y =j). (2.14)

Para (2.14), vamos considerar duas situagdes: uma em que as matrizes de covariancias das
classes sdo consideradas iguais (modelo homocedastico), e outra em que essas matrizes
sdo supostamente diferentes (modelo heteroceddstico).

Nocasoemque X; =X, j = 1,2,3,...,N, temos que expandindo a forma quadra-
tica em (2.14), multiplicando por —2 e desprezando-se os termos que sdo constantes para

todas as classes, obtemos a quantidade
di™(x) = (x—p,)E (x—p,)—2InP(Y = ). (2.15)

Devido ao fato da fungdo d]Li" (x) ser linear em X, essa regra é denominada Andlise Dis-
criminante Linear (ADL). Aplicando [2.15| na estrutura definida em [2.12] o classificador

de Bayes com perda 0 — 1 € dado por

wi(x)=h se d-"(x)= m]f;lx d]u"(x).

O primeiro termo no segundo membro em ¢, por defini¢do, a distancia de
Mahalanobis ao quadrado, entre x e i;,. Se as probabilidades a priori forem iguais para
todas as classes, entdo, para um objeto com observacao X, a regra seleciona a classe cujo
vetor de médias € o mais proximo de x em termos da distancia de Mahalanobis. Vemos
também que, se a matriz X for proporcional a matriz identidade, essa proximidade pode
ser mensurada em termos da distancia Euclidiana.

Para o caso do modelo heteroceddstico, com as manipulacdes algébricas mencio-

nadas, obtemos a quantidade
1 _ .
d?“(x) = In|Z;|+ S(x—p))E; "(x—p,;)—2InP(Y = j) (2.16)
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Empregando 2.16|na estrutura definida em[2.12] o classificador de Bayes com perda 0 — 1
¢ dado por

wix)=h se d>(x)= max de"a(x).

Devido a de”a (x) ser uma fungdo quadratica em X, o classificador em (2.16)) ¢ denominado

Andlise Discriminante Quadrdtica (ADQ).

Para emprego das regras citadas, anteriormente, faz-se necessario estimar os pa-
rametros 6; = (K ;,X;) e as probabilidades P(Y = j). Em geral, sdo empregados os
estimadores de Mdxima Verossimilhanga, onde n; € o total de observagdes na classe G;.

Os estimadores sdao dados por

P(Cc)) = ’% (2.17)
_ 1 &
i = ngﬁ (2.18)
~ 1 U . N
X = n._IZ(in_ujiji_“j)/' (2.19)
J i=1

Note que, ﬁ je ¥ sdo, respectivamente, o vetor de médias amostrais e a matriz de
covaridncias amostrais para a classe j, j = 1,2,3,...,N. E ainda, que no denominador de

A~

Y, nj—1, corrige o vicio desse estimador. Para mais detalhes, vejaJohnson & Wichern

(2012).

2.2.2 Naive Bayes

Naive Bayes ¢ uma técnica simples para a constru¢do de classificadores em AD.
A suposicdo ’ingénua"que o classificador Naive Bayes faz é que as varidveis envolvidas
na classificacdo sdao modeladas como independentes. Sabe-se, entretanto, que, na maioria
dos casos, a suposicao de independéncia entre as vardveis € falsa. Mesmo assim, o classi-
ficador Naive Bayes produz resultados bastante satisfatorios, para mais informacgdes veja
Domingos & Pazzani (1997).

Em Webb & Ting (20035)), os autores fazem uma comparagdo entre diversos clas-
sificadores, em vdrios conjuntos de dados, bastante conhecidos na literatura, e obtém re-
sultados relevantes com relagdo ao Naive Bayes. Devido a sua simplicidade, eficiéncia e

eficdcia, tem sido usado como ferramenta para uma solucdo empirica do problema da alta
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dimensionalidade. E ainda, de modo pratico, € importante ressaltar que esta abordagem
apresenta menos parametros a serem estimados, como por exemplo, no modelo Normal.
O Naive Bayes ainda pode ser 6timo, com a funcao de perda 0-1, mesmo com a
pressuposicao de independéncia para alguns problemas onde hd um alto grau de depen-
déncia entre caracteristicas, veja por exemplo Domingos & Pazzani (1997).
Seja X = (Xi,Xa,...,X,) um vetor aleatdrio p-variado, o procedimento do Naive

Bayes assume que (Xi,X>,...,X,) sdo independentes, assim

fix) = fi(x1,x2,...,xp)

= (por independéncia entre as varidveis)
= gji(x)gp(xa) .- gjp(xp)

)4
= []eitxa)
d=1

Assim, de modo semelhante a ADL e ADQ, vamos considerar que f(x) é a densi-

dade Normal multivariada, mas com Xi,X>, ..., X, independentes, entao
. 1 1 ! —1
[i(%,0;) = f(x]Y =j) = ———exp _§<X_“j) op (X—[J,j) . (2.20)
(2m)2|o;2

!/ . . .
Como os X;s sdo independentes, implica que X = (612622 ...0?2

p)Ip, onde I, ¢ a

matriz identidade de ordem p. Logo,

(x:0:) = 1 _l _ (2 2 \n—1l(e
fi(x:6;) = (2n)g|(612j7m761%j),1|5CXP{ 2(X Bi) (o .- 0p) 1] (x—p;)}

1 = Wi )2 1 i— Wi )2
= ; exp (x !'2”) X...X —————exp M
(27)2 01 207 (2m)20p,; 20, ;

= gi1(x1)gp(x2)...gjp(xp) (2.21)

D=

onde gj4(xz) é uma fungdo densidade N(uj4,0;4), comd =1,...,pe j=1,...,N.
Esse procedimento é denominado de Naive Bayes Normal (NBN). O conceito do Naive
Bayes vai além de uma abordagem paramétrica, se estendendo também a abordagem nao-
paramétrica das densidades condicionais, ndo postulando nenhum modelo especifico para
essas densidades e as estimativas sdo obtidas diretamente com base no conjunto de trei-

namento com uma fun¢do nicleo, como exemplo, temos o classificador Naive Bayes com
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distribuicdo Nao-Paramétrica com fun¢do nicleo de Epanechnikov (NBE), para mais de-
talhes veja Hastie et al. (2009).

O modelo Naive Bayes € bastante flexivel e admite a imposicao de varios modelos
as distribui¢cdes marginais, possibilitando a criacao de vérios classificadores, que serd uma
das propostas desse trabalho, o qual abordard um modelo Naive Bayes com mistura finita

de densidades Betas, demonstrando entdo sua ampla aplicabilidade.

2.2.3 Funcao Discriminante empregando Mistura Finita de Densida-

des

Agora, nesta abordagem, consideramos cada classe G, j = 1,2,3,..,N, com den-
sidade f;(:|Y = j), tal que f;(-|Y = j) € uma mistura finita de densidades com L; compo-
nentes (ver McLachlan & Peel (2000).Portanto, as classes sdo modelas por

Lj
[i(x:0)) = Y pigu(x0;), (2.22)
i=1

onde {pﬂ > 0; ZlLilpﬂ = 1} e {gﬂ(-) >0; [, gj(x)dx = 1}, VI=1,...,Lj. Os pa-
rametros pj; sdo denominados pesos ou propor¢des da mistura e as densidades g;; sdo
chamadas de componentes da mistura.

Segundo Cabral et al. (2012), as misturas tém sido amplamente aplicadas em di-
versas dreas cientificas como uma ferramenta para modelagem de heterogeneidade da po-
pulacdo e aproximar densidades de probabilidades complicadas, apresentando assimetria,
multimodalidade e caudas pesadas, sendo um método flexivel para as suposi¢des sobre a
distribuicao dos dados.

Neste trabalho, foram consideradas misturas finitas de densidades com compo-
nentes Beta e Dirichlet, em contexto multivariado. O objetivo € flexibilizar a modelagem
em situacdes que a distribuicao normal ndo se ajusta. Como mencionado na introducao a
proposta deste trabalho € investigar o uso de misturas finitas de densidade para modelar as
distribui¢des condicionais fj(-|Y = j), considerando as componentes da mistura Produ-
tério de Beta e de Dirichlet, assim, como um modelo Naive Bayes com mistura finita de

densidades Betas. Estes modelos serdo descritos com mais detalhes no préximo Capitulo

Bl
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2.3 Avaliacao de classificadores

2.3.1 Conjunto de treinamento e teste

Em AD dispomos de amostras aleatdrias que sdo identificadas com relacao a classe
de onde foram observadas. Este conjunto de observagdes "rotuladas", como mencionado,
forma o conjunto de treinamento. Lembrando que os objetos sdo descritos por um par de

varidveis (X,Y), temos que

S(n) = {(X],Yl),(Xz,Yz),...,(Xn,Yn)}.

O conjunto de treinamento € divido em dois subconjuntos: conjunto de treino e conjunto
de teste. O conjunto de treino é usado para estimar o classificador, isto é, estimar os
parametros dos modelos empregados para as distribuicdes condicionais das classes. As
observacdes no conjunto de teste sao empregadas para avaliar o classificador, isto €, sdo
submetidas ao classificador estimado para obtermos as taxas de erro de classificacdo.
Para um classificador w(-) construido com um conjunto de treinamento 3, ), te-

(w)

mos que a probabilidade de erro de classificacdo € denotada por € lrre)” Com este metodo,
(w)

a ideia € estimar € (re) através da contagem de classificagdes erradas efetuadas por w em
tre

um conjunto de teste S(nm), ou seja,

J
N Ties

A(w) .
e(”trevntm o Z ZI{W X]z #]} XJ l)

Mes ;=1 i=

5(w)

Entdo, temos que é
(ntrmnlef)

€ a proporcao de classificagdes erradas das observacoes

no conjunto teste.

2.3.2 Validacao cruzada

A motivacdo da estimagdo por meio da valida¢do cruzada, € usar o maximo de
observacdes na construcdo do classificador. O método de validagao cruzada denominado
k-fold (k- fold cross-validation), consiste em dividir o conjunto total de dados em k sub-
conjuntos mutuamente exclusivos do mesmo tamanho e, a partir disto, um subconjunto
¢ utilizado para teste, os (k — 1) restantes sdo utilizados para estimagdo dos paradmetros

(conjunto de treino) e calcula-se a precisdo do classificador. Quando k = n (o nimero de
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observacdes), a validacdo cruzada de "k- fold"é exatamente a validag¢do cruzada "leave-
one-out". Em cada repeticao € calculado

s -
Citn-1,1) = T2y (%j0) E=1,2,00m.

O estimador para o erro de classificacao é dado por

Este processo € realizado k vezes alternando de forma circular o subconjunto de
teste. Ao final das k iteracdes calcula-se a precisdo sobre os erros encontrados, através
da equacdo descrita anteriormente, obtendo assim uma medida mais confidvel sobre a

(cv)

capacidade do classificador. Temos que é(n) ¢ um estimador ndo tendencioso para e, _p),

veja Hastie et al. (2009).
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Capitulo 3

Mistura Finita de Densidades Betas, de

Produtorio de Betas e de Dirichlet

Neste capitulo, definimos o modelo de mistura finita de densidades e suas propri-
edades. Abordamos a estimagdo dos parametros, com €nfase na estimacdo de Maxima
Verossimilhanga via algoritmo EM. A Mistura Finita de Produtério de Betas (MFPB) e
Mistura Finita de Dirichlet (MFD) sdo abordadas de forma particularizada, assim, como

o modelo baseado em Naive Bayes com Mistura Finita de Betas (NBMFB).

3.1 Distribuicao Beta

Na estatistica, a distribuicdo Beta pertence a uma familia de distribui¢cdes de pro-
babilidade continuas definidas no intervalo (0,1), parametrizada por dois pardmetros po-
sitivos, que aparecem como expoentes da varidvel aleatéria e controlam a forma da dis-
tribuicdo, denotada por Beta(ct,3). A distribuicdo Beta é uma forma muito verstil de

representar resultados como propor¢des ou probabilidades.

Definicao 3.1.1. Seja X uma varidvel aleatéria absolutamente continua . Com suporte
no intervalo aberto (0, 1). Dizemos que X tem uma distribui¢cdo Beta com pardmetros de

forma (a, B) se sua func¢do de densidade de probabilidade for dada por

fx(xa,B) = %xal(l_@ﬁl%yl)@’
- B(o: ﬁ)xa_l(l_”ﬁ_ll(al)(@, (3.1)
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onde I'(+) é a fungdo Gamma e B(+) é a fungdo Beta.

o _|
@ . — a=05epB=05
A a=5eB=1
< S a=1lefB=3
N a=2ef=2
N a=2ep=5
e |
N

Densidade
15

1.0

0.5

0.0

Figura 3.1: Fung¢do densidade de probabilidade Beta para diferentes valores de (a, B).

A func@o Beta € estritamente relacionada a fungdo Gamma. Uma das propriedades
da fun¢do Gamma bastante utilizada é que I'(ac + 1) = oI'(¢). Fazendo uso de algumas
propriedades da fun¢do Gamma para obtencao dos momentos da distribui¢ao Beta, o cél-
culo torna-se bastante simples.

Pela definicdo de momentos, temos

EX'] = /letfx(x)dx
1

= L x* 11 —x)PTax
_ /O)JB(%B) (1—x)f~1a

1 1
_ x(a 1)—1 —x B—1 X
_ B(a,ﬁ)/o =11 —x)B-1g

= ———B(a+t,B) (pelarepresentacio da integral da fungio Beta)

B(a,p)

(04
 I(a+B) F(a+1)I'(B) - ~
= T(a)T(B) T(a+B+1) (por defini¢cdo da func¢do Beta)
_ INa+p) I'(o+t) (3.2)
I(a) T(a+p+t) '

1

18



Fazendo ¢ = 1 em[3.2] temos o valor esperado

INa+p) T(a+1)
INa) T(a+p+1)

= F(OH_ﬁ) aF(a) ropri uncao Gamma
= T(o) (@t B (atp) (propriedade da funcdo G )
o
— CEYIl 3.3)

E(X)

Também fazendo ¢ = 2 em [3.2] obtemos o segundo momento,

INa+p) T'(a+2)

EX) T(a) Tla+B+2)

_ T(a+B) (a+1)al(a) . _
= F@) (a+B+D)(at B (atp) (propriedade da fung¢do Gamma)
B (a+1)a
 (a+B+D)(a+B) G4
Entdo, poderemos facilmente calcular a variancia,
Var(X) = E(X*)—[E(X)]
B (a+1)a o?
- (atB+D(a+p) (a+p)?
- ap 3.5
T (a+B+D)(a+B) o)

Notamos que a densidade Beta é apropriada para modelar propor¢des em virtude
do seu dominio, o intervalo (0,1), e também devido a variedade de formas que a densi-
dade pode assumir de acordo com os valores especificados para o e 3, parimetros da
distribui¢do. Em especial se & = 3 = 1, a densidade de Beta se reduz a uniforme (0,1).

Considere uma amostra aleatéria X,X,,...,X,, de X ~ Beta(a,). Os estima-
dores pelo método dos momentos para os dois parametros desconhecidos, denotados por
(a, B ), podem ser obtidos empregando, a média amostral e varidncia amostral, como se-

gue

<
I
E
|
S
e



Fazendo, E(X) =X e Var(X) =V, podemos estimar os parimetros desconhecidos

pela combinagdo de equacdes.

X . (04
~ (a+B)’
(a+B) = %.
ﬁ = %—(X,
entao,
p - ap
(a+B)*(o+B+1)
g P
(a+B) (a+B)(a+B+1)
o | 1 B )_(
<T+ )(1—)2) v
o X(1-X)
A
a  X(1-X) |
X v
. [X(1-X)
a = X{T—l}
substituindo em (3.8),
[X(1-X) }
x{ —X) o
B v _[X(1-X)
B = 7 —X{ = —1]
_[R(1-X) [R(1-X)
p o= M w [T
B = (1-X) {X(l__x)—l}

Estimacio dos Pariametros por Maxima Verossimilhanca

(3.6)

(3.7

(3.8)

(3.9)

(3.10)

Conforme |Casella (2002), as vantagens do uso do Estimador de Médxima Veros-

similhanca (EMV) sao suas propriedades de suficiéncia, invariancia e ndo ser viesado

assintoticamente, entre outras.

Definicao 3.1.2. Seja X1,X>,...,X,, varidveis aleatorias independentes e identicamente

distribuidas com distribui¢cdo dada por f(-;0), com ® € Q. A Fungdo de Verossimilhanca
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(FV) é definida como

n

L(®) = L(®|xi,x,-x) = [[f(x:0). (3.11)
i=1

Definicdo 3.1.3. Se existe um tinico valor ® € Q que maximiza a FV, entdo, © é chamado

de Estimador de Mdxima Verossimilhangca (EMYV).

Seja X1, X5, ...,X, uma amostra aleatdria, onde X é uma distribuicio Beta(a, 3).

A funcao de verossimilhanga da expressao ¢ da forma

i=1 =1

Lo, Bix1,%0, s Xn) = (ﬁ)” [ﬁ(xi)“ll [ ] (1 —Xi)ﬁll , (3.12)

e a funcdo logaritmica da verossimilhanga € da forma
n
logl(a, Bsx1,x2,- - ,xn) = —nlogB(a,B) + (a—1) Zlog X;) —1) Zlog(l —X;).

Encontrar o0 méximo em relacdo a um parametro de forma envolve tomar a deri-
vada parcial em relacdo ao parametro de forma e definir a expressao igual a zero resul-

tando no estimador de maxima verosimilhanca dos pardmetros de forma:

Ula) = %logL(a,B;xl,xz,m \Xp) = —n <ailog3 o,B) > Zlog X;)

U(B) = ilOg]L(avﬁ;xl,xz,'” 7xn) = (aﬁZOgB(OC ﬁ ) —f—;log(l —xi)

9
onde:
2 1ogB(@.B) = - logT(+ ) + ~LogT" () + - logI'(B) = (o + B) + (@)
T5106B(@.B) = —3logl(a-+ B)+ Slogl (@) + 5slogl(B) = wia-+B)-+ (B)

O termo y/(-) é conhecido como fungcdo Digamma, a qual é ndo linear, logo, a
estimagdo por MV para dois pardmetros desconhecidos da distribui¢do Beta(a,f3), ndo
tem uma solucao analitica. Portanto, € necessario métodos numéricos de maximizagao de

funcdes, veja por exemplo |[Narayanan (1992).
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3.2 Distribuicao Dirichlet

A distribuicao de Dirichlet, é uma familia de distribui¢des de probabilidade mul-
tivariada continuas, parametrizada por um vetor de parAmetros @& € R”, denotada por
Dir(a). E uma generalizacio multivariada da distribui¢io Beta, podendo ser empregada
no estudo da distribui¢do de vetores aleatorios, cuja as varidveis aleatdrias estejam com-

preendidas no intervalo (0,1) e a soma € igual a 1, veja Kotz & Lovelace (1998).

Definicio 3.2.1. Seja X = (Xy,...,X,), um vetor aleatdrio definido no intervalo (0,1),
cuja as somas das coordenadas é 1, com vetor de pardmetros & = (0, ...,Qp), onde
(ag >0;d=1,...,p). Dizemos que X tem distribuicdo Dirichlet se sua fun¢do de densi-
dade de probabilidade for dada por

r (i ad) p—1 p—1 a1
fr(x;a) = p":—lnxjd‘l (1— Zxd) : (3.13)
1 (ag) 4=1 d=1
d=1

onde x, = 1 — ZZ;} xp € implicitamente definido em qualquer ponto do simplex
p—1
Sp=19(x1,...,xp) eERP:0<xy< Lid=1,...,p—1; Zxd< 1,
d=1

e assume zero em caso contrdrio.

Uma propriedade interessante € que as densidades marginais da distribuicao Diri-
chlet sao densidades Betas, veja|Narayanan (1992). A funcdo de momentos da distribui-

cao Dirichlet (veja Kotz & Lovelace (1998)), é dada por

p
r Q
(El d) C(r+ o) % -+ x Dlrpot + & 1)T()
)4
dnlr(ad) C(ri+ay+-+rp1+0p-1+0)

EX]'x--xX,"") = . (3.14)
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Figura 3.2: Gréfico da densidade Dirichlet para diferentes valores de o3, fixando o) = 2
e =2.

P
A partir de (3.14) com § = ¥ oy, temos algumas propriedades da distribuigao

d=1
Dirichlet onde temos que:
E(X,) = %, d=1,....p: (3.15)
o, (6 — o
Var(Xy) = 5012((5“(;)’ d=1,....p: (3.16)
(0410
Cov(Xy,X,) 62(6+i)’ d#q, (d,q)=1,...,p. (3.17)
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Estimacao dos Parametros por Maxima Verossimilhanca

Seja Xi,...,X, uma amostra aleatéria, onde X ~ Dir(@). Entdo, a fungdo de

verossimilhanga, empregando a equagdo (3.13)) é

L = ]L(a;Xl, ,Xn)

n r (Zp: ad> p—1 ap—1
=11 d=1 on‘d 1(1—2)(,,1) . (3.18)
i d=1

De (3.18)), as estatisticas suficientes para os pardmetros @ sdo as médias geométricas de

Xip, sintetizando todas as informagOes da amostra,

1/n
n
G, = (Hxid> , d=1,....p—1; (3.19)
i1

" —1 1/n
G, = [[[Xu|1- ) Xu (3.20)
i=1 d=1
A fungdo logaritmica da verossimilhanga é da forma
p p
logLL = Z logI'| Y oy Z logI'(0g) + Z oy —1)logGy | - (3.21)
i=1 d=1 d=1 d=1

Maximizando (3.21)), obtemos os estimadores de mdxima verossimilhanga com respeito

aos parametros ¢’s. Entdo, para o, temos

14 )4
izogL Z{ ——logI'( )—a%dlognr(ad Z d—llong} (3.22)
d=1

O valor de cada oy, d = 1,2,...,p— 1, que torna igual a zero € solucdo da equagdo
log'P(§) —¥(0y) + Gy, (3.23)

. d
onde ¥(¢9) = a—logF (¢) e ¥ representa a fungdo Digamma.
Od
O sistema em (3.23)) € ndo linear nos pardmetros &’s e nio pode ser resolvido ana-
liticamente, uma vez que a solu¢do ndo possui forma fechada. E necessario, maximizar a

funcdo logaritmica da verossimilhanga via um algoritmo iterativo, veja Narayanan (1992).
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3.3 Misturas Finitas de Densidades

A proposta neste trabalho, como ja mencionado, é modelar as distribui¢des con-
dicionais f;(-|Y = j) por mistura finita de densidades, considerando as componentes da

mistura como Produtorio de Betas e de Dirichlet.

Definicao 3.3.1. Sejam g1,g2,...,8L, fungoes de densidades e Y um vetor aleatorio, cuja

fungdo de densidade de probabilidade é dada por:

L
Z pr&i(y (3.24)

onde p; >0, [=1,...,L, ZZL:1PI = 1. Entdo, Y é dito ter distribuicdo de mistura

finita de densidades, com L componentes.

Os parametros Py, ..., pr sdo denominados de pesos ou proporgcoes da mistura e

as densidades g1(-),g2(-),...,gr(-) sdo chamadas de componentes da mistura.

Se as componentes g;(-) € G={f: f(y;0),y € R?,0 € O}, uma familia de den-

sidade com espago paramétrico ®, a mistura pode ser reescrita como:

L
Z pigi(y;0;), yeR?, (3.25)
onde & = (pl,...,pL,Gl,...,OL).

Na maioria das aplica¢des, as componentes da mistura sao membros de uma
mesma familia paramétrica de distribuicdes e, para esses casos, nds denotaremos a mis-

tura finita de densidades em (3.25)) por

L
h(y:®) =) pig(y:6,), yeR”. (3.26)
=1

Na Figura |3.3| temos observacdes bidimensionais de uma Mistura Finita de Betas
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com 2 componentes.

hi(x;@) = 0.6 % Beta(x;5;1) x Beta(x2;5;5) + 0.4 % Beta(x;; 1;5) x Beta(x2;2;8).

var 1 0.67
(0.63,0.70)

var 2

Figura 3.3: Mistura Finita de Betas com 2 componentes, com p = 2.

Na Figura [3.4]temos uma Mistura Finita de Dirichlet com 3 componentes, p =2,

com o0 modelo descrito por:

hy(x;@®) = 0,4 % Dir(x; 10;20) + 0,3 * Dir(x;5;2) 4+ 0,3 * Dir(x;20; 20).

var 1 1.00
(-1.00,-1.00)

var 2

*-—J_

Figura 3.4: Mistura Finita de Dirichlet com 3 componentes, p = 2

Distribui¢des marginais em mistura finita de densidades com uma dada dimensao,

também sdo mistura finita de mesma dimensao.
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Identificabilidade

A condi¢@o de que a mistura finita seja identificivel se faz necessdria para que
todos os parametros em ® possam ser estimados de forma dnica. Em geral uma familia
paramétrica de fungdes densidades de probabilidades f(-,®) é dita identificavel se valores
distintos de ® determinam membros distintos da familia de densidades. Isto é, considere
a familia de distribui¢des F = {f(-,0) : ®@ € Q }, onde Q é 0 espaco paramétrico especi-
ficado. Entao,

f-,0)=£(-0)+—=06=0"

A identificabilidade no caso de misturas de densidades, apresenta uma caracteris-
tica mais especifica, a permutabilidade, veja Titterington et al. (1985)).
SejaF = {y(y;0): 0 € Q,y €R”} uma familia paramétrica de densidades e

L

P{f(y;0): f(y;0) =Y piy(y;6), p1>0,

=1

L
Y =1, w(y:6)eF, O=(p1,....p,01,...,6.)}
=1

uma classe de familia de MFD. A classe PP € dita identificdvel se, para quaisquer dois

membros .
L
f(y:0)=Y py(y:0) e f(y;0)=Y pw(y:6),
I=1 I=1
tem-se que

f(y:0) = f(y:0)

e ainda podemos permutar os indices das componentes de forma que

pr=p e y(y:6)=w(y:6), I[=1,... L

A falta de identificabilidade ndo € preocupante, pois em AD trata-se de uma pro-
priedade relativa ao modelo e ndo a algum método de estimagdo, porém se o modelo nao é

identificdvel a inferéncia pode ser dificultada, como exemplo, a estimacdo bayesiana, veja
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em McLachlan & Peel (2000). Portanto, isto ndo se constitui um problema na estimagao
de maxima verossimilhanca via algoritmo EM, principalmente, em aplicacdes onde o in-
teresse € obter uma aproximacao para o valor da densidade em observagdes especificas,

como € o caso em AD.

3.3.1 Estimacio dos Parametros

As duas abordagem de estimagdo dos parametros mais utilizadas sdo por mdxima

verossimilhanca e métodos Bayesianos. Sendo a estimacdo de mdxima verossimilhanca

(EMV) a mais popular em modelos de mistura de densidades (McLachlan & Peel (2000)).

A partir da defini¢do em (3.12), temos que a funcdo de verossimilhanca para mis-

tura finita de densidades é da forma
L@©ly) = J]k:0)

L@y = [ {Z

pigi1(yi; 91)} , YERP, (3.27)

Na prética encontrar os EMV para Mistura Finita de Densidades, envolve vérias
dificuldades devido a complexidade da dependéncia da funcdo de verossimilhanga nos
parametros. Existem dois inconvenientes inerentes associados ao problema de encontrar
o maximo de uma func¢do, pois pela falta de identificabilidade a fun¢do de verossimilhanca
atinge maximo local para diferentes valores de ®, ou pode nao ser limitada superiormente,

entdo, o EMV para © pode nao existir (McLachlan & Peel (2000)).

Por outro lado, como observado em Ripley (2007) (24,Cap.6), se o objetivo € esti-
mar a densidade em pontos de interesse, como € o caso em AD, entdo ndo se constitui um
problema. Sendo necessdrio somente obter uma "boa aproximacao"para o valor estimado
da densidade, logo, é possivel encontrar uma estimativa para ® que permita o emprego das

Mistura Finita de Densidades para aproximarem as distribui¢des envolvidas no problema.

Diante de todos as dificuldades citadas, a fun¢do de verossimilhanga (ou seu res-
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pectivo log) ndao podem ser maximizadas analiticamente, porém, tendo como alternativa
a estimag¢@o por maxima verossimilhanca de forma iterativa. O algoritmo EM, neste con-
texto, € o mais utilizado para métodos numéricos de maximizagdo de modelos de Mistura

Finita de Densidades (McLachlan & Peel (2000)).

3.3.2 Algoritmo EM para Mistura Finita de Densidades

O algoritmo EM (do inglés "Expectation and Maximization"), € um método para
encontrar estimativas de méxima verossimilhanga dos parametros de uma distribuicdo de

probabilidade.

No desenvolvimento do algoritmo EM, a ideia subjacente em estimac¢do com da-
dos incompletos, é considerar os dados observaveis (y;) como incompletos e aumenta-los
com a inclusdo de varidveis latentes (z;), varidveis ndo observaveis diretamente, de modo
que a distribui¢do dos dados completos {(x;) = (y;,z;)} simplifique as andlises a serem
desenvolvidas. Aplicando a ideia de estrutura de dados incompletos a Mistura Finita de
Densidades, por hora, serd tratada a questdo de como gerar vetores pseudo aleatdrios de

uma mistura de densidades.

Seja (Y1,...,Y,) uma amostra aleatéria de Y , cuja distribui¢do é dada por uma

Mistura Finita de Densidades,

L

h(y:®) =Y pigi(y:6), yeR’
=1

Seja Z; um vetor aleatério, onde i = 1,...,n, com Z; = (Z;1,Zp, ..., Zir), onde as compo-

nentes da mistura sdo definidas como variaveis indicadoras da forma

I, seY;i~gly;6);
0, seYi~gu(y;6m), m#L.

Zj =

Neste contexto, os valores observados yy,...,y, de Yq,...Y,, sdo considerados da-

dos incompletos. Com os valores de zp,...z, para Z,...Z,, temos que a variavel Z;,
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como uma varidvel latente, ndo observavel, associada ao vetor X; e indicando qual com-

ponente da mistura descreve sua distribuicdo. Obtemos os vetores de dados completos

{xi = (yi,z:)}, parai=1,...,n.

Consequentemente, sob essa abordagem o vetor aleatério Z; tem distribui¢ao mul-

tinomial, considerando uma retirada em L categorias, com probabilidades p. Portanto,
Z; ~ Multinomial (1;p),

ou seja, para p = (py, ..., L), temos

Zil

g(zl;p) = pl X...sziL

L .
= [Ir™ (3.28)
=1

Além disso, as propor¢des p; denotam probabilidades a priori da i-ésima observa-
cdo proviniente da /-ésima componente da mistura, com i = 1,...,n. Logo, a distribui¢do

conjunta para os dados completos x; é da forma

h(x;;®) = g

~~

yilzi;©)g(zi;p)

I
1~

(&i(yi: 61)"g(zi; p)

N
Il
—_

I
1~

(g1(yi; 61)%p,™. (3.29)

.\
I
—_

A func@o de verossimilhanga para dados completos X = (X1, ...,X;) é

L(®) =L(®dx) = Iih(xi;cb)

= [1I1&G:6)% e/, (3.30)

i=11=1
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e a funcdo logaritmica da verossimilhanca dos dados completos ¢ da forma

(NgE
M=

logL(®) = zi{logp; +logg;(yi; 6,)}

~
I
—_
—
I
—_

n L
zilogpi+ Y ) zalogg(yi6))}. (3.31)
i=1/=1

[l
M=
M=

~
I
—_
—
Il
—_

O passo E do algoritmo EM consiste em determinar a funcdo Q(® | 1)), como a
esperancga condicional do logaritmo da fun¢@o de verossimilhanca dos dados completos,

condicionado aos dados observados e o t-ésimo passo ou ajuste para P, ou seja,

o@le") = E{logl( )y, @ m}

n L
= ZZE Zyly,®@"]Inp; + ZZ Zyly, @ Ing(y::6,"), 3.32)

i=1li=

onde &) = (pl(t), e ,pg), 61(1), e 95”) ¢ uma aproximagéo para .
De (3.32), vemos que € necessdrio determinar
Ay C E(Zyly, ) = Prizy = 1ly, @] = Prizy = 1]y, @) (333)
Considerando a distribui¢cido dada em (3.28)), temos que
Prizy = 1|®Y] = Prizy = 1,2, =0, ¥ j # 1|0)] = p*). (3.34)

A partir de (3.29)), temos que

g(yilz;, @) H@w, e, (3.35)

e, portanto, temos que
g(yilZy = 1;0Y) = g (yi; 9,(’) )- (3.36)

Assim, usando o Teorema de Bayes, vemos que

Prizy = 1|@V]g(yi|Zy = 1,d1)
g(yi @) .

A‘i(lt) = PrZy = 1]y;,®")] = (3.37)
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Fazendo uso dos resultados de (3.34) e (3.36) em (3.37)), obtemos

A,(t) _ pl(t)gl(yl’

il 0 >() (3.38)
T 1P1 gT(Yt’O )

Entao, li(lt) ¢ uma estimativa da probabilidade da observacdo y; provir da componente
g 91([)) da mistura, com base em uma dada estimativa @) do vetor de parametros P.

Aplicando (3.38) em (3.32), podemos escrever

n L n L
Q(@|0)) = ZZ% Inp; +ZZ7L, Ing;(yi; /)
i—1i=1 i=11=1
= 0i1(p)+02(0), (3.39)

onde p = (p1,...,p.) e ® = (6y,...,06p).

O passo M é escolher ®(*1) que maximize Q(® | @), ou seja,

n L
~ Y Y 2 mp, (3.40)
i=1l=1
c
n L
0:0) =Y Y A Ing(yi; 6)). (3.41)

1l=1

~.

Podemos aqui maximizar os dois termos de forma independente, considerando que eles

nao sao relacionados.
901(p) _ 0 20,(0)

p e IR =0.

Para Q) (p) a maximizagdo tem uma solug@o tdnica, que é explicitamente determi-
nada, independente da forma funcional das componentes da mistura. Embora temos que
considerar as restricoes sobre p, onde os p; sdo nio negativos € somam 1, a solucdo €
obtida com o emprego de multiplicadores de Lagrange, sendo dada por (ver Pereira et al.
(2001)).

n
pl Y 12/1[’, 2. L. (3.42)

Para 0,(®) a maximizagdo, com relacdo a ®, vemos que a solu¢do depende da
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forma funcional das componentes f;(y;; 6;), pois devemos solucionar

$ d
ZZ%S’ 5 N8y 6) =0. (3.43)
i=11=1

Para a equacdo (3.43), dependendo da forma de g;(y;; 6;), nem sempre hd uma solugdo

analitica fechada para obter valores de 6;.

Podemos, portanto sumarizar os passos do algoritmo EM para Mistura Finita de

Densidades da seguinte forma:

1. Passo E: para ® = ®(), calcular Q(®|®")), tal que

0(®|@")) = EflogL(® | x) | y:@")];
2. Passo M: Obter ®(+1) maximizando Q(®|®™")).

Uma propriedade importante do algoritmo EM € que a forma como as aproxima-
¢oes @) sdo determinadas, garante que Q(®UTD|d1) > O(®)|®)). Gerando uma

sequéncia monotdnica, a qual implica em (ver McLachlan & Peel (2000))
LogIL(@ 1)) > [ogL(®"), (3.44)

portanto, as aproximagdes logJL(CI)(’)) obtidas pelo algoritmo EM geram uma sequéncia

{loglL.(®"))} ndo-decrescente.

Os passos E e M sdo repetidos até que um critério de convergéncia adequado seja

atingido. Neste trabalho, o critério de convergéncia adotado é da forma

logL(®+1)

—1
logIL(®™)

<€, (3.45)

onde | a | indica o valor absoluto de a, com € > 0 e suficientemente pequeno. Neste

trabalho usamos € = 10~°.
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3.4 Mistura Finita de Densidades de Produtorio de Betas

Supondo que X = (Xi,...,X,,) seja um vetor aleatdrio i.id., parad =1,...,p
temos que X; ~ Beta(ay,By;). Seja X uma mistura finita de densidades, com L compo-

nentes, logo, a sua funcdo de densidade € da forma

L L
fx®@) =Y pB(x;6) para p>0;) p=1 (3.46)
=1 =1

onde,

p
B(x;6;) = HBem(deOfldaBld)
d=1

com ® = {0y,...,60.,p1,...,p.} € 6 = {(o41,B11),---.(4p, Bip)}, I =1,....L. Ou
seja, (g, Brqg) é um vetor de pardmetros de uma distribuicdo Beta da [-ésima componente
para a varidvel X;. A funcdo definida em (3.46) serd denominada de Mistura Finita de
Densidades de Produtério de Betas (MFPB). No caso particular de p = 1, temos que X é

univariada, sendo denominada de Mistura Finita de Densidades Betas (MFB).

Estimacao dos parametros da MFPB

Para estimacdo de parametros do modelo MFPB, empregamos o método da mé-
ximo verossimilhanga e solucionamos as equagdes deste método, implementando um al-

goritmo tipo EM.

Seja o conjunto de dados observados i.i.d. X = (Xx1,...,X,), com func¢do de veros-

similhanga dada por

n L
L(® [ x1,...,%:) = [ [} piB(xi:6)) (3.47)
i=11=1

e a funcdo log-verossimilhanca é

n
loglL(®) = Zlog
i=1

L
Y piB(xi; 9,)] (3.48)
=1

O logaritmo da fun¢@o de verossimilhanca para dados completos, pelo resultado
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(3.31), ¢ dado por

™=
M=

zirlog(B(x;;6;))

(ngE
Ml\

logle(®) = zitlog(pr) +

N
I
—_
—
I
—_
I
—_
-
I
—_

p
zir log [ | Bera(xai; cua, Bra)
d=1

Zil log(pl) +

|
Mh
=
M=

N
Il
—_
—
I
_
-
I
_
=
I
_

)4
zir | Y logBeta(xqi; 04q, Bia) | (3.49)
Ld=1

Zil log(pl) +

|
Mh
=
M=

N
Il
—_
—
I
_
-
I
_
=
I
_

No passo E, obtemos a esperanga condicional de Q(® | @) = Eg) {logL.(P |
X) | X}, substituindo em (3.38)), temos que

P
0 o' LHI Betalnai g ’(‘?)}
Ay =

i 7 : (3.50)
TZIP¥ [ H Beta(xdh anpﬁ]‘d)}

=1

Portanto, o passo E do algoritmo € determinar a esperanca condicional de

n L n L
Q@ o) = ZZ% log(p +ZZ7L, log [HBeta xdnaldaﬁld)]
d=1

i=1l=1 i=1l=1 =

ou seja,

5 0)
Z )Lil log(p;)
1/=1

-

0i1(p) =

O (

™=

i

L
Z),l log [H Beta( xdz,ald,ﬁzd)]
11=1 d=1

A partir da Segﬁo sabemos que a fung¢do Q> (®) ndo pode ser resolvida de forma
analitica, entdo, a equagdo sera solucionada por meio de um método de otimizacdo base-
ado no algoritmo de Newton-Raphson. Como, temos restri¢des quanto aos parametros do
modelo MFPB, utilizamos o método L-BFGS-B de Byrd et al. (1995), o qual limitamos

que as estimativas assumam somente valores positivos. Neste trabalho, implementamos
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essa etapa da maximizac¢do no software R Core Team (2017), através da funcao optim.

Para a inicializagdo do algoritmo EM, aplicamos o método K-means para primeiro
agrupar os dados e estimar os parametros para cada componente da mistura. Os valores
iniciais de 61(0) = {(al({) ),Bl(lo )),...,(al(]?),ﬁlf) )}, sdo calculados a partir das seguintes

equacdes (ver artigo de |Narayanan (1992)),

S
Wia =~ Y Xia (3.51)
i=1
€
" 1 1 2
Wig =~ Y X4 (3.52)
i=1

Entdo, temos paral=1,...,Led=1,...,p

~0) (W =W )Wy,

l p—
Wy —(Wy)?

20 (W —=W,)(1 =Wy

0 valor inicial de Pz(o) _ n° de objetos alocados na compenente / .

n

No passo M, vamos encontrar ®(+1) maximizando O(P | CID(’)). Atualize pl(t) e

Gl(t), com
pz([H) = %Z%S)
e
91(t+1) _ {(O‘z(ltﬂ)’ l(]t—‘—l))?'”’(al(;—i-])’ﬁl(ll;—Fl))}
onde (ocl(dtﬂ), IZH)) sdo pares de parametros de distribuicdes Betas independentes. As

iteragdes sdo repetidas até que o critério de convergéncia seja satisfeito, que neste trabalho

consideramos como
logLe(P1+1)

<107°.
logL(®))

—1
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3.5 Mistura Finita de Densidades de Dirichlet

Seja X = (Xi,...,X,) um vetor aleatério de uma mistura finita de densidades Di-

rechlet, com L componentes, sua funcao de densidade € dada por

L
lDll’ x;0;) para p;>0;) p =1 (3.53)
=1

||Mt~

com ® ={ay,...,0r,p1,...,pr} e & ={o,...,q,}, 1=1,...,L. Ouseja, (qq) é
dos pardmetros de uma distribuicao Dirichlet da [-ésima componente para a varidvel X,
comd=1,...,p. A funcio definida em serd denominada de Mistura Finita de
Densidades Dirichlet (MFD).

Estimacao dos parametros da MFD

Para estimacdo de parametros do modelo MFD, empregamos o método da maximo

verossimilhanca via algoritmo EM.

Seja X o conjunto de dados observados i.i.d. X = (xy,...,X,), com FV dada por
n L
L(®|xi,....,x:) = [ )] piDir(xi; ;) (3.54)

i=1l=1

e a funcdo log-verossimilhanca dada por

n
loglL(®) = Z log

L
Z piDir(x;; o ] (3.55)

Entdo, a log-verossimilhanga para os dados completos pelo resultado (3.31)), é

logl.(®) = zilog(py) +, zilog(Dir(x;; o))

™=
Mh
™=
M=

N
I
—_
—
Il
—_
I
—_
-
Il
—_

I
gk
Mh
™=
M=

zilog(pr) +, zylog [Dir(xi;aun,...,04,)]  (3.56)

I
—_
—
I
—
I
—_
-
I
_
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Assim, pelos resultados (3.38)), (3.40) e (3.41)), temos que

O pirixe o) (1)
p,’ |Dir(xi;04,,...,0,")
M o= | ety , (3.57)

L
y pg) [Dir(xi; ag, e a%)]
T=1

01p) = Y. Y 2" 10g(p)

i=1/=1

~

n L
ZZ)LI log Dlr Xl’alla O‘lp)}a
i=1l=1

A partir da Secao , sabemos que a fungdo Q(®) ndo pode ser resolvida de
forma analitica, entdo, a equacdo serd solucionada por meio de um método de otimizacao
baseado no algoritmo de Newton-Raphson. Como, temos restricdes quanto aos para-
metros do modelo MFD, utilizamos o método L-BFGS-B de Byrd et.Al. (1995), o qual
limitamos que as estimativas assumam somente valores positivos, através da funcio optim

no software R Core Team (2017)).

Para a inicializagdo do algoritmo EM, aplicamos o método K-means para primeiro

agrupar os dados e estimar os parametros para cada componente da mistura. Os valores

iniciais de al(o) = {Ocl(lo), . .,(xl(lg)}, onde Wl/d e Wl/c; sdo da forma dada em [3.51| e |3.52L

Entado, temosparal/=1,....Led =1,...,p,

W/ _W// W/
&l(c(l)):( ld ld/) zld; com d=12,....p—1
Wia = W)

/ " p—1

=W (12 W)

o0 i1 |
P Wg— (W)

O valor inicial de Pz(o) _ n° de objetos alocados na compenente / ‘

n

0 o

No passo M, vamos encontrar ®(*1), maximizando Q(® | ®\")). Atualize P
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(1)

o, ', com

(t+1) _ ¢ (141) (t+1)
a, ={, e O }
(t+1) (t+1)y A e ..
onde (0" /,..., ¢ » ) é um vetor de pardmetros de uma distribuicdo Dirichlet. As

iteracdes sdo repetidas até que o critério de convergéncia dado em (3.45)) seja satisfeito.

3.6 Naive Bayes com Mistura Finita de Densidades Betas

Seja X um vetor aleatério p-variado, com (X7,...,X,) independentes, onde cada
X4, d=1,...,p, é uma Mistura Finita de Densidades Betas (MFB), com L; componentes.

Seja também ¥ = {Py,...,dP,}, entdo, a fungio de densidade ¢ da forma

fx;¥) = MFB(®)«MFB(®;)*...x MFB(®p)

= h(xl;q)l)/’l(X2;q)2) .. .h(xp;CI)p)
P
= [Irxa®q) (3.58)
d=1

onde cada X, é dado por

Ly

Ly
h(xg:®a) = Y paBeta(xq; 0, Bar), para pg>0:Y, pa=1,
=1 =1

sendo que, &y = {(adlaﬁdl)"'7(adeaﬁde)7pd17'"7ded}’ paral=1,...,Ls. Logo,

temos que, (0, By;) € um vetor de pardmetros da variavel X,; pertencente a [-ésima com-
ponente de uma mistura finita de densidades Betas. A fungdo definida em (3.58) serd

denominada Naive Bayes com Mistura Finita de Densidades Betas (NBMFB).

Estimacao dos parametros do NBMFB

Para estimacdo de parametros do modelo NBMFB, basta considerar o modelo
MFPB no caso p = 1, empregamos o método da méximo verossimilhang¢a e solucionamos
as equagoes deste método, implementando um algoritmo tipo EM para cada varidvel X,

comd=1,2,...,p. Para X, sejam {x41,...,X4,}, as observacdes da amostra aleatoria,
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entdo, a funcdo de verossimilhanca é dada

™~
S

n

L(®g | Xa15- -3 Xan) = piBeta(xgi; 01, Bar) (3.59)
i=1/=1

e a funcdo log-verossimilhanga é

n Ly
logl(®y) = Y log|Y. paBeta(xy ot Bar)
-1 |i=1

O logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca para dados completos, pelo resultado

(3.31), é da forma

n Ly n Ly

logL:(Py) Z Y zpilog(par) + Y, Y zaulog [Beta(xqi; 0ar, Bar)]  (3.60)
i=11=1 i=11=1

Portanto, para cada varidvel X;, com observagdes X; = (X41,X42,- - - ,Xdn ), S€Ia0

realizados os passos do algoritmo EM. Pelos resultados (3.38]), (3.40) e (3.41), temos que

B pd(ll) [Beta(xd; O‘c(ill) B ﬁg))}
ail = I, ;
¥ o) [perate a8

(3.61)

~

d

Z /15,1 log(par)

i=1l=1

~

d
lcglllog Beta(xg;; %ar, Bar)] -

>

i=11=1

~

Como, temos restri¢cdes quanto aos parametros do modelo MFPB, consequente-
mente implica no modelo NBMFB, logo, utilizamos o método L-BFGS-B de Byrd et al.

(19935)), o qual implementamos o algoritmo no software R, através da funcao optim.

Aplicamos o método K-means, assim agrupamos os dados e a partir dai estimamos
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os parametros para cada componente da mistura da varidvel X;. Os valores iniciais de
950) = {(occg(l)),ﬁég?)),...,(aﬁl,ﬁég)}, para l = 1,...,Ly, sdo da forma dada em [3.51|e

Entio,

d(O) _ (Wdl - Wdz)Wél

dl
Wdl - (Wdl)2

B(O) Wy =W (1 =Wy))
al T 7 7 .
Wy —(Wy)?

O valor inicial de p C(l(l)) _ n° de observagdes alocados na componente (grupo) l.

n

No passo M, vamos encontrar dDgH), maximizando Q(®, | CIDL(;)). As iteragdes

sdo repetidas até que o critério de convergéncia dado em |3.43|seja satisfeito.

Entdo, pelo modelo MFB, serao obtidos os parametros estimados para cada varia-
vel X; de forma independente. Assim, temos que para o0 modelo NBMFB a densidade

conjunta de X € da forma

f(x) = MFB(x;;®)) * MFB(xy®,) %...x MFB(x,®,). (3.62)

3.7 Selecao do Numero de Componentes

Para selecionar o niimero de componentes considere uma fung¢do-critério cuja oti-

mizac¢do indique o nimero de componentes do modelo adequado aos dados, isto é

L= argminL{C(@)(L)), L = Luin; -, Linax},

~

onde C (®(L)) € o valor da funcdo-critério para o modelo estimado com dimensao L, no
caso de mistura finita de densidades, o0 modelo com L componentes. Segundo |/Andrews &
Mcnicholas (2012), um dos critérios de selecao de modelos mais empregado € o Critério
de Informagdo Bayesiano, que denotaremos por BIC, devido ao termo em inglés Bayesian

Information Criterion, que serd adotado neste trabalho.

O desenvolvimento para obter o valor da funcdo-critério estd descrito em Basso
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et al. (2009), sendo o resultado da forma

BIC(L) = —21(®r) + (L) logn, (3.63)

~

onde [ (®(,)) € o logaritmo da funcdo de mdxima verossimilhanca para o modelo com
vetor de parametros estimados © ), e k(L) é o nimero de pardmetros livres no modelo de
dimensdo L. Portanto, o procedimento seleciona o modelo com o nimero de componentes

que apresenta o menor valor para o BIC.

O critério BIC assintoticamente tende a selecionar o modelo de dimensao correta,
por isso € denominado consistente em ordem, veja Ripley (2007). Apesar de ndo ter sido
desenvolvido para modelos de misturas, na pratica este critério tem apresentado resul-
tados satisfatorios para selecionar o nimero de componentes da mistura ao aproximar

densidades desconhecidas empregando misturas finitas de densidades.

No préximo capitulo sdo apresentados os estudos de simulacdo para observar o
comportamento e desempenho dos modelos MFPB, MFD e NBMFB, comparando com

outros classificadores mais conhecidos da literatura em AD.
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Capitulo 4

Estudos de Simulacao

Neste capitulo apresentaremos as diversas simulacdes realizadas. Serdo descritos
os modelos empregados para simulacdo, bem como, a andlise das estimativas obtidas para

os parametros do modelo e para as estimativas dos valores pontuais das densidades.

Trés estudos foram realizados para observar o comportamento da estimacao dos
modelos propostos neste trabalho, assim como, avaliar o desempenho dos classificadores
abordados neste trabalho, comparando com outros classificadores mais conhecidos da

literatura de AD. Os estudos desenvolvidos foram:

Estudo 1: Andlise do comportamento da densidade estimada para diferentes dimen-

sOes e componentes;

Estudo 2: Anélise do comportamento dos parametros estimados para diferentes

graus de separagdo entre as componentes da mistura;

Estudo 3: Andlise dos modelos num contexto de classificagdo, com énfase para o
comportamento dos classificadores para diferentes graus de sobreposicdo entre as

classes.

Para selecionar o nimero de componentes das misturas, empregamos o Critério

de Informacgdo Bayesiano (BIC). Os estudos 1, 2 e 3 foram realizados para os Modelos de
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Misturas Finitas de Produtério de Densidades Betas (MFPB) e Misturas Finitas de Densi-
dades de Dirichlet (MFD). No Estudo 3 foi incluido também o Naive Bayes com Mistura
Finita de Densidade Betas (NBMFD). Todos os estudos de simulagdao foram desenvolvi-
dos utilizando o software R Core Team (2017)) , empregando o pacote grools, vejaWarnes

et al. (20135)) e a funcdo "optim"na implementacdo do algoritmo EM.

4.1 Estudo de Simulacao 1:

Este estudo tem o objetivo de avaliar o comportamento da densidade estimada
para diferentes dimensdes e componentes, variando o tamanho de amostras para estima-
¢do dos parametros dos modelos. As simulacdes foram realizadas para MFPB e estimadas
via MFPB, assim como, simula¢des para MFD e estimadas via MFD. Os passos das si-

mulacdes sdo descritos a seguir.

1) Escolha da dimensdo, do nimero de componentes e dos parametros.

2) Estimativa dos parametros via EM para diferentes tamanhos de amostra treino:

n =100, 1.000,5.000 e 10.000.
3) Gerar uma amostra de n=1.000 novas observacdes e gerar a densidade "verdadeira".

4) Obter o médulo da diferenca relativa (dif) entre a densidade verdadeira (f(x)) e a

densidade estimada (f(x)):

sif ‘f(x) ~ f(x)

5) Repetir o processo 1.000 vezes.

As estimativas dos parametros serdo apresentadas para uma avaliacio superficial
do seu comportamento. Os grificos mostram a dispersdo e histograma dos modelos
de misturas simulados, gréficos da dif, e seus respectivos histogramas, ressaltamos que

quanto mais proximos do valor zero, melhor serd a estimacao da densidade.
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4.1.1 Estudo 1 para o modelo MFPB

Como definida na Secao [3.4|empregamos o modelo MFPB, dado por (3.46). Res-
saltamos que neste estudo o principal objetivo é observar o comportamento da diferenca
entre a densidade estimada e a "real", esta obtida com os parametros fixados em relagdo
a variacdo do nimero de componentes, levando em consideracdo o tamanho da amostra

treino.

Situacao 1 : MFPB para observacoes em 2-dimensoes

Nesta Situagdo 1 consideramos um caso simples em andlise de dados multivaria-
dos, o conjunto de dados é de dimensdo p = 2, isto é, X' = (x1,x2). Ap6s serem fixados
os parametros, simulamos dois conjuntos de dados variando o nimero de componentes,

sendo um com 2-componentes € outro com 3-componentes.

Modelo 1:

fl(x;®) = 0,6 Beta(x1;5;1) * Beta(x;5;5) + 0,4 x Beta(x1; 1;8) x Beta(x;2;8).

Modelo 2:

F2(x;0) = 0.33%Beta(x;5;1) % Beta(x»;5;5) +0.34 % Beta(x;; 1;8) * Beta(xy;2;8)

+0.33 % Beta(x1;5;5) * Beta(xy;3;1).

A seguir os gréificos de dispersdo e histograma, gerados com 1.000 observacdes
dos dois modelos sdo apresentados, assim, como, a correlac@o entre as varidveis. A inten-
cdo deste estudo € verificar a qualidade de estimagdo da densidade quanto a variacdo do

nimero de componentes.
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Figura 4.1: Histograma, dispersdo e correlacdo na Situacgdo 1.

Na Figurald.1|é possivel verificar a reproduc@o das misturas de densidades tanto no
Modelo 1 quanto no Modelo 2 por meio dos histogramas de cada varidvel. Pelo grafico de
dispersao podemos visualizar as componentes nos modelos. No Modelo 1 o maior valor

da correlacdo entre as varidveis € de 0,67 enquanto que no Modelo 2 € 0,47.

Para uma andlise inicial apresentamos a estimacao dos parametros para cada mo-
delo, referente aos resultados de uma tnica repeti¢do do experimento variando o tamanho

do conjunto de treino.

Tabela 4.1: Estimativas dos parametros na Situagcdo 1 para o Modelo 1.

PARAMETROS pr P2 o Pu oz Pz o P o2 P
Valor Fixado 0,60 040 500 1,00 500 500 100 800 200 8,00
Estimativa n=100 0,60 040 649 1,11 523 528 092 10,52 2,66 11,20
n=1000 0,61 039 495 1,00 480 4,65 1,02 738 2,14 817
n=5000 0,60 040 4,74 097 492 492 1,03 833 2,13 858
n=10000 0,60 0,40 4,78 098 5,10 5,03 1,01 8,06 2,01 8,07

Tabela 4.2: Estimativas dos pardmetros da Situacdo 1 do Modelo 2.

PARAMETROS P P2 Pz o B oann Pz oo P o P oz B oz P
Valor Fixado 033 0,34 033 500 1,00 500 5,00 1,00 8,00 2,00 8,00 5,00 500 3,00 1,00

Estimativa n=100 0,55 029 0,16 194 093 443 3,77 1,19 959 334 13,04 879 10,01 6,95 0,82
n=1000 0,34 033 033 551 1,18 475 443 1,02 831 2,10 844 495 537 2,77 1,03
n=5000 0,33 0,34 033 487 098 515 533 1,01 7,76 198 7,82 4,64 4,55 332 1,09
n=10000 0,34 034 032 4,62 097 503 500 1,02 841 2,08 836 529 543 3,04 098

Ao analisarmos as Tabelas.T|e .2 notamos que os pardmetros estimados tendem

a se aproximar do verdadeiro valor com o aumento do tamanho da amostra treino e que
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algumas componentes sdo melhor estimadas, tanto no Modelo 1 quanto no Modelo 2. O
estudo sobre a estimacdo dos parametros serd abordado com maior profundidade a seguir,

no Estudo 2.

Lembrando que o objetivo do Estudo 1 € observar a qualidade da densidade esti-
mada quando variamos o nimero de componentes. Apresentamos nos graficos a seguir
o modulo da diferencga entre a densidade verdadeira e a estimada (dif), usando diferentes
tamanhos de amostras treino (n = 100, 1000,5.000, 10.000) sobre amostra teste de tama-
nho n = 1.000. Nos graficos da dif iremos observar que quanto mais proximo do valor
zero melhor serd a estimativa da densidade, a linha vermelha representa a média da dif, a

linha verde € o eixo que corta o valor zero, para melhor visualizacgdo.

Amostra Treino n = 100

] 200 400 800 800 1000 @ e e = = o

Conunte teste

Amostra Treino n = 1.000

100 100 T
aif dif , | ,
-j " T I ‘Dimdmumm&»wmu‘

0 200 400 600 800 1000

Conjunto teste

100 Amostra Treino n = 5.000

X 100
mf:j et ’ P a— P P ‘ d%w bl JLLJJJ...L.J L) A..'.L.du l

100 Amostra Treino n = 10.000 100
dif i

T T T T T T
] 200 400 800 800 1000

Conjunto feste

Modelo 1 Modelo 2

Figura 4.2: Plot Ordenado da dif da Situacdo 1.

Na Figura[d.2]sdo apresentados os resultados referentes ao Modelo 1 e 2 . Notamos
que, para os modelos, com o0 aumento do tamanho da amostra treino a densidade estimada
fica mais proxima da densidade real, ou seja, melhor € a qualidade da densidade estimada,

assim, como diminui a variabilidade da diferenca entre a densidade estimada e a real.

Comparando os resultados para os Modelos 1 e 2, notamos que existe um decrés-
cimo na qualidade da estimagdo da densidade quando aumentamos o niimero de compo-

nentes. Na Tabela [4.3] a seguir, com diferentes conjuntos de treino, sdo apresentadas a
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média, erro padrdo e intervalo de confianca abtidos com aproximac¢do Normal para nossa

medida dif, para 1.000 repeticdes do experimento.

Tabela 4.3: Média, erro padrdo e IC da dif da Situagdo 1.

Modelo Treino Média Erro Padrao IC(95%)

100 21,21 21,00 [19,90;22,51]
1 1.000 3,00 4,30 [2,73;3,26]
5.000 3,10 3,11 [2,90;3,29]
10.000 2,20 2,00 [2,07;2,32]

100 53,20 70,10 [48,85;57,54]

2 1.000 14,01 20,00 [12,76;15,23]
5.000 7,00 10,20 [6,36;7,63]
10.000 7,04 10,00 [6,42;7,65]

Para o Modelo 1 e 2 o melhor ajuste se d4 com o conjunto de treino de tamanho
n = 10.000, como era esperado. De maneira geral observa-se que quanto menor o nimero
de componentes e maior o tamanho da amostra treino, melhor serd a qualidade de ajuste
da densidade estimada. Observa-se que para o Modelo 1 conjunto de treino de tamanho
n = 1.000 e n = 5.000 os IC’s sobrepdem-se sugerindo nao haver diferengas significativa
na média da dif entre os dois conjuntos de treino. Os resultados sugerem que para o
Modelo 2 os tamanhos de amostra treino n = 5.000 e n = 10.000 ndo tem diferencgas

significativas.

Obtivemos a média do Coeficiente de Correlacdo Linear de Pearson (r) entre a
densidade estimada e a verdadeira, com base em 1.000 repeti¢cdes do experimento, como

mostra a seguir:
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Tabela 4.4: Média da correlacao (r) entre a densidade estimada e a verdadeira para Situa-
cdo 1.

Modelo Amostra Treino r

100 0,981

1 1.000 0,946
5.000 0,935

10.000 0,933

100 0,872

2 1.000 0,909
5.000 0,949

10.000 0,942

Treino = 100 Treino = 1.000 Treino = 5.000 Treino = 10.000

Estimaca

Modelo 1

Treino = 100 Treino = 1.000 Treino = 5.000 Treino = 10.000

W,
oo,
o,

Estimada

Modelo 2

Figura 4.3: Dispersdo da densidade estimada e a verdadeira da Situacdo 1.
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Os resultados de andlise de correlagdo sugerem que as estimativas das densidades
estdo altamente correlacionadas de forma positiva com as densidades reais, veja Figura
Sendo a menor média do coeficiente de correlacdo o apresentado no Modelo 2. Como
em AD, empregamos o classificador de Bayes, a decisdo é tomada em termos do maximo
da densidade na observacdo a ser classificada, o emprego deste processo de estimacdo se

mostra satisfatério para esse fim de classificacao

Situacao 2 : MFPB para observacoes em 3-dimensoes

Nesta simulagdo aumentamos o nimero de vardveis, onde as observagdes simu-
ladas tem dimensdo p = 3, isto é, X' = (x1,x2,x3). Simulamos dois conjuntos de da-
dos variando o nimero de componentes, sendo um com 2-componentes € outro com 3-

componentes.

Modelo 1:

fl(x;®) = 0,6xBeta(x;;5;1)Beta(xy;5;5) * Beta(x3;3;3)

+0,4 x Beta(x;; 1;8) x Beta(x,;2;8) * Beta(xs;3;3).

Modelo 2:

f2(x;®) = 0.34xBeta(x;1;8) * Beta(x;2;8) * Beta(x3;2;2)
+0.33 % Beta(x1;5;1) x Beta(x,;5;5) % Beta(x3;2;2)

+0.33 x Beta(x1;5;5) % Beta(x;3; 1) * Beta(x3;2;2).

Os gréficos de dispersao e histograma, dos dois modelos sdo apresentados, assim,
como, a correlagdo entre as varidveis. Para uma andlise inicial obtivemos a estimagao
dos parametros para cada modelo, referente aos resultados de uma tnica repeticdo do

experimento variando o tamanho do conjunto de treino (veja Figura[d.4]e Tabela[4.5).
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Figura 4.4: Histograma, dispersao e correlacdo da Situacao 2.
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Pelo grafico de dispersdo podemos visualizar as componentes. No Modelo 1 a o

maior valor da correlacio entre as varidveis € de 0,68 enquanto que no Modelo 2 € 0,43.

Tabela 4.5: Estimativas dos parametros da Situacdo 2 do Modelo 1.

PARAMETROS

p1

P2

o

Bui

o2

B2

o3

Bi3

0

B2

(295)

B

03

B2

Valor Fixado

0,60

0,40

5,00

1,00

5,00

5,00

3,00

3,00

1,00

8,00

2,00

8,00

3,00

3,00

Estimativa

n=100
n=1000
n=5000
n=10000

0,65
0,59
0,59
0,60

0,35
0,41
0,41
0,40

3,81
5,63
4,95
5,11

0,85
0,97
1,01
1,01

5,45
5,26
4,95
5,00

4,72
523
4,96
5,01

3,30
3,33
2,93

3,01

3,44
3,48
2,96
3,04

1,25
1,04
0,98
0,97

9,37
7,75
7,71
7,89

1,88
1,94
1,93
2,01

8,82
7,44
7,60
8,00

3,15
2,98
3,03
2,96

3,33
3,03
3,10
2,94

Tabela 4.6: Estimativas dos parametros da Situac¢do 2 do Modelo 2.

PARAMETROS

P1

P2

p3

apy

Bui

a2

BIZ

o3

B13

(2231

B2

[2%5)

B

03

B3

a3y

Bsi

a3

By

33

B33

Valor Fixada

0,34

0,33

0,33

1,00

8,00

2,00

8,00

2,00

2,00

5,00

1,00

5,00

5,00

2,00

2,00

5,00

5,00

3,00

1,00

2,00

2,00

Estimativa

n=100
n=1000
n=5000
n=10000

0,28
0,33
0,33
0,34

0,37
0,36
0,37
0,32

0,35
0,30
0,31
0,34

0,94
0,90
1,02
0,99

7,70
6,91
7,98
8,20

1,89
1,98
1,99
1,99

6,54
8,12
785
795

2,25
2,08
1,99
1,99

2,43
2,14
1,93
2,02

8,74
521
3,98
549

1,09
1,03
0,95
1,03

6,38
4,89
5,11
5,09

6,84
4,78
5,16
513

2,55
2,07
1.80
1,98

2,30
2,31
1,86
1,98

4,90
5,64
4,94
4,93

4,31
5,73
5,11
4,99

3,49
3,56
3,52
3,00

0,94
1,06
1,01
1,00

2,18
2,03
2,09
1,93

1,82
1,95
2,09
1,99

Ao analisarmos as Tabelas[.5|e .6 notamos que os pardmetros estimados tendem

a se aproximar do verdadeiro valor com o aumento do tamanho da amostra treino e que
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algumas componentes sdo melhor estimadas, tanto no Modelo 1 quanto no Modelo 2.

Seguindo o mesmo foco de estudo da Situagao 1.

Amostra Treino n = 100

T
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Figura 4.5: Plot Ordenado da dif da Situagdo 2.

Notamos na Figura[.5/o mesmo comportamento da Situag@o 1, com o aumento do
tamanho da amostra treino melhor € a qualidade da densidade estimada, isto se verificando
tanto para o Modelo 1 quanto para o Modelo 2. Na Tabela.7] sdo apresentadas a média,
erro padrdo e intervalo de confianga para nossa medida dif, para 1.000 repeti¢cdes do

experimento.

Tabela 4.7: Média, erro padrao e IC da dif da Situagdo 2.

Numero de Componentes Treino Meédia Erro Padrao IC(95%)

100 17,00 14,00 [16,13;17,86]
1 1.000 7,10 6,30 [6,70;7,49]
5.000 4,20 6,00 [3,82:4,57]
10.000 3,11 2,00 [2,97;3,22]
100 80,00 99,90 [73,80;86,19]
2 1.000 22,00 48,00 [19,02;24,97]
5.000 12,00 18,00 [10,88;13,11]
10.000 8,00 13,00 [7,19;8,80]
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Observa-se que quanto menor o nimero de componentes € maior o tamanho da
amostra treino, melhor serd a qualidade de ajuste da densidade estimada. Diferentemente
do que foi observado na Tabela 4.3| na Situacdo 2 nenhum dos IC’s se sobrepdem para
ambos os modelos, o que sugere que as diferencas na média da dif dos conjuntos de
treino sdo significativas. Para ambos Modelo 1 e 2, o melhor ajuste se d4 com o conjunto

de treino de tamanho » = 10.000.

Na Tabela[4.8]a média do Coeficiente de Correlagdo Linear de Pearson (r) entre a
densidade estimada e a verdadeira, a partir 1.000 repeti¢des do experimento, como mostra
a seguir:

Tabela 4.8: Média da correlagdo (r) entre a densidade estimada e a verdadeira para Situa-
cdo 2.

Modelo Amostra Treino r

100 0,912

1 1.000 0,996
5.000 0,996

10.000 0,998

100 0,873

2 1.000 0,993
5.000 0,998

10.000 0,998

Verifica-se o0 mesmo comportamento da MFPB bidimensional, ou seja, sugerem
que as estimativas das densidades estdo altamente correlacionadas de forma positiva com
as densidades verdadeiras, veja Figura [4.6 e Tabela 4.8] Mostrando-se satisfatério para

esse fim de classificacao.
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Figura 4.6: Dispersdo da densidade estimada e a verdadeira da Situacdo 2.

4.1.2 Estudo 1 para o modelo MFD

Como definida na Se¢do[3.5|empregamos o modelo MFD, dado por (3.53). Foram
realizados os mesmos experimentos feitos para MFPB, ou seja, observar o comportamento
da diferenca da densidade estimada e a verdadeira em relagdo a variagdo do nimero de

componentes, levando em consideracido o tamanho da amostra treino.

Situacao 3 : MFD para observacoes em 2-dimensoes

Na Situagdo 3 trazemos um casos simples em andlise de dados multivariados, ou

seja, o nosso conjunto de dados tem dimensdo p = 2. Apds serem fixados os pardmetros,
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simulamos dois conjuntos de dados variando o nimero de componentes, sendo um com

2—c0mp0nentes € outro com 3—componentes.

Modelo 1:

FH(x;®) = 0,4 % Dir(x1;10;20) + 0,6 % Dir(x,;5;2).

Modelo 2:

fZ(X;CI)) = 0,4 Dir(x1;10;20) 40,3 % Dir(x7;5;2) + 0,3 % Dir(x3;20; 20).

Na Figura[d.7|observamos que a MFD bidimensional, as varidveis sao estritamente
correlacionadas. A seguir os graficos de dispersdo e histograma, gerados a partir de um
caso da amostra teste, assim, como, a correlagdo entre as variaveis. Nas Tabelas[4.9/e[4.10|
temos as estimativas dos parametros para cada modelo, obtida de uma tnica repeti¢do do

experimento.

MODELO 1 MODELO 2

-1.00

(-1.00-1.00)

-1.00 -

var 1
(-1.00,-1.00) ‘

var 2 \\ -
— —

Figura 4.7: Histograma, dispersao e correlacdo da Situacdo 3.

Tabela 4.9: Estimativas do parametros da Situagdo 3 do Modelo 1.

PARAMETROS P P2 Qi Q. Oy O
Valor Fixado 040 0,60 10,00 20,00 5,00 2,00
Estimativa | n=100 0,52 048 7,86 13,03 7,01 2,31
n=1000 0,51 0,449 8,16 14,89 8,39 2,73
n=5000 0,51 049 7,92 14,13 8,14 2,51
n=10000 0,51 049 7,73 13,76 8,23 2,54
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Tabela 4.10: Estimativas do parametros da Situacdo 3 do Modelo 2.

PARAMETROS p1 P2 Py ol @ O Gy O3 O3
Valor Fixado 0,40 0,30 0,30 10,00 20,00 5,00 2,00 20,00 20,00
Estimativa | n=100 036 021 043 10,00 2294 14,89 4,12 2504 23,60
n=1000 039 023 0,38 12,63 26,18 11,52 299 27,05 25,17
n=5000 039 022 0,39 12,98 27,30 10,97 281 2535 24,13
n=10000 0,40 021 039 12,74 27,04 11,85 297 2394 2252

Ao analisarmos as Tabelas {.9]e .10} notamos que nem todos os parametros esti-
mados tendem a se aproximar do verdadeiro valor com o aumento do tamanho da amostra
treino e que algumas componentes sdo melhor estimadas, tanto no Modelo 1 quanto no
Modelo 2. O estudo sobre a estimag¢do dos parametros serd abordado com maior profun-
didade a seguir, no Estudo 2. Apresentamos nos gréficos a seguir o médulo da diferenca
entre a densidade verdadeira e a estimada (dif), iremos observar que quanto mais préximo

do valor zero melhor sera a estimativa da densidade.
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L 2 <00 L] o 1000

Modelo 1 Modelo 2

Figura 4.8: Plot Ordenado da dif da Situagdo 3.

Na Figura.§| notamos que com o aumento do tamanho da amostra treino a densi-
dade estimada fica mais proxima da densidade verdadeira, este comportamento ocorrendo
para os dois modelos. Ainda em relagdo a Figura[4.8 notamos que existe um decréscimo

na qualidade da estimagdo da densidade quando aumentamos o nimero de componentes.
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Na Tabela [4.11] quantificamos os resultados observados nos graficos anteriores.

Tabela 4.11: Média, erro padrao e IC da dif da Situacdo 3.

Nimero de Componentes Treino Média Erro Padrao I1C(95%)

100 14,20 13,52 [13,36;15,03]

1 1.000 10,30 10,30 [9,66;10,93]
5.000 11,02 9,98 [10,40;11,63]

10.000 11,00 10,00 [10,38;11,61]

100 20,25 13,56 [19,40;21,09]

2 1.000 14,41 9,31 [13,83;14,98]
5.000 13,62 8,33 [13,10;14,13]

10.000 13,25 8,01 [12,75;13,74]

A média da dif para o modelo bidimensional da MFD € maior do que o apresen-
tado para MFPB. Para Modelo 1, em média o melhor dif se dd com o conjunto de treino
de tamanho n = 1.000, enquanto que para o Modelo 2 é com o conjunto de treino de ta-
manho n = 10.000. Analisando os intervalos de confianga, os resultados sugerem que nao
ha diferenca significativa para a média da dif no Modelo 1 com o conjunto os conjuntos
de treino 1.000, 5.000 e 10.000, o0 mesmo ocorre para o Modelo 2. A média do Coefi-
ciente de Correlacdo Linear de Pearson (r) sugerem existir uma forte correlacio entre a

densidade estimada e a verdadeira, veja Tabela[d.12]

Tabela 4.12: Média da correlacdo (r) entre a densidade estimada e a verdadeira para Situ-
acdo 3.

Modelo Amostra Treino r

100 0,981

1 1.000 0,946
5.000 0,935

10.000 0,933

100 0,872

2 1.000 0,909
5.000 0,949

10.000 0,942
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Figura 4.9: Dispersao da densidade estimada e a verdadeira da Situagao 3.

Os resultados apresentados na Figura[4.9 ndo permitem estabelecer condi¢des so-
bre o comportamento da dif, neste caso considerado. Assim, portanto, talvez sejam neces-
sérios outros procedimentos para avaliar as estimativas. No entanto, serd possivel verificar

a qualidade destas estimativas no contexto de classificacdo no Estudo de Simulagao 3.

Situacao 4 : MFD para observacoes em 3-dimensdes

Nesta simulagdo a dimensao do conjunto de € p = 3. Simulamos dois conjuntos
de dados variando o niimero de componentes, sendo um com 2-componentes € outro com

3-componentes.
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Modelo 1:
f(x;®) = 0,6 % Dir(x,;5;2;2) 40,4 % Dir(x2;10;20;2).

Modelo 2:
FA(x:®) = 0,4 Dir(x;;10;20;2) 4 0,3 % Dir(x;5;2:2) 4 0,3 % Dir(x3;20;20;2).

Na Figura[4.10]é possivel verificar a reproducdo das misturas de densidades tanto
no Modelo 1 quanto no Modelo 2 por meio dos histogramas. Pelo gréfico de dispersao

podemos identificar as componentes.
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Figura 4.10: Histograma, dispersao e correla¢do da Situacdo 4.

A estimacdo dos parametros para cada modelo, referente aos resultados de uma

Unica repeticdo do experimento sdo apresentados a seguir.
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Tabela 4.13: Estimativas do parametros da Situac¢do 4 do Modelo 1.

PARAMETROS pPr P2 o1 Qp O3 O 0 093
Valor Fixado 0.6 04 500 200 2,00 10,00 20,00 2,00
Estimativa | n=100 0,48 0,52 6,60 2,25 2,68 8,73 1449 1,89
n=1000 0,58 042 5,57 2,09 225 8,54 16,54 1,81
n=5000 0,56 0,44 5,51 2,02 220 8,73 16,62 1,87
n=10000 0,56 0,44 5,31 198 2,16 9,03 17,35 1,90

Tabela 4.14: Estimativas do parametros da Situacdo 4 do Modelo 2.

PARAMETROS PL P2 P3O o O3 O Oy 03 031 O3 033

Valor Fixado 0,40 030 030 10,00 20,00 2,00 5,00 2,00 2,00 20,00 20,00 2,00

Estimativa | n=100 0,32 0,30 038 945 2529 240 7,17 331 248 2086 21,16 247
n=1000 040 0,27 033 10,68 21,85 2,08 540 197 231 2220 21,16 235
n=5000 0,37 027 036 11,13 24,11 2,16 531 193 217 17,87 17,69 2,09
n=10000 0,36 0,28 0,36 10,84 23,49 2,18 5,37 197 224 19,02 18,95 2,17

Ao analisarmos as Tabelas {.13] e 4.14] observamos que tendem a ter o mesmo
comportamento das simulagdes anteriores, onde alguns casos, as estimativas dos parame-
tros se aproximam do valor fixado. A qualidade da densidade estimada melhora com o
aumento da amostra treino (veja Figura [4.T1). Para o Modelo 2 observamos o mesmo

comportamento dos resultados do Modelo 1.

O melhor ajuste do Modelo 1 e 2 se d4 com o conjunto de treino de tamanho
n = 10.000. Analisando os IC’s os dados sugerem ndo haver diferenca significativas na
média da dif para os conjuntos de treino n = 1.000, n = 5.000 e n = 10.000 para os

modelos 1 e 2, veja Tabela@4.1
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Figura 4.11: Plot Ordenado da dif da Situacao 4.

Tabela 4.15: Média, erro padrao e IC da dif da Situacdo 4.

Nimero de Componentes Treino Média Erro Padrao I1C(95%)

100 25,33 24,34 [23,82;26,83]
1 1.000 8,99 7,41 [8,53:9,44]
5.000 9,01 7,02 [8,57;9,44]
10.000 8,19 6,04 [7,81:8,56]
100 32,50 27,30 [30,80;34,19]
2 1.000 10,96 9,15 [10,39;11,52]
5.000 11,01 9,08 [10,44;11,57]
10.000 10,09 8,56 [9,55;10,62]

Verifica-se pelos resultados da Tabela {.16| e Figura #.12] o mesmo comporta-
mento das simulagdes anteriores, onde as estimativas das densidades correlacionadas de
forma positiva com as densidade verdadeira. Apesar de que em alguns pontos a densidade

estimada ndo estd bem ajustadas a verdadeira.
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Tabela 4.16: Média da correlagdo (r) entre a densidade estimada e a verdadeira para Situ-
acao 4.

Modelo Amostra Treino r

100 0,956

1 1.000 0,998
5.000 0,992

10.000 0,995

100 0,910

2 1.000 0,982
5.000 0,988

10.000 0,990
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Figura 4.12: Dispersdo da densidade estimada e a verdadeira da Situacdo 4.
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4.1.3 Analise do Estudo de Simulacao 1

A partir das estimativas da dif, tanto para MFPB (Situacdo 1 e 2) quanto para MFD
(Situacdo 3 e 4), podemos afirmar que o aumento do nimero de componentes implica
em um decréscimo na qualidade da estimacdo da densidade. Também, é notério que
para o modelo MFPB o tamanho da amostra treino influéncia de maneira significativa na
qualidade da estimac¢do da densidade, ou seja, quanto maior a amostra treino, melhor sera
a estimacdo da densidade. Porém, para MFD o aumento do tamanho da amostra treino
maior do que 1.000 observagdes ndo influencia significativamente na estimacao da dif.
Em quase todas as situagdes houve diminui¢@o da variabilidade da dif com o aumento da

amostra treino, em um unico caso nao ocorreu tal fato, sendo no Modelo 1 da Situagao 3.

Como esperado, em ambos modelos hd evidéncias que existe diferenga significa-
tiva quanto ao nimero de varidveis, pois os modelos tridimensionais apresentaram valores
da dif maior do que os bidimensionais. Notamos, também, que o modelo MFPB tem uma
melhor qualidade do ajuste da densidade estimada com a verdadeira, pois em média os

valores da dif sdo maiores para os modelos MFD.

Em uma andlise inicial, temos que as estimativas dos parametros na maioria dos
casos apresentam-se bem ajustadas aos valores fixados, principalmente, as estimativas dos
pesos das componentes. No entanto, em alguns casos as estimativas dos parametros apre-
sentam muita discrepancia aos valores fixados, sendo observado com maior relevancia

para o modelo MFD.

Como em AD, empregamos a classificacdo de Bayes, a decis@o € tomada em ter-
mos do maximo da densidade na observagdo a ser classificada, o emprego deste processo
de estimacdo se mostra satisfatorio para esse fim de classificacao. Os resultados do Coefi-
ciente de Correlagdo sugerem que as estimativas das densidades s@o fortemente correlaci-

onas de forma positiva com as densidades verdadeiras em todas as situagdes apresentada.
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4.2 Estudo de Simulacao 2:

Neste estudo de simulagcdo, os modelos MFPB e MFD tiveram seus parametros
escolhidos com a finalidade de diminuir e/ou/ acentuar o grau de separacdo das compo-
nentes, simulando trés cendrios diferentes: nenhuma sobreposi¢do, pouca sobreposicao e
muita sobreposi¢do. O objetivo do estudo € analisar o comportamento das estimativas dos
parametros nos diversos cendrios. Considerando que a estimagdo via algoritmo EM para
Misturas Finitas de Densidades pode levar a uma permutacdo nas componentes do mo-
delo fixado, optamos por escolher os pesos da mistura e os parametros das componentes 0
mais diferente possivel, para permitir associarmos as estimativas obtidas com os valores

fixados.
As etapas desenvolvidas neste estudo de simulag@o foram:

1) Escolha dos parametros.

2) Obter as estimativas dos parametros via EM para diferentes tamanhos de amostra

treino: n = 100,300,500, 1.000,5.000 e 10.000.
3) Comparar ® com ©.

4) Repetir o processo 1.000 vezes.

O estudo serd baseado na média das estimativas e os EQM dos pardmetros, assim

como, nas média das dif para cada tamanho de amostra.

4.2.1 Estudo 2 para o modelo MFPB

Para este estudo simulamos MFPB bidimensional, x = (x;,x), com duas compo-

nentes, ou seja, empregamos o modelo dado em (3.46) com p = 2.

Modelo 1: Sem sobreposi¢ao entre as componentes

f1(x;®) = 0,4 % Beta(x;; 1;8) * Beta(x2;2;8) + 0,6 x Beta(xy;30; 1) * Beta(x,; 30; 10).
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Modelo 2: Pouca sobreposicao entre as componentes

F2(x;®) = 0,4 % Beta(x; 1;8)  Beta(x»;2;8) + 0,6 « Beta(x1;5; 1) % Beta(x2;5;5).

Modelo 3: Muita sobreposi¢@o entre as componentes

f3 (x;D) = 0,4 % Beta(x1;2;5) * Beta(xy; 1;5) + 0,6 % Beta(x1;2; 1) * Beta(x;2;2).

A seguir os graficos de dispersdo e histograma, gerados com 1.000 observagoes
de cada modelo simulado, assim, como, a correlagdo entre as varidveis. A inten¢do deste
estudo € verificar a qualidade da estimacdo dos parametros e observar a estimacdo da

densidade quando variamos o grau de separagdo entre as componentes.

MODELO 2
MODELO 1
wvar 1 0 - 94 I e I (006-7'7093)
. (0.93,0.95) L___.‘ |
- ) :3 "::-'--“
'.".,' e var 2 I g.{.;"f:?.*\ il 2
. ST AT I. -
Sze Fers T I
&.- (| T I B
MODELO 3
var 1 O = 4 5
(0.40,0.50)
var 2

Figura 4.13: Histograma, dispersdo e correlacio da MFPB.

Na Figura {.13] por meio do diagrama de dispersdo e histogramas das varidveis é
possivel visualizar o grau de separagdo entre as componentes em cada modelo simulado.
A correlagdo entre varidveis sdo diferentes em cada modelo, porém, nao foi a inten¢ao do

estudo.
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A seguir apresentamos a média das estimativas dos parametros dos Modelo 1, 2
e 3, variando o tamanho do conjunto treino. Lembrando que o experimento teve 1.000

repeticoes.

Tabela 4.17: Média das estimativas dos parametros para MFPB - Modelo 1.

PARAMETROS p1 p2  on Bu oa P2 w1 P 02 B2z
Valor Fixado 0,400 0,600 1,000 8,000 2,000 8,000 30,000 1,000 30,000 10,000
Estimativa 100 0,377 0,623 1,127 10,635 2,562 8,967 34,247 1,047 31,202 10,472

300 0,383 0,617 0,837 6,884 1,969 8,384 30,280 1,047 28,280 9,466
500 0417 0,583 0,997 8,266 1,933 7,774 30,070 0,964 31,682 10,666

1.000 0,405 0,595 0,971 8,014 1944 8,164 29,693 1,016 32,534 10,883

5.000 0,401 0,599 1,002 8,109 2,004 8,004 30,318 0,999 28,814 9,605

10.000 0,399 0,601 0986 7,948 1,984 7,877 30,035 1,002 29,845 9913

Tabela 4.18: Média das estimativas dos parametros para MFPB - Modelo 2.

PARAMETROS pi p2 an Pu o P o Pu o P
Valor Fixado 0,400 0,600 1,000 8,000 2,000 8,000 5,000 1,000 5,000 5,000
Estimativa 100 0,397 0,603 1,193 8,624 2,253 8,664 5,197 1,215 5,223 5,370
300 0,401 0,599 1,033 8,323 2,049 8,215 5,142 1,021 5,109 5,112
500 0,401 0,599 1,017 8,216 2,021 8,102 5,027 1,005 5,065 5,069
1.000 0,400 0,600 1,008 8,058 2,013 8,053 5,028 1,003 5,031 5,029
5.000 0,400 0,600 1,003 8,018 2,003 8,013 5,004 1,000 5,009 5,007

10.000 0,400 0,600 1,000 8,001 1,998 7,990 5,003 1,000 5,006 5,005

Tabela 4.19: Média das estimativas dos parametros para MFPB - Modelo 3

PARAMETROS P P2 o P o2 P o P o2 Pn
Valor Fixado 0,400 0,600 2,000 5,000 1,000 5,000 2,000 1,000 2,000 2,000
Estimativa | 100 0,373 0,627 3,400 5,680 1,567 4,495 1,722 1,871 1,572 2,139
300 0,422 0,578 1,848 4,067 1,108 4,933 2,502 1,068 2,223 1,979
500 0,363 0,637 1,994 5,004 1,066 6,096 1,897 1,065 2,015 2,062
1.000 0,392 0,608 2,079 5,401 1,010 5,132 1,876 0,993 2,067 2,082
5.000 0,398 0,602 1,951 4,796 1,000 4,994 1,957 0,974 2,027 2,022

10.000 0,392 0,608 2,042 5,161 1,025 5,217 1,975 0,986 1,980 1,969

Analisando os resultados apresentados nas Tabelas [4.17] [4.18] e 4.19] em média

as estimativas dos parametros ficam mais proximos dos valores fixados,para alguns casos
o aumento do conjunto de treino, mesmo no caso do Modelo 3, onde temos uma sobre-

posicao acentuada das componentes da mistura. Também, estimamos o Erro Quadratico
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Médio (EQM) das estimativas dos parametros para uma melhor compreensao das mes-

mas. As estimativas do EQM estdo apresentadas na Tabela [4.20]

Tabela 4.20: EQM das estimativas dos parametros para MFPB.

MODELO  mpeine  P1 P2 oy Bu1 an P o1 B2 an B2

100 0,001 0,001 0,100 21,358 0,374 1,522 193,709 0,066 27,514 1,736

300 0,001 0,001 0,031 1,415 0,035 0,233 44,100 0,042 5,393 0,693

1 500 | 0,001 0,001 0,003 0,99 0,033 0,161 6,288 0,004 5,159 0,485
1.000 | 0,001 0,001 0,001 0907 0,009 0,042 1,625 0,004 4,242 0,213

5.000 | 0,000 0,000 0,001 0,291 0,000 0,017 0,288 0,000 1,919 0,190

10.000 | 0,000 0,000 0,000 0,005 0,000 0,005 0,071 0,000 0,636 0,077

100 0,002 0,002 0,710 8,253 0,687 5,951 2,009 1,210 1,314 1,424

300 | 0,001 0,001 0,017 1,996 0,071 1,399 049 0,011 0,312 0,315

2 500 0,001 0,001 0,009 1,180 0,035 0,728 0,264 0,006 0,180 0,181
1.000 | 0,000 0,000 0,005 0,504 0,019 0,353 0,122 0,003 0,081 0,078

5.000 | 0,000 0,000 0,001 0,102 0,004 0,068 0,024 0,001 0,017 0,017

10.000 | 0,000 0,000 0,000 0,051 0,002 0,035 0,012 0,000 0,008 0,008

100 | 0,014 0,014 2,483 14,125 1,721 4206 0,598 3,285 0,440 0,429

300 0,003 0,003 0,145 1,558 0,026 2,077 0,455 0,008 0,256 0,044

3 500 | 0,002 0,002 0,211 1,050 0,011 2,073 0,012 0,005 0,110 0,028
1.000 | 0,001 0,001 0,076 1,007 0,000 0,039 0,017 0,000 0,021 0,024

5.000 | 0,000 0,000 0,004 0,047 0,000 0,023 0,006 0,000 0,003 0,001

10.000 | 0,000 0,000 0,001 0,044 0,000 0,010 0,002 0,000 0,001 0,000

A partir da Tabela fica evidente que a qualidade da estimativa dos parame-
tros, em termos do EQM, melhora com o aumento do tamanho da amostra de treino, isto
€, para os trés modelos considerados. Em geral, o resultado sugerem que para estimar
os pesos da mistura o processo de estimacao ndo apresenta dificuldades com nenhum dos

tamanho de conjunto de treino para todos os trés modelos.

4.2.2 Estudo 2 para o modelo MFD

Para este estudo simulamos MFD bidimensional, X = (x,x;), com duas compo-

nentes, a partir do modelo dados em (3.53), com p =2
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Modelo 1: Nenhuma sobreposi¢@o entre as componentes

L (x;®) = 0,4 % Dir(x;200;500) + 0,6 * Dir(x; 10;5).

Modelo 2: Pouca sobreposicao entre as componentes

F2(x;®) = 0,4 % Dir(x; 10;20) + 0,6 * Dir(x;5;2).

Modelo 3: Muita sobreposi¢ao entre as componentes

F3(x;®) = 0,4 % Dir(x;10;3) + 0,6 x Dir(x;9;5).

MODELO 1
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Figura 4.14: Histograma, dispersdo e correlacio da MFD.

Na Figura € possivel visualizar o grau de separagdo entre as componentes em

cada modelo simulado por meio do diagrama de dispersdo e histogramas das varidveis.
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As variaveis sio fortemente correlacionadas nos trés modelos, caracteristica da densi-
dade MFD bidimensional. Para 1.000 repeticdes do experimento, obtivemos a média das

estimativas dos parametros do Modelo 1, 2 e 3, variando o conjunto treino.

Tabela 4.21: Média das estimativas dos parametros para MFD - Modelo 1.

PARAMETROS p1 P2 o o 01 0

Valor Fixado 0,4000 0,6000 200,0000 500,0000 10,0000 5,0000
Estimativa | 100 0,4258 0,5742 56,2651 136,1519 12,4635 6,0549
300 0,4207 0,5793 60,2637 145,6862 12,8780 5,9498
500 0,4342 0,5658 55,5074 134,1287 11,8284 5,6612
1.000 0,4316 0,5684 60,3469 1459750 12,1654 5,7547
5.000 04218 0,5782 63,2354 153,5320 11,9315 15,6765
10.000 0,4215 0,5785 61,0340 148,0774 12,0410 15,7261

Tabela 4.22: Média das estimativas dos parametros para MFD - Modelo 2.

PARAMETROS P1 P2 11 12 (03] (09%)
Valor Fixado 0,4000 0,6000 10,0000 20,0000 5,0000 2,0000

Estimativa | 100 0,4869 0,5131 7,0105 12,3333 9,0977 2,6260
300 0,4914 0,5086 7,6866 13,7755 8,4071 12,5443
500 0,4957 0,5043 79464 14,3532 8,4888 2,6277

1.000 05116 0,4884 7,6904 13,6314 8,1758 2,5069

5.000 0,5025 0,4975 17,6704 13,5830 8,2912 12,5396

10.000 0,4955 0,5045 7,7416 13,8151 8,2051 2,5328

Tabela 4.23: Média das estimativas dos parametros para MFD - Modelo 3.

PARAMETROS p1 P2 o an a1 an
Valor Fixado 0,4000 0,6000 10,0000 3,0000 9,0000 5,0000
Estimativa | 100 04648 0,5352 19,2789 11,7558 17,4873 6,0746
300 04278 055722 16,0360 12,0464 19,1376 5,3445
500 04226 055774 152540 11,5031 16,6781 4,6371
1.000 04454 05546 15,3674 11,2737 17,7144 4,8211
5000 04436 0,5564 15,6955 11,4584 17,5375 4,7762
10.000 04437 0,5563 15,7105 11,4960 17,5274 4,7873

Analisando os resultados apresentados nas Tabelas 4.21] [4.22] e 4.23] observamos
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que a média das estimativas dos parametros do modelo MFD apresenta desempenho infe-
rior ao obtido para o modelo MFPB. As estimativas da componentes 1 do Modelo 1 tem
valores muito discrepantes dos fixados. No entanto, estimamos o Erro Quadratico Médio
(EQM) das estimativas dos parametros para uma melhor compreensdo das mesmas. As

estimativas do EQM estdo apresentadas na Tabela [4.24]

Tabela 4.24: EQM dos Parametros Estimados para MFD.

MODELO  nyreino P1 P2 o1 o1 0] 02

100 0,0056 0,0056 21219,4345 135903,5650 9,8528  2,0253

300 0,0004 0,0004 555,2850 3483,2364 0,9913  0,2123

1 500 0,0004 0,0004 304,8521 1951,2335 1,4057  0,2281
1.000 | 0,0001 0,0001 361,0702 2288,5161 0,3035 0,0353

5.000 | 0,0002 0,0002 111,8106 708,7726 0,1153 0,0219

10.000 | 0,0000 0,0000 22,9426 144,4347 0,0678  0,0143

100 0,0101 0,0101 10,0367 62,6970 21,8583 0,6721

300 0,0015 0,0015 1,5588 6,5406 2,3509  0,1278

2 500 0,0001 0,0001 0,9075 3,8158 0,5842  0,0657
1.000 | 0,0008 0,0008 0,3512 1,7271 0,1574  0,0298

5.000 | 0,0001 0,0001 0,0547 0,3138 0,0663  0,0079

10.000 | 0,0001 0,0001 0,0589 0,3569 0,0657 0,0041
100 0,0069 0,0069 114,9079 86,2508 85,4402 11,4954

300 0,0025 0,0025 13,2676 0,9122 12,0916 1,0718

3 500 0,0018 0,0018 2,4324 1,4496 7,7526 00,6385
1.000 | 0,0015 0,0015 1,0518 0,4438 2,7839  0,1260

5.000 | 0,0001 0,0001 0,3425 0,2042 0,2091  0,0079

10.000 | 0,0001 0,0001 0,2608 0,1224 0,1150  0,0079

A partir da Tabela .24 no caso de nenhuma sobreposigdo entre as componen-
tes da mistura (Modelo 1), o maior EQM ocorre para o parametro ¢/, pertencente a
componente 1, o valor € considerado muito discrepante dos demais. No caso de pouca
sobreposicao entre as componentes da mistura (Modelo 2), o maior EQM ocorre para o
parametro 7, pertencente a componente 1. No caso de muita sobreposi¢ao entre as com-
ponentes da mistura (Modelo 3), o maior EQM ocorre para o parametro (11, pertencente a

componente 1. O EQM dos trés modelos para n;.in, = 100, apresenta valores muito alto,
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principalmente para o modelo com nenhuma sobreposi¢cao das componentes (Modelo 1).

Em geral, os resultados sugerem que para estimar os pesos da mistura 0 processo
de estimacao ndo apresenta dificuldades com nenhum dos tamanho de conjunto de treino
para todos os trés modelos. Os resultados do modelo MFD sdo similares aos obtidos
pelo modelo MFPB, onde a qualidade da estimativa dos parametros, em termos do EQM,
melhora com o aumento do tamanho da amostra de treino, isto é, para os trés modelos

considerados.

4.3 Estudo de Simulacao 3:

Neste estudo, queremos verificar se modelos diferentes conseguem aproximar as
distribui¢des simuladas, observando o comportamento da estimagdo dos modelos pro-
postos neste trabalho, com o objetivo de classificacdo, em trés cendrios diferentes com

relacdo a sobreposicao das classes: nenhuma, pouca e muita.

Neste estudo foram simuladas observacdes de dimensao p = 3, oriundas de Mis-
tura Finita de Densidade de Dirichlet (MFD), Mistura Finita de Produtérios de Densidade
Betas (MFPB) e uma situagdo onde as observacdes em cada dimensdo sdo simuladas por

Mistura Finita de Densidade Betas Independentes (MFBI).

Foram implementados classificadores de Bayes usando como modelo para as dis-
tribui¢des nas classes: Mistura Finita Densidade Dirichlet (MFD), Mistura Finita de Den-
sidades de Produtérios Betas (MFPB), Naive Bayes de Mistura Finita de Densidades Be-
tas (NBMFB), Naive Bayes com distribui¢do Normal (NBN), Naive Bayes com distribui-
cdo Nao-Paramétrica com funcdo nucleo de Epanechnikov (NBE), Andlise Discriminante
Linear (ADL) e Andlise Discriminante Quadréitica (ADQ). Ressaltando que para obser-
vagdes simuladas da MFD nao foi possivel empregar os classificadores ADL e ADQ, por

problemas de multicolinearidade.

No total sdo abordados nove tipos de estruturas, oriundas de amostras de MFD,

de MFPB e MFBI, sendo trés estruturas de cada densidade mencionada. Para amostras
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de MFPB e MFBI foram feitas transformagdes dos dados com a inten¢do de empregar o

classificador de Bayes com MFD.

Empregamos o procedimento de conjunto de Treino e Teste para avaliagdo dos
classificadores, repetindo o experimento vérias vezes, determinamos a média, o desvio
padrao e intervalos de confianca da Taxa de Erro (TE) de classificagdo para cada um dos
classificador considerados. Todo o procedimento neste estudo de simulagdo foi utilizado

os recursos de funcdes do software R. Os passos das simulagdes sdo descritos a seguir:

1) A Classe 1 foi gerada com probabilidade P(Y = 1) = 0,5 e a Classe 2 com proba-
bilidade P(Y =2) =0,5;

2) Escolher o numero de componentes e dos pardmetros do modelo de cada classe;
3) Gerar uma amostra teste de tamanho 7.5, = 20.000;

4) Gerar amostras treinos, n;ein, = 200,2.000, 10.000 e 20.000;

5) Determinar as taxas de erro de classificagdo.

6) Faremos uso da transformagdo dos dados para cada classe, a fim de avaliar especi-

almente o modelo MFD:

vi= M i—123
(x1 +X2—|—X3)

7) Transformar as observacdes da amostra teste e treino;
8) Determinar as taxas de erro de classificagdo para os dados transformados;

9) Repetir o experimento 200 vezes.

4.3.1 Simulacao de Amostras de MFD

As observagdes em cada classe foram geradas por Mistura Finita de Densidade

Dirichlet, com dimensdo p = 3. Os trés cendrios sdo chamados de Estrutura 1, 2 ¢ 3. E
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possivel a andlise do comportamento de cada varidvel através do histograma, assim como,

a dispersdo das classes e a correlagdo entre as varidveis. A cor verde representa a classe 1

e a cor vermelha a classe 2..
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Figura 4.15: Histograma, dispersao e correlacao da Estrutura 1.
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Figura 4.16: Histograma, dispersado e correlacao da Estrutura 2.
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Figura 4.17: Histograma, dispersao e correlacao da Estrutura 3.

O objetivo da Estrutura 1 € verificar o comportamento do classificador quando nao
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ha sobreposicao das classes, ndo admitindo erro de classificagdo. Essa separacdo entre
as classes é possivel verificar somente por meio do grafico tridimensional (ver Figura
M.T5). A Estrutura 2 € verificar o comportamento do classificador quando existe pouca
sobreposicdo das classes, admitindo que exista um pequeno erro de classificacdo (ver
Figura[d.16). A Estrutura 3 € verificar o comportamento do classificador quando hd muita
sobreposicao das classes, admitindo que exista um grande erro de classificagao (ver Figura

4.17). A seguir serdo apresentadas as Taxas de Erros (TE) de classificacdo para cada
estrutura.
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Figura 4.18: Média e IC (95%) da TE para Estrutura 2.
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Figura 4.19: Média e IC (95%) da TE para Estrutura 3.
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Para Estrutura 1, os resultados apresentaram que todos os modelos avaliados rea-
lizaram corretamente a classificacdo, ou seja, nas 200 repeti¢des do experimento, a taxa

de acerto foi de 100% para todos os classificadores.

Os resultados sugerem que a diferenca do desempenho entre os classificadores é
significativa, (veja Figura[d.18|e[d.19), ou seja, quando hd muita sobreposigao das classes

o erro de classificagdo também aumenta.

Tabela 4.25: Média e desvio-padrdo da TE para Simulacdes de Amostras de MFD.

Amostra NBMFB MFPB MFD NBN NBE
Estrutura Treino | Média DP | Média DP | Média DP | Média DP | Média DP
200 0,00 0,00 0,00 0,00| 000 0,00 000 0,00]| 0,00 0,00
1 2.000 0,00 0,00 0,00 0,00| 000 0,00 000 0,00]| 0,00 0,00
10.000 0,00 0,00 0,00 0,00| 000 000 000 0,00]| 0,00 0,00
20.000 0,00 0,00 0,00 0,00| 000 0,00/ 000 0,00]| 0,00 0,00
200 287 036 3,03 030| 258 031 357 030]| 3,17 0,31
2 2.000 2772 031 298 029| 263 030 361 030]| 3,17 0,31
10.000 274 029 295 030| 261 029 361 031]| 3,13 0,31
20.000 269 026 292 027| 254 028 349 025| 3,07 0,26
200 10,62 0,67 | 10,00 0,16 | 9,66 031 | 24,13 0,38 | 10,63 0,63
3 2.000 10,62 0,68 | 998 0,16 | 9,66 0,31 | 24,14 0,38 | 10,61 0,61
10.000 | 10,62 0,65| 10,00 0,16 | 9,66 029 | 24,14 0,36 | 10,62 0,60
20.000 10,47 0,57 | 997 008 | 9,71 0,18 | 24,09 0,23 | 10,69 0,50

Observando a Figura .18 notamos que a maior média da TE obtida foi para a
distribui¢do com NBN (3,61%), com a menor amostra treino simulada. O ajuste que
apresentou a menor média para TE foi o modelo verdadeiro, ou seja, a MFD (2,54%)
para nreino = 20.000, (ver Tabela 4.25)). O modelo NBMFB teve a TE mais proxima do
que foi observado no modelo verdadeiro, sendo a sua menor média da TE de 2,69% com

um desvio padrao de 0,26% para nreino = 20.000.

Para Estrutura 3 (veja Figura #.19), a maior média da TE obtida foi para a dis-
tribuicdo com NBN (24, 14%), com amostra treino simulada 7y, = 2.000,10.000. O
ajuste que apresentou a menor média para TE foi o modelo verdadeiro, ou seja, a MFD
(9,66%) para nyreino = 200,2.000, 10.000, (ver Tabela #.25). O modelo MFPB teve a TE

mais proxima do que foi observado no modelo verdadeiro, sendo a sua menor média da
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TE de 9,97% com um desvio padrao de 0,16% para n,¢ino = 20.000. Porém, ha diferenca
significativa entre os classificadores MFPB E MFD.

Para amostras simuladas a partir de MFD, os resultados na Tabela [4.25] sugerem
que o melhor classificador é o verdadeiro (MFD) nas trés Estruturas propostas. Na Estru-
tura 1, quando ndo existe sobreposi¢do das classes, todos os modelos classificaram cor-
retamente 100% das observagdes. Na Estrutura 2, quando existe pouca sobreposicao das
classes, a menor TE do modelo MFD ocorre para n;yejn, = 20.000, com média de 2,54%
e desvio padrao de 0,28%. Na Estrutura 3, quando existe muita sobreposicao das classes,
a menor TE do modelo MFD acontece para 7;in, = 200,2.000,10.000, com média de

9,66%, sendo que o menor desvio padrdo ocorre para n;yein, = 10.000, com 0,29%.

Com o aumento da amostra treino a média e a variabilidade da TE tendem a di-
minuir e o grau de separacdo entre as classes influencia, significativamente, na qualidade
da classificacdo. Indicando que quanto maior for a sobreposicao das classes maior seré a

TE.

4.3.2 Simulaciao de Amostras de MFPB

As observacdes em cada classe foram geradas por Mistura Finita de Densidades
de Produtério de Betas, com dimensdao p = 3. Os classificadores avaliados serdo: MFD,

MEFPB (modelo verdadeiro), NBMFB, NBN, NBE, ADL ¢ ADQ.

A Estrutura 4 tem o objetivo de verificar o comportamento do classificador quando
as classes estdo bastante separadas uma da outra, ndo admitindo erro de classificacao (ver
Figura [4.20). O objetivo da Estrutura 5 ¢ verificar o comportamento do classificador
quando existe pouca sobreposi¢do das classes e o da Estrutura 6 € verificar o compor-
tamento do classificador quando existe muita sobreposi¢do das classes, admitindo um
grande erro de classificagdo (ver Figuras [4.21] e [4.22). Essa separagdo entre as classes é
possivel verificar somente por meio do grafico tridimensional. A cor verde representa a

classe 1 e a cor vermelha a classe 2.
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Figura 4.20: Histograma, dispersao e correlacao da Estrutura 4.
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Figura 4.21: Histograma, dispersao e correlacao da Estrutura 5.

|m 0.36 0.01

w2 -0.03

] . (-0.08.0.01)
iy i vard

Figura 4.22: Histograma, dispersado e correlacao da Estrutura 6.
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Existe diferenca significativa quanto a sobreposicdo das classe, aumentando o erro
de classificacdo para o caso de muita sobreposi¢cdo. Porém, nao ha diferenca significativa

para os tamanhos de amostras de treino dentro de cada classificador, veja Figuras [4.23]

24 ed23]
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Figura 4.25: Média e IC (95%) da TE para Estrutura 6.
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Para Estrutura 4, com os dados originais, a menor média da TE obtida foi com
NBMEB (0,002%), com a amostra de treino 7,0 = 2.000. O ajuste que apresentou a
maior média para TE foi ADL (0, 113%) para n;eino = 2.000,20.000, apresentando uma
grande variabilidade da TE, (veja Tabela [4.26).

Observando a Figura 4.24] referente a Estrutura 5, notamos que a maior média
da TE obtida foi o modelo verdadeiro, ou seja, MFPB (1,05%), com a maior amostra de
treino simulada (7/ino = 20.000). O ajuste que apresentou a menor média para TE foi
NBE, com 0,72% para amostra treino (#¢ino = 10.000). O modelo NBMFB apresenta
TE préxima do que foi observado no modelo NBE, existindo uma intersecao entre os
intervalos de confianca dos dois modelos. A melhor média de TE do modelo NBMFB
¢ de 0,73%, com desvio padrdao 0,05%, ocorre para neino = 20.000. O classificador

NBMEFB para os dados originais pode ser tdo bom quanto o NBE, (veja Tabela 4.26)).

Para a Estrutura 6 (veja Figura {.25)), a maior média da TE foi para o NBN
(30,859%), com amostra de treino ny.ein, = 10.000. O classificador que apresentou a
menor média para TE foi com o modelo verdadeiro, ou seja, MFPB (25,432%) para

Ntreino = 200, (veja Tabela 4.26).

4.3.3 Simulacao com Amostras de MFPB Transformadas

Com a transformac¢do dos dados ocorre pouca sobreposicao das classes. Essa mis-
tura entre as classes € possivel verificar somente por meio do gréfico tridimensional (veja

Figura 4.26| .27 e [4.28)). Fécil ver que existe um modelo de mistura em cada varidvel

e que nao ha sobreposi¢do das classes, sendo que existe uma correlacdo forte entre as

variaveis X e X3.
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Figura 4.26: Histograma, dispersao e correlagdo da Estrutura 4 - Dados Transformados.

-0.86

O 8T 0 &3

-0.47

0 50,0 44

Figura 4.27: Histograma, dispersdo e correlacdo da Estrutura 5 - Dados Transformados.
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Figura 4.28: Histograma, dispersao e correlagdo da Estrutura 6 - Dados Transformados.

Até mesmo no caso que a intencdo desse problema fosse que ndo existissem erros
de classificacdo, apds a transformacgao dos dados, nota-se que ocorre aumento significativo

de erro de classificacdo (veja Figuras [4.29] 4.30] e [4.31]).
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Figura 4.29: Média e IC (95%) da TE para Estrutura 4 - Dados Transformados.
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Com os dados transformados para a Estrutura 4, a menor média da TE obtida foi
com NBE (0,54%), com a maior amostra de treino. O classificador que apresentou a
maior média para TE foi o modelo verdadeiro, MFPB (0,94%) para n;eino = 200,2.000,
(veja Tabela[d.27). Nao existe diferenca significativa entre a média das TE’s dos modelos
NBMEB (0,57%) e NBE (0,56%) para amostras treinos ;ein, = 2.000, sendo conside-
rados os melhores classificadores para os dados transformados, (veja Tabela {.27). Para
este tipo cendrio da simulagdo, nota-se que com a transformagdo dos dados aumenta o

erro de classificacao.

Apesar da média das TE da Estrutura 5 (Dado Transformados), ndo terem dimi-
nuido significativamente, de maneira geral, com o aumento do conjunto de treinamento
ocorre diminuigdo da variabilidade, (ver Figura[4.30). A maior média da TE obtida foi
para o modelo verdadeiro MFPB, média de 4,29%, com amostra treino ez, = 10.000.
O classificador que apresentou a menor média para TE foi com o modelo NBE (3,77%)
para nyeino = 20.000, (veja Tabela [4.27). Os resultados sugerem que quando temos a
situacdo de amostras de MFPB com classes pouco sobrepostas, nota-se que com a trans-

formacgao dos dados aumenta o erro de classificacao.

A Figura[4.31] referente a Estrutura 6 (Dados Transformados), demonstra que os
modelos NBMFB, MFPB e MFD tem grande variabilidade para a TE. Nao existe influen-
cia significativa do tamanho da amostra treino. Com a transformag¢do dos dados a maior
média da TE obtida foi o modelo verdadeiro, MFPB (29,65%), com amostra de treino
Ntreino = 2.000. O ajuste que apresentou a menor média para TE foi NBE (26,376%) para
Ntreino = 200, (veja Tabela. Um fato interessante € que neste problema para os dados
originais o ajuste pelo modelo verdadeiro obteve o melhor desempenho, porém, para os

dados transformados o melhor foi NBE.
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Tabela 4.26: Média e desvio-padrdo da TE das Simula¢des de Amostras MFPB.

Amostra NBMFB MFPB NBN NBE ADL ADQ
Estrutura Treino | Média DP | Média DP | Média DP | Média DP | Média DP | Média DP

200 0,00 0,00/| 0,01 000| 001 001| 001 000 011 0,06 001 0,01

4 2.000 0,00 000/ 0,01 000/ 001 001]| 001 000 011 0,07]| 001 0,01
10.000 0,00 000/ 0,01 000| 001 001]| 001 000 011 0,07] 001 0,01

20.000 0,00 0,00/| 0,01 000]| 001 001| 001 000 011 0,06 001 0,01

200 0,73 005| 1,00 020| 086 005| 0,73 0,04| 1,00 0,06 | 086 0,05

5 2.000 0,73 005 1,02 0,18] 08 005| 0,72 0,05| 1,00 0,06/ 086 0,05
10.000 0,73 005 1,01 0,19] 08 005| 0,72 0,04| 1,00 0,06]| 086 0,05

20.000 0,73 005| 1,05 0,16| 08 004| 0,73 0,03| 1,00 0,04| 086 0,04

200 28,95 0,23 | 2543 0,22 30,80 0,36 29,51 0,28 | 27,18 0,30 | 30,37 0,36

6 2.000 28,93 0,24 | 2544 024 | 30,80 0,36 | 29,49 0,28 | 27,14 0,33 | 30,36 0,37
10.000 | 28,92 0,20 | 2547 0,19 | 30,86 0,30 | 29,53 0,25 | 27,12 0,25 | 30,36 0,32

20.000 | 28,92 0,19 | 2546 0,19 | 30,81 0,32 ] 29,56 0,26 | 27,14 0,25 | 30,38 0,32

Para amostras simuladas a partir de MFPB, os resultados na Tabela [4.26|sugerem
que o classificador construido com a densidade MFPB nao obteve o melhor desempenho
nas Estruturas 4 e 5, porém, para situagdo em que as classe sao muito sobrepostas apresen-
tou ser o melhor classificador. Com o aumento da amostra treino a média e a variabilidade
da TE tendem a diminuir e o grau de separacdo entre as classes influencia, significativa-
mente, na qualidade da classificacdo. Indicando que quanto maior for a sobreposi¢ao das

classes maior sera a TE.

Os resultados da Tabela sdo referentes as simula¢des com os dados transfor-
mados. Na Estrutura 4 (DT), quando ndo existe sobreposi¢do das classes, a menor média
da TE obtida foi com NBE (0,54%), com a maior amostra de treino. Na Estrutura 5 (DT),
quando existe pouca sobreposicao das classes, o classificador que apresentou a menor
média para TE foi com o modelo NBE (3,77%) para neino = 20.000. Na Estrutura 6
(DT), quando existe muita sobreposi¢ao das classes, a menor média para TE foi do NBE

(26,38%) para nyeino = 200.
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Tabela 4.27: Média e desvio-padrao da TE das Simula¢des de Amostras MFPB - Dados

Transformados (DT).

Amostra MFD NBMFB MFPB NBN NBE
Estrutura Treino | Média DP | Média DP | Média DP | Média DP | Média DP
200 0,77 0,15| 0,58 005| 095 028]| 0,56 0,04| 0,55 0,05
4 (DT) 2.000 0,75 0,16 057 006| 095 025| 056 004| 0,5 0,05
10.000 0,76 0,15| 0,57 0,06| 091 027| 056 004| 0,56 0,05
20.000 0,75 0,14 | 057 0,04| 094 024| 057 003| 054 0,03
200 4,10 0,09 | 386 0,12 | 428 025| 387 0,09 | 3,80 0,10
5(DT) 2.000 4,10 0,09 | 3,86 0,11| 427 026| 3,86 0,09| 385 0,11
10.000 4,11 0,09 385 0,10| 430 025| 3,86 0,09| 3,79 0,10
20.000 4,10 0,08 385 009 | 428 023| 38 008 | 3,78 0,08
200 28,11 1,12 29,29 1,15| 29,53 1,37 | 2847 0,26 | 26,38 0,23
6 (DT) 2.000 28,16 1,13 | 29,00 1,14 | 29,65 1,25| 2849 0,28 | 2641 0,24
10.000 | 28,10 1,13 | 29,27 1,17 | 29,58 1,22 | 2847 0,23 | 2643 0,20
20.000 | 28,11 1,07 | 29,11 1,20 | 29,60 1,30 | 28,47 0,25 | 26,45 0,20

Para a transformacdo dos dados provenientes de amostras simuladas de MFPB,
os resultados na Tabela sugerem que o classificador construido com a densidade
MFPB obteve o pior desempenho nas trés Estruturas propostas. O grau de separacio
entre as classes influencia, significativamente, na qualidade da classificacdo. Indicando

que quanto maior for a sobreposicao das classes maior serd a TE.

4.3.4 Simulacao de Amostras de MFBI

As observagdes em cada classe foram geradas por Mistura Finita de Densidade
Betas Independentes, com dimensdo p = 3. Os classificadores avaliados serdo: MFD,

MFPB, NBMFB (modelo verdadeiro), NBN, NBE, ADL ¢ ADQ.

O objetivo da Estrutura 7 € verificar o comportamento do classificador quando as
classes estdo bastante separadas uma da outra, ndo admitindo erro de classificacdo (ver
Figura [4.32)). A Estrutura 8 ¢ verificar o comportamento do classificador quando existe
pouca sobreposicao das classes, admitindo que exista um pequeno erro de classificacio

(ver Figura 4.33). A Estrutura 9 ¢ verificar o comportamento do classificador quando
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existe muita sobreposigdo das classes simuladas (veja Figura[4.34).
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Figura 4.32: Histograma, dispersao e correlacao da Estrutura 7.
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Figura 4.33: Histograma, dispersdo e correlacao da Estrutura 8.

Figura 4.34: Histograma, dispersado e correlacao da Estrutura 9.
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Figura 4.37: Média e IC (95%) da TE para Estrutura 9.
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Os resultados sugerem que quanto mais sobrepostas estiverem as classes, maior
serd o erro de classificacdo e que muda o desempenho do classificador conforme for a

sobreposicdo (veja Figuras [4.35] [4.36|¢ [4.37). Também, nio existe diferenca significativa

para os tamanhos de amostras de treino dentro de cada classificador.

Para Estrutura 7, com os dados originais a menor média da TE obtida foi com os
modelos NBMFB, NBN e ADQ, (0,002%). O ajuste que apresentou a maior média para
TE foi ADL (0, 163%) para nein, = 200,2.000, 10.000, (veja Tabela 4.28)).

Observando a Figura referente a Estrutura 8, a menor média da TE obtida
foi NBE (0,70%), com amostra treino simulada (7;,in, = 200,2.000,10.000). O ajuste
que apresentou a maior média para TE foi ADL (0,95%) para nsyeino = 10.000. O mo-
delo verdadeiro NBMFB apresenta TE préxima do que foi observado no modelo NBE. A
melhor média de TE do modelo NBMFB ¢€ de 0,72%, com desvio padrao 0,03%, ocorre
para nsyeino = 2.000, (veja Tabela §.28).

A Estrutura 9, apresenta que a maior média da TE obtida foi para o NBN (22,06%),
com amostra de treino 7 ein, = 200. O classificador que apresentou a menor média para

TE foi NBE (20, 123%) para o maior tamanho de amostra treino, (ver Tabela [4.28]).

4.3.5 Simulaciao com Amostras de MFD Transformadas

Com a transformac¢ao dos dados ocorre pouca sobreposicao das classes. Essa mis-
tura entre as classes € possivel verificar somente por meio do grafico tridimensional (ver

Figuras [4.38] [4.39| e 4.40)). Facil ver que existe um modelo de mistura em cada varidvel,

sendo que existe uma correlagdo forte entre as varidveis X; e X3.
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Figura 4.38: Histograma, dispersao e correlagdo da Estrutura 7 - Dados Transformados.
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Figura 4.39: Histograma, dispersdo e correlacio da Estrutura 8 - Dados Transformados.

Figura 4.40: Histograma, dispersdo e correlacdo da Estrutura 9 - Dados Transformados.
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Figura 4.41: Média e IC (95%) da TE para Estrutura 7 - Dados Transformados.
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Figura 4.42: Média e IC (95%) da TE para Estrutura 8 - Dados Transformados.
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Ainda para o caso que a intenc¢do desse problema fosse que ndo existissem erros
de classificag@o, ap6s a transformagao dos dados, nota-se que ocorro aumento significa-

tivo de erro de classificacdo (veja Figuras 4.41] 4.42] e [4.43). Existe diferencga entre os

classificadores.

Para Estrutura 7 com os dados transformados a menor média da TE obtida foi com
NBE (0,49%), com amostra de treino 7;ein, = 200,10.000,20.000. O classificador que
apresentou a maior média para TE foi MFPB (0,74%) para todos os tamanhos de amostra

treino, (veja Tabela[4.29).

Na Estrutura 8 (Dados Transformados), ndo exite diferenca significativa quanto ao
desempenho dos classificadores MFPB e MFD para os dados transformados, conforme
podemos confirmar com os intervalos de confianga, (ver Figura 4.42)), porém, ndo existe
diferenca significativa das TE’s para os tamanhos de amostras treino dentro de cada clas-
sificador. A maior média da TE obtida foi com os modelos MFD e MFPB (4,24%), com a
amostra de treino ny,.in = 20.000 e 2.000, respectivamente. O classificador que apresen-
tou a menor média para TE foi com NBE (3, 82%) para nyyein, = 2.000, (ver Tabela4.29).
Quando comparamos a classificacdo dos dados originais com os transformados, nota-se

um aumento significativo da TE para os dados transformados.

Mesmo com a transformacao dos dados a Estrutura 9, as classes continuam muito
sobrepostas, admitindo que exista um grande erro de classificacdo, (veja Figura[4.40). A
Figura [4.43] mostra que ndo ha evidéncias que as TE’s diminufram com o aumento do
conjunto de treinamento, porém, existe diferenca entre os classificadores para os dados
transformados. A maior média da TE obtida foi NBN (26,97%), com amostra treino
simulada #yino = 20.000. O ajuste que apresentou a menor média para TE foi com
o modelo NBE (25,29%) para a maior amostra treino. Neste problema para os dados
originais e para os dados transformados o melhor ajuste ocorre com o NBE. Os dados

originais tem menor TE do que os dados transformados.
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Tabela 4.28: Média e desvio-padrdo da TE das Simulacdes de Amostras MFB Indepen-
dentes.

Amostra NBMFB MFPB NBN NBE ADL ADQ
Estrutura Treino | Média DP | Média DP | Média DP | Média DP | Média DP | Média DP
200 0,00 0,00| 0,01 000]| 0,00 000] 001 000| 0,16 0,02| 000 0,00
7 2.000 0,00 0,00/| 0,01 000]| 0,00 000]| 001 000| 016 0,02| 000 0,00
10.000 0,00 0,00/ 0,01 00| 000 000| 001 000] 016 0,02]| 0,00 0,00
20.000 0,00 0,00 0,01 000] 000 000| 001 000] 016 0,02]| 0,00 0,00
200 0,72 003| 083 008| 0,89 004| 0,70 0,04| 094 0,05| 09 0,04
8 2.000 0,72 003| 0,84 0,08| 089 004| 0,70 0,04| 094 0,05| 0.8 0,04
10.000 0,73 002/ 083 007] 08 004 0,70 0,05| 095 0,05]| 08 0,04
20.000 0,72 003 | 0,84 0,07] 089 003| 0,70 0,04| 094 0,04| 089 0,03
200 20,59 0,38 | 20,84 037 | 22,06 026 20,13 0,16 | 20,71 0,26 | 22,03 0,26
9 2.000 20,57 042 20,85 036| 22,03 0,28 | 20,12 0,16 | 20,69 0,25 | 22,04 0,27
10.000 | 20,57 044 | 20,88 0,38 | 22,02 0,25 | 20,13 0,16 | 20,69 0,27 | 22,04 0,26
20.000 | 20,54 0,38 | 20,86 0,36 | 22,05 0,25 20,12 0,16 | 20,66 0,24 | 22,05 0,26

Na Estrutura 7, quando nao existe sobreposi¢@o das classes, os melhores classifica-
dores sao o NBMFB, NBN e ADQ, pois classificaram todas as observacdes corretamente.
Na Estrutura 8, quando existe pouca sobreposi¢cao das classes, a menor média da TE ob-
tida foi NBE (0,70%), com amostra treino simulada (n;,.in, = 200,2.000,10.000). Na
Estrutura 9, quando existe muita sobreposi¢ao das classes, o classificador que apresentou

a menor média para TE foi NBE (20, 12%) para n;yein, = 2.000,20.000.

Para amostras simuladas a partir de NBMFB, os resultados na Tabelad.28|sugerem
que classificador construido com a densidade NBMFB ndo obteve o melhor desempenho
nas Estruturas propostas, mas apresenta resultados muito préximo do NBE. Com o au-
mento da amostra treino a média e a variabilidade da TE tendem a diminuir e o grau de
separacdo entre as classes influencia, significativamente, na qualidade da classificagao.

Indicando que quanto maior for a sobreposi¢ao das classes maior serd a TE.
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Tabela 4.29: Média e desvio-padrao da TE das Simulacdes de Amostras MFB Indepen-
dentes - Dados Transformados (DT).

Amostra MFD ‘ NBMFB MFPB NBN NBE
Estrutura Treino | Média DP | Média DP | Média DP | Média DP | Média DP
200 059 0,07 054 006| 074 007] 051 005]| 049 0,04
7 (DT) 2.000 0,60 008 | 054 006| 074 0,07] 051 005| 050 0,05
10.000 0,60 007 054 006| 074 006| 051 0,05| 049 0,04
20.000 0,59 007| 054 005| 074 007| 051 0,05| 049 0,04
200 421 0,13 | 4,03 0,11 | 423 021| 392 004 3,82 0,04
8 (DT) 2.000 422 0,14] 403 0,10| 424 021| 391 0,05| 3,82 0,04
10.000 422 0,13 ] 4,02 0,011 | 424 021| 391 0,04| 3,82 0,04
20.000 424 0,12 | 403 009 | 424 020] 391 003 382 0,02
200 26,62 0,90 | 26,07 0,58 | 25,79 0,30 | 26,88 0,24 | 2531 0,22
9 (DT) 2.000 26,47 0,90 | 26,02 0,55 | 2580 0,28 | 26,93 0,24 | 2532 0,22
10.000 | 26,69 0,87 | 26,15 0,58 | 2583 0,29 | 26,92 0,25 | 2534 0,23
20.000 | 26,64 0,84 | 26,06 0,54 | 25,82 0,28 | 26,97 022 | 2529 0,21

Os resultados da Tabela [4.29]sdo referentes as simulagdes com os dados transfor-
mados. Na Estrutura 7 (DT), quando ndo existe sobreposi¢ao das classes, a menor média
da TE obtida foi com NBE (0,49%), com #;,in, = 200,10.000,20.000. Na Estrutura 8
(DT), quando existe pouca sobreposi¢do das classes, o classificador que apresentou a me-
nor média para TE foi com o modelo NBE (3,82%) para neino, = 200,2.000,10.000 Na
Estrutura 9 (DT), quando existe muita sobreposicao das classes, a menor média para TE

foi do NBE (25,31%) para nyeino = 200.

Para a transformacao dos dados provenientes de amostras simuladas de NBMFB,
os resultados na Tabela4.29|sugerem que classificador construido com a densidade NBMFB
nao obteve o melhor desempenho nas trés Estruturas propostas. Um fato relevante é que o
classificador MFPB obteve o pior desempenho para quando as classes ndo estdo sobrepos-
tas, porém, € o segundo melhor classificador quando as classes estdo muito sobrepostas.
O grau de separacdo entre as classes influencia, significativamente, na qualidade da clas-

sificacdo. Indicando que quanto maior for a sobreposi¢cdo das classes maior serd a TE.

92



Capitulo 5

Aplicacao em Dados Reais

Nesta secdo empregaremos a metodologia proposta neste trabalho considerando
dois conjuntos de dados reais, referente a pixel de imagem em RGB. Foram avaliados os
modelos mais usuais em RPS: Anadlise Discriminante Linear (ADL), Analise Discrimi-
nante Quadrética (ADQ), Naive Bayes com distribuicdo Normal (NBN) e Naive Bayes
com distribui¢do nao-paramétrica de Epanechnikov (NBE), assim como, os novos mo-
delos abordados: Naive Bayes de Mistura Finita de Betas (NBMFB), Mistura Finita de
Produtérios de Betas (MFPB) e Mistura Finita de Dirichlet (MFD). Além de separar as
observacdes em conjunto de treinamento e teste, empregamos o procedimento conhecido

como "k-fold".

5.1 Nocoes sobre o espaco de cores RGB

Os dados em RGB sao baseados em um sistema de coordenadas cartesianas, sendo
o espaco de cores um cubo. As cores primdrias R (vermelho, "red"), G (verde, "green")
e B (azul, "blue") estdo em trés vértices do cubo. As cores secunddrias, ciano, magenta e
amarelo estdo em outros trés vértices. O vértice junto a origem € o preto e o mais afastado
da origem corresponde a cor branca, veja Figura[5.1] A escala de cinza se estende através

da diagonal do cubo, ou seja, o segmento de reta que une origem (preto) até o vértice mais
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distante (branco), tomando valores de [0;255] em cada cor.

Al | (0. 0. 1) _ Crano

Miagenta t = Branco

" Escala
- de Cinza (0, 1, 0) G

Vede

ool |
Vezmrclln Aumarale

[(T)] LN}

Figura 5.1: a) Modelo RGB e b) Cubo RGB de 24-bit.
Fonte: Gonzales & Woods (2002)

Para aplicacdo dos modelos proposto neste trabalho, foi realizado dois tipos de

transformacdo desses valores, (veja/Ma & Leijon (2010) e Bouguila et al. (20006)):

Transformagﬁol(Tl):%:v,-d, i=1,....,n; de{rgb}. (5.1)

~ Xid .
Transformacio 2 (T2) = ———~—— =v;y, i=1,....n; de{rgb}. 5.2
¢ (T2) Xir +Xig + Xip a {re.b} 62

Para resolver o problema de valores extremos, fizemos uso € = 0,003, onde

1) sexjy=0=v,y=¢;

i) se xjg =255 =v;y=1—¢.

5.2 Estudo de Caso 1: Imagens RGB de Pele e Nao-Pele

O conjunto de dados de imagens em RGB de Pele e Nao -Pele foi coletado por
amostragem aleatdria a partir de imagens de rosto de vdrios grupos etérios (jovens, adul-
tos e idosos), grupos de raca (branco, preto e asidtico) e géneros, obtidos no "UCI Repo-

sitory"(www.ics.uci.edu/mlearn/MLRepository.html), denominado "Skin Detection". O
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tamanho total da amostra de aprendizagem é 245.057; dos quais 50.859 sdo amostras de
Pele e 194.198 sao amostras Nao-Pele. Este conjunto de dados € de dimensao 245.057 x 4,
o qual tem trés colunas que sdo os valores R, G, B e uma coluna de rétulos das classes.
Na Figura[5.2] podemos verificar a dispersido dos dados apds a transformagdo. Na Figura
[5.2](a) temos a transformagdo (T1), nota-se um grau razodvel de separagdo entre as clas-
ses e na Figura[5.2](b) temos a transformagéo (T2), onde observamos uma concentragao

dos dados referente a Pele, porém, a classe Nao-Pele encontram-se bastante dispersos.
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Figura 5.2: Gréfico 3D para Dados Pele e Nao-Pele. (a)Transformacao 1 e (b) Transfor-
macao 2.
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Figura 5.3: Histograma, dispersao e correlacdo para Dados Pele e Nao-Pele. (a) T1 e (b)
T2.
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Na Figura[5.3](a) temos os graficos de histograma, dispersdo e correlagao dos Da-

dos Pele e Nao-Pele para T1, nota-se um grau razodvel de separacao entre as classes, forte
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correlagdo entre as varaveis, pelo histograma nota-se que os dados seguem um modelo de
mistura. Na Figura [5.3](b) temos a transformagdo (T2), onde observamos uma concen-
tracdo dos dados referente a Pele, forte correlacdo negativa entre algumas varidveis e os
dados seguem um modelo de mistura. A seguir os gréficos de histograma de cada classe

para os dados transformados T1 e T2.
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Figura 5.4: Histogramas dos dados da classe Pele. (a) RT1, (b) GT1, (c) BT1, (d) RT2,
(e) GT2 e (f) BT2.
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Figura 5.5: Histogramas dos dados da classe Nao-Pele. (a) RT1, (b) GT1, (c¢) BTI, (d)
RT2, (e) GT2 e (f) BT2.
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Note que de uma maneira geral, as varidveis apresentam multimodalidade, carac-
teristica intrinseca aos modelos de mistura finita de densidades, tanto para os dados T1

como para T2.

O procedimento para avaliar os classificadores foi baseado no conjunto Treino e

Teste, para diferentes tamanho de conjunto de treinamento

Hereino = (200,600, 1.000,2.000, 10.000,20.000),

sendo que cada conjunto de treino é formado de 21% da classe Pele e 79% da classe
Nao-Pele. A amostra teste de tamanho 7.4, = 20.000, sendo 21% da classe Pele e 79%
da classe Nao-Pele. Foi realizada 200 repeti¢cdes do experimento e obtida a média da
Taxa de Erro (TE) e os seus respectivos intervalos de confianca (95%). Para a transfor-
macao T1 foram avaliados os modelos ADL, ADQ, NBN, NBE, NBMFB e MFPB; para
a transformacdo T2 foram avaliados os modelos NBN,NBE, NBMFB, MFPB e MFD.

A seguir apresentamos os resultados obtidos para cada tamanho de conjunto treino

segundo cada classificador com os dados da transformagdo T1.

Tabela 5.1: TE de classificagdo dos Dados Pele e Nao-Pele da T1.

Treino | ADL (T1) ADQ (T1) NBN (T1) NBE (T1) NBMFB (T1) MFPB (T1)
200 | 4,02 [3.97:4,06] | 1,25[1,21;1,28] | 11,00 [10,95;11,04] | 4,40 [4,31:4,48] | 50,00 [49,73:50.26] | 1,05 [1,00;1,09]
600 | 4,60 [4,55:4,64] | 1,30 [1,26:1,33] | 10,50 [10,45:10,54] | 5,75 [5,66:5.83] | 45,90 [45,63:46,16] | 1,70 [1,65:1,74]
1.000 | 3,80 [3,75:3,84] | 0,75 [0,71:0,78] | 10,45 [10,40;10,49] | 4,35 [4,26:4,43] | 51,60 [51,33;51,86] | 1,85 [1,80;1,89]
2.000 | 3,85(3.80;3,89] | 1,25[1,21:1,28] | 11,00 [10,95;11,04] | 4,30 [4,21;4,38] | 49,35 [49,08:49,61] | 2,15 [2,10;2,19]
10.000 | 3,90 [3,86:3,93] | 0,75 [0,71:0,78] | 10,40 [10,35:10,44] | 4,15 [4,06:4,23] | 50,05 [49,78:50,31] | 1,65 [1,60;1,69]
20.000 | 3,90 [3.86:3,93] | 0,80 [0,77;0,82] | 10,55 [10,51:10,58] | 4,10 [4,02:4,17] | 49,90 [49,64;50,15] | 1,70 [1,65:1,74]

Para este conjunto de dados com a transformacao (T1), o aumento do tamanho
do conjunto de treinamento, em alguns casos, os resultados sugerem uma diminuic¢ao da
média das TE para alguns classificadores, (veja Tabela[5.1)). A maior média da TE obtida
foi para o0 modelo NBMFB (51,60%), com a amostra treino simulada iz, = 1.000.
O ajuste que apresentou a menor média para TE foi com o modelo a ADQ (0,75%)

para Mypeino = 1.000€10.000. Porém, o melhor modelo com o menor conjunto treino
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Nyreino = 200, foi 0 modelo MFPB com TE de (1,05%). Analisando so IC’s estes sugerem
que a diferenca do desempenho entre os classificadores ADQ e MFPB nesta situacdo é

significativa.

Tabela 5.2: TE de classificacdo dos Dados Pele e Nao-Pelel da T2.

Treino | NBN (T2) NBE (T2) NBMFB (T2) | MFPB (T2) MFD (T2)
200 | 0,55 [0,53;0,56] | 0,95 [0,91:0,98] | 0,35 [0,34:0,35] | 0,90 [0,87:0,92] | 0.65 [0.63:0,66]
600 | 0,35[0,33;0,36] | 0,40 [0,37:0,42] | 0,40 [0,39;0,41] | 0,60 [0,57:0,62] | 0,80 [0,79:0,81]
1.000 | 0,30[0,28:0,31] | 0,60 [0,57;0,62] | 0,45 [0,44:0,46] | 0,45 [0,42;0,47] | 0,60 [0,59:0,61]
2.000 | 0,35[0.33:0,36] | 0,30 [0,27:0,32] | 0,40 [0,39:0.41] | 0,45 [0.42;0,47] | 0,70 [0,69:0,71]
10.000 | 0,35 [0,33:0,36] | 0,50 [0,47;0,52] | 0,35 [0,34:0,36] | 0.45 [0,42:0.47] | 0,60 [0,59;0,61]
20.000 | 0,35 [0,33:0,36] | 0,50 [0,47;0,52] | 0,40 [0,39:0,41] | 0,45 [0,42;0,47] | 0,75 [0,74:0,75]

Para os dados da transformacdo (T2), em alguns casos, 0 aumento do tamanho
do conjunto de treinamento proporcionou uma diminui¢cdo da média das TE, (veja Tabela
. A maior média da TE obtida foi para a distribuicdo com NBE (0,95%), com a
amostra treino simulada n;,.n, = 200. Os ajustes que apresentaram a menor média para
TE sdo os modelos NBN e NBE com TE de (0,30%). A analise dos IC’s sugere que

existe diferencas significativas entre os classificadores.

Comparando os resultados da T1 e T2, observamos uma melhora significativa na
classificacdo dos pixel em todos os classificadores com T2. O modelo NBMFB, apresen-

tou ser o melhor modelo com 0 menor conjunto treino #yeine = 200, com TE de 0,35%.

5.3 Estudo de Caso 2: Imagens RGB de Baciloscopia

O conjunto de imagens utilizado foi obtido por Junior ef al. (2010). As imagens
correspondem a campos de laminas contendo esfregaco de secrecao pulmonar de pacien-
tes. Esses esfregacos foram preparados com a coloracdo Kinyoun, no Instituto Nacional
de Pesquisas da Amazonia (INPA). Esse conjunto, constituido de 120 imagens de baci-

loscopia de campo claro, com resolugdo espacial de 2816x2112 pixels, é proveniente de
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12 laminas baciloscépicas, veja Figuras[5.6)e[5.7]

O objetivo € classificar os pixels nessas imagens como pertencente a uma regiao

de "bacilo"Mycobacterium tuberculosis ou a regido de "ndo bacilo".

Figura 5.6: Ambiente para a aquisi¢do das imagens.
Fonte: Kimura Junior (2010).

Figura 5.7: Imagem obtida por microscopia com os bacilos marcados por um especialista.
Fonte: Costa ef al. (2008).

A composi¢do da amostra foi formada por 4.800 pixels (metade representando
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bacilos e a outra metade representando o fundo) no formato RGB, obtidos pela extracao de
20 pixels de regides correspondentes a bacilos e 20 pixels de regides que correspondiam
a areas de fundo de cada uma das 120 imagens disponiveis. Nota-se que as classes estdo

sobrepostas com ambas transformagdes dos dados, veja Figura[5.§]
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Figura 5.8: Gréfico 3D para Dados de Baciloscopia. (a)Transformacdo 1 e (b) Transfor-
macao 2.
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Na Figura [5.9/(a) temos os graficos de histograma, dispersdo e correlacdo dos
Dados Baciloscopia para T1, nota-se muita sobreposi¢do das classes, forte correlacao

entre algumas vardveis. O histograma nota-se que na varidvel GT1 os dados seguem um

100



modelo de mistura. Na Figura[5.9](b) temos a transformag@o (T2), onde observamos que
também as classes estdo sobrepostas, forte correlagdo negativa entre algumas varidveis e

os dados na varidvel GT2 seguem um modelo de mistura.

A seguir os histograma dos Dados de Baciloscopia para T1 e T2, sendo apresen-
tado os gréficos de cada classe separadamente. De uma maneira geral na classe "Ba-
cilo"(Figura as varidveis apresentam comportamento distintos, com assimetrias e
caldas alongadas, caracteristica intrinseca aos modelos de mistura finita de densidades,

principalmente, para transformacao T?2.
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Figura 5.10: Histogramas dos dados da classe Bacilo. (a) RT1, (b) GT1, (c) BT1, (d)
RT2, (e) GT2 e (f) BT2.

Na Figurd5.T1) as varidveis da classe "Fundo"apresentam comportamento seme-
lhante as citadas para o grupo "Bacilo". Os gréificos sugerem que na classe "Bacilo"ndo

apresenta modelo de mistura de densidade.
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Figura 5.11: Histogramas dos dados da classe Fundo. (a) RT1, (b) GT1, (c) BT1, (d) RT2,
(e) GT2 e (f) BT2.

O procedimento para avaliar os classificadores foi baseado no conjunto Treino e
Teste, com validacao cruzada método "k-fold", dividindo o conjunto em k = 5 partes. Com
amostra de treinamento 7;ein, = 3.840 (1.920 pixel de Bacilo e 1.920 pixel de Fundo)
Com amostra teste de tamanho n;.g. = 960 (480 pixel de Bacilo e 480 pixel de Fundo).
Para a transformacgdo T1 foram avaliados os modelos ADL, ADQ, NBN, NBE, NBMFB
e MFPB; para a transformacdo T2 foram avaliados os modelos NBN, NBE, NBMFB,
MFPB e MFD.

Foi obtida as médias da Taxa de Erro (TE), Acuracia (A), Sensibilidade (S) e Es-
pecificidade (E). A acuricia nada mais € do que a taxa de acerto, portanto o complementar

da taxa de erro, (veja Levy(1999)):

P+VN
A = VetV (5.3)
VP+FP+VN+FN
P
s = P (5.4)
VP+FN
VN
= T (5.5)
VN+FP

102



VP: verdadeiro positivo, classificar o pixel de bacilo como sendo bacilo;

VN: verdadeiros negativos, classificar o pixel de fundo como sendo fundo;

FP: falsos positivos, classificar o pixel de fundo como sendo bacilo;

FN: falsos negativos, classificar o pixel de bacilo como sendo fundo.

A seguir apresentamos os resultados obtidos para classificagdo dos Dados Baci-

loscopia com transformacdo T1 e T2.

Tabela 5.3: Resultado da classificagdo dos dados da Baciloscopia da T1.

Classificador TE(%) A(%) S(%) E(%)

NBMFB 21,31 79,27 84,71 72,67
MFPB 15,46 84,79 88,38 80,71

NBN 22,40 78,96 78,67 76,54
NBE 21,17 78,85 85,96 71,71
ADL 11,10 88,75 84,17 93,63
ADQ 9,56 90,31 86,63 94,25

Tabela 5.4: Resultado da classificagao dos dados da Baciloscopia da T2.

Classificador TE(%) A(%) S(%) E(%)

MFD 13,83 86,35 83,00 89,33
NBMFB 13,00 86,67 87,71 86,29
MFPB 50,58 50,10 50,54 48,29
NBN 14,13 87,19 78,25 93,50
NBE 10,83 88,96 90,67 87,67

Os resultados na Tabela [5.3]sdo referente a classificagdo dos pixel de imagens do
exame de Baciloscopia com transformacao dos dados (T1). O ajuste que apresentou a me-
nor média para TE foi com o modelo a ADQ (9,56%), acuracia de 90,31% e especifidade
de 94,25%. O modelo MFPB apresentou a melhor sensibilidade (88,38%), indicando ser

o melhor classificador par identificar os pixel de bacilo.
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Na Tabela[5.4]temos os resultados da classificagdo dos pixel de imagens do exame
de Baciloscopia com transformacdo dos dados (T2). O ajuste que apresentou a menor
média para TE foi o modelo a NBE (10,83%), acurécia de 88,96% e sensibilidade de
90,67%. O modelo NBN apresentou a melhor especifidade (93,50%).

Um fato interessante comparando o erro de classificacdo nas duas transformagdes
€ que nos modelos NBMFB, NBN houve diminui¢do da TE. Para os modelos NBE e
MFPB ocorreu aumento da TE, principalmente, para 0 modelo MFPB, que com T1 teve

TE igual 15,46% com T2 passou a ser 50,58%.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho abordamos o problema de estimagdo das densidades condicionais
nas classes em Andlise Discriminante, considerando o caso em que as observacdes do
vetor de caracteristicas estejam contidas no intervalo (0,1). Empregamos como modelos
para estas distribui¢des misturas finitas de produtos de densidades Beta, misturas finitas de
densidades de Dirichlet e o procedimento Naive Bayes com misturas finitas de densidades

Beta.

Os procedimentos de investigacdo e avaliacdo dessas modelagens foram desen-
volvidas através de estudos de simulacdo, com o qual foi possivel observar e analisar as
estimativas dos valores das densidades pontualmente, dos parametros e das taxas de erros

de classificacao.

Nas simulacdes cujo objetivo foi analisar o comportamento das estimativas das
densidades em valores pontuais, notou-se que ambos os modelos conseguiram se ajustar
as diferentes situagdes simuladas, porém, observou-se também que o nimero de compo-
nentes na mistura influenciam na qualidade da estimacado da densidade, principalmente,

para pequenas amostras.

Os resultados das andlises das estimativas dos pardmetros sugerem que para o mo-
delo de mistura finita de produtos de densidades Betas ocorre melhores resultados. Tam-

bém, para o modelo de misturas finitas de densidades de Dirichlet observou-se maiores
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dificuldades na estimac¢do dos parametros, principalmente, para tamanho de amostras pe-
queno. No entanto, verificou-se que em ambos modelos as estimativas tendem a convergir

para o verdadeiro valor do parametro com o aumento do tamanho da amostra.

Com relacdo aos experimentos que envolviam classificacdo, os modelos emprega-
dos no classificador de Bayes se ajustaram as diferentes estruturas simuladas, desde as
mais simples até as mais complexas em termos de separagdo das classes, com taxas de er-
ros bastantes razodveis quando comparadas as dos outros modelos mais usuais que foram

considerados para fins de comparagao.

Nas aplicacdes com dados reais, os classificadores conseguiram se ajustar as ob-
servagdes do problema, apresentando dificuldades, em termos das taxas de erro, no caso

de poucas observacoes por classe.

De modo geral, considerando todos os resultados obtidos nos estudos de simula-
coes e na aplicagdo com dados reais, os classificadores com modelo de mistura finita de
produtos de densidades Beta e de mistura finita de densidades de Dirichlet mostraram-se
competitivos com os classificadores mais usuais considerados no estudo, sendo uma al-
ternativa nos problemas de Andlise Discriminante abordados, em que as observagdes das

variaveis no vetor de caracteristica t€m seus valores no intervalo (0;1).

O procedimento de estimacdo nos modelos investigados foi de mdxima verossi-
milhanca com emprego do algoritmo EM (Expectation and Maximization) para obter as
estimativas. Uma sugestdo para ampliar os estudos realizados, seria empregar procedi-
mentos de estimagdo bayesiana nos mesmos casos simulados € os mesmos conjuntos de

dados reais considerados no estudo realizado.
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Apéndice

Os modelos descritos a seguir sdo referentes ao Estudo de Simulagao 3.
A Estrutura 1 € proveniente de MFD tridimensional com [ = 2:
Classel : f1(x) = 0,5 Dir(x;1;200;500) + 0,5 * Dir(x; 1;100;200).
Classe2 : f>(x) = 0,5%Dir(x;10;2;5) 40,5 = Dir(x;40;2;5).

A Estrutura 2 € proveniente de MFD tridimensional com [ = 2:
Classel : fi(x) = 0,5*Dir(x;10;2;50) 4+ 0,5 % Dir(x;4;3;40).
Classe2 : f>(x) = 0,5 Dir(x;1;2;2) 4+ 0,5 % Dir(x; 1;2;2).

A Estrutura 3 € proveniente de MFD tridimensional com [ = 2:
Classel : f1(x) = 0,5 % Dir(x;10;2;0,5) 4+ 0,5 Dir(x; 1;1;0,2).
Classe2 : f(x) = 0,5*Dir(x;10;2;5) + 0,5 x Dir(x;40;2;5).

A Estrutura 4 € proveniente de MFPB tridimensional com [/ = 2:

Classel : fi(x;®) = 0,4[Beta(x;;1;8)x Beta(x,;2;8) * Beta(xs;3;3)]

+0,6[Beta(x;; 1;8) x Beta(xy;2;8) * Beta(xs;3;3)].
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Classe2 : fr(x;®) = 0,6[Beta(x;50;10) x Beta(x,;50;50) * Beta(x3;30;30)]
+0,4[Beta(x;50;10) * Beta(xy;50;50) x Beta(x3;30;30)].

A Estrutura 5 € provenientes de MFPB tridimensional com [ = 2:

Classel : f1(x;®) = 0,4[Beta(x;;1;8)*Beta(xy;2;8) * Beta(x3;3;3)]

+0,6[Bera(x;; 1;8) * Beta(x;2;8) * Beta(xs; 3;3)].

Classe2 : f(x;®) = 0,6[Beta(x;;5;1)* Beta(xy;5;5) * Beta(x3;3;3)]

+0,4[Beta(x;;5; 1) % Beta(x3;5;5) * Beta(x3;3;3)].

A Estrutura 6 € provenientes de MFPB tridimensional com [ = 2:

Classel : f1(x;®) = 0,4[Beta(x;;1;8)* Beta(xy;2;8) * Beta(x3;3;3)]

+0,6[Beta(x);1;8) x Beta(x,;5;5) * Beta(x3;3;3)].

Classe2 : fr(x;®) = 0,6[Beta(x;;1;8)* Beta(xy;2;8) * Beta(x3;3;3)]

+0,4[Beta(x;;5; 1) x Beta(x;5;5) * Beta(xs;3;3)].

Cada variavel da Estrutura 7 é provenientes de MFB, sendo o conjunto de dados

tridimensional com [ = 2:

Classel : f1(x;®) = [0,4%Beta(x;;1;8)+0,6x%Beta(xy;1;8)]
x[0,4 * Beta(x;2;8) + 0,6 x Beta(x,;8;8)]

x[0,4 % Beta(x3;3;3) + 0,6 x Beta(x3;3;3)].
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Classe2 : fr(x;®) = [0,6xBeta(x;;50;10) + 0,4 * Beta(x;;50;10)]
[0, 6 x Beta(xp;50;50) + 0,4 * Beta(x;;50;50)]

%[0, 6 * Beta(x3;30;30) + 0,4 * Beta(x3;30;30)].

Cada variavel da Estrutura 8 € provenientes de MFB, sendo o conjunto de dados

tridimensional com [ = 2:

Classel : f1(x;®) = [0,4%Beta(x;1;8)+0,6%Beta(xy;1;8)]
x[0,4 x Beta(xp;2;8) + 0,6 x Beta(x;8;8)]

x[0,4 % Beta(x3;3;3) + 0,6 x Beta(x3;3;3)].

Classe2: f(x;®) = [0,6%Beta(x1;5;1)+0,4 % Beta(x;;5;1)]
*[0,6 % Beta(x;5;5) + 0,4 % Beta(x,;5;5)]

%[0, 6 * Beta(x3;3;3) + 0,4 % Beta(x3;3;3)].

Cada variavel da Estrutura 9 é provenientes de MFB, sendo o conjunto de dados

tridimensional com [ = 2:

Classel : f1(x;®) = [0,4%Beta(x;1;8)+0,6x%Beta(xy;1;8)]
*[0,4 * Beta(x;2;8) + 0,6 x Beta(x,;8;8)]

x[0,4 % Beta(x3;3;3) + 0,6 % Beta(x3;3;3)].

Classe2 : f(x;®) = [0,6%Beta(x1;2;9)+0,4 % Beta(x;;5;1)]
*[0,6 % Beta(x;3;9) + 0,4 % Beta(x,;5;5)]

*[0,6 % Beta(x3;5;5) + 0,4 x Beta(x3;3;3)].
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