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Neste trabalho propomos o modelo de regressdo tobit baseado na distribuicdo ge-
neralizada Birnbaum-Saunders (Barros et al. (2008)). Implementamos uma abordagem
baseada no método da maxima verossimilhanga para obter as estimativa dos parametros e
derivamos medidas para andlise de residuos e diagndstico. Em seguida fizemos um estudo
via simulacdes de Monte Carlo com o objetivo de avaliar o desempenho dos estimado-
res de maxima verossimilhanga do modelo proposto. Por fim, ilustramos a metodologia
proposta usando um conjunto de dados reais.
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Capitulo 1

Introducao

Em estudos com modelagem estatistica encontra-se alguns casos em que a variavel de
interesse possui algumas limitagdes nas extremidades (inferior ou superiormente). Nesse
contexto [Tobin (1958) introduziu uma metodologia alternativa ao modelo de regressao,
uma vez que esses dados limitados causam violacdo no pressuposto de linearidade em
modelos de regressdao. Dessa forma, Tobin (1958) sugeriu interpretar o valor extremo
da varidvel resposta como sendo censura, metodologia conhecida como modelo tobit. O
modelo tobit tem sido usado em estudos nas diversas dreas (ver e.g. Amemiya (1984);
Mroz (1987); Barros et al. (2008))). Considerando-se a abordagem apresentada em [Tobin
(1958)) nota-se que o autor assumiu normalidade para o termo aleatério do modelo, con-
tudo essa suposicao pode ndo ser adequada em algumas aplicacdes, dada a necessidade
de uma modelagem mais robusta. Com isso, alguns autores desenvolveram modelos tobit
mais flexiveis, principalmente no contexto de estudos com dados de andlise de sobrevi-
véncia, na qual a varidvel resposta censurada normalmente possui assimetria positiva, ou
bimodalidade e caudas mais pesadas ( ver e.g. (Galea et al. (2004); |[Barros et al. (2010);
Martinez-Florez et al. (2013a)); Martinez-Florez et al. (2013b); Leiva et al. (20144)). [Bar-
ros et al. (2018) propuseram uma generalizacdo para o modelo tobit, introduzindo a fa-
milia de distribuicdes de contornos elipticos, que oferecem distribui¢cdes mais flexiveis
para modelar valores extremos, como a distribuicao #-Student que em particular é co-
nhecida por possuir caudas mais pesadas, e discutiram uma andlise entre o0 modelo tobit
normal e o modelo tobit baseado na distribuicdo 7. Além disso, De Sousa et al. (2018))
desenvolveram um novo modelo tobit, baseado em modelos assimétricos, a distribui¢ao

Biunbaum-Saunders, apresentando uma andlise diagnéstica de influéncia global e local.



A distribuicdo Birnbaum-Saunders (BS) foi desenvolvida por Birnbaum & Saunders
(1969) com o interesse de verificar o tempo até a ocorréncia de alguma falha em materiais
causada devido a danos. Varias metodologias baseadas na distribuicdo foram propostas.
Por exemplo, Rieck & Nedelman (1991) apresentaram um modelo log-linear Birnbaum-
Saunders a qual é um caso particular da classe de distribui¢des seno-hiperbdlico normal,
Owen & Padgett (2000) apresentaram modelos BS para tempo de vida acelerado. A BS
tem sido aplicada em diversas dreas, na qual destacamos alguns trabalhos no contexto de
analise com dados médicos, sao estes: [Leiva et al. (2007)); Barros ef al. (2008); Qu & Xie
(2011) e Leiva (2015).

Diaz-Garcia & Leiva-Sanchez (2005) apresentaram uma generalizacdo da distribuicao
BS, baseado em distribuicdes de contornos elipticos, também chamada de distribuigdes
simétricas (ver e.g. /Anderson (1990); Fang (1990) e (Galea et al. (2000)). O objetivo
dos autores ¢ modelar dados com diferentes graus de assimetria, curtose e com caudas
pesadas. Barros et al. (2008]) apresentaram uma nova classe de modelo de regressao
aplicados em dados de sobrevivéncia, onde € realizado uma anélise entre o modelo BS e
o modelo BS-z. Barros et al. (2009) desenvolveram um pacote na linguagem R, chamado
gbs usado para analisar dados com ou sem censura, usando a distribui¢do generalizada
Birnbaum-Saunders (GBS), veja mais em|Leiva et al. (2009).

Desta forma, este trabalho tem como objetivo apresentar o modelo de regressao to-
bit usando a distribui¢do GBS. De forma especifica, apresentamos os principais recursos
inferenciais para a distribuicdo BS-z. Esta dissertacdo estd dividida da seguinte forma.
No Capitulo 2 apresentamos uma breve revisio para contextualizacdo da distribuicao BS,
posteriormente a GBS, e finalizamos o capitulo descrevendo a forma inicial do modelo
tobit. No Capitulo 3 apresentamos o modelo tobit-BS-7, sua estimagdo e alguns resulta-
dos assintéticos. Em seguida, descrevemos a andlise dos residuos e alguns métodos de
diagnésticos para o modelo. No Capitulo 4 avaliamos um estudo de simulagdo, e tam-
bém aplicamos a teoria estudada a um conjunto de dados. No Capitulo 5 descrevemos as

principais conclusdes e citamos propostas futuras.



Capitulo 2

Preliminares

Neste Capitulo iremos apresentar propriedades da distribuicdo BS, visto que, como
mencionado anteriormente, iremos obter um modelo baseado em uma de suas generaliza-
¢des. Em seguida apresentamos a distribuigio GBS, na qual descrevemos na Tabela[2.T]as
expressoes das funcdes densidades que podem ser obtidas para distribui¢des dessa classe.
Dentre estas, focaremos no caso especifico BS-7, em que apresentamos algumas de suas
propriedades, como por exemplo: geracdo de nimeros aleatérios, momentos, entre ou-
tros. Por fim, introduzimos os principais conceitos sobre modelos tobit, metodologia

apresentada em Tobin (1958)).

2.1 Distribuicao Birnbaum-Saunders

A distribuicdo BS proposta por Birnbaum & Saunders (1969) é conhecida como mo-
delo de tempo de fadiga. Por conta de suas propriedades matematicas, como também
devido a sua estreita relacdo com a distribuicdo normal a BS tem sido objeto de estudo
de diversos pesquisadores nos ultimos cinquenta anos. Desde entdo a BS foi aplicada a
dados reais de diversas areas. Aos leitores interessados recomenda-se ver [Leiva (2015)),
visto que o autor faz um apanhado sobre tudo que ja foi desenvolvido com a BS até aquele
momento.

Seja T uma varidvel aleatéria que representa o tempo até a ocorréncia do evento in-

teressado, entdo podemos assumir que essa varidvel segue uma distribuicdo BS se sua



funcdo de distribui¢do acumulada (CDF) € dada por

E(nmc)ﬂb(é(w_c—w_/r)), @.1)

emquet >0, >0,0>0eP¢éaCDF de uma distribuicdo normal padrdo, iremos
denotar por T ~ BS(o, ). Os parAmetros o e o representam a forma e escala, respecti-
vamente. Além disso, a BS € uma distribuicdo unimodal e assimétrica a direita. A fungao

densidade de probabilidade (PDF) da varidvel aleatéria T em (2.1)) é expressa por

fT(t;a,G):i (WJr o-/ﬁ)cb(é <\/t/_6—\/6_/t>) (2.2)

A PDF dada em (2.2) pode ser reescrita como,

-2 1 3
fT(t;a,o):ZL\/%exp (ﬁ (é+%>)t2(t+c). 2.3)

A partir de (2.1)) e (2.2) obtemos a representagio estocdstica da varidvel aleatéria 7,

em termos da distribui¢do normal padrio, Z ~ N(0, 1), dada por

T=o0 (aZ/2+ (aZ/2)* + 1)2

2= (VT]o~/a]T) ~N(O.1)

Algumas propriedades da distribui¢cdo BS s@o apresentadas a seguir:

i) O r-ésimo momento da distribuicao BS é dado por,

r L2\ & () r—j+i))! 2(r—j+i)
oo (B () (5

i=0

ii) Parab >0, bT ~ BS(o,bo ), mostrando que a BS € fechada sobre um multiplicador

escalar (proporcionalidade);



iii) 1/T ~ BS(o,1/0) implicando que a BS é fechada sobre a reciprocidade;

1v) o parametro ¢ € a mediana da BS, que pode ser obtido diretamente quando g = 0.5

da sua fun¢do quantil dada por

2
o o
t(g;a,0) =F; ' (g;a,0) =0 #‘f— %—Fl , 0<g<1,

em que z(q) € a funcdo quantil da normal padrao.

A demonstragdo das propriedades acima, pode ser encontrada em |Balakrishnan et al.
(2009). Através da equagdo (2.4)), obtemos a esperanga e a variancia da distribui¢do BS

com parametros & e o, dada por

2

E(T):G(H—%) e Var<T>:(ao)2(1+ST“2>.

Podemos definir a funcdo de sobrevivéncia (SF) para a distribuicdo BS, usada para

calcular a chance de uma observacao nao falhar até o tempo ¢,

) e

Outra importante medida usada na caracterizacdo de modelo de sobrevivéncia € a

ST(Z‘;OC,G) = 1—FT(I;(X,G) =1-®

funcdo taxa de falha (HR). A HR mensura a taxa instantanea de falha da varidvel, em um
determinado tempo ¢, conforme define |Giolo & Colosimo (2006). Para a distribuicao BS,

podemos obter HR a partir das fungdes dadas nas equacdes (2.3) e (2.5)), que é dada por

exp(a®) o o (1 (L4 o\);3
) ———exp(572(5+7))t 2(t+0)
hr(t; o, 0) = Jr(t;2,0) _ 20varo <2“2 (o l)> . (2.6)

Sr(t; 0, 0) 1—‘19[% (\/g_\/%]

A Figura @ nos mostra a flexibilidade da distribuicao BS, nela encontramos as fun-

coes; densidade, sobrevivéncia e taxa de falha para diferentes valores do parametro «.
Como mencionado anteriormente, temos que & € o parametro de forma e conforme au-
mentamos o seu valor a assimetria da BS aumenta, ver Figura 2.1 Observamos também

que a HR dada na equacdo (2.6) assume valor zero em ¢t = 0, ndo possui um comporta-



mento mondtono, cresce até um valor maximo e em seguida decresce até um certo tempo

t.

15

10

05

0.0

Figura 2.1: Plot da PDF, SF e HR da distribui¢do Birnbaum-Saunders (¢, 0 = 1).

2.2 Distribuicao Generalizada Birnbaum-Saunders

A GBS ¢ definida em termos de distribui¢des simétricas em R, também conhecidas
como distribui¢des univariadas de contornos elipticos; veja Fang (1990) para mais deta-
lhes. Assim, a variavel T segue uma distribui¢do GBS, denotada por T ~ GBS(«, 0, ),
em que o € o parametro de forma e ¢ € o pardmetro de escala, e f ¢ uma PDF associada

a uma densidade simétrica. Especificamente, temos que

T c [aer a2z2+4} ~ GBS(o,0,f),

=2z VF)

em que z segue uma distribui¢ao simétrica em R, que é denotado z ~ S(f). APDFde T é

fr(e)=f (a-l Ng - \@] ) (2a0)"! [\f% - ( ?)3] , @.7)

emque f > 0,0 > 0,0 > 0. Algumas propriedades da distribuicdo GBS sdo apresentadas

com

a seguir (veja Sanhueza et al. (2008))):

i) Se T ~ GBS(a,o0,f) entdo, aT ~ GBS(a, a0, f), paraa > 0;

ii) Se T ~ GBS(«, 0, f), entdo a varidvel aleatéria T~! ~ GBS(a, 67!, f), ou seja, a

distribuicao GBS € fechada sob reciprocidade.

6



A motivacdo para o uso da distribuicio GBS deve-se ao fato de conter uma familia de
distribui¢des mais flexiveis, por possuirem caudas mais ou menos pesadas, quando com-
parado a distribuicdo BS. Diaz-Garcia & Leiva-Sanchez (2005) consideraram diferentes
distribui¢des para a densidade f. Por exemplo: Laplace, logistica, normal (que cai na

distribui¢do BS), #-Student, entre outras, veja a Tabela 2.1] abaixo.

Tabela 2.1: Se T ~ GBS(o,0;f), com a > 0 e o > 0. Entdo, para as distribui¢cdes
indicadas, a PDF de T € dada por :

Distribui¢do Fr(0)
1 )

BS S;agexp(_ﬁ[é—k%_z])([é 2+[é] 2), t>0.

s (il vl (141, >0

Logistico elelVe ViDL | o iﬂ]v t>0.

Exponencial Poténcia ;;2;(‘"1]) exp (—gc \/g—\/? ] 1 , >0, r,5>0
2s
Canchy o (1 a4 +9-2) " ([ +[2] ), >0

Em particular, se z tem uma distribui¢do z-Student, onde v representa os graus de

liberdade, denotado por z ~ t,,. Entao

(0}
=2 [az+ a2z2+4] ~ GBS(a,0,1),

4
onde a PDF ¢é dada por
L(“3) (v Lt o N2 e+0)
fT“)—zaFWWEH W(EJ“?_Z)] g @d

comt > 0.

A CDF da variével aleatéria T € dada por

Fr(t;a,0,v) =, (a‘l [\/g— @]) ,

em que P, denota a CDF da distribui¢ao #,,. As fun¢des SF e HR da varidvel aleatéria T

Sr(t;@,0,v) = &, (_é [\/g_ \@D

€ expressa por



L) [+ (6 +5-2)

vo?

2aF(v/2)\/m¢t<a—1[ t/o— G/t])\/t_3

hr(t;o,0,v) = , >0, (29

O valor esperado e a variancia da varidvel T sdo dadas respectivamente por

comV>2e

comV >4,

A Figura 2.2 mostra a fun¢do densidade GBS(a = 0.5,0 = 1,t,), também denotado
por BS-t(ae = 0.5,0 = 1, V), com diferentes valores para o grau de liberdade v. Observa-
se que a medida que o pardmetro Vv cresce, a distribuicdo BS-f tende a distribuicdo BS.
A Figura[2.2) mostra o comportamento da HR para a distribui¢do BS-¢ dada pela equagio
(2.9). Observa-se que essa fun¢do ndo € mondtona, assume valor zero no tempo ¢ = 0,
atinge seu valor maximo, depois decresce e estabiliza em um determinado tempo. Além

disso, notamos também que quanto maior for o parametro v, maior serd a HR.

= < w0
= = B

08
20

0.6
1
15

PDF
04

HR
10

0.2
I
05
1

0.0
0.0

time time

Figura 2.2: Plot da PDF, SF e HR da distribuicdo GBS(ax =0.5,0 = 1,1y).

2.3 O modelo tobit

Considere {Y1,...,Yu, Y11, .., Y, } uma amostra aleatéria de tamanho n da varidvel Y
com censura a esquerda ( de zero, ou de algum limite de deteccio minimo), com observa-

coes independentes (ID), ndo necessariamente independentes e identicamente distribuidas

8



(IID). Assumimos ainda que esta amostra possui m observacdes censuradas a esquerda,
e (n—m) observagdes (completas ou ndo censuradas). Desta forma, este esquema de
visualizagcdo da censura pode ser utilizado para constru¢do do modelo de regressao com
uma varidvel resposta censurada Y™, que € chamada de varidvel latente (ndo observada).
Assim, os dados censurados m (ndo observados) correspondentes aos valores de Y* me-
nores ou iguais a um ponto limitante yy (censura a esquerda), de maneira que todas essas
observagdes tomam o valor yg. Os outros dados (n — m)(observados) estao ligados com
os valores de Y* maior que yq, que pode ser escrita por uma estrutura de regressio linear
do tipo Xl-T 3. Essa estrutura de modelagem, apresentada pelo modelo tobit normal com
resposta censurada a esquerda é dada da seguinte forma

, Y <vyp, i=1,...,m,
yi—={ " i =Y (2.10)

X/ B+¢&, Y >y, i=m+1,...,n,

em que & ~ N (0, 62) representa o erro aleatério do modelo, 3 é o vetor de coeficientes da
regressao, que representa os parametros desconhecidos a serem estimados, € X; € um vetor
contendo os valores das covaridveis. Observe que yo dado em (2.10) é um valor limitante
pré-fixado, responsével por tornar a resposta do modelo de regressdo definido em (2.10)
ser limitado (ou censurado), como estabelecido originalmente por Tobin (1958).

Observe a similaridade existente entre 0 modelo probit normal (ver e.g, Aldrich &
Nelson (1984)) e o modelo tobit normal descrito em (2.10). No modelo probit normal a

resposta € uma varidvel latente (ndo observada) descrita por
Y =x/ B+, i=1,....n. (2.11)

em que X;', 3 e & sido definido analogamente em (2Z:10). Como nio é possivel observar a
varidvel latente Y;*, a varidvel indicadora é
0, Y"<yp, i=1,....m
Yl' _ ) i ) ) s T1hy (212)
I, Y*>yy, i=m+1,...,n.
Os modelos probit e tobit s3o os mesmos para a varidvel latente Y*, mas os modelos
para a varidvel resposta observada Y sdo diferentes. No modelo tobit, sabemos o valor de

Y* quando Y* > yg, enquanto que no modelo probit apenas sabemos que Y* > yy, mas



ndao conhecemos o seu valor. Desta forma, hd mais informacao no modelo tobit, do que
o modelo probit. Além disso, as estimativas de 3 pelo modelo tobit sdo mais eficientes
que pelo modelo probit. Além das vantagens dos modelos censurados permitirem estimar
a variacdo de Y* que ndo € possivel para observacdes censuradas pelo modelo probit
(De Sousa et al. (2018])). Veja Scott Long (1997) para mais detalhes sobre logit, probit e

tobit.
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Capitulo 3

Modelo de regressao tobit-BS-7

Neste Capitulo introduzimos o modelo de regressao tobit em que a varidvel resposta
possui distribuicdo GBS, ou seja, vamos considerar o caso em que a varidvel com distri-
bui¢do tobit-GBS possa ser modelada por covaridveis explicativas e parametros desconhe-
cidos. Em seguida, apresentamos a parte inferencial para um caso particular, o modelo
tobit-BS-7. Descrevemos a estimagdo dos parametros do modelo proposto, além disso,
alguns resultados assintéticos bem como a funcio escore e a matriz hessiana sdo mostra-
dos. Por fim, apresentamos algumas medidas de avaliacdo residual e alguns métodos de
andlise diagnostica baseados na influéncia local proposta por Cook (1986), porém agora

baseada na distribui¢do GBS, conforme descrita em Leiva et al. (2009).

3.1 Modelo tobit-BS-¢

Considere a representacao para o modelo BS-¢
T; = exp(x; B); i=1,...,n, (3.1)

em que T; é a varidvel resposta e §; ~ GBS(c, 1,ty) é o erro do modelo. Entdo, com base
na propriedade (i) da GBS, temos que 7; = exp(x ' 3) ~ GBS(«,exp(x' 3),ty). Aplicando
o logaritmo em (3.1]), nés obtemos

Yi=x,B+¢, i=1,....n, (3.2)
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em que Y; = log(T;) é a log-resposta, xiT € o vetor de covaridveis, 3 € um vetor de coefi-
cientes associados as covaridveis e g = log(6;) ~ log—GBS(«,0,1y).

Com base nessa descri¢do da distribui¢do BS-#, que é dada pela equagio (2.8)), temos
o seguinte resultado: se Y = log(T), em que T ~ BS-t(at,,V), entdo ¥ = log(T) ~
SH(o,y=10g(B),2,ty) =log—BS-t(a,B,v), em que SH é a notacdo para distribui¢cdes
seno-hiperbodlicos (veja e.g. |Diaz-Garcia & Dominguez-Molina (2006) e Cancho et al.

(2010)). Portanto a PDF de Y é dada por

(v+1)/2

~a(va)l/2r(v)2) cosh (y_Tu) {1+% {Sinh (y_T“)r}_ 39

emquey € Reu e R. ACDFeaSFdeY sao dadas respectivamente por,

Fr(y) =@ [% sinh <y‘T“)]

Sy(y) =&

2. (y—U
asmh (T)} ,

em que ®; € a CDF da distribuicdo t-Student. Os parametros @ e [ sdo responsaveis
pela forma e locacdo (média), respectivamente. Enquanto v € o grau de liberdade da
distribuicdo ¢, responsdvel pela forma da curtose da distribuicdo. Além disso, o estd
relacionada com a modalidade da distribui¢ao, conforme descreve |[Barros et al. (2008)) .
Desta forma, baseado na defini¢do do modelo tobit, nés obtemos o modelo tobit-BS-¢

N )
0, F <y, i=1,...,m,
Y, — y Yi Y (3.4)

X/ B+¢&, yi>y, i=m+1,...,n,

em que y; = logT;*, T € a varidvel latente observada para valores maiores que y( €

censurada caso contrario, 3, X e & sdo definidos anteriormente.

3.1.1 Estimacao

A estimagdo dos parAmetros do modelo tobit-BS-¢(o, 3, v), definido em (3.4), é rea-

lizada pelo método de maxima verossimilhanca (ML). A funcdo de log-verossimilhanca
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do modelo proposto com vetor de pardmetros 8 = (c,3) " obtido de (3.3)), é dado por

v+1

o) = (n—m)logF( )—(n—m)log(z)—<”_2m>1og<nv) (3.5)

—(n— m)logF( ) Z log(&i1) — 2)

i= m+l i=m+1

(n—m)log(v +Zlog @, (85)],
i=1

(v+1)

T

em que

X, 3 2 x, 3 e 2 . (yv—x/B
&1 = cosh ( 3 ) En = po sinh ( 3 ) H= asmh (T) )

Para obter o estimador de mdxima verossimilhanga de 6 é necessario maximizar a
funcdo de log-verossimilhanca dada em (3.5). O vetor escore é d¢(6)/d0 = (éa,ég)T

que contém as primeiras derivadas da fun¢do de log-verossimilhanga (3.5]), onde

‘ _l(ég) 2 i=1,...m,
fa = w(E3)EZ-1 . (3.6)
i) at , = m+ 1,
c
j —%l(éfz)cosh(ﬁi), i=1,...,m,
tp = (3.7)

%] T e .
—tanh(5;) + Jzw(&3)sinh(28;), i=m+1,...,n,

em que & = (yo—x;' 3)/2, comi=1,....m, & = (yi—x/3)/2, comi=m+1,...,n
e A(E5) = ¢i(E5)/Pi(E5) e w(élz) (v+ 1)/(v+E&3). O estimador ML de 0 € ob-
tido igualando as equagdes (3.6) e a zero. Porém, os dois sistemas de equacdes
ndo apresentam uma solucdo analitica fechada, sendo necessario a utilizacdo de méto-
dos numéricos para maximizarmos o logaritmo da funcdo de verossimilhanga. [Leiva
et al. (2007) sugerem o uso do algoritmo quasi-Newton, Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno (BFGS), usando como valores iniciais para o procedimento numérico, o> =
4(sinh((y; —x' 8)/2)?)/(n—m) e B = (XTX) ' X Ty, onde X é composta pelas li-

nhas com Xx;.
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3.1.2 Inferéncia

A inferéncia assintética para o vetor de parAmetros @ = (o,3) ", é baseado na distri-
bui¢do normal p-variada. Sob as condi¢des de regularidades definidas em |Hinkley & Cox
(1979), os estimadores de maxima verossimilhanca & e ,@ sd0 consistentes € possuem
distribui¢do assintética normal multivariada. Esta distribui¢cdo tem um vetor de média
assintética, com elementos ¢ e 3 e tem uma matriz de covaridncia assintética igual a
J(6)~!, em que pode ser aproximado pela esperanca da matriz de Informagio de Fisher

(IF). Entdo, para n — oo, nds temos que

~

D _
\/ﬁ(e -0) = N(p+1) [0(p+1)"](9) 1} )
em que a média converge em distribui¢do para 0, 1), um vetor de zeros (p+1)x1,e

J(0) = Tim ~1(9),

n—oo

com 1(@) sendo o valor esperado da matriz IF. Observe que 1(8)~! é um estimador con-
sistente para a matriz de variancia-covaridncia assintética de 6, dito J(0)~!. Na pratica,
pode-se aproximar o valor esperado da matriz IF, pela sua versao aproximada (ver e.g,
Efron & Hinkley (1978)), considerando os elementos da matriz de informacdo inversa
observada, usada para aproximar os erros padrdes (SEs) correspondentes. A matriz IF

observada € obtida a partir da matriz hessiana, que contém as derivadas de segunda or-

dem da equacao (3.5)), dada por

r(G) k'X
/- , (3.8)
X'k X'vX

emque V =diag(v{(0),v2(0),v3(0),...,v.(0)), k= (k1(0),k2(0),k3(8),...,k,(0))",
e G = diag(g1(0),92(0),93(0),...,9x(6)), com
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/V(i,z)[chh((s)] 4 /1(5,2) 5 i=1 m
vi(0) = o 7 o

(sech(8)" _ 20" (é; )(smh(25)) (élz)zozSh(m), i=m+1

A'(E5)sinh(28;) | A(E5)cosh(5;) .

+ ) - 17 ) )
ki(9) = 2 3326 “ l !
L[ /(612)612"”"’(5 )] i=m+1,...,n,

0(0) = FIA(E5)(E5)* +285A(85)], i=1,....m,

b 2w EE - 2WEE =t ,n

em que A'(+) e w/(-) sdo as derivadas de A(-) e w(-) dadas na equagdo (3.7), respectiva-

mente.

3.2 Analise de residuo e diagnéstico

A andlise residual tem como objetivo avaliar as suposi¢des feitas sobre o modelo, e
detectar observacoes atipicas. De acordo com Paula (2015) a andlise residual € uma etapa
importante para verificar o ajuste do modelo, e os possiveis afastamentos dos pressupos-
tos. Em modelos de regressdo normalmente sdo utilizados os residuos padronizados e os
de Pearson, contudo de acordo com Barros et al. (2010) em aplicacdes de modelos tobit,
mesmo sobre normalidade, esses tipos de residuos parecem ndo ser adequados. Para o

modelo tobit-BS-¢ utilizamos o residuo de Cox-Snell generalizado (CSG) que é dado por

rS6 = —log (Sy(vi o, B,x)), i=1,....n,

em que Sy é o estimador da fungdo de sobrevivéncia, no modelo definido em (3.4). Ob-

serve que o estimador da SF do modelo log-GBS, avaliado no caso i, ¢ dado por

o
SY(yi;a,B,X)ZCPz( imnh( > B)), i=1,...,n. (3.9)

Uma observacg@o importante sobre o residuo CSG, é que independente da especifica-
cdo do modelo, ele segue uma distribuicdo Exp (1) (ver e.g. Bhatti (2010); |Leiva et al.
(2014b)).
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3.2.1 Influéncia Global

Uma medida muito usada para avaliar a exclusdo da i-ésima observacdo € o desvio

entre log-verossimilhangas (LD), definido por

LDi(H)zz[é(é\)—E( )l (3.10)

-~

em que 6; denota o estimador ML obtido apds a eliminagdo da i-ésima observagéo,
i=1,...,n. Aideiabdsica desse método € comparar a diferencga entre é(i) e § e avaliar se
é\(i) estd de alguma forma afastado de 5, entdo a i-ésima observacgdo € considerada como
influente. Com base nessa medida de comparacdo entre 0 e 5@, Cook (1977) propos
outra métrica chamada distancia de Cook, usada na verificagdo do efeito que cada caso
produz na estimacao dos parametros. Cook (1977) sugeriu a eliminacdo de cada caso e a
avaliacdo da funcdo de log-verossimilhanga para o caso i removido. A distancia de Cook
generalizada (GCD) para o modelo tobit € mostrada por |Barros et al. (2018)), e possui a

seguinte forma

1 o~ o~

. - _pn .N\/1 _n.. -
GCD,(Q) p—|—1 (9 0(,))6 (0 0(,)) , 1 1,...,I’l, (311)

em que p € o numero de coeficientes da regressdo do modelo. Para facilitar os célculos,

usa-se as aproximagdes de primeira ordem em 6 — §(i) ~ B(l.)lf(,-) na equacdo (3.11) e

reescrevemos

L T, s o
Gey(0) = [thiiy (-Dij e(,-)], i=1,....n, (3.12)

em que £;) e £(;) sdo o vetor escore e a matriz hessiana do modelo definida nas equagdes
(3.7) e (3.8), respectivamente, avaliados @ = 6 e considerando a eliminagdo do i-ésimo
caso. Normalmente, a andlise diagndstica € realizada no vetor de coeficientes 3. Nesse

caso, temos
GCD;(B) =~ [(B—Bu)l " (B—Bw)|, i=1,....n. (3.13)

Alguns autores sugeriram considerar um caso i como potencialmente influente em 3,

se o valor da GCD para o caso i for maior que 2/n, nesse caso a observagdo é considerada
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potencialmente influente na estimagdo do vetor de pardmetros, veja mais detalhes em Zhu

& Zhang (2004); Barros et al. (2010); |Barros et al. (2018) e De Sousa et al. (2018)).

3.2.2 Influéncia Local

O método de influéncia local tem o objetivo de verificar a existéncia de observacdes
(pontos) que, sob pequenas modifica¢des, causam alguma interferéncia nos resultados do
ajuste proposto, ou seja, pontos que estejam causando afastamento das suposi¢des feitas
no modelo (Paula (2015)). Este método utiliza a andlise do gréfico de influéncia baseado
no conceito de curvatura normal, bastante conhecido em literaturas de geometria dife-
rencial. Essa técnica usa o afastamento pela funcdo de verossimilhanga em torno de um
ponto particular (ver e.g. Cook (1986)). Esse método ndo necessita de nenhuma eli-
minacdo. Existem muitas maneiras de realizar a anédlise de influéncia local, vamos usar
ponderagdes de casos, pertubacdo de casos na varidvel resposta e na covaridvel. Seja
¢(0) a fungdo de log-verossimilhanga, em que 8 = (a,3) " é o vetor de parimetros em
interesse. Denotamos ¢(@|w) a fun¢do de log-verossimilhanca, definida em (3.5) para o
modelo perturbado, em que w = (wy,w>, ... ,<..J,,)T € um vetor de pertubacdo em um sub-
conjunto Q € R”. Com o objetivo de avaliar a influéncia da pertubagdo sobre as estimati-
vas de 6,/Cook (1977) propds uma generalizagdo da LD definida em (3.10), o afastamento

pela verossimilhanga LD(w), definido dado por
LD(w) = 2(£(0) — £(0.)), (3.14)

em que 6, denota o estimador ML sobre o modelo ¢ (Olw).

Com o interesse de estudar o comportamento da fun¢do LD(w) em torno de uma
vizinhanga, (Cook (1986)) sugeriu o estudo da curvatura normal em uma vizinhanca no
ponto wo = (1,1,...,1)T, chamado de vetor de nio perturbaciio, na direcdo arbitréria de

um vetor unitdrio t, com || ¢ ||= 1. Em geral, a curvatura normal possui a seguinte forma,
C(0) =2t AT AL,

em que A é uma matriz de perturbacio (p x n) e £ é a matriz hessiana, apresentada na
equacdo (3.8). A matriz A, depende do esquema de perturbacdo usado e seus elementos

sdo dados por
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o 9U6lw)
Yo 89,-8wj ’

parai=1,...,.ne j=1,...,p+ 1 avaliados em 6 = 0ew = wo. Com o objetivo de
buscar observagdes influentes sob pequenas perturbagdes, Barros et al. (2010) propuseram

o grafico baseado no autovalor 1,4, associado a curvatura normal, que pode ser obtido

usando o autovalor maximo de
B(6)=|ATI A, (3.15)

Quando o interesse € avaliar a influéncia parcial do vetor de parAmetros (3, entdo (3.15))

fica dado por
C(0)=2|1"AT (71 =B))AL]. (3.16)

Observa-se que, no caso de (3.16)), o parametro & € removido da andlise. Portanto, a

verificag@o de pontos influentes € realizada somente sob 3 e B assume a forma

B, = . (3.17)

Da mesma forma, se o interesse é apenas em o, entdo (3.16)) é expressa por

C(0)=2|1"AT(I7' —By)AL |, (3.18)
em que B, para o modelo é dado por

0 0
By = , (3.19)
0 (XTvx)-!

em que tanto tr(G) e (X' VX)~! sdo obtidos a partir da matriz hessiana para o modelo,

dada por (3.8).

Além de considerar a dire¢do do vetor maximo da curvatura normal ¢p,x, Uma im-
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portante direcdo pode ser utilizada para avaliar a influéncia local em 6. O vetor 1 = ¢;,
corresponde a dire¢do da i-ésima observacao, em que e;, € um vetor n X 1, com base cand-
nica de R”, que assume o valor um. Denotamos a curvatura normal, com o objetivo de

verificar a influéncia local total do i-ésimo caso dada por
C,(G) =2 | bii |, = 1,...,11,

em que b;; representa o i-ésimo elemento da matriz definida em (3.15)) para cada caso
especificado. Verbeke & Molenberghs (2000) propdem considerar que uma observagao €

potencialmente influente em 6, se C;(6) > 2C(0), em que

como potenciais pontos influentes, veja detalhes em [Zhu & Zhang (2004).

Pertubacao de casos: Este esquema tem como objetivo avaliar se casos com diferentes
pesos causam algum impacto nas estimativas ML do parametro 0. Este esquema é um
dos mais utilizados na avaliac@o de influencia sobre um modelo. Considere a fungao de
log-verossimilhanca ¢(0|w) = Y7 | wi/;, com ¢; dado em (3.5) e w € [0,1]. Tomando a

derivada parcial com relagio a w ', obtemos,

T

em que ¢;, ¢ um vetor (n x 1). Ap6s avaliar 6 a 6 e w a &, obtemos a seguinte matriz de

pertubacio para este esquema

n
A=Y hiey, (3.20)
i=1
em que &; € dado por
94i(8)
_ Jo
hi = 94;(0)
Jp

Através da fun¢do de log-verossimilhanca definida em (3.5)), obtemos uma expressao

explicita para h;, dada por



lo;(B|lw) =a; = « ' N (3.21)

X 17L cosh(; i=1,....m,
l5,(0]w) = b; = (i) cosh(8). (3.22)
—1tanh(§;) + éw(éiz) sinh(26;), i=m+1,...,n
A matriz de perturbagio de casos ponderados dada por A e definida em (3.20), é
decomposta em Ay = (ai,...,a,) € Ag = X"diag{by,...,b,}.

Perturbacao na resposta: Muitas técnicas sdo usadas para considerar uma perturbagao
na variavel resposta. Consideramos um esquema de perturbacio na resposta, conhecida
como perturbacdo aditiva, que € definida por Y;, = Y; +w;Sy, parai =m+1,...,n, em
que Sy € um componente escalar que pode ser considerado, o desvio padriao (SD) da va-
ridvel resposta. A funcdo de log-verossimilhanca do modelo sob perturbagdo na varidvel

resposta € dada por

;.":]culog[d)t(gic)} i=1,....m

{(0|w) o oW [log(éi ) — {(v+1)}log (v+512)] , I=m+1,...,n,

(3.23)

em que &1, &p e &5 estdo definidos em (3.7) depois de mudar Y por Yj,,. Neste caso nds

temos os seguintes elementos para a matriz A de perturbagdo na resposta,

Aq = (Cmt1,--+5Cn); Ag= XTdiag{de,...,dn},

em que

Sy {cosh(5-)/l(§lz) + Lsinh(28,)A (5,2)} i=1,....m,
5 |&naw(€d) +En i (ED)]. i=m+ 1.,
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L 5 {E50(65) + (cosh(8))%2'(65) } ci=1,....m,
’ Sy[zcosh(25) (ES) —L(se h(6,))2—%sinh(z&-)wl(éé) Ci=mal,...n,

avaliados em 6 = 0 e w = wyp. Vale observar que sob o esquema de perturbacdo na
resposta em modelos tobit, s6 faz sentido a parte ndo censurada dos dados. Isso ocorre
pelo fato de que a parte censurada estd abaixo do limite yg, nesse caso cada observacao

censurada recebe o mesmo valor yg, conforme De Sousa et al. (2018]).

Perturbacao na covariavel: Da mesma forma do esquema da varidvel resposta, consi-

deramos o caso de perturbacao aditiva na covaridvel tomando a seguinte forma
Xitw = Xig +wiSx, i=1,...,n,

em que Sy pode ser o SD da covaridvel correspondente x;. Considere a mesma funcao de
log-verossimilhanga ¢(0|w) mostrada no esquema anterior dada por (3.23). Obtemos a

matriz A de perturbacdo na covaridvel, avaliando 8 = 0 e w = wg, com

~9uB [ (£6) + b (cosh(8))2A'(€5) } i=1,...,m,

Ag. =
pi Sx Bixij [%sechz(S)——zcosh(ZS) (E3) — Zsinh?(28)w (E3)|, i=m+1,....n

e para j =t temos a forma

3B L EEA(E5) + 2 (cosh(8))°A(E5) | + X cosh(8)A(ES),  i=1,....m,
Ap, =19 SxBxij [lsechz(Si)—%cosh(ZS)w(é )——smh2(25) "(E2)
—SX[ L sinh(28;)w(£3) — 1 (3»}, i=m+1,...n,

e Aq = (¢1,...,0,), onde

— 5 Teosh(8)A(ES) + Lsinh(28)A(E5)] . i=1,...,m,

0 =
_%Sxﬁ,smh(%,-) [w(glz)+glzw ), i=m+1,..n
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Capitulo 4
Aplicacoes numéricas

A fim de avaliar o desempenho das estimativas ML do modelo de regressao tobit-BS-
t, apresentamos uma breve avaliacdo numérica, através do estudo de simulacdo. Todas
as avaliagdes numéricas e o processo de estimagdo dos parametros no modelo proposto
nesta dissertacdo, foram realizadas pela linguagem R disponivel de forma gratuita em
Www.r-project.org/.

Para a estimacao dos parametros do modelo tobit normal, utilizamos a fun¢do tobit ()
do pacote AER, usada para ajustar modelos de regressao tobit (ver e.g. |[Kleiber & Zeileis
(2008)) e Kleiber & Zeileis (2015)). Para a avaliacdao do diagndstico de influéncia usamos
o pacote tobitdiag (Santos-Neto (2016) e Santos-Neto et al. (2016)).

Para a estimacdo e os principais resultados da avaliacdo do diagndstico do modelo
tobit-BS, usamos as fungdes implementadas em R (De Sousa et al. (2018])). A estimagao
dos parametros do modelo tobit-BS-# bem como a avalia¢do do diagndstico de influéncia
foram implementadas por fungdes em R. Além disso, fizemos uso do pacote lattice em
conjunto com o pacote robustbase para construcao de box-plots para dados assimétricos
(Rousseeuw et al. (2016)).

Por fim, apresentamos uma aplicacdo em um conjunto de dados de vacinas no Haiti,
usando o modelo tobit-BS-r. Em particular, realizamos uma comparagdo entre alguns
modelos na familia tobit-GBS. De Sousa et al. (2018]) propuseram o modelo tobit-BS
para esse conjunto de dados e realizaram uma andlise residual e diagnéstica para esse
modelo. Desta forma, introduzimos uma generaliza¢do do que foi proposto em |De Sousa

et al. (2018)).
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4.1 Estudo de simulacao

Apresentamos nesta secdo um estudo de simulacido de Monte Carlo com 5000 réplicas,
com o objetivo de avaliar o desempenho das estimativas de ML dos parametros do mo-
delo tobit-BS-¢#, e compard-las com os modelos na classe GBS, descritos anteriormente.
Consideramos os seguintes tamanhos amostrais n = 50, 100,300,500, com as seguintes
variagdes para o pardmetro o = 0.25,0.5,1.0,1.5,3,e 3 = (0.2,0.5) ", considerando tam-
bém as propor¢des de censuras iguais a p = 0.2,0.4,0.6,0.8. Considere uma covaridvel
X ~U(0,1). A medida calculada para avaliagdo do desempenho é o viés empirico, e
posteriormente obtemos o erro quadratico médio (EQM). A Tabela 4.1 mostra os resul-
tados avaliados para os tamanhos amostrais indicados, valores indicados dos parametros
e as proporcdes de censuras citadas. Podemos observar que para o = 0.25,0.5,1,1.5 e
p =0.2,0.4,0.6, o viés empirico e o EQM diminuem conforme n aumenta, resultado
esperado. Observe também que o modelo ndo é adequado para modelar dados com pro-
porcao de censura p = 0.8, com & = 3, nestes casos os estimadores nio sdo considerados
consistentes. Em geral, os resultados realizados pelo estudo de simulacdo fornecem um

bom desempenho nas estimativas ML do modelo tobit-BS-z.
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Tabela 4.1: Viés empirico e EQM (em parénteses) dos dados simulados para as estimativas

de ML dos parametros do modelo tobit-BS-#, n e p.

n p =020 p =0.40
o o Bo By a Bo By
50 025  —0.0014 (0.0013) —0.0066 (0.0080) —0.0100 (0.0240) ~0.0015 (0.0018) —0.0122 (0.0137)  0.0153 (0.0354)
0.50 —0.0017 (0.0051) —0.0103 (0.0305) 0.0149 (0.0905) —0.0005 (0.0075) —0.0166 (0.0390) 0.0172 (0.1081)
100 —0.0048 (0.0211) —0.0147 (0.1057)  0.0056 (0.3192) 0.0002 (0.0323) —0.0241 (0.1280)  0.0194 (0.3658)
1.50 —0.0103 (0.0483) —0.0148 (0.2165) 0.0002 (0.6603) 0.0083 (0.0735) —0.0412 (0.2509) 0.0216 (0.7257)
3.00 0.0086 (0.2064) —0.0433 (0.4621) —0.0006 (1.3631) 0.0792 (0.4845) —0.0815 (0.6832)  0.0110 (1.7210)
100 025  —0.0010 (0.0007) —0.0013 (0.0040)  0.0014 (0.0116) 0.0002 (0.0009) —0.0065 (0.0063)  0.0065 (0.0161)
0.50 —0.0004 (0.0026) 0.0001 (0.0146) 0.0001 (0.0434) —0.0003 (0.0039) —0.0076 (0.0186) 0.0062 (0.0506)
100 —0.0035 (0.0101) —0.0082 (0.0529) —0.0033 (0.1604) 0.0001 (0.0154) —0.0086 (0.0619)  0.0036 (0.1775)
1.50 —0.0007 (0.0237) —0.0125 (0.1058) 0.0032 (0.3205) 0.0051 (0.0383) —0.0262 (0.1278) 0.0211 (0.3584)
300  —0.0014 (0.1043) —0.0277 (0.2232)  0.0117 (0.6288) 0.0291 (0.2134) —0.0480 (0.3169)  0.0323 (0.7950)
300 025  —0.0001 (0.0002) —0.0012 (0.0013)  0.0022 (0.0037) 0.0006 (0.0003) —0.0021 (0.0021)  0.0031 (0.0052)
0.50 —0.0001 (0.0009) —0.0021 (0.0048) 0.0025 (0.0147) 0.0003 (0.0013)  —0.0030 (0.0059) 0.0042 (0.0164)
1.00 0.0002 (0.0035) —0.0060 (0.0174)  0.0056 (0.0510) ~0.0002 (0.0052) —0.0020 (0.0199) —0.0013 (0.0548)
1.50 —0.0009 (0.0075) —0.0049 (0.0333) 0.0043 (0.0972) —0.0002 (0.0123) —0.0103 (0.0404) 0.0077 (0.1138)
3.00 0.0062 (0.0324) —0.0201 (0.0697)  0.0146 ( 0.1994) 0.0058 (0.0645) —0.0051 (0.0990) —0.0030 (0.2425)
500 0.25 0.0001 (0.0001) —0.0004 (0.0008) 0.0004 (0.0023) —0.0004 (0.0002) —0.0004 (0.0012) —0.0004 (0.0030)
0.50 0.0004 (0.0005) 0.0004 (0.0028) —0.0004 (0.0086) 0.0000 (0.0007) —0.0011 (0.0035) 0.0014 (0.0097)
100 —0.0007 (0.0021) —0.0021 (0.0103)  0.0015 (0.0316) ~0.0013 (0.0032) —0.0008 (0.0122)  0.0019 (0.0341)
1.50 —0.0024 (0.0045) —0.0020 (0.0201) 0.0012 (0.0608) 0.0005 (0.0077) —0.0042 (0.0241) 0.0035 (0.0657)
3.00 0.0002 (0.0193) —0.0079 (0.0418)  0.0048 (0.1199) 0.0058 (0.0385) —0.0110 (0.0609)  0.0085 (0.1535)
n p =0.60 p=0.80
o o Eo El a Eo El
50 025 0.0014 (0.0030) —0.0251 (0.0304) 0.0285 (0.0617) 0.0056 (0.0075) —0.0858 (0.1351) 0.0885 (0.1950)
0.50 0.0019 (0.0122) —0.0272 (0.0703)  0.0242 (0.1556) 0.0319 (0.0479) —0.1159 (0.2646)  0.0863 (0.3818)
1.00 0.0172 (0.0658) —0.0583 (0.2051) 0.0474 (0.4869) 0.1876 (0.8698) —0.1925 (0.8101) 0.0584 (0.9056)
1.50 0.0560 (0.2427) —0.0635 (0.4041)  0.0017 (0.9499) 02312 (1.8143) —0.1597 (1.2442)  0.0341 (1.3631)
3.00 0.5258 (4.9591) —0.1835 (1.2763) —0.0039 (1.9216) —0.5727 (3.7530) 0.4650 (2.0757) 0.0421 (2.0288)
100 0.25 0.0008 (0.0014) —0.0152 (0.0145) 0.0174 (0.0290) 0.0029 (0.0034) —0.0405 (0.0569) 0.0411 (0.0827)
0.50 0.0033 (0.0066) —0.0186 (0.0335)  0.0188 (0.0742) 0.0105 (0.0185) —0.0446 (0.1089)  0.0339 (0.1558)
1.00 0.0064 (0.0333) —0.0247 (0.0977) 0.0142 (0.2235) 0.0791 (0.2219) —0.0973 (0.3405) 0.0309 (0.3931)
1.50 0.0217 (0.0930) —0.0320 (0.1855)  0.0018 (0.4211) 02731 (1.9699) —0.1571 (0.7807)  0.0234 (0.6219)
3.00 0.4029 (4.1910) —0.1477 (0.7193) 0.0180 (0.8975) —0.1630 (4.6777) 0.2860 (1.4154) —0.0001 (0.9176)
300 0.25 0.0007 (0.0005) —0.0043 (0.0045) 0.1569 (0.0941) 0.0013 (0.0011) —0.0114 (0.0167) 0.0112 (0.0238)
0.50 0.0003 (0.0021) —0.0049 (0.0107)  0.0054 (0.0229) 0.0026 (0.0056) —0.0104 (0.0340)  0.0029 (0.0491)
1.00 0.0035 (0.0106) —0.0113 (0.0318) 0.0058 (0.0724) 0.0220 (0.0401) —0.0304 (0.0983) 0.0077 (0.1211)
1.50 0.0090 (0.0292) —0.0139 (0.0595)  0.0051 (0.1289) 0.0915 (0.2822) —0.0635 (0.2470)  0.0003 (0.1896)
3.00 0.0881 (0.3611) —0.0396 (0.1815) 0.0074 (0.2721) 0.3860 (6.4322) —0.0092 (0.9416) 0.0064 (0.2926)
500 0.25 —0.0002 (0.0003) —0.0025 (0.0028) 0.0026 (0.0055) 0.0005 (0.0007) —0.0069 (0.0102) 0.0070 (0.0144)
0.50 0.0008 (0.0013) —0.0033 (0.0062)  0.0027 (0.0132) 0.0007 (0.0033) —0.0047 (0.0194)  0.0024 (0.0277)
1.00 0.0018 (0.0061) —0.0063 (0.0189) 0.0024 (0.0433) 0.0138 (0.0226) —0.0234 (0.0567) 0.0137 (0.0700)
1.50 0.0032 (0.0169) —0.0062 (0.0367) —0.0007 (0.0816) —0.0466 (0.1221) —0.0340 (0.1308) —0.0016 (0.1109)
3.00 0.0463 (0.1970) —0.0211 (0.1158) 0.0068 (0.1687) 0.5209 (7.1079) —0.0952 (0.7762) 0.0036 (0.1762)
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4.2 Vacinas no Haiti

Este conjunto de dados foi usado em um estudo de casos fornecido por Moulton &
Halsey (1995), trata-se de uma avaliacdo imunoldgica de vacinas contra o sarampo, rea-
lizadas no Haiti durante 1987-1990. Anticorpos de neutralizacio foram coletadas em um
grupo de 330 criancas com até um ano de idade, logo depois de serem vacinadas contra
o sarampo. O estudo tem como objetivo verificar se vacinas com niveis mais altos po-
dem efetivamente imunizar criancas. As medi¢des de concentracdo sdo feitas por ensaios
laboratoriais, que estabelecem um limite de deteccao minimo (LDM), especificado por
0.1 mm/l em unidade internacional (UI) ou igual a — 2.16 na escala logaritmica. Neste
conjunto de dados, cerca de 86 (26.1%) observacdes estdo abaixo do LDM, portanto estes
valores sdo gravados como sendo 0.1. As seguintes varidveis sdo descritas neste conjunto
de dados: niveis de concentracdo de anticorpos (¥ — varidvel resposta), X; € o tipo de
vacina (0—Schwarz e 1 —Edmonton - Zagreb), X, indica os niveis de dosagens (0—médio
e 1—alto) e X3 descreve o sexo da crianga (0—masculino e 1—feminino).

Esses dados foram analisados por Moulton & Halsey (1995), que usaram um modelo
de mistura considerando uma regressdo log-normal para observag¢des acima do LDM e
um modelo logito na modelagem do excesso de zeros, fazendo uma extensao do modelo

proposto por [Cragg (1971).

4.2.1 Analise dos dados

Iniciamos a aplica¢do dos dados com as principais medidas descritivas, com o intuito
de verificar o comportamento dos niveis de anticorpos observados no estudo de caso das
vacinas contra o sarampo. A Tabela 4.2 ilustra as medidas descritivas, que incluem a
média, mediana, SD, e também os coeficiente de variagdao (CV), assimetria (CS) e curtose
(CK). Observa-se assimetria positiva e um alto nivel de curtose na distribui¢ao dos dados.
A Figura mostra o histograma, o grafico do tempo total em teste (TTT) e os box-plots
para os dados de vacina contra o sarampo.

Nos estudos recentes, o grafico TTT tem sido uma ferramenta importante na ve-
rificagdo do comportamento de uma determinada distribui¢do. A adequacdo do mo-
delo nos dados € realizada pela forma e principais caracteristica da HR. Nesta veri-

ficacdo, o ideal € detectar o tipo de HR que os dados possuem, e depois escolher a
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melhor distribui¢do. Relembrando que hr(t) = fr(t)/(1 — Fr(t)) é a fungdo de risco
da varidvel aleatéria T, em que fr(z) e Fr(t) sdo as fungdes PDF e CDF, respectiva-
mente. Dessa forma, o grafico TTT é a fungdo W (u) = H*/H (1), para 0 <u < 1, em
que H ' (u) = f(ffl(u)(l — Fz(z))dz com F; ! denotando a fungio inversa da fda de 7.
Os gréficos dos pontos (k/n,W,(k/n)) podem aproximar a fungdo W, com W, (k/n) =
(X5 1))+ (n—k) (&) /Xy t(i), parak = 1,...,n, e t(i) denotando a i-ésima estatistica
de ordem observada. Para mais detalhes sobre algumas formas tedricas das curvas do
TTT, ver a Figura 1 em Azevedo et al. (2012).

O histograma da Figura mostra uma concentracdo muito grande das observa-
coes em torno do LDM, indicando o comportamento de assimetria a direita ( ou positiva)
evidenciado pela Tabela#.2] O grafico TTT presente na Figura[4.1] (centro) indicam que
algumas observacdes consideradas atipicas pelo boxplot usual, podem ndo ser avaliadas

como discrepantes, quando consideramos o boxplot ajustado (4.1(c)).

Tabela 4.2: Medidas descritivas para os dados de vacina no Haiti.

n Min Max Media Mediana DP Cv CS CK
330 0.10 1547 1.20 0.40 2.10 17474 3.46 14.37

aa ad
3 = q . 0 .
L] L]
4] 2 - . .
o | L] o | -
o | [ = . = '
o o "
2 8 s . s :
g 8 8 !
© o~ < | l .
=] IS} ! '
o 4 $ o |
- 2 i 1
g | g | -4 =2 -4 =2
) T T 1 T T T T T T
0 5 10 15 0.0 02 0.4 0.6 0.8 10
dy in
(a) Histograma (b) TTT plot (c) Boxplots

Figura 4.1: Histograma, TTT plot e boxplots para os dados de vacinas no Haiti.

Definimos o modelo tobit-BS-¢ para os dados de vacinas no Haiti da seguinte forma,

0.1, Y*<0.1,i=1,...,85,
Y= 4.1)

Y7 = Bo+ Bixi + Paxia + Baxiz + &, ¥ >0.1,i =86,...,330,

4 ) g
em que §; ~ log —GBS(«,0,t,). Observe que a resposta ¥;* é uma varidvel latente ob-
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servada para valores maiores que 0.1 e censurada caso contrdrio. Para a estimacdo dos
parametros do modelo utilizou-se 0 método de mdxima verossimilhanca. Desta forma,
o logaritmo da funcio de verossimilhanga € maximizado pelo método BFGS da func¢do
optim doR.

Uma importante observagdo, é que muitos autores tém discutido a respeito da estima-
cdo do parametro v, o grau de liberdade da distribuicdo ¢ (ver e.g. Fernandez & Steel
(1999) e Lange et al. (1989)). Pela dificuldade de estimagdo e com problemas de maxi-
mizac¢do da funcao de verossimilhanga, alguns autores recomendam fixar um valor para o
pardmetro em questdo, alguns autores também sugerem considerar v = 4 ou até mesmo
utilizar os dados para obter informacdes de v ( ver e.g Berkane ef al. (1994)), Barros et al.
(2008) e Paula et al. (2012)).

A Tabela .3 mostra as estimativas de ML, juntamente com seus SEs, e os p-valores
associados aos testes para verificar a significancia dos parametros. Também podemos
encontrar os valores para o critério de informacao de Akaike (AIC) e o critério de infor-
macao bayesiano (BIC). Nota-se através dos resultados da tabela que o modelo tobit-BS-¢

apresentou os menores valores de AIC e BIC, comparado aos demais modelos ajustados.

Tabela 4.3: Estimativas ML (SE em parenteses) e os valores AIC e BIC para cada modelo
indicado com os dados de vacinas no Haiti.

Modelo AIC BIC o o v Bo B B Bs
tobit-NO  1299.27 1318.27 0.945 0.597 0225 —0228 0271
(0.047) (0.288)  (0.297) (0.295) (0.296)
p-value [0.038]  [0.449] [0.440] [0.360]
tobit-Lt  1130.68 1153.47 1.474 5 —1207 0319 0208 0077
(0.081) (0.183)  (0.189) (0.188) (0.189)
p-value [<0.001] [0.092] [0.270] [0.682]
tobit-LPE  1133.79  1159.43 1311 030 —1.182 0260 0.178  0.070
(0.070) (0.173)  (0.180) (0.175) (0.181)
p-value [<0.001] [0.149] [0.316] [0.697]
tobit-BS  1168.38 1187.37 1.545 ~0910  0.178  0.073  0.121
(0.081) (0.105)  (0.127) (0.126) (0.126)
p-value [<0.001] [0.160] [0.560] [0.335]
tobit-BS-t  1126.16  1148.96 1662 4  —1241 0305 008  0.113
(0.102) (0.186)  (0.191)  (0.190)  (0.190)
p-value [<0.001] [0.110] [0.651] [0.552]
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A Figuralf.2)mostra os graficos normais de probabilidade (conhecidos como QQ plot)
para o residuo GCS com envelopes simulados, para os modelos ajustados. Podemos notar
que de acordo com estes, parece haver uma indicacdo de que os modelos tobit-BS, tobit-
BS-t e tobit-L¢ conseguem "atingir"a distribui¢cdo alvo que € a distribui¢do Exp(1). Diante
desta indicagdo, como também através dos resultados da Tabela 4.3/ hd uma indicagao de
que o modelo tobit-BS-¢ parece ser o mais adequado.

Como o modelo tobit-BS-¢ apresentou um melhor ajuste considerando os critérios de
informacao e também obteve resultado satisfatério no grifico das probabilidades normais,
realizamos uma avaliacdo diagndstica desse modelo.

A Figura mostra o grafico de influéncia global, com o interesse em avaliar as
estimativas de ML sob remocdo de um caso. Nota-se que os indices GCD no modelo

tobit-BS-f ndo apresentam evidéncias de pontos influentes.

w - ;'-. 4
P‘/j -
© 1oz 3 4 5 & 1 © 1oz 1 4 5 & 1 C 12 3 o4 5 & 1
Q Q Q
(a) tobit-NO (b) tobit-Lz (c) tobit-LPE
i o
© - N L
/-‘ / :
o 1oz s o4 s o6 o o 1oz s o4 5 o6 o
Q Q
(d) tobit-BS (e) tobit-BS-¢

Figura 4.2: QQ plot e seus envelopes para o residuo GCS do modelo tobit-GBS aplicado
nos dados de vacinas no Haiti.
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Figura 4.3: Indices das GCD para o modelo tobit-BS-t aplicado nos dados de vacina no
Haiti.

Na Figura 4.4 sdo mostrados os indices C; sob o esquema de ponderacdo de casos.
Pode-se notar que as observacoes #326 e #329 destacam-se potencialmente influentes para
0 e 3, e as observacdes #326, #328 e #329 influentes para ¢, todos baseados no modelo

tobit-BS-z.
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Figura 4.4: Grifico com indices C;(0)(esquerda), C;(3)(centro) e C;(«)(direita) sob esquema de
ponderacdo dos casos no modelo tobit-BS-¢ para os dados de vacina no Haiti.

Ap6s a identificacdo de possiveis observagdes potencialmente influentes, utilizamos
uma medida muito importante para verificar se cada caso individualmente (ou em grupos)
influencia nos resultados inferenciais do modelo. Na Tabela ?? constam as mudancas

relativas (RC) em porcentagem RCy; de cada estimativa, que ¢ definida por
6,— 06,
RCo, = | -0 x 100,
0
em que 5j(l~) ¢ a estimativa de mdxima verossimilhanca de 6;, obtida apds a eliminagdo da
i-ésima observagdo, para j = 1,...,4, com 6; = By, 6, = B1, 03 = B € 64 = B33.

Pela Tabela ?? nota-se que em geral, o coeficiente 3, € o que apresenta maiores mu-
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dancas relativas apds a eliminagdes dos casos indicados. Quando comparamos individu-
almente as observacoes, observarmos que #329 apresenta maiores RCs que os casos #326
e #328. Ja quando avaliamos as duplas observagdes, percebemos os casos {#326,#329}
apresentando maiores RCs. Quando avaliamos o grupo contendo as trés observagoes,
nota-se um elevado nivel nas RCs. Como nao verificamos alteracdes nas significancias

dos coeficientes, ndo consideramos esses casos como sendo influentes.

Tabela 4.4: RCs de cada estimativa indicada dos parametros do modelo tobit-BS-#, para
cada caso removido com os dados de vacina no Haiti.

Caso(0s) Coeficientes
Eliminado(s) Bo B1 B> B3
{326} 1.7083  8.4515 323662 24.8277
p-value [<0.0001] [0.0821] [0.5477] [0.6541]
{328} 4.0852  7.8649  35.8595 23.7974
p-value [<0.0001] [0.0833] [0.5366] [0.4602]
{329} 1.8523  9.2155  35.4122 27.1161
p-value [<0.0001] [0.0796] [0.5380] [0.6636]
{326,328} 5.7820 16.2958  68.0700  1.2189
p-value [<0.0001] [0.0607] [0.4423] [0.5538]
{326,329} 3.5976 17.7839  68.1228 52.2573
p-value [<0.0001] [0.0576] [0.4422] [0.7747]
{328,329} 59171 17.0231 70.9626  3.4437
p-value [<0.0001] [0.0588] [0.4339] [0.5622]
{326,328,329} 7.6483 25.5587 103.4713 28.7395
p-value [<0.0001] [0.0846] [0.3438] [0.4572]
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Capitulo 5

Conclusao e Trabalhos Futuros

Neste trabalho, desenvolvemos o modelo de regressdo tobit baseado na distribui¢do
GBS. Em especial, apresentamos os principais resultados inferenciais para o modelo tobit-
BS-z, bem como os estimadores de ML, andlise diagndstica e andlise de influéncia global
e local através de alguns esquemas de pertubacdes. Efetuamos um estudo de simulagao
Monte Carlo, que apresentou resultados satisfatorios, tendo em vista os estimadores de
ML dos parametros do modelo aqui proposto. Por fim, desenvolvemos uma extensdao do
estudo realizado por De Sousa et al. (2018), na qual comparamos os modelos tobit-NO,
tobit-BS com o modelo tobit-BS-¢ aplicados nos dados de vacinas no Haiti. Observamos
que para esse conjunto de dados o modelo tobit-BS-# apresentou um melhor desempenho,
considerando suas principais caracteristicas, tais como assimetria positiva e caudas mais
pesadas, acomodando valores atipicos.

Como proposta de trabalho futuro iremos desenvolver o modelo tobit-BS-¢ conside-
rado sob o enfoque Bayesiano. Utilizar recursos inferéncias baseado em métodos de
Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC). Para detectar possiveis observacdes influ-
entes no modelo, usar o método bayesiano de influéncia caso a caso, baseado na diver-

géncia de Kullback-Leibler.
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