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Resumo

Neste trabalho nós estudamos os resultados de rigidez obtidos no artigo intitulado “On
gradient Ricci solitons with constant scalar curvature” por Fernández-López e Garcia-Río
[Proc. Amer. Math. Soc. 114 (2016) 369-373]. Eles provaram que: Se a curvatura escalar
de um sóliton de Ricci gradiente for constante, então ela é um múltiplo da constante da
equação fundamental do sóliton de Ricci. Este fato foi uma das principais ferramentas
para eles obterem os resultados de rigidez subsequentes.

Palavras-chave: Curvatura escalar constante; Tensor de Ricci; Sóliton de Ricci gradi-
ente; Rigidez.



Abstract

In this work we study the rigidity results obtained in the papper titled “On gradient
Ricci solitons with constant scalar curvature” by Fernández-López and Garcia-Río [Proc.
Amer. Math. Soc. 114 (2016) 369-373]. They proved that: if the scalar curvature of a
gradient Ricci soliton is constant then it is a multiple of the constant of the fundamental
equation of the Ricci soliton. This fact was one of the main tools for them to obtain
subsequent rigidity results.

Keywords: Constant scalar curvature; Ricci tensor; Gradient Ricci soliton; Rigidity.
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Introdução

Ultimamente é notável um crescente interesse no estudo de diversos fluxos definidos
em uma variedade Riemanniana, entre eles destaca-se o fluxo de Ricci. Hamilton [17],
na direção de resolver a conjectura da geometrização de Thurston, introduziu o referido
fluxo. Precisamente, dada uma família a um parâmetro de métricas Riemannianas g(t)

em uma variedade diferenciável M , definida num intervalo I ⊂ R, denotando por Ricg(t)
o tensor de Ricci da métrica, a equação do fluxo de Ricci é

∂

∂t
g(t) = −2Ricg(t). (1)

Hamilton provou que para qualquer métrica Riemanniana g0 em uma variedade diferen-
ciável compacta M , existe uma única solução g(t) para a equação (1) definida em um
intervalo [0, ε), com g(0) = g0. Para o caso completo não compacto, Shi [31] provou a
existência de uma solução completa de (1), sob a condição de que as curvaturas seccionais
de (M, g0) sejam limitadas.

O sóliton de Ricci é um fluxo de Ricci (M, g(t)), 0 < t ≤ T ≤ ∞, com a propriedade que,
para cada t ∈ [0, T ), existe uma família a um parâmetro de difeomorfismos ϕt : M → M

e uma constante σ(t) > 0 satisfazendo σ(t)ϕ∗tg0 = g(t). Uma definição equivalente é a
seguinte: um sóliton de Ricci é uma variedade Riemanniana completa (M, g0) junto com
um campo de vetores X ∈ X(M) satisfazendo a equação fundamental

Ricg0 +
1

2
LXg0 = λg0, (2)

para algum λ ∈ R , em que Ricg0 e LXg0 denotam, respectivamente, o tensor de Ricci e
a derivada de Lie da métrica g0 com respeito a X. Para mais detalhes sobre os sólitons
de Ricci indicamos ao leitor as anotações de Cao [4], o livro de Chow et al. [13] ou o livro
de Chow e Knopf [12].

Um sóliton de Ricci gradiente é rígido, se ele é isométrico a uma variedade quociente
Nn−k ×Γ Rk, sendo N uma variedade Einstein (com RicN = λgN) e Γ uma ação que age
livremente sobre N e por transformações ortogonais sobre Rk. Aqui a função potencial é

obtida por levantamento da função f(x) =
λ

2
|x|2 definida em Rk. Note que todo sóliton

de Ricci gradiente rígido tem curvatura escalar constante.
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A rigidez de sólitons de Ricci tem sido bastante explorada ao longo dos anos. Por
exemplo, Eminenti et al. [14] mostraram que sólitons de Ricci gradiente compactos são
rígidos quando a curvatura escalar é constante. Além disso, em dimensões 2, Hamilton
[18] mostrou que sólitons de Ricci gradiente compactos estáveis ou contráteis são rígidos,
Ivey [19] provou o mesmo resultado em dimensão 3. Koiso [20] construiu um exemplo de
sóliton de Ricci gradiente compacto contrátil em dimensão 4 que não tem curvatura escalar
constante sendo, portanto, não rígido. Em [19] também foi provado que em qualquer
dimensão, sólitons de Ricci gradiente compactos estáveis ou expansivos são rígidos. No
caso não compacto, Perelman [24] mostrou que em dimensão 3 todo sóliton de Ricci
gradiente com curvatura seccional não-negativa são rígidos. É fato que em dimensões
maiores é difícil detectar rigidez. Na verdade existem sólitons expansivos com curvatura
escalar constante, que não são rígidos, tal afirmação foi demonstrada por Lauret [21]. Isto
nos induz a pensar que outra hipótese é necessária, em geral, para provar uma tal rigidez.

Neste trabalho estamos interessados em demonstrar alguns teoremas de rigidez de sóli-
tons de Ricci gradiente com curvatura escalar constante, a saber, foi estudado os resultados
de Fernández-López e Garcia-Río [15]. Para esse fim, analisamos os resultados do Petersen
e Wylie [27], neste artigo eles provaram o seguinte resultado: Seja (Mn, g,∇f, λ) um sóli-
ton de Ricci gradiente com curvatura escalar constante R e λ 6= 0. Então 0 6 R 6 nλ

para λ > 0 e nλ 6 R 6 0 para λ < 0. No caso em que a curvatura escalar é um dos
extremos M é Einstein.

Fernández-López e Garcia-Río melhoraram substancialmente este último resultado.
Eles mostraram que, na classe de sólitons de Ricci gradiente com curvatura escalar cons-
tante, os possíveis valores da curvatura escalar deve ser um múltiplo da constante λ. Para
isso, eles usaram a teoria de Funções Isoparamétricas, uma vez que a função potencial
do sóliton de Ricci gradiente satisfaz a equação |∇f |2 = 2λf − R + c, em que c ∈ R.
Ademais, contraindo a equação fundamental, obtêm-se ∆f = nλ − R, de modo que, se
R é constante, então f é uma Função Isoparamétrica. Precisamente, eles provaram o
seguinte teorema.

Teorema 1. Seja (Mn, g,∇f, λ) um sóliton de Ricci gradiente com curvatura escalar
constante R, então R ∈ {0, λ, . . . , (n− 1)λ, nλ}.

Destacamos a seguir uma condição necessária e suficiente pra que um sóliton de Ricci
gradiente seja rígido.

Teorema 2. Um sóliton de Ricci gradiente com curvatura escalar constante é rígido se,
e somente se, o operador de Ricci tem posto constante.

Da forma que foi estabelecido o Teorema 1 os autores investigaram o que poderia ser
concluído quando R assumisse um dos valores do conjunto {0, λ, . . . , (n − 1)λ, nλ}. O
caso em que R = 0 e R = nλ o teorema de Petersen e Wylie garante que M é Einstein.
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O caso em que R = λ , Fernández-López e Garcia-Río provaram que não existe sóliton de
Ricci gradiente contrátil e quando R = (n− 1)λ eles provaram a requerida rigidez.

Teorema 3. Seja (Mn, g,∇f, λ) um sóliton de Ricci gradiente com curvatura escalar
R = (n − 1)λ, então ele é rígido. Além disso, não existe sóliton de Ricci gradiente
contrátil com curvatura escalar R = λ.

Em [28] Petersen e Wylie provaram que: dado um sóliton de Ricci gradiente de dimen-
são 3 com curvatura escalar constante e tensor de Ricci com no máximo 3 autovalores
distintos, então ele é rígido. Finalizaremos esta dissertação provando uma generalização
deste último resultado, o qual foi feito em [15], a saber:

Teorema 4. Seja (Mn, g,∇f, λ) um sóliton de Ricci gradiente com curvatura escalar
constante. Se o tensor de Ricci tem no máximo 3 autovalores distintos, então ele é
rígido.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo vamos exibir algumas definições e resultados que serão utilizados no
decorrer deste trabalho. Mais especificamente, abordaremos a teoria de Tensores em
Variedades Riemannianas; Operadores Diferenciais; e de Funções Isoparamétricas.

1.1 Tensores em Variedades Riemannianas

Para um maior aprofundamento dos assuntos que abordaremos nesta seção recomen-
damos ao leitor os livros de M.P. do Carmo [5], Petersen [26], Lee [22] e Spivak [32]. Aqui
assumiremos os conceitos e fórmulas básicas da teoria de Variedades Diferenciáveis.

Definição 1.1. Um (1, r)-tensor em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

T : X(M)× . . .× X(M)︸ ︷︷ ︸
(r)

−→ X(M)

multilinear sobre o anel C∞(M) das funções diferenciáveis em M . Enquanto que, num
(0, r)-tensor, o contradomínio é C∞(M). Formalmente, para f, ` ∈ C∞(M) vale que

T (Y1, . . . , fX + `Y, . . . , Yr) = fT (Y1, . . . , X, . . . , Yr) + `T (Y1, . . . , Y, . . . , Yr)

Exemplo 1.1. O tensor métrico g : X(M) × X(M) → C∞(M) que faz corresponder a
cada ponto p ∈ M e a cada par X, Y ∈ TpM , o produto interno de X e Y na métrica
Riemanniana de M , isto é, gp(X, Y ) = 〈X, Y 〉p, é um (0, 2)-tensor e suas componentes no
referencial {∂i} são os coeficientes gij da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas
dado.

Um fato importante é que de modo geral, dado um (0, r)-tensor T em uma varie-
dade Riemanniana (M, 〈, 〉), podemos identificá-lo com um (1, r− 1)-tensor T̃ mediante a
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métrica Riemanniana 〈, 〉, fazendo

〈T̃ (Y1, . . . , Yr−1), Yr〉 := T (Y1, . . . , Yr). (1.1)

Por simplicidade e, desde que não haja confusão na notação, utilizaremos a mesma letra
para indicar o (1, r−1)-tensor correspondente ao seu (0, r)-tensor. Em particular, o tensor
métrico g pode ser identificado com o (1, 1)-tensor identidade I em X(M).

Em uma variedade diferenciável de modo natural podemos estender a noção de derivada
covariante a tensores como segue.

Definição 1.2. A derivada covariante de um (1, r)-tensor T é um (1, r + 1)-tensor ∇T
dado por

∇T (X,Y1, . . . , Yr) = ∇X(T (Y1, . . . , Yr))− T (∇XY1, . . . , Yr)− . . .− T (Y1, . . . ,∇XYr). (1.2)

Para cada X ∈ X(M), define-se a derivada covariante ∇XT de T em relação a X como
um tensor de mesma ordem que T dado por

∇XT (Y1, . . . , Yr) := ∇T (X, Y1, . . . , Yr).

Definição 1.3. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de Riemann
é o (1, 3)-tensor

Rm : X(M)× X(M)× X(M)→ X(M)

dado por
Rm(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z. (1.3)

Exemplo 1.2. Seja M = Rn, então Rm(X, Y )Z = 0 para todo X, Y, Z ∈ X(M). De fato,
seja Z = (z1, . . . , zn), então ∇XZ = (Xz1, . . . , Xzn) e ∇YZ = (Y z1, . . . , Y zn). Logo,

∇X∇YZ = (XY z1, . . . , XY zn), ∇Y∇XZ = (Y Xz1, . . . , Y Xzn)

e
∇[X,Y ]Z = ([X, Y ]z1, . . . , [X, Y ]zn).

Portanto, Rm(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z = 0.

Usando o tensor métrico podemos definir o tensor curvatura como sendo o (0, 4)-tensor

Rm : X(M)× X(M)× X(M)× X(M)→ C∞(M)

dado por
Rm(X, Y, Z,W ) = 〈Rm(X, Y )Z,W 〉
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Proposição 1.1. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as seguintes propriedades:

1. Rm(X, Y, Z,W ) = −Rm(Y,X,Z,W ) = Rm(Y,X,W,Z).

2. Rm(X, Y, Z,W ) = Rm(Z,W,X, Y ).

3. Rm(X, Y )Z +Rm(Y, Z)X +Rm(Z,X)Y = 0 (primeira identidade de Bianchi).

4. (∇XRm)(Y, Z,W )+(∇YRm)(Z,X,W )+(∇ZRm)(X, Y,W ) = 0 (segunda identidade
de Bianchi).

Dizemos que um referencial ortonormal {e1, . . . , en} em um aberto U ⊂M é geodésico
em p ∈ U se (∇eiej)(p) = 0 para todos i, j = 1, . . . , n.

Definição 1.4. A curvatura seccional Kp(σ) no ponto p ∈ M segundo um subespaço
bidimensional σ ⊂ TpM , é definida por

Kp(σ) =
〈Rm(x, y)y, x〉
|x ∧ y|2

,

onde x, y ∈ σ são vetores linearmente independentes e |x∧y|2 = |x|2|y|2−〈x, y〉2. Convém
considerarmos também a notação Kp(x, y) = Kp(σ). Em muitas literaturas a curvatura
seccional também aparece com a notação sec(x, y).

Da teoria de Álgebra Linear segue que esta definição não depende da escolha dos vetores
x, y que geram σ. Além disso, note que, se {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TpM ,
temos

Kij := K(ei, ej) = 〈R(ei, ej)ej, ei〉 = R(ei, ej, ej, ei) =: Rijji.

Fixemos um vetor v ∈ TpM , de modo que {v, e1, . . . , en−1} seja uma base ortonormal de
TpM . Vamos considerar todas as possíveis curvaturas seccionais dos planos que podemos
gerar com v e tomar a média

Ricp(v) :=
1

n− 1

n−1∑
i=1

Kp(v, ei).

Esta é conhecida como curvatura de Ricci no ponto p segundo v. Deste modo, podemos
novamente considerar a base ortonormal {e1, . . . , en} ⊂ TpM , para calcularmos a média

s :=
1

n

n∑
j=1

Ricp(ej) =
1

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
i=1

Kp(ej, ei).

Ligado a estas funções curvaturas temos.
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Definição 1.5. O tensor curvatura de Ricci é o (0, 2)-tensor obtido pelo traço do tensor
curvatura de Riemann. Isto é,

Ric(Y, Z) = tr{X 7−→ Rm(X, Y )Z}, (1.4)

em que X, Y, Z ∈ X(M). Se {e1, . . . , en} ⊂ TpM é uma base ortonormal e u, v ∈ TpM ,
então para cada p ∈M o tensor de Ricci é dado por

Ric(u, v) =
n∑
i=1

〈Rm(ei, u)v, ei〉 =
n∑
i=1

〈Rm(ei, v)u, ei〉 = Ric(v, u),

onde a segunda igualdade segue da Proposição 1.1, o que prova a simetria do tensor de
Ricci. Diremos que Ric ≥ k (ou ≤ k) se cada autovalor real Λ de Ric satisfaz Λ ≥ k

(ou ≤ k).

Retornando à base ortonormal {v, e1, . . . , en−1} ⊂ TpM , vamos deduzir que

Ric(v, v) =
n∑
i=1

〈Rm(ei, v)v, ei〉 =
n−1∑
i=1

K(ei, v) = (n− 1)Ric(v). (1.5)

Tomando o traço na equação (1.5) obtemos a relação entre R e s, a saber:

R :=
n∑
j=1

Ric(ej, ej) = (n− 1)
n∑
j=1

Ric(ej) = n(n− 1)s.

Por isso, R é conhecida como curvatura escalar, enquanto que s como curvatura escalar
normalizada.

Uma conta direta mostra que, em dimensão dois, o tensor de Ricci fica determinado
pela curvatura de Gauss K, pois é válida a relação

Ric = Kg.

Agora iremos fazer alguns comentários sobre a derivada de Lie, para isso recordemos
agora o seguinte fato sobre EDO. Seja X um campo diferenciável de vetores em M . Dado
p ∈M , existe uma vizinhança U ⊂M de p, um intervalo (−ε, ε), ε > 0, e uma aplicação
diferenciável ϕ : (−ε, ε)×U →M tais que a curva t 7→ ϕ(t, q) é a única curva diferenciável

satisfazendo
∂ϕ(t, q)

∂t
= Xϕ(t,q) e ϕ(0, q) = q, para todo t ∈ (−ε, ε) e q ∈ U . Observemos

que este resultado é apenas uma extensão paraMn do teorema fundamental de existência,
unicidade e dependência das condições iniciais das equações diferenciais ordinárias.

Sejam X, Y ∈ X(M) e ϕ : (−ε, ε) × U → M o fluxo de X. Consideremos, para cada
t ∈ (−ε, ε), o difeomorfismo ϕt : U → ϕt(U) dado por ϕt(q) = ϕ(t, q). A derivada de Lie
de Y com respeito a X é o campo de vetores que a cada p ∈M associa ao vetor tangente
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dado por

(LXY )p =
d

dt

∣∣∣
t=0
dϕ−1

t Yϕ(t,p) = lim
t→0

1

t

[
dϕ−1

t Yϕ(t,p) − Yp
]
. (1.6)

Como ϕ−1
t = ϕ−t e ϕt ◦ ϕ−t = id, temos a seguinte equivalência com a definição em (1.6)

(LXY )p = lim
t→0

1

t
dϕ−t

[
(Yϕt(p)−dϕtY )

]
= lim

t→0
dϕ−t

[1
t
(Yϕt(p)−dϕtY )

]
= lim

t→0

1

t

[
Yϕt(p)−dϕtY

]
.

Na última igualdade utilizamos que lim
t→0

dϕ−t = id. Este fato segue da definição de vetor
tangente e da dependência contínua de ϕ(t, q) com relação a t e q.

Considere um campo de vetores X ∈ X(M), o seu fluxo ϕ : (−ε, ε) × U → M , e para
cada t ∈ (−ε, ε), o difeomorfismo ϕt : U → ϕt(U) dado por ϕt(q) = ϕ(t, q). A derivada de
Lie de T com respeito a X é o (0, r)-tensor LXT que a cada p ∈ M associa ao operador
dado por

(LXT )p =
d

dt

∣∣∣
t=0

(ϕ∗tT )p = lim
t→0

1

t

[
ϕ∗tTϕ(t,p) − Tp

]
.

Para o caso de funções f ∈ C∞(M), devemos interpretá-las como 0-tensores, de modo
que ϕ∗tf = f ◦ ϕ implica

(LXf)p =
d

dt

∣∣∣
t=0

(ϕ∗tf)(p) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(f ◦ ϕt(p)).

Também vale a próxima propriedade da derivada de Lie para um (0, r)-tensor T em M

(LXT )(Y1, . . . , Yr) = X(T (Y1, . . . , Yr))−T ([X, Y1], Y2, . . . , Yr)−. . .−T (Y1, . . . , Yr−1, [X, Yr]).

Iremos provar este fato para um (0, 2)-tensor T . Como segue

(LXT )p(Y, Z) = lim
t→0

1

t

[
ϕ∗tTϕ(t,p)(Y, Z)− Tp(Y, Z)

]
= lim

t→0

1

t

[
Tϕt(p)(dϕtY, dϕtZ)− Tp(Y, Z)

]
= lim

t→0

1

t

[
Tϕt(p)

(
dϕtY − Yϕt(p) + Yϕt(p) , dϕtZ − Zϕt(p) + Zϕt(p)

)
− Tp(Y, Z)

]
.

Pela bilinearidade de T ,

(LXT )p(Y, Z) = lim
t→0

Tϕt(p)

(1

t
(dϕtY − Yϕt(p)), dϕtZ − Zϕt(p)

)
+ lim

t→0
Tϕt(p)

(1

t
(dϕtY − Yϕt(p)), Zϕt(p)

)
+ lim

t→0
Tϕt(p)

(
Yϕt(p),

1

t
(dϕtZ − Zϕt(p))

)
+ lim

t→0

1

t

[
Tϕt(p)(Yϕt(p), Zϕt(p))− Tp(Y, Z)

]
= −Tp([X, Y ], Z)− Tp(Y, [X,Z]) +X(T (Y, Z)).
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Em particular, para a métrica Riemanniana g em M vale:

(LXg)(Y, Z) = g(∇YX,Z) + g(∇ZX, Y ). (1.7)

1.2 Operadores Diferenciais

Nesta dissertação trabalharemos com operadores diferenciais (gradiente, laplaciano,
etc.) em uma variedade Riemanniana M de dimensão n.

Definição 1.6. Seja f : M → R uma função diferenciável. O gradiente de f é o campo
vetorial diferenciável ∇f , definido sobre M por

〈∇f,X〉 = ∇Xf = X(f) = df(X) (1.8)

para todo X ∈ X(M).

É imediato das propriedades de derivação que para f, h ∈ C∞(M), vale:

∇(f + h) = ∇f +∇h e ∇(fh) = h∇f + f∇h.

Definição 1.7. Seja X um campo de vetores diferenciável em M . A divergência de X é
a função diferenciável divX : M → R, definida pelo operador traço

divX = tr{v 7→ ∇vX(p)}. (1.9)

Seja X um campo diferenciável emM e {e1, . . . , en} um referencial ortonormal em uma

vizinhança aberta U ⊂M . Se X =
n∑
i=1

aiei em U , então

divX(p) =
n∑
i=1

(ei(ai)− 〈∇eiei, X〉). (1.10)

Em particular, se o referencial for geodésico em p ∈ U , temos que

divX(p) =
n∑
i=1

ei(ai). (1.11)

De fato,

divX =
n∑
i=1

〈∇eiX, ei〉 =
n∑
i=1

(ei〈X, ei〉 − 〈X,∇eiei〉) =
n∑
i=1

(ei(ai)− 〈∇eiei, X〉),

o que prova nossa afirmação. Além disso, uma conta direta prova que para X, Y ∈ X(M)
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e f : M → R, vale:

div(X + Y ) = divX + divY e div(fX) = fdivX + 〈∇f,X〉.

Definição 1.8. Seja f : M → R uma função diferenciável. O laplaciano de f é a função
∆f : M → R dada por

∆f = div∇f. (1.12)

Das propriedades estabelecidas acima obtemos a seguinte igualdade para o laplaciano,
sejam f, h ∈ C∞(M), tem-se

∆(fh) = div(∇(fh)) = div(h∇f) + div(f∇h)

= h div∇f + 〈∇h,∇f〉+ f div∇h+ 〈∇f,∇h〉
= h∆f + f∆h+ 2〈∇f,∇h〉. (1.13)

Definição 1.9. Seja f : M → R uma função diferenciável. Definimos o hessiano de f
como o (1, 1)-tensor, dado por

(∇2f)(X) = ∇X∇f, ∀X ∈ X(M). (1.14)

Ou como (0, 2)-tensor, dado por

∇2f(X, Y ) = 〈∇X∇f, Y 〉 = ∇2
X,Y (f). (1.15)

Um fato importante é que ∇2f : X(M)× X(M)→ C∞(M) é simétrico. Com efeito,

〈(∇2f)(X), Y 〉 = 〈∇X∇f, Y 〉 = X〈∇f, Y 〉 − 〈∇f,∇XY 〉
= X(Y (f))− (∇XY )(f) = ∇2

X,Y (f). (1.16)

Além disso, também teremos

〈(∇2f)(Y ), X〉 = Y (X(f))− (∇YX)(f) = ∇2
Y,X(f). (1.17)

Subtraindo (1.17) de (1.16) concluímos a requerida simetria

∇2
X,Y (f) = 〈(∇2f)(X), Y 〉 = 〈(∇2f)(Y ), X〉 = ∇2

Y,X(f).
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Outros fatos relevantes são:

∇df = ∇2f,

Rm(X, Y )∇f = (∇X∇2f)(Y )− (∇Y∇2f)(X), (1.18)

L∇fg = 2∇2f,

∇|∇f |2 = 2∇2f(∇f).

As duas primeiras igualdades seguem imediatamente da definição de derivada covariante
de tensores e da definição do operador hessiano. Com efeito, sejam X e Y campos de
vetores arbitrários em M , então

(∇df)(X, Y ) = ∇X(df(Y ))− df(∇XY ) = XY (f)−∇XY (f) = ∇2f(X, Y )

como X e Y são arbitrários segue que ∇df = ∇2f . A segunda igualdade é a expressão
para o tensor curvatura de Riemann Rm em termos do hessiano, deduzimos tal igualdade
como segue. Sejam X e Y campos de vetores arbitrários, por um lado

(∇X∇2f)(Y ) = ∇X∇2f(Y )−∇2f(∇XY ) = ∇X∇Y∇f −∇∇XY∇f (1.19)

por outro lado, de maneira análoga temos

(∇Y∇2f)(X) = ∇Y∇X∇f −∇∇YX∇f, (1.20)

combinando (1.19) com (1.20) obtemos imediatamente a equação (1.18), como segue

(∇X∇2f)Y − (∇Y∇2f)X = ∇X∇Y∇f −∇Y∇X∇f −∇[X,Y ]∇f = Rm(X, Y )∇f.

Para a terceira identidade, basta substituir os campos de vetores∇f, Y, Z na equação (1.7)

(L∇fg)(Y, Z) = 〈∇Y∇f, Z〉+ 〈Y,∇Z∇f〉
= ∇2f(Y, Z) +∇2f(Y, Z) = 2∇2f(Y, Z),

donde obtemos a requerida identidade. A última identidade é apenas uma conta direta
iniciando pela definição do gradiente.

1.2.1 Tensores e os Operadores Diferenciais

Nesta seção veremos algumas importantes propriedades dos tensores as quais envolvem
os operadores diferenciais. Nosso primeiro objetivo será definir um produto interno entre
tensores.

Sejam (x1, . . . , xn) um sistema de coordenadas locais em uma variedade diferenciávelM
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de dimensão n com métrica Riemanniana g = 〈, 〉, {∂1, . . . , ∂n} o referencial coordenado
e {e1, . . . , en} um referencial ortonormal. O traço de um (0, 2)-tensor T é dado por

tr(T ) =
∑
i

T (ei, ei),

ou ainda, utilizando a convenção de Einstein da soma, segundo a qual estará implícita
uma soma sempre que houver índices repetidos e em posições invertidas, temos

tr(T ) = gijT (∂i, ∂j) = gijg(T (∂i), ∂j). (1.21)

Observemos que T (∂i) = gklg(T (∂i), ∂k)∂l = gklg(∂i, T
∗(∂k))∂l, onde T ∗ é o operador

adjunto formal de T. Consideremos outro (0, 2)-tensor S e seus respectivos (1, 1)-tensores,
dados por

T (X, Y ) = 〈T (X), Y 〉 e S(X, Y ) = 〈S(X), Y 〉. (1.22)

Desta forma, temos T : X(M)→ X(M) e S : X(M)→ X(M). Além disso, S∗ : X(M)→
X(M) é tal que 〈S(X), Y 〉 = 〈X,S∗(Y )〉. Vamos procurar uma expressão para tr(TS∗).
Vejamos:

tr(TS∗)
(1.21)
= gijg ((TS∗)(∂i), ∂j) = gijg (T (S∗(∂i)) , ∂j)

= gijg(T (gklg(∂i, S(∂k))∂l), ∂j)

= gijgklg(S(∂k), ∂i)g(T (∂l), ∂j) = gijgklSkiTlj.

A simetria da matriz (gij) e uma renumeração nos índices permite-nos escrever

tr(TS∗) = gikgjlTijSkl. (1.23)

Assim, em {e1, . . . , en},

tr(TS∗) =
∑
i,j

TijSij =
∑
i,j

g(T (ei), ej)g(S(ei), ej)

=
∑
i

g(T (ei),
∑
j

g(S(ei), ej)ej) =
∑
i

g(T (ei), S(ei)),

tr(TT ∗) =
∑
i

g(T (ei), T (ei)) =
∑
i

|T (ei)|2 (1.24)

e

tr(Tg∗) =
∑
i

g (T (ei), I(ei)) =
∑
i

g (T (ei), ei) = tr(T ). (1.25)

As relações (1.23) e (1.24) nos mostram que podemos definir um produto interno entre
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os (0, 2)-tensores T e S, fazendo

〈T, S〉 := tr(TS∗). (1.26)

Este é conhecido como produto interno de Hilbert-Schmidt.

Definição 1.10. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensão n. Definimos a
parte sem traço de um (0, 2)-tensor T em M por

T̊ := T − tr(T )

n
g.

Então

0 ≤ |T̊ |2 =
∣∣∣T − tr(T )

n
g
∣∣∣2 = |T |2 − tr(T )2

n
.

Assim

|T |2 ≥ 1

n
tr(T )2.

Note que a igualdade ocorre se, e somente se, T = tr(T )
n
g.

O caso em que T é simétrico pode ser pensado assim. Considere uma base {ei} de TpM
tal que Tei = λiei, para i = 1, ..., n, sendo assim,

〈T, T 〉 = |T |2 = tr(T 2) =
∑
i

λ2
i .

Recorde que (a1 + ...+ an)2 6 n
∑
i

a2
i para todo ai ∈ R desta maneira

(tr(T ))2 = (λ1 + ...+ λn)2 6 n
∑
i

λ2
i = n|T |2.

Definição 1.11. Definimos a divergência de um (1, r)-tensor T em M , como sendo o
(0, r)-tensor dado por

(divT )(v1, . . . , vr)(p) = tr
(
w 7→ (∇wT )(v1, . . . , vr)(p)

)
,

onde p ∈Mn e (v1, . . . , vr) ∈ TpM × . . .× TpM.

Seja T um (0, 2)-tensor em uma variedade Riemanniana M de dimensão n, tomemos
um referencial ortonormal local {e1, . . . , en} em M . Consideremos o seu (1, 1)-tensor
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correspondente T . Então, divT é um (0, 1)-tensor que satisfaz, para cada Z ∈ X(M)

(divT )(Z) =
∑
i

g( (∇eiT )(Z), ei )

=
∑
i

g(∇eiT (Z), ei )− g(T (∇eiZ), ei )

= div(T (Z))−
∑
i

T (∇eiZ, ei).

Portanto,
div(T (Z)) = (divT )(Z) + 〈∇Z, T ∗〉. (1.27)

Além disso sabemos que a métrica Riemanniana g em M , induz em cada espaço dual
T ∗pM do espaço tangente TpM , um produto interno com propriedades análogas a g, bas-
tando definir para cada X[, Y [ ∈ T ∗pM

〈X[, Y [〉 = 〈X, Y 〉, (1.28)

em que X, Y ∈ TpM são os vetores correspondentes a X[ e Y [, respectivamente. Ademais,

〈divT, Z[〉 =
∑
i

(divT )(ei)〈Z, ei〉 = (divT )
(∑

i

〈Z, ei〉ei
)

= (divT )(Z).

Ao se escrever esta última relação para um (0, 2)-tensor, fica implícito que estamos tra-
balhando com o (1, 1)-tensor correspondente.

Fato 1.1. As seguintes fórmulas são válidas em qualquer variedade Riemanniana M .

1. div(fg) = df , para toda f ∈ C∞(M).

2. divRic = 1
2
dR (segunda identidade de Bianchi contraída).

A demonstração do Item 1 é imediata da Definição 1.11, enquanto que a demonstração
do Item 2 segue por contração da segunda identidade de Bianchi e pode ser encontrada
no livro do Petersen [26].

Segue do Fato 1.1 que

divR̊ic =
n− 2

2n
dR, (1.29)

em que R̊ic := Ric− R
n
g.

Para o que segue, definimos o laplaciano ∆df da diferencial df de uma função f ∈
C∞(M), pela divergência do (1, 1)-tensor ∇df = ∇2f . A equação a seguir nos mostra que
nem sempre o laplaciano comuta com a diferencial.

Corolário 1.1.
∆df = d∆f +Ric(∇f, ·). (1.30)
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Demonstração. Em geral, vale que

Ric(X,∇f) = div(∇X∇f)− 〈X,∇(∆f)〉 − 〈∇X,∇2f〉
= div(∇2f(X))− (d∆f)(X)− 〈∇X,∇2f〉.

Ajustando os termos acima, utilizando a equação (1.27) e observando que ∇df = ∇2f ,
obtemos

Ric(X,∇f) + (d∆f)(X) = div(∇2f(X))− 〈∇X,∇2f〉 = (div∇2f)(X) = (∆df)(X)

para todo X ∈ X(M), o que é suficiente para obter a requerida equação do corolário. �

Definição 1.12. Seja T um (1, r)-tensor, o laplaciano de T em M é o (0, r + 1)-tensor
dado por

∆T = div∇T.

1.3 Funções Isoparamétricas

Um dos conceitos centrais para o entendimento de uma parte deste trabalho é o de
Função Isoparamétrica. Por meio desta classe de funções é possível estudar os sólitons
de Ricci gradiente com curvatura escalar constante. Nesta seção vamos comentar sobre
fatos envolvendo funções isoparamétricas em variedades Riemannianas, motivaremos tal
conceito e enunciaremos um teorema que relaciona funções isoparamétricas com uma
hipersuperfície isoparamétrica. Para maiores detalhes recomendamos ao leitor os artigos
de Levi-Civita [10], Segre [30] e Cartan [6, 7, 8, 9].

Seja Mn uma variedade Riemanniana e ϕ uma aplicação real diferenciável em M ×R,
dada pela equação da onda

∆ϕ(x, t) =
∂2ϕ

∂t2
(x, t), (1.31)

em que ∆ denota-se o operador de Laplace-Beltrami, t ∈ R representa a variável temporal
e x ∈M representa a variável espacial.

Define-se como frente de onda os conjuntos formados por pontos de um mesmo estado
de fase em um instante de tempo t0 ∈ R, expresso em outros termos, para cada t0 ∈ R
definimos a aplicação ft0 : M → R por ft0(x) = ϕ(x, t0). As frentes de onda no tempo t0
são os conjuntos de níveis da função ft0 .

No intuito de nos aproximarmos do conceito de hipersuperfície isoparamétrica temos
que impor condições sobre ϕ, então em primeiro lugar vamos assumir que a frente de onda
não depende do tempo, desta forma se M é uma frente de onda e x0 ∈ M , a aplicação
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c : M → R, dada por c(t) = ϕ(x0, t) não depende de x0 escolhido mas depende da frente
da onda. O laplaciano de f é constante a longo do conjunto de nível, para que qualquer
x ∈ f−1(c(t0)) tem-se

∆f(x) = ∆ϕ(x, t0) =
∂2ϕ

∂t2
(x, t0) = c′′(t0). (1.32)

Outra condição que devemos impor é que o gradiente seja constante ao longo de conjuntos
de níveis e como conclusão podemos dizer que as ondas estacionárias com frente de ondas
equidistantes permitem determinar uma função diferenciável f verificando que tanto |∇f |
como ∆f são constantes ao longo de seus conjuntos de níveis o que nos permite apresentar
a definição de função isoparamétrica, no qual aparece a primeira vez em [10].

Definição 1.13. Seja M uma variedade Riemanniana, uma função diferenciável não
constante f : M → R de classe C2 é dita transnormal se houver uma função diferenciável
b : f(M) ⊂ R→ R de classe C2 tal que

|∇f |2 = b(f). (1.33)

Se, além disso, houver uma função contínua a : f(M) ⊂ R→ R tal que

∆f = a(f), (1.34)

então dizemos que f é uma função isoparamétrica.

Uma coleção {f−1(c)}c∈R de conjuntos de níveis de f , é uma família isoparamétrica de
hipersuperfícies, por outro lado, uma hipersuperfície N imersa em M é isoparamétrica
se para cada ponto p ∈ M existe uma aberto U em torno de p em M , tais que as
hipersuperfícies equidistantes a U tem curvatura média constante.

O teorema abaixo relaciona de forma precisa a relação entre função isoparamétrica e
hipersuperfície isoparamétrica, através dele podemos estudar a curvatura de hipersuper-
fícies por meio de funções isoparamétricas.

Teorema 1.1. Sejam f : M → R uma função isoparamétrica e c ∈ R um valor regular
de f . Então N = f−1(c) é uma hipersuperfície isoparamétrica de M .

Demonstração. Ver em [33]. �

A condição (1.33) implica que os conjuntos de níveis de f são paralelos entre si, en-
quanto que, a condição (1.34) implica que uma hipersuperfície de nível tem curvatura
média constante.

A seguir daremos alguns exemplos de funções isoparamétricas nos espaços formas. Para
um maior aprofundamento neste assunto, indicamos ao leitor a dissertação de Alexan-
drino [1].
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Exemplo 1.3. Considere a função f(x) = x2
1 + · · · + x2

k para x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn e
k ≤ n um inteiro positivo. Temos que ∇f(x) =

∑k
i=1 2xiei, em que {ei} é a base canônica

do Rn. Então, f é uma função isoparamétrica em Rn.

Com efeito, o laplaciano de f é dado por ∆f(x) = 2k, além disso, vale

|∇f(x)|2 = 〈∇f(x),∇f(x)〉 =
〈 k∑
i=1

2xiei,
k∑
i=1

2xjej
〉

= 4x2
1+, · · ·+ 4x2

k = 4f(x).

Exemplo 1.4. Seja Mn+1(c) o espaço hiperbólico Hn+1(−1) ⊂ Rn+2, para c = −1, ou a
esfera canônica Sn+1(1) ⊂ Rn+2, para c = 1, ou seja, Mn+1(c) = {x = (x1, . . . , xn+2) ∈
Rn+2 : x2

1 + · · · + x2
n+1 + cx2

n+2 = c} com a métrica Riemanniana induzida pela forma
quadrática ds2 = dx2

1 + · · · + dx2
n+1 + cdx2

n+2 em Rn+2. Em ambos os casos, o vetor
η(x) = ~x, com x ∈ Mn+1(c), é um vetor normal a Mn+1(c) na métrica induzida por ds2.
Defina f̃ no espaço geométrico (Rn+2, ds2) pondo

f̃(x) = cx2
1 + · · ·+ cx2

k + x2
k+1 + · · ·+ x2

n+1 + x2
n+2,

em que k é um inteiro positivo menor que n + 2. Então a restrição f = f̃ |Mn+1(c) é uma
função isoparamétrica em Mn+1(c).

Com efeito, seja ∇̃f̃ o gradiente de f̃ calculado na métrica dada por ds2, então

∇̃f̃(x) = 2(cx1, . . . , cxk, xk+1, . . . , xn+1, cxn+2). (1.35)

Assim para todo x ∈Mn+1(c) temos que

|∇̃f̃(x)|2 = 4(x2
1 + · · ·+ x2

n+1 + cx2
n+2) = 4c. (1.36)

Além disso,

〈∇̃f̃(x), η(x)〉 = 2(cx2
1 + · · ·+ cx2

k + x2
k+1 + · · ·+ x2

n+1 + x2
n+2) = 2f(x). (1.37)

Como 〈η, η〉 = c, concluímos a partir de (1.37) que

∇̃f̃(x) = ∇f(x) + c〈∇̃f̃(x), η(x)〉η(x) = ∇f(x) + 2cf(x)η(x). (1.38)

Donde,

|∇̃f̃ |2 = |∇f |2 + 4cf 2.
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Substituindo (1.36) nesta última equação, obtemos

|∇f |2 = −4cf 2 + 4c.

Isso prova que f é transnormal.
A seguir iremos mostrar que o laplaciano de f também é uma função de f satisfazendo,

portanto, a condição para que f seja uma função isoparamétrica.
Seja ∇̃ a conexão Riemanniana de (Rn+2, ds2) e ∇ a conexão Riemanniana de Mn+1(c).

Como os coeficientes de ds2 são constantes, segue que ∇̃ coincide com a conexão euclidiana,
portanto, é imediato da equação (1.35) que

(∇̃Y ∇̃f̃)(y) = 2(cy1, . . . , cyk, yk+1, . . . , yn+1, cyn+2), (1.39)

onde y = (y1, . . . , yn+2). Em particular, para Y (x) = η(x) = ~x obtemos

∇̃η∇̃f̃ = ∇̃f̃ .

Logo, é imediato de (1.37) a próxima equação

〈∇̃ηf̃(x), η(x)〉 = 2f(x). (1.40)

Aplicando a base canônica {u1, . . . , un+1, un+2} de (Rn+2, ds2) na equação (1.39), em que
〈ui, uj〉 = 1 para i = 1, . . . , n+ 1; 〈un+2, un+2〉 = c e 〈ui, uj〉 = 0 para i 6= j, deduzimos

∆̃f̃ =
n+1∑
i=1

〈∇̃ui∇̃f, ui〉+ c〈∇̃un+2∇̃f, un+2〉 = 2ck + 2(n+ 1− k) + 2c. (1.41)

Por outro lado, em um referencial ortonormal {e1, . . . , en+1, en+2 = η} em (Rn+2, ds2)

adaptado a Mn+1(c), este laplaciano é calculado como segue

∆̃f̃ =
n+1∑
i=1

〈∇̃ei∇̃f̃ , ei〉+ c〈∇̃η∇̃f̃ , η〉

=
n+1∑
i=1

(ei〈∇̃f̃ , ei〉 − 〈∇̃f̃ , ∇̃eiei〉) + c〈∇̃η∇̃f̃ , η〉

=
n+1∑
i=1

(ei〈∇f, ei〉 − ∇̃eiei(f̃)) + c〈∇̃η∇̃f̃ , η〉.
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Pela teoria de imersões isométricas nós escrevemos ∇̃eiei = ∇eiei + α(ei, ei), para
i = 1, . . . , n+ 1, em que α é a segunda forma fundamental de Mn+1 em (Rn+2, ds2). Logo,

∆̃f̃ =
n+1∑
i=1

(ei〈∇f, ei〉 − ∇eiei(f)− α(ei, ei)(f̃)) + c〈∇̃η∇̃f̃ , η〉

=
n+1∑
i=1

〈∇ei∇f, ei〉 −
n+1∑
i=1

α(ei, ei)(f̃) + c〈∇̃η∇̃f̃ , η〉

= ∆f −
n+1∑
i=1

α(ei, ei)(f̃) + c〈∇̃η∇̃f̃ , η〉

= ∆f −
n+1∑
i=1

c〈α(ei, ei), η〉η(f̃) + c〈∇̃η∇̃f̃ , η〉.

Relembrando que 〈α(ei, ei), η〉 = 〈Aηei, ei〉, em que Aη é o operador de Weingartein da
imersão, que neste caso é Aη = −dη = −id, a equação anterior se resume a

∆̃f̃ = ∆f +
n+1∑
i=1

c〈ei, ei〉η(f̃) + c〈∇̃η∇̃f̃ , η〉

= ∆f + c(n+ 1)η(f̃) + c〈∇̃η∇̃f̃ , η〉.

Note que η(f̃) é dado pela equação (1.37), enquanto que o terceiro termo é dado por
(1.40), assim, essa última equação reduz-se a

∆̃f̃ = ∆f + 2c(n+ 1)f + 2cf = ∆f + 2c(n+ 2)f.

Utilizando (1.41) concluímos que

∆f = −2c(n+ 2)f + 2ck + 2(n+ 1− k) + 2c.

Isso prova a nossa afirmação.
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Capítulo 2

Sólitons de Ricci Gradiente.

Neste capítulo definimos sólitons de Ricci gradiente e pravamos algumas fórmulas que
usaremos nas demonstrações.

2.1 Resultados Auxiliares

Definição 2.1. Um sóliton de Ricci é uma variedade Riemanniana completa (Mn, g)

junto com um campo de vetores X ∈ X(M) satisfazendo a equação fundamental

Ricg +
1

2
LXg = λg, (2.1)

para algum λ ∈ R, onde o Ricg e LXg denotam, respectivamente, o tensor de Ricci na
métrica g e a derivada de Lie de g com respeito a X. A notação (Mn, g,X, λ) é utilizada
para representar um sóliton de Ricci. Ele é chamado expansivo se λ < 0, estável se λ = 0

e contrátil se λ > 0. Se X = ∇f para alguma função diferenciável f : M → R, então a
equação (2.1) fica reescrita da seguinte maneira

Ric+∇2f = λg (2.2)

em que ∇2f é o tensor hessiano da função f . Neste caso, a quádrupla (Mn, g,∇f, λ)

representa um sóliton de Ricci gradiente.

Os dois próximos exemplos estão diretamente relacionados ao caso de rigidez que será
discutido no capítulo principal.

Exemplo 2.1. (Sóliton Einstein) Uma variedade Riemanniana (Mn, g) é chamada de
variedade Einstein se o tensor de Ricci satisfaz Ric = Kg, onde K é uma função real
definida em Mn devendo ser igual a R/n, em que R = tr(Ric). Supondo que Mn é conexa
com dimensão n ≥ 3, o teorema de Schur, cuja a prova pode ser encontrada em [26], nos
garante que a função K é constante. Em particular, se X ∈ X(M) é um campo Killing,
isto é, LXg = 0, então (Mn, g,X,R/n) satisfaz trivialmente a equação fundamental (2.1).
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Exemplo 2.2. (Sóliton Gaussiano) Seja f : Rn → R dada por f(x) =
λ

2
|x|2, onde λ

é uma constante real não nula. Note que, na métrica euclidiana g0 de Rn, é válido que
∇2f = λg0. Como o tensor de Ric nesta métrica é nulo, segue que (Rn, g0,∇f, λ) satisfaz
a equação fundamental (2.2). Esta quádrupla é conhecida como sóliton Gaussiano.

Lema 2.1. Para todo sóliton de Ricci gradiente (Mn, g,∇f, λ) valem as equações:

1. R̊ic = −∇̊2f.

2. ∇R = 2Ric(∇f) ou, equivalentemente, Ric(∇f, ·) = 1
2
dR.

3. Rm(X,∇f)∇f = (∇∇fRic)(X) +Ric ◦ (λI −Ric)(X)− 1
2
∇2R(X).

4. Rm(X,∇f)∇f = −(∇∇f∇2f)(X) + (λI −∇2f) ◦ ∇2f(X)− 1
2
∇2R(X).

5. 1
2
∆fR = tr(Ric ◦ (λI −Ric)).

6. 1
2
∆fR = λR− |Ric|2 ou , equivalentemente, |R̊ic|2 = −1

2
∆fR + R

n
(λn−R).

7. |∇f |2 +R− 2λf = c, para algum c ∈ R.

Estas fórmulas são conhecidas como as equações de estrutura de um sóliton de Ricci
gradiente e são mais comuns nas suas respectivas expressões em coordenadas. No caso
compacto elas têm maior importância, uma vez que, todo sóliton de Ricci compacto é
gradiente, este resultado foi provado por Perelman [25].

Demonstração. Tomando o traço na equação fundamental Ric + ∇2f = λg obtemos
R + ∆f = λn. Agora nós acrescentamos o tensor R

n
g em cada membro desta primeira

equação, resultando em

R̊ic = −∇2f +
(
λ− R

n

)
g = −∇2f +

∆f

n
g = −∇̊2f,

o que prova o Item 1. O Item 2 segue por uma simples combinação do Fato 1.1 com a
equação (1.30). Vejamos:

dR

2
= divRic = div(λI −∇2f) = −div(∇2f) = −d∆f −Ric(∇f, ·) = dR−Ric(∇f, ·),

isto é suficiente para concluir o requerido item. Para o Item 3, primeiro substituímos
∇2f = −Ric+ λI na equação (1.18) para obter

(∇YRic)X − (∇XRic)Y = Rm(X, Y )∇f.

Em particular, para Y = ∇f deduzimos a equação da curvatura na direção radial, a saber:

(∇∇fRic)X − (∇XRic)∇f = Rm(X,∇f)∇f. (2.3)
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Pela definição de derivada covariante de tensores e pelo Item 2, calculamos

(∇XRic)(∇f) = ∇XRic(∇f)−Ric(∇X∇f)

=
1

2
∇X∇R−Ric(∇2f(X))

=
1

2
∇2R(X)−Ric ◦ (λI −Ric)(X).

Substituindo esta última equação em (2.3) o requerido item fica determinado. O Item 4 é
equivalente ao anterior porque Ric = λI −∇2f e a métrica é covariantemente constante.

Para o Item 5 apenas observe que o operador traço comuta com a derivada covariante,
de modo que, a identidade deste item é obtida primeiramente tomando o traço no Item 4
e concluindo com o uso do Item 2, neste caso, relembre que ∆fR = ∆R− 〈∇f,∇R〉.

O Item 6 segue imediatamente do anterior e da definição da norma de Hilbert-Schmidt
em (1.26), pois

1

2
∆fR = tr(Ric ◦ (λI −Ric)) = 〈Ric, λI −Ric〉 = λR− |Ric|2,

ou, equivalentemente, usando a Definição 1.10 reescrevemos

1

2
∆fR = λR− (|R̊ic|2 +

R2

n
) = −|R̊ic|2 +

R

n
(λn−R).

A prova do Item 7 inicia com a última identidade em (1.18) combinada com o Item 2,
como segue

∇|∇f |2 = 2∇2f(∇f) = 2(−Ric(∇f) + λ∇f) = −∇R + 2λ∇f.

Logo, ∇(|∇f |2−2λf +R) = 0. Donde concluímos que |∇f |2−2λf +R = c, para alguma
constante c ∈ R. Finalizando a prova do lema. �

Observação 2.1. O caso λ = 0 tem uma consequência bem imediata do Item 6 do
Lema 2.1. De fato, neste caso teremos 1

2
∆fR = −|Ric|2 ≤ 0, de maneira que, se R atinge

um mínimo, então pelo princípio do máximo deve-se ter R constante, recaindo, portanto,
no resultado do teorema a seguir, o qual também é consequência do referido item.

Teorema 2.1. Seja (Mn, g,∇f, λ) um sóliton de Ricci gradiente com curvatura escalar
constante R. Se λ ≥ 0, então 0 ≤ R ≤ nλ. Se λ ≤ 0, então nλ ≤ R ≤ 0. Se a curvatura
escalar é igual a um dos extremos, então (Mn, g) é Einstein.

Demonstração. Como R é constante, segue do Item 6 do Lema 2.1 que

λR = |Ric|2 ou, equivalentemente, |R̊ic|2 =
R

n
(λn−R). (2.4)
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Se λ = 0 (ou R = 0), então por (2.4) deve-se ter Ric = 0. Portanto, basta analisar o caso
em que λ e R são não nulos. Mas, por (2.4) deduzimos que λ e R devem ter o mesmo
sinal e a primeira parte do teorema segue por uma simples análise a partir deste fato.
Para finalizar, note que, se R = λn, então a equação (2.4) garante que Ric = R

n
g. �

Observação 2.2. O leitor poderá facilmente observar que o caso λ = 0 não é interessante
nos resultados a seguir.

O Lema 2.1 também auxilia no estabelecimento de condições para que um sóliton de
Ricci gradiente seja radialmente plano, isto é, sec(·,∇f) = 0.

Teorema 2.2. Seja (Mn, g,∇f, λ) um sóliton de Ricci gradiente, com λ 6= 0. Cada uma
das condições abaixo implica que ele é radialmente plano.

1. A curvatura escalar é constante e sec(·,∇f) ≥ 0 (ou sec(·,∇f) ≤ 0);

2. A curvatura escalar é constante e 0 ≤ Ric ≤ λg (ou λg ≤ Ric 6 0);

3. Rm é harmônico ;

4. Ric ≥ 0 (ou Ric ≤ 0) e sec(·,∇f) = 0.

Demonstração. Seja p ∈ M e {ei} uma base ortonormal de TpM . Assuma que R é
constante, então pelo o Item 2 do Lema 2.1, temos

0 = 〈∇f, 1

2
∇R〉 = 〈∇f,Ric(∇f)〉 = Ric(∇f,∇f)

=
n∑
i=1

R(ei,∇f,∇f, ei) =
n∑
i=1

sec(ei,∇f).

Segue que sec(·,∇f) = 0, desde que sec(·,∇f) ≥ 0 (ou sec(·,∇f) ≤ 0).
Assuma a condição do Item 2. A hipótese sobre a curvatura de Ricci nos dá Ric ≥ 0

e λI − Ric ≥ 0 (respectivamente, Ric ≤ 0 e λI − Ric ≤ 0), portanto, o operador
Ric ◦ (λI −Ric) ≥ 0 (respectivamente, Ric ◦ (λI −Ric) ≤ 0). Como R é constante, pelo
Item 5 do Lema 2.1, vale que

0 =
1

2
∆fR = tr(Ric ◦ (λI −Ric)) ≥ 0 (≤ 0),

logo, 0 = Ric ◦ (λI −Ric) = Ric ◦∇2f . Isto prova que os possíveis autovalores para ∇2f

devem ser: 0 e λ.
Com efeito, seja ψ ∈ C∞(M) um autovalor de ∇2f , isto é, existe X̃ 6= 0 tal que

∇2f(X̃) = ψX̃ ou, equivalentemente, ψX̃ = λX̃ − Ric(X̃) disso segue que Ric(X̃) =

(λ − ψ)X̃. Por outro lado, temos que Ric ◦ ∇2f(X̃) = 0, donde 0 = ψ(λ − ψ)X̃, de
maneira que, ψ = 0 ou ψ = λ.
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O fato que Ric ◦ (λI − Ric) = 0 também permite obter pelo Item 3 do Lema 2.1 a
próxima identidade

Rm(·,∇f)∇f = ∇∇fRic = −∇∇f∇2f. (2.5)

Agora, uma conta direta a partir da equação (2.5) prova que 〈Rm(X̃,∇f)∇f, X̃〉 = 0

para todos os autovetores associados a 0 ou λ. Mas isso é suficente para garantir que
sec(·,∇f) = 0.

Assuma que Rm seja harmônico, isto é,

0 = (divRm)(X, Y, Z) = (∇XRic)(Y, Z)− (∇YRic)(X,Z).

Então,

0 = −(∇X∇2f)(Y, Z) + (∇Y∇2f)(X,Z) = −Rm(X, Y,∇f, Z).

Em particular, Rm(X,∇f,∇f,X) = 0, para todo X, ou seja, sec(·,∇f) = 0.
Assuma Ric ≥ 0 (ou Ric ≤ 0) e sec(·,∇f) = 0. Para o que falta, basta mostrar que R

é constante (ver Item 1). Vejamos:

Ric(∇f,∇f) =
n∑
i=1

Rm(ei,∇f,∇f, ei) =
n∑
i=1

sec(ei,∇f) = 0.

Como Ric ≥ 0 (ou Ric ≤ 0), segue que 0 = Ric(∇f) = 1
2
∇R, donde R é constante. �

Teorema 2.3. Um sóliton de Ricci gradiente (Mn, g,∇f, λ) é rígido se, e somente se,
tem curvatura escalar constante e sec(·,∇f) = 0.

Demonstração. Ver [27]. �
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Capítulo 3

Resultados Principais

Seja f : M → R e denote fmin = min{f(x) : x ∈ M} e fmax = max{f(x) : x ∈ M}.
Para uma função transnormal definimos os conjuntos M− = {x ∈ M : f(x) = fmin} e
M+ = {x ∈ M : f(x) = fmax} os quais são conhecidos como variedades focais. Note que
M− e M+ podem ser vazios.

Observação 3.1. Note que pelo Item 7 do Lema 2.1 a função potencial de todo sóliton
de Ricci gradiente com curvatura escalar constante é uma função transnormal, já que
|∇f |2 = 2λf −R + c, para algum c ∈ R.

Lema 3.1. Seja (Mn, g,∇f, λ) um sóliton de Ricci gradiente com curvatura escalar cons-
tante. Se λ > 0, então M− 6= ∅. Se λ < 0, então M+ 6= ∅.

Demonstração. Vamos mostrar o caso λ > 0, o outro caso é análogo. Precisaremos
mostrar que a função potencial tem um mínimo. Lembremos que |∇f |2 = 2λf − R + c.
Como R e c são constantes, por simplicidade, podemos supor que |∇f |2 = 2λf (defina
f̃ = 2λf − R + c e note que |∇f̃ |2 = 2λf̃). Portanto, f > 0 para λ > 0. Note que se
p ∈ M é tal que ∇f(p) = 0, então f(p) = 0, ou seja, f tem um mínimo. Assuma, por

contradição, que ∇f 6= 0 em M . Então a função r : M → R dada por r =
√

2f
λ

é positiva
e |∇r|2 = 1. Logo, as curvas integrais de ∇r são geodésicas, além disso, ∇r é um campo
vetorial completo devido à completude de (M, g). Seja γ : R→M uma curva integral de
∇r e considere a composição r ◦ γ : R→ R, de modo que,

d

dt
(r ◦ γ(t)) = 〈∇r, γ′(t)〉 = |∇r|2 = 1.

Assim, r ◦ γ(t) = t para todo t ∈ R, isso implica que a imagem de r deve ser R, o que
contradiz o fato que r > 0. �

Nós destacamos que o caso λ > 0 no lema anterior também pode ser obtido pelo
resultado de Cao e Zhou, a saber:
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Teorema 3.1 (Cao e Zhou [3]). Seja um sóliton de Ricci gradiente (Mn, g,∇f, λ) com

λ =
1

2
, não compacto. Então, a função potencial f satisfaz a seguinte estimativa

1

4
(r(x)− c1)2 6 f(x) 6

1

4
(r(x) + c2)2 (3.1)

onde r(x) = d(x0, x) é a função distância a partir de um ponto fixado x0 ∈ M , com c1

e c2 sendo constantes positivas que dependem apenas de n e da geometria da métrica na
bola unitária Bx0(1).

Agora provaremos um dos principais resultados desta dissertação.

Teorema 3.2. Seja (Mn, g,∇f, λ) um sóliton de Ricci gradiente com curvatura escalar
constante R, então R ∈ {0, λ, . . . , (n− 1)λ, nλ}.

Nas condições do teorema anterior, o leitor poderá notar na demonstração abaixo que
R = kλ, onde k = dim(M−), para λ > 0, enquanto que, k = dim(M+), para λ < 0, em
ambos os caso 0 ≤ k ≤ n. Além disso, R = nλ se, e somente se, ∇2f = 0 em M− (ou
M+). Para λ = 0, nós já sabemos que R = 0, ver Teorema 2.1.

Demonstração. Como já sabemos basta analisar o caso λ 6= 0. Foi provado por Wang [33]
que as variedades focais M− e M+ de uma função transnormal f , satisfazendo |∇f |2 =

b(f), são subvariedades suaves de M . Façamos a demonstração do teorema assumindo
λ > 0, pois o outro caso é análogo. Como M− é subvariedade de M , podemos considerar
a soma dos espaços vetoriais TpM = TpM− ⊕ TpM⊥

− , para cada p ∈ M−. Wang também
provou que ∇2f restrito a M− (respec. M+) tem apenas dois autovalores, a saber: 0 e
b′(f)

2
, mais precisamente, ∇2f |TpM− = 0 e ∇2f |TpM⊥− = b′(f)

2
I. Em nosso caso deve ser

b′(f) = 2λ, então pela equação fundamental vale que Ric|TpM− = λI e Ric|TpM⊥− = 0.
Digamos que a dimensão de M− seja k, onde 0 ≤ k ≤ n. Assim, a matriz do tensor de
Ricci visto como operador linear simétrico em TpM é dada por

(Ric)|TpM =

(
λIk 0

0 0n−k

)
(3.2)

para cada p ∈ M−, implicando que R = kλ em M− e, portanto, em toda a M , pois
R é constante. Consequentemente, os possíveis valores para a curvatura escalar devem
pertencer ao conjunto {0, λ, ..., (n− 1)λ, nλ}, que dependerá da dimensão de M−. �

O próximo resultado trata da rigidez de sólitons de Ricci gradientes no sentido da
definição a seguir:

Definição 3.1. Um sóliton de Ricci gradiente é rígido, se ele é isométrico a uma variedade
quociente Nk×ΓRn−k, sendo N uma variedade Einstein (com RicN = λgN) e Γ uma ação

26



que age livremente sobre N e por transformações ortogonais sobre Rn−k. Aqui a função
potencial é obtida por levantamento da função f(x) = λ

2
|x|2 definida em Rn−k.

Vamos observar que um sóliton de Ricci gradiente rígido tem posto constante. Para isso,
sejam π e σ as projeções canônicas de Mn = Nk ×Rn−k em Nk e Rn−k, respectivamente.
Sem perda de generalidade consideremos M com a métrica produto g = π∗gN + σ∗gcan e
f(x) = λ

2
|x|2, com x ∈ Rn−k. Então (M, g,∇f̃ , λ) é um sóliton de Ricci gradiente, com

f̃ = f ◦ σ. De fato, como RicN = λgN e Rn−k∇2f = λgcan, segue que

RicM = π∗RicN + σ∗RicRn−k = π∗RicN = λπ∗gN

e

∇2f̃ = σ∗ Rn−k∇2f = λσ∗gcan.

Donde

RicM +∇2f̃ = λπ∗gN + λσ∗gcan = λg.

Isto prova a nossa última afirmação. Além disso, note que

(Ric)|M =

(
λIk 0

0 0n−k

)
(3.3)

o que implica posto(Ric) = kλ. Agora nós observamos que, pelo fato de Γ ser uma
ação que age livremente em toda M , segue que Nk ×Γ Rn−k é uma variedade suave cuja
projeção canônica de seu recobrimento M é um difeomorfismo local, portanto, (M, g) e
(Nk×Rn−k, g̃) são loclamente isométricas, onde g̃ é a métrica induzida pelo recobrimento,
ver [2, pg 29], o que é suficiente para garantir que a consistência da Definição 3.1. Por
fim, note que M− = f̃−1(0) = Nk × {0}, o que está em concordância com a prova do
Teorema 3.2.

Teorema 3.3. Um sóliton de Ricci gradiente com curvatura escalar constante é rígido
se, e somente se, o tensor de Ricci tem posto constante.

Demonstração. Como R é constante, pelo Item 6 do Lema 2.1, obtemos

|Ric|2 = λR.

O caso em que λ = 0 temos que Ric = 0, então pelo Teorema 2.3 obtemos a rigidez
requerida. Assuma que o posto do tensor de Ric seja constante. Vamos provar o teorema
para λ > 0, pois o outro caso é análogo. O fato do posto do tensor de Ricci ser constante
implica que podemos calculá-lo restrito a Mk

−, com 0 ≤ k ≤ n, de modo que, R = kλ em
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Mk
−, sendo, portanto, em toda M , pois R é constante. Sejam Ri, i = 1, ..., k, os possíveis

autovalores não-nulos do tensor de Ricci. A conta auxiliar segue abaixo

k∑
i=1

(
Ri − λ

)2

=
k∑
i=1

R2
i − 2λ

k∑
i=1

Ri + kλ2

=
n∑
i=1

R2
i − 2λ

n∑
i=1

Ri + kλ2

= |Ric|2 − 2Rλ+ λR

= λR− 2λR + λR = 0.

Portanto, R1 = . . . = Rk = λ. Donde, 0 ≤ Ric ≤ λ, então pelo Teorema 2.2,
(Mn, g,∇f, λ) é radialmente plano e rígido pelo Teorema 2.3. �

Teorema 3.4. Seja (Mn, g,∇f, λ) um sóliton de Ricci gradiente com curvatura escalar
R = (n−1)λ, então ele é rígido. Além disso, não existe sóliton de Ricci gradiente contrátil
com curvatura escalar R = λ.

Demonstração. Novamente o caso λ = 0 é trivial. Façamos a prova do caso λ > 0,
sendo o outro caso análogo. Primeramente, observemos que, sendo R constante, então
(n−1)λ = R = kλ, ou seja, k = (n−1) (ver prova do Teorema 3.2) e, portanto, podemos
considerar Ri, i = 1, . . . , n−1, os autovalores não-nulos do operador de Ricci em qualquer
ponto de M , além disso, |Ric|2 = λR, pelo Item 6 do Lema 2.1. A conta auxiliar agora é:

n−1∑
i=1

(Ri − λ)2 =
n−1∑
i=1

R2
i − 2λ

n−1∑
i=1

Ri +
n−1∑
i=1

λ2

=
n∑
i=1

R2
i − 2λ

n∑
i=1

Ri + (n− 1)λ2

= |Ric|2 − 2λR + (n− 1)λ2

= λR− 2λR + λR = 0.

Assim, o resultado da primeira parte segue como na prova do Teorema 3.3.
Para a segunda parte, assuma que R = λ > 0. Assim, por um lado, M− deve ter

dimensão um, por outro lado, Ge e Tang [16] provaram que M− é uma subvariedade
mínima de M . Então deve ser totalmente geodésica. Estes fatos nos mostraram que M−
deve ser S1. Além disso, Miyaoka [23] mostrou que M deve ser difemorfa a um fibrado
vetorial sobre S1, mas isto contradiz o fato de que todo sóliton de Ricci contrátil tem
grupo fundamental finito, cf. Wylie [34]. �
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Observação 3.2. Foi mostrado no Corolário 2 de [29] a existência de um autovalor não-
nulo para o operador de Ric de multiplicidade n − 1. A suposição R = (n − 1)λ do
Teorema 3.4 é equivalente à existência de um autovalor de multiplicidade n− 1 ao longo
das variedades focais M− (respec. M+).

Finalizaremos nossos trabalhos provando o teorema a seguir.

Teorema 3.5. Seja (Mn, g,∇f, λ) um sóliton de Ricci gradiente com curvatura escalar
constante. Se o tensor de Ricci tem no máximo 3 autovalores distintos, então ele é rígido.

Demonstração. Façamos o caso λ > 0, sendo análogo para λ < 0. Afirmamos que se R é
constante então Ric tem pelo menos um autovalor nulo em M \M−. De fato, pelo Item 2
do Lema 2.1 é válido Ric(∇f) = 0, para todo p ∈ M , o que inclui os pontos regulares
de f , isso mostra que o operador de Ricci tem um autovalor nulo em M \M−. Além
disso, como mostrado na prova do Teorema 3.2, o número 0 é autovalor de Ric em M−.
Acabamos de provar que: em todo sóliton de Ricci gradiente (não trivial) com curvatura
escalar constante, vale que posto(Ric) ≤ (n− 1).

Suponha que Ric tenha dois autovalores (possivelmente) não-nulos R1 e R2 distintos,
com multiplicidades k1 e k2, respectivamente. Como R é constante então |Ric|2 = λR

também é constante, então R1 e R2 devem ser constantes. De fato, eles são soluções do
sistema de equações abaixo k1R1 + k2R2 = R

k1R
2
1 + k2R

2
2 = λR

o qual tem duas soluções se R1 6= R2 e única solução se R1 = R2. Pela continuidade dos
autovalores do operador de Ricci, segue que R1 e R2 são constantes, a partir do qual nós
obtemos a requerida rigidez. �
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