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Resumo

Neste trabalho noés estudamos os resultados de rigidez obtidos no artigo intitulado “On
gradient Ricci solitons with constant scalar curvature” por Fernandez-Lopez e Garcia-Rio
[Proc. Amer. Math. Soc. 114 (2016) 369-373|. Eles provaram que: Se a curvatura escalar
de um soliton de Ricci gradiente for constante, entao ela é um multiplo da constante da
equagao fundamental do soliton de Ricci. Este fato foi uma das principais ferramentas

para eles obterem os resultados de rigidez subsequentes.

Palavras-chave: Curvatura escalar constante; Tensor de Ricci; Soliton de Ricci gradi-

ente; Rigidez.



Abstract

In this work we study the rigidity results obtained in the papper titled “On gradient
Ricci solitons with constant scalar curvature” by Fernandez-Lopez and Garcia-Rio [Proc.
Amer. Math. Soc. 114 (2016) 369-373]. They proved that: if the scalar curvature of a
gradient Ricci soliton is constant then it is a multiple of the constant of the fundamental
equation of the Ricci soliton. This fact was one of the main tools for them to obtain

subsequent rigidity results.

Keywords: Constant scalar curvature; Ricci tensor; Gradient Ricci soliton; Rigidity.
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Introducao

Ultimamente é notavel um crescente interesse no estudo de diversos fluxos definidos
em uma variedade Riemanniana, entre eles destaca-se o fluxo de Ricci. Hamilton [17],
na direcao de resolver a conjectura da geometrizacao de Thurston, introduziu o referido
fluxo. Precisamente, dada uma familia a um pardmetro de métricas Riemannianas ¢(t)
em uma variedade diferencidvel M, definida num intervalo I C R, denotando por Ricy

o tensor de Ricci da métrica, a equacao do fluxo de Ricci é

0 )
@ (Zf) = —QRZCg(t). (1)

Hamilton provou que para qualquer métrica Riemanniana gy em uma variedade diferen-
ciavel compacta M, existe uma tunica solugao g(t) para a equagao definida em um
intervalo [0,¢€), com ¢g(0) = go. Para o caso completo ndo compacto, Shi [3I] provou a
existéncia de uma solugao completa de , sob a condi¢ao de que as curvaturas seccionais
de (M, go) sejam limitadas.

O soliton de Ricci é um fluxo de Ricci (M, g(t)),0 < t < T < oo, com a propriedade que,
para cada t € [0,7), existe uma familia a um parametro de difeomorfismos ¢; : M — M
e uma constante o(t) > 0 satisfazendo o(t)¢;go = ¢g(t). Uma definigdo equivalente é a
seguinte: um soliton de Ricci é uma variedade Riemanniana completa (M, go) junto com

um campo de vetores X € X(M) satisfazendo a equacdo fundamental

. 1
Rlcgo + E‘CXgO = )\907 (2)

para algum A € R, em que Ricy, e Lxgo denotam, respectivamente, o tensor de Ricci e
a derivada de Lie da métrica gy com respeito a X. Para mais detalhes sobre os sélitons
de Ricci indicamos ao leitor as anotagoes de Cao [4], o livro de Chow et al. [I3] ou o livro
de Chow e Knopf [12].

Um soliton de Ricci gradiente é rigido, se ele é isométrico a uma variedade quociente
N™ % xr R¥ sendo N uma variedade Einstein (com Ricy = Agx) e I' uma agdo que age
livremente sobre N e por transformacoes ortogonais sobre R*. Aqui a funcao potencial é
obtida por levantamento da fungao f(x) = §|x|2 definida em R*. Note que todo soliton

de Ricci gradiente rigido tem curvatura escalar constante.



A rigidez de solitons de Ricci tem sido bastante explorada ao longo dos anos. Por
exemplo, Eminenti et al. [14] mostraram que solitons de Ricci gradiente compactos sao
rigidos quando a curvatura escalar é constante. Além disso, em dimensoes 2, Hamilton
[18] mostrou que sélitons de Ricci gradiente compactos estéveis ou contrateis sao rigidos,
Ivey [19] provou o mesmo resultado em dimensao 3. Koiso [20] construiu um exemplo de
s6liton de Ricci gradiente compacto contratil em dimensao 4 que nao tem curvatura escalar
constante sendo, portanto, nao rigido. Em [19] também foi provado que em qualquer
dimensao, solitons de Ricci gradiente compactos estaveis ou expansivos sao rigidos. No
caso nao compacto, Perelman [24] mostrou que em dimensao 3 todo séliton de Ricci
gradiente com curvatura seccional nao-negativa sao rigidos. E fato que em dimensoes
maiores ¢ dificil detectar rigidez. Na verdade existem soélitons expansivos com curvatura
escalar constante, que nao sao rigidos, tal afirmagao foi demonstrada por Lauret [2I]. Isto
nos induz a pensar que outra hipotese é necessaria, em geral, para provar uma tal rigidez.

Neste trabalho estamos interessados em demonstrar alguns teoremas de rigidez de soli-
tons de Ricci gradiente com curvatura escalar constante, a saber, foi estudado os resultados
de Fernandez-Lopez e Garcia-Rio [I5]. Para esse fim, analisamos os resultados do Petersen
e Wylie [27], neste artigo eles provaram o seguinte resultado: Seja (M™, g,V f, A) um soli-
ton de Ricci gradiente com curvatura escalar constante R e A # 0. Entao 0 < R < nA
para A > 0 enA < R < 0 para A < 0. No caso em que a curvatura escalar ¢ um dos
extremos M é Einstein.

Fernédndez-Lopez e Garcia-Rio melhoraram substancialmente este tltimo resultado.
Eles mostraram que, na classe de solitons de Ricci gradiente com curvatura escalar cons-
tante, os possiveis valores da curvatura escalar deve ser um miltiplo da constante A. Para
isso, eles usaram a teoria de Funcgoes Isoparamétricas, uma vez que a funcao potencial
do soliton de Ricci gradiente satisfaz a equagao |Vf|? = 2Af — R+ ¢, em que ¢ € R.
Ademais, contraindo a equagao fundamental, obtém-se Af = n\ — R, de modo que, se
R é constante, entao f é uma Funcao Isoparamétrica. Precisamente, eles provaram o

seguinte teorema.

Teorema 1. Seja (M™, g,V f,\) um sdliton de Ricci gradiente com curvatura escalar
constante R, entao R € {0, \,...,(n — 1)\,nA}.

Destacamos a seguir uma condi¢ao necessaria e suficiente pra que um soéliton de Ricci

gradiente seja rigido.

Teorema 2. Um sdliton de Ricci gradiente com curvatura escalar constante € rigido se,

e somente se, o operador de Ricci tem posto constante.

Da forma que foi estabelecido o Teorema [I] os autores investigaram o que poderia ser
concluido quando R assumisse um dos valores do conjunto {0, ..., (n — 1)\,nA}. O

caso em que R =0 e R = n\ o teorema de Petersen e Wylie garante que M é Einstein.



O caso em que R = A\, Fernandez-Lopez e Garcia-Rio provaram que nao existe séliton de

Ricci gradiente contratil e quando R = (n — 1)\ eles provaram a requerida rigidez.

Teorema 3. Seja (M™, g,V f,\) um sdliton de Ricci gradiente com curvatura escalar
R = (n — 1)\, entdo ele é rigido. Além disso, nao eziste sdliton de Ricci gradiente

contrdtil com curvatura escalar B = A.

Em [28] Petersen e Wylie provaram que: dado um soliton de Ricci gradiente de dimen-
sao 3 com curvatura escalar constante e tensor de Ricci com no maximo 3 autovalores
distintos, entao ele é rigido. Finalizaremos esta dissertagao provando uma generalizacao

deste tultimo resultado, o qual foi feito em [15], a saber:

Teorema 4. Seja (M™, g,V f,\) um sdliton de Ricci gradiente com curvatura escalar
constante. Se o tensor de Ricci tem no mdzimo 3 autovalores distintos, entdo ele é

rigido.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos exibir algumas defini¢oes e resultados que serao utilizados no
decorrer deste trabalho. Mais especificamente, abordaremos a teoria de Tensores em

Variedades Riemannianas; Operadores Diferenciais; e de Fungoes Isoparamétricas.

1.1 Tensores em Variedades Riemannianas

Para um maior aprofundamento dos assuntos que abordaremos nesta segao recomen-
damos ao leitor os livros de M.P. do Carmo [5], Petersen [26], Lee [22] e Spivak [32]. Aqui

assumiremos os conceitos e féormulas bésicas da teoria de Variedades Diferenciaveis.

Definigao 1.1. Um (1,r)-tensor em uma variedade diferencidvel M é uma aplica¢ao

T:X(M)x...xX(M)— X(M)

N J

)
multilinear sobre o anel C*(M) das fungoes diferencidveis em M. Enquanto que, num

(0,7)-tensor, o contradominio é C*°(M). Formalmente, para f,{ € C*(M) vale que
T(Yi, o X 40V, V) = [T(Vi, o, Xy V) LT(Yey Y, Y0)

Exemplo 1.1. O tensor métrico g : X(M) x X(M) — C>(M) que faz corresponder a
cada ponto p € M e a cada par X,Y € T,M, o produto interno de X e Y na métrica
Riemanniana de M, isto €, g,(X,Y) = (X,Y),, € um (0,2)-tensor e suas componentes no

referencial {0;} sao os coeficientes g;; da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas
dado.

Um fato importante é que de modo geral, dado um (0,7)-tensor 7" em uma varie-

dade Riemanniana (M, (,)), podemos identificd-lo com um (1,7 — 1)-tensor T mediante a



métrica Riemanniana (, ), fazendo

TV, Ye1), V) o= T(V, ., Y,). (L1)

Por simplicidade e, desde que nao haja confusao na notagao, utilizaremos a mesma letra
para indicar o (1,7 —1)-tensor correspondente ao seu (0, 7)-tensor. Em particular, o tensor
métrico g pode ser identificado com o (1, 1)-tensor identidade I em X(M).

Em uma variedade diferenciavel de modo natural podemos estender a nocao de derivada

covariante a tensores como segue.

Definicao 1.2. A derivada covariante de um (1,7)-tensor T' é um (1,r + 1)-tensor VT

dado por
VT(X, Vi, V) = Vx(T(Vi,. Vi) = T(VxYi,o o Vo) — o = TV, Vi) (1.2)

Para cada X € X(M), define-se a derivada covariante VxT de T em relagio a X como

um tensor de mesma ordem que T dado por
VxT(Yy,...,Y,) :=VT(X,Y,...,Y,).

Definigao 1.3. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de Riemann
¢ o (1,3)-tensor
Ry : X(M) x X(M) x X(M) — X(M)

dado por
R (X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ - VxyZ. (1.3)

Exemplo 1.2. Seja M =R, entio R,,(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z € X(M). De fato,
seja Z = (z1,...,2n), entao VxZ = (Xz1,...,Xz,) e VyZ = (Yz1,...,Yz,). Logo,

VxVyZ = (XY2,...,XY2), VyVxZ=(YXz,...,YXz,)

V[X7y]Z = ([X, Y]Zl, ceey [X, Y]Zn)
Portanto, R,,(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vixy)Z =0.
Usando o tensor métrico podemos definir o tensor curvatura como sendo o (0, 4)-tensor
Ry : X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — C*(M)

dado por
R.(X,)Y, Z, W) = (R, (X,Y)Z, W)



Proposicao 1.1. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propriedades:
1. Rp(X,Y, Z W)= —-R, (Y, X, Z, W) =R,,(Y, X, W, Z).
2. Rp(X,)Y, Z, W) =R, (Z,W,X,Y).
3. Ru(X,Y)Z + R, (Y, Z)X + R,,(Z,X)Y =0 (primeira identidade de Bianchi).

4. (VxR,)Y, ZW)+(VyR,)(Z, X, W)+(VzR,)(X,Y,W) =0 (sequnda identidade
de Bianchi).

Dizemos que um referencial ortonormal {es, ..., e,} em um aberto U C M é geodésico
emp € U se (Ve;)(p) =0 para todos 4, j = 1,...,n

Definigao 1.4. A curvatura seccional K,(o) no ponto p € M sequndo um subespago

bidimensional o C T,M, é definida por

(Rpn(z,9)y, x)

K
|z A yl?

p(g) = )
onde z,y € o sio vetores linearmente independentes e |z Ay|? = |z|*|y|* — (z,y)>. Convém
considerarmos também a notagao K,(z,y) = K,(0). Em muitas literaturas a curvatura

seccional também aparece com a notagdo sec(x,y).

Da teoria de Algebra Linear segue que esta definicao ndo depende da escolha dos vetores
x,y que geram o. Além disso, note que, se {ey,...,e,} ¢ uma base ortonormal de T,M,
temos

Kij = K(e;,ej) = (R(e;, e5)ej, ;) = R(es, €5, €5, €;) = Rijii.

Fixemos um vetor v € T,M, de modo que {v,ey,...,e,_1} seja uma base ortonormal de
T,M. Vamos considerar todas as possiveis curvaturas seccionais dos planos que podemos

gerar com v e tomar a média

Ric,(v) ==

-1 p

=1

Esta é conhecida como curvatura de Ricci no ponto p segundo v. Deste modo, podemos

novamente considerar a base ortonormal {ey,...,e,} C T,M, para calcularmos a média

1 n
S::ﬁ;Ricp(ej) Py p— ZZK e;,€i).

=1 =1

Ligado a estas fungoes curvaturas temos.



Definigao 1.5. O tensor curvatura de Ricci € o (0,2)-tensor obtido pelo trago do tensor

curvatura de Riemann. Isto €,
Ric(Y,Z) =tr{X — R, (X,Y)Z}, (1.4)

em que X,Y,Z € X(M). Se{ei,...,en} C T,M € uma base ortonormal e u,v € T,M,

entao para cada p € M o tensor de Ricct é dado por

n n

Ric(u,v) = Z(Rm(ei, u)v, e;) = Z(Rm(ei, v)u, e;) = Ric(v,u),
i=1 i=1
onde a sequnda igualdade seque da Proposicao |1.1, o que prova a simetria do tensor de
Ricci. Diremos que Ric > k (ou < k) se cada autovalor real A de Ric satisfaz A > k
(ou < k).

Retornando a base ortonormal {v,ey,...,e,—1} C T,M, vamos deduzir que

n n—1

Ric(v,v) =Y (Ru(e, v)v,e)) = Y K(e;,v) = (n— 1)Ric(v). (1.5)

i=1 i=1

Tomando o trago na equagao (1.5 obtemos a relagdo entre R e s, a saber:

R = ZRic(ej, e;) =(n—1) Z Ric(ej) = n(n — 1)s.

J=1

Por isso, R é conhecida como curvatura escalar, enquanto que s como curvatura escalar
normalizada.
Uma conta direta mostra que, em dimensao dois, o tensor de Ricci fica determinado

pela curvatura de Gauss K, pois é valida a relacao
Ric = Kg.

Agora iremos fazer alguns comentérios sobre a derivada de Lie, para isso recordemos
agora o seguinte fato sobre EDO. Seja X um campo diferenciavel de vetores em M. Dado
p € M, existe uma vizinhanga U C M de p, um intervalo (—¢,¢), € > 0, e uma aplicacdo

diferenciavel ¢ : (—¢,e) xU — M tais que a curva t — ¢(t, q) ¢ a tnica curva diferenciavel
9¢(t, q)
ot

satisfazendo = Xy € ©(0,q) = g, para todo t € (—¢,¢) e ¢ € U. Observemos
que este resultado é apenas uma extensao para M"™ do teorema fundamental de existéncia,
unicidade e dependéncia das condigoes iniciais das equagoes diferenciais ordinarias.
Sejam X, Y € X(M) e p: (—e,e) x U - M o fluxo de X. Consideremos, para cada
t € (—¢,¢), o difeomorfismo ¢, : U — ¢,(U) dado por ¢:(q) = ¢(t,q). A derivada de Lie

de Y com respeito a X é o campo de vetores que a cada p € M associa ao vetor tangente

7



dado por

(LxY), doy Youp) = hm [d(pt Yioep — Yp)- (1.6)

= il

Como ¢; ' = ¢_y e ¢, 0p_; = ig, temos a seguinte equivaléncia com a definicio em ([1.6)
.1 1 .1
(LxY), = 11_1}1(1) ;dgo,t (Yo, —depY)] = hm dp_ [ (Yo, —deeY)] = 11—% . (Yo —deY].

Na tultima igualdade utilizamos que 15% dy_; = iq. Este fato segue da defini¢ao de vetor
tangente e da dependéncia continua de ¢(t,q) com relagdo a t e g.

Considere um campo de vetores X € X(M), o seu fluxo ¢ : (—¢,¢) x U — M, e para
cada t € (—¢,¢), o difeomorfismo ¢, : U — ¢,(U) dado por ¢;(q) = ¢(t,q). A derivada de
Lie de T com respeito a X é o (0,r)-tensor LxT que a cada p € M associa ao operador

dado por
d

T dt
Para o caso de fungoes f € C°(M), devemos interpreta-las como O-tensores, de modo

que @i f = f o implica

1,
(‘CXT) (Sot T) = lim n [Sot Tv(t,p) - Tp]'

t=0 t—0

N =

(f o eul(p).

d
(EXf)p = dt =0

Também vale a proxima propriedade da derivada de Lie para um (0, r)-tensor T em M

(LxT)(Yi-.. Y) = X(T(V, . Vo) =T(X, Vi) Voo V)= o —T(Vi, .. Yoo [X, V).

Iremos provar este fato para um (0, 2)-tensor 7. Como segue

(LxT)(Y.Z) = T g T (Y, 2) — T,(V. 2)]

t—0 ¢t

1
= lm = [T, (deY,dp Z) = T,(Y, Z)]

t—0 ¢

o1
= hm — [Tgot(p) (d(ptY — Ygot(p) —l— Y ngtZ — Zgot(p) + Z%(p)) — Tp(Y, Z)] .

t—0 ¢
Pela bilinearidade de T,
(ﬁXT)P(Y7 Z) = hmT ( (dgpty Y%(P))? d(ptZ - ZSOt(p))
+1im Ty, ) (;(dsﬂty —Yon) Zeuw)
‘{'li_{% Top) (Y ®)> 7 (d@tz - Z@t(p)»

+lim % Toito) Yertw): Zowiw) = To(Y: Z)]
= (X, Y], 2) =TV, [X, 2]) + X(T'(Y, 2)).



Em particular, para a métrica Riemanniana g em M vale:

(Lxg)(Y,Z) = g(Vy X, Z) + g(VzX,Y). (1.7)

1.2 Operadores Diferenciais

Nesta dissertagao trabalharemos com operadores diferenciais (gradiente, laplaciano,

etc.) em uma variedade Riemanniana M de dimensao n.

Definicao 1.6. Seja f: M — R uma func¢ao diferencidvel. O gradiente de f é o campo
vetorial diferencidvel V f, definido sobre M por

(V. X) =Vxf=X(f)=df(X) (1.8)

para todo X € X(M).

E imediato das propriedades de derivacdo que para f,h € C®(M), vale:
V(f+h)=Vf+Vh e V(fh)=hVf+ fVh.

Definigao 1.7. Seja X um campo de vetores diferencidvel em M. A divergéncia de X €

a funcao diferencidvel divX : M — R, definida pelo operador traco
divX = tr{v — V,X(p)}. (1.9)

Seja X um campo diferenciavel em M e {ey, ..., e,} um referencial ortonormal em uma
n

vizinhanga aberta U C M. Se X = Zaiei em U, entao
i=1

n

divX(p) = > (ei(a;) = (Ve,e1, X)), (1.10)

i=1

Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, temos que
n
divX(p) = eilar). (1.11)
i=1

De fato,

n n n

divX = > (Ve X&) =) (ei(X,e) = (X, Vee) =Y (ei(a;) = (Veei, X)),

=1 =1 =1

o que prova nossa afirmacao. Além disso, uma conta direta prova que para X,Y € X(M)



e f: M — R, vale:
div(X +Y) =divX +divY e div(fX) = fdivX + (Vf, X).

Definicao 1.8. Seja f : M — R uma funcgao diferencidvel. O laplaciano de f € a fun¢ao
Af: M — R dada por
Af =divVf. (1.12)

Das propriedades estabelecidas acima obtemos a seguinte igualdade para o laplaciano,
sejam f,h € C*(M), tem-se

A(fh) = div(V(fh)) = div(hVf) + div(fVh)
= hdivVf+(Vh, Vf)+ fdivVh+ (Vf,Vh)
= hAf+ fAh+2(Vf Vh). (1.13)

Definigao 1.9. Seja f : M — R uma funcao diferencidvel. Definimos o hessiano de f

como o (1,1)-tensor, dado por
(V2f)(X) =VxVf, VX €X(M). (1.14)
Ou como (0,2)-tensor, dado por
VIA(XY) = (VxV,Y) = Viy (/) (1.15)
Um fato importante ¢ que V2f : X(M) x X(M) — C*(M) é simétrico. Com efeito,

(VEI(X),Y) = (VxV[Y)=X(V[Y)=(V[,VxY)
= X(Y(f) = (VxY)(f) = Viy(f). (1.16)

Além disso, também teremos

(V2N(Y), X) =Y(X(f)) = (VyX)(f) = Vix(f)- (1.17)

Subtraindo ((1.17)) de (1.16) concluimos a requerida simetria

Viy (f) = (V2 )(X),Y) = (V2 F)(Y), X) = VI x(f)-
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Outros fatos relevantes sao:

Vdf = V*f,
R,(X,Y)Vf = (VxV*)(Y) = (V¥ V2 f)(X), (1.18)
‘CVfg = 2V2f7

VIV = 2V2f(V]).

As duas primeiras igualdades seguem imediatamente da definicao de derivada covariante
de tensores e da definicao do operador hessiano. Com efeito, sejam X e Y campos de

vetores arbitrarios em M, entao
(VA )(X,Y) = Vx(df(Y)) = df(VxY)=XY(f) - VxY(f) = V2f(X,Y)

como X e Y sdo arbitrarios segue que Vdf = V2f . A segunda igualdade ¢ a expressao
para o tensor curvatura de Riemann R, em termos do hessiano, deduzimos tal igualdade

como segue. Sejam X e Y campos de vetores arbitrarios, por um lado
(VxV2H)(Y) =V Vf(Y) =V f(VxY) =VxVyVf = Vo VS (1.19)
por outro lado, de maneira anéloga temos
(VyV2)I(X) = VyVxVf = Vo, xV/, (1.20)
combinando com obtemos imediatamente a equagao , como segue
(VxV2A)Y — (Vy V)X = VxVyVf = VyVxVf = VxyVf = Ry(X,Y)Vf.
Para a terceira identidade, basta substituir os campos de vetores V f, Y, Z na equacao

(Lvsg)(Y,Z) = (VyV[f, Z)+(Y,VV[)
= VY, 2)+V?f(Y,Z)=2V*f(Y, Z),

donde obtemos a requerida identidade. A tltima identidade é apenas uma conta direta

iniciando pela definicao do gradiente.

1.2.1 Tensores e os Operadores Diferenciais

Nesta secao veremos algumas importantes propriedades dos tensores as quais envolvem
os operadores diferenciais. Nosso primeiro objetivo seré definir um produto interno entre
tensores.

Sejam (x1, ..., x,) um sistema de coordenadas locais em uma variedade diferenciavel M
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de dimensao n com métrica Riemanniana g = (,), {01, ...,0,} o referencial coordenado

e {e1,...,e,} um referencial ortonormal. O tra¢o de um (0, 2)-tensor 7" ¢ dado por

= ZT<61'761');

ou ainda, utilizando a conven¢ao de Finstein da soma, segundo a qual estard implicita

uma soma sempre que houver indices repetidos e em posicoes invertidas, temos
tr(T) = g"T(0;,0;) = g7 g(T(),0;). (1.21)

Observemos que T(0;) = ¢"g(T(8;),01)0, = ¢~ g(0;, T*(0x))0), onde T* & o operador
adjunto formal de T. Consideremos outro (0, 2)-tensor .S e seus respectivos (1, 1)-tensores,
dados por

T(X,Y)=(T(X),Y) e S(X,Y) =(5(X),Y). (1.22)

Desta forma, temos 7" : X(M) — X(M) e S : X(M) — X(M). Além disso, S* : X(M) —
X(M) é tal que (S(X),Y) = (X, S*(Y)). Vamos procurar uma expressao para tr(7.5*).

Vejamos:

(1.21)

tr(TS") gif‘g«TS*)(a)a) g9 (T (S*(3))) , 0;)
= g79(T(g"9(8;, S(0r))Dr), 0;)
= g7g"9(S(0r),0:)9(T (), 0;) = g” g* SiiTh;.

A simetria da matriz (g*) e uma renumeragao nos indices permite-nos escrever
tr(TS*) = gikgﬂTijSkl. (1.23)
Assim, em {eq,...,e,},
rTS) = LTS = o oTe), e)o(S(e0 <)
= Zg (e), Zg ), €5)€;) Zg

r(TT") Zg T(e:)) = Z T (e:)]? (1.24)

= Z g (T(e;), I Z g(T = tr(T). (1.25)

As relagoes (|1.23)) e ([1.24)) nos mostram que podemos definir um produto interno entre
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os (0,2)-tensores T e S, fazendo
(T, S) :=tr(TS™). (1.26)

Este é conhecido como produto interno de Hilbert-Schmidt.

Definigao 1.10. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n. Definimos a

parte sem trago de um (0,2)-tensor T em M por

o tr(T
fo—r_ @,
n
Entao
: tr(T) |2 tr(T)?
o< it = |7 - T e IS
n n
Assim
|T|* > l167“(T)2
p— n .
Note que a igualdade ocorre se, e somente se, T = @g.

O caso em que T' ¢ simétrico pode ser pensado assim. Considere uma base {e;} de T, M

tal que T'e; = \;e;, para i = 1,...,n, sendo assim,
(T,T) = |T|” = tr(T%) = Y A},

Recorde que (a1 + ... +a,)? < n Z a? para todo a; € R desta maneira

(2

(tr(T))* = (M + .+ Xa)> < >N =n|TP.

Definigao 1.11. Definimos a divergéncia de um (1,7)-tensor T em M, como sendo o

(0,7)-tensor dado por

(divT)(vy, ..., v )(p) = t'r(w = (Vo T) (01, ... ,vr)(p)),
ondep e M"™ e (vy,...,u,) € T,M x ... x T,M.

Seja T' um (0, 2)-tensor em uma variedade Riemanniana M de dimensdo n, tomemos

um referencial ortonormal local {ej,...,e,} em M. Consideremos o seu (1, 1)-tensor
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correspondente 7. Entao, divT’ é um (0, 1)-tensor que satisfaz, para cada Z € X(M)
(divT)(Z) = > 9((VeT)(2),€:)
= > 9(VT(Z), ) = g(T(Ve,2), ei)

= div(T(2)) — Z T(Ve,Z,e;).

Portanto,
div(T(Z2)) = (divT)(Z) + (VZ,T™). (1.27)

Além disso sabemos que a métrica Riemanniana g em M, induz em cada espago dual
Ty M do espago tangente T, M, um produto interno com propriedades anédlogas a g, bas-
tando definir para cada X’ Y? € oM

(X7, Y") = (X,Y), (1.28)
em que X,Y € T,M sao os vetores correspondentes a X > ¢ Y, respectivamente. Ademais,

(divT, 2°) = 3 (divT) () (Z, &) = (divT) ( Yz, ei>ei> — (divT)(2).

A %
Ao se escrever esta tltima relagdo para um (0, 2)-tensor, fica implicito que estamos tra-

balhando com o (1, 1)-tensor correspondente.

Fato 1.1. As sequintes formulas sao vdlidas em qualquer variedade Riemanniana M.
1. div(fg) = df, para toda f € C*(M).
2. divRic = 3dR (sequnda identidade de Bianchi contraida,).

A demonstracao do Item [I]é imediata da Definicao [1.11] enquanto que a demonstracao
do Item [2] segue por contracao da segunda identidade de Bianchi e pode ser encontrada,

no livro do Petersen [20].
Segue do Fato [I.1] que

n—2
2n

divRic = dR, (1.29)
em que Ric := Ric — %g.

Para o que segue, definimos o laplaciano Adf da diferencial df de uma funcao f €
C°°(M), pela divergéncia do (1, 1)-tensor Vdf = V2f. A equacao a seguir nos mostra que

nem sempre o laplaciano comuta com a diferencial.

Corolario 1.1.
Adf = dAf + Ric(Vf,-). (1.30)
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Demonstra¢ao. Em geral, vale que

Ric(X,Vf) = div(VxVf) — (X, V(Af)) — (VX, V3f)
= div(V2f(X)) — (dAf)(X) = (VX,Vf).

Ajustando os termos acima, utilizando a equacao (1.27) e observando que Vdf = VZ2f,
obtemos

Ric(X,Vf) + (dAf)(X) = div(Vf(X)) — (VX, Vf) = (divV2f)(X) = (Adf)(X)

para todo X € X(M), o que é suficiente para obter a requerida equagao do corolario. [J

Definigao 1.12. Seja T um (1,r)-tensor, o laplaciano de T em M € o (0,7 + 1)-tensor
dado por

AT = divVT.

1.3 Funcoes Isoparamétricas

Um dos conceitos centrais para o entendimento de uma parte deste trabalho é o de
Fungao Isoparamétrica. Por meio desta classe de funcoes é possivel estudar os sélitons
de Ricci gradiente com curvatura escalar constante. Nesta secao vamos comentar sobre
fatos envolvendo fungoes isoparamétricas em variedades Riemannianas, motivaremos tal
conceito e enunciaremos um teorema que relaciona fungoes isoparamétricas com uma
hipersuperficie isoparamétrica. Para maiores detalhes recomendamos ao leitor os artigos
de Levi-Civita [10], Segre [30] e Cartan [0} [7, 8, ©].

Seja M™ uma variedade Riemanniana e ¢ uma aplicacao real diferenciavel em M x R,
dada pela equacao da onda

2

Ap(z,t) = g—tf(a:,t), (1.31)

em que A denota-se o operador de Laplace-Beltrami, ¢ € R representa a varidvel temporal
e x € M representa a variavel espacial.

Define-se como frente de onda os conjuntos formados por pontos de um mesmo estado
de fase em um instante de tempo ty € R, expresso em outros termos, para cada ty € R
definimos a aplicagao f, : M — R por f;, () = p(z,1y). As frentes de onda no tempo t,
sao os conjuntos de niveis da fungao f,.

No intuito de nos aproximarmos do conceito de hipersuperficie isoparamétrica temos
que impor condigoes sobre ¢, entao em primeiro lugar vamos assumir que a frente de onda

nao depende do tempo, desta forma se M é uma frente de onda e xo € M, a aplicacao
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¢: M — R, dada por ¢(t) = ¢(xg,t) nao depende de z( escolhido mas depende da frente
da onda. O laplaciano de f é constante a longo do conjunto de nivel, para que qualquer
z € f(c(ty)) tem-se

2

Af(z) = Ap(x,ty) = aa—tf(x,to) = "(ty). (1.32)

Outra condigao que devemos impor é que o gradiente seja constante ao longo de conjuntos
de niveis e como conclusao podemos dizer que as ondas estacionérias com frente de ondas
equidistantes permitem determinar uma funcgao diferenciavel f verificando que tanto |V f|
como A f sao constantes ao longo de seus conjuntos de niveis o que nos permite apresentar

a definigdo de fungao isoparamétrica, no qual aparece a primeira vez em [10].

Definigao 1.13. Seja M uma variedade Riemanniana, uma func¢ao diferencidvel nao
constante f : M — R de classe C? € dita transnormal se houver uma fungao diferencidvel
b: f(M) CR — R de classe C? tal que

VP =0b(f). (1.33)

Se, além disso, houver uma funcao continua a : f(M) C R — R tal que

Af =a(f), (1.34)

entao dizemos que f € uma funcgao isoparamétrica.

Uma colegao {f7!(c)}eer de conjuntos de niveis de f, ¢ uma familia isoparamétrica de
hipersuperficies, por outro lado, uma hipersuperficie N imersa em M ¢é isoparamétrica
se para cada ponto p € M existe uma aberto U em torno de p em M, tais que as
hipersuperficies equidistantes a U tem curvatura média constante.

O teorema abaixo relaciona de forma precisa a relacao entre funcao isoparamétrica e
hipersuperficie isoparamétrica, através dele podemos estudar a curvatura de hipersuper-

ficies por meio de fungoes isoparamétricas.

Teorema 1.1. Sejam f : M — R uma func¢ao isoparamétrica e ¢ € R um valor reqular

de f. Entao N = f~1(c) € uma hipersuperficie isoparamétrica de M.
Demonstragao. Ver em [33]. O

A condigao implica que os conjuntos de niveis de f sao paralelos entre si, en-
quanto que, a condigao implica que uma hipersuperficie de nivel tem curvatura
média constante.

A seguir daremos alguns exemplos de fun¢oes isoparamétricas nos espagos formas. Para
um maior aprofundamento neste assunto, indicamos ao leitor a dissertacao de Alexan-
drino [1].
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Exemplo 1.3. Considere a fungdo f(x) = a3 + -+ 4 23 para x = (x1,...,2,) € R" ¢

. . L, k . A -
k < n wm inteiro positivo. Temos que V f(x) = Y., 2x,e;, em que {e;} € a base candnica

do R™. Entao, f € uma funcao isoparamétrica em R™.

Com efeito, o laplaciano de f é dado por Af(z) = 2k, além disso, vale

k k
Vf(z)]? = (Vf(x),Vf(z)) = <Z2xiei,z2xjej> =422+, 4o} = Af(2).

Exemplo 1.4. Seja M™*1(c) o espago hiperbolico H" ' (—1) C R"*2, para ¢ = —1, ou a
esfera canonica S*1(1) C R"™2, para ¢ = 1, ou seja, M" " (c) = {z = (x1,...,Tp42) €
R™ 2 g 4 -+ a2, + cal,, = ¢} com a métrica Riemanniana induzida pela forma
quadrdtica ds* = daf + -+ + da? ., + cda?,, em R"2. Em ambos os casos, o vetor
n(z) = &, com x € M""!(c), é um vetor normal a M" ™ (¢) na métrica induzida por ds*.

Defina f no espago geométrico (R™*2 ds?) pondo
flo) = ewi+ o deritain+o T+ T,

em que k € um inteiro positivo menor que n + 2. Entao a restri¢io [ = flunt1() € uma

funcdo isoparamétrica em M"1(c).

Com efeito, seja Vf o gradiente de f calculado na métrica dada por ds?, entio

Vf(z)=2(cx1,... T Tpit, -+, Tny1, CTpya). (1.35)

Assim para todo x € M"*!(¢) temos que

V(@) =4(x + -+ a2, +erh.,) =4dc (1.36)
Além disso,
(V@) n(z)) =2(caf + - +cxp+ap,q + - +aiy +an,,) =2f(x). (137
Como (n,7) = ¢, concluimos a partir de que
V(@) = V@) + (V@) n@)n(e) = V() + 2f (@)n(z). (1.38)
Donde,

IVFI? = |VfI*+4dcf.
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Substituindo ([1.36]) nesta ultima equagao, obtemos
IVf|? = —4cf? + 4c.

Isso prova que f é transnormal.

A seguir iremos mostrar que o laplaciano de f também é uma fun¢ao de f satisfazendo,
portanto, a condicao para que f seja uma funcao isoparamétrica.

Seja V a conexdo Riemanniana de (R"*2, ds?) e V a conexio Riemanniana de M"+!(c).
Como os coeficientes de ds? sdo constantes, segue que V coincide com a conexdo euclidiana,

portanto, é imediato da equacao (|1.35)) que

(Vy VI (Y) =2(cys, - - CYks Y1, -+ Yni1s CUns2), (1.39)
onde ¥y = (1, - -, Yns2). Em particular, para Y (z) = n(z) = & obtemos
9. 9f = Vf
Logo, é imediato de ([1.37)) a proxima equagao
(Vo f (@), n(x)) = 2f(x). (1.40)

Aplicando a base canonica {u1, ..., Upi1, Uni2} de (R ds?) na equacao (1.39)), em que

(uj,uj) =1 parai=1,...,n+ 1; (Upt2, Up+2) = c € (u;,u;) = 0 para ¢ # j, deduzimos

n+1
AF = S V0T 0) + (Vo ¥ i) = 20k 42+ 1—K) 426, (141)

=1

: 2 7.2
Por outro lado, em um referencial ortonormal {ey,...,e,.1,€,00 = n} em (R"2 ds?)

adaptado a M"*!(c), este laplaciano é calculado como segue

n+1
Af = ) (V. Vi e)+c(VyVin)
o o
= > (e(Vfe) = (V,Veen) +e(VyV i)
=1
n+1
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Pela teoria de imersoes isométricas nos escrevemos V.e; = Ve, + a(e;, e;), para

i=1,...,n+1, em que a é a segunda forma fundamental de M"*! em (R"*2 ds?). Logo,
Af = ) (elVfe) = Veelf) —alee)(f) +e(VVFm)
i=1
n+1 n+1 ~ o
= Z<V€ivf7 €i> - Z a(eia ez)(f) + C(Van, 77)
i=1 i=1
n+1 ~ o
= Af =) alene)(f) +e(VyV )
i=1
n+1

= Af-— Z clales, i), mn(f) + (VyV ).

Relembrando que (a(e;, e;),n) = (Aye;, e;), em que A, é o operador de Weingartein da

imersao, que neste caso ¢ A, = —dn = —id, a equagao anterior se resume a
n+1
Af = AP+ clesem(f) + (VY F)
i=1

= Af+cln+Dn(f)+c(V,VEn).

Note que n(f) é dado pela equagao ((1.37), enquanto que o terceiro termo é dado por
(1.40)), assim, essa ultima equacdo reduz-se a

Af = Af+2c(n+1)f +2cf = Af +2c¢(n+2)f.
Utilizando ((1.41]) concluimos que
Af=—=2c(n+2)f +2ck+2(n+1—k)+ 2c.

Isso prova a nossa afirmacao.
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Capitulo 2
Solitons de Ricci Gradiente.

Neste capitulo definimos sélitons de Ricci gradiente e pravamos algumas formulas que

usaremos nas demonstragoes.

2.1 Resultados Auxiliares

Definicao 2.1. Um sdliton de Ricci é uma variedade Riemanniana completa (M",g)

Junto com um campo de vetores X € X(M) satisfazendo a equacdao fundamental
, 1
Ricy, + EEXg = \g, (2.1)

para algum A € R, onde o Ric, e Lxg denotam, respectivamente, o tensor de Ricci na
métrica g e a deriwada de Lie de g com respeito a X. A notagao (M™, g, X, \) € utilizada
para representar um soliton de Ricci. Ele é chamado expansivo se A < 0, estdvel se A =0
e contrdtil se A > 0. Se X =V f para alguma funcao diferencidavel f : M — R, entao a
equUagao fica reescrita da sequinte maneira

Ric+V?f = \g (2.2)

em que V2f € o tensor hessiano da fungdo f. Neste caso, a quddrupla (M", g,V f,\)

representa um soliton de Ricci gradiente.

Os dois proximos exemplos estao diretamente relacionados ao caso de rigidez que sera

discutido no capitulo principal.

Exemplo 2.1. (Sdliton Einstein) Uma variedade Riemanniana (M™,g) € chamada de
variedade Finstein se o tensor de Ricci satisfaz Ric = Kg, onde K é uma funcao real
definida em M™ devendo ser igual a R/n, em que R = tr(Ric). Supondo que M™ é conexa
com dimensdo n > 3, o teorema de Schur, cuja a prova pode ser encontrada em [26)], nos
garante que a fungao K é constante. Em particular, se X € X(M) é um campo Killing,
isto €, Lxg =0, entao (M", g, X, R/n) satisfaz trivialmente a equagao fundamental (2.1)).
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Exemplo 2.2. (Sdliton Gaussiano) Seja f : R" — R dada por f(z) = %]m\z, onde A
¢ uma constante real nao nula. Note que, na métrica euclidiana gy de R™, € vdlido que
V2f = \go. Como o tensor de Ric nesta métrica € nulo, seque que (R", go, V f, \) satisfaz
a equacao fundamental . Esta quadrupla é conhecida como soliton Gaussiano.

Lema 2.1. Para todo séliton de Ricci gradiente (M™, g,V f,\) valem as equagdes:
1. Ric = —V2f.
2. VR = 2Ric(Vf) ou, equivalentemente, Ric(Vf,-) = L1dR.
3. Ru(X,V[)V[f = (VysRic)(X)+ Rico (A — Ric)(X) — s VZR(X).
4. Rp(X, VAV ==V V)IX)+ (M = V2f) o V2f(X) — 3V2R(X).
5. $AsR = tr(Rico (A — Ric)).
6. :ArR = AR — |Ric|* ou , equivalentemente, |Ric|? = —1AfR+ E(An - R).
7. IVfI?+ R —2\f = ¢, para algum c € R.

Estas formulas sao conhecidas como as equacgoes de estrutura de um soliton de Ricci
gradiente e sao mais comuns nas suas respectivas expressoes em coordenadas. No caso
compacto elas tém maior importancia, uma vez que, todo soéliton de Ricci compacto é

gradiente, este resultado foi provado por Perelman [25].

Demonstragdo. Tomando o traco na equacao fundamental Ric + V?f = M\g obtemos
R+ Af = An. Agora nés acrescentamos o tensor %g em cada membro desta primeira

equacgao, resultando em

. R A .
Rz’c:—V2f+(/\—E)g:—v2f—|—7fg:—v2f,

o que prova o Item [Tl O Item [2] segue por uma simples combinag¢ao do Fato com a

equagao (|1.30). Vejamos:

%R = divRic = div(\ — V?f) = —div(V%f) = —dAf — Ric(Vf,-) = dR — Ric(Vf,-),

isto é suficiente para concluir o requerido item. Para o Item [3| primeiro substituimos

V2f = —Ric+ Al na equagao para obter
(VyRic)X — (VxRic)Y = R, (X,Y)Vf.
Em particular, para Y = V f deduzimos a equagao da curvatura na direcao radial, a saber:
(VysRic)X — (VxRic)Vf =R, (X,Vf)VFf. (2.3)
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Pela definicao de derivada covariante de tensores e pelo Item [2, calculamos

(VxRic)(Vf) = VxRic(Vf)— Ric(VxVf)
= %VXVR—Ric(VQ f(X))

= LVPR(X) - Rico (Al — Ric)(X).

Substituindo esta ultima equacao em o requerido item fica determinado. O Item |4 é
equivalente ao anterior porque Ric = A\ — V2f e a métrica é covariantemente constante.

Para o Item [5| apenas observe que o operador trago comuta com a derivada covariante,
de modo que, a identidade deste item é obtida primeiramente tomando o trago no Item [4
e concluindo com o uso do Item , neste caso, relembre que AyR = AR — (Vf, VR).

O Item [0] segue imediatamente do anterior e da defini¢do da norma de Hilbert-Schmidt

em (T.26), pois
1
iAfR = tr(Rico (M — Ric)) = (Ric, \I — Ric) = AR — |Ric|?,

ou, equivalentemente, usando a Defini¢ao IeesCrevemos

2

1 . o
SAR = AR — (|Ricf* + %) — —|Ric + %(An _R).

A prova do Item (7] inicia com a tltima identidade em ((1.18) combinada com o Item ,

COINo segue
VIVII? =2V2f(Vf) = 2(—Ric(Vf) + \Vf) = —=VR + 2\Vf.

Logo, V(IVf|*>—2\f + R) = 0. Donde concluimos que |V f|> —2\f + R = ¢, para alguma
constante ¢ € R. Finalizando a prova do lema. 0]

Observagao 2.1. O caso A = 0 tem uma consequéncia bem imediata do Item [0 do
Lema . De fato, neste caso teremos %AfR = —|Ric|]? <0, de maneira que, se R atinge
um minimo, entao pelo principio do mdrimo deve-se ter R constante, recaindo, portanto,

no resultado do teorema a sequir, o qual também € consequéncia do referido item.

Teorema 2.1. Seja (M™, g,V f,\) um sdliton de Ricci gradiente com curvatura escalar
constante R. Se A > 0, entao 0 < R <n\. Se A\ <0, entao n\ < R <0. Se a curvatura

escalar € igual a um dos extremos, entao (M",g) é Einstein.

Demonstragao. Como R é constante, segue do Item [6] do Lema [2.1] que

R - R (2.4)

AR = |Ric|> ou, equivalentemente, |Ric|> = —
n
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Se A =0 (ou R = 0), entdo por (2.4 deve-se ter Ric = 0. Portanto, basta analisar o caso
em que A e R sdo ndo nulos. Mas, por (2.4) deduzimos que A e R devem ter o mesmo
sinal e a primeira parte do teorema segue por uma simples analise a partir deste fato.

Para finalizar, note que, se R = An, entao a equagao (2.4)) garante que Ric = %g. O]

Observacao 2.2. O leitor poderd facilmente observar que o caso A = 0 nao € interessante

nos resultados a sequir.

O Lema também auxilia no estabelecimento de condi¢oes para que um soéliton de

Ricci gradiente seja radialmente plano, isto é, sec(-, Vf) = 0.

Teorema 2.2. Seja (M", g,V f,\) um sdliton de Ricci gradiente, com A # 0. Cada uma

das condi¢oes abaixo implica que ele € radialmente plano.
1. A curvatura escalar € constante e sec(-,Vf) >0 (ou sec(-,Vf) <0);
2. A curvatura escalar € constante e 0 < Ric < \g (ou A\g < Ric < 0);
3. R,, € harmonico ;
4. Ric >0 (ou Ric <0) e sec(-,Vf)=0.

Demonstragao. Seja p € M e {e;} uma base ortonormal de T,M. Assuma que R é
constante, entao pelo o Item [2] do Lema [2.1] temos

0 = <Vf,%VR>:<Vf,R¢c(Vf)>:Ric(Vf,Vf)

= Y R(e, V. Vfe) =Y secle;, V).
=1 =1

Segue que sec(-, Vf) =0, desde que sec(-, Vf) > 0 (ou sec(-, Vf) <0).

Assuma a condigao do Item [2] A hipotese sobre a curvatura de Ricci nos da Ric > 0
e M — Ric > 0 (respectivamente, Ric < 0 e A\ — Ric < 0), portanto, o operador
Rico (M — Ric) > 0 (respectivamente, Rico (A — Ric) < 0). Como R é constante, pelo
Item [5] do Lema 2.1} vale que

1
0= §AfR = tr(Rico (A — Ric)) > 0(<0),

logo, 0 = Rico (M — Ric) = Rico V?f. Isto prova que os possiveis autovalores para V2 f
devem ser: 0 e \.

Com efeito, seja ¢ € C°°(M) um autovalor de V2f, isto ¢, existe X # 0 tal que
V2f(X) = ¢¥X ou, equivalentemente, )X = AX — Ric(X) disso segue que Ric(X) =
(A —¢)X. Por outro lado, temos que Rico V2f(X) = 0, donde 0 = (X — )X, de

maneira que, ¢ =0 ou ¢ = \.
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O fato que Rico (A — Ric) = 0 também permite obter pelo Item [3| do Lema a
proxima identidade

Rm(', Vf)Vf = vaRiC = —vaVQf. (25)
Agora, uma conta direta a partir da equagao (2.5) prova que (Rm(X,Vf)Vf,X> =0

para todos os autovetores associados a 0 ou A\. Mas isso ¢ suficente para garantir que
sec(-,Vf)=0.

Assuma que R, seja harmonico, isto é,
0= (divR,)(X,Y,Z) = (VxRic)(Y,Z) — (VyRic)(X, Z).
Entao,
0=—(VxV* )Y, Z2) + (Vy V) (X, Z) = —R(X,Y,V [, Z).

Em particular, R,,,(X,Vf, Vf, X) =0, para todo X, ou seja, sec(-, Vf) = 0.
Assuma Ric > 0 (ou Ric < 0) e sec(-, Vf) = 0. Para o que falta, basta mostrar que R

é constante (ver Item . Vejamos:

Rice(Vf,Vf) = ZR (i, VI,V e) = secle;, Vf) =0.
i=1 i=1

Como Ric > 0 (ou Ric < 0), segue que 0 = Ric(V f) = VR, donde R ¢ constante. [

Teorema 2.3. Um sdliton de Ricci gradiente (M™, g,V f,\) € rigido se, e somente se,

tem curvatura escalar constante e sec(-, Vf) = 0.

Demonstracao. Ver [27]. O
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Capitulo 3

Resultados Principais

Seja f : M — R e denote f;m = min{f(z) : x € M} e fra = max{f(z) : x € M}.
Para uma fungdo transnormal definimos os conjuntos M_ = {x € M : f(z) = fin} €
M, ={x € M: f(x) = fra} 0s quais sdo conhecidos como variedades focais. Note que

M_ e M, podem ser vazios.

Observagao 3.1. Note que pelo Item[7 do Lema[2.1] a funcao potencial de todo séliton
de Ricci gradiente com curvatura escalar constante é uma func¢ao transnormal, jd que
IVfI? =2\f — R+ ¢, para algum c € R.

Lema 3.1. Seja (M™, g,V f, \) um soliton de Ricci gradiente com curvatura escalar cons-
tante. Se A >0, entao M_ # 0. Se A <0, entao M, # (.

Demonstracao. Vamos mostrar o caso A > 0, o outro caso é anélogo. Precisaremos
mostrar que a funcao potencial tem um minimo. Lembremos que |V f|*> = 2\f — R + c.
Como R e c sdo constantes, por simplicidade, podemos supor que |V f|*> = 2\f (defina
f =2\ — R+ c e note que |Vf|> = 2Af). Portanto, f > 0 para A > 0. Note que se
p € M é tal que Vf(p) =0, entdo f(p) = 0, ou seja, f tem um minimo. Assuma, por
contradigao, que Vf # 0 em M. Entao a funcao r : M — R dada por r = \/Q;f é positiva
e |Vr|? = 1. Logo, as curvas integrais de Vr sdao geodésicas, além disso, Vr é um campo
vetorial completo devido & completude de (M, g). Seja v : R — M uma curva integral de

Vr e considere a composigao r oy : R — R, de modo que,

ron(t) = (VA (1) = Ve =1

Assim, r o y(t) = t para todo t € R, isso implica que a imagem de r deve ser R, o que

contradiz o fato que r > 0. O

No6s destacamos que o caso A > 0 no lema anterior também pode ser obtido pelo

resultado de Cao e Zhou, a saber:
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Teorema 3.1 (Cao e Zhou [3]). Seja um soliton de Ricci gradiente (M"™, g,V f,\) com

A= 3 nao compacto. Entdao, a funcao potencial f satisfaz a sequinte estimativa

L) — e? < f@) <

: (r(z) + c)? (3.1)

o |

onde r(z) = d(xg,x) € a funcao distincia a partir de wm ponto fizado xo € M, com ¢
e ¢y sendo constantes positivas que dependem apenas de n e da geometria da métrica na
bola unitdria By, (1).

Agora provaremos um dos principais resultados desta dissertacao.

Teorema 3.2. Seja (M™, g,V f,\) um soliton de Ricci gradiente com curvatura escalar
constante R, entdo R € {0,\,...,(n — 1)\, nA}.

Nas condig¢oes do teorema anterior, o leitor podera notar na demonstragao abaixo que
R = kX, onde k = dim(M_), para A > 0, enquanto que, k = dim(M,), para A < 0, em
ambos os caso 0 < k < n. Além disso, R = n) se, e somente se, V2f = 0 em M_ (ou
M,). Para A = 0, nos ja sabemos que R = 0, ver Teorema .

Demonstra¢ao. Como ja sabemos basta analisar o caso A # 0. Foi provado por Wang [33]
que as variedades focais M_ e M, de uma funcao transnormal f, satisfazendo |V f|? =
b(f), sao subvariedades suaves de M. Facamos a demonstra¢ao do teorema assumindo
A > 0, pois o outro caso é andlogo. Como M _ é subvariedade de M, podemos considerar
a soma dos espagos vetoriais T,M = T,M_ & T,M~*, para cada p € M_. Wang também
provou que V2f restrito a M_ (respec. M) tem apenas dois autovalores, a saber: 0 e
@, mais precisamente, V2 f|ny_ = 0 ¢ V2 flp 0 = bl(—2f)l. Em nosso caso deve ser
V(f) = 2A, entdo pela equagio fundamental vale que Ricly,n = M e Ric|p o = 0.
Digamos que a dimensao de M_ seja k, onde 0 < k < n. Assim, a matriz do tensor de

Ricci visto como operador linear simétrico em 7,M ¢ dada por

(Ric) |z, = (Aé’“ ook) (3.2)

para cada p € M_, implicando que R = kX em M_ e, portanto, em toda a M, pois
R é constante. Consequentemente, os possiveis valores para a curvatura escalar devem

pertencer ao conjunto {0, A, ..., (n — 1)\, nA}, que dependera da dimensao de M_. O

O préximo resultado trata da rigidez de solitons de Ricci gradientes no sentido da

defini¢ao a seguir:

Definicao 3.1. Um sdliton de Ricci gradiente € rigido, se ele € isométrico a uma variedade

quociente N* xpR" % sendo N uma variedade Einstein (com Ricy = \gn) e I uma agdo
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que age livremente sobre N e por transformacoes ortogonais sobre R" %, Aqui a funcdao

potencial € obtida por levantamento da fun¢dao f(x) = %|ac|2 definida em R"*.

Vamos observar que um soéliton de Ricci gradiente rigido tem posto constante. Para isso,
sejam 7 e o as projecoes canoénicas de M™ = N*¥ x R"* em N* e R"* respectivamente.
Sem perda de generalidade consideremos M com a métrica produto g = 7*gn + 0*Gean €

A

f(x) = 3|z|?, com € R"*. Entdo (M,g,V/f,\) é um soliton de Ricci gradiente, com

f = foo. De fato, como Ricy = gy e Rn_kVZf = Acan, S€gUE que

Ricy; = 7" Ricy + 0" Ricgn—x = 7w Ricy = An™gn

Vf =0 BTV = A" Gean-
Donde
Ricy +V2f = A gy + A0 Gean = Ag.

Isto prova a nossa ultima afirmacao. Além disso, note que

(mmM:(XkO:> (3.3)

o que implica posto(Ric) = kX. Agora nos observamos que, pelo fato de I' ser uma
acdo que age livremente em toda M, segue que N¥ xp R** ¢ uma variedade suave cuja
projecao canonica de seu recobrimento M é um difeomorfismo local, portanto, (M, g) e
(N*xR"* 3) sdo loclamente isométricas, onde § é a métrica induzida pelo recobrimento,
ver [2, pg 29|, o que é suficiente para garantir que a consisténcia da Definigdo . Por
fim, note que M_ = f‘l(O) = N* x {0}, o que estd em concordancia com a prova do
Teorema [3.2

Teorema 3.3. Um soliton de Ricci gradiente com curvatura escalar constante € rigido

se, e somente se, o tensor de Ricci tem posto constante.

Demonstragao. Como R é constante, pelo Item [6] do Lema [2.1] obtemos
|Ric|* = AR.

O caso em que A = 0 temos que Ric = 0, entao pelo Teorema obtemos a rigidez
requerida. Assuma que o posto do tensor de Ric seja constante. Vamos provar o teorema
para A > 0, pois o outro caso é andlogo. O fato do posto do tensor de Ricci ser constante

implica que podemos calculé-lo restrito a M*, com 0 < k < n, de modo que, R = kX em
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MEF  sendo, portanto, em toda M, pois R é constante. Sejam R;, i = 1, ..., k, os possiveis

autovalores nao-nulos do tensor de Ricci. A conta auxiliar segue abaixo

k k
S (R-) = SR> Rk
] 1=1 i=1

=1
= Y RI=2)\) Ri+kXN
i=1 i=1
= |Ric|> — 2R\ + AR
= AR—2\R+AR=0.

Portanto, Ry = ... = Ry = A. Donde, 0 < Ric < ), entdo pelo Teorema [2.2]
(M", g,V f,\) é radialmente plano e rigido pelo Teorema . O

Teorema 3.4. Seja (M™, g,V f,\) um sdliton de Ricci gradiente com curvatura escalar
R = (n—1)\, entao ele € rigido. Além disso, nao existe sdliton de Ricci gradiente contrdtil

com curvatura escalar B = .

Demonstra¢ao. Novamente o caso A = 0 é trivial. Facamos a prova do caso A > 0,
sendo o outro caso anédlogo. Primeramente, observemos que, sendo R constante, entao
(n—1)A = R = kA, ouseja, k = (n— 1) (ver prova do Teorema e, portanto, podemos
considerar R;, i = 1,...,n— 1, os autovalores nao-nulos do operador de Ricci em qualquer
ponto de M, além disso, |Ric|?> = AR, pelo Item |§| do Lema A conta auxiliar agora é:

n

—1 n—1 n—1 n—1
(Ri=XN? = > R —20) Ri+> N
i=1 i=1 i=1

=1
= in —QAiRi +(n—1)\?
=1 =1

= |Ric|> —=2\AR + (n — 1)\?
= AR—2\R+ AR =0.

Assim, o resultado da primeira parte segue como na prova do Teorema [3.3]

Para a segunda parte, assuma que R = A > 0. Assim, por um lado, M_ deve ter
dimensdo um, por outro lado, Ge e Tang [16] provaram que M_ é uma subvariedade
minima de M. Entao deve ser totalmente geodésica. Estes fatos nos mostraram que M_
deve ser S'. Além disso, Miyaoka [23] mostrou que M deve ser difemorfa a um fibrado
vetorial sobre S!, mas isto contradiz o fato de que todo soliton de Ricci contratil tem
grupo fundamental finito, cf. Wylie [34]. O
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Observagao 3.2. Foi mostrado no Coroldrio 2 de [29] a existéncia de um autovalor nao-
nulo para o operador de Ric de multiplicidade n — 1. A suposicio R = (n — 1)\ do
Teorema [3.4) € equivalente & existéncia de um autovalor de multiplicidade n — 1 ao longo

das variedades focais M_ (respec. M, ).
Finalizaremos nossos trabalhos provando o teorema a seguir.

Teorema 3.5. Seja (M™, g,V f,\) um sdliton de Ricci gradiente com curvatura escalar

constante. Se o tensor de Ricci tem no mdximo 3 autovalores distintos, entao ele € rigido.

Demonstracao. Fagamos o caso A > 0, sendo analogo para A < 0. Afirmamos que se R é
constante entdo Ric tem pelo menos um autovalor nulo em M \ M_. De fato, pelo Item
do Lema é valido Ric(Vf) = 0, para todo p € M, o que inclui os pontos regulares
de f, isso mostra que o operador de Ricci tem um autovalor nulo em M \ M_. Além
disso, como mostrado na prova do Teorema [3.2] o namero 0 ¢ autovalor de Ric em M_.
Acabamos de provar que: em todo séliton de Ricci gradiente (néo trivial) com curvatura
escalar constante, vale que posto(Ric) < (n — 1).

Suponha que Ric tenha dois autovalores (possivelmente) nao-nulos Ry e Ry distintos,
com multiplicidades k; e ko, respectivamente. Como R ¢é constante entao |Ric|*> = AR
também é constante, entao R; e Ry devem ser constantes. De fato, eles sao solugoes do

sistema de equagoes abaixo

kiR, + ksRy = R
k1 R? 4+ kyR2 = AR

o qual tem duas solugoes se R; # Ry e Unica solucao se R = Ry. Pela continuidade dos
autovalores do operador de Ricci, segue que R; e Ry sao constantes, a partir do qual nés

obtemos a requerida rigidez. O
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