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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo geral proporcionar um material de apoio aos discentes
e docentes de todos os niveis do ensino da matemaética sobre as equagdes diofantinas lineares e
quadraticas. Essas informagdes sdo apresentadas de forma clara, de modo que todos que neces-
sitem deste conhecimento, possam entender com facilidade o que estd sendo exposto em vez de
apenas memorizar o que estd escrito. Desta forma temos como objetivo especifico reforcar o
entendimento da teoria abordada, através da resolu¢do dos problemas retirados de: olimpiadas
matematicas, revista de treinamento olimpicos e vestibulares. Assim, os docentes/discentes que
necessitem do conhecimento exposto fiquem com a mente mais esclarecida abrindo um leque
para o entendimento de outros temas da teoria dos nimeros que possuem como base o que
foi apresentado. No desenvolvimento deste trabalho, cujos capitulos principais sdo: Conceitos
basicos da Teoria dos Numeros, Equagdes Diofantinas Lineares e Quadraticas, destacamos a
beleza das demonstra¢des com todos os argumentos necessarios/suficiente com a preocupacao
de que nio ficasse nada nas entrelinhas. Por fim, esperamos que este material seja de grande
ajuda para todo publico que necessite de uma linguagem mais acessivel dos tépicos abordados.

Palavras-chave: Teoria dos Numeros, Equacdes Diofantinas Lineares, Fracdes Continuas, Ternas

Pitagéricas, Equacdo de Pell.



ABSTRACT

This present work has as general objective to provide a material support to students and teachers
of all levels of teaching Mathematics about linear and quadratic Diophantine equations. these
informations are exposed in a clearly way so that all public who needs this knoledge can unders-
tand easily what is exposed instead of just memorizy what is written. In this way, we have as
specific objective reinforce the understanding about the theory presented through the resolution
of the problems taken from: Olympic math, Olympic training magazine, entrance exams. The-
refore students and students will understand easily another themes about the theory of numbers
that are based on what was presented. In the development of this work, whose chapters are:
basic concepts of number theory, linear and quadratic Diophantine equations, we highlight the
beauty of the demonstration with all demonstrations in other to understand everything. Finally,
we hope this material will be useful and help people who needs a more acessible language about

the topics covered.

Keywords: Number Theory, Linear Diophantine Equations, Continuous Fractions, Pythagorean
Thirds, Pell Equation.
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INIV AV

LISTA DE SIMBOLOS

Conjunto dos nimeros naturais.
Conjunto dos niimeros racionais.
Conjunto dos niimeros irracionais.
Conjunto dos niimeros reais.
Conjunto dos nimeros reais positivos.
Valor absoluto de .

Igual.

Diferente.

Maior.

Menor.

Maior ou igual.

Menor ou igual.

Indica o fim de uma demonstracao.
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Introducao

Neste trabalho apresentaremos uma revisdo bibliogréifico-literdria no qual tem como
tema principal as equagdes diofantinas, onde as classificamos em equagdes diofantinas de pri-
meira ordem (lineares) e equagdes diofantinas de segunda ordem (quadréticas) tendo como
objetivo geral a transcri¢do do tema de forma clara e sucinta, de tal modo que todo publico que
necessite deste conhecimento, consiga entender com facilidade o que estd sendo exposto em
vez de apenas memorizar o que estd sendo escrito. Desta forma temos como objetivo especifico
que através da resolucdo dos problemas retirados de: olimpiadas matematicas, revista de trei-
namento olimpico, exame nacional do ensino médio e vestibulares reforcem o entendimento da
teoria abordada e os docentes/discentes que necessitam do conhecimento exposto fiquem com
a mente mais esclarecida abrindo um leque para o entendimento de outros temas da teoria dos
nimeros que possuem como base o que foi apresentado.

Subdividimos este trabalho da seguinte maneira: introducao, conceitos bdsicos da teoria
dos numeros, equagdes diofantinas lineares, equacdes diofantinas quadréticas e conclusao.

No primeiro capitulo, no qual € o texto base, onde denominamos de “conceitos bdsi-
cos da teoria dos ndmeros” adicionamos os seguintes topicos: nimeros inteiros, divisibilidade,
MDC, MMC, nimeros primos e congruéncia. Onde demonstramos alguns teoremas famosos
como (algoritmo da divisdo de Euclides, teorema das divisdes sucessivas de Euclides, Lema de
Gauss, relacdo de Bezout) e outras mais.

No segundo capitulo falamos sobre as equacdes diofantinas lineares, no qual foi dis-
tribuida nos seguintes tépicos: equacdes diofantinas com duas varidveis, equacdes diofantinas
com trés varidveis e equagdes diofantinas com n varidveis. Onde em todos os topicos demons-
tramos como achar a solugdo particular e a solugdo geral das devidas equagdes.

No terceiro capitulo falamos sobre algumas equacdes diofantinas quadréticas que sdao
elas distribuidas nos seguintes topicos: fracdes continuas, ternas pitagoéricas e equagao de Pell.
Onde demonstramos enumeras proposi¢des, no qual podemos destacar uma proposi¢ao muito
importante no calculo conhecida como (lema de Dirichelet).

Nos capitulos um, dois e trés inserimos alguns exemplos de aplicacdo, que também ¢é
um dos objetivos deste trabalho.



Capitulo 1

Conceitos Basicos da Teoria dos Numeros

Neste capitulo estudaremos os topicos que nos dardo subsidios para o desenvolvimento e
compreensao do tema central deste trabalho que € as equacdes diofantinas. Ao escrevé-lo, visa-
mos ndo apenas explani-lo como referencial tedrico do tema abordado, e sim, como uma via de
intercambio de varios temas da teoria dos nimeros. De tal forma, que nas demonstracdes dos
resultados apresentados, ndo deixamos de lado o rigor matematico exigido, porém procuramos
explicitar os argumentos o0 mdximo possivel, com o objetivo que todo publico que precise dos
conhecimentos abordados nos tépicos nao fique com nenhuma divida ou bloqueio de entendi-

mento.

1.1 Numeros inteiros

Selecionamos este topico para compor o texto base, pois temos como central deste trabalho
que o seu conjunto solucao esteja contido no conjunto dos nimeros inteiros, que representamos
pelo simbolo Z.

Consideraremos as seguintes propriedades abaixo como axiomas dos nimeros inteiros, ou
seja, assumiremos tais propriedades como noc¢des primitivas, as quais nao precisamos demonstra-
las.

1) A adigdo e a multiplicac@o sdo bem definidas:

Para todos a,b,a’,b' € Z,sea=d eb="V,entdioa+b=d +V ea-b=ad V.
2) A adicdo e a multiplicagdo sdo comutativas:
Paratodosa,b € Z,a+b=b+aea-b="0-a.
3) A adicdo e a multiplicagdo sdo associativas:
Para todos a,b,c € Z,(a+b)+c=a+ (b+c)e(a-b)-c=a-(b-c).

4) A adicdo e a multiplicagdo possuem elementos neutros:

Paratodoa € Z,a+0=aea-1=a.



5) A adi¢do possui elementos simétricos:

Para todo a € Z, existe b(= —a) tal que a + b = 0.
6) A multiplicacdo € distributiva com relagdo a adigao:
Para todos a,b,c € Z,tem-se a- (b+c¢) =a-b+a-c.

7) Fechamento de N: O conjunto N é fechado para a adi¢@o e para a multiplicacdo, ou seja,
paratodos a,b € N, tem-seque a +b € Ne ab € N.

8) Tricotomia: Dados a, b € 7, uma, e apenas uma, das seguintes possibilidades é verificada:

i) a=1b;
i) b—a €N;
iii) —(b—a)=a—beN.

9) Principio da Boa Ordenacdo: Se S é um subconjunto néo-vazio de Z e limitado inferior-

mente, entdo S possui um menor elemento.

10) Principio da Indugdo Finita: Seja B um conjunto dos inteiros positivos. Se B possui as

duas seguintes propriedades:
i) 1€ B;
it) k+ 1€ Bsempreque 1,2,...,k € B.

entdo B contém todos os inteiros positivos.

1.2 Divisibilidade

Neste topico mostraremos que a divisdo de um nimero inteiro por outro nimero inteiro nem
sempre é possivel, expressamos essa possibilidade através da relacdo de divisibilidade. Porém
quando nao existe uma relagao de divisibilidade entre dois inteiros, veremos que ainda assim,
serd possivel efetuar uma “divisdo com resto pequeno”’, chamada de Divisao Euclidiana. O fato
de sempre ser possivel efetuar tal divisdo € responsdvel por inimeras propriedades dos inteiros

que exploraremos neste trabalho.

Definicao 1.1. Dados dois niimeros inteiros a e b, diremos que a divide b, denotaremos como
a | b, quando existir um k € Z tal que b = k - a. Nesse caso, poderemos dizer também que a é

um divisor ou um fator de b ou ainda que b é um miiltiplo de a ou que b é divisivel por a.

Observe que a notagdo a | b ndo representa nenhuma operacgdo em Z, tdo pouco uma fragéo.
Trata-se de uma sentenca que diz ser verdade que existe & inteiro tal que b = k - a. A negagdo
dessa sentencga representaremos por a 1 b, significando que ndo existe nenhum nimero inteiro k

talque b = k - a.



Exemplo 1.1. E fécil verificar pela definicdo que:

a) 216, pois6=3-2;
b) =319, pois9=3-(-3);
c) 7|56, pois56=28-1.
Proposicao 1.1. Sejam a,b, c € 7. Tem-se que
i) 1lla, ala e alo.

i1) Ola <= a = 0.

a| divide |b|.

iii) a divide b se, e somente se,

iv) se alb e blc, entdo alc.

Demonstracao:

i) Tal demonstragdo decorre direto da aplicacdo da defini¢do, pois sabemos que:

e a pode ser escrito como a = a - 1, por defini¢do temos que 1|a

e a também pode ser escrito como a = 1 - a, pois o produto é comutativo, logo ala

por defini¢do.

e por tltimo, 0 (zero) pode ser escrito como 0 = 0 - a, logo a|0 por defini¢go.

i1) Toda vez que temos um, se somente se, temos que supor que uma das sentencas € verda-

deira, com isso iremos supor que 0|a; logo existe um &k € Z, tal que @ = k - 0. Com isso

concluimos que a = 0. Para a reciproca basta observar que 0 | 0, pelo que foi provado no

caso anterior a | a

iii) a|bosb=k-a,k€Z=|b|=|k-a| = [b| = k|- |a| = |a| | |b]-

iv) Segue da defini¢do de divisibilidade que
Sealb, b = ki -aondek; € Z.
Se ble, ¢ = ko -bonde ky € Z.

Substituindo o valor de b em ¢, temos:

¢c=ky-b= c=ky-ky-a,como ky-ky =k € Z, de onde segue que ¢ = k- a, logo alc.



Proposicao 1.2. Se a,b,c,d € Z, entdo:
alb e cld = a-c|b-d

Demonstracao:
Se a|b, por defini¢do temos b = k; - a onde k; € Z.
Se c|d, por defini¢do temos d = ks - ¢, onde ky € Z.

b:k1~a
d:k’Q'C

— fazendo o produto membro a membro temos:

b-d=Fky-ko-a-c,comoky-ko=keZ,b-d=Fk-a-c,eportanto,

a-c|b-d

Exemplo 1.2. 3 |9 e 4 | 8, pela proposicdo acima 3 -4 | 9 - 8, que é verdade pois 12 | 72.

Proposicdo 1.3. Sejam a, b, c € Z, tais que a|(b % ¢). Entdo

alb < alc.
Demonstracao:
(=)
Suponhamos que a|b+c, por defini¢do temos que; b+c = ki-a, onde k; € Z. @
Agora se a|b, por defini¢do temos que b = ky-a, onde ks € Z. 11

Substituindo (IT) em (I), temos:
b+c=k-a= (kh-a)+c=k-a=c=k -a—ky-a= c= (kg — ko) - a, como
(k1 — ko) é igual a um inteiro k, substituindo temos ¢ = k - a, logo por defini¢do alc.

(<)

Reciprocamente, como no caso anterior, suponhamos que a|b + ¢, por defini¢do temos que:
b+c = ki;-aonde ky € Z. (I1I)

Agora se alc, por defini¢do temos que ¢ = ky - a onde ky € Z. av)

Substituindo (IV) em (III), temos:

bt+c=ki-a=b+ky-a=k-a=b=k-a—ky-a=0b= (k1 —ks)-a, como (k; — ko)
¢ igual a um inteiro k, temos que b = k - a, logo por defini¢do temos que alb.

A diferenca, faremos com um pouco menos de explicac@o por se tratar de uma repeti¢io do

que foi feito anteriormente.



(=)

Suponhamos que a|b — ¢ = b — ¢ = k; - a, onde k; € Z, V)
Agorase alb = b = ks - a, (VD)

Substituindo (VI) em (V), temos:

b—c=k-a= (ky-a)—c=ki-a=—c=k-a—ky-a=c=—k-atk-a=c=

(—ko + k1) - a, como (—ko + k1) = k € Z, temos que ¢ = k - a, logo alc.

(=)
Reciprocamente, suponhamos que a|b — ¢ = b — ¢ = ky - a, onde k; € Z. (VID)
Agora se a|c = ¢ = ky - a, onde ks € Z. (VIID)

Substituindo (VIII) em (VII), temos:

b—c=k-a=b—(ky-a)=ki-a=b=k -a+ky-a=0b= (ki +ks)-a, como

(k1 + ko) = k € Z, temos que b = k - a, por defini¢do alb.

Exemplo 1.3.

a) 3|6 £9 = 3|6 < 3

9;
b) 510 & 30 => 5|10 <= 5|30.

Proposicao 1.4. Dados a, b, c inteiros ndo nulos, temos que:
alb = alb- ¢

Demonstracao:
Se a|b, por definicdo temos que b = k; - a, com ky € Z.

Multiplicando ambos os membros da equagao (I) por ¢, temos:

@)

b=k -a=b-c=k-a-c=b-c=k;-c-a,comok; -céigual aum inteiro k, temos:

b-c=k-a,logoalb-c.
O que demonstramos nessa proposicao é que se a|b, a divide qualquer maltiplo de b € Z.

Exemplo 1.4.
a) 6|12 e 6|12 -3 = 36;
b) 4|16 e 4|16 -5 = 80.
Proposicao 1.5. Dados a, b, c inteiros ndo nulos, temos que:
alb=a-clb-c

6



Demonstracao:
Se a|b por defini¢do temos que b = k; - a, com k; € Z. @D
Multiplicando ambos os membros da equagdo (I) por ¢, temos:

b=ki-a=b-c=k-a-c=>a-clb-c

|

Exemplo 1.5.

a) 6/12=6-3|12-3 ou 18|36;

b) 7|14 = 7-4|14 - 4 ou 28|56.
Proposicio 1.6. Se a, b, c € Z tais que alb e a|c, entdo para todo x,y € Z

al(xb + yc).

Demonstracao:

Se a|b, temos por defini¢do que b = k; - a, onde k; € Z. D

Se a|c temos por defini¢do que ¢ = ks - a, onde ky € Z. (1D

Chamaremos os mdltiplos de b, somado com os mdltiplos de ¢, de (xb + yc). (III)

Substituindo os valores de (I) e (II) em (III), temos:
xbt+yc=x (k1-a)+y (ka-a) =x-ky-a+y-ky-a =[x -k +y-ko|-a,como [x- ki +y- ks,
¢ igual a um inteiro k, obtemos o seguinte:

xb + yc =k - a, logo al(xb + yc).

Exemplo 1.6.
a) 2|4 e 2|16 =2/4-3+6-7=054;
b) 4|8 e 4/16 = 4|8 -6+ 16 - 6 = 144.

Proposicao 1.7. Dados a,b € 7, onde b # 0, temos que
alb = la| < [b].

Demonstracao:
Usaremos a hipétese de que a|b para provar que |a| < |b].
De fato, se a|b, por defini¢do temos que b = k; - a, onde k; € Z. Tomando mdédulos em
b, temos: |b| = |k1| - |a|, como b # 0, por consequéncia, temos que k; # 0, logo |ki| > 1 e,
al <[k la] = b

consequentemente, pela desigualdade triangular, , logo |a|] < |b].

7



Proposiciio 1.8. Sejam a,b € Z, se alb e bla, entdo |a| = |b|

Demonstracao:

Temos duas possibilidades:

i) Para @ = 0: suponhamos que a = 0. Como a | b, ou seja 0 | b, pela Proposigdo 1.1, item

(i1), devemos ter b = 0, logo |a| = 0 = |b|.

ii) Para a # 0: Suponhamos que a # 0. Como a | b, implica que b # 0. Assim, pela
proposicdo 1.7, se a | b temos que |a| < |b| e se b | a temos que |b| < |a|, 0 que implica
lal = 0] =

b
Proposicao 1.9. Dados a,b € Z, se alb e a # 0, entdo — | b
a

Demonstracao:

b
Se a|b, por definicdo temos que b = k; - a, onde k; € Z e por consequéncia — € Z. Como
a

Q -a = b, logo é|b
a a

Exemplo 1.7.

6
a) 26 = §|60u3

6,
81
b) 3181 — §\81 ou 27|81.
Proposicao 1.10. Sejam a,b € Z e n € N. Temos que a — b divide a™ — 0"
(a—=0) | (a" = b")

Demonstracao:

Iremos provar por indug@o sobre n.

i) Caso base: Paran =1

a' —b! = a — b, logo paran = 1, a afirmagio é verdadeira pois (a — b) | (a! — b!)

i1) Hipétese de indugdo: Suponhamos, agora que (a — b) | (a™ — b"),V n € N.



i17) Tese: Queremos demonstrar que (a — b) | (a1 — " *1). Temos:

an-l—l_bn-&—l:an‘a_bn_b_i_ (—ba”—I—ba”)
=a"-a—0b-a"—=b"-b+b-a"

=a" (a—b)+b-(a"—-0b")

Como a — bla — b pelo caso base e, por hipdtese de indugéo a — bja™ — b", decorre da
igualdade acima e da Proposigdo 1.6 que (a — b) | (™" — b"*!) estabelecendo assim o

resultado para todo n natural.

OBS.: Adicionamos (—b-a™ +b-a") = 0, para facilitar o manejo das operacdes algébricas na

demonstracao.
Exemplo 1.8. Para quais valores de a € N, (a — 2) | (a® + 4).

Solugio: Para tal solugo utilizaremos o artificio 0 = —23+ 23, aplicando no caso acima temos:
a—2|a*+ (=22 +2%) +4=(a®—2%) + (25 + 4) 1))
Pela proposi¢do 1.3 se a — 2 | I, entdo:

a—2|a* -2 < a—-2]22+4=12

Pela proposigio 1.10 a — 2 | a® — 23, portanto para que (I) seja verdade, depende apenas de
a—2]12.
Com isso, temos que os divisores de 12 sdo:

1,42, 43, 44, 46 e +12

Como queremos apenas valores de a € N, nos restringimos a: —1,1,2,3,4,6 e 12.

Resolvendo cada um dos casos:
Da—2=—-1=a=1
i)a—2=1=a=3
i) a—2=2=a=14
iv) a—2=3=a=5
Via—2=4=a=6

vi) a—2=6=a=38



vil) a—2=12=a=14
Proposicao 1.11. Sejam a,b € Z e n € N. Temos que a + b divide a*" — b*".
a + bla®™ — b*"
Demonstracao:
Iremos provar essa proposi¢ao por inducao sobre n.

i) Caso base: paran = 1
a®?M — p?M) = q2 — b2 = (a +b) - (a — b), logo a afirmacio é verdadeira pois a + b|(a +
b) - (a—10)

i1) Hip6tese de indugio: Suponhamos, agora que a + bla®" — b**,V n € N.

iii) Tese: Queremos demonstrar que a + bla?™ 1) — p2("*+1) com isso temos:

q2(n+1) _ p2(ntl) _ 202 _ p2n42
— a2 a2 2.
—a? a® — b0 4 (B2 a2 — b2 o)
S LI Y & R T & R

— (a2 _bQ) 'a2n+ (a2n - b2n) . b2

Como a + bja® — b? pelo caso base e por hipétese de indugio a + b|a** — b*", decorre da
igualdade acima e da proposi¢io 1.6 que a + b|a®>"*+!) — p*("+1) estabelecendo assim o

resultado para todo n natural.

OBS.: Adicionamos (b* - a®*" — b* - *") = 0, para facilitar o manejo das operagio algébricas

na demonstracao.

Exemplo 1.9 (ENQ-PROFMAT 2018.2). Para quais valores a € N U {0} tem-se que a + 2 |

at +2?
Solucdo: Para tal solugo utilizaremos o artificio 0 = —2%+ 2%, aplicando no caso acima temos:
a+2|a*+ (=2t +2Y) +2=(a* -2 + (2 + 2) @

Pela proposi¢do 1.3 se a + 2 | I, entdo:

a+2|a*—2'sa+2|2'+2=18
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Pela proposi¢io 1.11 a + 2 | a* — 2%, portanto para que (I) seja verdade, depende apenas de
a+2|18.
Com isso, temos que os divisores de 18 sdo:

41,42, 43, +£6,+9 ¢ £18

Como queremos apenas valores de a € N U {0}, nos restringimos a: 2,3, 6,9, 18.

Resolvendo cada um dos casos:
Da+2=2=a=0
) a+2=3=a=1
i) a+2=6=a=4
v)a+2=9=a="7
V) a+2=18=a =16
Proposicio 1.12. Dados a,b € Z e n € NU {0}. Temos que a + b divide a*" ' + v*"1.

Demonstracdo: Iremos provar essa proposi¢ao por inducio sobre n.

i) Caso base: paran = 0

a?O+! 1 p2O0+1 — gl 4 pl Jogo paran = 0, a afirmagio é verdadeira pois a + b|a' + b
ii) Hipétese de indugdo: Suponhamos, agora que a + b|a®" ™! + "1 ¥V n € N,
iii) Tese: Queremos demonstrar que a + b|a?" D+ 4 p2("+D+1 com isso temos:

a2(n+1)+1 + b2(n+1)+1 _ CL2n—l—2+1 + b2n+2+1

— a2+2n+1 4 b2+2n+1

CL2 X a2’n+1 + b2 . b2n+1

— CL2 . a2n+1 + b2 . b2n+1 + <b2 . CL2n+1 . b2 . a2n+1)

Q2 2 g2ntl 4 p2 el 4 g2 ontd

g CL2 .
_ (a2 - b2) Ca2n (a2n+1 + an+1> i

Como a + bla*> — b*> = (a + b) - (a — b) € por hipétese de indugdo a + bja®* ! + p> 1,

decorre da igualdade acima e da proposi¢do 1.6 que

a -+ b|a2(n+1)+1 + b?(n—}—l)—f—l7

estabelecendo assim o resultado V n € N.
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OBS.: Adicionamos (b? - a®"™! — b% . ¢?"1) = 0, para facilitar o manejo das operagdes algé-

bricas na demostracao.

OBS.: Provamos o caso base para n = 0, pois o conjunto é formado por N U {0}, caso ndo
fosse, poderiamos fazer para n = 1, que ficaria:
a’ + b =a® +b*+ (a®> - b—a®-b)
=a*+a> b+b—a*-b
=a* (a+0b)+b- (b —a?)
=a* (a+b)—b-(a> - b
=(a+0b)-a*+ (a+b)-(a—10b)-(=b)
= (a+b)-(a®>+ (a—10b)-(=b))
= (a+b)-(a® —ab+b?).
Logoa+b|a*>+b0=(a+0b)-(a®>—a-b+b?)
Exemplo 1.10. Para quais valores de a € N, a + 2 | a* + 2a® + a* + 1.

Soluciao: Para tal solucdo utilizaremos o artificio:
0= (-2+2%),0=(+23—-23%),0= (+2%—2%),0 = (—2% + 2%)
Aplicando no caso acima temos:
a+2|at+ (=2 +2 +a® + (+22 -2 + a3 + (+22 - 2%) + a? + (22 +22) + 1
Reorganizando para utilizar as propriedades, temos:

a+2](a* =2 +2+(a®+2%) -2+ (a®+23) -2+ (a®* —2°) + 22+ 1 =
a+2](a* =2+ (a®+2%) + (a®+2%) + (a® —2%) + 21 — 28 — 23 + 22 1

Pela proposi¢do 1.11,a + 2 | (a* —2%) ea + 2 | (a*® — 2?).
Pela proposigio 1.12, a + 2 | (a® + 23).
Pela proposi¢do 1.3, se a + 2 | (I), entdo

a+2|[(a* =2%) + (a® 4+ 2°) + (a® + 2°) + (a* = 2°)] <=
a+2](2t=22-224+224+1)=5

Com isso temos que os divisores de 5 sdo: 1 e £5, como queremos apenas valores de
a € N, nos restringimos apenas ao divisor 5.

Resolvendo, temos:

NDa+2=5=a=3.
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Teorema 1.1 (Algoritmo da divisdo de Euclides). Dado dois inteiros a e b, b > 0, existem um

tinico par de inteiros q e r tais que:
a=q-b+rcom0<r<b(r=0<=bla),

onde q é chamado de quociente e r de resto da divisdo de a por b.

Demonstracdo: Suponhamos que b > 0, (para facilitar a nossa demonstra¢ao) e seja ¢ 0 maior

inteiro tal que b - ¢ < a. Entdo temos
b-g<a<blg+1)

Tal fato deve-se a Eudoxo, ele aparece no livro III dos “Elementos” de Euclides, escrito por
volta do ano 300 A.C. Enunciamos o chamado de teorema de Eudoxius: dados a e b inteiros
com b # 0 entdo a € um multiplo de b ou se encontra entre dois multiplos consecutivos de b.
Subtraindo bq da desigualdade acima obtemos:

bg—bg<a—bg<bg+b—bg=0<a—bg<b,

obtemos assim 0 < r < b, tomandor =a — b - q.
Fizemos a demonstragdo para o caso b > (0. Se b < 0, entdo —b > 0, onde existem ¢, r € Z
taisque a = (—b) - g+ r,com0 <r < —b.Dal,a=0b-(—¢q)+rcom0 <r < —b=|bl.

Iremos agora demonstrar a sua unicidade

Suponhamos que na divisdo de a por b exista um outro quociente e um outro resto ou seja:

a=b-q+r @D
a=b-q+r. (D

Como a = a, podemos igualar I) e (II), b-q+r =0-q, + ry, issoimplicab-q —b-q =
ri—r=>b-(¢q—q)=r; —roqueimplica que b|r; — r, mas como r; < ber < b, temos que
|ry — r| < b, portanto a dnica forma de b|r; — r é se 1y — r = 0 isso implica 1 = r. Com isso
temos que b- (¢ — ¢1) = 0, como o produto de dois nimeros sé é zero se ao menos um deles for
igual a zero, por hipétese b > 0, resultaque ¢ — ¢y =0 = q = q;.

|

O algoritmo da divisdo de Euclides poderia ser enunciado da seguinte forma:
Dados dois inteiros a e b, com b # 0, existe um tnico par de inteiros ¢ e r tais que a = gb+r,
com 0 <7 < |b].
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1.3 Maximo Divisor Comum

Escolhemos este topico por ser de fundamental importincia, indispensdvel na construcao
do texto base das equacdes diofantinas, uma vez que esta € a aplicagdo direta do m.d.c., que
mostraremos a seguir através de um teorema conhecido como divisdes sucessivas de Euclides.

Dados dois numeros inteiros a € b, distintos ou nao, um inteiro d sera dito divisor comum se
d|a e d|b.

Exemplo 1.11. Quais os divisores comuns de 12 e 18?

Divisores de 12:

~12,-6,-4,-3,-2,—1,1,2,3,4,6,12

Divisores de 18:

~18,-9,—6,-3,-2,—1,1,2,3,6,9, 18

Divisores comuns de 12 e 18:

—6,-3,-2,-1,1,2,3,6

Dentre os divisores comuns, € 16gico se pensar, qual € o maior divisor comum de 12 e 18.

Com essa ideia passamos a definicdo formal de méximo divisor comum.

Definicdo 1.2. Um inteiro d > 0 é o mdximo divisor comum de a e b, ou seja, d = mdc (a,b),

se possuir as seguintes propriedades:

i) déum divisor comumde a e b

ii) Se ¢ é um divisor comum de a e b, entdo c|d
Exemplo 1.12.

a) mdc (6,0) = 6, pois todo divisor de 6 é também um divisor de zero, ou seja:

Divisores de 6:

—6,-3,-2,-1,1,2,3,6

Divisores de 0:

Pela Proposicdo 1.1, item i). Todo a € Z divide zero.
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Divisores comum de () e 6:

—6,-3,-2,-1,1,2,3,6

Mdximo Divisor Comum de 6 e 0 = mdc (6,0) = 6

b) mdc(8,10) = 2, pois:

Divisores de 8:

—8,—4,-2,-1,1,2,4,8

Divisores de 10:

~10,-5,-2,—1,1,2,5,10

Divisores comum de 8 e 10:

—2,—1,1, 2

Mdximo Divisor Comum de 8 e 10 = mdc (8,10) = 2

O método utilizado no exemplo anterior, para determinar o mdc (a, b) s6 é eficiente quando
a e b forem nimeros pequenos. Para nimeros como ¢ = 1126 e b = 522, por exemplo,
ele ja é trabalhoso por envolver o calculo de todos os divisores de 1126 e 522. Um método
mais eficiente, é conhecido por algoritmo de Euclides, que consiste na aplicacdo sucessiva da

proposicao que demonstraremos a seguir.

Proposicao 1.13. Se a e b sdo inteiros e r é o resto da divisdo Euclidiana de a por b, entdo:

mdc (a,b) = mdc (b, r)

Demonstracao: Da divisdo Euclidiana de a por b, temos que a = ¢b + r, e pela Proposi¢ao
1.6, podemos concluir que todo divisor comum de b e r é também um divisor de a. Esta
mesma relacdo pode ser escrita na forma » = a — ¢b, e pela Proposicdo 1.6, nos diz que todo
divisor de a e b é um divisor de r. Logo o conjunto dos divisores comuns de a e b é igual
mdc (a,b) = mde (b, ).
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Teorema 1.2 (Relacdo de Bezout). Seja d o mdximo divisor comum de a e b, entdo existem

inteiros ng e my tais que d =n, - a + mq - b

Demonstracao: Seja B o conjunto de todas as combinagdes lineares na + mb, onde n e m

sdo inteiros. Este conjunto contém, claramente nimeros negativos, positivos e também o zero.

Vamos escolher ng e my tais que ¢ = nga + mgb, conjunto das combinagdes lineares.

Vamos inicialmente provar, por absurdo, que c|a e c|b. Seja

¢ = nga + mob @D

Dividiremos esta demonstracao em trés etapas.

i)

i)

Suponhamos que ¢ 1 a.

Como ¢ 1 a, pelo Teorema 1.1, existem inteiros g e r tais que a = ¢-c+r,com 0 < r < c.

Portanto:
r=a—gq-c (II)

Substituindo a equacao (I), na equacdo (II), temos:

r=a—q-c=1r=a—q (nya+ mgb)
=r=a—q-nga—q-mg-b

=r=a(l—q-ng)+0b(—gmo)

isso mostra que r € B, pois (1 — ¢ - ng) e (—q - myp) sdo inteiros, ou seja, r pode ser
escrito como combinacao linear de a e b, que é um absurdo pois 0 < r < c e ¢ é 0o menor
elemento positivo de B, por tanto ndo pode existir um menor elemento, menor do que o

menor elemento, logo a hipétese de que ¢ 1 a é falsa, com isso concluimos que c|a.

Suponhamos que ¢ 1 b

Como c 1 b, pelo teorema 1.1, existem inteiros g e r taisque b = ¢-c+r,com 0 < r < c.

Portanto:

r=b—q-c (1)
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Substituindo a equacao (I) , na equacao (III), temos:

r=b—q-c=r=>b—q-(nya+ myb)
=r=b—q-ngp-a—q-my-b

=r=b(l—q-mp)+a(—q-ng)

como (1 — g -myg) e (—q - ng) sdo inteiros, isso mostra que m € B, ou seja, r pode ser
escrito como combinacdo linear de a e b, que é um absurdo pois 0 < r < c e ¢ € menor
elemento positivo de B, portanto ndo pode existir um menor elemento , menor do que o

menor elemento, logo a hipétese de que ¢ 1 b € falsa, com isso concluimos que c|b.

i1i) Agora demonstraremos que ¢ = d.

Como d € um divisor comum de a e b, existem inteiros k; e ko, tais que a = ky - d e

b=Fky-d. Comoc=ng-a-+mg-b, substituindo o valor de a € b em ¢, temos:

c:n0~a—|—m0~b:>c:n0~(k1~d)+m0-(/<72-d)

:>C:(n0'k1+m0'k’2)'d

como (ng - k1 +mg - kz) = k € Z, temos que ¢ = k - d, o que implica que d|c.

Pela proposi¢do 1.7, com d | ¢ = d < ¢ (ambos positivos), e como d < ¢, ndo é possivel
pois d é o maior divisor comum de a e b, € como ja provamos que ¢ também € um divisor
comum de a e b, por tal motivo d ndo pode ser menor do que c. Logo, sé nos resta que
d=c.

|
OBS.: Na demonstragdo deste teorema, mostramos ndo apenas que o m.d.c de a e b pode ser

escrito como uma combinacdo linear destes nlimeros, mas que este € o menor valor positivo

dentre todas as combinagdes lineares. Tal teorema € reconhecido como relacdo de Bézout.

Teorema 1.3. O mdximo divisor d de a e b é o divisor positivo de a e b o qual é divisivel por

todo divisor comum.

Demonstracdo: Sejam ¢, um divisor comum de a e b, ou seja, c|a e ¢|b, e pela Proposi¢do 1.6,
c|ma+nb, e pelo Teorema 1.2, sabemos que d = mq-a+ng-b, logo c|d. Como ndo pode existir
dois nimeros tendo cada um a propriedade de ser divisivel por todo divisor comum. Portanto
pela Proposi¢do 1.8, que no caso de niimeros positivos ¢ = d.
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Lema 1.1. Para a,ben € 7. Se existe mdc (a,b + na), entdo, mdc (a, b) existe e:

mdc (a,b) = mdc (a, b+ na)

Demonstracdo: Chamaremos de d o mdc (a,b) e f o mde(a,b+ na).

(=) Sejam d = mdc (a,b) e f = mdc(a,b+ ax). Pelo Teorema 1.2 existem inteiros ng e

my tais que d = ng - @ + myg - b e como esta expressao pode ser escrita como
d=mng-a+mg-b+ (anmg — anmy) = a (ng —n-myg) + (b + an) - my,

Ja que f é o maximo divisor comum de a e de b + n - a, pela Proposicdo 1.4, se f|a entdo
fla-(ng—mn-mg)ese f|(b+an) = f|(b+an)-my e pela Proposi¢do 1.6, se f|a (ng—mn-my)
e f|(b+ an) - myg, fla (ng —n-mg)+ (b+ an) - my = d, ou seja, f|d.

(<=) Tendo mostrado que f|d, mostraremos agora que d|f. Como d = mdc (a,b), temos
pela Proposicao 1.6, que d|a e d|b = d|b + ax e pelo Teorema 1.3, sabemos que todo divisor
comum de a e b + ax é um divisor de f. Tendo, assim, provado que d|f. Concluimos, pela
Proposi¢do 1.8, que d = f, ou seja; mdc (a,b) = mdc (a,b+ n - a), uma vez que ambos sdo
positivos.

|

OBS.: Tal Lema também pode ser escrito como mdc (a, b) = mdc (a,b—n-a), ademonstragdo
se faz da mesma maneira.

Proposicao 1.14. Para todo inteiro positivo, mdc (ta, tb) =t - mdc (a,b)
Demonstracao: Pelo Teorema 1.2, mdc (ta, tb) é o menor valor positivo do conjunto das com-
binacdes lineares m (ta) + m (tb); onde m e n sdo inteiros, que é igual a t vezes o menor valor
positivo de ma + nb = t - mdc (a, b).
|

Exemplo 1.13.

a) mde(6,4) =2-mdc(3,2) =2-1=2

b) mdec(24,8) =4 -mdc(7,2) =4-1=4

¢) mdc(20,30,50) = 10 - mdc (2,3,5) = 10- 1 = 10

Proposicao 1.15. Se ¢ > 0 e a e b sdo divisiveis por c, entdo:

b 1
mdc (9, —) = —mdc (a,b)
¢ c c
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- . a b _ . . N
Demonstracao: Como a e b sdo divisiveis por ¢, temos que — e — s@o inteiros. Basta, entdo,
C C

- . 1 )
substituir na proposicao 1.14, onde t = —, ou seja:
C

1
mdc (t-a,t-b) =t-mdec(a,b) e,substituindo ¢t por —, temos:
c

mdc(l-a,l-b):mdc(g;l—?) _ 1

C C c C C

a b>
d’ d
Demonstracao: No que acabamos de demonstrar na proposicao anterior, ¢ € um divisor co-

Corolario 1.1. Se mdc (a,b) = d temos que mdc ( =1

mum, se substituirmos c por d, ou seja:

ab
de(=,=) =1 mde(a,b

mie (%, %) = 1 - mde (a,b)

substituindo ¢ por d = mdc (a, b) temos que:
1

mdc(%, g) =3 mdc (a,b),

como d = mdc (a,b), obtemos o seguinte:
a b 1 a b

mde ( -mdec (a,b) = mdc ( =1

4d) " mde(a) el

Com isso podemos definir quando dois nimeros sardo primos entre si.

Definicao 1.3. Dois niimeros a e b sardo dito primos entre si, ou coprimos, se mdc (a,b) = 1,

ou seja , se o unico divisor comum positivo de ambos é 1.

Proposicao 1.16. Dois niimeros inteiros a e b sdo primos entre si se, e somente se, existem

nimeros inteiros m e n tais que ma + nb = 1.

Demonstracdo: (=) Suponhamos a e b primos entre si, logo temos que mdc (a,b) = 1. Pelo
teorema 1.2, temos que mdc (a,b) € o menor valor positivo do conjunto das combinagdes li-
neares de a e b, ou seja ma + nb = mdc (a,b) como mdc (a,b) = 1, temos o que queriamos

demonstrar ma + nb = 1.

(<) Reciprocamente, suponhamos que exista inteiros m e n tais que ma +nb = 1. Se d =
mdc (a,b), temos que d|a, d|b e pela proposi¢do 1.4 que d | ma e d | nb, de tal forma que pela
proposi¢do 1.6 temos d|(ma + nb), ou seja d|1. Por definicdo d > 0, o que nos resta que d s6
pode ser 1.

|
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Teorema 1.4. Sejam a,b e c nimeros inteiros. Se alb - c e mdc (a,b) = 1, entdo alc.

Demonstracdo: Se alb-c,entdiob-c =k - a, onde k € Z. )
Se mdc (a,b) = 1, pela proposi¢do 1.16, existem inteiros m, n, tais que ma +nb=1 (Il
Multiplicamos por ¢ ambos os lados da equagao (II), temos que: ma - ¢+ nb - c = c.

Organizaremos da seguinte maneira para dar mais clareza na demonstracao:

c=ma-c+nb-c (I1T)

Substituindo o valor de be, da equagdo (I), na equacao (III), temos:
c=ma-c+nb-c=c=mac+n-ka=c=(mc+nk)-a

onde (mc + nk) = ky € Z, logo ¢ = ky - a e por defini¢do temos que alc.

OBS.: Tal teorema é reconhecido como Lema de Gauss.
Corolario 1.2. Dados a,b,c € Z, com b e ¢ ndo ambos nulos, temos que:

b| la <= be
a e cla ——|a
mdc (b, c)
Demonstracdo: Chamaremos de d o mdc (b, ¢), ou seja, d = mdc (b, c).
Como b|a, por defini¢do temos que a = k; - b, onde k; € Z. @

Como ¢

a, por defini¢do temos que a = ko-c, onde ky € Z. (II)

Pela propriedade reflexiva, a = a. Com isso, igualando (I) e (II), temos:

k1~b:k2-c

Dividindo ambos os membros da equago por d = mdc (b, ¢), temos:

ko= =ky-

Ul o

b
d

. b ¢ S .
Pelo Coroldrio 1.1, temos que mdc (-, —) = 1, ou seja sdo primos entre si.

Pelo teorema 1.4, conhecido como lema de Gauss, temos que se
b b
—,=) = 1,logo c_i|k2

Pela Proposicdo 1.5 resulta

C%'k‘g S §~c|k2~c,
onde k; - ¢ = a pela equacdo (II).
Por tanto,
be . be
7| ou seja, Wm.
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Corolario 1.3. Sejam a4, as, ..., a, inteiros ndo nulos dados e d seu m.d.c:

a) d =1 se, e so se, existirem inteiros Uy, Us,, ..., U, tais que a Uy + axUs + ... + a, U, = 1

a; Qs Qp,
b) mde(—,—,...,—) =1
) m C( d Y d Y ) d )
Demonstracao:

a) E uma aplicacdo direta do Teorema 1.2, (relacdo de Bézout), que nos garante que o m.d.c

pode ser escrito como combinagdo linear.

a1Uy + aUs + ... + a, U, = mdc (ay, as, .. .,a,) = a Uy +aUs + ... + a,U, = 1
Reciprocamente, sejam Uy, Us, ..., U, inteiros como no enunciado. Como d|ay, as, ..., ay,
segue da proposicdo 1.4, d | a; - Uy,d | ay- Us,...,d | a, - U,. Da Proposi¢do 1.6, segue
que d|(a1Uy + aUs + ... + a,U,), ou seja d
d=1.

1, que pela definicdo de m.d.c, temos que

b) Sendo d = a,U; + axU; + ...a,,U,, dividimos ambos os lados da igualdade por d, temos:

Do+ (2 =

(d d)U2+...+(d

) U, = 1, e o resultado segue imediatamente do item a).

Proposicao 1.17. Para a,b e c inteiros ndo nulos, temos que:
a) Se mdc (a,c) = 1, entdo mdc (a,bc) = mdc (a,b)
b) Se c|b e mdc(a,b) = 1, entdo mdc (a,c) =1

¢) Semdc (b, c) = 1, entdo mdc (a,bc) = mdc (a,b) - mdc (a, ¢). Em particular, se b e ¢ sdo

primos entre si e dividem a, entdo bc divide a.

Demonstracao:

a) Sejam d = mdc (a,b) e f = mdc (a,be).
Demonstraremos que d| f

Se d = mdc (a,b), entdo d
Se d é um divisor comum de a e bc, entdo pelo Teorema 1.3, d|mdc (a, be), ou seja d|f.

b, e pela proposic¢do 1.4, d|b - ¢, assim temos que d|a e d|b - c.

Demonstraremos que f|d

Como mdc (a,c) = 1, segue da proposicdo 1.16, que existem inteiros m e n tais que:

am + cn = 1, multiplicando ambos os membros da equacio por b, temos:
am-b+cn-b=0b= a(mb)+n (bc) =b,
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b)

como f = mdc(a,bc), temos que fla e f|b- c e pela proposicdo 1.4, f | a - (mb) e
f | n-(bc) e, pela proposigdo 1.6, fla (mb) + n (bc), ou seja, f|b. Como fla e f|b,
f € um divisor comum de a e b e pelo teorema 1.3 f|mdc (a,b), ou seja, f|d. Com
isso concluimos pela proposi¢do 1.8 que f = d, em outras palavras que mdc (a,bc) =
mdc (a,b).

Seclb = b=k-c, onde k € Z. Como mdc (a,b) = 1, pela q proposi¢do 1.16, existem

inteiros m e n tais que am + bn = 1, substituindo o valor de b, na equacgdo temos:

am+k-ecn=1=a(m)+c(kn)=1
que pela proposic¢éo 1.16 nos garante que mdc (a,c) = 1

Seja d = mdc(a,b) =d|a e d|b = a=k-de b=q-d, onde (k,q) € Z e pelo
coroldrio 1.1, temos que mdc (k, q) = 1. Com isso temos:

mdec (a,bc) = mdc (a,bc) = mde (k- d,q-d-c),

pela proposi¢do 1.14, nos garante que mdc(k - d,q - d - c¢) = d - mdec(k,q - ¢), como

mdc (k,q) = 1, pelo item a), temos que:
d-mdc(k,q-c)=d-mdec(k,c).
Juntando todas as igualdades temos:
mdc (a,bc) =mde(k-d,q-d-c) =d-mdc(k,q-c)=d-mdec(k,c),
ou seja:
mdc (a,bc) = d - mde (k, c) (D
Como d|b e mdc (b, c) = 1, pelo item b) temos que mdc (d, ¢) = 1, com isso temos:
mdc (a,c) =mdc (k- d,c) =mdc (k, c)

ou seja:

mde (a, c) = mde (k, c) (IT)
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Substituindo a equacao (II), na equacao (I), temos:

mdec (a,bc) = d - mde (k, c)
=d-mdc(a,c)
= mdc (a,b) - mdc (a,c)

A segunda afirmagdo € uma aplicacdo direta do que acabamos de demonstrar.
O que queremos demonstrar é: se mdc (b,c) =1eb | aec| a, entdo be | a.

Utilizando a primeira afirmacio do item c) para provar o caso particular, temos:
mdc (a,bc) = mdc (a,c) - mde (a, b) (1ID)
Como bla = a = ky - b, onde ky € Z, com isso temos:
mdc (a,b) = mdc (ky - b,b) = b
Como cla = a = ky - ¢, onde ky € Z, com isso temos:
mdc (a,c) = mde (kg - ¢,c) = ¢

Utilizando os resultados obtidos e substituindo na equagao (I1I), temos:

mdec (a, bc) = mde (a, c) - mde (a,b)
=c-b=b-c

Com isso temos que mdc (a, be) € igual a be, ou seja, be | a.

Proposicao 1.18. Dados niimeros ay, ..., a,, ndo todos nulos, existe o seum.d.c e mdc (ay, ..., a,) =

mdc (ay, ...,mdc (an_1, ay))

Demonstracao:

Provaremos por indugao sobre n, para n > 2

i) Caso base paran = 2

mdc (ay,as) = mde (a1, mde (ay, az))
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i1) Hipétese de inducdo: Suponha que mdc(ay,...,a,) = mdec(aq,...,mde(a,_1,a,)),
v (a1, ...,an) e N.

iii) Tese: Queremos demonstrar que mdc (ay, ..., G, Api1) = mde (ay, ..., mde (an, Gpy1)-

Seja d = mdc (ay,...,mdc (ap,a,+1)), com isso temos que d|ay, ..., d/mdc (ay, api1),

com isso obtemos que d|aq, d|ag, ..., d|a, € d|a, 1.

Por outro lado, seja ¢ um divisor de ay, ..., a,, a,+1, temos entdo que ¢ € um divisor

comum de ay, ..., a,_1 € mde (a,, a, + 1) e por tanto c|d.

No inicio do tépico, ndo calculamos o méaximo divisor comum de 1126 e 522, pois daria
muito trabalho. Mas, agora calcularemos o mdc (1126, 522) utilizando a ideia usada na demons-
tracdo do teorema 1.5, para nos auxiliar na compreensao do mesmo. Tal teorema € conhecido
como divisdes sucessivas de Euclides, o mesmo € a base na resolucdo das equagdes diofantinas

lineares.

Exemplo 1.14. Como estamos interessados no cdlculo de mdximo divisor comum de 1126, 522.
Utilizaremos o algoritmo da divisdo (Teorema 1) para dividir 1126 por 522, em seguida divi-
diremos 522 pelo resto 82. Depois 82 pelo resto 30 e assim sucessivamente, até obtemos resto

Zero.

b
¢ L = Pela Proposi¢do 1.13, temos que mdc (a,b) = mdc (b, ) com isso temos:

1126 | 522
* o 5 = pelo Proposigao 1.13, temos que mdc (1126, 522) = mdc (522, 82)
522 | 82 -
) 0 6 — pela Proposicdo 1.13, temos que mdc (522, 82) = mdc (82, 30)
82 | 30 -
* 5 5 = pela Proposicao 1.13, temos que mdc (82, 30) = mdc (30, 22)
30 | 22 -
o — = pela Proposi¢ao 1.13, temos que mdc (30, 22) = mdc (22, 8)

22 | 8
) 6 % — pela Proposicdo 1.13, temos que mdc (22, 8) = mdc (8, 6)

816
5 \T = pela Proposicdo 1.13, temos que mdc (8,6) = mdc (6, 2)

6|2
0 \? — pela Proposicdo 1.13, temos que mdc (6,2) = mdc(2,0)
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Da tltima igualdade temos que mdc (2,0) = 2, por tal motivo que o algoritmo de Euclides
mostra que mdc (a, b) é o ultimo resto ndo nulo. Devido as aplica¢des sucessivas da proposi¢ao
1.13, temos:

mde (2,0) = mdc(6,2) = mdc(8,6) = mde(22,8) = mdc(30,22) = mdc(82,30) =
mdc (522,82) = mdc (1126,522) = 2

E desta forma que procede o algoritmo de Euclides, dito isto, estamos prontos para a de-
monstra¢do do teorema.

|

OBS.: Nademonstracdo do teorema a seguir, utilizaremos a = ry e b = r; para que a sequéncia

dos numeros fiquem mais compreensivel.

Teorema 1.5. (Teorema das divisoes sucessivas de Euclides) Sejam rq = a e vy = b inteiro
ndo-negativos com a > b e b # 0. Se o algoritmo da divisdo for aplicado sucessivamente para

se obter.

Tj = Qi1 Tigr T 742,0 S <1
Para j =0,1,2,...,n —1er,y1 = 0 entdo mdc(a,b) = r,, o dltimo resto ndo nulo.

Demonstracao:
Temos duas possibilidades:

i) Sebla

Sebla = a =q-b+ 0, onde g € Z e pela proposi¢do 1.13, temos que mdc (a,b) =
mdc (b,0) =

ii) Sebta

Pelo que foi mostrado no exemplo anterior fica facil acompanhar a demonstracao deste al-
goritmo. Vamos inicialmente, aplicar o Teorema 1.1 (Algoritmo da Divisdo), para dividirmos
a por b, ou seja, o por ry, obtendo g = ¢, - r1 + 72, em seguida dividimos r; por 75, obtendo
1 = Q2 - T2 + 13, em seguida 7, por r3, obtendo ry = g3 - r3 + 14 € assim sucessivamente, até
a obtencdo do resto 7,1 = 0. Como, a cada passo o resto € sempre menor do que o anterior,
e estamos lidando com ndmeros inteiros, como no exemplo 1.11, apés um nimero finito de
aplicagdes do Teorema 1.1 (Algoritmo da Divisdo), teremos o resto nulo.

Colocando o que foi mostrado até agora em uma sequéncia de equagdes temos o seguinte.

To = q171 + T2 0<ry <y
T1 = QoT2 + T3 0<rz<ry
To = Q373 + T4 0<T4<7”3
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Tn2 = Qn-1Tpn—1 1+ Tpn 0< Tn < Th-1

Tn—1 = QnTn + 0

Da ultima igualdade e pela proposicdo 1.13, temos que mdc (r,,_1,7,) = mdc (r,,0) = 1,

aplicando sucessivamente a proposi¢do 1.13, temos a seguinte sequéncia.

rn = mdc (r,,0) = mdec (ry—1,7m) = mde (rp_o9,7n—1) = ... = mdc (ry, ) = mde (ro, 1) =
mdc (a,b).

Portanto o médximo divisor comum de a e b € o dltimo resto nao nulo da sequéncia de divisdes
descrita.
Tal teorema pode ser sintetizado e realizado na pratica da seguinte maneira: inicialmente,

efetuamos a divisdo de a por b e colocamos os niimeros envolvidos no seguinte diagrama:

ol quociente

a | b | dividendo e divisor — a=q -b+n

1 resto

A seguir, continuamos efetuando a divisdo b = ¢ - r; + r5 € colocamos 0s nimeros no

diagrama:

Q1 | g2 quociente

a | b | r | dividendo ou divisor = b=q -1+

T | T2 restos

Prosseguindo em quanto for possivel, teremos:

q1 q2 tee qn—1 dn
a | blri| - | rho|rh|rn=MDC (a,b)
ry|ro | rg |- Tn 0

Exemplo 1.15. Calcularemos o m.d.c de 372 e 162.

372 | 162 | 48 | 18 | 12
48 | 18 |12 6 | O
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Com isso temos que mdc (372,162) = 6 mas, as contribui¢ées do algoritmo de Euclides
descrito dessa forma ndo param por ai. Sabemos, pela (Rela¢cdo de Bézout), Teorema 1.2
que o m.d.c pode ser escrito como combinacdo linear. Tal método nos ajudard a fazer isso.
Mostraremos como proceder.

2 3] 2 | (D)2
372 | 162 | 48 (12)
48 118 [12](6) | ©

Nao podemos esquecer que no algoritmo de Euclides, o m.d.c é o ultimo resto ndo nulo.

Com isso temos:

6=18—-1-12

2 | 3 | (@1
372 | 162 12
18 | 18 [(12)] 6 | 0

12=48—2-18

B 2 |1

372

2
12

48

18 =162 — 3 -48

12 6 0

@ | 3]2]1

48 | 18 | 12

677

18 [12]1 6 | 0

48 =372 — 2162

Organizando todos os valores dos restos, temos:
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6=18—1-12 (
12=48—-2-18
18 =162 —3-48  (III)
48 =372-2-162 (

Substituindo (1I) em (1), temos:

6=18—1-12
=18 —1-(48—2-18)

6=18—1-48+2-18

6=—1-48+3-18 (V)

Substituindo (III) em (V), temos:

6=—1-48+3-18
6=—1-48+3- (162 —3-48)
6=—1-48+3-162—9-48
6=3-162—10-48 (V1)

Substituindo (1V) em (VI), temos:

6=3-162—10 (372 — 2 - 162)
6=3-162—10-372+ 20 - 162
6=—10-372+23-162 (VII)

Escrevendo mdc (372,162) = 6, como combinagdo linear, fica:
6=2372-(—1)+162-(23)

Utilizaremos tal método na resolucdo das equagdes Diofantinas lineares, no préximo capi-
tulo.
Agora, veremos algumas proposicdes relacionadas ao m.d.c que nos auxiliardo na resolucao

das equagdes diofantinas quadrdticas.

Corolario 1.4. Sejam a e b inteiros ndo nulos e k, m e n niimeros naturais.
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a) Se o mdc (a,b) = 1, entdo mdc (a™,b") = 1.

b) Se mdc(a,b) =1ea-b= k"™ entdo existem u,v € Z tais que a = u™ e b = v".
Demonstracao:

a) A demonstragdo do item a), consiste numa aplicagdo direta da proposi¢do 1.17, item a).

b)

Se mdc (a,c) = 1, entdo mdc (a,bc) = mdc (a,b), onde b" ! fard o papel de b e b fard o
papel de ¢, com isso temos:

mdc (a,b") = mdc(a,b"* - b), como mdc (a,b) = 1, pela proposi¢do 1.17, temos que
mdc (a,b"! - b) = mdc (a,b™'), aplicando a proposigdo 1.17 sucessivamente ou segue

por indugdo sobre n que:
mde (a,b") = mdc (a,b) =1 D

Agora, utilizaremos o resultado acima para provar que mdc (a™,b") = 1.

Assim, mdc (a™,b") = mdc(a™ 1 - a,b"), pela equagdo (I) o mdc(a,b™) = 1 e pela
proposicdo 1.17 temos que mdc (a™ - a,b") = mdc (a™*, ™). Aplicando a proposi¢io
1.17 sucessivamente ou segue por indugdo sobre m que:

mdc (a™,b") = mdec (a,b") = 1,

ou seja, se mdc (a,b) = 1, isto implica que mdc (a™,b") = 1.

Sejam u = mdc (a, k) e v = mdc (b, k). Como mdc (a,b) = 1 e mdc (k", k) = k, onde

k™ = a - b, substituindo temos:
k = mdc (k", k) = mdc(a - b, k)
como mdc (a,b) = 1, aplicando a proposi¢do 1.17, item c), temos:
mdc (a - b, k) = mde (a, k) - mde (b, k).
Como u = mdc (q, k) e v = mdc (b, k), substituindo temos:
mde (a, k) - mde (b, k) = u - v,
juntando todas as igualdades:

k = mdec (k™ k) = mde(a- b, k) = mdec(a, k) - mde (b, k) = u - v,
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ou seja, k = u - v. Com isso, temos que:

a-b=k"=u"-0v"

Agora, nosso objetivo € provar que a = u" e b = v", com isso temos:

i) Se u | a e mde(a,b) = 1, pela proposi¢do 1.17, item b), temos que mdc (u,b) = 1. E

pelo item anterior, se mdc (u, b) = 1, isso implica que mdc (u",b) = 1.

i1) Sewv | bemdc(a,b) =1, pela proposi¢do 1.17, item b), temos que mdc (v,a) = 1 e pelo

item anterior, se mdc (v, a) = 1, isso implica que mdc (v", a) = 1.

Por fim, como ¢ - b = u" - v™, temos:

i1i) u" | a - b, como mdec (u™,b) = 1, pelo teorema 1.4, temos que u" | a e isto implica que
u™ < a.

iv) v" | a-b, como mdc (v", a) = 1, pelo teorema 1.4, temos que v" | b e isto implica que
o™ < b.

Mas, como a - b = u™ - v™, e u” < a,v™ < b, a Unica possibilidade é que sejam a = u" e

b ="

Corolario 1.5. Todo quadrado perfeito:
a) deixa resto 0 ou 1 quando dividido por 3.
b) deixa resto 0 ou 1 quando dividido por 4.
c) deixa resto 0, 1 ou 4 quando dividido por 8.
d) é da forma 5k ou bk £ 1.

Demonstracao:

a) Pelo algoritmo da divisdo, o resto da divisdo de n por 3 € 0,1 ou 2, de modo que n pode

ser escrito como n = 3¢, n = 3¢+ 1 oun = 3¢ + 2, para algum ¢ € Z. Com isso, temos:

eSe n =3¢ = n’=(3¢)* =3.3¢
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eSe n=3¢+1=n’=(3¢g+1)*
=(3¢)*+2-3¢-1+1°
=3(3¢° +2¢) +1

eSen=3¢+2=n=(3q+2)?
= (3¢)* +2-3q-2+ 2
=337 +4-3¢+4
=33 +4-3¢+3+1
=303 +4¢+1)+1

No primeiro caso acima, n? deixa resto 0 quando dividido por 3 e nos outros dois casos,

n? deixa resto 1 quando dividido por 2.

b) Novamente pelo algoritmo da divisao, o resto da divisao de n por4 € 0, 1, 2 ou 3, de modo
que n pode ser escrito como n = 4q, n = 4q + 1, n = 4q + 2 ou n = 4q + 3, para algum

g pertencente aos inteiros.

eSen=4q=n*= (49)* = 4-4¢

eSen=4q+1=n*= (4q+ 1)
(49)* +2-4q-1+ 12
4-(4¢% +2q) + 1

eSen =4q+2=n*= (4q +2)
= (49)* +2-4q -2+ 2
=4-4¢° +4-4q+4
= 4(4¢* + 4q¢ + 1)
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d)

eSen =4q+3=n?= (4q+ 3)
= (49)* +2-4q- 3 + 3
=4-4¢* +6-49+9
=44 +4-6¢g+4-2+1
= 4(4¢*> + 6¢ + 2) + 1

No primeiro e no terceiro caso, n? deixa resto 0 quando dividido por 4, e no segundo e
quarto caso, deixa resto 1 quando dividido por 4.

Uma vez mais poderiamos utilizar o algoritmo da divisao, escrevendo n = 8¢ + r, para
algum ¢ € Z e algum r pertencente ao conjunto {0, 1,2,3,4,5,6, 7}, demonstrando uma

prova andloga ao do item a). No entanto, pelo item b), temos que:
e Se n = 2q, entdo n? = 4¢°. Ha, agora, duas possibilidades:

1) Se ¢? for par, entdo ¢ = 2k para algum k& € N. Entdo terfamos que n? = 4 - 2k =
n? = 8k.

2) Se ¢? é impar, entdo ¢> = 2k+1 para algum k € N. Entdo, teriamos n? = 4-(2k+1) =
n? = 8k + 4.

eSen=2¢+1=n>=(2¢+1)*=n?
= (29)* +2-(29) -1+ 17
=4¢* +4q+1
=4q(q+1)+1

de sorte que o produto de dois niimeros inteiros consecutivos g - (¢ + 1) é par, temos que
q-(q+1) = 2k, para algum k € N, com isso temos que n? = 4q(q+1)+1 =4 -2k +1,

ou seja, n? = 8k + 1.

Por fim, os casos acima garantem que o resto da divisdo de n? por 8 s6 podem ser iguais
a0,1 oud.

Pelo algoritmo da divisdo, o resto da divisdo de n por 5 € 0,1, 2, 3 ou 4, de modo que n
pode ser escrito como n = 5q,n = 5q + 1, n = 5q + 2, n = bq + 3 oun = Hq + 4, para
algum ¢ € Z. Com isso, temos:

eSen = 5q = n? = (5¢)* = n* = 5(5¢%)
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eSen=>5q+1=n>=(5q+1)>
= (5¢)>+2-5g- 1+ 1
= 5(5¢ +2¢) + 1

eSen =5q+2=n’=(5q+2)

=(5q)* +2-5¢-2+2°

5(5¢°) +5-4q+ 4

5(5¢°) +5-4g+4+(1—1)
5(5¢° +-4q+1) —1

eSen =5q¢+3=n’=(5q¢+3)*
(5q)2+2-5q-3+32

5(5¢*) +5 - (69) +9

5(5¢*) +5-6¢+9+ (1 —1)
5(5¢° + -6 +2) — 1

(5q + 4)*

=(5 )+2-5q-4+42
=5(5¢%) +5- (8¢) + 16
=5(05¢*+8¢+3)+1

eSen=>5¢+4=n’=

Com isso, podemos concluir que todo quadrado € da forma 5k ou 5k =+ 1.

1.4 Minimo Miiltiplo Comum

Dizemos que um nimero inteiro € um multiplo comum, de dois nimeros inteiros dados, se

ele é simultaneamente multiplo de ambos os nimeros.
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Exemplo 1.16. Quais sdo os miiltiplos de 2 e 3?

Muiiltiplos de 2.
vy —6,—4,—2,0,2,4,6, ..., ou seja, niimeros da forma 2n, onde N € 7.

Muiltiplos de 3:
e, —12,-9,—6,-3,0,3,6,9,12, ..., ou seja, niimeros da forma 3n, onde N € Z.

Muiltiplos comuns de 2 e 3:
.., —12,—6,0,6,12, ..., ou seja, niimeros da forma 6n, onde N € 7

Dentre os multiplos comuns, € 16gico se pensar, qual ¢ o menor multiplo comum de 3 e 6.

Com isso definiremos o conceito de Minimo Multiplo Comum (M MC').

Definicao 1.4. = Dados inteiros ndo nulos ay, as, ..., a,, o Minimo Miiltiplo Comum, de a, as, ..., a,,
denotado por mmc (ay,as, ...,a,), é menor dentre todos os muiiltiplos positivos comuns de

ai, ag, ..., An.

Exemplo 1.17.

a) mme (4,12) = 12, pois 12 é o menor miiltiplo positivo de 4 e 12, ou seja:
Miiltiplo de 4:

vy —12,-8,-4,0,4,8,12, ...

Muiltiplo de 12:

vy —24.-12,0,12,24, ...

Muiltiplos Comuns de 4 e 12:

vy —24,—12,0,12,24, ...

Minimo Muiltiplo Comum, pela definicdo é o menor miiltiplo positivo, ou seja, m.m.c = 12.

b) mmc(4,5) = 20, pois:

Muiltiplo de 4:
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oy =20, 16, —12, —8, —4,0,4, 8,12, 16, 20, ...

Muiltiplo de 5:

.., —20,—15,—10, —5,0, 5, 10, 15, 20, ...

Muiiltiplos Comuns de 4 e 5:

oy —20,0,20, ...

Minimo Miiltiplo Comum, pela defini¢do é o menor miiltiplo positivo, ou seja, mmc (4,5) =
20.

Proposicao 1.19. Sejam aq,as,...,a, € Z e m = mmc(ay,as,...,a,). Para todo inteiro n,

temos que n é um miiltiplo comum de ay, as, ..., a, se, e s se, m|n.

Demonstracdo: (=) Seja n um multiplo comum de a4, as, ..., a,, ou seja, ay, as, ..., a,|N,
queremos provar que m|n.

Como ainda nao podemos afirmar tal caso, pelo Teorema 1.1, podemos escrever que n = m -
q+r,com 0 < r < m, podemos reescrever tal equagdo como r = n—m-q, como m € o Minimo

Muiiltiplo Comum de ay, as, ..., a,, temos que: a;|m, pela Proposi¢do 1.4, a;|m - ¢, como aq|n,

pela Proposi¢do 1.6, ai|(n — m - q), ou seja, a;|r. Analogamente temos que as, ..., a,|r, 0 que
demonstra que r também € um multiplo comum mas, como 0 < 7 < m, a tnica possibilidade

que nos resta € ter r = 0, com isso temos:

n=m-q+r=n=m-q+0=>n=m-q= m|n.

Lema 1.2. Sejam ay, as, ..., a, inteiros ndo nulos. Se k € N, entdo mmec (kay, kas, ..., ka,) =
k-mmec(aq,ag, ..., ay).

Demonstracdo: Seja m = mmc (kay, kas, ..., ka,) e n = mmec (aq, as, ..., a,), se multiplicar-
mos n por k, kn = mmec (kay, kas, ..., ka,,), teremos que kn é um mdltiplo de kay, kaa, ..., ka,,
com isso temos que kn > m, pois m € o Minimo Mudltiplo Comum de ka4, kas, ..., ka,, ou seja,
qualquer multiplo positivo desses elementos € maior ou igual a m. Por outro lado, como m €

o1,: m, P .
um multiplo comum de kay, kas, ..., ka,, segue que T ¢ um mudltiplo de aq, ao, ..., a,, ou seja,

% > n, ou ainda, que m > k - n. Logo, pela Proposicdao 1.8, m = k - n.
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Lema 1.3. Se mdc (a,b) = 1, entd@o o mmc (a,b) = |a - b

Demonstracdo: Seja m um mdltiplo positivo comum de a e b, temos que a|m e bjm. Pelo
a-b

mdec (a, b)

a-b ) . .
que T\m, ou seja a - blm. Por tanto, pela Proposi¢do 1.7, temos que se, a - b|m isso implica

Coroldrio 1.2, se a|m e b|m isso implica que |m, mas como mdc (a,b) = 1. temos

que |a - b| < m, de forma que |a - b

€ o menor multiplo positivo comum de a e b, ou seja,

mme (a,b) = |a - b

|
Teorema 1.6. Se a e b sdo inteiros ndo nulos, entdo:
mmec (a,b) - mde (a,b) = |a - b|
Demonstracdo: Seja m = mmc(a,b) e d = mdc(a,b), como d = mdc (a,b), temos que :
a
° d\a:>a:k:1~d:>8:k1,k1€Z
b
° d‘bib:kgdﬁazkg,kgez
Pelo Corolério 1.1, temos que mdc(g, —) = 1, ou seja, mdc (k1, k) = 1, e pelo lema
1.3, se mdc (ki, k) = 1 isso implica que mdc (ky, ko) = |k1 - ko| com isso construimos to-

das as ferramentas necessdrias para finalizar a demonstragdo, substituindo os valores temos:

mmc (a,b) = mme (ky - d, ks - d), pelo Lemal.2, temos que
mme (ky - d, ko - d) = d - mmec (kq, ko),
como mmc (ky, ka) = | k1 - ko, segue que,

mmec (a,b) = mmce (ky - d, ke - d) = d-mme (ky, k) = d - |ky - ko

)

substituindo os dados em mmc (a, b) - mdc (a,b) = d - |ky - ka| - mde (a,b) = d - |ky - ko| - d =
|d- k| - |d - kaf = fal - |o] = |a - b]
|

Proposicao 1.20. Sejam ay, ..., a,, nimeros inteiros ndo nulos. Entdo existe o niimero m =

mme (ay, az, ..., a,) e mme (a1, ag, ..., a,) = mme (ay, ..., mme (a,_1,an)).

Demonstracdo: Basta provar que, se existe mmc (aq, ..., mmc (a,_1,a,)) vale a igualdade
acima. Utilizaremos o mesmo raciocinio utilizando na demonstracao da existéncia do m.d.c, ou
seja, provaremos por indugao.

Seja m = mmc (aq, ag, ...,mme (a,_1,a,)), com isso concluimos que ay, as, ..., a,_s|m e
mmc (an—1, a,)|m. Ja que a,—_i|mmec(a,—1,a,) € a,|mme (a,-1,a,), chegamos a conclusdo
de que m € um multiplo comum de a, ..., a,.

Por outro lado, suponhamos que n seja um multiplo comum de a, ..., a,, com isso temos

que ay, as, ..., ap|n e mme (a,_1, a,)|n; daf segue que n é um miltiplo de
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m = mmc (ay, ...,mmc (a,_1, a,)).

1.5 Numeros Primos

Neste topico faremos uma breve sintese sobre o estudo dos nimeros primos, um dos con-
ceitos mais importante da matemadtica. Esses nimeros desempenham papel fundamental e a
eles estdo associados muitos problemas famosos cujas as solug¢des tém resistido aos esforcos de

vérias geragdes de matematicos.

Definicao 1.5. Um inteiro p > 1 é primo de seus iinicos divisores positivos forem 1 e p. Um

inteiro a > 1 que ndo é primo é dito composto.

Proposicao 1.21. Dados dois niimeros primos p e q e um niimero a qualquer, decorre da defi-

nicdo os seguintes fatos:

a) Se p|q, entdo p = q
b) Se p r a, entdo mdc (p,a) = 1

Demonstracao:

a) De fato, como p|q e sendo ¢ primo, temos que p = 1 ou p = g. Como p € primo, por

definicao temos que p > 1, logo s6 nos resta que p = q.

b) De fato, se mdc(a, p) = d, temos que d|a e d|p. Como d|p, temos que d = 1 ou d|p, pelo
caso a), temos que p = 1, pois p + a, portanto d = 1.

Lema 1.4. Todo inteiro n > 1 pode ser expresso como o produto de um niimero finito de primos,

ndo necessariamente distintos.

Demonstracao: Faremos a prova por inducdo sobre n.

i) Caso base:
Se n = 2, ndo a nada a fazer pois, 2 € primo.
i1) Hipdtese de indugio:

Suponhamos que agora que todo inteiro n tal que 2 < n < m pode ser escrito como 0

produto de um ndmero finito de primos:
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iii) Tese:
Queremos demostrar que m também pode ser escrito como produto finito de primos:

Se m for primo, ndo hé nada a fazer. caso m seja composto, existem inteiros a e b tais que
m=a-bcoml <a<mel<b<m,como produto de nimeros finitos de primos, ou
seja:

a=p;-pe..preb=q - q..q,comk,l > 1. Logo,m =a-b= (p1-pe...pr) (q1-q2-..q)
que também é um produto de ndmeros finitos de primos.

Como coroldrio do lema anterior, temos o seguinte critério de pesquisa de divisores primos

de um nimero composto, devido ao matematico grego Eratostenes de Cirene.

Corolario 1.6. (Crivo de Eratdstenes)

Se um inteiro n > 1 for composto, entdo n possui um divisor primo p, tal que p < \/n.

Demonstracdo: Sejan = a - b, sem perca de generalidade definimos 1 < a = b. Sendo p um
divisor primo de a, temos:

Se pla, pela Proposi¢do 1.7, temos que p < a e pela, Proposicao 1.4, se p|a entdo p|a - b, ou
seja, p|n.

Com isso obtemos o seguinte:

Se p < a, entdo p* < a?

Se a < b, multiplicando ambos os membros da desigualdade por a, temos: a? < a - b, ou
seja, a® < n.

Por transitividade, temos:
sep?<a’ea’*<n = p*<n = p<.n

Proposicao 1.22 (Lema de Euclides). Sejam a,b,p € Z, com p primo, se p|a - b, entdo pla ou
plb.

Demonstracao:
Se praepla-b, pelo Teorema 1.4 (Lema de Gauss), temos que plb.

Se prbepla-b, pelo Teorema 1.4 (lema de Gauss), temos que p|a.

Exemplo 1.18. Use o coroldrio acima para provar que 641 é primo.
Prova: Inicialmente, note que 25 < /641 < 26. Por tanto, se 641 for composto, segue do

Coroldrio 1.4, que 641 deve possuir um divisor primo p < 25, de modo que
p€(2,3,5711,13,17,19,23).
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No entanto, é imediato verificar que, dentre as divisoes de 641 pelos primos acima, nenhuma

é exata. Logo, 641 é primo.
Teorema 1.7 (Demonstracao Euclides). O conjunto dos niimeros primos é infinito.

Demonstracao: Por indugdo sobre n, provaremos que, se N contiver n primos distintos, entao
N conterd n 4 1 primos distintos.

Suponhamos que py, ..., p,, sdo primos distintos, € seja m = p;---p, + 1, ou seja, m é o
sucessor do produto de todos os primos. Pelo Lema 1.5, existe um primo p tal que p|m. Se p =
p; paraalgum 1 < ¢ < n, entdo p|p; - - - p,. Dem = p; -+ - p, + 1 segue que m— (py - - - pp) = 1,

como p|m e p|p; - - - p,, pela Proposicao 1.6, temos que p|[m — (p1 - - - p,)], ou seja, p|1, o que é
um absurdo. Logo, p é um primo diferente de todos os p;’s, de maneira que temos pelo menos
n + 1 primos distintos em N.

Lema 1.5. Se a,...,a, € N e p é um primo tal que pla; - as - - - a,, entdo existe 1 < i < n, tal

que pla;. Em particular, se ay, ..., a,, forem todos primos, entdo existe 1 < i < n tal que p = a;.
Demonstracao:

i) Caso base: Paran = 2

play - as, pela Proposigdo 1.22, p|a; ou plas.
i1) Hipétese de indugdo: Suponhamos que pla; - - - a,, V,, € N.

i1i) Tese: Queremos demonstrar que play - « - Gp41

Pela Hipétese de indugdo temos que p|a; - - - a,, e pela Proposicao 1.4, se pla; - - - a,, entdo
plai -+ - an41 e pela Proposigdo 1.22, se pla; - - - a, 11 entdo pla; ou plas ou pla,1. Em

especial se todos forem primos ,pela Proposicdo 1.21, item a), se p|a; entdo p = a;.

Teorema 1.8 (Teorema fundamental da Aritmética). Todo inteiro maior do que 1 pode ser

representado de maneira unica (a menos da ordem) como um produto de fatores primos.

Demonstracao: Se n é primo ndo hé nada a ser demonstrado. Suponhamos pois, n composto.
Seja p; (p1 > 1) o menor dos divisores positivos de n. Afirmamos que p; é primo. Isto é
verdade, pois, caso contrdrio existiria p, 1 < p < p; com p|n, contradizendo a escolha de p;.
Logo, n = p; - ny.

Se n; for primo a prova estd completa. Caso contrdrio, tomamos p; como o menor fator de

ni. Pelo argumento anterior, p, é primo e temos que n = py - P - Na.
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Repetindo este procedimento, obtemos uma sequéncia decrescente de inteiros positivos 71, 1,
...,n,. Como todos eles sdo inteiros maiores do que 1, este processo deve terminar. Como 0s

primos na sequéncia py, ps, ..., pr N0 sd0, necessariamente distintos, n terd, em geral, a forma:

_ 1 2 k
n=py - pyT.ppt.

Para mostrarmos a unicidade usaremos inducao sobre n. [segundo caso de inducao]

i) Caso base:

Para n = 2 a afirmacdo € verdadeira.

i1) Hipdtese de indugdo:
Suponhamos que ele € valida para todos os inteiros maiores do que 1 e menores do que n.
iii) Tese:
Queremos demonstrar que ela também € valida para n.

Se n € primo, ndo hd nada 4 provar. Vamos supor, entdo que n seja composto e que tenha
duas fatoracdes, isto é:

n=pi-P2-"Pb=4q1"q2"""qr

Vamos provar que b = r e que cada p; € igual a algum ¢;. Como o p; divide o produto
¢1, G2, ---, ¢, €le divide pelo menos um dos fatores ¢;. Sem perda de generalidade podemos
supor que p;|g;. Como sdo ambos primos, pela Proposi¢do 1.21, item a), temos que
p1 = q1. Logo o Do Do =¢qo--q. Como 1 < n < n, a hipétese de inducdo nos
diz que as duas Zgzlltorag()es sdo idénticas, isto €, b = r ep,1 a menor da ordem pq, ps, ..., Py €

q1, g2, ---, Gy SA0 1guais.

1.6 Congruéncia Médulo m

Neste topico estudaremos a relacdo de Congruéncia, que consiste nos estudos dos restos.
Dois nimeros a e b sdo ditos Congruentes entre si, se possuirem o mesmo resto. Grande parte
dos resultados sobre Congruéncia foi introduzidos por Gauss (1777 — 1855) em um trabalho
publicado em 1801 (Disquisitiones Arithmeticae) quando tinha 24 anos. Vérias ideias de grande
importancia, que serviram de base para o desenvolvimento da teoria dos niimeros, até mesmo a
notac¢do, 14 introduzida, sdo as mesmas que utilizamos nos dias de hoje.

Uma pessoa ndo familiarizada com o tdpico, pode se perguntar, qual a vantagem de usar uma
notacdo (Congruéncia Médulo m) que sé enxerga o resto da divisdo de um nimero por m?

Existem muitas vantagens, uma delas € o ganho computacional, mas nao é o foco desse

trabalho. Nosso foco €, por exemplo, calcular mecanicamente e rdpido o resto da divisao de
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172992 por 13, tarefa que ndo € facil cumprir com os métodos dos quais dispomos até o presente

momento. A seguir, provaremos algumas propriedades elementares de Congruéncias Modulo
m, que nos ajudardo a resolver problemas como o citado acima e nos auxiliardo no desenvolvi-

mento do restante dessa dissertacao.

Definicao 1.6. Sejam a e b em inteiros dados, sendo m > 1, dizemos que a é congruente a b,
mddulo m, e denotamos por a = b (mod m), se m|(a —b). Se a ndo for congruente a b médulo

m, denotamos por a # b (mod m).
Exemplo 1.19. De acordo com a defini¢ao acima, podemos escrever:
a) 3 =5 (mod 2), pois 2|(3 — 5), ou seja, 3 e 5 deixa o mesmo resto na divisdo por 2.

b) —1 =11 (mod 12), pois 12|(—1 — 11), ou seja, —1 e 11 deixa o mesmo resto na divisdo

por 12.

c) 2= —1 (mod 3), pois 3|(2 — (—1)), ou seja, 2 e —1 deixa o mesmo resto na divisao por
3.

d) © = —x (mod 2), pois 2|(x — (—x)), ou seja, v e —x deixa 0 mesmo resto na divisdo por
2.

e) 1 # 2 (mod 3), pois 31 |(1 — 2), ou seja, 1 e 2 ndo deixam o mesmo resto na divisao por
3.

f) 20 # 15 (mod 7), pois 7 t |(20 — 15), ou seja, 20 e 15 ndo deixam o mesmo resto na

divisdo por 7.

Com isso podemos levantar os seguintes questionamentos: O que estamos realmente inves-
tigando em um niimero quando consideramos congruéncias modulo m? Para responder essa

pergunta, observamos o que ocorre com os nimeros inteiros méodulo 4, por exemplo:

4k =0 (mod 4)
4k 4+ 1 =1 (mod 4)
4k 4+ 2 = 2 (mod 4)
4k + 3 = 3 (mod 4)

Assim, a sequéncia ..., —5, —4, =3, —2,—1,0,1,2, 3,4, 5, ..., dos numeros inteiros € igual, a
sequéncia abaixo, médulo 4:

..3,0,1,2,3,0,1,2,3,0,1, ...

E vemos que todo inteiro é congruente a esses resultados médulo 4, ou seja, que todo inteiro
possui resto 0, 1,2, e 3 na divisdo por 4, esse resultado continua valido em geral, conforme
veremos posteriormente.
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Proposicao 1.23. Dados os inteiros a, b, c e m, sendo que m > 1, temos:
a) Reflexiva
a = a (mod m)
b) Simétrica
a=b (modm)=b=a(modm)
c) Transitiva
a=b(modm)eb=c(modm)= a=c(modm).

Demonstracao:

a) Se a = a (mod m) entdo m|(a — a), ou seja, m|0 que nos é garantido pela proposi¢do

1.1, item a).

b) Se a = b (mod m) entdo m|(a — b), e dai, m| — (a — b), isto é, m|(b — a). Portanto,

b= a (modm).
¢) Se a = b (mod m) por defini¢do temos que m|a — b, isso implica que a — b = ky - m (1),
onde k; € Z.

Se b = ¢ (mod m) por defini¢do temos que m|b — c e isso implica que b — ¢ = ko - m (II),
onde ky € Z.
Somando a equagdo (I) e a equacao (II), temos:
a—b=k -m
= (a=b)+(b—c)=k-m+ky-m
b—c=ky-m

Daf segue naturalmente que a —b+b —c = (k1 + ko) - m =a—c= (k1 + k) -m , e
como (ky + ko) = k € Z, temos que a — ¢ = k - m. Logo
m|(a — ¢) e, portanto, a = ¢ (mod m).

Para verificar se dois nimeros sdo congruentes médulos m, ndo € necessdrio efetuar a di-
visdo Euclidiana de ambos por m para depois comparar seus restos. Basta aplicar a seguinte

proposicao.

Proposicao 1.24. Sejam a,b,m € Z, com m > 1. Tem-se que a = b mod m se, e somente se,

m|a — b.
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Demonstracdo: (=) Dado a,b € Z, pelo algoritmo da divisdo de Euclides, Teorema 1.1 ao
dividirmos a e b por m, temos:
a=m-q +ri,com0<r <q. D
b=m-qga+1re,com0 < ry < gs. (II)

Ao subtrairmos a equacao (I) menos a equacao (II), temos:

a—b=m-q+mr)—(m-qg@+rn) = a—b=m(q—q)+ (r —r),

onde m s6 vai dividir a — b, se somente se, r; — ry = 0, ou seja, r; = 79, é equivalente dizer
que m|a — b, ja que |1 — 19| < m, o que nos € garantido pelo Teorema 1.1.
(<=) A reciproca é mais direto. Se m|(a — b) entdio a — b = m - ¢, isto é, a = b mod m.
|

OBS.: Na definicdo de congruéncia, a razdo pela qual é excluido o médulo m = 1, é porque
se usdssemos congruéncia médulo 1, obterfamos @ = b (mod 1), como sinénimo de 1|(a —
b), que é sempre verdade, ou seja, ndo faz muito sentido, pois dois inteiros quaisquer seriam
indistinguiveis médulo 1.

O que torna util e poderosa a no¢do de congruéncia € o fato de ser uma relacdo de equivalén-
cia compativel com as operagdes de adicdo e multiplicagido nos inteiros, conforme veremos na

proposi¢do a seguir.
Proposicao 1.25. Sejam a,b,c,d,m € Z, comm > 1

a) Sea =b (mod m)ec=d (modm), entdo a + ¢ = b+ d (mod m) [compatibilidade

com a adi¢do].

b) Sea=0b(modm)ec=d(modm),entdoa-c=0b-d(modm) [compatibilidade com

o produto].
Demonstracao:
a) a =0b (modm) = m|(a—b) = a—b=k;-m,onde k; € Z. D
c=d (modm) = m|(c—d) = c—d = ky-m,onde ky € Z, (IT)

Somando a equagdo (I) e a equacao (II), temos:
a—b+c—d=k -m+ky-m=(a+c)—(b+d) = (ki +k2)-m,

onde ki + ko =k € Z.
Comisso (a +¢) — (b+d) = k- m, logo m|(a + ¢) — (b+ d), portanto, da definicdo de

congruéncia, temos que a + ¢ = b + d (mod m).

43



b) a = b (mod m) = mla—b = a—b =k -m,onde k; € Z. Tomando ¢ € Z e
multiplicando ambos 0os membros da equagdo, obtemos ac—bc = ky-c-m @

c=d (mod m) = m|lc—d = c—d = ky-m,onde ky € Z. Tomando b € Z e

multiplicando ambos os membros da equagado, obtemos bc—bd = ky-b-m II)

Somando as equacgdes (I) e (II), temos:
ac+bc—bc—bd=Fky-c-m+ky-b-m=ac—bd= (ki -c+ko-b) -m,

onde (k1 - ¢+ ko - b) = k € Z, logo, ac — bd = k - m = m|ac — bd, portanto, temos que

a-c=b-d(modm).

Corolario 1.7. Para todos n € N,a,b € Z, se a = b (mod m), entdo tem-se que a" =

b" (mod m)
Demonstracao: Iremos provar esse coroldrio por inducao sobre n.

i) Caso base: Paran = 1
a' = b' (mod m) = mla — b, que é verdade por definigao.
i1) Hipétese de indugdo: Suponhamos que a™ = b™ mod m, ou seja, m|a™ — b™, ¥n € N.

i17) Tese: Queremos demonstrar que se m|a™* — "+ isso implica que ™™ = "' mod m,

com 1SS0 temos:

a"tt ="t =" a—b"-b=a"-a—b" b+ (a-b"—a-b")
=(@" -a—a-0")+(a-0"=0"-b)
=a(a" =b0")+b"(a—0)

Como m|a — b, pelo caso base e m|a™ — b, por hip6tese de indugao, decorre da igualdade
acima e da proposi¢do 2.6 que m|a" ™ —b""1, ou seja, a" ™ = 0" mod m estabelecendo

o resultado para todo n € N.

OBS.: Adicionamos (a - b — a - b") = 0, para facilitar o manejo das operagdes algébricas na

demonstracao.

Proposicao 1.26. Sejam a,b,c,m € Z, com m > 1. tem-se que:

at+c=b+c mod m <« a=b mod m
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Demonstracdo: (= )a+b=b+c mod m=m|(a+c)—(b+¢c)=mla+c—b—c=
m|a —b,logoa =b mod m.
(<=)a =bmod m = mla—b= m|(a—0b)+ (c—c) = m|(a+c) — (b+ c), logo
a+c=b+cmodm.
|

OBS.: A proposicdo acima nos diz que, para as congruéncias, vale os cancelamentos com
relacdo a adi¢do. Com relac@o a multiplicacdo € necessario mais alguns detalhes, que veremos
a seguir.

Proposicao 1.27. Sejam a,b,c,m € Z, com m > 1. Temos:

ac=bcmodm <= a=bmod
mdc(c,m)

Demonstracdo: Chamaremos de d = mdc (¢, m) e pelo coroldrio 1.1 temos que mdc (2, %) =
1, com isso temos:
(=) ac=bc mod m = ml|ac—bc=m|(a—b)-c= (a—0b)-c=k-m,onde k € Z.
Dividimos por d ambos os lados da igualdade da seguinte maneira:
c m
b= =k —
(a—1b)-~ y

pelo Teorema 1.4 (Lema de Gauss) se

mdc <§,%) zle%\(a—b)-

Cc

y entdo %|a —b,logoa=0b mod @.

d

(—=)a=b mod %:% ‘ (a—b):a—b:k-%,ondekez
multiplicamos ambos os lados da equacdo por ¢ € Z. De onde segue que

a—>b 'c:k%m-c — ac—bc:E~c~m,
( d d

k
onde h ¢ = q € Z, isso implica que ac — bc = ¢ - m = m|ac — be, logo ac = be mod m, ou
seja,

=D d ——.
¢ o mde(c, m)

Proposicao 1.28. Sejam a,b,c,m € Z, com m > 1 e mdc (¢, m) = 1. temos que:

ac=bc mod m <= a=b mod m
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Demonstracdo: (—>) Suponhamos ac =bc mod m = mlac—bc = ml|(a—0)- ¢,
pelo Teorema 1.4 (Lema de Gauss), temos que se mdc (¢,m) = 1 em|(a —b) - ¢ = m|a — ¢,
que por definicao de congruéncia, temos que a = b mod m.

(<=) Reciprocamente se « = b mod m = m|(a —b) = a —b =k, -m, onde k; € Z.

Ao multiplicarmos ambos os lados da igualdade por ¢, temos:
c-(a=b)=c-ky - m=ac—bc=c-k -m,

onde k; - ¢ = k € Z, com isso obtemos ac — bc = k - m = mlac — bc, e consequentemente
ac = bc mod m.
|

z

Proposicao 1.29. Sejam a,k,m € Z, comm > 1 e mdc (k,m) = 1. Se ay,as, ...,y é um

sistema completo de residuos médulo m, entdo:

a+ kay,a+ kas,...,a+ kay,
Também é um sistema completo de residuos modulos m.

Demonstracao: Para todo i,5 = 0,1,2,...,m — 1, aplicando a Proposicao 1.26, temos que
a+ kait = a + kaj mod m <= kai = kaj mod m e pela Proposi¢ao 1.28, temos que
kai = kaj mod m <= ai = aj mod m <= i = j.
Isso mostra que a + kay, a + kas, ..., a + ka,, sdo, dois a dois, ndo congruentes médulo m e,
por tanto, formam um sistema completo de residuos médulos m.
|

A seguir demonstraremos, algumas propriedades adicionais das congruéncias relacionadas

com o produto, que nos auxiliardo no decorrer do trabalho.

Proposicao 1.30. Sejam a,b € Z e m,n, mq, ..., m, inteiros maiores que 1. Temos que:
a) Se a = bmod m e n|m, entdo a = b modn
b) a=bmodm; ¥i=1,2,....,m <= a = bmod [mmc (my, my, ..., m,)]

¢) Se a = b mod m, entdo mdc (a, m) = mdec (b, m)

Demonstracao:
a) Sea=bmodm = mla—b=a—b=ky-m,onde k; € Z. )
Se n|m = m = ky-n,onde ky € Z (1D

Substituindo a equacao (II) na equacao (I), temos:
a—b=k -m=a—b=Fk -ky -n,comok;-ky =k € Z, temos que:

a—b=k-n= nla— b, que por defini¢cdo de congruéncia, obtemos a = b mod n.
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b)

c)

(=) Suponhamos que a = b mod m;, i = 1,2,...,r, entdo temos por definicdo que
m;|la — b, ou seja, my, mo,...,m.|a — b. Sendo a — b um multiplo de cada mi, ou seja,
um multiplo de my, msy, ..., m,. Com isso podemos concluir que a — b é um madltiplo
do mmc (mq, ma, ...,m,), ou seja, mmec (my, ma, ...,m,)|a — b, logo por defini¢do de

congruéncia temos que a = b mod [mmec (my, ma, ..., m,)].

(<=) A reciproca, consiste numa aplicac¢do direta do item (a). Suponhamos que:

a = bmod [mmce (my, ma, ...,m,)| = mme (mq, ma, ...,m,)|(a — b)

= my|(a —b),mz|(a = b),...,m,|(a —b),

ou seja, m;|(a — b),i=1,2,...,7, entdo a = b mod m,.

Se a = b mod m, entdo mla —b = a — b = k - m, onde k € Z. Podemos reescrever a

equacdo como a = b+ km. Logo, pelo lema 1.1, temos que:

mdc (b, m) = mdc (b+ km, m) = mdc (a, m)

Exemplo 1.20 (ENQ-PROFMAT 2017.1). Sejam a, b, m niimeros inteiros, com m > 1 e tais

que mdc(a,m) = 1. Prove que ax = 1modm possui solucdo. Além disso mostre que se

x1, Xy € 7 sdo solucdes da congruéncia, entdo x1 = xrs modm.

Solucao:

i)

Como mdc (a,m) = 1, pela proposi¢do 1.16 existem inteiros (x, y), tais que az+my = 1,

aplicando a linguagem de congruéncia médulo m, temos:
ax = 1modm

portanto x € solucgdo.

Se x1 e x5 sdo solugdes, temos que:
Se, axy = 1lmodm = m | ax; — 1 )
Se, azy = 1modm = m | axs — 1 (1D

Sem | ary —1em | axy — 1, pela proposicao 1.6 m | (axy — 1) — (azy — 1) =
ari—1l—ary+1 = ar1—axy = a(x;—x3), ouseja: m | a(x;—x2), comomde (a,m) = 1,
pelo Lema de Gauss, teorema 1.4, temos que m | (x; — x3), portanto por defini¢do de

congruéncia xr, = xy modm.

47



Exemplo 1.21 (ENQ-PROFMAT 2019.1). Prove usando congruéncia que 112 + 122"+1 ¢

divisivel por 133, para qualquer niimero natural n.

Solugio: Para provar que 133 | 1172 + 122"*1 temos que chegar ao resultado: 1172 +

1227+ = 0mod 133, com isso temos:
1172 41220+ = 117 . 112 41227 . 12 =121 - 11" + (122)” -12=121- 11"+ 144™ - 12

Aplicando a congruéncia mod 133, temos:
121 - 11" + 144" - 12 = 121 - 11" + 11" - 12 = (121 + 12) - 11" = 133 - 11" = 0 mod 133.

Exemplo 1.22 (OBMEP - 2011 N,). Qual o resto da divisdode 1 -2 -3 ---2011 + 21 por 8?

Soluc¢ao: Podemos reescrever o produto da primeira parcela como
8:-1-2-3-4-5-6-7-9---2011+8-2+5
Aplicando a linguagem de congruéncia temos:
(8:1-2-3-4-5-6-7-9---2011) + (8-2) +5=5mod 8

ou seja, o resto € .
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Capitulo 2
Equacoes Diofantinas Lineares

Tais equagdes possuem esse nome em homenagem ao matematico grego Diofanto de Alexan-
dria, do qual pouco sabemos a respeito da vida, além de uma tradi¢io referida numa colecdo de
problemas datando do quinto ou sexto século da era cristd, chamada “Antologia Grega"(descrita
abaixo). Segue um de tais problemas:

“Deus lhe concedeu ser um menino pela sexta parte de sua vida, e somando uma duodécima
parte a isto cobriu-lhe as faces de penugem. Ele lhe acendeu a 1ampada nupcial apés uma sétima
parte, e cinco anos apds seu casamento concedeu-lhe um filho. Ai! Infeliz, crianca tardia, depois
de chegar 4 metade da vida de seu pai, o destino frio o levou. Depois de se consolar de sua dor
durante quatro anos com a ciéncia dos nimeros ele terminou sua vida.”

Podemos, a partir desse enunciado, representar como uma equagao algébrica e descobrirmos

sua idade. Com efeito:

Lt sty
T T T 7 ™ H

e calculando o valor x, o qual representa sua idade, obtemos como resultado da equagdo v = 84
anos.

A contribui¢do mais conhecida de Diofanto € ter introduzido uma forma de representar o
valor desconhecido em um problema, designando-o como arithmos, de onde vem o nome “arit-
mética”. Outra das contribui¢des mais significativas deste trabalho diz respeito as notacdes:
sdo introduzidas algumas abreviaturas para designar quantidades e operacdes, iniciando o que
viria a chamar-se “dlgebra sincopada”. (Os historiadores distinguem, em geral, trés periodos
no desenvolvimento da dlgebra: dlgebra retérica, em que tudo € explicado por palavras; dlgebra
sincopada, na qual se usam algumas abreviaturas; e dlgebra simbolica).

O pensamento de Diofanto sobre os processos de desenvolvimento da matematica, especi-
almente em relacdo a resolucdes de problemas existentes em sua época, baseado na invencao
e no uso de simbolos, certamente para simplificar a escrita e os cdlculos matematicos, fizeram
com que as expressoes, até entdo escritas totalmente com palavras, pudessem se apresentar de

formas abreviadas. Ao contrario de seus antepassados, que nos procedimentos de resolucdes de
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problemas utilizavam excessivamente descri¢des através de palavras sem fazer uso de simbolos
para representar incognitas, Diofanto introduziu no cendrio da matematica um novo modo de
pensar, tendo por base uma abreviacdo simbdlica das quantidades desconhecidas - as “designa-

coes abreviadas” [2]. Por tais fatos, muitos autores designam que Diofanto é o pai da dlgebra.

2.1 Equacoes Diofantinas Lineares com Duas Variaveis

A resolucdo de vérios problemas de aritmética recai na resolu¢do, em nimeros inteiros, de
equacao do tipo:

ar +by =c

coma,b,c € Z.
Nem sempre essas equagdes possuem solucdo nos inteiros, por exemplo, a equagao:

4z + 6y = 3

Nao possui nenhuma solucao x, yp €m nimeros inteiros pois, caso contrario, teriamos 4x, +
6yo par e, portanto, nunca igual a 3. Entdo, € natural perguntarmos em quais condigdes tal
equagdo possui solugdes e, caso as tenha, como determina-las?

Tais perguntas, serdo respondidas, através das duas proposi¢des a seguir.

Proposicao 2.1. Sejam a, b, c € Z. A equagdo ax + by = c admite solugdo em niimeros inteiros

se, e somente se, mdc (a, b)|c.

Demonstracao: (=) Sejam z, 1y, solucdes inteiras da equagdo diofantina ax + by = c.
Assim, axg + byy = ¢ e, seja d = mdc(a,b). Como d | a e d | b pela proposi¢do 1.6
d | axg + by, ou seja, d | c.

(<) Sed | centdo c = k - d, onde k € Z. Pela relacdo de Bezout, Teorema 1.2, d pode ser
escrito como combinacdo Linear de a e b, ou seja, d = axy + by, substituindo em

c=k-d temos:

c=k-(axg+by) =c=a-kxog+b-kyp
onde kzg =z € Z e kyy = y € Z,logo ¢ = ax + by admite solu¢des em niimeros inteiros.
|
Mostraremos a seguir que as solu¢des de uma equacao Diofantina podem ser determinadas

a partir de uma solugdo particular qualquer z, yo.

Teorema 2.1. Seja xy, yo uma solugcdo da equagdo ax + by = ¢, onde mdc (a,b) = 1. Entdo,

as solucoes x,y em Z da equacdo sdo da forma:
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r=x0+b-t,Ly=yo—a-t;comt € Z

Demonstracao: Como x, yo € uma solucdo particular, substituiremos os valores na equagao

principal, da seguinte maneira:

ax +by =c D
axrg + byo =C (II)

Como ¢ = ¢, podemos igualar as equagdes (I) e (I), com isso temos:

ar + by = axy + byy = axr — axg = by — by =
a(x—x9)=0b(yo —y) (TIT)

Analisando a equagao (III), subdividiremos esta parte da demonstra¢do em duas etapas:

i) Por um lado, temos que bla (x — z), € como mdc (a,b) = 1, pelo Lema de Gauss
Teorema 1.4, temos que b|(z — xy) consequentemente x — z9 = b - t, onde t € Z
substituindo o valor obtido na equagao (III), temos:

a(x—x0)=b(yo—y)=a-bt=Byo—y)=at=y—y=y=yo—a-t

ii) Agora, analisando a equac@o (IIT) de outra maneira, temos que: alb (yo — y), € como
mdc (a,b) = 1, pelo Lema de Gauss Teorema 1.4, temos que alyo —y = Yo —y = a -t

substituindo o valor obtido na equagao (III), temos:
a(r—xz9)=b(yo—y)=a(x—xy)=b-at=>x—xg=b=>c=a9+0b-1
0 que prova que as solucdes sao do tipo exibido.

Por outro lado, z, y, como no enunciado, € solucdo, pois:
ax+by = c, substituindo os valores de x, y na equacdo obtemos a (zo+0b-t)+b (yo—a-t) =
¢ = arg+oa-b-t+byy —a-b"1 = c = axrg + byy = ¢, 0 que prova que toda solug¢do das

equagoes Diofantinas possui esse formato. [ ]

OBS.: Segue-se da proposicdo demonstrada que a equacdo Diofantina ax + by = ¢, com
mdc (a,b) = 1, admite infinitas solugdes em Z.

Note também que as solucdes da equacao Diofantinas ax + by = ¢ podem ser escrito como
r=x9—b-t,y =1yo+a-t, comt € Z, bastando apenas trocar ¢ por —t.

A seguir, descreveremos um método para encontrar uma solucao particular de uma equacao
do tipo ax + by = ¢, quando mdc (a,b) = 1. Se |al, |b| e |c| sdo ndmeros pequenos, uma
solu¢do pode ser encontrada por inspe¢do, mas de modo geral, o método que serd descrito a

seguir permitird achar uma solucdo da equacao.
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Usando o algoritmo estendido, € possivel determinar m, n € Z tais que:

ma + nb = mdc (a,b) =1

Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por ¢, obtemos:

cma+ecnb=c=a-cm+b-ecn=c

Logo xg = cm e yy = cn € uma solugdo particular da equacao.

Corolario 2.1. Dado a equacdo ax + by = ¢, com a # 0 e b # 0 admite uma equacdo

equivalente se mdc (a,b) = 1.

Demonstracao:
Dada a equagdo, ax + by = ¢, com d = mdc (a, b), dividimos toda a equagéo por d, temos

= qq, p =be g = ¢, pelo Corolario 2.1, temos que mdc (ay,b;) = 1 por tanto a equacdo

JCESHES

quivalente a;x + b1y = ¢y, terd sempre solucdo.
|

Exemplo 2.1 (ENQ-PROFMAT 2019.1). Considere os itens abaixo:
a) Determine o menor niimero c para o qual a equacdo
dr+Ty=c
tenha exatamente 4 solugoes em N U {0}.
b) Determine, explicitamente, as 4 solugcées obtidas no item a).
Solucao:

a) Dada a equacio 5z + 7y = c que chamaremos de equacao (I). Pela proposi¢do 2.1, como
mde(5,7) = 1e 1| ¢, temos que a equagdo (I) admite infinitas solu¢des nos inteiros.
Pelo teorema 1.2 podemos reescrever o mdc (5,7) = 1, como uma combinagdo linear de
5 e 7. E pelo algoritmo de Euclides estendido, teorema 1.5 nos auxilia a encontrar tais

inteiros (z, y), aplicando isso temos:

1 | @
7 @ @ = a=q - -b+n
Alo

Escrevendo o mdc (5, 7) como uma combinagéo linear temos:
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1=5-2.2 (I0)

©
@ 2 — a=q -b+n
1

2=7-1-5 (1D
Substituindo (IIT) em (II), temos:

1=5-2-2=5-2(7T—1-5)=5-2-7T+2-5=3-5+7(-2)
1=5-34+7-(=2) IV)

Para encontrarmos uma solug¢do particular da equacao (I), basta multiplicar a combinagdo

(IV), por ¢, com isso temos:

1-c=5(3c)+ 7(—2¢)
c=5(3¢)+ 7(—2c) = xg = 3ceyy = —2c

Pelo teorema 2.1, sabemos que a solu¢do da equagao (I) € da forma:

r=x0+b-t=x=3c+ 7t
y=yo—a-t=y=—2c—>5t

onde t € Z.
Como as solugdes tem que pertencer a N U {0}, temos que ter x > 0 e y > 0. Logo:
D3c+Tt>0=Tt>-3c=1t>-%

i) —2c—5t>0= -5t >2c=>1< -2

ou seja, —% <t < —

2
=

~ 2c 3c 2c 3c —14c+15¢
Como queremos 4 solugdes —2 — (—2¢) > 3= —2 4 3¢ >3 = —Mctlie > 3 ¢ >
105.

Substituindo o valor de ¢, no intervalo, temos:
=0 <p < 2B o 45 <t < —42,

Portanto, temos exatamente as 4 solugdes correspondentes ¢t = —45, —44, —43, —42.
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b) Para encontramos as 4 solu¢gdes da equagao (I), basta substituir o valor de c e ¢ na equacao
geral.

1) Parat = —45

r=3c+ Tt =x=3-105+ 7(—45)
=315-315=0

y=—2c—5t=y=—2-105— 5(—45)
=—-210+225=15

1) Parat = —44

z=3c+Tt=x=3-105+ 7(—44)
— 315 —308 =7

y=—2c—5t=y=-2-105—5(—44)
=—-210+220=10

iii) Parat = —43
r=3c+Tt=x=23-105+ 7(—43)

=315-301 =14

y=—2c—5t=y=—2-105— 5(—43)
= —210+215=75

iv) Parat = —42

z=3c+Tt=x=3-105+7(—42)
=315 — 294 = 21

y=—2c—>5t=y=-2-105—5(—42)
=—-210+210=0
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Exemplo 2.2. Resolvamos a equagdo 24x + 14y = 18
Solucdo: Como mdc (24,14) = 2 e 2|18, logo a equacdo tem solucdo. Pelo Coroldrio 2.1,
podemos dividir ambos os membros da equagdo por mdc (24,14) = 2, obtendo assim,uma
equacdo equivalente 12x + Ty = 9.

Agora acharemos uma solugdo particular x,yy desta ultima equagdo, pelo algoritmo das

divisoes sucessivas de Euclides, Teorema 1.5 temos:

o | 1]1]2 quociente

12 | 7 | 5| 2| dividendo e divisor

5 121 resto
1=5-2-2 (1)
2=7-5-1 (1)
5=12-7-1 (111)

Substituindo a equacdo (1) na equacdo (I), temos:

1=5-2-2=1=5-2(7T-5-1)=1=5-2-7T45-2=1=-2-7+5-3 (IV)

Substituindo a equacdo (111) na equagdo (IV), temos:

1=-27+35=1=-2743(12-7-1) = 1=-2.743.12-7-3 = 1 = 12.3+7 (-5)

para encontrar uma solugdo particular para a equagdo, basta multiplicarmos a combinagdo

linear 12 (3) + 7 (=5) = 1, por 9, com isso temos:

12(3-9)+7(=5-9)=1-9= 12 (27) + 7 (=45) = 9

Logo, xo = 27 e yg = —45 é solucdo particular da equagdo e, consequentemente,pelo
teorema 2.1 as solucoes sdo do tipo:

r=x9+b-t=x=27T+Tt

y=1yt+a-t=y=—-45-12t;te€Z

OBS.: Tal método nos auxilia a encontrar uma solugao particular, para que possamos encontrar
as demais solucdes, mas podemos encontrar tais solucdes por inspe¢ao, por exemplo, podemos
perceber que (—1,3) = (g, o) também € uma solugdo particular da equacdo, e ao substituir-

mos na equagdo paramétrica, poderemos encontrar as mesmas solucdes da equagdo anterior.
r=—-14+T7t
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y=3—12¢

2.2 Equacao Diofantinas Lineares com trés variaveis

Nesta etapa construirmos a ideia de como encontrar uma solu¢do particular como também a
geral de uma equacgdo Diofantina Linear com n varidveis através dos estudos da resolucdo das

equagdo Diofantina com trés varidveis.

2.2.1 Solucao Particular

Dada a equacao
a1 x + agy +asz =c D

Onde a;, aq, as € Z ambos sdo diferentes de zero. Notemos que, pela Proposi¢do 2.1, uma
equacdo Diofantina Linear possui solugdo se d|c, onde d = mdc (a1, a9, as). Pela Proposi-
cdo 1.18, vimos que € possivel calcular o mdc de uma quantidade finita de niimeros no caso
particular que mdc (ay, as,az) pode ser calculado da seguinte maneira mdc (aj,az) = d; e
mdc (dy, a3) = d.

Logo, pelo Teorema 1.2 temos que d; pode ser escrito como combinacdo linear de a; € as,
de maneira que existem k1, ko € Z, tal que d; = a; - k1 + as - ko. Como d = mdec (dy, as), pelo
Teorema 1.2 temos que d pode ser escrito como combinagdo linear de d; e a3, de maneira que

existam k, zg € Z, tal que d = d; - k + a3 - 2, substituindo o valor d; em d, temos
d=(a;-ki+ag- ko) - k+az-zo=>d=ay (k1 -k)+ay (ks k)+as- 2
Tomando £ - k = xg e ks - k = 1y, temos:
d = a1 + azyo + azzo (ID

Como d|c = ¢ = ¢ - d, onde ¢ € Z. Agora basta multiplicarmos a equacdo (II) por ¢, que

obteremos:

a1+ (o q)+as (yo-q)+asz-(20-q¢)=q-d

ec=q-d,temos:

ar-(zo-q)+az-(yo-q)+as-(z0-q) =c

onde (o - q, Yo * ¢, 20 - q) é uma solugdo particular da equag@o (I).
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Agora utilizaremos o Exemplo 2.2 para nos auxiliar na compreensdo da solugdo geral para

uma equag¢do Diofantina Linear com trés varidveis.

Exemplo 2.3. Encontre a solugdo geral da equacdo 5x + 6y + 9z = 15.
Solucgio: Como mdc (5,6,9) = 1, 1|15 logo a equagdo possui infinitas solugées. Agora redu-
ziremos a equacdo dada, para uma de duas varidveis. De tal forma, que onde estd bx + 6y

colocaremos k, ou seja,

5z + 6y =k (I11)
de onde segue que

k+9z =15 (1V)
Como mdc(1,9) = 1, 1|15 logo a equagdo possui solucdo, pelo Teorema 1.2, podemos

escrever o mdc (1,9) como uma combinagdo linear de 1 e 9, da seguinte maneira:
1=1-(-8)+9 (V)

Multiplicando ambos os lados da combinag¢do Linear por 15, acharemos uma solugdo parti-
cular de £ + 9z = 15, com isso temos:

1-15=1(—8-15)+9-15
15 =1- (—120) + 9 (15)

Pelo Teorema 2.1 temos que as solugdes da equacdo (IV) sdo da seguinte maneira onde

ko = —120 e 2y = 15, substituindo em

k=ky+b-t=k=—-120+ 9t (VD
z=zy—a-t=2=15—-1 (VID)

Agora voltaremos para a equagdo 5 + 6y = k.
Como mdec (5,6) = 1, 1|k logo a equagdo possui infinitas solugdes, pelo Teorema 1.2, pode-

mos escrever o mdc (5, 6), como combinagdo linear de 5 e 6, da seguinte maneira:

1=6-1-5

Multiplicando ambos os lados da equacio por k, acharemos uma solugao particular, com isso

temos:

1 k=6(k)+5(—1-k) =5 (—k)+6 (k) =k
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Pelo Teorema 2.1 as solugdes da equagdo (III) s@o da seguinte maneira onde zop = —k e

Yo = k, substituindo em:

T=20+b-t=1=—Fk+ 6t (VIID)
y=y—a-t=>y=k— (5t (IX)

Substituindo o valor de %, equagdo (VI) na equacao (VIII) temos:

T = —(—120 + 9t1) + 6ty = x = 120 — 9¢; + 615
y = (=120 + 9t,) — 5ty = y = —120 + 9, — 5ty

Logo a solugdo geral é:

x =120 — 9t; + 612
S = y:—120—|—9t1—5t2 Vtzez
2215—t1

2.2.2 Solucao Geral

Através da ideia constituida na resolucdo desse exemplo, demonstraremos a solucao geral de
axr +by+cz=q )]

Demonstracdo: Seja d = mdc(a, b, ¢), dividimos a equagdo (I) por d temos:

@ boe 4
T T

Pelo Corolério 2.1 obteremos uma equagdo semelhante, fazendo

a b c q
—=a;,— =ay—=a3 € — =w.
d 1, d 2 d 3 d
De tal forma que
a1T + agy + azz = w Q1))
. . ab c
Que pelo Coroldrio 1.3 item (b), temos que mdc(a, 'L E> = 1 = mdc(ay,as,a3) 0 que

nos permite dizer que a equagao (II) possui infinitas solucdes, agora reduziremos a equagao (1I)

para uma equacdo de duas varidveis, com isso chamaremos:

arr +agy =k (110)
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desta forma a equacao (II) fica reduzida a uma equagdo com duas variaveis.
k+azz=w av)

Como mdc (1,a3) = 1 e 1|w logo a equagdo (IV) possui infinitas solu¢des nos inteiros, e
pelo Teorema 2.1, as suas solugdes sao do tipo:

k:k0+&3-t
z=2zy—t ondeté€Z V)

Agora voltamos a analisar a equagdo (II) a1z + asy = k, como o mdc (ay,az) = 1 e 1|k,
logo a equacdo possui infinitas solugdes nos inteiros, e pelo Teorema 2.1 as suas solugdes sdo
do tipo:

J]=I0+6L2'l
y=1yo—ay-l ondel € Z (VD).

Busquemos uma solug@o particular da equagao (IIT), ou seja (g, yo). Sabemos que mdc (a1, az) =
1 e pelo Teorema 1.2, relacdo de Bezout, sabemos que mdc (a1, az) = 1 pode ser escrito como

combinagio linear de a; e ay, com isso temos (Ao, ) € Z, tais que

1= aq ()\0) + (05} (60)

multiplicando a identidade por k

k"]_:(ll ()\Qk')*FCLQ(B()k?)
k:al (Ao'k)—}‘ag (ﬁgk)

Onde Ao - k = g, By - k = yo € uma solugio particular, substituindo na equagdo (VI), temos:

r=x9+ay-l=>x=XN-k+as-Il

y=vo—a-l=y=0-k—a-l (VID)
Substituindo o valor de £ da equacdo (V) na equacao (VII) temos:

m:)\o-k+a2~l:>x:)\o(k0+a3~t)+a2-l:>x:)\0-k0+)\0-a3~t+a2~l
yzﬁo-k‘—al-lzﬂyzﬁo(k30+a3-t)—a1-l:>y:60-k0+ﬁo-a3-t—a1-l

Portanto a solucao geral da equagdo (I) € dado por:
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93:/\0-k0+a2-l+)\0-a3-t
S=qy=00-ko—ar-1+f-as-t

z2=2z9— 1t

2.3 Equacoes Diofantinas com n variaveis

Nesta etapa, mostraremos um método que consiste ndo s6 em encontrar uma solugdo par-
ticular de uma equacdo Diofantina Linear com n varidveis, mas como também todas as suas

solugdes. Para isso consideremos a equacao Diofantina Linear com 7 variaveis.
a121 + asxy + asrs + ... + apxr, = C (D

e nosso objetivo é encontrar um conjunto com n-uplas (x1,Zs, ..., z,,) inteiras em que a
condi¢do da equacdo (I) seja satisfeita. Para isso, utilizaremos a mesma técnica utilizada na
equagdo Diofantina Linear com trés varidveis, ou seja, reduzir a equagdo (I) em uma equacgdo

Diofantina Linear com duas varidveis. Esta etapa teve como base [9].

2.3.1 Solucao Particular
Dada a equac@o (I), e seja d = mde (aq, as, ..., a,), dividimos a equagéo (I) por d, temos:

aq a9 (07% C
— X = Ty b Ty, =

d d d d
Pelo Corolério 2.1, obteremos uma equacdo semelhante, fazendo.

a1 a2 Qp
L =b,—2=b

by e ©
=by, ., — =b, € = =w
d d 7 d d
bl'$1+bg'l’2+...—|—bn'$n:w (II)
‘o . ap Qaz Qn
Pelo Corolério 1.3 item (b) temos que mdc(g, e E> =1 = mdc(by, bs, ..., b,), que

pelo Teorema 1.2, relagdo de Bezout, nos garante que o mdc pode ser escrito como uma com-

binacdo linear de seus elementos, ou seja,
mdc (bl,bg, ...,bn) =1=1= bl (Cl) + bg (Cg) + ...+ bn (Cn) (IH)

onde ¢; € Z,V; € N.
Multiplicando a identidade (IIT) por w, temos:
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w-1=0by (¢1)+bs (c2) + ... + by (cn) - w
w-1=0by (c1-w)+ by (c2-w)~+ ... + by (¢, - w)

e, dessa forma, ¢y - w, cs - w, ..., ¢, - w s@o solugdes particulares da equagao (II).

2.3.2 Solucao Geral

Para encontrarmos a solug@o geral de (II), basta reduzirmos a equacdo, para uma equacao
com duas variaveis, como temos feito nos casos anteriores, com iSso temos:
Demonstracao: Dado by - x1 + by - x5 + ... + b, - ¥, = w, coloquemos by - x1 + by - x5 + ... +

bp_1 - Tn_1 = k1, teremos entdo:
ki+b, xz,=w av)

Como mdc (1,b,) = 1 e 1|w, logo a equagdo possui infinitas solugdes nos inteiros e pelo
Teorema 2.1 elas sdo do tipo:

]{71 :kl1+bnt1
) ondet; € Z
Ty =2, — 1

Portanto a solu¢do geral da equagdo (II) pode ser dada por:
I = CL’,l + bQ : tn—l
Ty =Ty — by -ty )

I3 = IE;) +b4 'tn_g

!
Ty =Ty —bz -ty o

!

T, =T, —t1

n

Onde o seu conjunto solugdo pode ser exposto da seguinte forma:

5= {(90/1 + by - tn—1,9€; —b 'tn—hﬁﬁ;, + by - tn—zwil — b3 - Ty, ,IE; —t1)}
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Exemplo 2.4 (ENQ-PROFMAT 2017.1). Resolva a congruéncia 13z = 1 mod 2436
Solucdo: Por definicdo de congruéncia, temos que 2436|(13x — 1) = 13z — 1 = 2436y, onde
y € Z, podemos reescrever a equagdo da seguinte maneira:

13z — 2436y = 1

Pelo Proposicdo 1.16, se existe inteiros (x,y), tal que:

13z — 2436 = 1 = mdc(13,2436) = 1
Pelo Teorema 1.2, podemos reescrever mdc (13,2436) = 1, como uma combinagdo linear

de 13 e 2436.

E pelo algoritimo Euclidiano estendido Teorema 1.5 nos auxilia a encontrar tais inteiros

(x,y) aplicando isso temos:

18712 1 |(D|2
2436 | 13 |5 (3) | (2|1
5 [ 3 (2] 0

Escrevendo o mdc (13,2436) = 1, como combinagdo linear temos

1=3-1-2 (1)
187 2 |[(D]1]2
2436 | 13 | (5) | (3) 1
5 1311
2=5-1-3 (1)

187 | (2)
2436 | (13) | (® | 3] 2| 1
5 (3] 2 |1

3=13-2-5 (I11)

qbyz 1112
QEB () 5031201
(5)

3 121110
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5 =2436 — 187 - 13 (1v)

Substituindo (1I) em (1), temos:
1=3-1-2=3-1(5-1:-3)=3-1-54+1-3=-1-5+2-3

l=—-1-5+2-3 (V)

Substituindo (III) em (V), temos:
l1=-1-5+2-3=—-1-5+2(13—-2-5)=-1-542-13—-4-5=2-13-5-5

1=2-13-5-5 (VD)

Substituindo (1V) em (VI), temos:

1=2-13-5-5=2-13—-5(2436 —187-13) =2-13 —5-2436 + 935 - 13 =

1=13(24935) —5-2436

1= 13(937) — 2436 (5)

Portanto 13x — 2436y = 1 = x = 937.

Exemplo 2.5 (ENQ-PROFMAT 2018.2). Considere a equagdo Diofantina Linear 5x + 3y =
2018

a) Escreva a solucdo geral em 7.

b) Quantas solugoes existem e N U {0}?
Solucao:

a) Dada a equacdo bx + 3y = 2018 (I)

Pela Proposi¢do 2.1, como mdc (5,3) = 1 e 1|2018. temos que a equagdo (I) admite
infinitas solucdes nos inteiros.

Utilizaremos a linguagem de congruéncia na solucdo deste problema.

S5z + 3y = 2018 (mod 3) = 2z = 2mod 3 (1)
ou
Sa+3y = 2018 (mod 5) = 3y = 3mod b (1)
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b)

Poderiamos escolher, quaisquer equagdo, escolheremos a equagdo (I), 2x = 2 modo 3,

por definicdo de congruéncia, temos:

3|12z — 2 = 3|2 (z — 1), como mdc (3,2) = 1, pelo lema de Gauss, Teorema 1.4 3|(z —
1) =z —1=3t,t € Z. Com isso temos

r—1=3t=a2=1+3t (1V)

Substituindo o valor obtido na equagao (1), temos:

5z + 3y = 2018 = 5 (1 + 3t) + 3y = 2018
54 15t + 3y = 2018
3y = 2018 — 5 — 15t
2013 — 15¢
N 3
y =671 — 5t (V)

Y

Portanto a solucdo geral da equacdo (1), é dado por

=1+ 3t
y=0671—5t

ondet € Z

Como as equagoes tem que pertencer a N U {0}, temos que ter x > 0 e y > 0, logo:
i)1+3t20:>3t2—1:>t2—%:>t2—0,3333...

Como t é um numero inteiro, t > Q.
ii)671—5t20:>—5t2—671:>t§%n:>t§ 134,2

Como t é um nimero inteiro, t < 134.

Com isso temos 0 < t < 134.

Portanto existem 135 solu¢oes em N U {0}.

Exemplo 2.6 (OBMEP - 2018 - N3). De quantas maneiras podemos trocar uma nota de R$
20,00 por moedas de 10 e 25 centavos?
Solucao: Sejam x e y a quantidade de moedas de R$ 0,25 e R$ 0, 10, usadas para formar a

quantia de R$ 20, 00, temos a seguinte equacdo:

0,25z + 0, 10y = 20 (I

Multiplicando (1) por 20, temos:
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o5r + 2y = 400 (11)

Utilizando congruéncia mddulo 5 na equagdo (1), temos: 2y = 0 mod 5 = 5 | 2y. Como

mdc (5,2) = 1, pelo lema de Gauss, Teorema 1.4,
Sly=y=>5ttecZ (111)

Substituindo (111), na equagdo (I1), temos:

5z + 2(5t) = 400 = 5z + 10t = 400

= 5z =400 — 10¢

400 — 10t
STs

= x =80—2t

Como queremos saber de quantas maneiras podemos trocar uma nota, o conjunto solucdo

da equagao pertence a N U {0}, com isso temos:
i) x>0=80t—2t>0= -2t >-80=1t< %0 =1<40

i) y>0=5t>0=1¢>0

L0 <t <40, totalizando 41 maneiras.
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Capitulo 3
Equacoes Diofantinas Quadraticas

Uma equacgdo diofantina é uma equacao polinomial para a qual procuramos solugdes intei-
ras ou racionais. No capitulo anterior apresentamoss as equagdes diofantinas lineares, como
(ayx1 +asxs+ - - -+ a,x, = conde o objetivo € encontrar as n-uplas x1, xs, . . . , ,, que satisfa-
cam a equacao) neste capitulo veremos outras equagdes diofantinas conhecidas como equacdes
diofantinas quadraticas, comec¢ando pelas fra¢des continuas, passando pelas ternas pitagéricas
e concluindo com a equagdo de Pell. De forma geral dada uma equacdo diofantina com qual-
quer nimero de varidveis e com coeficientes inteiros, descrever um processo que determine em
um nudmero finito de passos se a equacdo admite solugdo inteira, € essencialmente conhecido
como o décimo problema de Hilbert. Considera-se que este problema foi resolvido por Martin
Davis, Yuri Matiyasevich, Hilary Putnam e Julia Robison, ndo por eles terem descrito um tal
processo mas, por eles terem demonstrado que nao existe um algoritmo que, dada uma equagao
diofantina possamos Decidir se a equagdo admite solucao inteira.

Existe muitos problemas famosos em equagdes diofantinas mas , com certeza o problema
mais famoso € aquele que foi durante séculos conhecido como o ultimo Teorema de Fermat, até
sua demonstracdo ser completada por Andrew wiles e seu aluno Richard Taylor, provaram que

para n > 3 qualquer solugdo inteira de (z" + y" = 2™) € trivial (no sentido que z - y - z = 0).

3.1 Fracoes Continuas

Neste se¢do, faremos um breve estudo sobre a teoria das fragdes continuas que consiste em

apresentar um ndmero racional, através de uma sequéncia finita de numeros inteiros, € também

nos permite fazer boas aproximagdes de nimeros irracionais, através de ndmeros racionais. De

outra forma, podemos dizer que o conjunto (9 dos nimeros racionais é denso nos reais, isto €, 0s
numeros reais podem ser, arbitrariamente bem aproximados por nimeros racionais. De modo
mais formal, V o € R,Ve > 0; 3 b € Q com erro de aproximagio |« — 2—j| < E.

Mostraremos também que para uma aproximacao ser considerada boa, ela tem que vir da

fracdo continua.
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O objetivo deste topico € apresentar de forma clara, um tema que até nos dia de hoje ainda é

objeto de pesquisa. O mesmo, servird como base, para o estudo do tépico, a equacao de Pell.

Boa parte desta exposicao teve como referéncia [6].

Definicao 3.1. (Geral, Recursivamente) Seja o um niimero real e ay a sua parte inteira, no que

denotaremos por ag = |a| € Z. Se « for inteiro, ou seja, o = ay, ndo temos mais nada a

1

fazer. Caso contrdrio, definimos um oy, = —— > 1, com isso temos que o = ag + —, a
o — Qo (03]

partir desse fato, podemos fazer isso sucessivamente. De modo geral, para n > 1, vamos ter

um a,, > 1, definimos entdo a,, = |a,,| € N. Se «, for inteiro, ou seja, o, = a,,, ndo temos
1
mais nada a fazer. Caso contrdrio definimos um o, 1 = —— > 1, logo o, = a,, +

. Qp — C_Ln Opi1
Podemos representar asfragoes continuas da seguinte maneira:

an, = [ag; a1, a9, ..., G, Qi1 ] = ag + —

aq
1
o+ —
&%)
1
= = Qg + 1
a1 +
as +
1
T 1
ap +
(7 NN]

OBS.: Denotaremos a, como sendo a parte inteira de «,, observe que o termo ay € separado

por ponto e virgula para evidenciar a parte inteira do ndmero representado.

Definicao 3.2. (Fracoes Continuas) Seja x um niimero real, uma expressdo finita ou infinita é
da forma:

19 Caso: finita se Vn € N, existir algum n, tal que o, = a,.

. def _
T = [ag; ay, as, ..., an)% = ag +

an

2° Caso: infinita se o, ¢ 7.
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Onde os ai sdo niimeros reais, com ay, as, ..., > 1, os nimeros ai sao chamados de quocien-
tes parciais da fra¢do continua.

No primeiro caso, x pertence ao conjunto dos niimeros racionais, no qual veremos a seguir
que a sua representagdo por fragdo continua é finita e, no segundo caso, x pertence ao conjunto

dos niimeros irracionais, onde sua representacdo por fracdo continua é infinita.
Proposicao 3.1. Um niimero x, tem fracdo continua finita, se somente se, ele é racional.

~ . , . . . p
Demonstracdo: Suponhamos x, seja um nimero racional, ou seja, x € da forma —, com p € Z,

q € Z, com (g > 0). Pelas divisdes sucessivas de Euclides, Teorema 1.5, temos:

p=ap-q+m 0<r <gq
q=ay- -1+ 0<ry,<nr
TN =ag - T9+ 173 0<7r3<ry
To =ag- T3+ 7Ty 0<r,<rs
Th2 =0p 1 " Th-1+T 7Ty 0<rn<rn—1

Tn—1 = Qp Ty

Tal método foi usado para calcular o mdc (p, q) que, no caso, seria r,,. Mas, nesse caso,
estamos interessados nos coeficientes (ag, ai, az, ..., a,_1, a;), COM iSO temos:
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= ag + n 1 :a0+—1:...:a0+
aj ag - T3 T3 al+—r 1

rs 7o ag + — a

2 2 T as +

1

+ R

Qp,
Ou seja, x = [ag, a1, ag, ..., a,|, como o processo do algoritmo da divisdo de Euclides é finito,
podemos concluir que a fracdo continua de um ndmero racional € finita, desta forma, a dltima

~ ~ p . . b
expressao € a fragao continua que representa o numero racional x = =.

q
|

Pela Proposicao 3.1, vimos que todo nimero racional pode ser representado por uma fracao
continua finita, do tipo:

p
xr = 5 = [ao;al,ag, ...,an]

onde ay € Z,Vn > 0 e ag, ay, as, ..., a, sdo todos inteiros positivos. Agora consideremos as
fragdes:

Qo 1 1
Tr=0q)=—,0 :a0+—,0z2:a0+—1,...
1 aq
ay + —
%

obtidas pelas expansdes das fragdes continuas [ag], [ag, a1], [ag, a1, as], ...

Estas fracdes sdo chamadas de primeiro, segundo, terceira, ..., convergente, respectivamente,
da frac@o continua x = [ag, a1, as, ..., a,|. Sendo que, o n-ésimo terma dessa fragdo € cha-
mado de n-ésimo reduzida e convergente da fracdo continua de x e serd igual a prépria fragao
continua.

Até esta etapa ainda ndo foi apresentado, qual a vantagem de usar as fracOes continuas e
por enquanto, € apenas um jeito diferente de escrever nimeros reais. A seguir, mostraremos
qual a finalidade de usar fragdes continuas, ou seja, iremos mostrar porque as fracdes continuas
acabam nos dando boas aproximacdes, dado um nimero real.

Provaremos também porque quando paramos a fracao continua num determinado termo con-
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vergente, 1sso nos dd uma boa aproximac¢do do nimero em questdo. Antes disso, demonstra-
remos a proposicao 3.2 que nos auxiliard nos célculos de uma fra¢do continua , sem ter que
comecar tudo do inicio novamente. Dessa forma essa proposi¢do nos ajudard a calcular os
préoximos termos de uma fragdo continua, conhecendo um termo anterior. Denotaremos daqui

. Dn Lo ~ . D~
em diante como — a n-ésima convergente da fracdo continua de x. Para uma aplicacdo da
n
proposicdo anterior resolveremos um exemplo.

Exemplo 3.1 (OBMEP - 2018 -N,, N3). Na igualdade abaixo a,b e c sdo niimeros inteiros
positivos. Qual é o valor de c?

10 " 1
— = qQ
7 b+1

Solucdo: Como o problema exige apenas um nimero finito de quocientes parciais, podemos
utilizar a proposicdo 3.1 que consiste no uso das divisdes sucessivas de Euclides, Teorema 1.5,
com isso temos:

D@3

10| 7 3 1
31 0

Portanto, temos que a = 1, b = 2 e a resposta do problema ¢ = 3.

Proposicao 3.2. Dada uma sequéncia (finita ou infinita) ty,t1,ts, ... € R tal que t;, > 0, para
todo k = 1, definimos as sequéncias (r,,) e (Ynm) por xo = to,yo = 1,21 =to-t1 + 1,y1 = 14
de modo que T, 0 = tmio - Tma1 + T € Yma2 = timao * Yma1 + Ym, para todo m > 0. Temos
entdo:

[t07t17t27'--atn] =10+ :&,Vnzo
1 Yn

Além disso, Tpi1 - Yp — Ty Yn1 = (—1)", para todo n > 0.

Demonstracao: A prova serd por indugdo em n.
Caso base:

i) Paran =0



i) Paran =1

n to-t 1 -t 1 1
BB T Bty = [t 1)
1

Yn n tl tl tl

i) Paran = 2

.’Ll_ﬁ_tg'l’l—F.%o_tg(to't1+1>+t0_tg'to'tl—i-tg—l-to
Yn Yo T2-y1+ Yo ty (t1) +1 to-t1+1
to(t2 -t + 1) + 15 to
(to-t; + 1) to-t; +1
t L =t 1
U s H L U T
to to to
1
=10+ 1:[7507751,?52]
t1 + —
1 t

Hipdtese de indugdo:

Suponhamos que a afirmagdo z,, = t,, - p_1+Tpn_2€ Ynp =ty Yn_1 + Yn_2, seja valido para
todon € N.

Tese:

Queremos demonstrar que a expansao € valida para x,,.1, ¥,+1, lembrando que, o (n + 1) -
ésimo covergente [to, 1,1, ..., tn, toy1] € Obtido substituindo na expressdo do n-ésimo conver-
gente [to,t1,t, ..., t,] substituindo o ndmero ¢, por t, + ﬁ, seguindo os passos pretendidos

temos:

1
[to, 1, oy by tna1] = to +

ty +

o +

ts +

1
+ I
(tn + )
tn—i—l .
O ponto chave na demonstracdo € olharmos para os elementos entre parentese e considerar-

mos como um termo s6, pois ndo altera em nada na defini¢do dos ¢y, t1, to, ..., t,—1 precedentes,

ou seja:

tn—l “Tp—2 + Tp-3
tn-1"Yn—2 + Yn-3

Por tanto, como os ndmeros x,_o, T,,_3, Yn—2, Yn—3 a0 independentes do quociente ¢, eles

Tp—1 =
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1
t, +1°

ndo se alteram com a substitui¢do, sendo assim, aplicamos t,, +

1
(tn + ) “Tp_1+ Tp_o

1
[tosty,tas oty tnga] = o i, ta, ot + = il
ntl (tn + ) *Yn—1 + Yn—2
tn—i—l
Ly—
tn *Tp—1 + nl + Tn—2
o n+1
- Yn—1
tn *Yn—1 + + Yn—2
tn+1

tn—i—l ) tn *Tp—1 + tn+1 * Tp—2
b1
tn+1 *Yn—1 + Yn—1 + tn+1 *Yn—2

Lt
o tn+1 : tn *Tp—1 + Tp—1 + 2fnJrl *Tp—2

ZfnJrl : tn *Yn—1 + Yn—1 + tn+1 *Yn—2
tn—i—l (tn * Tp—1 + xn—2) + Tp—1
tn—i—l (tn *Yn—1 + yn—2) + Yn—1

Pela hipétese de indugao, temos que z,, = t,,*Tp_14+Tn—2€ Y = n Yn—1+Yn_o substituindo

na equacio temos:

Zfn—i—l (tn *Tp—-1 + .17”_2) + Tp—1 o tn+l * T + Tp—1 o Tp+1

Zfn—i—l (tn *Yn—1 + yn—2) + Yn—1 tn—‘rl *Yn + Yn—1 Yn+1

Provamos a primeira afirmac¢do da proposicao.

Agora, provaremos a segunda afirmacdo, =11 - Yn — Tp - Yni1 = (—1)", por indugdo sobre
n, sabendo que:

o =1to, Yo =1, 21 =to-t1+1,y1 =11, 00 =1ts-21+2x0€ Y2 = t3- Y1 + Yo, COM iSSO temos:

1) Caso base:

Para n = 1, verdade pois:

Tp+1 " Yn — Tn " Yny1l = T2 "Y1 — X1 Y2

[to - 21 + 20| -t — [to - t1 + 1] - [t2 - y1 + o

[ta (to-t1+ 1) +to]-t1 — [to-t1+ 1] - [ta- (t1) + 1]

[t to-t1+ta+to] -ty —[to-t1-ta-t1+to-t1 +ta-t1 + 1]

= lo - to—t7 11 +La-t1 + Lot — lotr—ta~ 11 —tot1 —Lo—t7 — 1
=-1
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i1) Hipdtese de inducdo:

Suponhamos que x,,.1 - Yp — Tp - Ynr1 = (—1)", seja valida Vn € N.

1ii) Tese:

Queremos demonstrar que a afirmagdo é valido para (n + 1) elementos, ou seja,

_ n+1
Tpt2 * Yntl — Tntl " Ynid2 = (_1>

Sabendo que x,, 19 =t Tpi1 +Tn €

Yn+2 = tn+2 *Ynt1 T Yn

com 1SSo temos:

Tn+2 * Yn+1 — Tp41 - yn+2 - (tn+2 . xn+1 + In) *Yn+1 — xn+1 : (tn+2 * Yn+1 + yn)
:W+ Ty - yn+1w_ Tn+1 - Yn
= +x, - Yn+1 — Tn41 " Yn

= =1 (Tn41 " Yn — Tn - Ynt1)

n

Que por hipétese de indugdo, temos que T, 41 Yo — Ty * Ynr1 = (—1)",
logo:
-1 (In—i-l *Yn — Tp - yn+1) =—1- (_1>n = (_1)n+1

S6 para reforcgar, o que citamos anteriormente, tal proposicao € util para calcular o que
podemos chamar de fracdes continuas trocadas, ou seja, se pararmos no enésimo termo,

ela nos permite calcular termos consecutivos da fra¢do continua.

Por conta da Proposicdo 3.2, ganharemos alguns coroldrio quase que de graca, que sdo

eles:

Corolario 3.1. As sequéncias (p,,) e (q,) satisfazem as recorréncias py+o = Gp12 * Pns1 + Pn €

Gn+2 = Qn+2 * Quy1 + Gn para todon > 0, compy = ap,p1 = ap-a1 + 1,0 =1le q = a;.
Demonstracao: As sequéncias (p,) e (g,) definidas pelas recorréncias acima satisfazem, pela

primeira afirmagio da Proposi¢ao 3.2, a igualdade Pn _ lag, a, as, ..., ay]. |

n
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Corolario 3.2. Para todo convergente Pn da fragdo continua de x, tem-se que mdc (py,, ¢,) = 1.
qn

Demonstracao:
Pela segunda afirmacao da Proposi¢do 3.2, temos que:

Pn - Gn-1 — Pn—-1"4n = (_1)n—1

Seja d = mdc (py, ¢,), isso implica que d|p,, e d|q, e pela Proposi¢do 1.6, temos que

d|pn - Gni1 — Pn-1* n

ou seja, d| + 1 que pela defini¢cdo de mdc, temos que d = 1, portanto mdc (p,,, ¢n) = 1.

|
Corolario 3.3. Temos para todo n € N,
Qp - Pn—1 + Pn—2 Pn—2—Gn-2-7T
xr = e an =
Oy Gn—1 + qn—2 Gn—1 T — Pn—1
Demonstracdo: Dado z = [ag; a1, a9, ..., a4y 1,0, = &, a primeira igualdade é uma con-
n
sequéncia direta da primeira afirmacao da Proposi¢ao 3.2, ou seja:
T = O * Pn—1 1 Pn—2
Qp - Qn-1 + qn—2
: Pn—2 —Qn-2-T | N .
Por outro lado, temos que a segunda igualdade o, = ¢ consequéncia direta

Gn—1°*T — Pn—1

Oy - Pn— n— .
Prno1 TP 2, de fato pois:

Qp - dn—-1 + qn—2

da primeira igualdade, ou seja, de x =

Qp - Pn—1 + Pn—2
T = = (Oén “Qn-1 T+ anQ) "X = Qp Pp1 T Pn-2
Uy * Qn—1 + Gn—2

= Qp Gn1"T+qn2"T=0Qy Pp_1+ Pn-2

= QpQn-1"T —Op Pp-1=Ppn-2 —Qn-2"T

= Qyp - (Qn—l T — pn—l) =Pn-2 —Q4pn-—2°7T
n—2 — Qn—2 T
:>an:p 2~ qn-2
Gn—1°"T — Pn—1

Através do que ja foi exposto, podemos calcular o erro da aproximagdo por fragdo continua.
|

.. . . . . p ~ ~
Corolario 3.4. Seja x um niimero irracional e = os convergentes da expansdo de x em fracoes
an

continuas, temos:
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Pn 1
lr — 22| = ()
Gn qn (an+1 *Gn + Qn—l)

ou

qn—1

n

Pn (=n»
x _—— —_—
qn (O‘n+1+5n+1)'qz7

onde (3,11 = = [0; an, Gpn_1, Gp—2, .., 1] (1)

Qn+1 ° Pn + Pn-1
Ont1° Qn + Gn—1

Demonstracdo: Pela primeira igualdade do Corolario 3.3, temos que z =

substituindo no primeiro membro da equacao (I), obtemos:

Pn _ Qpy1 Pn t Pnai _ Pn
qn @n+4,‘QH'+'anl dn
(an+1 *Pn +pn71> “Qn + (an+1 “qn T+ anl) ) (_pn)
Gn (g1 - Gn + Gn1)
_ an+1'pn'Qn_%pn—l'Qn_%<an+l'Qn>'(_4%J'+(Qn—l>'(_pn)
Gn * (Qns1 - G + Gn-1)
O PG+ Pr1 Gn — Q1P Gn — Gn—1 " Pn
B G+ (g1 Qo + Gn1)
_ Pna =G Po ()P0 G = Pr1 - dn)
Gn * (Qnt1 * Gn + Gn1) Gn* (i1 Gn + Gn1)

(I10)

Pela segunda afirmacdo da Proposi¢do 3.2, temos que p, * ¢n-1 — Pn_1 * Gn = (—1)"71,

substituindo na equagdo (III), temos:

— (_1> : (pn ' qn_l _pn_l : qn) _ <_1) : (_1)n_1 — (_1>n (IV)
Gn * (anJrl *Qn + Qn71> An (Oén+1 *gn + anl) Gn * (an+1 * Gn + Qn71>
Para chegarmos na expressao (II), basta evidenciarmos ¢,,, ou seja
B (~1)" B (~1)"
dn an+1-Qn‘+’Qn—1> Qn'[Qh .(an+l_+_Qn—1”
(-
qz - (g1 + qn_l)
(e
(i1 + Bry1) - 42
|
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3.1.1 Reduzidas e Boas Aproximacoes

Dando continuidade a demonstragdes de corolarios, porém com a €nfase de mostrar que as

fracOes continuas, entre as ferramentas de aproximacdes, possui 0 menor erro de aproximagao.

, . . . . . p ~ ~
Corolario 3.5. Seja x um niimero irracional e = os convergentes da expansdo de x em fracoes

. Gn
continuas, temos que:
1
o -2 < -
Qn Qn

Demonstraciao: Olhando para o primeiro membro da desigualdade, pelo Corolério 3.4, temos
que:
Dn 1 1 1

|z ——| = = 5 < 5
Qn qn (an+1 Y anl) On+1 * G5 T Qn-1 * Gn Upt1 - 4,

Por defini¢do sabemos que a parte inteira de [, 11| = a,41, que substituido na equagdo

anterior obtemos o seguinte:

1 1 1
2 < 2 < 2
an+1 . qn a”ﬂ-i—]. : qn Qn
Em particular, Vo € R, existem infinitos racionais 2—9, com p, q € 7Z, tais que |a — Z—9| < —,
q q

tal afirmacdo é conhecida como Teorema de Dirichlet.
Portanto, o que acabamos de demonstrar foi que o erro da aproximagdo que vem da fracao

continua € sempre menor do que o inverso do quadrado do denominador, em resumo.

1 1 1
|:L’ - &‘ < 2 < 2 < a2
qTL ()én+1 : qn aTL+1 : Qn qn

Por outro lado, podemos observar pelo Corolério 3.4 que se:

1) népar&gx
n

.. .. D
ii) n é fmpar — > x
n

Ou seja, = sempre vai pertencer ao intervalo |z — o] + |¢ — Loty — (Betl  Poy
4n Qn+1 Qn+1 4n
|pn+1 *Gn — Pn - Qn+1| :‘ (_1)n _ 1
Gn - ,QT.H-I. , Qn © Gn+1 . Qn * Gn+1
Um Corolério disso € a seguinte proposi¢cao

1 1

Proposicdo 3.3. Vn € N, |z — ]ﬁ| < s oulr— p”+l| <z
I 24, Gl 2Gn4
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Demonstracdo: Se a proposicao fosse falsa, teriamos que
Pnt1

|z — &| > 502 Ou |z — | > somando as duas desigualdades temos:
Qn Qn Qn+1 qn+1
1 1 . . 1
ot < o Py T
2q; 2Qn+1 dn n+1 dn * dn+1
N 1 N L 1 N 2¢2., +2¢2 1
202 2¢2,1 T Gn Qo 42 - @y T et o
2 (G +a) _ 1 L G t@ 1
A - G T e e 23 Qo1 T Gn Qo

Dividindo ambos os membros da desigualdade por g, - ¢, 1, temos

Gni1 + 00
2qn * Quyt
= G — 20 G+ <0
= (1= @) <0 = ¢1—¢. <0
= Gnt1 < @y

<1 = ¢u+a < 20 g

Absurdo pois ¢,+1 > q,Vn > 1. Tal fato, decorre da utilizacdo do coroldrio abaixo.
Corolario 3.1 de tal modo que ¢,+1 = Api1 - Gn + Gno1 > Gn + Gn-1 > ¢ Yn > 1

- . p . . Pn ~ ~
Corolario 3.6. Seja x um niimero irracional e — os convergentes da expansdo de x em fracoes
an

continuas, com isso temos que:

qn (an+1 + 2) . q% ’ Onde Apt+1 = Lan‘i'lj e Qpy1 < Gna1 +1

Demonstracao: Pelo coroldrio 3.4, temos que

| Do, 1
dn dn (an+1 * Gn + Qn—l)
B 1
Ung1l * G2+ Qo Gnt
- 1
(an+1 + 1) : %21
1

>
(anJrl + 2) ’ qu
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3.1.2 Boas Aproximacoes Sao Reduzidas

O préximo teorema, caracteriza as reduzidas em termo do erro reduzido da aproximagao de

n 7z o~ ~ pn pa
x por —, o que € por definicdo |q, - * — p,|- A razdo entre |z — —| e o erro maximo da
an

n

. . .1 .
aproximacao por falta com denominador ¢,, ou seja, —. Em termos matemdticos temos que
n

o 2
fqn:mn.x_pd

4n

O que podemos também chamar de erro relativo.
Teorema 3.1. Para todo p,q € Z, com (0 < q < @11 temos
|G- @ = pu| < g2 —p|
Além disso, se 0 < q < q, a desigualdade acima é estrita.

Demonstracao: Sabemos que pelo Corolério 3.4 que

Se n par Py < Dot
dn Gn+1
Se n impar Pr1 << Pn
qn+1 Gn

Suponhamos entio sem perda de generalidade n par.
P Dn . .
= — a desigualdade estaria

Pelo Corolério 3.2, sabemos que mdc (py, q,) = 1, entdo se =
q dn
satisfeita pois terfamos, p = k - p, € ¢ = k - ¢, onde k£ € Z. Com isso temos:

|Qn'x_pn|S|Q'$_p|:|k'Qn'x_k'pn|:k|QH'm_pn‘

Sendo assim, podemos supor que b #+ Pn de modo que:
4 Gn
1 1 _ (Poy1 &‘

q Qn q - dn q - 4n dn+1 ° dn dn+1 dn
Ja que definimos ¢ < ¢,41. Sendo assim, podemos dizer que — esta fora do intervalo de
q
estremos 22 e p”“, com isso temos duas possibilidades = < Pn ou Pri1 < P
in An+1 q dn n+1 q
19 Possibilidade: Se £ < 22
q Gn
D Dn D Pn - @ — D Gn 1
|z == > = == =| | >
q dn q qn - { q - 4n
1

por tanto temos |x — Z—9| > ,
q q - Qn

se multiplicarmos tudo por ¢ > 0, temos:
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1
cq=>lqg-x—pl > —
q - dn dn

p
|$—5| q 2z

mas por outro lado sabemos que

Pn Pn+1 Pn o Prn+1 © 49n — Pn ° Qn+1 . 1
v — =< [—— - =] =] =
dn n+1 dn qn ° 4ni1 qn ° 4ni1

1
por tanto temos |z — lﬁ] G
Lo dn dn * dn+1
se multiplicarmos tudo por g, > 0, temos:

Dn 1 1
2= g < ——— =g T —pal <

qn qn ° dn+1 Gn+1

com isso temos a seguinte situagdo [g, - x — pn| < 1+1

1
<—<|g-x—p|
n

Portanto, por transitividade

Gn - —pu| < |g-x—p

94 Possibilidade: Se 2 < 2.
QnJrl q
P P Pnyl P Gntt — DPntl * ¢ 1
|t —=| > |= - | = | >
q q Gn+1 q * Gn+1 qd ° Gn+1

P 1
por tanto temos: |z — =| > ——
Lo q q - dn+1
se multiplicarmos tudo por ¢ > 0, temos:

P 1 1
e —=]-¢g>———-qg=>|qg-z—p| >
q qd * Qdn+1 dn+1

da primeira possibilidade temos que > |gn - * — pp|, entdo temos a seguinte situagdo

] Gn+1
g -z —p| > —— > |gn - T — pul.

n+
Portanto, por transitividade
gz —pl > g0z — pnl
|

O que acabamos de demonstrar no Teorema 3.1 € que as aproximacdes por fracdes continuas
além de serem muito boas, todas as aproximacdes que sao muito boas, tem que vim das fracdes
continuas.

No préximo Teorema iremos demonstrar que qualquer nimero irracional tem infinitas apro-
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1
ximagoes racionais, com erro menor que a metade do quadrado do denominador, ou seja, 202 e

dn
mostrar que qualquer aproximagdo racional de um nimero dado que tem essa propriedade tem

que vim das fracdes continuas.

Teorema 3.2. Se |o — ]—)| < entdo Py é uma reduzida da frag¢do continua de o, ou seja,

2¢° q
P _ P
q 4n
Demonstracao: Como no Teorema anterior, seja n € N tal que ¢, < ¢ < g,4+1 sem perda de
generalidade suponhamos n par, pelo Corolario 3.4 temos que Pn <a< Pt , logo:
Qn qn+1
q Gn q - qn q - 4n
Suponhamos — 7£ -
E—&|Z 1 > 1 _Pnt1 Pn
q qn q - qn Gn * Gn+1 Gn+1 dn
Ou seja, como no Teorema 3.1, esta fora do intervalo de extremos Pn e p"“. Com isso
q Qn qn+1

temos dois casos:
12 Caso: P < ]ﬁ, com q > qy.

q 4n
o>tz > 5o
a —_— —_— — — = — —
an ¢ @ ¢ 2¢
Absurdo pois, estamos supondo que | — —| < 202 logo P hio pode estar a esquerda de P
q q n
92 Caso: £ > pn+1’ deste temos duas possibilidades:
4  dn+1
. qn+1
gz = 2¢ 2 o1
p pn+1 P dny1 — Pnt1 -4 1 1
o — —| > |= | = > > 502
q n+1 q - qn+1 q - gn+1 q

1
Absurdo pois |a — 2I—)| > 550 due ndo € o que queremos.
q q

i) ¢ < It

= 29 < Qpy1-

80



p > p Pn+1, P Pn Pn+1 Pn,
o= Ly B oDt BBy P Py
q q qn+1 q dn gn+1 dn
’p'Qn_pn'q‘_‘pn—&-l'Qn_pn'Qn—H‘> 1 . 1 _
q-aqn In+1 - Gn Q0 Gn Gnt1Gn
Qn+1'Qn_Q'Qn: Qn(QnJrl_Q) _ dn+1 — (4 _
q - dn - qn+1 " Qdn Gn " dn+1 "4 " QGn Gn+1 "4 - 4n
— _ _49q
Qn+1 (1 Qn+1) — 1 dn+1
n+1 -4 - 4n q - dn
C t intl 1 q 1 1
omo temos que q < = q < gpn+1 - 5 = P < 2, 0go
_ _4a 1 1
qn+1 > 1_5 — 2 — 1 >L

novamente um absurdo.

Esgotando assim todas as possibilidades de b #+ &, por tanto podemos concluir que b_
q n q
Pn

an
|

Ao fim deste tépico concluimos que quando estamos interessados em boas aproximagdes
de um dado ndmero real ou irracional, basta olharmos para as aproximacdes que vem das fra-
¢des continuas pois, todas as aproximagdes realmente muito boas, estdo nas aproximacoes por

fragdes continuas.

3.2 Ternas Pitagoricas

O nome Ternas Pitagéricas provém do fato da equacdo esta relacionada com o teorema de
Pitdgoras sobre tridngulos retingulos. Quando os lados de um tal tridngulo forem nimeros
naturais, ele serd chamado de Triangulo Pitagérico.

Mostraremos a seguir todas as solugdes inteiras da equagio 22 + y? = 22. As tnicas solu-
¢des com uma das coordenadas nulas sao (0, b, +b), (a,0, £a), onde a e b € Z. Essas solugdes
sdo chamadas de solucdes Triviais. Por outro lado, como os expoentes a que estdo elevadas as
incognitas sdo todas pares, basta encontrar as solucdes em Nuimeros Naturais. Apds encontra-
das veremos como utilizar as informagdes obtidas para resolver outras equacdes em ndmeros

inteiros.
Defini¢ao 3.3. Uma Terna de niimeros naturais (v, 2) chama-se Pitagdrica se * + y* = 2°.

Além disso, a Terna (x,y, z) chama-se Primitiva se mdc (x,y, z) = 1.
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Proposicdo 3.4. Se (x,y, z) é uma Terna Pitagdrica, com k > 1, entdo (xk,yk, zk) também

serd uma Terna Pitagorica.

2

Demonstracdo: Dada a equagio z? + y*> = 22, substituindo os valores zk, yk na equacgio

temos:

(zk)* + (yk)? = 2°k* + y°k* = k* (° + °)

como z2 + y? = 22, substituindo obtemos:

(wk)* + (yk)? = K*2* = (kz2)?

Proposicao 3.5. Seja (x,y, z) uma Terna Primitiva, entdo
mdc(zx,y) = mde (y,z) = mdc (z, z) = 1,

ou seja, x,y, z sdo relativamente primos dois a dois.

Demonstracdo: Seja d = mdc (z,y) = 1, suponhamos que exista um p primo, tal que p|z e
ply, mas isso implica que p*|z? e p*|y* com isso podemos concluir, pela Proposi¢do 1.6 que
p?|2? + 12, ou seja, p?|2? e isso implica que p|z. Como mdc (x,y) = d e p também € um divisor
comum de z e y, concluimos pelo Teorema 1.3 que p < d, ou seja, p < 1 que é um absurdo.
Por tanto mdc (x,y) = 1 de modo andlogo se demonstra que mdc (y, z) = 1 = mdc (z, 2).

|

Proposicao 3.6. Sejam (x,y, z) uma Terna Pitagdrica qualquer , d = mdc (z,y, z) e os quoci-
entes ry, = —,Y; = % e 21 = —. Entdo (x1,y1, z1) formam uma Terna Pitagdrica Primitiva e

d
vale (dzy, dyy, dz).

Demonstracdo: Pelo Coroldrio 1.3, sabemos que mdc (1,41, 21) = 1, e como vale (z,y, z) =

(dzy, dy,,dz ), temos:

ZL‘2 y2 $2 + y2 22 >

2 2 L2 Y2 2 2
x1)" + =)+ 5) =t =—F""=5=(5)" =2
( 1) (yl) (d) (d) d2 d2 d2 d2 <d) 1
Por tanto, o que acabamos de demonstrar é que (1, y1, z1) é uma Terna Pitagérica Primitiva
e para encontrarmos uma Terna Pitagérica ndo Primitiva, basta multiplicar os seus elementos

2 resultam de

por um niimero positivo maior do que 1, ou seja, todas as solugdes de x2 + 3% = 2
(x1,y1,21), onde mdc (x1,y1,21) = 1.
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Proposicao 3.7. A soma dos quadrados de dois niimeros inteiros impares nunca pode ser um

quadrado perfeito.

Demonstracao: Suponhamos b =2k + 1ec=2q+ 1, com k,q € Z. Dessa forma, temos
V+c?=02k+1)+2¢+ 1) =4k +4k+ 1)+ (4> +4q+1) =4 (K +k+ ¢ +q) +2

onde podemos chamar (k* +k+¢*+¢q) = w € N, logo 4w+ 2 é par. Porém, ndo é um quadrado
perfeito pois pelo Corolério 1.5, item b), todo quadrado perfeito quando dividido por 4, deixa
resto 0 ou 1, que ndo € o caso.

|

Proposicio 3.8. Dado trés inteiros positivos a, b e c onde a®> = b* + ¢2, entdo b ou c é par e o

outro é impar, e pelo menos um dentre a, b e c é um miiltiplo de 5.

Demonstracao: Pela Proposicdo 3.7 o nimero b ou ¢ tem que ser par, sendo a nao seria um
quadrado perfeito, com isso podemos supor sem perda de generalidade que b € par, logo c é
impar o que conclui a primeira parte da demonstragao.

Agora provaremos que a, b ou ¢ € multiplo de 5.

Suponhamos que b e ¢ ndo seja miltiplo de 5, como b? e ¢? sdo quadrado perfeitos, pelo
Corolério 1.5 item d), a® e ¢? sdo da forma:

V¥ =5k+1lec®=5¢+1,logoa® = (5k*+ 1)+ (5¢+ 1) onde k, q € N, testando todas as
possibilidades temos:

Da>=0Bk+1)+(Bg+1)=50k+5q+2=5(k+q)+2=>5w+2
2) a>=(5k+1)+(bg—1) =5k +5q=5 (k+q) = 5w

3) a*=(bk—1)+ (5bg+1) =5k +5¢+2=5(k+¢q)+2="5w+2
4) a*= Bk —1)+(5g—1)=5k+5qg—2=5(k+q)—2=>5w—2

Com isso podemos perceber que a? = b? + ¢? é da forma 5w ou 5w = 2. Pelo Corolério 1.5
item d), sabemos que a* s6 pode ser da forma 5w ou 5w + 1 e ndo 5w + 2. O que nos resta que
a* = 5w, por tanto a é miiltiplo de 5.

|

Teorema 3.3. Os termos (x,y, z) de inteiros ndo nulos tais que x*,y* = 2* sdo dados por:

r=2-u-v-d r=(u?—0?)-d
y:(u2—f02)-d ou y:2uvd )
z=(u*+0v?)-d z=(u*+v?)-d
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onde d,u e v sdo inteiros ndo nulos, com u e v de paridade diferentes, ou seja, mdc (u,v) = 1.

Demonstracio: Dada a equagdo 22 + y? = 22, se escolhermos z = 0 ou y = 0, terfamos as
chamadas solugdes triviais (0,y, £y) ou (x,0, £x). Sédo solugdes V,z,y € Z, com isso sem
perda de generalidade, suponhamos x, y, 2 inteiros positivos.

Se d = mdc (z,y, z), pela Proposic¢do 3.6, temos que:

r=d-by=d-ce z=d-a,

onde mdc (b, c,a) = 1 e pela Proposi¢do 3.5 mdc (b, c) = mdc (b,a) = mdc(c,a) = 1 e pela
Proposicdo 3.8, sabemos que b e ¢ possuem paridade diferente, suponhamos entao sem perda
de generalidade c € par e b é impar, por tanto a serd impar, com isso temos o seguinte:

b2 2 2

V+cd=a> = =a’—c = bV =(a+c) (a—-c),

como b é impar, obtemos que (a+c), (a—c) serdo ambos impares e mdc (a+c,a—c) = 1. Com
efeito: seja r = mdc (a + ¢, a — ¢), implicando que r|a + c e r|a — c e, pela mesma Proposi¢io
1.6, temos

rlla+c)+(a—c)=2a = r|lmdec(2a,2c)

e pela Proposi¢do 1.6, r|(a + ¢) — (a — ¢) = 2c.

Se r|2a e r|2¢ pela Proposi¢do 1.4, r|2 mdc (a, ¢), como mdc (a, c) = 1, temos que 7|2 - 1 ou
seja r|2, o que nos levaar = 1 our = 2, porém a + ¢, a — ¢ sdo ambos impares, ou seja, eles
ndo sdo mdltiplos de 2. Assim, o que nos resta que é mdc (a +¢,a — ¢) =1

Como b*> = (a+¢) - (a — ¢) e concluimos que mdc (a + ¢, a — ¢) = 1, temos pelo Corolério
1.4 item b), que existem inteiros u € v tais que:

a—i—c:u2 e a—c=1°

Resolvendo o sistema obtemos:

a+c=u? D
a—c=v? (II)
2 2
9 9 u* +v o ~
20 =u"+v°=a= , substituindo o valor de a na equagao (I), temos:
) ) , U+ u? — v?
at+c=u"=>c=u"—a=>c=u"— 5 ) =c= 5
L u? + v? ur—v?
Com isso ja sabemos o valor de a = ,C = , SO nos resta encontrar um valor

de b, substituindo o valor de (I) e (Il) em: onde b* = (a + ¢) - (a — ¢), temos: b* = u? - v? =

b=wu-v

Onde as solugdes podem ser da forma:
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2 _ 2 w2 + 02

5 d—o)

Podemos multiplicar tudo por 2, que teremos as solugdes da seguinte forma:

(x,y,z):(d-b,d-c,d-a):(d-u-v,d-u

u? —v? u? 4 v?

(2 douv2d =2 d-

) = (2duv,d (u —v?),d (u® +v?)),

ou

(d (u* — v?), 2duv, d (u* + v?))

|
Exemplo 3.2. Ache todas as solugées inteiras ndo nulas da equagdo
2% +y? = 222, com x # L.
Solucdo: Dada a equacdo 22 + 2 = 222, 1))

pela proposicdo 3.7, devemos ter x € y ambos pares ou ambos impares, pois caso contrario,
22 + 12 seria fmpar.

Tomando como artificio z = a + b, y = a — b, substituindo na equagio (I), temos:
(a+0)%+ (a—b)? = 22" = a® + 2ab + b* + a® — 2ab + b* = 22
= a’ + 0 +a* + " =22
= 2a® + 2b* = 227

= a’ + b = 2% (I1)

onde a solu¢do da equacao (II), pela proposi¢ao 3.3, sdo do tipo:

r=2-u-v-d r=(u?—v?-d
y=(u*—v?)-d ou Sy=2-u-v-d
z=(u*4v%)-d z=(u*+v*)-d

i) Substituindo em = = a + b, temos que:

r=2u-v-d+ W —v*)-d=2 u-v+u—v?-d
ou
r=wW—-v¥)-d+2-u-v-d=W—-v*+2-u-v)-d

ii) Substituindo y = a — b, temos que:

y=2-u-v-d—(u?—0v¥)-d=2 u-v—u?+v?-d
ou
y=w?-v})-d-2-u-v-d=Ww—-v*-2-u-v)-d
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Portanto, as solucdes de (I), sdo dos tipos:

z,y,2] =2 - u-v+u:—v?)-d (2 -u-v—u®+v?)-d, (u*+v%) -d
ou
[x,y,z]:[(2~u~v+u2—v2)-d,(u2—v2—2-u~v)-d,(u2+vg)~d]

Exemplo 3.3. Encontre as solucoes em N de 3™ + 7 = 2™
Solucao:
1) Primeiramente podemos olhar para a equacdo mod 3, com isso temos:
"+ T7T=2"=3"+7=1=2"=(—1)"(mod 3)

como 1 = (—1)" (mod 3), isso implica que n € par, ou seja, € da forma n = 2k.

ii) Como n = 2k, isso implica que 3™ + 7 = 2%¥ = 4k, aplicando a linguagem de congruén-

cia mod 4 na equagao, temos:
M+ T7=4"=3"+7=0=(—1)"—-1= mod 4
como 0 = (—1)"™ — 1 (mod 4), isso implica que m é par, ou seja, é da forma m = 21.
Substituindo na equagdo, temos:
34 T=2 =34 T =2% = 22 3 =7 (P3N (2F -3 =7

Como 7 € primo, temos que:

k430 =7 1))
2k — 3l =1 II)
k42 =8=2.2F=8=2"=4= k=2

Substituindo o valor em (I), temos:

2k 438 =7=2243 =7=3=7-4=3=3=1[1=1

Com isso, temos que:
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3.3 Equacao de Pell

Neste topico, estudaremos a chamada equacgdo de Pell, isto €, a equacdo Diofantina.

2 — Ayt =1 (D)

Onde A é dado como inteiro arbitrério, nos casos em que A < 0 (Elipse), nos casos em que
A é um quadrado perfeito maior do que zero (Hipérbole, cuja razdo entre o0 maior € 0 menor
eixo € racional), nesse caso a equacgdo (I) admite apenas as chamadas solucdes Triviais, e para
A = 0 (reta dupla) um ndmero infinito. Por outro lado, o fato de (/) ter um nimero infinito de
solucdes para o caso em que A um nimero positivo livre de quadrados (Hipérbole, cuja a razao
entre o eixo maior e o eixo menor € irracional), se revelard um Teorema bastante profundo, no

qual, serd o nosso objeto de estudo deste topico.

3.3.1 Solucoes Triviais da equacao de Pell

Em primeiro lugar, trataremos dos casos especiais da (I).

1° Caso, para A < —1:

Como 1 > |A| 4, devemos tery = 0 e x = 1.

2° Caso, para A = —1:

Substituindo em (1) temos 2% + 3> = 1, claramente teremos as quatros solu¢des para x =
0,y==xlouparay =0,z = £1.

3° Caso, para A = a? > 0 ou de uma outra forma A € N mais VA ¢ N.

Substituindo em Equacao (I), temos:

?—ad P =(r+tay) (x—ay) =1

O produto de dois inteiros € 1 se ambos forem 1 ou ambos forem —1. Logo, essa equacao sé

€ possivel se:

(z + ay) = (z — ay)

Resolvendo a equagdo temos:

(x4+ay)=(r—ay) =>z+ay—z+ay=0=2ay=0=y=0

Substituindo na equagdo Equacdo (I) o valor de y = 0, temos que z = £1, com isso podemos
concluir que quando A é um quadrado perfeito, temos apenas as solugdes triviais v = +1 e
y=0.

Portanto, pelo que acabamos de mostrar, certamente a Equacao (I) possui as solugdes:
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r ==l y=20

Nosso objetivo neste topico € mostrar que existem muito mais. Por isso, assumiremos de
agora em diante que A € N ndo € um quadrado perfeito e portanto v/ A é um nimero irracional.
De fato, se VA = 2—9, com p,q € Z, ¢ # 0, podemos supor mdc (p,q) = 1, isso nos leva
q

2
admitir que ¢ > 1 pois VA ¢ N, com isso temos que A = p—2, como mdc (p,q) = 1, pelo

q
Corolério 1.4 item a), mdc (p?, ¢*) = 1, como temos ¢ > 1 = ¢* > 1, absurdo pois A € N, e
um nimero natural ndo pode ser escrito como a razao de dois inteiros positivos primos entre si

com o denominador maior do que 1.

A equacido de Pell como ja foi falado correspondem a pontos inteiros sobre uma hipérbole.

Por exemplo 22 — 212 = 1;

2
1 C
0 2 3 4
1
L5

Figura 3.1: Hipérbole.

Na figura acima, a hipérbole é 22 — 2y? = 1 : 0 ponto (3, 2) é um exemplo de ponto inteiro
pertencente ao conjunto de pontos sobre a Hipérbole pois 32 —2-2? = 1 mas o ponto (7, 5) estd
préximo a hipérbole mais ndo pertence ao conjunto de solugdes pois 72 — 2 - 52 = —1 # 1.

A seguir definiremos uma func¢io que se chama norma, que leva a niimeros da forma = +
yV/A, exatamente em x> — Ay?, e tal ferramenta nos auxiliard na demonstragio de alguns

teoremas e proposi¢des.
Definicao 3.4. Sejam
ZIWA ={z+yJAiz,ycZ} e QA ={z+yV/Az,yecQ}DZ[VA.

Dadoy = x + yVA € Q[\/Z] com x,y € Q, podemos definir seu conjugado comoy =
x—yVA esuaNorma N (y) =y -9 = (x +yVvA) - (x —yvVA) =22 — Ay

Proposiciio 3.9. Dado z,y,z,w € Qe x +yvVA =z +wVA, entdox = z e y = w.
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Demonstracao:
x+y\/Z:z+w\/Z:>y\/Z—w\/Z:z—z:>\/Z(y—w):z—x.
Se(y—w)=0=>y=wez—as=Hy—w)VA=>2—2=0=2=u2.
Se(y—w)#0=>VAly—w)=2z—2 = A:;_Z,absurdopoisﬂgé@deoutra

forma isso é, um absurdo pois, um racional menos um racional, sobre um racional menos um

racional € um racional e v/ A ndo é racional.
Por tanto o que acabamos de demonstrar € que nimeros desta forma = + yv/ A, possuem uma
Unica representacao dessa forma.

Um fato muito importante € que a Norma € uma funcao multiplicativa.

Proposiciio 3.10. Dado a funcio N : Q [VA] —  Q é uma funcdo multiplicativa, e
z+yVAut+vVA e Q [VA x QVA] entdo N ((z+yvA) - (utvVA)) = N (z+yvA)-
N (u +vVA).
Demonstracao:
Sabemos por defini¢io que N (z + yv/A) = 22 — Ay’ e N (u + vV A) = u® — Av?
(z+yVA) - (u+vvVA) = (zut+avVA+uyvVA+yvA) = (rut+yvA) + (zvvV/A+uyVvA) =
(zu+Ayv)+(zv+yu) VA D
Agora faremos o produto dos seus conjugados
(x—yvA)-(u—vVA) = (zu—zvvVA—uyv/A+yvA) = (zu+Ayv)+(—uyv/ A—zvV/A) =
(zut-Ayv) —(uyvA+avyV/A) = (zutAyv)—(zo+yu) VA (IT)
Ao multiplicarmos (I) vezes (II) temos:

[(wu + Ayv) + (20 + yu) VA] - [(zu + Ayv) — (v + yu) VA] =
(zu + Ayv)? — [(zv + yu) VA]? =
(zu + Ayv)? — A (zv + yu)® =
v2u? + 2rudyv + A%y*0? — A (2%0* + 2zvyu + yPu) =
2u? + 2ruAyo + A% — 2euAg — Ax*v? — Aytu® =
w?u? — Ax*v? + A%y*0? — Ay*u® =
2% (u? — Av?) + A (Ay*o? — y*u?)
2® (u? — Av®) + Ay (Av® — u?)
z? (u? — Av?) — Ay? (u® — Av?) =
(w2 — Av?) - [2? — A7)
(2% — Ay) - (u* — Av?)
N (z+yVA) - N (u+vVA)

Por tanto o que acabamos de demonstrar € que a Norma do produto € igual ao produto das
Normas.
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E fécil observar (a partir da multiplicatividade da Norma) que se a equagdo possui alguma
solugdo inicial (x1,y;) com y; # 0 entdo possui infinitas.

Mais geralmente, se 22 — Ay? = 41, temos:
N ((z1 + VAp)") = (21 + VA" - (21 — i VA" = (2] — Ay})" = (£1)"

Podemos utilizar o Bindmio de Newton para descrever todas as solugdes de 2% — Ay* = 1,

aplicado na solugdo inicial, conhecida como solu¢do minima ou fundamental.

Tn + V Ay, = (z1 + yl\/z>n =

n n
\/Z-yn:\/Z[<1> x?’l -~y + (3> x’f’ij’-yf‘A—i-...]

n n
= () ot om () ot Ak =
1252

_ n n=2i—1_, 2i+1 i
w= 3 (50 ) A

Veremos agora que a equagdo de Pell sempre terd solucao.

Teorema 3.4. A equacio x> — Ay* = 1, com A diferente de um quadrado perfeito, possui

solugcdo ndo trivial em inteiros positivos, isto é, com v + yv A > 1.

Demonstracao:
Como A é um niimero livre de quadrados, ou seja, vA ¢ Q. Pelo Corolério 3.5, conhecida

1
como Lema de Dirichlet nos garante que a desigualdade |\/Z — ]—)| < —; tem infinitas solugdes
g g

racionais p|q. Note que
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1 1
VA-Bi<= o Poval<- )
q q q q
Sendo assim olhamos primeiramente paraa N (p + q\/Z) = p? — A - ¢?%, entdo temos que

= A= 0+ V) (VD) = & 1+ V) - (p— /)| =
L R Rz N

q q q

Pela desigualdade (I), temos:

2P p p L _p P
q |(E+\/Z)'(§—\/Z)’<§IZ'|§+\/Z!'Q—Z—|(1+\/Z’—|Q VA+2VA]

que pela desigualdade Triangular

|§—\/Z+2\/Zy§2\/2+!§—\/ﬁ|

que pela desigualdade (I), temos

1
2\/Z+|§—x/Z|<2x/Z+?§2x/Z+1

Sendo assim, podemos considerar infinitos pares de inteiros positivos (p,, ¢,) com

VA~ P < l?

n In
onde teremos sempre que a|N (p, + ¢,V A)| = [p2 — Ag?| < 2v/A + 1, por tanto teremos um
nimero finito de possibilidades para o valor (inteiro) de p? — Ag?. Consequentemente, existe
um inteiro k # 0 tal que p2 — Ag? = k para infinitos valores de n. Observa-se que se tivéssemos

k = 0, terfamos um absurdo pois,

2 2
p2—Aq2:0:>p2:Aq2:>p—2:A:> <E> —A=Lova
q q q

onde temos que v/A € Q. Logicamente um absurdo.

Da equagdo p2 — Ag? = k, obtemos duas sequéncias crescentes de pares de inteiros positivos
(u,), (v.),r € N tais que u? — v? = k para todo 7.

Como hd apenas |k|? possibilidades para os pares (u, mod k,v, mod k) existem inteiros
(a,b) € {0,1,2,3,...,|k| — 1} para infinitos valores de r tais que (u, = a (mode k) e v, =
b (mod k)). Tomamos (up, vy) # (., v,) de modo que:

(up, vp) # (U, vr) = up + vV A #+ u, + v,V A
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De tal forma que u? — Av? = u? — Av? = k, com u, = u, (mod |k|) e v, = v, (mod |k|)
1D
Suponhamos sem perda de generalidade 1 < u,+v,v/A < uy+v,v/A com isso consideremos

up + vV A
o numero x + yvV A = LTV 1, temos que:
u, + v,V A

A — A
gV u+ VA u— o V/A
UT—FUT\/Z u,,«—v,,\/z
p U — Up - VA + VA u — v A

uz — A-v?
C(uprve = Ay v) + (vb-ur—ub-vr)\/z
uz — A-v?

Como u? — A -v? = k, temos

x_i_y\/zz(ub-vr—fl-vb-vr) Z(Ub-ur—ub-vr)\/z

(up v, — A vy - vy) (vb-ur—ub~vT)\/Z
- 2 * 2

Olhando para uy, - v, — A - vy, - v,., por (II), temos

up v — Ay v, = ul — Avd =k =0 (mod |k])
e

Up U —Up- VU =a-b—b-a=0=0 (mod k)

up vy — A-vp -0, Uy Up — Up * Uy _ L
Portanto, x = ? ey = ? sdo numeros inteiros. Por outro

lado, como

A
x+y\/_=Mi(w%—ym%(ur—kwﬂ):ub—l—vbm
ur+vr\/z

onde,
N (x4 yVA) - N (u, +v,VA) = N (u + v,V A)
Como N (u, +v,VA) =u2 —A-v2=Fk e N (up+uvVA) =u}—A-v}=k
Temos:
N (z+yVA) - N (u, +v,VA) = N (u, +v,VA)
:>N(x+y\/Z)- =k

k
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onde,
N (z+yVA) =2 — Ay* =1

Teorema 3.5. Se A > 1 ¢ um niimero natural livre de quadrados, entdo a equacdo x> — Ay?* = 1
admite infinitas solucoes em inteiros positivos x e y. Mais precisamente, se t = T1 ey = 1
é a solugcdo em inteiros positivos para o qual a soma r + y\/Z € a menor possivel, entdo as
demais solugdes inteiras positivas da equagdo sdo dadas pelos naturais (x,,y,,) que satisfazem

a igualdade

T+ YuVA = (21 + 11 VA", onde N € N

Demonstracao:

Demonstraremos que (21, ¥ ) € a nossa solu¢do minima, se como antes, definimos (x,,, y,,) €
N? pela relagdo z,, + ¥, VA = (21 + y1v/A)", temos que (,,, yn), 7 > 1, sdo todas as solugdes
inteiras positivas da equacdo de Pell. De fato, ja vimos que (z,,, y,,) sdo solugdes, e se (z/,y’) é
uma outra solucdo, entio como z; + y1v/A > 1 existe n > 1 tal que

(21 + VA" < &'+ y'VA < (@1 + 1 VA

Multiplicando por z,, — y,V/A = (x1+ 1 \/Z)‘" > (), obtemos

(21+ VA" (w14 VA) " < (@' 4y VA) - (1, =y VA) < (w14 VA (@45 VA) T

(21 + VA" < (@) +y'VA) - (20 — yuVA) < (21 + VAT

1< (2" +y'VA) - (2n — yaVA) < (21 + 1 VA)!
Como N ((2' +y'VA) - (x, — yaV'A)) = N (¢ +y'VA) - N (, — yVA) = ((2')* —

A (y)?) - (22 — Ay?) =1-1 =1, como isso temos que
(x/'wn_y/'yn'A>y/'xn_x/'yn)

também € uma soluc@o da equagdo de Pell, e menor que a solu¢cdo minima.
Temos também que

or, =y oy, - A>0
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r -z,

pois caso contrario ' -z, — v -y, - A< O 2 -z, <y -y, - A= — < A, porém
12 — Ay? =1 = 22 = Ay? + 1, dividindo tudo por 2, temos
x%—A%+ 1é(%F—A+(1ﬁ>A¢$">¢Z (I)
Yn o Yno Yn o Un Yn Yn

e analogamente, temos que

(@) —AW)=1=@)=A@F)+1

dividindo tudo por (y')?, temos

( N2 A (y/)2 1 l,/ 9 1 l,/
_ ts 2 (=) = At > A= — > VA (ID)

w»  w? W) ’ (v')? Y

T
p > A
y -y
/ n
O que contradiz, < A. Da mesma forma, y' - x,, — 2’ - y, > 0 pois caso contrario
T, !
y -x, — 2 yn<0<:>y’-xn<x’-yn<:>y— < —,
) ) 1 "5 1
porem(—n) :A+y_2€(_/) :A—l—?,
xn x/ (xn)Q (Jf/>2

Yn y; (yn)? , (1/)2’1

logo A+ — < A+ = — < = (v)? <92
Y2 W)?  y: o (W)?

=y <Un

=1 < x,.

0 que contradiz o fato de

T+ Yo VA = (21 + VA" <2/ + Y VA

Resumindo, temos que (2’ - x, — y - yn - A,y -, — 2’ - y,) € N? é uma solugio menor
do que a solu¢do minima, logo ' -z, — ¢ -y, - A =1ley -z, — 2 -y, = 0, ou seja,
(' +y'VA) - (x, — VA " =15 2 +yVA =2, +y,V/A, onde 2’ = z,, e 3" = y,, como
queriamos demonstrar.

Concluimos essa etapa que, as solu¢des da equacdo 22— Ay? = 1 com z e y inteiros positivos
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podem ser enumeradas por (2, y,),n > 0 de modo que, para todo n.

Tn + yn\/Z = ($1 + yl\/Z)n

€ portanto,

Tp + YnVA = (1 + 11 VA" @
Ty — YnVA = (21 — 1 VA" (IT)

Somando (I) e (II) temos
22, = (21 + Y VA" + (2, — VA"

S yVA)" + (7 — VA"
" 2
Substituindo o valor de x,, em (I) temos:

_ (ot VA" — (z1 — y1VA)"

Ou seja,

(z ) = (@1 + ylx/z)” + (21 — ylﬁ)” (x1 + ylx/Z)” — (z1 — yl\/Z)n
nay’n 2 , 2\/Z

OBS.: As sequéncias (x,,), (y,) acima satisfazem a recorréncia

Upy2 = 2y - Up+1 — unavn >1

3.3.2 Solucao Inicial da Equacio de Pell
Nesta etapa mostraremos um procedimento que consiste em encontrar, explicitamente uma
solucdo para a equacao
- Ay =1

Para determinar tal solucdo, precisaremos recorrer aos conceitos estudados sobre fracdes
continuas. Isso é meio natural pois v A ¢ Q e se x, y sdo inteiros positivos tais que z? — Ay? =
+1 e pelo Corolério 3.5, temos que se, VA ¢ Q, existem infinitos P € Qtal que [V A — ]—9| <

q q

1 . .
—» de tal forma que todas as aproximagdes que vem das fragdes continuas satisfazem essa

propriedade.
Por outro lado se, > — Ay? = 1, com z, y inteiros positivos
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1 1
<
lz +yVAl  yV/A

lz —yVA|- |z +yVA =1= |z —yVA| =
Com isso temos que

|m—y\/Z|S1:>:U—y\/Z>—1=>x>y\/Z—1:>x+y\/Z>y\/Z+y\/Z—1=>
T+ yVvA>2VA—1> 2

Por transitividade

x+y\/2>2y
Com isso
|z — yVA| 2 = |z —yVA| < !
r+yVA 2y 2y
Dividindo tudo por y
1
— VAl 2 1
le—oVAl 2y & L
Y y Y 2y

Logo, pelo Teorema 3.2, ¥ ¢ uma reduzida 2 da fracdo continua de v/A
Y

n

De antemio o que podemos perceber, é que podemos procurar na fragio continua de /A,
solugdes da equacdo de Pell.

Agora iremos considerar a fracdo continua de v/A + |v/A| = [ag; a1; as, ...] a qual difere
da fracdo continua de /A apenas pelo primeiro termo ag = 2 L\/ZJ, que na fragdo continua de
VA éigual a |[VA| = %0 que iremos mostrar é que a fracio continua de VA + [V/A] é

2
puramente periddica, ou seja,

VA+ L\/ZJ = |ag; ay, as, ..., ag_1, ap; ...,

Portanto, ela € periddica a partir do primeiro termo a, € quando termina esse periodo, teremos
uma solug¢do para a equacdo de Pell.
Dito isso, vamos mostrar que existem duas sequéncias de inteiros positivos b; e ¢; de modo

que

I< ——< €C — = [CLZ';CLH_LCLH_Q, ] = Oéi,Vi Z 0

\/Z—Ci \/Z—i—c,
b; b;

Tais que

b():l GCOZL\/ZJ

Note que, paraz =0
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A — ¢
i)0<u<1:0<
b; bo

3 VA + ¢ VA + ¢
11) Oéz':b—:>a0:b—
i 0

Em geral, definimos recursivamente

VA

= g = VA+ [VA]

Civ1 = ;b —c¢; € by =

bi
Por defini¢do de fracdo continua, temos que
1 1 b;

(A— sz+1

VAT 15 0<VA-|[VA] <1

)

bi

(\/Z + a;b; — ¢;)

Qi1 =

a;
bi

Resolvendo separadamente o denominador (\/Z + ¢ — aby) - (\/Z + a;b; —

— =1- v — .
QG — ay \/Z—i—cl . \/Z—i—cl—azbl \/z—i—cl—azbz (\/Z—i—albl—cl)

¢;) temos:

A+\/Zal—|—bl—\/zcl—l—albzcl—cf—\/ZaZbl—afbf%—albzclz
A—i—alblcl—cf—afbf—i—albzcZ:A—(afbf—2azbz—i-cf):A—(azbz—cz)z

Substituindo, temos:

Qit1 = A — (szl — Ci)Q

Dividindo tudo por b;

I8 (\/Z+aibi —¢i)
yi

. \/Z—i‘aibi—ci

O[H.l == A . (azbz _ Ci)2 A — (azbl — Ci)2

Substituindo o valor de ¢; 1 = a;b; — ¢;, temos:

VA+ i

a; =
A= ()’
b;
A—(ci11)?

Substituindo o valor de b, ; = % temos
VA+ ¢
Qi1 = ——

bit1

Agora mostraremos por indugio que b; € ¢; sdo inteiros com b; # 0 e tais que b;|A — c2,V; €

N.
Demonstracao:

1) Caso base: Para : = 0, claramente verdade pois

bo=1/A—c2=A— |A]?
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ii) Hipétese de indugdo: Suponhamos que b; e ¢; s@o inteiros tais que

bZ|A — C?,Vi € N.

1) Tese: Queremos demonstrar que

2
biv1]A — Cit1

Como por hipétese de inducao b; e ¢; sdo inteiros,portanto ¢; 1 = a;b; — ¢; também serd, e

A — 2., # 0jd que A ndo é um quadrado perfeito. Além disso,

A—cfH:A—(albl—cz)QzA—[afbf—Qalbzcﬁ—cf]:A—afbf—l—Qalblcz—cf:
A=+ (—a2 - b2 +2a; b -c;) = A—c —b; (a? - b; — 2a; - ¢;)

Como por hipétese de indugdo b;|A — ¢? e b;| — b; (a? - b; — 2a; - ¢;), pela proposigdo 1.6
bil(A—c?) —b; (a2 - b; — 2a; - ¢;)

Portanto, b;|A — ¢, = b1 € Z.

Desta forma, temos

\/Z—F C;
bi

b; ’ \/Z+CZ~+1 ' \/Z‘i‘ci—i-l

bi—i—l

= [a;; Git1, Qiyo, ...] = a; +

De modo que (1), serd valida para todo <.

Vamos provar agora que b; e ¢; s@o positivos. Para isso, vamos provar por inducao que b; > 0

el < < \/Z
i) Caso base: Para ¢+ = 0, verdade pois
co = |V/A] e A ndo é um quadrado perfeito.

ii) Hipdtese de inducdo: Suponhamos b; e c; positivos, de tal formaque b, > 0e 0 < ¢; <

VA.

iii) Tese: Queremos demonstrar que b;,1 > 0e 0 < ¢;41 < VA.

\/Z—l—ci
<—

b = [a5; @ig1, Ay, .| < i
7

Q;

Donde obtemos que a;b; < VA4, <a;-b;+0b; (ja que b; > 0 por hipdtese de indugdo)

€ portanto
Ci+1 = aibi —Cc < VA< aibi —Ci—i‘bi = Ci+1 +b1
. . . (Afcirl) .
E assim, ¢;1; < VA, o que implica b; ;1 = —5= > 0, ou seja, b1 > 0.

98



Agora, suponhamos que c¢;; < 0.

Neste caso, teriamos b; > vV A—c¢;.1 > vV A, mas como v/ A > ¢; por hipétese de indugdo,
teriamos b; > ¢;, donde ¢; .1 = a;b; — ¢; > b; — ¢; > 0, o que é um absurdo.

Portanto c¢;; > 0, completando a indugdo.

[ |
Finalmente, temos
VA —cip B VA - i B b; B b; B 1 € (0,1)
bit1 (A—ci)  VA+ civi VA+ab —c w4 (\/Z —¢) T
bi ‘ bz

poisa; > 1le >0

(\/Z— ci)
b

i
Como 0 < ¢; < VAeb|A— c?, temos que as sequéncias (c;) e (b;) s6 assumem um nimero
finito de valores. Além disso, podemos recuperar os valores de b; e ¢; a partir dos b; 11 € ¢;y1,

para todo 7 > 0.

A—c? . VA —¢
De fato, b; = % Além disso, como temos 0 < b—’ <1,
i
Podemos escrever

\/Z_Ci_\/z+ci+1
o e

;11 = [CLz‘ +

Finalmente, temos ¢; = a;b; — ¢;11.
Portanto, estas sequéncias, assim como a fragdo continua de v A + |V A| = [ag; a1, as, ...,
sdo periddicas puras, digamos de periodo k. Em particular bk = 1 e ck = ay.

a
Note que como ag = 2 |V AJ, temos que a expansao em fra¢do continua de v/ A é [70; ap, Az, ...

Logo, para+ > 1, denotando por Piyi - ésima convergente desta fracdo continua, temos.
4q;
VA+cip

b,
\/Z — i+1
\/Z + Cit+1
bit1
e portando

+pi—1

+qi—1

Ag; + Cz‘+1\/Z q; + VA bit1 - Qi1 = \/Zpi + Cip1 - Pi + biy1 - Dic1
Separando parte racional da parte irracional obtemos as equagdes
Agi = cit1-pi +biv1 - Dic1 € pi=Cip1-Pi +big1 - Dica
isolando c; 1 nas equagdes anteriores e igualando obtemos

Agi — biy1 - pia _ bi— bit1 - Gi1

Di q;

99



And AC]? —biy1 pic1- i = p? —biy1° Q-1 Di

e pl — A¢? = biv1 (pigi—1 — Pi-1 - @)

& pi— Ag = (1) by

Donde obtemos uma solugdo da equagdo z* — Ay? = (—1)""! - b;y1. Se k é o perfodo
teremos que bk = 1 e portanto a equagao - Ay2 = —1 tem solucdo se k € impar, enquanto
que 22 — Ay? = 1 sempre tem solucdo (tomando i + 1 = 2k).

Por outro lado, se x e y sdo inteiros positivos tais que 2> — Ay? = %1, vimos que g ¢ uma
reduzida £ da fragdo continua de VA, como p2 — A2 = (—=1)"! - b, 14, segue que b,y1 = 1,

\/Z — Cnt1

<1,
anrl

mas, como 0 < VA — ¢ =

\/Z — Cnt1

anrl

= VA+ [VA],

segue que ¢, 1 = [V/A|, donde [any1; Gnis, Gns,...] =

e portanto n + 1 € necessariamente miiltiplo de periodo k.
Exemplo 3.4. Encontre a solu¢do da equagéo x* — 21y* = 1.

Solucao:
\/Z + Ci+1

bi+1

2
A—cin

Vimos anteriormente que a;,1 = { 2
[

J’CiJrl:ai'bi_CiebiJrl:

Por defini¢do, temos que:
ap =2|VA| =2|vV21] =2-4=8,¢co= |VA| = [V21| =4 e by =1
com isso para encontrarmos a solucao de:
x? —21y? =1
basta olharmos para a fracao continua de VA + L\/Zj Para tal, tomamos ¢ > 0, logo:

1) Para: = 0, temos:

e =ag-by—co=2[V21] -1 - [V21] = 2[V21] - [V21] = [V21] = 4

A—c2 21—42
b = L= =21-16=5
! bo 1

VA+ ¢ V21 +4
w= |5 = 5=
by 5

1) Para: = 1, temos:
02:a1-b1—ci:1-5—4:1
A—c3 21—12_21—1_20

b: = —:4
2 b, 5 5 5

o= [T = [ -
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iii) Para ¢ = 2, temos:
CgZGQ'b2—62:1'4—1:4—1:3
A—c§ 21—32_21—9_12

b: p— —:3
3 b 4 4 4

o= | TR = [P =

iv) Para i = 3, temos:
C4:a3'b3—63:2'3—3:6—3:3

A—cd 21-3 21-9 12

by = = 2oy
bs 3 3 3
o= [ - [ -

v) Para ¢ = 4, temos:
C5:a4'b4—64:1'4—3:4—3:1
A—c? 21—12_21—1_20

b: == —:5
> b, 4 4 4

VA + s V21 +1
e e e e e S
bs 5
vi) Para i = 5, temos:
06:a5-b5—c5:1-5—1:5—1:4
A — ¢k 21—42_21—16_5

b: pr— —:1
6 b 5 5 5

= || |

=38
be

Podemos observar que ag = ag,bs = by € c¢ = ¢y, ou seja, a fracdo continua € periddica
a partir de um certo ponto, portanto pelo que demonstramos anteriormente uma solugcao da
equacdo de Pell é dada por:

Ps 1 55
L _y - 2
+ I 12

b 1+

1
1

2+ —

1 —

1

1+

E 55 — 21 - 122 = 3025 — 3024 = 1 isso implica que x; = 55 e y; = 12, portanto as demais
solugdes sdo dadas por 2 + yv/A = (z, + yvV/A)" = (55 + 12v/21)™.
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Exemplo 3.5. Sejam (F),) e (L,,) as sequéncias de Fibonacci e Lucas, respectivamente, defini-

das por:

F1:1,F2:1 e Fn+1:Fn+Fn_1,nZ2
lel,LQZB e Ln+1:Ln+Ln,1,nZ2

Mostre que a equagdo 5x* — y* = 4 admite uma solucdo (1) nos inteiros positivos se, e

somente se, (x,y) = (Fop_1, Lop_1).

Solucio:
Podemos perceber que (z,y) = (1,1) é a tnica solugdo com y < 2. Podemos supor, por-
tanto, que y > 3. Sendo « e /3 as duas raizes da equacdo 22 — z — 1 = 0, é conhecido que:

o — Bn
Fo=——+ ¢ \=a"+p5"
a—f
Com isso temos que os pares (Fb,,_1, La,_1) satisfazem nossa equag@o, o que nos vai dar um

pouco de trabalho € mostrar que elas sao as tnicas solucdes. Seja:
S ={(Fon—1,Lan-1)},mn >1
Por absurdo, suponhamos que exista uma solug@o (z,y) ¢ S e tome aquela que minimiza

3x—y63y—5x
2 2

o valor de . Como z e y t€ém a mesma paridade, as fragdes sdo inteiros

positivos, pois:
22> -1=92>522-4=922>1y =3z >y

ii) y2 > 5= 9y? > 5y? + 20 = 9y > 252% = 3y > bz

3xr —y 3y — dx
)

. 3r —y 2_ 3y — bx 2_20x2—4y2_4
2 2 B 4 B

3z —y 3y — dx
e, se ,
2 2

Afirmamos que ( ) ¢ uma solucdo da equacdo que ndo estd em S. De fato,

> € S, existiria n para o qual:

0 que contraria o fato de que (x,y) ndo estd em S. Por fim, temos que < z, ou seja,
obtemos uma solucdo cuja primeira coordenada € maior que x. Com isso, podemos concluir

que todas as solugdes estdo em .S.
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Consideracoes Finais

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho, apresentamos intimeras proposi¢des,
lemas, teoremas, coroldrios e suas respectivas demonstracdes e aplicagdes das mesmas na reso-
lucdo de exemplos que reforcem o entendimento dos topicos abordados da teoria dos nimeros.
Esperamos, ter alcangado nossos objetivos que era transcrever tal tema de uma maneira clara
e acessivel a todo o publico que necessite de tal conhecimento (Docentes e Discentes da Edu-
cacdo Basica, Estudante de Graduagdo, e at€é mesmo colegas integrantes do PROFMAT), pois

ainda possuimos pouca bibliografia existente na drea no nosso pais em Lingua portuguesa.
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