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Resumo

Neste trabalho estudamos propriedades geométricas de superficies com projecao vertical
regular e curvatura média constante em H? x R C L* Para o caso especial em que a
curvatura média constante é igual 1/2, é construida uma certa aplicagdo sobre o plano
hiperbdlico H?, chamada Aplicacao de Gauss Hiperbdlica e posteriormente ¢ obtida a
harmonicidade da mesma. Outro ponto chave abordado é que sob certas condi¢oes im-
postas a superficie X, sempre é possivel a partir de uma aplicacao harmoénica G : ¥ — H?>
dada, recuperar uma superficie de curvatura média H = 1/2, tal que G é a sua Aplicacao
de Gauss Hiperbdlica e cuja parametrizacao é dada em termos de . Tais resultados
foram obtidos por Isabel Fernandez e Pablo Mira em “Harmonic Maps and Constant
Mean Curvature Surfaces in H? x R”. As demonstracoes destes resultados fazem uso de
parametros conformes e da utilizagao de técnicas conhecidas na teoria de superficies de
curvatura média constante. Isso permite encontrarmos condicoes iniciais para recuperar

uma superficie a partir de um sistema de equacoes diferenciais parciais.

Palavras Chaves: Imersao, Espaco de Lorentz, curvatura média, aplicacao de Gauss

hiperbdlica.



Abstract

In this work we studied geometric properties of surfaces with regular vertical projection
and constant mean curvature in H? x R C L*. For the special case in which the constant
mean curvature is 1/2, a certain map is constructed on the hyperbolic plane H?, called
Hyperbolic Gauss Map and the harmonicity of it is subsequently obtained. Another key
point is that under certain conditions imposed on the ¥ surface, it is always possible from
a given harmonic map G : ¥ — H?, to recover a mean curvature surface H = 1/2, such
that G is its Hyperbolic Gauss Map and whose parameterization is given in terms of G.
These results were obtained by Isabel Fernandez and Pablo Mira in “Harmonic Maps and
Constant Mean Curvature Surfaces in H? x R”. The demonstrations of these results make
use of conformal parameters and the use of techniques known in the theory of constant
mean curvature surfaces. This allows you to find initial conditions for recovering a surface

from a system of partial differential equations.

Key words: Imersion, Lorentz space, mean curvature, hiperbolic Gauss map.
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Introducao

Em 1951, Heinz Hopf [6] mostrou que toda superficie imersa em R3 homeomorfa a esfera
com curvatura média constante é isométrica a esfera S?. Na demonstracao deste resultado,
Hopf introduziu andlise complexa como ferramenta basica, além de definir a partir da
segunda forma fundamental da superficie uma diferencial quadratica complexa. Um ponto
importante a ser observado é que esta diferencial esta definida globalmente na superficie e
quando a curvatura média é constante, a diferencial de Hopf é holomorfa. Essas técnicas
sao bem conhecidas no estudo de superficies de curvatura média constante (CMC) néo

nula, e representam o marco inicial na pesquisa de tais superficies.

Esse resultado de Hopf foi generalizado para outros espagos ambientes, como por exem-
plo os espagos homogéneos (Veja [2, B]). Em [I], Abresch e Rosenberg observaram que a
diferencial de Hopf para superficies CMC em H? x R e S? x R nao é holomorfa. Além
disso, tais pesquisadores definem uma certa perturbacao da diferencial de Hopf, e mos-
tram a holomorfia da mesma para quaisquer superficies nesses espacos produto. Este
trabalho propiciou pesquisas importantes em Geometria, dentre as quais destacamos
[2, 111, [15] 221, 23], 27, 26].

Para superficies CMC em R?, sabemos que a aplicacdo de Gauss é harmonica sobre
S?. Além disso, se h : S — (M?, <,>) é uma aplicacao harmonica de uma superficie de
Riemann S sobre uma superficie Riemanniana M?, entao vale que < h,, h, > dz? é uma
diferencial quadrética holomorfa em S (Veja [6]). Assim, qualquer aplicacao harménica
sobre S? est4 relacionada a uma diferencial holomorfa. Uma questao natural a ser anali-
sada é se a diferencial quadratica holomorfa encontrada por Abresch e Rosenberg provém
de alguma aplicacao harmonica definida geometricamente sobre qualquer superficie CMC
em H? xR e S? x R.

Neste trabalho, temos como objetivo estudar as propriedades geométricas de superficies
com projegao vertical regular e curvatura média constante H = 1/2 em H? x R C L*. Os
resultados que serao aqui apresentados foram obtidos em 2007, por Isabel Fernandez e
Pablo Mira no artigo “Harmonic Maps and Constant mean curvature surfaces in H? x R”,
[18].

Em trabalhos anteriores sobre superficies CMC em H? x R, tornou-se claro que a classe

H = 1/2 é um caso limite. Por exemplo, superficies CMC mergulhadas em H? x R sdo



compactas apenas se H > 1/2; veja [21] e [27]. Nesse sentido, as superficies de curvatura
média um meio em H? x R correspondem as superficies com H = 1 em H3, conhecidas
como superficies de Bryant. Tais superficies possuem uma forma bem explicita em termos
de dados holomorfos que nao sao compartilhados em geral para superficies CMC em H?.
Outra similaridade entre superficies de curvatura média um meio e superficies de Bryant
é descrita em [15] em termos de uma correspondéncia tipo Lawson para superficies CMC

em espacos homogéneos.

Como iremos trabalhar com superficies imersas no espaco produto H? x R C L*, ini-
ciamos a dissertacao apresentando no capitulo 1 defini¢coes e resultados importantes de
formas bilineares simétricas, que estao diretamente relacionados ao estudo de Variedades
semi-Riemannianas. Neste capitulo também abordamos o estudo do espago de Lorentz e
posteriormente veremos que analogo ao caso Riemanniano é possivel definir uma tnica co-
nexao de Levi-Civita associada a uma métrica semi-Riemanniana. Terminamos o capitulo

com algumas notas sobre variedades produtos.

No capitulo 2 falaremos sobre imersoes isométricas entre variedades semi-Riemannianas,
apresentando a definicao da segunda forma fundamental. Introduzimos algumas termi-
nologias, a definicao de carater causal de uma superficie e apresentamos alguns exemplos
relevantes. Finalizamos obtendo expressoes em coordenadas para as curvaturas média e

de Gauss, além de adotar o uso das variaveis complexas.

O capitulo 3 é dedicado a obtencao das equacoes de compatibilidade para uma superficie
imersa em H? x R. Nele, enunciamos o teorema fundamental que garante a existéncia
de uma superficie imersa neste espaco produto mediante condi¢oes impostas a mesma.
Em seguida, relacionamos superficies de curvatura média constante em L3 com aplicacoes
harmonicas. Definimos ainda dados de Weierstrass e terminamos com alguns resultados
que garantem a harmonicidade e unicidade da aplicacao de Gauss de uma superficie tipo-
espaco em L3.

No capitulo 4 serao mostrados os resultados principais deste trabalho. No caso em
que a superficie tem projecao vertical regular e curvatura média H = 1/2 serd construida
geometricamente uma aplicacao sobre o plano hiperbdlico, chamada Aplicacao de Gauss
hiperbdlica G e mostrada a harmonicidade da mesma. Também é provado que neste
contexto, < G, G, > dz? coincide, a menos de um sinal, com a diferencial holomorfa de
Abresch-Rosenberg. O problema inverso também é analisado, ou seja, verificamos que sob
certas condigoes impostas a superficie X, podemos a partir de uma aplicacao harmonica
G : ¥ — H? dada, recuperar uma superficie de curvatura média H = 1/2 em H? x R, tal

que G ¢ a sua aplicagao de Gauss hiperbdlica e cuja parametrizacao é dada em termos de

G.

Por fim, o capitulo 5 tem como finalidade tratar dois casos especiais: O primeiro esta

relacionado a nao regularidade da aplicagao de Gauss hiperbdlica G, onde investigamos o



que acontece quando G ¢ singular em um conjunto aberto na superficie. O segundo caso

trata de relacoes geométricas envolvendo superficies paralelas em H? x R.



Capitulo 1
Preliminares

A teoria de superficies em R? alcancou sua forma cldssica no trabalho de Gauss, que
mostrou em 1827 que a geometria intrinseca de uma superficie ¥ C R? depende apenas
do produto interno de R? aplicado a vetores tangentes & Y. Logo depois, em 1854,
Riemann viu que era preciso generalizar esse caso especial e introduziu uma geometria em
variedades suaves de dimensao arbitraria. Para esses casos, a métrica definida em cada
espaco tangente é positiva definida, a qual é chamada métrica Riemanniana. Quando
enfraquecida essa condigao, exigindo apenas que seja nao-degenerada, lidamos com o caso
das variedades pseudo-Riemannianas, ou semi-Riemannianas. Dessa forma, comegamos
definindo forma bilinear simétrica, em seguida lidamos com os espagos de Lorentz para
em seguida introduzirmos os analogos a teoria de variedades Riemannianas. Para mais

detalhes recomendamos as referéncias [28] e [29].

1.1 Forma bilinear simétrica

Uma métrica numa variedade diferencidavel é uma forma quadratica definida em cada
espaco tangente a variedade. Por esse motivo, iniciamos a se¢ao definindo forma bili-
near. Em seguida apresentamos alguns resultados relevantes para finalmente chegarmos
a definicao do indice de uma forma bilinear e finalizamos a se¢ao com um teorema que

relaciona o indice com sua assinatura.

Definicao 1.1.1. Sejam E, F espacos vetoriais sobre o corpo R. Uma forma bilinear
b: Ex F — R € uma fun¢io b(u,v), linear em cada entrada. Mais precisamente, para

quaisquer u,u' € E, v,v" € F ea € R devem valer:
e b(u+ u’, v) =b(uv)+ b(u,v)
e b(u, v+ v’) =b(u,v) + b(u,v’)

e b(au,v) = b(u, av) = ab(u,v)



Considere as bases B = {uy, -~ ,up} C EeB={v,---,0,} CF. Para0<i<mne
0 < j < m, os nimeros b;; = b(u;, v;) definem uma matriz A = [b;;] € M(nxm). Assim,
conhecidos os valores b;;, a forma bilinear b : £ x I’ — R fica inteiramente determinada.

Com efeito, basta observar que

n m

b('LL,U) = ii&d)jb(lbi,vj) == Zzbijaibj’ Yuée E, v € F. (11)

i=1 j=1 i=1 j=1

Quando F = F, dizemos que a forma bilinear b : £ x E' — R é simétrica se b(u,v) =
b(v,u), para quaisquer u,v € E. Uma condigao suficiente para que b seja simétrica é que

sua matriz em relagao a uma base B C E seja simétrica. De fato, sejam u,v € F e uma

base B = {uy, - ,u,}. Se b;; = b;; denotam as entradas da matriz simétrica associada
a b, entao
n n n n n n
b(u, U) = Z Z b,-jaibj = Z Z bjia]‘bi = Z Z bﬁabﬁaa = b(U, U)
i=1 j=1 i=1 j=1 a=1 =1

O teorema a seguir relaciona as formas bilineares simétricas com os operadores auto-
adjuntos. Este resultado sera de grande utilidade no estudo de superficies que sera feito

mais adiante.

Teorema 1.1.1. Seja E um espaco vetorial de dimensao finita provido de produto interno.
Para cada forma bilinear b : E X E— R existe um unico operador linear B : E — E tal
que

(u, Bv) = b(u,v) Yu,ve L.

A forma bilinear b € simélrica se, e somente se, o operador B € auto-adjunto.
Demonstragao. Veja em [28]. O

O estudo das formas quadraticas estd intimamente relacionado ao estudo de formas

bilineares, mais adiante veremos que uma determina a outra.

Definicao 1.1.2. Uma funcao ¢ : E — R chama-se uma forma quadrdtica quando existe
uma forma bilinear b : E x E — R tal que ¢(v) = b(v,v), Vv € E.

Se b é simétrica, entdo todos os valores b(u,v) podem ser determinados a partir da

forma quadratica ¢ através da formula de polarizagao:

b(u,v) = = [p(u+v,u+v) — p(u,u) — p(v,v)].

DN | —

Definicao 1.1.3. A forma quadrdtica ¢ : E — R ¢é

e positiva [negativa/ definida se, e somente se, p(v) >0 [< 0], Vv # 0,
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e positiva [negativa] semi-definida se, e somente se, p(v) >0 [< 0], Vv # 0,
o indefinida se existem u,v € E tais que p(u) < 0 e p(v) > 0.

Teorema 1.1.2. Seja E um espaco vetorial de dimensdo finita, munido de um produto
interno. Dada uma forma bilinear simétrica b : E X E — R, existe uma base ortonormal
B ={é, - ,e,} C E tal que b(e;,€;) =0 se i # j.

Demonstragao. Veja em [28]. O

_ n = _ n _ ~ .
Observamos que se u = > . a;¢; e v = ., b;é;, entdo esse teorema nos diz que a
expressao (L.1)) na base ortonormal B’ ¢ da forma

b(u, ?)) = Z aibjb(éi, éj) = Z Azazbz
1,j i

Em particular, a forma quadratica ¢ : E — R é dada por
p(v) =D Nb} = Mb} + -+ Ab2
i=1

Além disso, dada uma forma quadratica ¢ definida no espaco vetorial F, com produto
interno, seja B : E — FE o operador auto-adjunto dado por ¢(v) = (v, B(v)). Entao existe
uma base ortonormal B’ de E, tal que B(e;) = \;é;, parai = 1,...,n. Portanto, a forma
quadrética ¢ é nao-negativa, positiva, nao-positiva, negativa ou indefinida, conforme os
autovalores Aq,..., A\, sejam todos > 0, todos > 0, todos < 0, todos < 0, ou \; <0 < A,

respectivamente.

Vimos acima que num espago vetorial de dimensao finita E, a forma quadratica inde-
finida ¢ tem um sinal, ou seja, existem vetores u,v € E tais que ¢(u) < 0 e p(v) > 0. No
decorrer do texto, veremos que dada qualquer base ortonormal de £ o niimero de sinais
negativos em sua assinatura é o mesmo. Ao final desta se¢ao, relacionaremos esse fato

com o indice da forma quadrética.

Definicao 1.1.4. O indice v de uma forma quadrdtica o em E é o maior inteiro que é
a dimensao de um subespaco W C E sobre o qual ¢|lw : W — R € negativa definida.

Assim 0 < v < dim E, e v = 0 se, e somente se, ¢ é semi-definida positiva.

Teorema 1.1.3. Seja E um espaco vetorial. Uma forma bilinear simétricab : ExXE — R

¢ nao-degenerada se, e somente se, sua matriz relativa a qualquer base € invertivel.

Demonstracao. Veja em [29]. O

Definicao 1.1.5. Um produto escalar g definido no espago vetorial E € uma forma bilinear

simétrica nao-degenerada.

11



Definicao 1.1.6. Se W ¢é um subespaco de E, o conjunto
WH={vekE;vlW}
¢ um subespaco de E chamado W perp.

Observacao 1.1.1. Considere o espaco vetorial E munido com um produto escalar g.
Dado um subespaco W C E, se g é indefinida nao podemos chamar o conjunto W+ de

complemento ortogonal de W, jd que, em geral, W + W+ ndo € igual a E.

Isso pode ser melhor entendido com o exemplo abaixo, para o qual nao é dificil verificar
que W =W+, logo W + W+ nao é igual a E.

Exemplo 1.1.1. Sejam E =R? ¢ g : R? x R? = R dada por
g(u,v) = uv; — ugvy,

em que u = (uy,uz) e v = (vy,ve). Tomando W = {(u,v) € R?|u = v}. Entao W+ ndo é

o complemento ortogonal de W.

Dado um subespaco de um espaco vetorial £ com produto escalar g, embora nem

sempre o conjunto W+ seja o complemento ortogonal, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.1.1. Se W é um subespago de um espago vetorial E2 com produto escalar,

entao
o dim W +dim Wt =dim E,
o (Wh)y==W,
o W € ndo-degenerado < W+ ¢ ndo-degenerado.
Demonstracao. Veja [29]. O

Um subespago W C E é nao-degenerado se g|y é nao-degenerado. Além disso, a

nao-degenerescéncia de g no espago vetorial E é equivalente 3 E+ = {0}.

Vimos na Observacao que nem sempre £ = W + W+, para algum subespaco W
de F. Uma condi¢ao necessaria e suficiente para que isso seja verdade é dada pelo lema

seguinte:
Lema 1.1.1. Um subespaco W C E ¢é nao-degenerado se, e somente se, E =W @& W+,
Demonstragao. Veja [29]. O

Nem sempre é facil determinar o indice de uma forma bilinear a partir da definicao
dada acima. Dessa maneira, definimos abaixo o sinal associado a um vetor, para em

seguida definir a assinatura.

12



Definicao 1.1.7. Seja g um produto escalar em E. Para todo vetor v € E tal que
g(v,v) # 0, temos

e O sinal e, € {—1,+1} € dado por e, = M,
lg(v, )]
o A norma ||v]| = \/eug(v,v),
e v € E ¢ unitdrio se ||v]| = 1.
A matriz de um produto escalar g numa base ortonormal {éy, - - - , €, } do espaco vetorial

E é uma matriz diagonal. De fato, basta observar que
9(6_1'7 éj) = 81'5@-, tal que ¢; = +1.

A assinatura de uma base ortonormal é o nimero de sinais negativos dos vetores da
base, ordenados pondo (g1, - ,&,), em que os primeiros €; sdo os sinais negativos seguido

dos positivos.

Proposicao 1.1.2. Seja {é1,...,é,} C E uma base ortonormal, com ; = g(&;,€;) para

1=1,...,n. Entao todo v € E ¢ unicamente escrito como

n
v = Z eig(v, éi)éz‘.
i=1

~ n —\ — , —
Demonstragdo. Mostraremos que w = v — > " €;9(v, €)€; é ortogonal a cada €;. Com

efeito, para j = 1,...,n tem-se
g(w, &) = g(v,¢)— Zgig(v7éi)g(éiaéj>
i=1

= g(v,&) =Y e’g(v, )
=1

= g(v,&) —g(v,e) =0.

Como €; # 0 para todo j = 1,...,n, a nao-degenerescéncia do produto escalar termina a
prova.

m
Teorema 1.1.4. Qualquer que seja a base ortonormal {é1,--- ,é,} C E, o numero de
sinais negativos na assinatura (g1, ...,&,) € 0 indice v de E.
Demonstragao. Veja [29]. O

Com isso, finalizamos a secao observando que para todo subespaco W C FE nao-

degenerado tem-se
ind E =ind W + ind W+. (1.2)

13



1.2 Espacos de Lorentz L""!

Os resultados que serao apresentados neste trabalho usam algumas propriedades do espaco
de Lorentz de dimensao 4. Nesta secao apresentamos propriedades e terminologias para o
espaco de Lorentz de dimensao qualquer. Para isso, comecamos com a definicao de espaco
de Lorentz, seguido do cardter causal de um vetor nesse espaco. Por fim, destacamos trés
importantes subconjuntos disjuntos de L"*! e finalizamos a secao definindo o carater

causal de um subespaco do espago de Lorentz.

Definicao 1.2.1. O espaco de Lorentz, denotado por L™, € o espaco Fuclidiano R™!

munido com a forma bilinear g : L™ x L™ — R dada por
g(u,v) = —ugvy + ugvg + -+ + Uy 1Vn11, (1.3)
em que U = (Uy, U,y .oy Upt1) € V= (V1, Vo, .o, Upyy) € L.

O sinal negativo que aparece na definicao da forma bilinear g, o qual diferencia g do
produto interno usual de R™"! poderia ter sido colocado em qualquer posicao na soma
em (1.3). Adotamos ele na primeira parcela apenas para que esteja de acordo com as

referéncias adotadas.

Como a forma bilinear definida em ((1.3) tem indice 1, o espago L"*! pode ser visto
como a uniao de trés regioes, onde para cada regiao os vetores tem a classificacao dada

pela definicao a seguir, chamada o cardter causal do vetor.
Definicao 1.2.2. Um vetor v € L™ € dito

e tipo espago, se g(v,v) >0 ouv =0,

e tipo tempo, se g(v,v) <0,

e tipo luz, se g(v,v) =0 ev #0.

Assim, qualquer que seja v € L™, seu cardter causal é ser tipo espaco, tipo tempo ou
tipo luz. A partir disso, observamos que o espaco de Lorentz L"™! é a uniao de trés regioes

disjuntas, as quais destacamos abaixo.
a. O cone temporal é o conjunto de todos os vetores tipo tempo, i.e.

T:{vEL”“;—vf—Fv;—l—---—l—vZH<0}.

b. O cone de luz é o conjunto de todos os vetores tipo luz,

N"={ve L' —vf+vi+ - +u,, =0} \{0}.

14



c. O conjunto dos vetores tipo espago é dado por

S =L\ (TUNY).

As figuras abaixo indicam as regioes citadas acima, para o caso L?. Para o qual o eixo

vertical (o eixo do cone) é a primeira coordenada do sistema e a diregao temporal.

Figura 1.1: Tipo tempo Figura 1.2: Tipo luz Figura 1.3: Tipo espago

Definigao 1.2.3. O comprimento de v € L™ € dado por ||v||. = /|g(v,v)|. Além disso,
a) Um vetor v de L™ € dito unitdrio se ||v]|; =1,
b) Os vetores u,v € L™ sdo ortogonais se g(u,v) = 0.

Como ¢ tem indice 1, essa definicdo nao ¢ uma norma em L"!, pois existem vetores
diferentes do vetor nulo cujo comprimento é zero, os vetores tipo luz. Porém, vale a

seguinte proposicao.
Proposigao 1.2.1. Dados v € L™ e X\ € R, temos que | M|z = [M||v||L

Demonstracao. Segue direto da Definicao [1.2.3], ou seja,

Molle = VigOw, M)l = v/ A%g(v,0)]

= Va2V/Jg(v,0)] = Aol
O

De modo andlogo a definicao de cardter causal de um vetor, podemos definir o carater

causal de um subespaco vetorial.

s

Definicao 1.2.4. Dizemos que um subespaco W C L't é:

i) tipo espago, se glw € positiva definida,
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ii) tipo tempo, se glw € indefinida, nao-degenerada e indice 1,
iii) tipo luz, se glw € semi-positiva.

Essa definicao ird nos auxiliar na classificagao do carater causal de uma superficie, o
qual esta relacionada ao plano tangente em cada ponto. Para um estudo mais completo

da geometria do espago de Lorentz indicamos [24] e [29].

1.3 Variedades Semi-Riemannianas

As variedades semi- Riemannianas generalizam o conceito de variedade Riemanniana. Um
tipo especial de variedades semi- Riemannianas sao as variedades de Lorentz, cujo interesse
esta relacionado a teoria da relatividade geral. No estudo de variedades diferenciaveis,
uma variedade semi-Riemanniana é uma variedade diferencidvel dotada com um tensor
métrico diferencidvel simétrico, o qual é nao-degenerado em cada ponto da variedade.
O tensor métrico semi-Riemanniano generaliza o tensor métrico Riemanniano, ja que

exigimos apenas que o tensor métrico seja nao-degenerado.

Definicao 1.3.1. Um tensor métrico g em uma variedade diferencidvel M € um 2-tensor
covariante e simétrico, tal que para cada p € M a forma bilinear simétrica g, em cada
espaco tangente T,M € nao-degenerada e tem indice constante em M, isto €, o indice de
gp ndo depende de p. Uma variedade semi-Riemanniana M é um par (M, g), onde M €

uma variedade diferencidvel e g um tensor métrico de indice constante em M.

Para cada p € M, o valor comum v do indice de g, em uma variedade semi-Riemanniana
é chamado o indice de M, logo 0 < v < dim M. Se v = 0, entao M é uma variedade
Riemanniana e cada g, ¢ um produto interno em 7,M. No caso em que v = 1 e n > 2,

dizemos que M é uma variedade de Lorentz.

Usaremos (-, -) como notacao alternativa para g, escrevendo g(u,v) = (u,v) € R para
vetores u,v € T,M, e g(X,Y) = (X,Y) para campos de vetores diferencidveis X,Y €

1.3.1 A conexao de Levi-Civita

Analogamente ao estudo de variedades Riemannianas, o teorema de Levi-Civita é valido
para variedades semi-Riemanniana, garantido assim a existéncia de uma tinica conexao
simétrica e compativel com a métrica da variedade semi-Riemanniana. Sejam X, Y cam-
pos em uma variedade semi-Riemanniana M. O objetivo desta secao é mostrar como
definir um campo de vetores VxY em M cujo valor em cada ponto p é a taxa de variacao

do campo Y na direcao X,.
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Definigao 1.3.2. Seja (x,U) um sistema de coordenadas em L™*'. Dados X e Y =
Z?jll 1;0; campos de vetores diferencidveis em L™, em que 0y, -+ , 0y, Ops1 sG0 08 cam-

pos coordenados associados a (x,U), definimos o campo DxY por

n+1

DxY = Z X(yi>aia

i=1

0 qual é chamado a derivada covariante natural de Y com respeito a X.

Para uma variedade semi-Riemanniana, podemos definir um operador que atua de
maneira semelhante a derivada definida acima. Este serda a chamada conexao da variedade
semi-Riemanniana. Seguindo com a notagao, o conjunto X(M) é o espaco dos campos
de vetores diferencidveis da variedade semi-Riemanniana M e C*(M) o anel das fungoes

diferencidveis definidas na variedade.

Definicao 1.3.3. Uma conexao V em uma variedade diferenciavel M € a aplicagao V :

(M) x X(M) — x(M) tal que
1) VxY é C®(M) linear em X
2) VxY éR linear em Y
3) Vx(fY)=X()Y + fVxY, V[feC®(M)

Para que V seja uma derivada ideal para se trabalhar em variedades semi-Riemannianas,
precisamos que ela esteja de alguma forma relacionada com o tensor métrico definido na
variedade. O teorema abaixo diz quais propriedades auxiliares devemos ter para que V,

como definida acima seja Unica.

Teorema 1.3.1. Em uma variedade semi-Riemanniana M, existe uma unica conexao V

tal que para quaisquer X,Y, 7 € X(M) vale:
i) [X,Y] = VxY — Vy X,
i) X(Y,Z) = (VxY, Z) + (Y, Vx2).
Demonstragao. Veja em [29]. O

A conexao V é chamada conexao de Levi-Civita de M e é caracterizada pela féormula
de Koszul,

UAVXY, Z) = Y(Z,X)+ Z(X,Y) = XY, Z) — (V,[Z, X]) + (Z,[X,Y]) + (X, ]V, Z)).
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Definigao 1.3.4. Considere um sistema de coordenadas locais (x,U) em torno do ponto p
da variedade semi-Riemanniana M"™ e sejam O, - -+ , 0, 0s campos coordenados associados
ao sistema de coordenadas. Os simbolos de Christoffel Ffj sao funcgoes definidas em U

tais que

Vaa—ZF O, 0<ijk<n (1.4)

Proposicao 1.3.1. Seja M uma variedade semi-Riemanniana com sistema de coordena-

das (x,U). Se 01, ,0, sdo os campos coordenados associados, entao

n

‘ 1

=1

ii) VXY = Z ( yk +szyz >

k=1

Demonstragio. Vejamos como determinar os simbolos I'};. Tomando em (1.4) o produto

escalar com 0, obtemos

V@ 837 al Z Fz]g aka al) - Z Ffjgkl (15)
k=1

Agora denotando ¢'” como o Ip-elemento da matriz inversa de g, tomamos o produto da

expressao acima com ¢'P e fagamos a soma em [ em ambos os lados de ((1.5). Assim

Zngug = > 9(V9,0;,0)9"

k=1 =1
Z U0k = Z 9(V5,0;,0)g"
k=1 =1
I = ) 9(V,0;,0)g". (1.6)
=1

Usando a compatibilidade da conexao simétrica V com a métrica g obtemos

g(v&iaj?al) = 0]'9(01'781) _g(ai’valaj)
= 0;9(0;,01) — 019(0;, 0;) + 0i9(0;, 1) — g(V 5,05, ).

Portanto,

(Va 3]; 3l {@gg 8@7 az) 319(@, aj) + @9(@‘7 65)}- (1-7)
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Substituindo a equagao (1.7) em (1.6)) resulta
12
T = 2 Z{aigjl + 891 — 019i; 19"
=1

Para mostrar ii), basta tomar campos X,Y € X(M), escrevé-los como combinacao dos

vetores coordenados e usar as propriedades da conexao.
m

A partir disso obtemos que a conexao na Defini¢ao [1.3.2] é a conexao de Levi-Civita de

L™ ¢ em relacdo ao sistema de coordenadas usuais, vale
1) g =¢€i0;j ondee; = —1, ¢ =1, parai=2,3,...,n,n+1
ko
para todo 0 < i4,j5,k <n+ 1.

Definigcao 1.3.5. Sejay : I C R — M uma curva reqular na variedade semi- Riemanniana
/

M. Dizemos que v € uma geodésica se = 0 para todo t € I, em que 7 € a conexao

de M ao longo da curva 7.

1.3.2 Variedades produto

Seguindo de modo anélogo ao caso de variedades Riemannianas, definimos a variedade
produto a partir de duas variedades semi-Rimannianas. Os resultados para variedades

produto semi-Riemannianas sao andlogos. Aqui destacamos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.3.2. A variedade produto M x N, em que M e N sao variedades semi-

Riemannianas, é uma variedade semi-Riemanniana de dimensao dim M + dim N.
Demonstragao. Veja em [29]. O

Sejam (X4,U,) e (ys,Vs) um sistema de coordenadas em M e N, respectivamente.
Considere (zq, Uy X V3) um sistema de coordenadas em M x N. A partir disso é possivel

verificar os seguintes fatos:
a) As seguintes projecoes
m: M XN — M, oc:MxN— N
(P, q) = p, (p.q) = q

sao aplicagoes suaves, mais precisamente submersoes.

b) A aplicagao ¢ : P — M x N é diferencidvel se, e somente se, ambas as aplicagoes

mo ¢ e oo ¢ sao diferenciaveis.
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¢) Para cada (p,q) € M x N os conjuntos
qu:{(r,q)eMxN;reM}, pr:{(p,r)eMxN;reN}

sao subvariedades de M x N.

d) Para cada (p,q) € M x N as aplicagoes
Tasqg s M X q— M, Olpxy :p X N = N

sao difeomorfismos.

Observe que por b) 0s espagos tangentes
T(WI)M = T(pvq)(M X q), T(pvq)N = T(I’»Q) (p X N)

sao subespagos vetoriais de T{, o) (M x N) =T,M x T,N.

Lema 1.3.1. Seja M x N o espaco produto das variedades semi-Riemannianas M e N.
Entao o espaco tangente Ti, (M x N) € a soma direta dos subespacos T,M e T,N, isto

¢, cada elemento de T(, o (M x N) € unicamente escrito como
x+y, onde ve€T,MeyecTN.

Demonstragao. Veja em [29]. O

Proposigao 1.3.3. Sejam M e N wvariedades semi-Riemaniannas com tensores métricos

gum e gn, respectivamente. Se m e o sao as projecoes, entao o tensor métrico dado por
9 ="m"(gm) + 0" (gn), (1.8)
é uma métrica em M X N.

Sejam M e N variedades semi-Riemannianas. Considere o produto M x N com a
métrica dada pela proposicao anterior e seja VM a conexao de M e V¥ a conexdo de N.

Entao a conexao V de M x N é dada por
Vixiex) (Y1 +Y2) = VY] + VR, Yo,

em que X1,Y; € X(M) e Xy, Y2 € X(N).

1.3.3 O espaco produto H? x R.

A partir do que vimos na secao anterior, destacaremos alguns resultados importantes do

espaco produto H? x R. Comecamos com a definicao abaixo.
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Definigao 1.3.6 (Plano Hiperbdlico). Definimos H? como o conjunto de L* dado por
H? = { (20, 21,22) € L% —af + a7 + 1235 =—1, 39 >0}

Mais detalhes sobre esse conjunto veremos no proximo capitulo. Prosseguimos defi-

nindo o espaco que é objeto deste estudo, o espaco produto de L* como segue.

Definicao 1.3.7. O subconjunto H? x R do espago de Lorentz-MinKowski L* é definido
como
H?> xR = {(mo,xl,xg,xg) e LY —a2+ a3+ ai=—1, 20 > O},

em que L* € o espago Euclidiano R* dotado com a métrica de Lorentz (,) = —dx? + dz? +

dz2 + dz3, em coordenadas candnicas.

Se considerarmos na variedade produto H? x R suas projecoes naturais 7 e o, entao de
acordo com a expressao (1.8) temos (,) = 7*(gg2) + o*(dt?), em que dt? é a métrica usual
de R.

Para cada (p,q) € H? x R, a segao horizontal H? x {¢q} e a segao vertical {p} x R sao

ortogonais em (p, q).

Dado um campo de vetores X € X(H? x R), temos que
X(p,q) = (X"(p), X"(q)) € Tip(H* x R) = T,H? x TR,

em que X" = dr(X) € X(H?) e X = do(X) € X(R). Dizemos que X € X(H? x R) é um
campo horizontal se X¥ = 0 e vertical se X" = 0.

Se X é um campo horizontal, entdao X € X(H?) C X(H? x R), o qual continuamos
denotando por X visto como um campo em H?. Analogamente, se Y € X(R) C X(H?*xR)

é um campo vertical, seguiremos denotando por Y como um campo de R.

k— 2 ~ . , .
Denotamos por V, V" e V¥ as conexoes associadas as métricas (, ), gy e dt?, respec-
tivamente. Para saber como atua a conexao do espaco produto, basta saber como atua

em campos verticais e horizontais.
Proposicao 1.3.4. Sejam X,Y € X(H?) e V,W € X(R). Entao

1) VxYéum campo horizontal e (VxY)" = VY € x(H?),
2)  VyWé um campo vertical e (VyW)" = VEW € X(R),
3)  VyX=0=VxV.

Demonstragao. Veja em [17]. O
Dado um campo horizontal X € X(H?), temos

(grad(o), X) = do(X) =0,
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logo, o gradiente grad(c) € X(R), o qual denotaremos por 0t, é uma base de X(R). Além
disso, (0t,0t) = 1. Entao, dado um campo X € X(H? x R), temos

X=X —(X,0t)0t, X" =(X,0t)ot.
Resulta da Proposicao e da igualdade abaixo que grad(c) é um campo paralelo.
(Vo:i0t,0t) = %615(875, ot).
Com efeito, se X € X(H? x R), temos
VxO0t = V0t + (X, 0t)V 5,0t.

Logo, 0t é um campo paralelo.
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Capitulo 2
Imersoes Isométricas

Dada uma imersdo f : M — M de uma variedade diferencidvel M de dimensdo n, na
variedade diferencidvel semi-Riemanniana M de dimensdo m = n + k, é possivel obter
de maneira natural uma métrica em M. Nesse contexto, f passa a ser uma imersao
isométrica de M em M. Veremos a seguir como relacionar a geometria de M e de M.

Comecamos definindo imersao isométrica e em seguida a segunda forma fundamental.

2.1 Segunda forma fundamental

Veremos que as relagoes entre as métricas de M e M se exprimem por meio da segunda
forma fundamental. No que segue, admitiremos que as variedades diferenciaveis M e M

sao orientaveis. Como de costume, denotamos o espago tangente em p de M por T, M.

Definicao 2.1.1. Dada uma aplicagao diferencidavel f : M™ — M de uma variedade
diferencidvel M na variedade semi-Riemanniana M, dizemos que f € uma imersao
isométrica se para todo ponto p € M sua diferencial df, : T,M — T,M ¢ injetiva e a

métrica em M é a métrica dada pelo pullback, isto é, gy = [*g3;7-

Introduziremos a seguir a nogao de subvariedade tipo espaco, tipo tempo e tipo luz.
Uma subvariedade nao-degenerada ¢ tipo espago ou tipo tempo. Neste trabalho lidamos
apenas com as subvariedade tipo espaco, porém os trés tipos sao definidos abaixo.
Definicao 2.1.2. Sejam M" e M variedades semi-Riemannianas. Uma imersdo f:
M — M ¢ dita tipo espaco se para todo ponto p € M, o espago tangente T,M
com a métrica induzida € tipo espacgo, ou seja, a métrica induzida em M é Riemanniana.
Nesse caso, ¥ = f(M) ¢ dita uma subvariedade tipo espaco em M. De maneira andloga,

definimos subvariedade tipo tempo e tipo luz.

. k . I . — .
Considere f : M™ — M uma imersdo tipo tempo ou tipo espaco, em que M e M sao

variedades semi-Riemannianas. Para cada p € M, existe uma vizinhanca U de p em M tal
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que f(U) = U é uma subvariedade de M e a métrica induzida é ndo-degenerada. Dessa
forma, para cada p € M, podemos considerar o espago tangente 7, M como um subespago
vetorial de Tf(p)ﬁ. Portanto, pelo Lema , a métrica de M decompoe T f(p)ﬁ na soma
direta,

Tf(p)M =T,M® (Tp]w)L

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T, M. Observamos que (T,M)* ¢
um subespaco vetorial de dimensao k. O indice da métrica de T’ f(p)M restrita a (T, M)+
é chamado o coindice. Entao, pelo comentario feito apés o Teorema [1.1.4] e usando a
equacgao temos que ind M = ind M + coind M.

Dessa decomposicao obtemos o fibrado vetorial TM~+ = Up6 v TyM*, chamado o fi-

brado normal de M. Nesse sentido,
TM|rar) = {X € TM; n(X) € f(M), onde 7 : TM — M é a projecio sobre a base}

¢ a soma de Whitney do fibrado tangente TM com TM*, isto é,
TM|ary =TM ®w TM™.
Com respeito a essa decomposicao temos as projecoes
() s TMlson = TM ()" TM|pan — (TM)*

a qual sao chamadas tangente e normal, respectivamente.
Seja f : M — M uma imersdo isométrica e denote por X(M) o conjunto dos campos
tangentes & M em M. Considere X,Y € X(M) campos diferencidveis. Se V é a conexdio

de M, entao tomando extensoes X, Y temos a seguinte decomposicao,

ViY = (VY) " + (V)™ (2.1)

~

Dessa forma podemos definir uma conexao em M, como mostra a proposicao abaixo.

Proposicao 2.1.1. Dados X,Y € X(M) campos diferencidveis em M. Se X,Y sdo
extensoes de X e Y em M, entio VxY = (VxY)* ¢ a conexio de M induzida pela

imersao f.
Demonstracao. Veja [25] O

Assim, a conexao na variedade semi-Riemanniana M nada mais é do que a projegao
tangente ortogonal da conexao de M sobre M. A projecao normal da conexao de M dada

na equagao (2.1)) revela propriedades importantes e nao deve ser descartada.
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Definigao 2.1.3 (Férmula de Gauss). Sejam X,Y campos locais em M. A aplicagao
a: X(M) x X(M) — X(M)*, dada por

a(X,Y) =VgY - VxY
¢ chamada a sequnda forma fundamental.

Das propriedades da conexao de Levi-Civita concluimos que « ¢é bilinear e simétrica
sobre o anel C*°(M) das fungoes diferencidveis sobre M. Em particular, para cada ponto
p € M e campos de vetores X,Y € X(M), a aplicagdo ay, : T,M x T,M — (T,M)* dada
por a,(X,Y) = a(X,Y)(p), depende apenas de X e Y no ponto p de M.

Considere X € X(M) um campo diferencidvel e ¢ € X(M)+ um campo de vetores

normais. Denote por A;X a componente tangencial de —Vx¢&, isto é,
Ae = —(Vx&)".

Como Y € X(M), usando a compatibilidade da métrica com a conexao obtemos

0=X(&Y) = (Vx&,Y) + (£, VxY).
Portanto, a férmula de Gauss fica
(A XY) = (a(X,Y),§).

Em particular, a aplicagio A : X(M) x X(M)*+ — X(M) dada por A(X,¢) = A X
é bilinear sobre C*°(M). Logo, a aplicagao A : X(M) — X(M) é linear sobre C*°(M)
e também simétrica, isto é, (A:X,Y) = (X, AY) para quaisquer X, Y € X(M). A
aplicacao A¢ é chamado operador Weingarten, ou por abuso de linguagem, a segunda

forma fundamental na dire¢ao normal &.

A componente normal de V¢, o qual denotamos V&, define uma conexao compativel

sobre o fibrado normal TM~. Dizemos que V+ é a conexao normal de f. Dessa maneira
obtemos
Vxé = Vx€+ AX,
chamada formula de Weingarten.
Quando a codimensao é 1, isto é, f : M™ — MHH, a imagem f(M") C M6
denominada uma hipersuperficie. Destacamos abaixo duas importantes hipersuperficies

do espaco de Lorentz L™

Exemplo 2.1.1 (O espaco hiperbdlico). Definimos H™ como o conjunto de L™ dado
por
H" = {(ﬁo,fm,"' ; Tnt1) € Ln+1; —:E(Q) +$f +---+xi+1 =—-1, g > O}
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Figura 2.1: Plano Hiperbdlico H?

Veja que para cada ponto p € H", o vetor com inicio na origem de L"*! e fim no ponto
p, € normal a H" e do tipo tempo. Portanto, seu complemento ortogonal é tipo espaco
e tangente a esta hipersuperficie. Logo H" é uma hipersuperficie tipo espaco. Quando

n = 2 chamaremos H? de plano hiperbdlico.

Veremos agora que toda geodésica de H" é a intersecao de um plano de L™ que contém
a origem com H". Dado p € H" e v € T,H". Considere v : (—¢,¢) — H" uma curva tal
que v(0) = p e 7/(0) = v. Suponha que 7y esteja parametrizada pelo comprimento de arco,
isto é, |7/ (s)||r = 1, para todo s € (—¢,¢).

Como (y(s),7v(s)) = —1, temos que

(V(s),7(s)) =0, Vse (=) (2.2)

Ja que, 7/(s) é tangente a H". Vemos a partir de que y(s) é normal e y(0) =p e
7'(0) = v. Portanto, considerando o plano gerado pelos vetores {p, v}, obtemos uma base
ortonormal para este plano no ponto p € H". Entao, todo vetor unitario w nesse plano
pode ser escrito como w = pcosht+wvsinht, onde t é o angulo entre w e p. Em particular,
como ||v(s)||L = 1, temos

v(s) = pcosh s + vsinh s.

Se mostrarmos que 7y é uma geodésica de H" que parte de p com velocidade v, entao
segue da unicidade que toda geodésica é desse tipo para a condicao inicial dada. Assim,

considere V a conexao em L™ e V a conexao em H". Da relacao

— T
D~/ D~/ — T
Yy = ds < ds > = (V)

— — L
D’}// D,y/ D /
=t dzl A=+

/

temos que

donde obtemos D
y
dszv+hﬂﬂ7=7+@mh=v—7=0

Portanto, o campo de vetores +' é paralelo. Como a geodésica parte de p com velocidade

v, pela unicidade temos que todas as geodésicas de H" sao desse tipo.
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Exemplo 2.1.2 (O espaco de De Sitter). Definimos S} como o conjunto de L™ dado
por
St = {(zo, 21, s ng1) € LY —af 42+ 2l =1}

Analogamente, vemos que o espaco tangente em cada ponto p € S? é um subespaco
vetorial tipo tempo, logo o espaco de De Sitter é uma hipersuperficie de tipo tempo em
L™t Também usaremos a terminologia pseudoesfera para nos referir ao espaco de De
Sitter.

Figura 2.2: Espago de De Sitter S?

2.2 Aplicacao de Gauss de uma superficie

Os resultados e definigoes abaixo tem como objetivo relembrar algumas terminologias e
notagoes. Nao faremos uma exposicao detalhada sobre esse tépico. Caso o leitor tenha

interesse recomendamos as referéncias [24] e [29].

Definicao 2.2.1. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. Uma superficie parametri-

zada reqular é uma aplicacao x : U — M, em que U é um aberto de R? tal que

1. x ¢ diferencidvel.

2. Para todo q € U, a diferencial dx, : R* — TixqM € injetiva.

O subconjunto ¥ = x(U) de M obtido como imagem pela parametrizagdo x é chamado
o traco da aplicagao. O carater causal de x é por definicao o carater causal da superficie

regular X.

Definicao 2.2.2 (Carater causal). Seja ¥ C M wuma superficie parametrizada regular.

Dizemos que:
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e X ¢ tipo espago se para todo p € X, T,3 for um plano tipo espago,
e X € tipo tempo se para todo p € X, T,X for um plano tipo tempo,
e X € tipo luz se para todo p € X, T, for um plano tipo luz.

Definigao 2.2.3 (Primeira forma fundamental). Seja ¥ C M uma superficie parametri-
zada reqular, para a qual temos uma forma bilinear g definida em cada plano tangente

T,%. A primeira forma fundamental de ¥ no ponto p € ¥ € dada por

[:T,Y — R
v o= I(v) = g(v,v)

Os conceitos que dependem apenas da primeira forma fundamental sao intrinsecos a
superficie, isto é, nao dependem do espaco ambiente em que a superficie se encontra e
nem da parametrizacao que escolhemos.

Assim, dizemos que Y é de tipo espaco se I € positiva definida para todo p em X. Da
mesma forma, Y é de tipo tempo se I é nao-degenerada e de indice 1 para todo p em 3.
Por fim, ¥ é de tipo luz se I é positiva e degenerada para todo p em .

Seja 3 uma superficie tipo tempo ou tipo espaco. Denote por X(X) o espago dos campos
de vetores tangentes diferencidveis em ¥ e V a conexdao de M. Dados X,Y € X(%),
usaremos os resultados da Secao [2.1] para deduzirmos a segunda forma de uma superficie.

Tome £ = N nas férmulas obtidas na Secao [2.1l Denote por (N, N) = ¢ o sinal da

aplicacao de Gauss, ou seja,

~J —1, se X é tipo espago
+1, se X é tipo tempo.

Como (N, N) é constante, temos (VxN, N) = 0 e a férmula de Weingarten fica
An(X) = —(VxN)".

Escolhida uma diregdo normal N de ¥, temos por (2.1) que a é proporcional a N.

Portanto, dados campos X,Y € X(X), temos que
a(X,Y) = e(a(X,Y), N)N = e(Ay X, Y)N

Dada uma hipersuperficie nao-degenerada em L™ temos duas situacoes a considerar.
Se a imersao ¢ tipo espaco, entao a aplicacao de Gauss é definida como G : M™ — H". No
caso em que a imersao € tipo tempo, entao a aplicacao de Gauss é dada por G : M™ — ST.
Para cada p € M a aplicagao de Gauss translada a origem do campo N para a origem do

L™ Em particular temos a seguinte definicao.
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Definicao 2.2.4. Seja ¥ C L? uma superficie nao-degenerada. A aplicacio de Gauss de

Y. € o campo de vetores normais unitdrios que define a orientacdo de .

o N:X —H? seX C L3 € tipo espaco,

o N:X —S§% seX C L3 é tipo tempo.
Proposicao 2.2.1. Dada uma superficie reqular ¥ C L3, e firada wma orientacio N de
Y. Entao, a aplicagao —dN : T3> — 1,2 € auto-adjunta para todo p € X.
Demonstragao. Veja [24]. O

Definigao 2.2.5 (Segunda forma fundamental). Considere uma superficie reqular ¥ C L?
e N uma orientagao. A sequnda forma fundamental de ¥ em p € a aplicagao 11 : T, X
7,2 — R dada por

II(u,v) = —eg(dN(u),v), u,v € T3

onde € € o sinal associado a superficie que pode ser tipo tempo ou tipo espaco.

Considerando uma imersao tipo espaco x : ¥ — L? com coordenadas locais (s, 1),
temos que nestas coordenadas a primeira e segunda forma fundamental sao dadas, res-

pectivamente por

I = Eds® + 2Fdsdt + Gdt*, 11 = eds® + 2fdsdt + gdt*.

Recorde que para uma imersao tipo espaco, a aplicacao de Gauss é dada por N : ¥ —

H2. Nao é dificil ver que a operador de Weingarten para uma superficie desse tipo é
A, (v) = =(V,N)" = —(dN),(v), veET,X%

Proposicao 2.2.2. Seja ¢ : U — X uma parametrizagao local em torno do ponto p de ¥,
onde U € um subconjunto aberto de R?. Se E,F,G denotam os coeficientes da primeira

forma fundamental e e, f, g os coeficientes da sequnda forma fundamental, entdo

Eqg—2fF +eG K= eqg — f2

2 — _ . e9— 1
TTEG_F2 ‘G~ F?

sao respectivamente a curvatura média e a curvatura de Gauss de 3.

Demonstragao. Dado p € X, basta determinar —dN, na base {0;,0;}. Por simplicidade

usaremos a notacao 0y = 01,0; = 0 ¢ Ny = N1, N, = N,. Considere a combinacao
2
N; = Z aijaja (2-3>
j=1

onde os 0; para j = 1,2 constituem uma base para o espago tangente a ¥ no ponto p.
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Agora vamos determinar os coeficientes a;; de (2.3). Para isso, tomamos o produto

interno desta com 0y e usamos que ¢(9;, ;) = g;5. Dessa forma,

2 2 2
9(Ni, 0k) = g (Z ai;0j, 5k> = ai9(9;.0) = ) aizgs.

J=1 J=1 J=1

Se 7, = —g(N;, O) sao os coeficientes da segunda forma fundamental e g* as entradas

da matriz inversa de g, entao

2

2 2
- Zﬂikgkl = Z aijgjkgkl = Z @ijlj = Q. (2.4)
j=1

k=1 jk=1

Assim, a;; = — >_,_, mixg"?, portanto

2 2

j=1 k=1
Como 2H = tr(—dN) e K = det(—dN) e a matriz dessa transformagao foi obtida

acima. Entao, o resultado decorre imediatamente de ([2.4)). []

2.3 Primeira e Segunda formas complexificadas

Para simplificar nossos céalculos introduziremos agora a varidvel complexa em uma su-
perficie. Isto é sempre possivel, uma vez que toda superficie pode ser localmente ser vista
como uma superficie de Riemann, ou seja, sempre existem os parametros conformes locais

em .

Seja ((s,t),U) um sistema de coordenadas, onde U C R? é aberto. Identificando R?
com o plano complexo C, denote por z = s + it o parametro complexo, associado ao

sistema de coordenadas U.

Se {0s,0;} formam uma base para o espago tangente 7,3, entdo podemos associar a

estes o0s seguintes campos

1 1
0, = 5(83 —1i0y), 0:= 5(03 +1i0;). (2.5)
Para cada ponto p € ¥ o conjunto {0,, 05} é uma base para o espago tangente comple-
xificado T;CE. Além disso, se denotarmos por dz = ds + idt, dzZ = ds — idt as 1-formas
duais de 9, e 9, temos que {dz®dz,dz®dz,dz®@dz,dZ ® dz} constituem uma base para
o espaco das aplicacoes C-bilineares [ : T;CE X T;CE — C. Portanto, em termos dessa

base I é escrita como

I = Adz* + \|dz|* + AdZ?, (2.6)
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onde |dz|> = dzdz e os valores A, \/2, A sdo os coeficientes da primeira forma fundamental

complexificada. Da mesma maneira, obtemos a segunda forma complexificada
IT = pdz* + p|dz|* + pdz*. (2.7)
Em termos dos parametros locais s,t seus coeficientes sao dados por,

A = i(E_G_Z'F), A = %(EJFG), A = i(E—GjLz'F)
(2.8)

1 ) 1 _ 1 .
p = Z(€+9+1f)7 p = §(€+9)7 p = Z(€+9—Zf)-

De fato, se ¢ : ¥ — H? xR é uma imersao e {9., 9z} os campos coordenados associados,
segue direto das equagoes ([2.5) que

A= (o) = ={aba— ithe, s — ithe)

4
= %((@55,@@8) = 20(Ws, ) — (W1, r))
= (B-G-2iF).

Do mesmo modo obtemos os outros coeficientes.

Observagao 2.3.1. Usaremos a notagao (di, dip) como alternativa para designar a pri-
meira forma fundamental I. Isso se deve ao fato que ndo faremos as identificacoes
como costumeiramente € feito quando se trabalha com uma imersao. Nesse sentido,
a notac¢ao introduzida acima terd para nos o sequinte significado: Dado uma imersao
P Y — H2 x R e campos de vetores X, Y € X(X), a métrica dada pela imersio é
(dp, dip) - X(X) x X(X) = R tal que

(dp(X), dp(Y)) =¢™(X,Y), VXY €ZX(3)
Ou equivalentemente, para cada p € 3, (d, d), : T, x T, — R.
Seguindo a terminologia escrevemos a primeira forma e segunda forma como

(dip, dp)y = Adz* + \|dz|? + AdZ?,
—(dp,dn) = pd2* + pldz|* + pdz*.
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Capitulo 3
Equacoes fundamentais

Com os resultados e notacoes fixadas nos capitulos anteriores, iremos agora obter as
condicoes necessarias e suficientes para determinar uma superficie de curvatura média
constante em H? x R, sujeita a algumas condicoes que serdo exibidas na Proposicao
[B.1.3] Comegamos deduzindo algumas igualdades, para em seguida obtermos as equagoes
de compatibilidade. Ao longo de todo este trabalho, a menos que seja mencionado no
contexto, ¥ denotard uma superficie de Riemann imersa em H? x R C L%, simplesmente

conexa e aberta.

3.1 As Equacoes de Compatibilidade

Seja 1 : ¥ — H? x R uma imersao de uma superficie simplesmente conexa X. Escrevemos
Y = (N, h) para denotar a projecio vertical N : 3 — H? e a funcao altura h: ¥ — R da
imersao ¢. Além disso, se h é constante em um subconjunto aberto U C ¥, entao ¢|y é
um pedago de uma secao horizontal H? x {to} C H? x R. Dessa forma, consideraremos

apenas superficies em que h nunca é localmente constante.

A aplicacao n : ¥ — S? C L* denota a normal unitéria de 1) em H? x R. Nesse sentido,
vale as condigoes métricas (dip,n) = (N,n) = 0 e o par {n, N} é um referencial ortonormal
do fibrado normal de 1 em L*.

Lema 3.1.1. Seja v : ¥ — H? x R uma imersao tal que N : ¥ — H? € a projecao vertical

eh:X — R a funcao altura de 1. Entao vale a sequinte relacdo

(dip, dip) = (dip, dN) + dh?. (3.1)
Além disso, sen: ¥ — S} é a normal unitdria de ¢» em H? x R, entdo

—(dn, N) = (n,dN) = —udh, (3.2)

onde u € a funcao angulo.
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Demonstracao. Com efeito, dada uma imersao 1, para quaisquer v,w € T,> temos que

{d, dip)p(v,w) =

onde na tltima igualdade usamos as identificagoes dN = (dN,0) e dh = (0,0,0,dh). De

forma similar é mostrado (3.2)). m

Procedendo de maneira andloga ao estudo de superficies em R?, vamos associar a cada
ponto de uma superficie imersa em L* uma quadrupla e estudar as derivadas de seus
vetores.

Sejam 1), e Y5 0s campos tangentes associados a imersao 1) com parametro complexo z.
Pelo que vimos acima, o conjunto {t,, %, n, N} é um referencial de L*. Tremos determinar
os coeficientes da conexdo V. de L* nesse referencial. Para isso, considere as seguintes

combinagoes
=C
V.. = V0, = “Tith, + Tz + an + aN,

=C
V. = V0, = "Iy, + “Thh: + By + bN,

=C
Y2z = Vy, 0z = T30t + Ttz + yn + ¢N.

Observe que, se p, p/2 e p sdo os coeficientes da segunda forma fundamental na diregao
7, entao
a = (Ye,m) = —(¢2,2) = p,
B = () = —(ums) = —(s,m.) = £
v o= (Y = —(¥z,mz) =D

Usando a equagao (3.1]) do lema anterior obtemos as seguintes expressoes

( _<¢z7NZ> = _A+h§7
A A
— Ny = 2 == 2
<wza Z> 2 + hZhZ 2 + ‘hz‘ )
—<¢27N2> = —A‘f‘h%
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Por outro lado, segue que

<77Z}zz>N> = _<1/}27Nz>
(s, N) = —(¢, Nz)
<,¢}22>N> = _<¢27N2>

N > s

—}2
- ’hZF’
— R

Agora vamos determinar os simbolos da conexdo VC de ¥ no referencial {1, :}.

ngwz - CF%1¢2+CF%1¢27

Vgng = Cr%zwz_FCF%Qw%

Vi: = Thth. + Ty

Usando a compatibilidade da conexao com a métrica temos

(V. 02012
(V.02 2)
(V3.0 02)
(V3. 0z,12)
(Vi 02z
(V505 1:)

1
1
- 585<¢271/JZ>

1
= 0:(Ys05) =
1
= §az<¢2a¢2>:
- 8z<¢z,¢z>—

== 82<w27 wz> -

|

|

S

L

\)

S0:{ts, ) = (0 — 49)

_6z<w27¢2> = %(Az - Az)

Tomando o produto escalar em cada equagao de (3.3)) por ¥, e ¥, obtemos

A
“IhA+ CF%@

A B
Crhg + T35, 4

A
“ILA+ Crfzg

(Crl ——FCF%QA
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Dessa forma, os simbolos da conexao V¢ sdo dados por

2AA, — M\, + \A;

(CFI _
11 4|A’2 . )\2 )
- 2AA; — 24\, + M,
Fll __ 4|AL2 _ )\2 )
cp 244 =),
12 - 4|4|2 IR )\2 9 3 4
epr 244 A (34)
P 4AR -2 _
- 2AA, — 24N + MA;
F22 = - ] 4|A’2 _ )\27 9
crp _ 2AAi =40,
2 4|A]2 — N2

Segue que

Cpyl _ Cy2 Cpyl _ Cy2 Cr2 _Cp1
Fll_ F227 1—‘12_ F127 Fll_ F22‘

Nosso objetivo agora é determinar as componentes de 7,, n; no referencial {1,, 15,1, N}.
Para isso, usaremos a equacao (3.2) do Lema |[3.1.1] Seja 7 a normal unitéria de 3 em
H? x R e z o parametro complexo. Considere as seguintes combinacoes

N, = an.+ a2z + aizN,

3.5
n: = a21¢z + GQQ@ZJE + CngN. ( )

Vejamos que essas combinagoes nao possui componente na dire¢do 7, pois (n,n) = 1.

Para determinar os coeficientes aii, @12, @21 € asz, tomamos o produto escalar das ex-
) ) )
pressoes em (3.5)) com 1), e 15, consequentemente

A
<77zawz> = Aall + sa12 = —p,

2

A _
Nz, 0z) = Eall + Aajp = _gv
A p
zZy Yz = A ’S =
(nz,2) az + 26122 2

A _
(nz,vz) = 5021 + Aagy = —p.
Equivalentemente,

P p/2 ai; Q12 A )\/2

p/2 P a1 a2 A2 A
Como Y é uma superficie nao-degenerada, sabemos que 4|A]*> — A\? # 0. Dalf,

aip Qai2 4 p P/2 A _)‘/2

4| A2 — N2 B
a1 o9 p/2 P N2 A
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Resolvendo o produto de matrizes do lado direito obtemos como solucao

_ pA— 4pA
all - 4|A|2 o AQ,
wo = _2pA—pA)
L 2pA—pA)

pA — 4pA

922 T AR 2

Para determinar os coeficientes a3 e ass, recorde que (n, N) = 0 e pelo Lema temos

a igualdade
<d77a N> = _<777 dN> = —udh.

Do lado esquerdo temos
—({dn,N) = —(n.dz+nsdz,N)
= —(n,, N)Ydz — (nz, N)dz.

Por outro lado,
—udh = —uh,dz — uhzdZz.

Como consequéncia obtemos,

(n., N) = uh,, (nz, N) = uhs.

Assim,
wmg = —(n: N) = (n,N:) = —uh.,
ass = —(nzN)=(n,N;) = —uh;.
Portanto,
pA — 4pA 202 —pA) N,

N, = 4‘14’2 . )\sz 4’A|2 . )\2 ng
_2(pA — pA) pA — 4pA
e = qAp e T AR —

wg — U/h/gN

Dada uma imersao ¢ : ¥ — H? x R, com a notacao estabelecida no inicio desta
secdo, a projecao vertical N : ¥ — H? é normal a v em L*. Portanto, a segunda forma
fundamental na direcao N pode ser determinada de modo analogo ao feito acima. Dessa

maneira, se

N, = but. + biaoz + bian,
Nz = by, + baothz + bazn,
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seus coeficientes sao dados por

B 4 . oo A ,

B 2 9 9

612 - 4|A|2 . )\2 (hz A|h2| )7
oA, -

= — = (K2 — Alh.|?
621 4‘A|2 . )\2 (hz ’hZ’ )7

B 4 AN , o
by = 4| A2 = N2 ( 9 (2 |hs| ) + A(A hz)) )
bl3 = —th,
b23 = —Uhg.

Para determinar bi3 e beg usamos a equacgao (3.2) dada pelo Lema m

Proposi¢ao 3.1.1. Sejam ¥ uma superficie tipo espago, A, \/2, A os coeficientes da
primeira forma fundamental complexificada e p,p/2,p os coeficientes da sequnda forma

fundamental complexificada. Entao

_ 2pA = pA+ 2pA

4 2 2
- 7 _ AP —p
A — 22

T AR - N

K (3.6)

sao respectivamente, a curvatura média e a curvatura de Gauss de X.

Demonstragao. Segue dos resultados obtidos no capitulo anterior. Por defini¢ao, as cur-

vaturas média e curvatura de Gauss na direcao 1 sao dadas por
2H =tr(—dn), K = det(—dn)

e usando que
—2H = ay; + a9, K = aj1az — ajpan

onde a1, a2, az1 € asy foram calculados anteriormente, as expressoes sao obtidas.

Temos

Ko pA — 4pA pA —4pA 4 pA — pA PA — pA
B 4| A2 — N2 4| A2 — N2 4|1A]2 — N2 4|A]2 — N2

1
= O 16IAR — 4N - 4% AP
1
= A e PP UAR = %) = AP - X))
Apl* = p*
41A2 — 22
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E também

H — _l(p)\—élpA p>\—4ﬁA)
2 \4|A]2 = X2 4]|APP = X2
B 1 [2p\ — 4pA — 4pA
T2 ( 4| A2 — X2 )
B 2pA — pA + 2pA
B 4| A% — N2

]

Definigao 3.1.1 (Parametro Conforme). Dado um sistema de coordenadas (U,x) em X,
quando E =G >0 e F =0, dizemos que a parametrizacao X € conforme e o sistema de

coordenadas assoctados sao parametros isotérmicos.

Com a definicao dada acima junto com as expressoes dos coeficientes da primeira
forma complexificada em termos dos coeficientes E, F e G dados em , inferimos
que z = s + it é um parametro conforme se A = A = 0. Visto isso, em termos do
parametro conforme z, as expressoes que obtemos simplificam. Portanto, no restante
desta dissertacao assumiremos que o parametro complexo z serd conforme. Assim, a

proposicao abaixo nos diz como ficam algumas expressoes neste sistema de coordenadas.

Proposicao 3.1.2. Se z é um parametro conforme para a superficie 33, entdao

(d,dy) = Ndzf,
—(dap,dn) = pdz* + HM|dz|* + pdz>.

Além disso valem as relacoes

i =L 2
K = H2—4|;|,
T = 2= (log ).,

CF% = CF%QZO'

Demonstracdo. Basta usar que A = A = 0 nas equacdes em (3.6)), (3.4) e fazer algumas
manipulacoes para determinar as demais relacoes. O]

Dada uma imersao ¢ : ¥ — H? x R C L*, com parametro conforme z, se consideramos

o referencial mével {1,, 15,1, N}, as derivadas dos vetores 1,,1%s,1n e N nessa base sdo
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dadas por

¢zz = (log)‘)z¢2 +p77_h§Na
HY (= 2lh.f)

Y = om+ N,
Yzz = (log \)zz + pny — hiN,
2
. = —H, — " —uh.N,
p (3.7)
n: = —Tw — Htpz —uhzN,
2|h.|? 2h?
Nz - 1— z z hz 5
3 )w S W~ uhan
2h? 2|h.|?
Ng == — z P 1 — z z — hg .
T +( ;) )1/1 uhzn
Denotaremos por o = (1),,1z,n7, N)' nosso referencial associado a ¥ e D = —uh,.

Dessa maneira, em notacao matricial podemos reescrever as equagoes em (|3.7]) como

o, =Uo, o0;=Vo, (3.8)
em que
(log A). 0 p —hZ
1= 0 0 HXN2 (A=2|h. /2
—-H —2p/A 0 D
1—2|h?/N —2R*/\ D 0
e
0 0 HX2 (A—2|h|*)/2
Lol aemn p 12
25/ —H 0 D
CoR2/A 1-2(hf?/A D 0

sao as matrizes dos coeficientes das relagoes em (3.7)).

Disso deduzimos as seguintes relacoes entre os coeficientes:

((C1)  h.. = Mh/A+pu,
(C2) h,; = AHu/2,
(3.9)
(C3) w, = —Hh,—2phz/\,
Alh.|? 2
\ (C4) N 1—wu”.
Por outro lado, a condigao de integrabilidade do sistema (3.8) ¢ dado por
W=U:—-V.+[UV] =0, (3.10)
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onde [U, V] =UV —VU.
Se U,;,V;; denotam as entradas das matrizes U e V), respectivamente, entao vamos

determinar as entradas da matriz VW para obter as equagoes de compatibilidade, ou seja,

Wij = Ui)z — (Vij). + zi:{ i) Vi) — (Vz‘k)(ukj)}'

Assim,

4
Wi = (Un)s— V). + Z{ (Urk) Vi) — (Vlk)(ukl)}
=1

2jp]* 20kt HA2A 1 2|h[? 2
— (log \).s — —(1- A — 2|h.
2jp]> 2Rt HPXA A 2 2lhe|*
= (log\): — A T
(log A) Tt g T2k 5

2

2 A
= (logA)ee = 3 (P = 02 = ) - AP,

A H\ _ D
W13 = Pz — 7) +T(1Og/\)z_h§D_3()\_2|hz|2)
H\ H) H\ DA
= 2 z d holhol? — =2 — wuho|ho|?
Pz = — 2+2+uz|z| 5 uh|h|
A
1 1 DH)\
Wi = —(h§)2—§()\—2|h ). + 5(10g>\)( —2[h.*) +p D_T
A A, _ DHM
— —(h?). - 22 == )P4+ pD - —=
_ DH)\
= —(h):+ (Jh]?). — |h !2+pD——2 ,
B _ H 9 2ph%  2ph?  H 9
Wy = Dz—Dz—E(A—Q\hz\)ﬂLT— T Q(A—Q\hz’)
_ 2
— DZ—DZ+X(ph2 ph2)
1
— D.—-D, -2

Dada a condicao de integrabilidade do sistema (3.8)) em (3.10]), temos que W = 0.

Portanto, as entradas Wy, Wis, Wis e Wsy fornecem as equacgoes de Gauss, Codazzi e
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Ricci, respectivamente:

Gauss : AMlogM).: = 2(|p|* = N2(H?* —1)/4 — \h.]?)
Codazzi 2p: = MH.+ D)
_ (3.11)
Codazzi (bis) : —(h?); + (|h.|?). = DHM/2— Dp+ X\ |h.|*/\
o _ 47 9
Ricci - D;:—-D, = Xfm(phz)

Afirmacao 3.1.1. Todas as entradas da matriz VW fornecem relacoes que sdao triviais, ou
que sequem de . Portanto, as equacoes em $a0 as condi¢oes necessarias €
suficientes para a integrabilidade do sistema (@

De fato, determinando as outras entradas de YV obtemos

W12 == W21 = W33 = W44 =0

2 A2
W = —(ogN)e = 5 (Il + S 7 = 1)+ M)
\ _
Was = W31=—ﬁ2+§(Hz+D)
DHX A\
War = Wi = —(hof2)s + (). + 222 + 2|2 — Dp
2p;
W32 - —f +HZ+D
2 AJh)?  DHXN -
= 2 —(h2). + (|haf), — 22l D
Wa = 3 (=0t (b, - Mk - 2 p)
Y
Wis = DE—DZ—XZIm(phg).

Proposicao 3.1.3. Seja X uma superficie de Riemann, simplesmente conexa. O sistema

(5.8) admite uma solugio o : & — C* x C* x L* x L* se, e somente se, as fungoes

MNHouh: = Rep: X — Coerificam (C.2), (C.3), (C.4) e (3.1]).

Demonstracao. Mostraremos apenas que as equagoes sao condicoes necessarias, que sao
suficientes pode ser visto no trabalho de Daniel Benoit [I5]. Assim, admitindo que o
sistema tem solucao, as equagoes da imersao foram obtidas em (3.11)). Entao, basta
mostrar que podemos recupera-las a partir de (C.2), (C.3), (C.4) e (3.14)), e portanto estas

serao as equagoes de estrutura.
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A equagao de Ricci segue diretamente de (C.3),

DE - Dz - (_th)f - (_Uhé)z - _uihz - thé + uth + UhEz

2p 2p
= —|—-Hh; — — + | —=Hh, — —hs | hs
( hs 3 hz) h, ( h, 3 hz) hs

2p 2p 2p 2p
= HIh?+ Ln2 - Hh 2 — Lp2 = Lp2 - 2Lp2
|z|+AZ [hal? = ==h% = <ohZ — =02
2 2 41
= S(ph? — ph?) = S2ilm(ph?) = lem(ﬁhi).

A equagao de Codazzi (bis) é obtida juntando (C.1) e (C.2).

A DY A VI NH
= (Thz —|—pu) hs — Tth =3 |h.|* 4+ puhz — 5 uh,
DH)N _ A
= 222 Dpt ZEn?
5 P+ I

A equagao de Gauss pode ser obtida de (C.1), (C.2), (C.3), (C.4) e Codazzi. De fato,

para verificar essa afirmagcao, observamos que h,.; = h.s,.

Por um lado, calculando h,,> conseguimos,

A, A,
hzzi = (_) hz + _hzi + pzu + puz

A A
_ (M h, + A (A + psu +
= b\ ] 2 \ 5 (4 PzU +— puz
2p
= (log\).zh, +psu+p (—th — Thz>
2 2
= (log A)sshs + pau — —’f‘ h.
2 2
_ (log)\)zghz—i—g()\Hz—uhz/\) - ‘7;’ h.
Por outro lado,
ANH+ MH, ANH
thz = ———U+ —/—1U,
2 2
NHu+ M H,u MH 2p
= ——~ + — | —-Hh,— —hs
2 3 ( A )
N H MNH AH?
= 2= “u — h, — Hphs
y Ut T b
MNH AH?
= “u — ~——h, — Hphs.
2 2
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Igualando as equagoes (3.12)), (3.13)) e efetuando mais algumas manipulagoes obtemos,

u?\ 2|p|? NH?
log N).sh, — —h, = h, — h
u?X  2pl*  AH?
log \)., = _
(log A)- 2 ) 2
42\ A 2p)*  AH?
log\)., = [(1=222 )2 290 22
(log ).z ( 3 >2+ 3 5
2 2H2
Mogh)e = o —olnf? 2>~
2 2
2 >\2 2 2
AMlog ).z = 2(]p]* — —(H" — 1) — |h.]*)

4

Por ltimo, (C.1) pode ser obtida de (C.2), (C.3) e (C.4). Com efeito, derivando a equagao
(C.4) temos que

0. ML) — o)
%hu + %h - 4|h;\|22/\z = —2uu,
4Th2hzz + 42'2 <A7Hu> — 4|h§\—|22>\z = —2u (—th — %hz)
422 h..+2Huh, — 4|h;|22AZ = 2Huh, + 4%“;12
2
%hzhzz = 4|h;|2 As + 4§uhz
h.. = %h + pu

A reciproca consiste na escolha de uma condigao inicial adequada o(zg) = 09. Néao
fazemos detalhes deste argumento aqui. A prova dessa tultima afirmacao pode ser ob-
tida em [I5] e [19]. Portanto, (C.2), (C.3), (C.4) e sao condigdes suficientes para
integrabilidade do sistema .

]

Definicao 3.1.2. Seja ¥ C H? xR uma superficie imersa com curvatura média constante

H. Definimos a diferencial de Abresch-Rosenberg como
Qdz* = (2Hp + h?)d2?,

onde z € um parametro conforme para a primeira forma, p € a diferencial de Hopf usual

e h € a fungao altura.

Com essa definigao, observamos que por (C.2), a equagao de Codazzi é escrita como

Codazzi: @Q;=2pH;+ \HH,. (3.14)
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Com efeito, derivando Q = 2Hp + h? em relagao a z, obtemos
QE = 2H2p + 2Hp2 + 2hzhz2
ANH
= 2pH:+ \HH,.

Corolério 3.1.1. (Abresch-Rosenberg) A diferencial quadrdtica Qdz* é holomorfa em

qualquer superficie com curvatura média constante H em H? x R.

Demonstragao. E uma consequéncia direta de ((3.14)). [

Observagao 3.1.1. Chamaremos a diferencial quadrdtica holomorfa Qdz* de Diferencial
de Abresch-Rosenberg de uma superficie de curvatura média constante em H? x R. Um
ponto importante aqui é que a holomorfia de Qdz* nao implica que a curvatura média
¢ constante. Fxistem exemplos de superficies cuja Diferencial de Abresch-Rosenberg é

holomorfa, mas a superficie nao tem curvatura média constante (veja [19]).

3.2 Aplicacoes Harmonicas no plano Hiperbdlico

Nesta secao iremos relacionar as aplicacoes harmonicas em H? com superficies em L3. Para
isso, consideraremos f : ¥ — L? uma superficie tipo espaco em L3, orientada de modo
que seu normal unitdrio G toma valores em H?, i.e., na folha superior do hiperboloide

H = {x € L3 (x,z) = —1}. Denotamos por H : ¥ — R sua curvatura média.

Definicao 3.2.1. Seja g : ¥ — M uma imersao conforme e z = s + it um parametro
conforme local. O operador de Laplace-Beltrami em X, com respeito a métrica induzida
(dg,dg) = N?(ds® + dt*) = N\*|dz|?, é dado por

AL (20 , 00y _4/(00
X2 \0s0s  Otot) N2 \0z0z)’
em que \* € o fator conforme da métrica. Dizemos que g € harmonica se Ag = 0.

Lema 3.2.1. Seja G : ¥ — H? uma aplicagio suave, em que ¥ é uma superficie de
Riemann simplesmente coneza e aberta. Entao G é harmonica se, e somente se, a (2,0)-
parte da sua primeira forma fundamental complezificada, i.e. Qodz* = (G.,G.)dz?, ¢é

uma diferencial quadrdtica holomortfa.

Demonstragao. De fato, derivando a igualdade Qo = (G, G.) em relacao a z temos

(Qo)z = 2(G.z, G.).

Portanto, G é harmonica se, e somente se, (Qg)z = 0.
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A diferencial Qydz? serd chamada a Diferencial de Hopf da aplicacdo harmonica G.

Observagao 3.2.1. Dada a aplicagio G : ¥ — H2. Seja pp : ¥ — [0, +00) uma fungdo
suave tal que

(dG,dG) = Qodz* + p|dz|? + QudZ>. (3.15)
Entdo temos as sequintes afirmacoes:
2

e Como (dG,dG) ¢ riemanniana, temos que p* — 4|Qo|*> < 0 e a igualdade ocorre

exatamente nos pontos singulares de G.

e Um ponto zy € ¥ é um “branch point” de G (i.e. dG(zy) = 0) se, e somenle se,

1(z0) = Qo(z0) = 0.

e Qo(z0) = 0 em algum ponto zy € X se, e somente se, G € conforme em z.
Além disso, qualquer aplicacio conforme de X em H? é trivialmente uma aplicacao

harmonica com Qg = 0.

Proposicao 3.2.1. Sejam G : ¥ — H? a aplicagio de Gauss de uma superficie tipo
espaco X e H sua curvatura média. Entao H € constante se, e somente se, a aplicagcao

de Gauss G € uma aplicacdo harmonica.

Demonstracao. Veja em [9] O

Afirmagao 3.2.1. Suponha que H = 1/2 e {(df,df) = 7o|dz|* a métrica conforme, em que
To € uma fungao positiva diferenciavel. Entao a diferencial de Hopf de G coincide com a
diferencial de Hopf de f em L3, isto €,

_<fza Gz>d22 = <Gz, Gz>d22

De fato, como ¥ é uma superficie tipo espaco orientada, sabemos que a aplicagao normal

de Gauss toma valores em H? C L3. Entao, a segunda forma fundamental de ¥ fica

—(df,dG) = —(f.,G.)dz* —2(f.,G:)|dz|* — (fz,G=)dZ*
= pld2* + p'|dz|* + pldz*.

Por outro lado, temos a relagao da terceira forma fundamental com a primeira e segunda:
(dG,dG) = 2H(df,dG) — K{df,df).
Entao,

(dG,dG) = 2H(p'd2* + p|dz|* + p'dz*) — Kro|dz|?
= 2Hp'd2* + (2Hp — K7o)|dz|* + 2Hp dz>. (3.16)
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Comparando a equagao ([3.15)) com ([3.16]) e usando que H = 1/2, finalizamos a prova.

Temos ainda que {Qo, 7o} verifica a seguinte equacao de Gauss para f em L2,
(IOgTo)ZZ:T0/8—2|Q0|2/7'0. (317)
De fato, dada uma imersao f : ¥ — L3, analogamente ao que foi feito em (3.11]) obtemos

2 T0
1 s+ —p* = =H?=0.
(log 7).z + 7_0|]9| 5

Dessa forma,

T0 2 2 2
l 2z — _H - .
(log 7o) 5 - P

Como a diferencial de Hopf de f é igual a diferencial de G para H = 1/2, o resultado

segue. Além disso, a métrica da aplicacao de Gauss G é dada por

T 4 2
T |Qol*

(dG,dG) = Qudz* + pldz + Qudz*, = 1 —
0

(3.18)

Basta comparar os coeficientes na igualdade (3.16]) e lembrar que p' = H7y. Portanto,

p = 2(G.,G;) =2Hp — K1y

p” A
= 2Hp/—7'0 (?— T2
0 0
/2 4 /12
_ om0 APE
70 7o
4 2
— 2H27_0—H27—0+ ‘Qol
70
4 2
— H2T0+ |Q0|
7o
_ @+4|Q0|2
4 T0

Afirmacao 3.2.2. Seja ¥ uma superficie tipo espaco em L3, dada pela imersdao f, com
aplicacio de Gauss G. Considere a aplicacio f* = f—2G : ¥ — L3, que é uma superficie
paralela de f. Entdo

i) f* tem a mesma estrutura conforme que f,
7’7’) Qﬁ = _Q();
i) HY = —1/2.

Seja 7% o fator conforme da métrica de f*, i.e. (df*, df¥) = 7%|dz|?. A afirmacao diz que
Qo, 7* verificam a equacao de Gauss (3.17). Dessa forma

T 4 2 gt oq 2
o, QP 7 A

_4 70 4 Tu

(3.19)
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Veremos qual a relacio entre 75 e 7¢. Resolvendo a equacdo (3.19)) para 7¢, obtemos
(7%)%70 — (16]Qo|* + 73)7F + 1670|Qo|* = 0,

cuja solucao ¢ dada por

¢ _ 161Qof* + 7 £ (16]Qo]* — 70)
27’0

)

donde tiramos que 7% = 75 ou 7% = 16|Qo|?/70. Daf inferimos que os pontos singulares de

f* estdo localizados nos pontos umbilicos de f.

Definigao 3.2.2. Seja G : ¥ — H? wma aplica¢io harmoénica em H? com diferencial de
Hopf Qodz?. Dizemos que G admite dados de Weierstrass, se existe uma funcdo suave
positiva 7o : ¥ — (0,400) que verifica a equagdo (3.18). Neste caso, o par {Qo, 70} serd

chamado dados de Weierstrass para G.

Como consequéncia da discussao anterior, os exemplos mais ébvios de aplicagoes harmonicas
que admitem dados de Weierstrass sao as aplicagoes de Gauss de superficies tipo espaco

com H =1/2 em L?. Assim, podemos enunciar o principal resultado desta segao.

Teorema 3.2.1. Se {Qo, 70} sdo os dados de Weierstrass para uma aplicagcdo harmonica
G : Y — H2, entao eles satisfazem a equacao de Gauss .

Demonstragao. Se G é uma aplicagao conforme sem “branch points”e 75 := 8(G,, Gz) > 0,
entdo {Qo = 0,79} sdo dados de Weierstrass para G. De fato, se (dG,dG) é conforme,
entao Qo = 0, logo por segue que u = 2(G,,G5) = 19/4.

Agora suponha que GG nao é conforme. Isso significa que )y tem apenas zeros isolados
em Y. Seja Z C ¥ o conjunto de zeros de @y e tome z € ¥\ Z. Entao é conhecido que
(veja [10]) em torno de z, G é a aplicacao de Gauss de uma superficie tipo espago ¥ em
L3 com curvatura média constante H = 1/2, uinica a menos de translagoes.

Denote por 7 o fator conforme da métrica de f. Entao pelas discussoes anteriores, o
par {Qo, 7o} sdo dados de Weiertrass para G em torno de z, dai temos 7 = 79 ou 7 =
16’@0’2/ 70-

Afirmacao: Seja 0 uma fungao suave positiva arbitraria definida em Y. Entao 0 verifica a
equagao de Gauss com respeito a Q se, e somente se, 16|Q|?/d também a verifica.
A prova dessa afirmagao segue os mesmos passos feitos em (3.19)).

Assim, segue para os dados de Weierstrass originais {Qo, 7o} em todo ponto z €
Y\ Z. Como Z é discreto, concluimos por continuidade que {Q, 7o} satisfaz glo-

balmente em >, o que conclui a prova.

]

Proposicao 3.2.2. Seja G : ¥ — H? uma aplicagio harménica que € singular em um

conjunto aberto de . Entio G(X) estd em uma geodésica de H>.
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Demonstracao. Inicialmente, observe que pela analiticidade G é singular em toda parte
em Y. Entao pela Observacao [3.2.1} temos que p? = 4|Qo|* em todo lugar. Assim, se Qg
¢ identicamente nula, entao G é constante e o resultado segue.

Caso contrério, se (y tem apenas zeros isolados, tome zo com Q(zo) # 0. Entao, mudando
localmente o parametro complexo z em torno de z;, podemos assumir que Qodz? =
(1/4)d=?, e portanto p = 1/2. Denotando z = s + ti, temos por que (G, Gy) =
(Gs,Gy) = 0. Logo G = G(s). E como G é harmonica temos que Gy é colinear com
G. Assim, G parametriza localmente um pedaco de geodésica em H2. Por analiticidade,

G(X) estd nessa geodésica. O

Proposicao 3.2.3. Sejam G,é : Y — H? duas aplicacoes harmoénicas para as quais
ocorre para as mesmas funcoes j, Qo. Escolha zy € ¥ um ponto regular de G, e

assuma que G(z) = G(20) e G+(20) = G.(2). Entdo G =G.

Demonstracdo. Pelas condigoes iniciais, ambas G, G sdo superficies regulares em L? em
torno de zp. Além disso, suas respectivas orientacoes concordam em zy. Por hipotese,
ambas as superficies tem a mesma primeira forma fundamental. Além disso, como am-
bas moram em H? e suas orientacdes coincidem, suas segundas formas fundamentais
também coincidem. Finalmente, como eles compartilham as mesmas condigoes iniciais em

20, G e G devem coincidir em torno de 2o, € portanto globalmente por analiticidade. [

Essas duas proposicoes, provam em particular que se G : ¥ — H? é uma aplicacao
harménica admitindo dados de Weierstrass {Qo, 7o }, entao qualquer outra aplicagao harménica
em H? que tem os mesmo dados de Weierstrass {Qg, 7o}, difere de G' apenas por uma iso-
metria de H?. Em outras palavras, os dados de Weierstrass determinam a aplicacao

harmonica a menos de movimentos rigidos.
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Capitulo 4

Superficies de curvatura média
H=1/2em H* xR

4.1 A aplicacao de Gauss Hiperbdlica

Nesta secao vamos caracterizar a aplicagao de Gauss hiperbdlica G associada a uma
superficie de curvatura média um meio. Para isso, comegamos com um lema que nos
garante a regularidade da projecao vertical N em termos da funcao angulo u. Em seguida,
vamos definir uma aplicacao & da superficie 3 na folha positiva do cone de luz N3. E esta
dara suporte para nossa aplicacao Gauss hiperbdlica e obteremos alguns resultados sobre
a harmonicidade de G. Portanto, nosso objetivo principal é estudar as superficies de
curvatura média um meio em H? x R em termos da aplicacdo de Gauss hiperbdlica e
posteriormente recuperar uma superficie de curvatura média um meio a partir de tal

aplicacao.

Lema 4.1.1. Sejam v : ¥ — H? xR uma imersdao, com parametro conforme z e N : ¥ —
H? a projecdo vertical. Entao dN € um isomorfismo linear em cada ponto se, e somente

se, a fun¢do angulo u : ¥ — [0, 1] nunca se anula.

Demonstragao. Pelas equagoes de estrutura dadas pela imersao em (3.7]), temos que

2"\ 4k
det(dN) = (1— - ) -
AP
B A A2 A2
Alh:|*
=1
+ N
e por (C.4) b
det(dN)zl—l—%:u?
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Portanto, o resultado segue.

]

Com isso, obtemos uma orientagao canonica para toda superficie. Portanto, ao longo
das proximas secoes ¥ estard orientada de forma que sua funcao angulo u seja positiva.
Assim, para qualquer superficie em H? x R com projecao vertical regular podemos definir

a aplicacao & : ¥ — N3 dada por £ = —(n + N), em que

u

10 = {(oon22) € L5 —af 07+ 43 =0, > 0},

Se Ny > 0 é a primeira coordenada de N, entao obtemos que &, > 0. Além disso,

EN) = (g4 N),N) =+ (n+ N, N)
= (N + NN =~ <0

Por outro lado, veja que a ultima coordenada de £ é constantemente igual a 1. Dali,
existe uma aplicacio G : ¥ — H? tal que £ = (G,1) : ¥ — L3 x R = L%
De fato, seja ¢ : ¥ — H? x R uma imersao com projecao vertical regular N e normal
n. Denotando a projecao vertical por N = (Ny, N1, N2,0) e normal unitdria por n =

(M0, M1, M2, u), onde u é a funcao angulo, temos

1 1
fza(nﬂ\f): (mo + No,m + N1, m2 + Nao,u).

u
. 1 9 .
Vejamos agora que G = —(n9 + No,m1 + N1, m2 + No) toma valores em H?, ou seja,
u

1
(G,G) = —(=mg+ni+m— Ng+ Ny + Ny = 20No+mNy +1m:N:)
1
= ?(1—u2+1):—1,
ja que, (n,n) =1, (N,N) =—1e (n,N) =0.

Definicao 4.1.1. A aplicacao G : ¥ — H? serd chamada aplicacdo de Gauss hiperbolica
da superficie 1 : ¥ — H? x R com projecio vertical reqular N .

Esta terminologia foi motivada por sua similaridade com a construgao classica para
superficies em H?. Veja em [12] e [16].

O resultado a seguir tem sua importancia pelo fato que é a ferramenta chave para
o resultado principal deste trabalho de superficies com H = 1/2 em H? x R. Eo que

garante a harmonicidade da aplicagao de Gauss hiperbdlica, uma das hipéteses principais
do Teorema [£.2.1]
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Figura 4.1: Espaco Hiperbdlico H3

Teorema 4.1.1. A aplicagcao de Gauss hiperbdlica de uma superficie de curvatura H =

1/2 em H? x R com projegdo vertical reqular é harmonica.

Demonstracdao. A verificacao dessa afirmacao segue de um calculo direto usando as equacoes
(3.7) e (C.4) de ¢ com curvatura média H = 1/2.

Vejamos que se 1 é o normal unitario da superficie 3, obtemos

2 2
(.m.) = (=H. = “2 — uhoN,—HY, = s — uh.N)

4H 4p?
= H{ho, ) + (0, ) + 2Huho (0, N) 4 S5 (s, 05)

4dpuh,
EE (s, N) + w?h2(N, N)

_ 4Hp<¢z,¢z> + 2R3 (N, N)

= 2Hp — u*h?.

Da mesma forma, temos que

2 2|h,|? 2h?
<7]z7Nz> = <_sz_yp¢2_thNa (1_ |};\Z| )%- f\Lz Z_thn>

2 2
- _H (1 2/ ><wz,¢z> 2Hh; —— (2, ¥z) + Huh (3., n)

( 4ph2

2puh

(s, ) +

) (et} + (1)

- ( > N 'QZJZ Uh3 <Na ¢2> +u2h§<N’ n>
2

= 2Hh <¢za'¢}z> - ( & hZ| ) <,¢}57¢Z>

B 2|hz|2

= th —p <1 — T .
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Além disso,
2| h,|?
N.,N,) = —2hr%(1-— 2RI + u?h?.
z )\ z

Assim,

212 2 2’h2‘2 2 2‘hz|2 212
= 2Hp—whl+2(Hh —p(1—=3—) ) —2h2 (1- == ) +u’h]

A
4ph.|? 4|h,|?
= 2Hp—u2h§+2th—2p+M—th—i—hzu%—u?hz
2 2 2 24|hz‘2
= p(2H —1—u)+ 2Hh — 207 + hl—=-

= p(2H —1—u?) + h2(2H — 1 —u?)
= (p+hH)(2H — 1 —u?).

Entao, se ¥ tem curvatura média constante H = 1/2 e @) é a sua diferencial de Abresch-

Rosenberg, pela equagao (3.14) temos

(€06) = 50+ N a+ V). (a.1)
= SRR -1-w) = Q.

Disso segue que, se ) é holomorfa, entao (£,:,&,) = 0, ou seja, (G,z,G,) = 0. Portanto,

G é harmonica em HZ2.

]

Concluimos da equacgao (4.1)) que se ¥ : ¥ — H? x R é uma superficie com H = 1/2 e
aplicacao hiperbdlica de Gauss G, entao a diferencial de Abresch-Rosenberg ) de ¢ e a
diferencial de Hopf @)y de G estao relacionadas por @) = —Qy.

Teorema 4.1.2. Seja G : ¥ — H? a aplicacio de Gauss hiperbdlica de uma superficie
de curvatura média um meio de ¢ : ¥ — H? x R, com projecao vertical reqular. Denote
por Q, X e u, a diferencial de Abresch-Rosenbeg, o fator conforme da métrica e a funcdo
angulo de 1, respectivamente. Entio {—Q,\u?} sdo dados de Weierstrass para G. Em
particular, a aplica¢ao hiperbolica de Gauss de uma superficie com H = 1/2 sempre

admite dados de Weierstrass.

Demonstracdo. Para provar essa afirmacao, devemos verificar que os dados —@Q, Au?
satisfazem a condicao , dada pela Definicao . Inicialmente obteremos algumas
igualdades com o auxilio das equacoes , em seguida determinaremos g e usaremos
Q = —Qy, obtido via Teorema |4.1.1}
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Primeiro observe que,

M = 2<Gz;G2>:2<§Z’€5>
%<(7]+N)27(U+N)Z>

— % ((n2smz) + (N2, Nz) + (N, nz) + (

Efetuando os célculos,

NZ7N2>) :

2 20
(0s.mz) = <—sz - 7% — uh,N, —7% — Hy, — uth>

H
2 hs

. 4|p' <¢Z,¢Z>+@<wz,¢z> U e, )

N QZ”A”L (N, ) + uh, H (N, ) +u2lhz| (N, N)

_HAN 2pf?

= +T—u2|hz|2.

Da mesma forma,

A

A

2 2h? 2|h.|?
<77Z7N2> = <_sz_7pwz_thNa_ z z+(1_ | |>wz_th77>

h? h,|?
= 2w - 1 (1= D) v + Huhelin)
4 h2 h.|? hz
b e - 2 (1- 20 (e + B )
. 2“’;”@ v,y = un (1= 25D ) v + i

2 2
_ —H(l Q'h')wz,w 0 )

HA (. 2P\ 2ph?
A (- :
2 ( A )+ A

De um céalculo andlogo obtemos as outras expressoes,

_H) 2|, |? 2ph?
NZ7 z 1_ =
(N 712) E3 ( N\ )+ ;)
A 21h. 2\ 2|h.|*
N..N.) = 21—
(N, Nz) 2( A ) Ty

23

Y

+ u?|h,|?.



Assim,

H?\ 2|P|2 W22 HA 2|h |2 2ph§
wa +_ 2 L

(%

2 H\ 2| |? 2ph2 2 >\ 2|h 2\? 2]t L,
+ @(—7(1— ) )* e 5 Ty Tl

A

H2X  4fp)? 2H\ Aph? 4ph2 A 2/h.|2\?
= N L p—— 1 2=
u? * 2\ -] u? < ) u?\ u2)\ T ( A )
Alh. |t 2
2|h.
+ oy T2kl

Fazendo mais algumas manipulacoes e simplificando as expressoes obtidas, temos que

- A 2 A 2 1 u? |Q‘2
A A ) QP
= Tl -e) +
A A uz\ |Q|2
= a2 a1 e
wn QP
4 U2\

Portanto, —Q, Au? sao dados de Weierstrass e o teorema estd demonstrado.

]

Finalizamos essa secao observando que para superficies de curvatura média um meio
em H? x R, o campo de vetores normais 7 + N estd no cone de luz e tem a propriedade
que sua diferencial de Abresch-Rosenberg, ou seja, —(¢,, (n+ N).) é holomorfa. O passo
final foi observar que dividindo n + N por u, a aplicacao obtida toma valores em H? e é

harmonica.

4.2 Superficies com aplicacao de (Gauss hiperbdlica

prescrita

Dada uma aplicacao harmonica G : ¥ — H? de uma superficie de Riemann simplesmente
conexa e aberta em H?, serd que é sempre possivel que G seja vista como a aplicacao de
Gauss hiperbdlica de uma superficie de curvatura H = 1/2 em H? x R? Na secao anterior
vimos que o caso inverso ¢ sempre possivel. Para responder essa questao, a proposi¢ao

seguinte é uma das ferramentas chaves.

Proposicao 4.2.1. Seja {—Q,27} os dados de Weiertrass para uma aplica¢io harmonica

de uma superficie de Riemann simplesmente coneza e aberta ¥ em H?. Seja zg € X um
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ponto arbitrario de . Entao para todo vy € C o sistema diferencial de sequnda ordem

/ 2|h,|?

hzz = 1/2y/7(1 + 2|h:?),

tem uma solugao h : ¥ — R definida globalmente e que satisfaz a condi¢ao inicial h,(zp) =

(4.2)

Yo, unica a menos de uma constante positiva.

Demonstracao. Fixado ¥y € C queremos determinar uma funcao h : ¥ — R que satisfaga

o sistema (4.2)) e h,(z9) = ¥o. Defina ¥(z) = h.(z). Assim, o sistema (4.2)) fica

2
v, = (log7),0+ Q1 w,

2 2
VT2 = < T+ 2

T

(4.3)

'195 —

DN —

Uma condigao necessaria para que o sistema (4.3)) tenha solucao é que 9,z = ¥z,. Vejamos

a seguir que isso realmente ocorre. Da equagao (3.17)) e @z = 0, obtemos por um lado

2 2
1922 = (10g7)2219+ (lOgT)zﬁZ_FQEV ﬂ +Q (V T+3|19| )
2
= (log7).:0 + (log7).9; + Q (\/ ﬂ)
2
= (10g7)2z19+ (log ) \/W'f’@( /T+2|19| )

Observando que

z

z

T2\ Q T T+ 2|9
W —5\/T+zw|z( . )

z

Fazendo algumas operacoes obtemos

(7’ + 2\19]2) o 27(|9P)z — 279

- 2
T B T

95



Dessa maneira

[T+ 2|92 o Q T 27(19)?)z — 275|0?
@ o o 5\/T+2’19|2( T2 )

z

BT ol 1 o

T T+ 2|9|? T2 T+ 2|9|?
QU 1§—|—191§ ) T QTZ|19]2 T
N \ 7+ 2]9? \ 7+ 2|9)?
B Qﬁi?— QTZ|Q9|2 T
N \/ T+2|19]2 \ T+2|19|2 \/ 7+ 2|02
B T+ 2|19|2 Qv
B \/ T+2|19|2 T\ T+2|19

Q[

72 VT+2WP

9 29
Qi QP
2 T

Entao, usando 95 no sistema (4.3)) e pela equacao (3.17) com 19 = 27 e Qy = —Q, temos
T 2 29
V. = (— @ ) + (log 7). —|— |Q|

T

T—|—2|19|2

Por outro lado,

0 T+2mp (T+2wp)

T—|—2|19|2

B T+2]19\2 ]192)2 72]19|2 T
B T+2|19|2 T+2|19’2
B T—|—2|19|2 1919 + 7'Z|19|2 T
B 7+2\z9|2 T+2|19|2 21\ 7+ 297
B Tzlf}\Q

2T 7‘4—2|19|2

. [TH22  9Q Ir

2 T + 2 +4 (5)

Comparando (4.4) e (4.5) temos

0 2[0|? 0 (1
@<<1og7>zz9+@\/—72' | ) :5(5 T<T+2|19|2>>.

Como X é simplesmente conexa, pelo teorema de Frobenius obtemos a existéncia de uma
unica solugao ¥ : ¥ — C de (4.3) com condigao inicial dada ¥(z9) = . Além disso,
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vemos que de (4.3) temos ¥z € R. Portanto, existe uma fungao h : ¥ — R que satisfaz

h. = ¢, inica a menos de uma constante positiva.

[]

Os resultados a seguir serdo nossa base para provar o Teorema [£.2.1] Dessa forma,
observamos que a partir de agora h nao ¢ a funcao altura, como anteriormente. Devemos
ver a funcao h : ¥ — R como solugao do sistema dada pela Proposicao com
condigao inicial h,(zp) = ¥9. Além disso, definimos em ¥ as seguintes fungdes:

=
S A\ =27 +4|h.|% 4.
b \/ 7+ 2|h.|?’ 7+ 4l (4.6)

Lema 4.2.1. As funcoes u, A\, h verificam as sequintes igualdades em X:

h.. = (log\).h, +(Q — h?)u (4.7)
A
h.: = Z“ (4.8)
~1 2Q — 2h? —u? 2Q
_ Ty ip— g 2y 4,
u, > he = —he = S50 (4.9)
2
u? = 1—%. (4.10)

Demonstracao. Iniciamos verificando a equacao (4.10). Para isso, basta usarmos a de-
finicao de A\, u em (4.6 e h. Entao, a equacao (4.10)) é

2 T B 2T B A —4|h,|?
T T o 24 A
=

A equagao (4.7) segue de (4.2) e (4.10]). De fato,

[T+ 2|h,|? Au? [ A
h.. = (1 h, +Q\/| ———— = (log— | h,+Q\/~

= (log )\u2)z h, + % = (log A\).h. + (logu?).h, + %
4Q|h.,|?
= (log \).h. — uh? — Qlh + Q
U U

Q (Alh:?
= (logA\),h, —ub? — = (2220
(log \) uhz = =

= (log\).h. + (Q — h?)u.

De maneira semelhante, obtemos (4.8])

1 T |27 + 4]h,|?
h.: = =v/ 2|h.|?) = =\ ——————
S V(T +2[h:?) = Sy f ——~

B \u? A
T4 Va2
_Au

- T
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Por fim, derivando (4.10) mostramos (4.9)). Vejamos:

2 . T
N )
7T + 2|hZ|2) —7(7+ 2|hZ|2)z

2uu, =
o (m + 2P
Assim,
2 _ 2
un, = 27| h|” — 27 ([h. ")
(7 +2[h[?)?
2Tz|hz|2 27—(|h’2|2)2

(T +20h2)? (7 +2/h.]2)?
27, |h, 2 27(hz.hs + h:hs)
(T +20h)? (7 +2/ha?)?
27, |h, 2 27h; 27h,

= - hZZ - h’fz
(T +2[h:2)2 (7 +2|he[?)? (7 + 2[R ]2)?

B 27, | h.|? 27h; T+ 2|h,|?
C(TH2ARPR (720 (GOgT)ZhﬁQV T

Th,
) G?QFPP e

B T+2\h |2 5
- (T+2!h 2)? (QV ) T+2\h gy V(T 21a)
B 2Q7h; T+2|h ]2 T+ 2|h,|?
T (4 2hP) \/ T+2|h |2)2 \/ T ‘

Pela equagao (4.6]) obtemos

o _2Qrhs TH20h P TPh. T 42/RP
‘ (1 + 2|h.|?)? T (T + 2|h.|?)? T
_ 2Qh.  th. _ 2Qh. Th.
T+2|h |2 TH2A2 A A
Logo,
o 2hs_h.2r  2Qhe b (A—4lh.f
° A 2 A A 2 A
_20h: wh,
u, = ;) 5

Portanto, da forma como as fungoes u, A e h foram definidas, obtemos relacoes andlogas

as de (3.11)).
[l
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Concluimos desse lema que as funcgoes u, h e A satisfazem as equacoes de integrabilidade
(C.1), (C.2), (C.3) e (C.4) dadas em (3.9) para H =1/2 e p := Q — h?. Desta forma, pela
discussao geral feita no Capitulo 3, inferimos que o sistema dado por (3.8) é integravel.

Assim, (3.8]) tem uma solugao definida globalmente

02(¢Z7¢27U7N):Z—>C4XC4 XL4 XL47

em que ¥ : ¥ — L* Além disso, ¢ é Unica uma vez que fixamos os dados iniciais
0(z9) = 0. Portanto, escolhendo uma condigao inicial adequada oy, a aplicagao 1 produz
uma superficie regular em H? x R com curvatura média um meio e sua aplicacio de Gauss

hiperbdlica coincide com (. Para isso, definimos a aplicacao £ dada por
¢ %(N ). (4.11)
Para H = 1/2, obtemos a partir das equagoes de estruturas ({3.7))
n = —%wz -y —unN,

2 2 2 2

Somando essas duas equagoes, e usando a equagao (4.10]) temos que

1 4|h,|?
Norn = 5 (1= ) v - 2 o - v )
u? 20Q)
= = s —uthat, (4.12)
Derivando a equagao (4.11)), e usando (4.6)), (4.9)) e (4.10) obtemos
Uy 1 U, 1
£ = _E(N +n) + _(Nz +1.) = __5 + _(Nz +12)
1 2 2
= = (—“—hz Q) )§+ . — ng—uhzg
U 2
_u 20Q) u 20Q)
- sz_/\u z+(2hz_th+ )\uhz)é-
o 2Q) 1 4Qh
2Q) u 2Qh
= —p,— 2o, ——(h, ) 4.1
.- -3 ¢ (4.13)
De maneira analoga,
2Q u 4Q
& = E¢z+§¢z+ 2( th+mhz)f
20 U U 20Qh,
- — Y Uy — Yz — — z . 414
TN A
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Definigao 4.2.1. Denotamos por o = (¢,,%z,n, N)T' a tnica solugdo do sistema @

com as sequintes condi¢oes iniciais:

5(20) = (G(Zo),l), SZ(ZO) = (GZ(ZO)vO)a
N3(z) = 0, (N,§)(20) = — ! ;
u(2o)
R (= [E)

Aqui zg € X2 € um ponto reqular de G e N3 denota a ultima funcdao coordenada da aplicagao
N.

As expressoes acima representam as condigdes iniciais para ¢ no ponto zy de . Re-
correremos a elas frequentemente. Também devemos nos referir a essas condigoes iniciais

como dados iniciais.

Proposicao 4.2.2. Seja o : ¥ — C* x C* x L* x L* a aplicacdo descrita na Definicao

[4.2.1. As seguintes relagoes métricas sao vdlidas em zy:

(e, 02)] = 0, (e, ¥2)]z = A20)/2,
< >|Zo = -1 <77777>’z0 = 1,
<N wz |Zo = 07 <777wz>’zo = 0.

|

)
(N, n)

Demonstragao. Omitimos o ponto zy para simplificar as contas. Note que por (4.13)) e

(4.14), temos

20:07

2Q

(6.8 = S8 = (58 =0

(€68 = i)+ B e) = 0

Dai seque que (¢,,&) = 0. Assim, obtemos por um lado que

<Gz;Gz> = <€z;§z> = —Q.

Da equagao (4.13]), obtemos por outro lado que

he
€06) = (0= Tove -5 (n - 2)ec.)

2 2
o 20Q)
- 5@%@) —m@ﬁz,fz)-
Consequentemente, o
U 2
§<wz7€z> - E<¢2;€z> = _Q- (415)
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Segue da Definigao e tomando 7 = Au?/2, obtemos

(GG = (€)= 1 (T2 +7).

Visto de outra maneira,

B 20) u u 2Qh.,
<§Za§z> - <_)\_uwz+§¢2_ E(h,%_ - )§a§z>
20 u u 2Qh.,
- _E<wz7£z> + §<w2>€z> - 5 (hz - - )<§7€z>
- 20 U
- _E<¢Z7£Z>+§<w57gz>
Portanto, )
2Q) u 1 /40|
Juntando e obtemos o sistema,
u 20Q) B
§<wz>€z> - E<¢Za€z> - _Q>
- (4.17)
2Q)

u 1 /4QP
—E<¢z>§z>+§<¢27§z> = Z(T+T)

Resolvendo (4.17]), obtemos as solugdes (¢,,£.) = —Q/u e (3, &) = Au/4. A partir disso

e da equacao (4.13)), obtemos este outro sistema

u 2Q o Q
§<w27¢2> - m<w27¢5> - _Zu
U 20) _Au

§<wzaw2> - E<¢zawz> - I

cujas solugoes sao (1,,1,) =0 e (1, 1z) = A/2.
Iremos mostrar agora que (N, N, )|,, = —1. De fato, escreva N(z) = (n,0) € L3xR = L*.

Como z, ¢ um ponto regular para G, podemos escrever em L?

n = aG, + 6G: + G, a, B, A €€R. (4.18)

Tomando o produto escalar em (4.18) por G e recordando que (G, G) = —1, dai obtemos

por um lado,

<Na €> = <(n70>7 (G> 1)> = <n7G>
= a(G.,G) + B(G:, G) +v(G, G)
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E por (4.11)) com a Defini¢ao(4.2.1)), temos que
7= _<N7 §> = -
Agora, tomando o produto escalar de (4.18]) por G, e G5, chegamos ao sistema abaixo,

alG,,G,) + 8(G5,G,) = (n,G,),

alG,, Gz + 8(G5,Gz) = (n,G3).

Assim, por (3.18) e a Defini¢ao [4.2.1} o sistema acima fica

fo 1 2Q
—Qa+§5 = §(hz_7hz)a

ga—Qﬁ - %(hg—@zz).

Resolvendo esse sistema obtemos que

B 4 Q 2Q I 2Q
“ T m(ﬁ(hf?hz)‘ﬂh‘—h))

4 |Q|2 T, @ _ler, QI’Q
S S (A 4N A N A 4 KPS,
41QJ? — p? ( 2 * 8 T3 4 27' T2

4 |Q|2 T, lQPQ
_ (- b= The St
o= (gt ghet T

1672 1 ~ _
G D (—27%Qh. + 47|Qhz — T°hs + 8|Q*Qh.)
1672 1 9/~ oo ~
= —W@(—T (2Qh; + Thz) + 4|Q7(2Qh. + Thz))
2 _
— —m(—TZ +41Q1*)(2Qh., + Thz)
. Qth + Thg
—4|Q*
Analogamente obtemos 3. Assim,
Qth + Thz _
= 2— = =1/u. 4.19
6 7_2 _ 4’Q|2 a? € Fy /u ( )

Além disso,

(N,N) = (n,n)
= (oG, + aG; + G, aG, + aG; + vG)
= 4G, G.) +2|aX(G.,Gs) + a* (G5, Gs) + (G, G)

2 2
— qutqut 2P (190 ]

T

u2
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Observe que

B 1 N2 1,2 1 2 2 4 212 1 Y2 hH2 1 2 2 4_ 212
Oa? 4 Qa? — 10Q@M+16TIQPIRP +4Qr*hE | 16Q@%hE + 167|QP R + 4Q72A2

(= 4|QP)? (72— 4QP)
O 16[QPQR2 + 167[QPIR-J + 4Q72h2 | 16]QIPQ2 + 167|QP |h.? + 4Q72R?
- (72— 4]Q[2)? " (T AQE?
AQRAQP + ) + 327 QPR + 4QR2(AQP + 7)
(2 — 4]QP2)?
(4QR2 + AQR)(AIQP + 1) + 327[ Q|2
(72— 4]QP)? '

De maneira analoga, obtemos

Aol [ AQPY 27 |hAQP + 72 | 4r3(QhE + Qh2)
1 (+—) G AE (72 — 4QP)
SIQPIP(IQP +7) | 4QP(UQH2 + 1012
(72— 4[Q[)? (= AIQP)?
2[h.2(4]QI2 + 72)? | 4(Qh2 + Qh2)(4|Q|* + 72
(2 — 4[QP)? (72— QP

Pela equagao (4.6]), temos que

T 5 T ,  T+2|h.)?
ST amE T T e Y T

_A(QhZ + QR (IQI? + 72) + 327| QI b [?

Assim,

W= (% QP
L 2hPEQP + 777 | AQRE + QR)(IQP + )
(72 — 4]QJ?)? (72— 4Q[2)2
7'—1-2]hz|2
- Tl
0 327|QP R 2 P(AQP +7) T+ 2/h)?
(2 =4ePe2 T (2 —4QPp)? 7
C2hPEIQP + 7% = 3272QPh? T+ 20|
B (2 - 4QP)? T
C 20hPEIQP + )% — 327%|QP R * T+ 2|hs/?
) (72 —4QP)? T
20 P(16|Q1 4 87 |Q1F 4+ ) — 3272 QPP h. P T+ 2|h.?
- (72 - 4]Q[?)? T
2P 4|QP)? T+ 2k
(2 —4lp2 7
B e
T T T
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A partir disso e da Definigao também obtemos

<N>77>|Zo’ <77a77>|ZO =1,

(5, = (N, ) ) = SN+ N.)) = =+ (o)

Novamente pela Defini¢ao temos que (N, &)(z9) = —1/u(z). Logo,

1 1 1
—— 4+ —(N,n) =—— = (N,n) =0.
uoou u

Consequentemente, por n = (1, 71,72, u) € £ = (G, 1) temos

(n, &) = <n,%(N+'rz)> - 1<'r7,N>+ 1(Wz> = 1<'r7,?7>-

u u u

Portanto,
(n,m) =1.
Além disso, pela Definicao sabemos que por um lado
hz th
(V&) =5 ——— (4.20)
T
e o outro lado segue de (4.13)), pois
u 20Q) u 2Qh;
Nz = N7 z:_N7z__ ZaN__ z Na
(V€)= .G = 5N - 22twe ) - 5 (- 22 ) (g
u 2Q) u 2Qh; 1
:_Nz__Nvi__ z -
u 2Q) h, Qhs
= —(N,v¥,) — —(N,5) + = — . 4.21
LN ) = 2Ny 1 (4.21)
Entao, igualando (4.20)) e (4.21]) obtemos
U 20Q)
—(N z) T T~ N7 z) — Y,
LN )~ 22N = 0
dai segue (¢, N) = 0. Finalmente, por (¢,,&) = 0, implica (1,,n) = 0. De fato,
1 1 1 1
<wZ7£> = —Wz,N‘f‘ 77> = _<wZ?N> =+ _<wZ777> = _<w2777> - <1/1z,77> =0
u u u u
Portanto, a proposicao esta demonstrada. O

Assim, ja estamos em condigoes de estabelecer o teorema principal desta secao. Por
razoes técnicas, suporemos que o conjunto de pontos singulares da aplicacao harmonica
G tem interior vazio. O caso em que G é singular em um conjunto aberto sera discutido
no Capitulo 5.
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Teorema 4.2.1. Seja G : ¥ — H? C L3 uma aplicacio harménica de uma superficie
Riemanniana aberta simplesmente conexa sobre o plano hiperbolico admitindo dados de
Weierstrass {—Q,27}. Assuma que o conjunto de pontos singulares de G tem interior
vazio, escolha zy € ¥ um ponto reqular de G, e 9y € C. FEntdao, existe uma unica (a
menos de translagao vertical) superficie de curvatura média um meio v = (N, h) : ¥ —
H? x R C L* tal que:

i) G € a aplicagao hiperbolica de Gauss de 1
i) T = u?/2, onde (di, dp) = Ndz|* e u € a fungdo angulo de i

i) dh(z) = Yodz + Jodz.

Além disso, tal ¢ pode ser recuperada em termos de G como

[ 4Re(G.(2Qh. + Thz)) [7+2[h.]?
) = < RO +G 7@). (4.22)

Aqui h : ¥ — R € a dnica (a menos de uma constante positiva) solu¢ao para o sistema

diferencial com h(zp) = Y.

Demonstracao. Faremos a demonstragao em trés etapas. Mostraremos primeiro a existéncia
da imersdo, isto é, que a aplicacdo 1 : ¥ — L* obtida via , e a Definicao é
uma superficie regular em H? x R com as condicoes desejadas. Em seguida mostraremos
que estd em H? x R e por fim a unicidade. Para facilitar a escrita, denotamos nosso
referencial mével o = (1., 42,1, N)T por (01, 09,03, 04)7.

De (3.8) podemos deduzir que as fungbes ®;; = (0;,0;), i,j = 1,...,4, satisfazem o

seguinte sistema linear de equacoes diferenciais parciais,

—
i
<
~—
183
I
(]~

(Uikq)kj + Ujkq)ki)a

k=1

(D) = (Vikq)kj + V]kq)m)
k=1

|

Observe que, (0;), = Zizluikak e (0;); = Zizl Vikok, onde U;; e V;; denotam o
17)—elemento das matrizes U e V), respectivamente. Assim usando a compatibilidade
J P p

da derivada com a métrica, obtemos
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(®i5): = ((00)z,05) + (03, (0))2)

4 4
= <Zuik0k70j> + <Ui7zujk0k>
k=1 k=1
4 4
= Z%k(%ﬁﬂ + Z%‘k(fn,ﬂk}
k=1 k=1

4 4
= Zuik:q)kj + Zujkzq)ik-
k=1 k=1

Dessa forma, obtemos
4

(D4j), = Z (Z/{ikq)kj + ujkq)ki)~

k=1

De maneira analoga,
4

(D) = Z (Vikq)kj + ij%i)-

k=1

Além disso, as funcoes ¢;; = ¢;; descritas por

O11 = Q2 = P13 = P23 = P14 = Py = P34 = 0,
P12 = \/2 ¢33 = —Qgq =1

também fornecem uma solugao para este sistema. Como estamos supondo as condig¢oes
iniciais em 2y dadas pelo Proposicao 4.2.2] as solugoes devem coincidir em qualquer ponto

de ¥. Em particular, 1 é uma imersao tipo espaco regular em L*.

Agora mostraremos que

(V)3 =hsy N3=0 n3=u. (4.23)

Para isso, seja v := ((¢.)s, (¥2)3, 13, N3)T, em que as entradas sdo as dltimas coordenadas

dos vetores ¥,,19z,n e N, respectivamente. Entao
Ve=Uy, e =V, (4.24)

Por (C.1), (C.2), (C.3) e (C.4), obtemos uma outra solucao (h., hz, u,0) do sistema (4.24).
Portanto, basta verificar que ambas as solugoes coincidem em zy. De fato, pelas condigoes
N3(z9) = 0 e &5(20) = 1 dadas na Definicao , obtemos 13(zp) = u(zp). Além disso,
como (&,)3(2z9) = 0, examinando a tltima coordenada de obtemos que (¢,)3(z0) =
h.(zo), como queriamos.

Vejamos a seguir que v é uma imersao em H? x R. Por (3.8)) sabemos que

oAnJ2\  2n?
No=(1- el
z ( )\ )be )\ wz th/r’
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Por outro lado, denote i = (0,0,0,h). Escreveremos h, no referencial {1, s, n, N}.

Entao considere a combinacao abaixo
h = a, + bz + en + dN,

em que
2 - 2 - ~ -
a:X<hzawz>7 b= <hz7¢2>7 C:<hz777>7 d:_<hzaN>-

A

Portanto, de (4.23]) temos
~ 2|h,|? 2h?

o2

z = d)z + )\21/)2 + thn'

Fazendo a soma v, = N, + h, = (N, h,), concluimos por construcao e de {D que a

menos de translacoes, 1 = (N, h) estd em H? x R. Além disso, tem curvatura média um

meio, normal unitdrio n, 7 = Au?/2 e dh(zy) = Yodz + YJpdz. Como sua funcdo angulo
nunca se anula, sua projecao vertical é regular.

Resta verificar se a aplicacao de Gauss hiperbdlica de 1 é GG. Denotando por G a aplicacao
de Gauss hiperbdlica de 1, ou seja, £ = (G,1). De (4.13)) temos

<g27 gz> = _Q = <Gz7 Gz>

QP

T

66 = (r+ ") — (6.6

Segue da Defini¢ao que G(z9) = G(20) e G.(zp). Como zy é um ponto regular de G,
concluimos pela Proposicao que G = G em . Isto termina a parte da existéncia.

Para mostrar a unicidade, suponha que @/; = (N , B) : ¥ — H? x R é outra superficie de
curvatura média um meio nas condicoes do teorema. Sejam A o fator conforme da sua

métrica, 77 seu normal unitdrio, com a ultima coordenada @ > 0 e assuma que dh(z) =
d}Nl(Zo).

Seguindo (3.9) temos para U

( 5 \. -
hzz = Tth +ﬁﬁ’7
)1\\~
he = S0 (4.25)
25 :
i, = —Hh, —2Lh.,
- A
h oy e
\ A

Mostraremos que h, satisfaz o sistema de equacoes diferenciais 1} ou seja,

N k. |2
o= (ogm)he + @y AL
1/2¢/7(1 + 2|h.|?).

=
I

=
n
|

I
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Por hipéStese temos Au?/2 = 7 = A\ai2/2. Dai

5\75 = (27:2_43-}22);%:?#;%_%_3—%2 _E_@ﬁz
A PVEEEED XL 12 i3 2\
27, + 21 - 8Tp =+ Ty~ 2 p -
= —Zh,+ —Ah? h)?=2h,+ =2+=(1—a2
s et TRl T et FRUST)
Bip o G
- —h Y S
a T a

Portanto,

De maneira analoga verifica-se h.;. Consequentemente h, = h,.

Usando a tltima equagao em (4.25)) obtemos
. T T
u = _—m —2 =
7+ 2[h.|? 7+ 2|h.|

Assim as equagoes de estrutura para 1 e ¥ sao as mesmas e seus respectivos referenciais

e dai segue que A = .
moveis coincidem em zy. Isto implica que @ = 1 a menos de translacoes verticais em

H? x R.
Finalmente, por ©» = (N, h) e repetindo os célculos descritos em (4.18)) temos

20Qh., + Ths 2Qhz + Th, T+ 2|h,|?
N = 25% =2 " Z2q 4ot F 2. —G,
PP e —aer TV T
2 T+ 2|h,|?
= — = ((2Qh. +7h 2Qhz + 7h.)G: — =G
i (2Qh. TG+ Qs 471G ) 2
_ 4Re(G.(2Qh. + Thz)) N /T+2yhz|2G
B 72 —4|QP T ’

em um ponto regular arbitrario z € ¥, nao apenas em 2. Como o conjunto dos pontos

regulares de G é denso por hipdtese, o resultado segue.

]

Terminamos este capitulo com o corolario abaixo, que garante a existéncia e unicidade

de uma superficie de Riemann, com as condicoes desejadas.

Corolério 4.2.1. Seja G : ¥ — H? uma aplicagio harmonica de uma superficie de
Riemann, simplesmente conexa sobre o plano hiperbdlico, admitindo dados de Weierstrass
{—=Q,27}. Assuma que o conjunto de pontos sigulares de G tem interior vazio, escolha
2 € X um ponto reqular de G, e 1y € H? x R. Entdo, existe uma tnica superficie de
curvatura média um meio ¢ = (N, h) : ¥ — H? x R tal que:
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i) G € aplicacio de Gauss hiperbdlica de 1)
i) 21 = \u?, onde (di, d) = Ndz|* e u € a fungdo dngulo de 1.
iii) ¥ (z0) = 1o.
Demonstracao. Inicialmente observe que de deduzimos que

27(7(N,G.) 4+ 2Q(N, G5))

hz - )
= —4[QP?

(4.26)

nos pontos regulares de G.

Seja 1y = (No, ho) € H x R. Motivados por (4.26)), considere o niimero complexo ¢y € C

dado por
 20a07%(20) + 47(20) @0 Q(20)

9o = , 497
0= T ) — QG 2
onde a = (Ny, G(z)) € C. Usando a equacao (4.27) obtemos para « o valor
¥ ),
= — — @V (4.28)
2 T

Seja v = (N,h) : ¥ — H? x R a superficie de curvatura média um meio obtida a partir
do Teorema em termos de G, dos dados {—Q, 27} e ¥y, com h(zy) = ho.

Por (4.22)) e (4.28) é imediato checar que
<N(Zo), GZ(Z())> = —— — — =0y = <N0, GZ<Z())> (429)
Como zg é um ponto regular de G, ou seja, 72 — 4|Q]? # 0 em z, dado Ny € H?, segue que

N(zp) € H?. Portanto, N(z9) = Np. Isso completa a parte da existéncia. A unicidade ¢

consequencia do teorema anterior.

]
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Capitulo 5

Casos Especiais

5.1 Superficie com aplicacao de Gauss hiperbdlica

singular

Na demonstracao do Teorema do capitulo anterior, consideramos a regularidade
da aplicagao de Gauss hiperbdlica em todo ponto de Y. Porém, uma questao natural é

investigar o que acontece nos pontos singulares de GG. Isso sera respondido logo abaixo.

Proposicao 5.1.1. Seja ¢ : ¥ — H? x R uma superficie de curvatura média um meio
cuja aplicagcdo de Gauss hiperbolica G : X — H? € singular em um conjunto aberto de
Y. Entao G(X) estd em uma geodésica de H* e ¢ é um dos exemplos usuais de “screw

motion hyperbolic” obtido por Sd Farp.

Demonstracdo. Sejam —(@) e 27 os dados de Weierstrass para G. Nessas condigoes, sa-
bemos pela Proposicao que G parametriza parte de uma geodésica em H?. Nosso
objetivo a seguir é determinar uma expressao para a aplicacao 1 nessas condigoes. Para
isso, considere G : R — H? C L3 dada por

G(t) = (cosht,sinht,0),

onde z = s + it é um parametro conforme para 1, globalmente definido. Em particular,
2Q = 7 = 1/2, donde temos \u? = 27 = 1. Com essas hipéteses, o sistema (4.2)) pode ser

escrito da seguinte forma
1l ——
hZZ — hzg = Z + 4‘hz|2 (51)

Vamos exibir esse sistema nas coordenadas locais (s,t). Para isso, considere as expressoes

1 1 1
he = S(hy —ihe). he=S(hotihe), [haf? = hohs = S0+ B),
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Com isso obtemos

1 1
h..= Z‘:[as - Zat](hs - th) = Z(h&? — 2ihg — htt)

1
hzi = Z(hss + htt)'

Veja que por (5.1]) vale h,, = h.z e em coordenadas locais (s, t) o sistema (4.2)) é equivalente

a
hss = +/1+h2+hi,
heg = 07
htt == 0

Observe que de hgy = hys = 0 e hy = 0. Segue que hy = x(s) s6 depende de s e hy = g é
constante. Assim, integrando h; em relagao a t

h(s,t) = /ht(s,t)dt + f(s) = /yodt+ f(s) =wot+ f(s) + 1. (5.2)

Como hs = x(s), obtemos

hs(s,t):/as(hs(s,t))ds:/hss(s,t)ds:/\/1+h§+h§ds.

Além disso, 2'(s) = hgs. Logo,

d d
1422+, donde ds=-——or
ds V1t a2+ g3

Por integragao obtemos

d
/ ds — / o
V1+az2+ 43
Fazendo a substituicao

T dx

sinh = ——, temos que coshfdf = ——.
V1+yd

NSERT
Dai,
s:/ds:/ﬂde: do.
V/1+sinh*6¢
cuja solucao é 6 = s + sg.

Portanto,
hs

AT

sinh(s + sg) =
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Usando isso obtemos uma nova expressao para h

h(s,t) = /as(h)ds +g(t) = / \/ 1+ y¢sinh(s + sg)ds + g(t).

h(s,t) = 1/1+ y2 cosh(s + so) + g(t) + ca. (5.3)

Observando que h(s,t) sé depende de s e hy(s,t) é constante e comparando as expressoes

obtidas em ([5.2)) e (5.3), obtemos

Assim,

h(s,t) = 1/1+ yZcosh (s + so) + yot + c, (5.4)

para constantes convenientes sg, Yo € c.

Dessa forma, se escrevemos z(s) como

z(s) = /1 + y3 cosh (s + o),
obtemos por (C.4), (5.4) e Au? =1 que

(1+y2) sinhQ(S + 80) + Y2

1—u® =
“ )

Portanto,

(1 + y2) sinh?(s + so) + 1 4 2
= (1 +9d)(sinh?(s + s0) + 1)
(1 + y2) cosh?(s + so)

= x(s)%

Usando novamente que \u? = 1, segue que

Considere (Ny, Ny, No) em L3, onde N;, para i = 0,1, 2, representam as fungoes coorde-

nadas da projecao N. Observe ainda que

1 1
h, = §(hs —ihy) = 5(1 /1+ y2sinh(s + so) — iyo),

1 1
h. = §<hs —ihy) = 5( 1+ yg sinh(s + so) + iyo)-

Lembre que,

G. - %(Gs _iG),  Ga— %(GS +iGy)
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Dali,
a. - —%(sinh(t),cosh(t), 0), G.— %(sinh(t), cosh(),0), G(t) = (cosh(t), sinh(t), 0).

Como N : ¥ — H? verifica as equacoes

1 1 2Qh;
- = V== (h, - , N,N) = —1.
w6 =1 e =g (n -2 )
Entao,
<N7G> - _:E(S)v
NG = S(h—he) = e _ o
Y z - 2 z z - 2 - 27
(N,N) = —N;+N{+N;=-1.

Por outro lado,

(N,G) = ((NO, N1, Na), (cosh(t),sinh(t),0)) = _NQ cosh(t) + Ny sinh(t),

(N,G,) = —%((NO, N1, Ny), (sinth(t), cosh(t), 0)) = %No sinh(t) — %Nl cosh(t).
Portanto, temos o sistema
— Ny cosh(t) + Nysinh(t) = —z(s),
Nysinh(t) — Ny cosh(t) = —yo,

cuja solucao ¢é dada por
Ny = x(s)cosh(t) + yosinh(¢),
N1 = z(s)sinh(t) 4 yo cosh(t).

Da equagao (N, N) = —1, determinamos Ny como segue

~N;+ N} + NZ=—1, logo Ny=44/NZ—-N—1.

Portanto, concluimos que a projecao vertical de 1 é dada por

No = x(s)cosh(t) + ysinh(t),
N = x(s)sinh(¢) + ycosh(t),
Ny, = £yz(s)2 —y2— 1.

Com isso obtemos para a imersao ¢ : ¥ — H? x R a seguinte expressao

U(s,t) = <a:(s) cosh(t) + ysinh(t), x(s)sinh(¢) + y cosh(t),

+ a(s)2 —y2 -1, \/1+ygcosh(s+so)+y0t+c).
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5.2 Superficie paralela

Veremos nesta secao algumas relagoes geométricas explicitas entre duas superficies pa-
ralelas em H? x R. Nosso objetivo é determinar para a superficie paralela sua projecao
vertical, a curvatura média, estrutura conforme e aplicacao de Gauss hiperbdlica a partir

de uma superficie com curvatura média H = 1/2 dada.

Definicao 5.2.1. Seja f : ¥ — L? uma superficie reqular. Uma superficie reqular o
paralela a f é dada por

o= f+an,

em que « denota a distancia entre as superficies e n a aplicacao normal de Gauss de f.

Teorema 5.2.1. Seja v : 3 — H? x R uma superficie de curvatura média H = 1/2 com
aplicacao de Gauss hiperbdlica G : ¥ — H? e assuma que sua diferencial de Abresch-

Rosenberg @ nunca se anula. Se u : 3 — (0,00) denota a sua fun¢ao angulo, entdo

vl (=-vr S0em) (55)

¢ uma superficie reqular em H? x R com projecao vertical reqular, para a qual H = 1/2 na
sua ortentacao canonica. Além disso, sua aplicacao de Gauss hiperbolica é G, sua funcdo
angulo € u e seu fator métrico conforme é
2
_ 16|Q)

M= . 5.6
o (5.6)

Em particular, esse teorema afirma que ¥* como em (5.5)) é a superficie de curvatura
média um meio construida de acordo com o Teorema .21 através de G e os dados de
Weierstrass {—Q, 7% = 16]/Q|?/7}, com condicio inicial

4Q(20) —
T0(20) ho- (5.7)

(h)(20) =

Demonstragdo. Escreva ¢ = (N, h): ¥ — H? x R e seja £ = (G, 1). As seguintes relagoes

métricas abaixo, serao usadas repedidas vezes no que segue:

66 = (6.8 =8 =0,  (GN)={EN)=—7. 653

Denotamos ¢ = (N*, hf) e usando a equacao (5.5) obtemos
2

2
NY=-N+=G, hW=—-h+-, (5.9)
u u
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Pela equacao (5.8) e o fato que G, N tomam valores em H?. Um célculo direto mostra
que (N*, N¥) = —1. De fato,

(N* N%) = <—N + 2G, —N + 2G>
Uu

Além disso,

@,V = (G,-N+20)
S 7E N ) B (e ) S S )
u u u u

o que assegura que N* toma valores em H? . Logo, 1 é de fato uma superficie em H? x R,

possivelmente com pontos singulares.

Agora, observe que novamente pela equacao (5.5)), temos que

(¢ﬁ>z = _wz + (%) f‘i‘ 362
2oy 2e (5.10)

u? U

= _wz -
Eutdo, usando (L), €13), 63). G10) e
4

() (092) = () = = (e ) + 2 (E,6) + (60, 0)

4 4
= E<§Z§Z> - —<¢z,€z>

429 120

= w2\ <¢Za¢2> + EE<¢2’¢Z>

= L(Q+Q) =0 (5.11)

(¢,1,) = 0, obtemos
4
u

IS

Em outras palavras, z é um parametro conforme para ¢, isto ¢, as superficies ¥ e ¥* tém

a mesma estrutura conforme.

Observe agora que ((1*),,&) = 0 é obtido diretamente de (5.8) e (5.10). Entdo, £ é um
vetor tipo luz em L*, cuja tltima coordenada é igual a 1 e que é normal & ¢!. Dessa

forma, se n* : ¥ — S? é o normal unitario de 1)* e u* é a sua 1ltima coordenada, ou seja,
a funcdo angulo de 9, devemos ter

1
£= J(nﬁJﬁsNﬁ), £==1. (5.12)

Consequentemente
€

(N* &) = <Nﬁ, %(nﬁ + sNﬁ)> == (5.13)
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Por outro lado, por (5.9) vemos que
1
(N* €)= < —N + G G> : (5.14)

u

Entao, comparando (5.13)) e (5.14) temos u* = eu. Em particular, segue do Lema

que ¥* tem projecdo vertical regular. Logo, se dotarmos ¥* com sua orientacdo canodnica,

dada por u* > 0, temos
w=u e {— ( P4 NP, (5.15)

Em outras palavras, G : ¥ — H? ¢ a aphca(;ao de Gauss hiperbdlica de 9. O fator
conforme A\ de 9* é obtido diretamente de . (5.10) de (]4 13)), como segue:

A= mwmwwm—w——w%@> 2@£g

8 u 8 [A?  2|Q? 16|Q|2
et A——_ — R —
* < 5 e Aut

w4 u?
isto é, (5.6) segue. Além disso, como @ nunca se anula, 9* é regular.

(5.16)

Finalmente, sé precisamos checar que ¥ tem curvatura média constante H*. Para isso,

observamos primeiro que por (C.3) com H = 1/2, (C.4), e usando que Q = p + h?, temos

1 U, 1 2p
— = ——=——|—-Hh, — —hs;
(5), = -F=-w (- Te)

2
2
= gl et 2—2%24%' h
= e Ruahe gt~
h, 2
- e

Obtemos pela equacio (5.9) que hf = —h + 2/u. Assim, derivando h* temos que
1 4
(h*). = —h, +2 (—) 1Q,,

U Au?

Derivando novamente e usando a equagao (C.1), obtemos

4
(h").: = ()\_222) hs +/\—th2

_(4Q 4Q

_ (gg)}l+4Q&h L 4Qp

Au? A2qy2 Au
4@5)\102 - 4Q<>\U2)z 4QN; 4Qp
- hg hg e
A2yd + A2q2 + Au
4Qg 4@()\5”2 + 2)\UU5) 4@)\5 4@]3
h2 - hg hg .
2 o e
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Assim, por (C.3), (C.4) e Q = p + h? obtemos

4QA; 8Qusz 4Q\; 4Qp
o — _ITx7Ep _ _
(1) A2u? h: Aud he + A2u? he + Au
8Quz 4Qp
— — hg _—
Au? + Au
_8Qhs( he 2ph.\ | 4Qp
Au? 2 A Au
_4Qr: | 16Qplh.* | 4Qp
B Au3 Au
4QhZ | 4Qp 2y, 40D
)\u3+)\u3( u)+)\u
_ 4Qn:  4Qp _1Qp  1Qp
Aud Aud Au Au
_ 4QhE  4Qp
B Aud
1Q
= g0t h?)
4QP
= _ 5.17
Aud ( )
Por (C.2), a curvatura média H* de ¢* é
Hﬁ Q(hﬁ>z2 _ 2 4|Q’2
Mt Myt \us
2 40P 8IQP
Mut \u3 M ud
SIQF At 1
Aut 16|Q2 2]
em que também usamos ((5.6)), (5.15)) e (5.17)). Isso termina a prova.
]
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