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“Conhecereis a verdade, e a

verdade vos libertard”.
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Resumo

Esta dissertacao tem como proposito explicar as métricas criticas do funcional curva-
tura escalar total (CPE) e detalhar os resultados principais obtidos nos artigos intitulados
“A note on critical point metrics of the total scalar curvature” devido a Leandro Benedito
[Math. Anal. Appl. Vol 424, 1544-1548 (2015)] e “Remarks on critical point metrics of
the total scalar curvature” devido a Francisco B. Filho [Math. Arch. Vol 104, 463-470
(2015)]. No primeiro foi provado que se uma determinada funcao, em termos da funcao
potencial, de uma CPE é constante entao a variedade é Einstein. J& no segundo foi de-
monstrado que sob algumas formulas integrais adequadas da esfera canonica, a variedade
é isométrica a uma esfera padrao de algum raio e sua funcao potencial é uma primeira

autofuncao do Laplaciano.

Palavras-chave: Equacao do Ponto Critico, Curvatura Escalar, Funcionais Riemannia-

nos, Variedades Einstein.



Abstract

This dissertation aims to explain the critical metrics of the total scalar curvature func-
tional (CPE) and to detail the main results obtained in the articles entitled “A note on
critical point metrics of the total scalar curvature” due to Leandro Benedito [Math. Anal.
Appl. Vol. 424, 1544-1548 (2015)] and “ Remarks on critical point metrics of the total
scalar curvature” due to Francisco B. Filho [Math. Arch. Vol 104, 463-470 (2015)]. In the
first, it has been proved that if a given function in terms of the potential function of a CPE
is constant then the manifold is Einstein. Already in the second, it has been shown that
under some suitable integral conditions of the canonical sphere, the manifold is isometric
to a standard sphere of some ray and its potential function is a first autofunction of the

Laplacian.

Keywords: Critical Point Equation, Scalar curvature, Riemannian Functionals, Einstein

manifolds.
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Introducao

Um tema recorrente em geometria é encontrar métricas Riemannianas em uma varie-
dade diferenciavel M" com certas propriedades, como por exemplo, com curvatura escalar
constante. Neste sentido, é interessante estudar os pontos criticos do funcional curvatura
escalar total. Sejam M™ uma variedade diferenciavel compacta orientada de dimensao
n = 3 e M o conjunto de todas as métricas Riemannianas em M". O funcional curvatura

escalar total é definido por

St = [ Rav,

onde R, e dM, sao, respectivamente, a curvatura escalar e a forma volume da métrica g.
Na literatura corrente este funcional é também conhecido como Einstein-Hilbert. Ressal-
tamos que os pontos criticos do funcional S sao Ricci-flat.

Por outro lado, a solucao do problema de Yamabe nos mostra que qualquer varie-
dade compacta M" admite uma métrica Riemanniana com curvatura escalar constante.
Desta maneira, podemos considerar o conjunto das métricas Riemannianas em M" com

curvatura escalar constante e volume 1, isto é,
My ={geM| R, constante e vol(g) = 1} # 0.

Koiso [I8] mostrou que, sob condigdes genéricas, Hl é uma variedade de dimensao infinita.
Em Besse [5], foi conjecturado que os pontos criticos de S restrito a .7\\/1/1 sao Einstein. A
equacao de Euler-Lagrange agindo sobre o funcional Einstein-Hilbert restrito a variedade
//\;1/1 ¢ dada por

Ricy — %g =Vif—f (Ricg - %g) : (1)
em que f € C*®(M) é denominada fungdo potencial, Ric,, R, e V2f sdao o tensor de
Ricci, curvatura escalar e o hessiano de f na métrica g, respectivamente. Sendo assim,
dizemos que uma variedade Riemanniana (M",¢g) de curvatura escalar constante R, é
uma métrica CPE (Critical Point Equation) se existir uma func¢do f, denominada fungao
potencial, para a qual é satisfeita a equacao (|1f).

Note que tomando o trago em , obtemos



R,
n—1

A+ 9 f =0 2)

Em particular, f ¢ uma autofun¢ao do Laplaciano A,. Logo, % pertence ao espectro
positivo do Laplaciano de (M™, g).

Esta dissertagdo se baseia nos artigos de [4] denominado “A note on critical point
metrics of the total scalar curvature”, e [12], intitulado “ Remarks on critical point metrics
of the total scalar curvature functional”. Em [4], Benedito verificou que a conjectura CPE

s _f2 for constante em M. Ja em [12], Filho
n(n—1) )
notou que as seguintes formulas integrais sdo verdadeiras na esfera padriao (S", gg) com a

/ K3 dS?, =0
M

4 n n(n + 2)
RS, = S
n M

¢ verdadeira se a fungao h = |V f|* +

funcao altura h,

hi dsy.
1

Filho [12] mostrou que a conjectura é verdadeira sob as hipoteses integrais dadas a seguir.

Teorema 1. Seja (M™, g) uma métrica CPE satisfazendo

(n + 2)R?
4 _ g 4
1. /M\Vf| dM, = Snln 1 /Mf dM,,

2. / fPdM, > 0.
M
Entao (M", g) é Einstein.
Além disso, observou-se que o resultado obtido por Benedito [4] pode ser melhorado.

Coroléario 1. A mesma conclusao do Teorema 1 é verdadeira assumindo que h = |V f|*+
Ryg

n(n_l)fQ seja constante ao longo do fluxo de Vf.

O trabalho estd organizado em trés capitulos. No Capitulo 1, se encontra a se¢ao de
Preliminares, a qual estabelece notacoes, algumas definicoes e resultados de Geometria
Riemanniana.

No Capitulo 2, explanaremos brevemente as Formulas de Variacao da Curvatura vi-
sando estudar as métricas criticas do Funcional Curvatura Escalar Total S. Mencionare-
mos também o classico Teorema de Obata em [25] e a conjectura dos campos conformes.

No Capitulo 3, enunciaremos e provaremos os resultados auxiliares e, consequente-

mente, os teoremas principais dos artigos [4] e [12] serao demonstrados.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo exibiremos defini¢oes, resultados e exemplos da teoria basica geral de
geometria Riemanniana que serao utilizados no decorrer desta dissertacao. Facamos uma
revisao dos conceitos de tensores, curvaturas e operadores diferenciais. Nossa maior preo-
cupagao serd detalhar os resultados obtidos por Benedito [4] e Filho [12], por isso omiti-
remos alguns conceitos que ja sao bem conhecidos na presente teoria, contudo se o leitor
achar necessario recomendamos os livros |11 (6], [7, 8, 20, 21], 22} 26, 29]. Em tudo que segue,
M™ denotara uma variedade diferenciavel de dimensao n > 3, g = (,) uma métrica Rie-
manniana em M" com conexdo de Levi-Civita V, X(M) e C*°(M) designardo o conjunto

de campos de vetores diferenciaveis e fungoes suaves em M™, respectivamente.

1.1 Tensores em Variedades Riemannianas

Um (1, 7)-tensor em uma variedade diferencidvel M" é uma aplicagao

T:X(M) % ... x X(M) — X(M)

N S
-~

(r)

multilinear sobre o anel das fung¢oes diferenciaveis C*°(M). Enquanto que, num (0, r)—
tensor, o contradominio é C*°(M). Além disso, dados Yi,...,Y, € X(U), pede-se que
T(Y1,...,Y,) seja uma fungao diferenciavel em um aberto U C M"™ e T seja C*°(U)-linear

em cada variavel, isto é,
T(Yy,...,fX+hnY,...)Y,)=fT(Y1,....X,....Y.)+ KT (Y1,...,Y,....Y,),

para todo X,Y € X(U) e f,h € C>*(U).

Exemplo 1.1. O tensor métrico g : X(M) x X(M) — C>(M) que faz corresponder
a cada ponto p € M"™ e a cada par X,Y € T,M", o produto interno de X e Y na

métrica Riemanniana de M™, isto é, ¢,(X,Y) = (X,Y) , € um (0,2)-tensor e suas

p}



componentes no referencial {0;} sao os coeficientes g;; da métrica Riemanniana no sistema

de coordenadas dado.

Definimos S?(M) como sendo o conjunto de todos os (0, 2)-tensores simétricos em M™.

E claro que a métrica g € S?(M).
Exemplo 1.2. Toda k—forma diferencial w em M™ é um (0, k)—tensor em M".

Observacao 1.1. Em uma variedade Riemanniana a métrica Riemanniana faz corres-
ponder a cada campo diferencidvel X € X(M) uma forma diferencial wx € X*(M) dada
por

wx(Y) =(X,Y), paratodo Y € X(M).

Neste sentido, um campo de vetores diferencidvel X € X (M) pode ser identificado com
um (0,1)~tensor X : X(M) — C*(M), dado por

X(Y)=(X,Y), paratodo Y € X(M).

Em uma variedade diferenciavel é possivel estender a nocao de derivada covariante V

a tensores como veremos agora.

Definigao 1.1. A derivada covariante de um (1,7)-tensor T é um (1,r + 1)-tensor VT

dado por
VI(X,Y1,....Y,) =Vx(TM,...,Y;)) = T(VxYi,...,Y;) — ... = T(Yi,...,VxY,). (L1)

Para cada X € X(M), define-se a derivada covariante ¥V xT de T em relagdo a X como

um tensor de mesma ordem que T dado por
VxT(Y1,...Y,) =VT(X,Yq,...,Y,).

Analogamente a derivada covariante de um (0, r)-tensor 7" é um (0,7 4+ 1)-tensor VT’
dado por (|1.1)).

Defini¢ao 1.2. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de Rie-

mann é o (1,3)—tensor
Rm: X(M) x X(M) x X(M) — X(M),

dado por
Rm(X, Y)Z =VvVxZ -VxVyZ + V[ny]Z.

Usando o tensor métrico podemos definir o tensor curvatura como sendo o (0, 4)-tensor
Rm : X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — C*(M),

4



dado por
Rm(X,Y,Z, W)= (Rm(X,Y)Z, W).

A seguir, listamos algumas propriedades.

Proposicao 1.1. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propriedades:
1. Rm(X,Y,Z,W)=—-Rm(Y, X, Z, W) =Rm(Y, X, W, Z).
2. Rm(X,Y, Z,W)=Rm(Z, W, X,Y).
3. Rm(X,Y)Z 4+ Rm(Y, 2)X + Rm(Z, X)Y = 0 (primeira identidade de Bianchi).

4. (VxBRm)(Y, Z)W + (VyRm)(Z, X)W + (VzRm)(X, Y)W = 0 (segunda identidade
de Bianchi).

A partir do tensor curvatura definiremos os seguintes entes geométricos:

Definicao 1.3. Definimos o tensor curvatura de Ricci de uma variedade Riemanniana
(M™, g) como o trago do tensor curvatura de Riemann. Isto €, se {e1,...,e,} C T,M™ ¢

uma base ortonormal, entao para todo x,y € T, M"

n n

Ricy(x,y) = Z<Rm(ei7$)eiay> = Z<Rm(€iay)eiaw>a

i=1 i=1

em que a ultima igualdade seque do item (ii) da Proposi¢do . Portanto, Ric, € um

(0,2)—tensor simétrico em M™.

Defini¢ao 1.4. A curvatura escalar de uma variedade Riemanniana (M", g) é a fungdo
R, : M™ — R dada por

R, = tr,Ric,. (1.2)

Este trabalho gira em torno da seguinte definicao.

Definicao 1.5. Dizemos que uma variedade Riemanniana (M",g) é Einstein se existir

uma funcgao suave X : M™ — R tal que Ricy = \g.

Quando n > 3, o Lema de Schur nos permite concluir que X é constante em M", (para
maiores detalhes veja Petersen |26, Lema 3.1.4, p. 87]).

Ao longo desta dissertagao usaremos a convencao da soma de Einstein. A qual diz que
se uma variavel de indices aparece duas vezes em um tinico termo, um subescrito e o outro

sobrescrito, isso significa que estamos somando sobre todos os seus possiveis valores.



1.2 Operadores Diferenciais

A derivacao covariante de tensores permite estender as variedades Riemannianas certos
operadores diferenciais de uso frequente no R”. Facamos uma exposicao de alguns destes

operadores.

Definigao 1.6. Seja f: M"™ — R uma funcgao suave. O gradiente de f é o campo vetorial
suave V f, definido sobre M™ por

(Vf, X) =Vxf=X(f)=df(X), (1.3)

para todo X € X(M).

Seja {ei,...,e,} & um referencial ortonormal em uma vizinhanca U C M™. Entao,

pela definicao de gradiente, teremos em U

Vf= zn:(Vf, e)e; = zn:ei(f)ei = y V.fe;. (1.4)
i=1 i=1 i=1
Num referencial coordenado {0;}, teremos
Vf=g"V,;f0,=V"f0, (1.5)
em que g;; = (0;,0;) e (¢g¥) é a inversa da matriz (g;;). Além disso, é imediato das

propriedades de derivagao o seguinte fato: Se f,¢ : M™ — R sao func¢oes suaves, entao
vale a regra da soma V(f 4+ {) = Vf + V/ e a regra do produto V(f{) =(Vf + fVL.

Definicao 1.7. Seja X um campo de vetores suave em M"™. A divergéncia de X € a

funcao diferencidvel divy X : M™ — R, definida por
(divyX)(p) = trg{v € T,M" — V,X}, (1.6)

onde try, denota o traco do operador linear v € T,M" — V,X.

Lembremos da Algebra Linear que Vg, X = a%(p)d;|, para todo i = 1,--- ,n, para
cada p € M, em que (a"(p)) representa a matriz na base {01, - -+ , On|,} de T,M™. Assim

(Vo,, X, 0clp) = a” (p){0jlp, Okly) = a” (p)gj- (1.7)

Multiplicando pelo elemento inverso ¢** em ambos os membros da igualdade acima, tere-

9" (Vo,,X, 0klp) = a” (p) (g;x(p)g" (p)) = a” (p)&} = a”(p).



Logo, a divergéncia de X em p € M™ ¢é dada por
(divyX)(p) = Y _a"(p) = g (Va,, X, 9;,). (1.8)

i=1

Proposicao 1.2. Seja X um campo diferencidvel em M™ e {0y,...,0,} um referencial

coordenado em uma vizinhanca U C M. Se X = a*0,, em U, entdo
div,X = 9;(a’) — g (V,0;, X).
Em particular, num referencial geodésico {E;} em p € U, temos que
div, X (p) = E;(a’). (1.9)
Demonstracao. Pela defini¢ao de divergéncia de um campo vetorial, obtemos

div,X = g7 (V. X,0;) = g" (@-(X, 0;) — (X, Vaﬁj))
= g7 (0i(a"0y, 0;) — (V,0;, X))
= (9"9j)0i(a") — 9" (V 5,05, X)
= 0;(a") — ¢"(V5,0;, X).

O

Mais uma vez é imediato das propriedades de derivacao que, para campos de vetores
X,Y € X(M) e para qualquer funcdo suave f : M" — R, sdo vélidas as propriedades:
divy(X +Y) = div,X + div,Y e divy(fX) = fdiv,X +(Vf, X).

Definicao 1.8. Seja f: M™ — R uma funcao suave. Definimos o hessiano de f como o
(1,1)-tensor, dado por

(V2f)(X) =VxVf, VX ecX(M). (1.10)
Ou como (0,2)—tensor, dado por
(VEX,Y) = (Vx V[ Y).
Neste caso, V2f : X(M) x X(M) — C>®(M) ¢é um (0, 2)-tensor simétrico. De fato,

(VEI(X),Y) = (VxV[Y)=X(V[Y)—(V[,VxY)
= X(Y(f)) = (VxY)(f). (1.11)

Analogamente,

(V2N(Y), X) =Y(X(f)) = (V¥ X)(f). (1.12)

7



Agora basta subtrair as equagées (1.11)) e (1.12)) para comprovar a nossa assertiva.

Definicao 1.9. Seja f : M" — R uma funcao diferencidvel. O Laplaciano de f € a
funcao Ayf : M™ — R dada por

Ay f =divy(Vf). (1.13)
Aplicando esta definicao ao produto de duas funcoes suaves f, 0 : M"™ — R, teremos

A(f0) = divg(V(f0)) = divy(6V ) + divy(fV0)
= (divy (V) + (VL Vf) + fdivy(VE) + (Vf, V)
= A f+ fAL+ 2V, V). (1.14)

Ademais, seja p € M e considere U C M™ uma vizinhancga de p onde esteja definido um

referencial ortonormal local {eq, ..., e,}. Entao

n n

tg(V2f)p = D (V2 (e, ei) = D (Ve Viies) = divg(V)(p) = Ay f(p),

i=1 i=1

donde
Ay f = trg(V2f).

Exemplo 1.3. Uma func¢ao altura h, na esfera padrao (S", go) relativa a um vetor unitdrio
v € R ¢ dada por h, = (-, 0)gn+1. Geomelricamente, h,(p) para algum p € S é a
altura de p relativa a uwm plano normal a v e passando pela origem de R"™. Entdo o
hessiano da fungao altura é dado por V?h, = —h,go € —Agh, = nhy, ou seja, a fungao
altura € uma primeira autofuncdo na esfera padrao (ver, por exemplo, o apéndice da
dissertacao [28]).

Seja ¢ : M™ — M™ um difeomorfismo, o pull-back de um (0, 2)-tensor 7" é um tensor

do mesmo tipo que a cada ponto p € M" associa

(™ T)p(Xp, Yp) = Ty (dipp(Xp), dpp(Y5))-
Assim a derivada de Lie de T, com respeito ao campo X, é:

d

(['XT)p = at t:O(SDtT>p’

onde ¢; : U — V é o fluxo de X. Sua relagao com o Colchete de Lie é bem conhecida

pela propriedade

(LxT)(Y,Z) = LxT(Y, Z) — T(|X,Y], Z) — T(Y, X, Z]). (1.15)



Em particular, tomando 7" = ¢, teremos
(Lxg)(Y,Z)=(Vy X, Z)+ (Y,VzX). (1.16)

Proposicao 1.3. Seja g um (0,2)~tensor métrico em uma variedade diferencidvel M",

entao vale que
Lysg=2V?f. (1.17)
Demonstragao. Pela equagao (1.16)), para qualquer X,Y € X(M), obtemos

(Lvrg)(X)Y) =(VxVLY)+(VyVf X)
= V2 (X)Y)+ V2f(Y, X)
=2V?f(X,Y).

De agora em diante, T' e S denotarao (0,2)— tensores em M™.

Definicao 1.10. Definimos o produto interno de Hilbert-Schmidt de tensores T e S como
sendo

(T,S) =tr,(T'S"),

em que try(-) denota o trago de tensores. Facilmente a defini¢do acima satisfaz as pro-
priedades de produto interno. Observe que num referencial ortonormal em um aberto U

de M contendo p, obtemos

n n

try(TS*) = Z;<TS*(€Z'), e;) = 2;(5*(@), T*(e:))
- i<i<s*(ei), e;)e;, §<T*(ei)a €k)€r)
_ é;fei,s<ej>><ei,T<ek>>5jk - i<ei,s<ej>><ei,T<e»>
_ jz;ém S(e;))ei, Tle;)) = g<T<ej)> S(ez))-
Em particular,
(T, ) = try(Ty") = imei), o) = Z?T(ei), ) = try(T).

Considere (M"™,g) uma variedade Riemanniana. Definimos a parte sem traco de um

9



tensor T por

T:=T

_ trg_éT) J (1.18)

O nome se justifica, pois T se decompoe na soma de dois tensores sendo que T tem traco

nulo, isto €,

o o tr, (T try(T')(g, 9
try (1) = (T,g) = <T - —g( )g,g> = try (1) — —9( T)f ) =0.
Em particular, tomando S = T na Defini¢do |1.10, temos que |T|* > w valendo a
tqualdade se, e so se, T' = %g.

Proposicao 1.4. Para todo campo de vetores diferencidvel X e Y em uma variedade

Riemanniana (M™, g), vale a sequinte formula
Ric,(X,Y) = div,(VxY) — (X, V(div,Y)) — (VX,"VY), (1.19)

em que *VY representa o operador adjunto formal de VY . Em particular, quandoY = V f

para alguma funcao diferencidvel f em M, wvale
Ricy(X, V) = divy(V*f(X)) = (X, V(A f)) = (VX,V*f). (1.20)

Demonstracao. Veja [15, Proposicao 2.5, p. 32|. O

J& foi definido acima a divergéncia de campos de vetores em M™, o proximo passo é
definir a divergéncia de um (0, 2)-tensor 7" em uma variedade Riemanniana (M", g). Com
efeito, considere um referencial ortonormal local {e,--- ,e,} em torno de algum aberto
U C M™e o (1,1)-tensor correspondente a 7. Assim, o div,7" é um (0, 1)-tensor que
satisfaz, para cada Z € X(M)

n

(div,T)(2) = Zg((veiT)(Z), €i) = ZQ(V@T(Z) —T(Ve,2),e)

= Z(Q(V@T(Z), ¢) = 9(T(VeZ),e)) = divy(T(2)) = Y g(T(Ve, Z), )

i=1

= divy(T(2)) = ) 9(Ve 2, T"(e;)) = divy(T(2)) = (VZ,T7).

=1

Ademais, em coordenadas,
(div,T)(8;) = g* Vi T};.
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Note que pelo item [4] da Proposicao [L.1] temos
ViRjiim + Vi Riiim + Vi Rijim = 0.

Contraindo a equagao acima pelos indices m e k (o que é equivalente a multiplicar o termo

g™* em ambos os lados da igualdade), obtemos

0= Vig™ Rjsim + V9™ Ritm + 9"V Rijim
= ViRji — Vg™ Rigim + ¢ Vi Rijim.

Agora contraindo por ¢! na equacdo acima, resulta que

0= Vigleﬂ — glejRiz + gmkkaﬂRijlm
= ViR, — ¢'"V;iRy — ¢"*Vig" Rijmi
= ViR, — ¢"V;Riy — g™ Vi Ri,.

Portanto, a seguinte equagao ¢ chamada de 2* identidade de Bianchi contraida 2 vezes,
dada em coordenadas

dRy(0;) = ViR, = 2¢"'V; Ry. (1.21)
Em forma tensorial, podemos expressa-la como
dR, = 2divgRic,. (1.22)

Proposigao 1.5. Se (M", g) € uma variedade Riemanniana, entao

n—2

ding;cg = 5
n

dR,. (1.23)

Demonstra¢ao. Note que para todo (0,2)-tensor simétrico T em M"™ e para todo campo
Z € X(M) vale (div,T)(Z) = div,(T(Z)) — (VZ,T). Em particular, para o tensor Ric,,

temos
(divyRic,)(Z) = div,(Ricy(Z)) — (Ricy, VZ)
1 R
= div,(Ricy(Z)) — Edivg(RgZ) — (Ric, — ng, VZ)

1
— divy(Ric,(2)) — (Ricy, VZ) = —divy(R,Z) + %@, v2Z)
- R, .. 1 R,
= divyRicy(Z) — Xdlvg(Z) - E(VRg, Zy+ Ttrg(VZ)

n —

4R, (7).

1 1
= SR, (Z) — ~dR,(Z) =

2n
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OJ
Em particular, se a curvatura escalar R, for constante, entao (|1.23)) nos d4 a informacao

: )
div,Ric, = ”2—ng = 0. (1.24)
n

Lema 1.1. Seja T um (0,2)-tensor simétrico em uma variedade Riemanniana (M", g).

Entao, para qualquer campo Z € X(M) e qualquer funcio ¢ € C*°(M)
div,(¢T(Z)) = o((div,T)(Z) +(VZ,T)) + T(Vp, Z). (1.25)
Em particular, se Z =V f para alguma funcao f € C°(M), temos
div, (¢T(Vf)) = o((div,T)(Vf) + (V2F,T)) + T(Vp, V). (1.26)
Demonstracao. Considere ¢ uma funcao suave em M™, segue que

div, (T(p2)) = div,($T(2)) = pdivy(T(2)) + (Vio, T(2)
= o((div,T)(Z)+(VZ,T))+T(Vg, Z).
O

O proximo lema terd grande importancia no desenvolvimento das formulas integrais
expressas no proximo capitulo. As vezes, iremos chama-las de formulas de Bochner ten-

soriais.

Lema 1.2. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana. Entdo para quaisquer campo de

vetores diferencidvel X em M™ e u funcao suave em M™, as sequintes equacoes sao validas:
1. (div,V*u)(X) = Ricy(Vu, X) + d(Ayu)(X).
. —1
2. (div,V2u)(X) = Ric,(Vu, X) + an(Agu)(X).

Demonstracao. Observe que reagrupando os termos de (1.20)) e pela defini¢ao do operador

divergente, temos

Ric,(X, Vu) + d(Ayu)(X) = div,(V2u(X)) — (VX, V2u) = (div,Vu)(X),

12



o que prova 1. Como divy(X) = try(VX) = (VX g), obtemos

(div,V2u)(X) = div,(V2u(X)) — (VX, V2u)

= div, (VQU(X) - %I(X)) - <VX, Vi — %g>

n

1 A
= div, (V2u(X)) = ~div,(A,u - X) = (VX, V?u) - T"“(vx, g)

= div,(VZu(X)) — (VX, V?u) — A;udivg(X) — (X, VAu) + A;“NX, g)
= (div,Vu)(X) — %d(Agu) (X)
— Ric,(Vu, X) + "L a(a,u)(x).
0
Exemplo 1.4. Se —Aju = %u, entao
dngVOQu = chg(Vu, ). (1.27)

Demonstragao. De fato, pelo item ([2)) do Lema [1.2] segue
(dingOQU)(X) = Ricy(Vu, X) — &Q(VU,X) = R%cg(Vu,X), para qualquer X € X(M).
n

O

Apresentaremos uma formula muita usada em Andlise Geométrica, denominada, for-

mula de Bochner

Proposicao 1.6. Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana e f € C*°(M). Entao
1 .
38V = Ricy(V,V]) + VAP + (V] VA ). (1.28)

Demonstrac¢ao. Veja [15, Proposicao 2.6, p. 34] O

Observacao 1.2. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana orientdvel de dimensdo n.
O elemento de volume (ou forma volume) de M™ é a n-forma diferencial w definida em

cada ponto p € M"™ por
wp(v1, ..., v,) = det((vi, e;)) (volume do paralelepipedo orientado [vy, ..., v,)),

onde cada v; € T,M™ e {e1,...,e,} € uma base ortonormal positiva de T,M™. Também
denotamos w por dM.
Suponha agora que M™ € uma variedade com bordo OM™. Denotamos por v o campo

unitdrio normal exterior a M™ ao longo de OM™. A orientacao de M™ induz uma orienta-
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cao em OM™ da maneira sequinte: dado p € OM™ e dada uma base 5= {vy,...,v,_1} C

T,0M", dizemos que [ € positiva se {v,vq,...,v,_1} € uma base positiva de T,M™.
Definicao 1.11. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana orientada e X € X(M). O

produto interior de uma k-forma w na diregio de X é a (k — 1)-forma 1xw definida por

(txw)p(vr, ooy V1) = wp(Xp, V1, .., Vg—1), (1.29)

para todo p € M"™ e vy, ..., vp—1 € T,M". Também denotamos .xw por X w.

Por exemplo, seja (M™, g) uma variedade Riemanniana orientada com forma volume
dM, e bordo OM". Seja v o normal unitario exterior a OM™, segue da Observagao

que vudM, é a forma volume de OM" induzida por M". Denotamos v.dM, = do.

Proposigao 1.7. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana orientada com elemento de
volume dM,. Entao
d(XadM,) = divy XdM,, (1.30)

para todo X € X(M).
Demonstragao. ver [8]. O
Precisaremos da seguinte versao do teorema da divergéncia:

Teorema 1.1. Sejam (M™,g) uma variedade Riemanniana compacta orientada e X €
X(M). Se o bordo de M™ é munido com a orientacdo e a métrica induzida por M™ e v

denota o normal unitdrio exterior a M™ ao longo de OM™, entao

/ div, XdM, = [ (X, v)do. (1.31)
M oM

Demonstracao. Segue da Proposigao e do Teorema de Stokes |20, Teorema 16.11, p.
411], que

/ div, X dM, =
M

:/ (X, v)v)adM, = (X, v)yvadM, = (X,v)do.
oM oM oM

d(XdM,) = / XdM, = [ (X" + X*).dM,
oM oM

M

em que X' e X' denotam a parte tangente e normal de X, respectivamente. Note que
no caso de v ser o normal unitario interior a M"™ ao longo de dM™, o segundo membro da
igualdade (1.31) muda de sinal. O

As férmulas da proposi¢ao a seguir sao conhecidas como as identidades de Green.

Proposicao 1.8. Sejam f,0 : M"™ — R funcoes suaves e v o campo de vetores normais

unitdrios exterior a M"™ ao longo de OM™, entao:
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(a) (Primeira identidade de Green)

/ (A, fdM, = — / (Vf,VO)dM, + eg—fda. (1.32)
M M om OV
(b) (Segunda identidade de Green)
of tel4
/M(mgf — I, = | (55 - E)da. (1.33)

Demonstracao. Para o item (a) aplicamos o Teorema da Divergéncia ao campo X = ¢V f.
O item (b) segue agora imediatamente de (a), trocando ¢ por f em (a) e subtraindo
membro a membro as duas identidades obtidas. 0J
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Capitulo 2
O Funcional Curvatura Escalar Total

Este capitulo destina-se ao estudo de pontos criticos do funcional curvatura esca-
lar total S. Em tudo o que segue, M" denota uma variedade compacta orientada de
dimensao n > 3 e M o conjunto das métricas Riemannianas de M", isto ¢, M =
{g € S*(M) | g é métrica Riemanniana em M"}. Ao longo deste capitulo, denotemos
(u,v)p2 = [, uvdM, o produto interno de funcdes em M™ e (T, S)L2 = [,(T,S)dM,
o produto interno de S?(M). Por simplicidade de notacdo, e desde que nio tenhamos

perigo de imbroglio, omitiremos o indice “L?”.

2.1 Variacao da curvatura

Nesta secao, introduzimos as féormulas de variagao da curvatura que podem ser encon-
tradas, por exemplo, no livro de Andrews e Hopper [I]. Neste topico, ¢g(t) é uma familia
diferenciavel a 1-parametro de métricas Riemannianas em M™ (em que omitiremos a
variavel ¢ por simplicidade) e a variacao dos coeficientes da métrica sera denotada por
0¢;j/0t = h;j, tendo em vista apresentar a variacdo do funcional curvatura escalar total,
a qual abordaremos na préoxima secao.

Inicialmente, note que ¢g“g;;, = d.. Derivando com respeito a ¢ ambos os lados da

igualdade, teremos

9
ot

Lema 2.1. Seja g(t) uma familia diferencidvel a 1-parametro de métricas Riemannianas

gl = —gikgjlhkl. (21)

em M"™. Entao a variacao do tensor de Ric na métrica g € dada por

0 1
aRLk = §gpq (qukhm — Vivkhqp + quihkp — quph2k> . (2.2)
Demonstracao. Veja, por exemplo, [1]. O
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Proposicao 2.1. Considere g(t) uma familia diferencidvel a 1-pardametro de métricas

Riemannianas em M. A variacdo da curvatura escalar R na métrica g € dada por

0

57 o = —Agtrgh + div,(div,h*) — (h, Ric,), (2.3)

em que div,(divyh?) = ¢gP1,V;h, exprime o termo divergente e divyh* é o campo
associado ao (0,1)~tensor div,h.

Demonstragao. Pela defini¢ao de curvatura escalar R, e das equacoes (2.2]) e (2.1), temos

0 0 ik
aRg = E(Rikxq )
5 O a0

= —g7g"h; Ry + % 9% g" (Vo Vihip — ViVihg + Vo Vi, — VoVl )

= _gijgklRikhjl + %quvqgikvkhip + %gpqvqgikvihkp - %gikvivkgpqhqp
~ 5VoVg

= _gijgklRikhjl + gpqvqgijvjhip - gijvingpthq

= —gijgklRikhjl + g"V,(div,h), — gijViVjtrgh

= —(Ricy, h) + div,(div,h*) — Agtr,h.

O

Sabemos que, para cada g € M, R, é uma funcao diferencidvel em M". Assim po-
demos, de forma natural, considerar a aplicagdo L : M — C®(M) que a cada métrica
Riemanniana ¢ associa sua funcao curvatura escalar R,. Uma forma mais conveniente
de trabalhar com a aplicacao L é encontrar sua linearizacao. Mais precisamente, seja
£, : S*(M) — C>(M) a aplicagio linear do espago vetorial dos (0, 2)— tensores simétricos
no espago vetorial das fun¢ées diferenciaveis de M™, definida como £,(h) = %Rg, chamada
linearizagao de L em g, deduzimos agora seu adjunto formal, isto &, £5 : C=(M) — S*(M)
tal que (f, £,(h))r2 = (£5(f), h)r2. Com efeito, usando a defini¢do de integral e a primeira
identidade de Green, resulta de que

(F2y0)iz = [ 12,
- — / fA tr(h)dM, + / fdiv,(div,h*)dM, — / f(Ricy, h)ydM,
M M M

:/ —A,f(g, h)ydM, — (Vf,divghﬁ>dMg—/ (fRicg, h)ydM,.
M M

M
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Prosseguindo,

= / (=D, fg, hydM, — / (divgh)(V f)dM, — / (fRicg, h)dM,
M M M

_/ (—Agfg,h>dMg+/ <V2f,h>dMg—/ (fRicy, h)dM,
M M M

- / (V2f — A, fg — fRicy, hydM, — / (L), WydM, = (£3(F). 1), .
M M

2

para toda f € C®(M) e todo h € S*(M). Portanto, £:(f) = V2f — A,fg — fRic,. Em

que usamos
(divgh)(V f) = divg(h(V f)) = (h, V[).

Como M™ é compacta (OM™ = ()), segue do Teorema que

/M (divgh) (Vf)dM, = /Mdivg(h(vf))dMg - /M<h7 V2f>dMg,

finalizando a observacao.

2.2 Meétricas criticas do Funcional Curvatura Escalar
Total

Nesta se¢ao, estudaremos as métricas criticas do funcional curvatura escalar total res-
trito a certas condigoes, situado nos livros Einstein Manifolds, de Besse [5], e The Ricci

Flow in Riemannian Geometry, de Andrews e Hopper [1].

Definicao 2.1. Seja M"™ uma variedade diferencidvel compacta orientada, definimos o

funcional curvatura escalar total S : M — R por

S(g) = | RydM,.
M

A préxima proposicao nos mostra que o funcional curvatura escalar total S é diferen-

cidvel.

Proposigao 2.2. Para qualquer variedade Riemanniana compacta (M™,g), o funcional

S(h) = ((%) g — Ric,, h) | (2.4)

Demonstra¢ao. Como sabemos pela Proposicao 2.1] a variacdo de § em g na diregao de

S € diferencidvel e
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h = %g é dado por

s = [ (%(Rg)dMg+Rg%<dMg)>
(

= / —Aytrgh + divy(div,hf) — (h, Ricy)) dM, + / %trg(h)dMg
R

M

Ytr(h) — (h, Ricg)> dM,

(%
(Rg (g,h) — (h, chg>> dM,
(

De maneira natural, definimos:

Definicao 2.2. Uma métrica Riemanniana g € critica para o funcional curvatura total

S: M =R seS;(h) =0 para todo h € S*(M).

Observacao 2.1. Se g é um ponto critico de S, entio a equacdo (2.4) é nula para

todo h € S*(M) e, pela nio degenerescéncia da métrica, Ric, — ng = 0. O caso
n = 2 € desinteressante, visto que o Teorema de Gauss-Bonnet nos garante que a integral
da curvatura Gaussiana é um invariante topoldgico e, portanto, a varia¢ao do funcional
curvatura escalar total € nula. Jd para n > 3, (M", g) é Ricci-flat, pois se nao o fosse
teriamos (tomando o trago) R, (1 — —) = 0, acarretando em n = 2. Absurdo, sendo

2
assim, ressaltamos que as métricas criticas para o funcional S sao Ricci-flat.

Um caminho natural, a se considerar agora, é restringir M a uma classe menor de
métricas, isto é, considere o subconjunto M; de métricas cujo volume de M"™ é unitério,
desta maneira, o préximo passo é exibir as métricas criticas do funcional curvatura total
S restrito a M;. Para este fim, defina o seguinte funcional R : M — R dado por
R(g) = vol(g)~" [,, RgdM,. Observe que R|,, = S|,,,. Com efeito, para g € M, temos

Rig) = vollg) " [ Ry, = [ Ryddt, = S(o).

Seja g(t) = V (t)~ = g(t) uma familia diferencivel a 1-pardmetro de métricas Riemannianas
normalizadas, em que V' (t) = vol(g + th).
Isto nos permite estudar a variagao do funcional R restrito a M;. Note que paran > 3,

temos

2—n

R(@()) = vol(g) /M Ry dMygy = V()5 /M Ryt dMy.
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Desta maneira, tomando a derivada com respeito a t de R(g), resulta que

d

Sy(h) = SR((1)

t=0

2—n 2-n - _ 2-n R .
= V()= Vv /M Ry dMywy + V (t) 7 / ( g(t)g(t) — Ricy(r), h) dMg(

n M

2—77, 2—n 2—n R .
= VR0 [ty My + VO [ (Z5200) = Ricyo, h) dMy

— VO [ 0 RO)0) o - VT [ (Ricyo ~ 20g(0.1) DMy

n
2-n . n—2 R
- V()= / (h, Ricgy + "2 R(g(t))g(t) — "2 g(t)) M,
M n 2 0
-2 R
= - / (h, Ric, + "—"R(g)g — ~Lg)dM,.
M n 2

Como estamos interessados nas métricas criticas, entdo S;(h) = 0 para todo h € S?(M)
e, pela nao degenerescéncia da métrica, tem-se
Ry

n—2
Ric, + ——R(q)g — —-2g =0
icg + — (9)g 5 9=0,

R n—2
isto ¢, Ric, = A\g, em que—g:,\:7g_
n

R(g). Portanto, variedades Einstein sao
pontos criticos para o funcional curvatura escalar total S restrito ao subconjunto M.
Logo, obtemos R(g) = R, e, pelo Lema de Schur, a curvatura escalar R, é constante em

M™. Agora podemos considerar o seguinte subconjunto de M;
M, ={ge M| R, é constante em M"}. (2.5)

Koiso [18] mostrou que M, ¢ uma variedade diferencidvel de dimensio infinita. Observe
que g € M, se, e somente se, R, = S(g). Como para cada g € M temos que R, ¢é
constante, isto implica A,R, = 0. Agora considere h € S?*(M) e € > 0 de tal forma que
g(t) = g+ th para t € (—¢,¢) seja uma familia diferenciavel a 1-parametro de métricas
Riemannianas, entao

d d d ,
= 38w lw| = (B0 By + By Bg| = Bg(M) By + BgLy(h).

g
t=0 t=0

0

Isto &, A,L,(h) = 0. Desta forma, podemos considerar a aplicagio «, : S*(M) — C>(M)
dada por ay(h) = Ay(L4h). Podemos encontrar sua forma adjunta oy : C*°(M) — S*(M)
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da seguinte maneira:

(g1 12 = /M For(h)dM, = /M F A h)dM,

N /M(Agf)(ggh)dMg = (Agf, Lgh)r2 = (£;<A9f)’ h)r,.

onde foi usado na terceira igualdade a segunda identidade de Green ([1.33)). Desta maneira,
defina o (f) = £5(A,f). Koiso [18] também mostrou que o espago tangente na métrica g

em ﬁ/l\; pode ser restrito ao espago tangente de T, M, e é dado por
T,M,; = (Ker ay N T,M;) N Im . (2.6)

Proposicao 2.3. Seja g uma métrica critica do funcional curvatura escalar total S res-

trito a .//\/lvl , entao existe uma fungdo suave f = Ay em M tal que
Ricy = V2 f — (A, f)g — fRic,. (2.7)

~ , . ~ / . R, 2
Demonstragao. Se g é ponto critico de S, entdo 0 = S, (h) = (h, Rﬁfq — =2g) = (h, Ricg)
para todo h em T, M, como g é ponto critico para S restrito a M; juntamente com a
decomposicao de T, M; dado em (2.6) temos S;]‘Tgm (h) = 0, entao existe uma fun¢ao
suave ¢ € C°(M) tal que

/

S, (h) = (h, Ric,) = (h,a’(¢)) =0, ¥ h € T,Mi.

g

Pela nao degenerescéncia da métrica (-, -), resulta
Ric, = V2 f — (8,f)g = [ Ricy,
em que f = Ayo. O

Observacao 2.2. Se % ¢ SptA,, entio pela Proposigao obtemos ainda, ao tomar
0 traco na equacao , 0=Ayf —nA,f — Ryf = Ayf + %f. Integrando em M™ a
Jungio Agf?, teremos 0 < [, |V fI2dM, = nR_gl v fPAMy <0, logo f = c € constante em
M™. Mas, 0 = fM AgpdM, = ch dM, = c. Assim, f =0, donde (M",g) é Einstein

por (2.7). Por outro lado, se assumirmos que % € Sp"A,, na hipétese da proposicao

acima, nao garantimos que (M", g) é Einstein.

A observacgao anterior motiva a seguinte definicao de métrica CPE.
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Definigao 2.3. Uma variedade Riemanniana compacta orientdvel (M™, g) de dimensdo
n > 3 é uma métrica CPE, se existe uma fun¢do suave nao constante f € C®(M),

denominada funcao potencial, de modo que

Ric, — %g =V2f—f (Ricg — %g) . (2.8)

Sempre que nos referimos a uma variedade Riemanniana (M", g) como sendo CPE, ja

estamos assumindo que f é sua funcao potencial, salvo mencionado de outra forma. Note

que a definicao acima esta bem definida, no sentido que ambos membros da equacao ([2.8])

sao (0,2)-tensores definidos em M". Ademais, passando o divergente na equagao acima,

conseguimos concluir que a curvatura escalar R, ¢ constante, pelo simples fato de f ser
nao constante em M".

Agora nosso questionamento ¢ o seguinte: Toda métrica CPE é Einstein? Observe
RQ
n—1
0 presente momento é uma esfera S"(r) juntamente com uma funcdo altura h, como

que, pelo principio do maximo, € Sp*Ag. Ademais, a tnica solucao conhecida até

potencial. Entao apresentamos agora a presente conjectura situada no livro de Besse [5].
Conjectura 2.1. Toda métrica CPE é Einstein.

Por uma simples manipulacao da equacao de uma métrica CPE nos informa que

. o R R
Ricg:VQf—f(Ricg—i—Fgg— g g).

n—1

Evidenciando o tensor Ric,, temos uma definicao andloga

(1+ f)Ricy, = V2 + — L

e A V2f. (2.9)

Agora é oportuno enunciar o teorema devido a Obata [25].

Teorema 2.1 (Obata). Seja (M™, g) uma variedade compacta de dimensao n > 2. Eziste

uma func¢ao suave Y tal que
V2 = —cyg,

para alguma constante ¢ > 0 se, e somente se, (M™, g) € isométrica a uma esfera padrio

S”(%) Além disso, a funcao [ € exatamente uma funcdao altura h,, com v vetor unitdrio
de R+,

Observe que a conjectura pode ser expressa como um problema de rigidez, no seguinte
sentido: Se a conjectura é verdadeira, pela equacao (2.9), temos que V2f = —%fg.

Invocando o Teorema segue que (M™, g) é isométrica a uma esfera S ( %)
Entao, a Conjectura pode ser expressa como abaixo.
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Conjectura 2.2. Seja (M™,g) uma métrica CPE. Entdo, (M™",g) € isométrica a uma

esfera S™(r) com funcgao potencial f sendo uma func¢ao altura h,, para algum v unitdrio.

Nos tltimos anos, muitas respostas parciais foram dadas em torno da Conjectura CPE.
Por exemplo, Lafontaine [19] verificou que a conjectura é verdadeira supondo que (M™, g) é
localmente conformemente flat. Enquanto que, em 2000, Hwang [16] provou a conjectura
com a condigdo adicional f > —1. Em 2010, Chang [9] et al. obtiveram o mesmo
resultado para variedades de dimensao 3 supondo que o segundo grupo de homologia
satisfaz KerL;(f) # 0. Em 2013, Quig-Yuan [27] mostrou a conjectura com a hipdtese
de (M"™, g) ser Bach flat. No mesmo ano, Barros e Ribeiro Jr [2], provaram a conjectura
em dimensao 4 quando a parte autodual do tensor de Weyl ¢ nula. No ano seguinte, os
autores em [3] mostram sob a hipotese do divergente da parte autodual do tensor de Weyl
ser nula em dimensao 4. Veremos no proximo capitulo a prova de duas respostas parciais

envolvendo a conjectura CPE, devidas a [4] e [12].

2.3 Conjectura dos campos conformes

Neste capitulo descreveremos a Conjectura dos campos conformes, a resposta negativa

de Ejiri [10], bem como as contribuigbes de alguns autores.

Definicao 2.4. Seja (M"™,g) uma variedade Riemanniana munida com um campo de
vetores X € X(M). O campo X ¢é dito conforme, se existir uma funcao diferencidvel p

em M", tal que Lxg = 2pg. Se p for constante, X € chamado trivial.

Observagao 2.3. Tomando o trago em ([1.16), temos try(Lxg) = 2divy(X). Com efeito,

para um referencial ortonormal {ey,--- ,e,} em M™, temos

n n

trg(ﬁxg) = Z (EXg) (e;,€;) = Z(VeiX, e;) + Z<ei, Ve, X)

i=1 =1

=2 (Ve X, e) = 2div,X.
=1

Passando o trago na equagao de um campo conforme X, segue que

2div, X = try(Lxg) = 2pn,

divy X
donde p = 4= e

divy X

ﬁXg:2 g.

Sejam Co(M"™, g) o maior grupo conexo de transformacoes conformes de (M", g) e

Io(M™, g) o maior grupo conexo de isometrias de (M™, g).
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Conjectura 2.3. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana compacta, satisfazendo
(i) n>2;

(it) Curvatura escalar constante Ry;

(iii) Co(M™,g) # Io(M",g).

Entao, (M™,g) € isométrica a uma esfera S*(r) e Co(M™, g) # Io(M™,g) é composto de

transformacoes conformes nao triviais.

Em [30] Yano e Nagano mostraram a conjectura supondo (M™, g) Einstein. Em 1959,
Nagano [24] retirou a condigao (ii) e provou a conjectura com a hipotese adicional de o
tensor de Ricci de (M™, g) ser paralelo. Por outro lado os autores Goldberg e Kobayashi
[13, 14] obtiveram o resultado no caso n > 3, supondo Io(M™, g) transitiva em (M", g), ao
invés de (7) e (ii1), respectivamente. Lichnerowicz [23] mostrou a conjectura, se ao invés de
(1), (i4)p a curvatura escalar R, e a norma do tensor de Ricci de (M™, g) sdo constantes.
Enquanto Hsiung [17] obteve o resultado, ao invés de (ii), (ii)g a curvatura escalar e o
comprimento do tensor curvatura de (M™, g) sdo constantes. Por fim, Obata [25] mostrou
a conjectura, em vez de (i7i), com a hipotese adicional (iii)p Co(M™, g) # Io(M™, e*?g)
para alguma funcao diferenciavel ¢ de M".

Por fim, Ejiri [I0] mostrou a nao validade da conjectura conforme o teorema abaixo.

Teorema 2.2. A conjectura[2.3 nao € verdadeira. Ademais, seja F™ variedade Riemanni-
ana compacta de dimensao n com curvatura escalar positiva constante. Entao existe uma
fungao positiva f definida no circulo S' tal que o produto deformado S* x; F™ satisfaz

todas as hipoteses da conjectura.
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Capitulo 3

Rigidez de métricas CPE

Comecamos o capitulo pela proposi¢do de Hwang em [16], a qual seré util para conclu-
sdo de dois resultados principais devido a [4] e [12]. Relembremos que um subconjunto
A de M™ tem medida nula em M™, se para qualquer carta (U, ) de M™ tivermos que
©(ANU) é um conjunto de medida nula em R”. Para mais detalhes, veja em |20, Capitulo
6, p. 125].

Proposigao 3.1. Seja (M™, g) uma métrica CPE. Entio f~'({—1}) = {z € M" | f(x) =
—1} possui medida nula em M™.

Demonstragdo. Considere B’ o conjunto de pontos criticos de f em f~'({—1}). Entédo
7Y {—=1})\B’ & uniao de hipersuperficies, donde tem medida nula em M". Seja p € B/,
entao por (2.9), temos
R
vZ — g

para todo vetor nao nulo § € T,M™. Logo, p ¢ um ponto critico nao degenerado e, além

g9(§,6) > 0.

disso, ¢ ponto minimo local de f. Segue que tais pontos criticos nao degenerados sao
isolados, e pela compacidade de M", estao em quantidade finita e assim, tem medida
nula. Portanto, podemos escrever f~'({—1}) = B'U (f~'({—1})\B’) como a unido de

dois conjuntos de medida nula em M", donde f~1({—1}) tem medida nula. O

Observacgio 3.1. Sejam u e v fungoes continuas definidas em M™ tais que u='({0}) tem
medida nula em M" e u(p)v(p) = 0 para todo p € M™. Entao a funcao v € identicamente
nula em M™. Para este fim, note que (M", g) tem uma estrutura de espag¢o métrico,
sendo a métrica dado pelo infimo do comprimento das curvas diferencidveis por partes
que ligam dados dois pontos em M"™. Ademais, a topologia natural de M™ coincide com
a topologia gerada pela métrica acima (ver, por exemplo, [26, Teorema 3.5.8, p.179]).
Agora, se u*({0}) tem medida nula em M", logo u='({0})¢ € denso em M", i. e.,

u=1({0})c = M™, desta maneira, para qualquer p € M", existe uma sequéncia de pontos
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(pr)rs=1 C u=t({0})¢ tais que p imiN p. Por conseguinte, pelo continuidade das fungoes
u e v, temos

v(p) =v (hm pk> = I}Lrgov(pk) = klggoo =0,

k—o0

para cada p € M", visto que u(py) # 0 para todo k € N. O que nos garante v = 0.

Para motivar o proximo teorema, sabemos que o hessiano de uma funcao altura em

(S, go) € expressa como V2h, + h,go = 0, entdo h := |Vh,|> + h2 & constante, visto que

Vh = 2V?h,(Vh,) + 2h,Vh,
=2 (V?hy + h,I) (Vh,) =0.

Teorema 3.1. Seja (M",g) uma métrica CPE. Entao (M",g) € Einstein se, e somente

se,
R, f?

hi=|VfP+ 1)

(3.1)
€ constante em M™.

Demonstra¢ao. Faremos uma demonstragao distinta da proposta pelo autor em [4]. Su-

ponha que h é constante em M", entao

R,V f?
n(n —1)

2R, fV f o
= 2V? =~ = (1 :
(V) ot = (1 ) Ricy (V)
Pela Proposigao e a Observacgao temos que Rgcg(Vf) = 0. Por outro lado,

tomando a divergéncia do campo R%cg(Vf) = 0, obtemos

0=Vh=V(Vf]?) +

0 = div,(Ricy(Vf)) = (divyRic,)(Vf) + (Ricg, V2 f).

Logo,
(1+ f)’R;CgP = <R;Cga V2f> = <R;Cga V2f> =0,

visto que
n

(divy Ricy)(V ) = " 2aR,(V ) = 0

em virtude da curvatura escalar R, ser constante. Portanto, novamente recorrendo a
Proposicao e & Observacao concluimos que |R;cg| =0, donde (M", g) é Einstein.

Reciprocamente, suponha que (M", g) seja Einstein, entao pela equagao (2.9), obtemos

0=(1+ f)R;Cg = V2f + n(f—g—fl)g.
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Uma conta andloga a feita com a funcao altura dara a conclusao desejada, isto é, a fungao
h em ¢ constante em M™.
O

Nesta segunda parte serdo apresentadas as ferramentas desenvolvidas por Filho em [12]
que nos permitirdo responder ao seguinte questionamento: Dada (M™,g) uma métrica
CPE, quais condicoes devem ser satisfeitas para que esta variedade seja Einstein? Com
essa questao em mente, ele investigou algumas féormulas integrais geradas a partir da
equagao h = |V f]* + nifﬁ)
verificamos que as formulas integrais a seguir sao verdadeiras:

= 7, em que 7 ¢é constante. Com efeito, no lema abaixo

/Mf?’dMg:O (3.2)
e
R%(n+2)
VitdM,=—2— "~ 4 dM,. 3.3
VI dM, = e |t (3.3)

Mais geralmente, Filho [12] observou que, assumir as hipoteses e do Lema
abaixo, é mais fraco que supor |Vf|? + kf?> = 7, onde f é a fungdo potencial de uma

métrica CPE e k = %.

Vamos desenvolver agora formulas integrais, em uma variedade Riemanniana compacta
(M", g), para uma autofunc¢ao f do Laplaciano com autovalor associado \.

Lema 3.1. Sejam (M™,g) uma variedade Riemanniana compacta e f uma autofungdo

do Laplaciano A,. Suponha que para k,T constantes a equagao abaizo vale:
VP +wf? =T (3.4)

Entao as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

T(m+1)

_— ™dM, tod NuU{0}.
)\—i-/i(m—i—l)/Mf g, para todo m € {0}

1. / frr2dM, =
M
2. Em particular, fM f*™tdM, = 0, para todo m € N.

2
3. / |Vf|4dMg:M/ FidM,,
M 3 M

Demonstragao. Veja [11]. O

Proposigao 3.2. Sejam (M",g) uma variedade Riemanniana e f € C°(M) uma auto-
funcao do Laplaciano A,. Entao

1
— A f" = =AM+ (m = 1) "2V f? para todo m > 2. (3.5)
m
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Demonstracao. Faremos a demonstracao por inducao para m > 2. Com efeito, para

m = 2, temos que pela equacao ([3.5))
Ag(f*) = 2fDgf +2(V [,V [) = =2\f* + 2|V f]?,

Suponha que vale (3.5)) para algum m = k € N. Observe ainda que aplicando sucessi-
vamente a regra de Leibniz para o gradiente de funcoes em M obtemos Vf! = \fI=IVf

sempre que [ > 2. Assim,

Ag(f*h) = AfS)
=[O+ PO+ 2V, V)
= [T+ Rk =V 2VP) + M)+ 26V LRIV
= M k(= DUV 4 AT 2k VP
= ANk+D H R+ 1) VR

Isto é,
1
A PR )\ R 1 2,
Y PR k9]
Portanto, a equagao (3.5)) vale para todo natural m > 2. O

Proposicao 3.3. Sejam (M",g) uma variedade Riemanniana compacta e f uma auto-

funcgao do Laplaciano A,. Entao valem as sequintes formulas integrais:
1. / A, f"V fIPdM, = —2m/ IR f(V £,V f)dM,, para todo m € N.
M M

A
(m+1)

Demonstragdo. Para mostrar a equagdo (1) basta usar o fato de que V(|V f|?) = 2V, Vf,

assim

2. / IV fIPdM, = / ™2 dM,, para todo m € NU {0}.
M M

(1.32))

/ A frvspam, 2 - / (V(VFP), VM,
M M
_ /N VeV m Y aM,

_ _om /M SR (VLY F)dM,,

onde foi usado na tltima igualdade o (1, 1)—tensor associado ao hessiano de f. Mostraremos
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agora a equacao 2| Com efeito,

/ IV SRaM, = / VLV M
M M

o [ me 0LV
- o LAV na,
2 ﬁ /M FrTA, fdM,
- (mi\L 1) e dMy,
0 que prova o segundo item. O

A demonstracdao do Teorema ¢ baseada na seguinte formula integral.

Proposicao 3.4. Sejam (M",g) uma variedade Riemanniana compacta e f uma auto-

funcgao do Laplaciano A,. Entao para todo m = 2, vale a sequinte formula integral:

m—1) /M Y M, = 2“”2 / M, - /M FrINR (VY )M

Demonstragdo. Multiplicando (3.5)) por |V f|?, usando Lema e pela definicao do Hes-
siano de f sem traco V2f, resulta em

m—l)/Mfm2|Vf]4dMg:%/MAgfm\VdeMg+)\/Mfm|Vf]2dMg
_ % (—Qm /M IRV Y f)dMg)
/\ m—+2
A [, an)
- _2/ fm‘1V02f(Vf,Vf)dMg—%/Mfm‘lAgf]Vf\szg.
/ fmr2dM,

_|_

m—l—l
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Usando o item [2| do Lema [3.3| no pentltimo termo da igualdade abaixo, segue que
m=1) [ s, = <2 [ e Lvna <= [ s,
M M

A’ +2
+ mred M,
(m+1) /Mf I

o 22
= _9 m—1y72 dM. e m+2 701
| e rnar, « s [ ey,
N +2
mrEdM,
+(m+1)/ / g
(2 +n)\?
N m—|—1

/ FrRdM, — 2 / SRV £,V f)dM
]

Lema 3.2. Sejam (M", g) uma variedade Riemanniana e [ uma fung¢ao suave em M tal

que —Ayf = %f Valem as sequintes equagoes:
1. 1Ash = Ricy(Vf, V) +|V2f].
2. §(V, Vh) = V2{(Vy, V),

em que b € C°(M) e h = |V f]* + %f%

Demonstragao. Usando a equagdo (1.26) do Lema[1.1]e pelo fato que f ¢ uma autofuncao

do Laplaciano A, temos

divg(pV2F(V) = o(divg(V2f)(VF) + (V2f,V2f)) + V2f(V, V )
p(div,(V21)(VF) + (V2 + 29, V2f)) + V2f(V, V )

=
[t
=

P(Ricy(V1,V1) + V2 + 221, V2f)) + V2f(Vip, V1)
= @(Ricy(VI, V) + V2 ]P) + V2 [ (Ve V), (3.6)

onde usamos o fato que divg(VOQU) = Rfcg(Vu, -) do Exemplo H Por outro lado, o
gradiente de h é da forma Vh = 2V02f(Vf). Note que fazendo ¢ = 1 na equagao (3.6)

obtemos

SAh = div, (%Vh) — divy (V2 (V) = Ricy(V, V1) + [V2f[2 + V2f(Vep, V)

= Ricy(VF, V) +|V2f]. (3.7)
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Passemos a prova do segundo item [2] Com efeito,

o A

V(W VS) = VeV - e v
_ v2f<w,w>+(f—f)<w V)
= (V). V) + (v, T gy

n(n—1)
1' <%Vh, v¢> = %<Vh, VT,/J)’

completando a prova do lema. 0
De posse desse lema serd possivel demonstrar o seguinte resultado de rigidez.

Teorema 3.2. Seja (M™, g) uma métrica CPE. Suponha que

| mic(ve. v, = 2 [ (9P, (3.8)
M n Jm

entdo (M", g) € isométrica a uma esfera S™(r).

Demonstracao. Integrando o item [I} do Lema obtemos

1 : °
0= -/ AghdM, = (Ricg(Vf, V) + |V2f\2) dM,
M

2 M
Assim
/ IV2f[2dM, = —/ Ricy(V f,V f)dM,. (3.9)
M M
Logo, usando a hipotese (3.9)), segue
72 £|2 R, 2 ‘

0< [ [V2fPPad, = | (S2VSP = Rie,(VE. V) ) dM, <. (3.10)

M M
Como \VOZfF ¢ ndo negativa, desta maneira V2f = 0 e assim V2 f = —- fgl)fg Portanto,
usando o Teorema, , em que ¢? ;= % > 0, seque que (M", g) é isométrica a uma
esfera $"(r) de raio r = /™=, O

Ry

Prosseguindo, pela hipotese de compacidade de M", usando o item [2l do Lema e
fazendo m = 2 no item [I] da Proposicao [3.3) deduzimos que

/Mv2f(Vf,Vf)dMg— n—l /f3dM (3.11)
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Com efeito,

| vrwnvnig, = [ @rona @ -3 [ wa,ga,
1 R,
T e R

S H BN
N 4( —1)2 /fdMg—i_Qn(n—l)Q/MfdMg

+ 2)R?
(n / FidM,.

n—l

Além disso, considere (M", g) uma variedade Riemanniana compacta e tomando ¢ = f™

em (|1.26)), temos

divy(fmV2F(V ) = f™(divy(V2f)(Vf) + (V2f, V2f)) + V2f(V [,V f)
= [™(Ricy(V [,V f) + |V2f]2) + mf"'V2f(Vf, V).

Integrando sobre M™ temos pelo Teorema que

0= /M (f™(Ricy(V 1.9 f) + [V22) + mf™ V2 (V [,V f))dM,
donde

£ (Ricy(V£.V) + [V )My = —m [ fPOVIVL A, (312)
M

M

Por outro lado, invocando novamente ([1.26)), no Lema e por ([1.24) segue que

" (divy(Ricy(Vf)) + (V2f, Ric,)) + Ricy(Vf™, V f)
"(NV2f, Ric,) + mf™ ' Ric,(Vf,Vf).

divy(f™ Ricg(V [f)) = [
=f
O 1ltimo ingrediente que nos falta sao as seguintes féormulas integrais.

Lema 3.3. Seja (M™, g) uma métrica CPE. Entao valem

1. (M"™, g) é Finstein se, e somente se, Vf € um campo de vetores conforme.

2 / F(Ricy, V2f)AM, = —m [ ™ Ric,(V £,V f)dM,
M

M

3, /M(f+1)|v°2f|2dMg:—2/Mv°2f(Vf,Vf)dMg

4. / f™(Ric,, Vo2f>dMg = Z(—l)”l/ fm_i|Vo2f|2dMg para todo natural m > 1.
M M

=1
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Demonstragao. Suponha que (M", g) seja Einstein, entdo Ric, = %g, a saber Rgcg =0,
segue que VOQf = 0, assim usando a equacao da Proposicao V f é conforme. Recipro-

camente, como
(14 f)?|Ric,|” = V2 [P,

se V f é um campo conforme, segue que novamente pela Proposi¢cao , Vif = %g. Isto
¢, V2f = 0. Logo, (1 + f)?|Ric,|> = 0. Como o conjunto f~*({—1}) tem medida nula,
temos que Rfcg = 0. Portanto, (M", g) é Einstein. Completando a prova do primeiro

item.
Observe que divg(mefcg(Vf)) = fm<V02f, Rgcg> + mfm_lecg(Vf, Vf). Integrando
em M"™, obtemos

0:/ dlvg(me@cg(Vf))dM fm<V2f chg ydM, +/ mfm lecg(Vf V f)dM,

Com isto, obtemos o item [2] Passemos a prova do terceiro item [3] Usando o item anterior

e o Lema segue

/ VEF(V V)M, = — / f (Ric, (V.9 )+ IV d,
M M
_1 / P2 (Ricy, V2 f)dM, — / JIV2 fPdM,

1
= 2/Mf<fchg,V2f ydM, — / FIV2fPdM,
:1/ F(V2f = Ricy, V2 f)dM, — f|V2f| dM,
2 Jm
1
=3 /M (FIV2FI = (fRicy, V2f))dM, — / fIV fdM,
- 1/ (—(V2f — Ric,, V2f)dM, — f|V2f*)dM,
2 Jm
1 1 . c
- §/M(1+f)|v2f|2dM —§/I<R@cg,v2f)dM
1 o
=5 | s v,

O cancelamento da tltima parcela na pentltima linha é devido a definicao do operador

divergente, ou seja

0 = (divyRic,)(Vf) = divy(Ric,(Vf)) + (V2f, Ric,).
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Integrando em M" a equacao acima e usando o Teorema |1.31

0= / div,(Ricy(V f))dM, + / (V2f, Ricy)dM,.
M M

Para finalizar resta-nos mostrar a identidade integral por inducao para m > 1. Para
m = 1, temos

/ f(Ricy, V2f)dM, = / (fRicy, V2f)dM,
M M
_ / (V2f, V2 f)dM, / (Ricy, V2f)dM,
M M
IV2f[2dM,.
M

Suponha que seja verdade para algum m = k. Afirmamos que é verdade para m = k + 1.
Com efeito,

/ N Ricy, V2 f)dM, = / FH(f Ric,, V2f)dM,
M
FEV2L, V2 f) dM, — / 1 chg,wf)

M
k

- / PRIV fRAM, - 3 (1) / PR f M,
i=1 M
k+1

_Z H—l/ fk:—l-l Z|V2f| dM
O

Passemos a demonstracao do segundo resultado principal deste capitulo, onde em [12],
Filho provou que sobre algumas féormulas integrais generalizadas da esfera canonica S™
juntamente com sua funcao altura sao suficiente para que uma métrica CPE seja Einstein.
O leitor ja deve ter percebido que a ideia é provar que V f é conforme, e pelo item (1| do
Lema [3.3] segue o resultado.

Teorema 3.3. Seja (M", g) uma métrica CPE. Se valem as sequintes formulas integrais:

(n+2)R?
1. fdM, = —— % tdM
/M|Vf|d I 3n(n—1)2/Mfd 9 ¢

/ fAdM, >

entdo (M", g) é Finstein.
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Demonstracao. Escolhendo m =2e A = ff" na Proposicao 3.4, obtemos

(n+2)R? .
/M|Vf|4dMg = W_l)gz/Mf“dMg—Q/MfVQf(Vf, Vf)dM,. (3.13)

Pela hipotese , segue que [, fVO2f(Vf, Vf)dM, = 0. Agora usando a equacdo (3.12) e
os itens 2] e[d do Lema segue que

/ f2|v°2f|2dMg —/ f2Ricy(Vf,V f)dM, = 1/ F3(Ricy, V2f)dM
M
/ 1 fchg,VQf ydM, = / f2|v2f| dM, ——/ f fchg,V2f>
— 2 _ = 2 - 2
5 | IR, =g [ pvespan, g [ 9erpa,
1 .
_g/M<RZCg>V2f>dM

Agrupando os termos obtemos

IV fRan, = / (1 - f)IV2f2M,. (3.14)
2 Ju

M

Desta maneira, podemos deduzir que

/(f+1)2]vo2f|2dMg: n+2R/f3dM

Com efeito,

/(f+1)2|v°2f|2dMg:/ f2|v°2f|2dMg+2/ f|v”2f|2dMg+/ IV2f2dM,
M M M M

_1 . 59 12 79 £12 79 £|2
/M(l DIV dMg+2/Mf|V /l dMg+/M|v f2dn,

)
3 o 3 o i 3 S
= | IV2fl7dM, + - | fIVEfSdM, = S <f+1)IV2f\dMg
2 Ju 2 Jus 2

. 3(n+2) R2
-3 [ vrr(or.vpan, O U / fdu,.
M 4n (n—1)2

Pela hipdtese 2], temos

. n—|—2R2
< 1)?|V2f|2dM, = *dM, <
o< [ (r1pvespan, - -3t |
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Isto é,
/M(f + 1) V2f2dM, = 0.
Como o integrando é nao negativo, temos
(f +1PIV2fP =0, (3.15)

Ja que f~1({—1}) possui medida nula em M™, concluimos que VOZf =0, ou seja, Vf éum

campo de vetores conforme. Portanto, pelo item [I} do Lema segue o resultado. [

O proximo corolario generaliza o Teorema no seguinte sentido: basta impor que a
funcao definida em (3.1]) seja constante ao longo do fluxo do gradiente de f.

Corolario 3.1. Se h = |V f|* +

entao teremos a mesma conclusao do Teorema[3.3.

n(n_l)fQ € constante ao longo do campo de vetores V f,

Demonstragao. Como h é constante ao longo do fluxo V f, entao 0 = dh(V f) = (Vh, Vf).
Pelo item [2| do Lema , obtemos Vozf(Vf, Vf) =0. Usando a equagao (3.11]), segue

+2)R?
R i (n /f3dM

n—l

Ou seja, [,, f°dM, = 0. Por outro lado, a equacao (3.13)), nos informa que [,, |V f|* dM, =

% fM f4dM,,. Pelo Teorema |3.3) segue a nossa assertiva. ([l

36



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

3]

4]

[5]
(6]

7]

8]

19]

[10]

[11]

[12]

ANDREWS, B. and HOPPER, C. The Ricci Flow in Riemannian Geometry, Sprin-
ger, Berlin, 2011.

BARROS, A. and RIBEIRO Jr., E.: Critical point equation on four-dimensional
compact manifolds . Math. Nachr. 287, N. 14-15, (2014) 1618-1623.

BARROS, A., LEANDRO, B. and RIBEIRO Jr, E.: Critical metrics of the total sca-
lar curvature functional on 4-manifolds, Math. Nachr. Volume 288, Issue 16, (2015)
1814-1821.

BENEDITO, L. A note on critical point metrics of the total scalar curvature functi-
onal, J. Math. Anal. Appl., 424 (2015), 1544-1548.

BESSE, A. L. Finstein Manifolds, Springer, Germany, 1987.

CARMO, M. P. Geometria Riemanniana, Projeto Euclides, IMPA, Rio de Janeiro,
2011.

CARMO, M. P. Geometria Diferencial de Curvas e Superficies, SBM, IMPA, Rio de
Janeiro, 2005.

CARMO, M. P. O Método do Referencial Mdvel, Publicacoes Matematicas, IMPA,
Rio de Janeiro, 2012.

CHANG, J., HWANG, S. and YUN, G.: Critical point metrics of the total scalar
curvature. Bull. Korean Math. Soc., 49 (2012) 655-667.

EJIRI N. A negative answer to a conjecure of conformal transformations of Rieman-
nian manifolds, J. Math. Soc., Japan, 1981.

FILHO, F. B. A partial answer to the CPE conjecture, diameter estimates and ma-
nifolds with constant energy, tese de doutorado, UFC (2015).

FILHO, F. B. Remarks on critical point metrics of the total scalar curvature functi-
onal, Arch. Math., 104 (2015), 463-470.

37



[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]
[21]

22]

23]

[24]

[25]

26]

[27]

28]

GOLDBERG, S. and KOBAYASHI, S. The conformal transformation group of a
compact Riemannian manifold, Amer. J. Math., 84 (1962), 170-174.

GOLDBERG, S. and KOBAYASHI, S. The conformal transformation group of a
compact homogeneous Riemannian manifold, Bull. Amer. Math. Soc., 68 (1962), 378-
381.

GOMES, J. N. Operadores diferencidveis em variedades Riemannianas, Notas de
Aula, USP, Sao Paulo, 2015.

HWANG, S. Critical point of the total scalar curvature functional on the space of
metrics of constant scalar curvature. J. Manusc. Math., 103 (2000), 135-142.

HSIUNG, C. On the group of conformal transformal transformation of a compact
Riemannian manifold, J. Differential Geometry, 2 (1968), 185-190.

KOISO, N. A decomposition of the space M of Riemannian metrics on a manifolds.
O. J. of Math. 16 (1979), 423-429.

LAFONTAINE, J. Sur la géométrie d’une généralisation de l’équation différentielle
d’Obata. J. Math. Pures Appliquées, 62 (1983), 63-72.

LEE, J. M. Introduction to smooth Manifolds, Springer-Verlag, New York, 2003.
LEE, J. M. Introduction to Topological Manifolds, Springer-Verlag, New York, 2011.

LEE, J. M. Riemannian Manifolds. An Introduction to Curvature, Springer-Verlag,
New York, 1997.

LICHNEROWICZ, A. Sur les transformations conformes d’une variété riemannienne
compacte, C. R . Acad. Sci, 259 (1964), 697-700.

NAGANO, T. The conformal transformation on a space with parallel Ricci tensor,
J. Math. Soc., 11 (1959), 10-14.

OBATA, M. The conjecture on conformal transformations of Riemannian manifolds,
J. Differential Geometry, 6 (1971), 247-258.

PETERSEN, P. Riemannian Geometry, 3* edicao, Springer, New York, 2016.

QING, J. and YUAN, W.: A note on static spaces and related problems. Journal of
Geometry and Physics 74(2013) 18-27.

SOUSA, G. A. Rigidez de variedades tipo-FEinstein gradiente, Dissertacao de mes-
trado, UFAM (2019).

38



[29] SPIVAK, M. A comprehensive introduction to Differential Geometry, Publish or Pe-
rish, 1979.

[30] YANO, K. and NAGANO, T. FEinstein spaces admitting a one-parameter group of
conformal transformation, Ann. of Math., 69 (1959), 451-461.

39



	Introdução
	Preliminares
	Tensores em Variedades Riemannianas
	Operadores Diferenciais

	O Funcional Curvatura Escalar Total
	Variação da curvatura
	Métricas críticas do Funcional Curvatura Escalar Total
	Conjectura dos campos conformes

	Rigidez de métricas CPE
	Referências Bibliográficas

