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Resumo

Neste trabalho apresentamos e provamos os teoremas do ponto fixo de Banach, Schauder
e Schaefer e a posterior aplicamos na resolucao de trés problemas nao-lineares, estuda-
mos ainda os Espacos de Sobolev, fundamentais para testar a existéncia e unicidade de
solucoes em Equacoes Diferenciais Parciais. O Teorema do Ponto Fixo de Banach para
contragoes é aplicado para provar a existéncia de solugao em um sistema de difusao e
reacao, ja os teoremas do ponto fixo de Schauder e Schaefer sao usados na resolucao de

dois problemas de equacoes elipticas, respectivamente, semi-linear e quase-linear.

Palavras-chave: Espaco de Sobolev; Teoremas do Ponto Fixo; Aplicagoes; contragao;

compacidade.
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Abstract

In this work, we present and prove the fixed-point theorems of Banach, Schauder, and
Schaefer, and the later we applied in the resolution of three nonlinear problems, we also
study the Sobolev Spaces, fundamental for testing the existence and uniqueness of soluti-
ons in Partial Differential Equations. The Banach Fixed-Point Theorem for contractions
is applied to prove the existence of a solution in a diffusion and reaction system, whereas
the fixed-point theorems of Schauder and Schaefer are used to solve two problems of el-

liptic equations, respectively, semilinear and quasilinear.

Keywords: Sobolev Spaces; Fixed Point Theorems; Applications; contractions; com-

pactness.
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Introducao

Essa dissertacgao foi baseada nos trabalhos e estudos publicados por Barbara Niethammer
[12] e Zachary Smith [15], tendo como aporte o autor Lawrence C. Evans [10] com seu
livro Partial Differential Equations .

No primeiro capitulo apresentamos defini¢oes e resultados de medida e integracao, resul-
tados de andlise funcional, convergéncia e compacidade e concluimos enunciando algumas
desigualdades como por exemplo, Young, Holder, Gronwall, Poincaré, dentre outros.

No segundo capitulo, estudamos os Espacos de Sobolev, que aqui denotamos por WP,
Estes espacos sao ideais pelas estruturas que apresentam, principalmente no que tange
a resolucao de problemas elipticos sob certas condicoes de crescimento. Ainda neste
capitulo, exemplificamos e definimos derivadas fracas, cuja finalidade se assenta nas res-
tricoes de regularidade que sao menores que as das derivadas usuais. Mostramos que
o espaco W*P com a norma ||.||wrey) ¢ um espago de Banach. Na sequéncia, prosse-
guimos com o tépico de aproximacao por funcoes suaves e desigualdades de Sobolev na

qual destaco a Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, esta desigualdade implica
pn

n—p

Concluimos o capitulo 2 com o Teorema de Rellich-Kondrachov que nos mostra que WP

na imersiao de WP em [P paral <p<mnep* =

esta compactamente imerso em L9 para 1 < q < p*.

No capitulo 3 discorremos sobre os teoremas de ponto fixo, respectivamente de Banach,
Schauder e Schaefer. O Teorema do Ponto Fixo de Banach para contracoes é provado em
3 passos: primeiro mostramos que a sucessao iterada () é uma sequéncia de Cauchy no
espaco de Banach X, depois prova-se que u é ponto fixo de A : X — X, A contracao, e por
fim mostra-se que u é unico.

Para provar o Teorema do Ponto Fixo de Schauder definimos envoltéria convexa e enun-
ciamos e provamos o Lema da Projecao de Schauder. Pelo Teorema do Ponto Fixo de

Schauder prova-se o Teorema do Ponto Fixo de Schaefer.



Se compararmos os dois ultimos teoremas do ponto fixo, estes distinguem-se pelo fato de
que no Teorema do Ponto Fixo de Schaefer nao ha necessidade do conjunto ser convexo e
compacto.

Concluimos nosso estudo com o capitulo 4, no qual aplicamos os Teoremas de Ponto Fixo

estudados para resolver problemas do tipo:

u—Au) =f(u) em Ut
u=0 sobre 0U x [0,T] (1)
u=g sobre Ux{t=0}

onde u = (u!,...,u™),g = (g',...,g™);Ut = Ux (0,T], U C R™ denota um aberto,
limitado e com fronteira suave. O tempo T > 0 ¢ fixo.

Para este sistema de Difusao e Reagao usamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach para
investigar a existéncia de solucao do problema. Mostramos ainda, resultados fundamen-
tais sobre equacoes parabdlicas lineares.

Nossa segunda aplicacao, diz respeito a equacao eliptica semi-linear apresentada da se-

guinte forma:

—Au="f(u) em U
u=>0 sobre 0U

(2)

Para resolver (2) usamos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder, mas antes apresentamos
uma revisao sobre a teoria linear. Usando ainda os teoremas de Lax-Milgram, Rellich e o
Teorema da Convergéncia Dominada.

Por fim, apresenta-se nossa terceira aplicacao: um problema eliptico quase-linear, este

dado por:

—Au+g(Vu)+pu=0 em U
u=20 sobre oU

(3)

onde U C R™ é um aberto, limitado com fronteira suave e g : R™ — R ¢é suave, lipschitz
continua.

Para resolver (3) fazemos uso do Teorema do Ponto Fixo de Schaefer.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Nosso objetivo aqui é abordar defini¢cbes e teoremas utilizados em Equagoes Diferenci-
ais Parciais, essenciais para a apresentacao dos resultados preliminares desta dissertacao.
Primeiramente esta descrito definicoes sobre Medida e Integragao, na sequéncia resultados
de andlise funcional, sdo enunciados ainda resultados de convergéncia e compacidade e

por fim as desigualdades utilizadas nos capitulos posteriores.

1.1 Definicoes e Alguns Resultados de Medida e In-
tegracao

No texto p é uma familia de subconjuntos de X contendo o conjunto () e o préprio conjunto

X. Ademais, X é fechado sob unioes contaveis e complementares.

Definigao 1. Seja X conjunto qualquer e seja w C P(X). Dizemos que . € uma o-dlgebra

se satisfaz:

i) Dep
i) Acu=Aecp
iii) {Anlo C=UjL Ajen

Definicao 2. Seja X um conjunto munido de uma o -dlgebra w. Uma medida em M é

uma fung¢ao w: M— [0,+00] que satisfaz:

i) u® =o0



ii) Se A é uma cole¢iao enumerdvel disjunta

o0

{Ajhey CM =1 (U Aj) =) (A
j=1

Em consequéncia da propriedade ii) chamada de aditividade enumerdvel temos a adi-
tividade finita (tome A; =0 para j > n), se (A1, A, ..., Ay € M) sao disjuntos, entdo
u (UL1 A]') = Z;;l 1 (A;) Chamamos de medida finitamente aditiva a fun¢do que satis-
faz a aditividade finita e a propriedade u(@) = 0.

Definicao 3. Chamamos de semi-anel em o a uma familia § de subconjuntos de o quando:

i) e
ii) $1,S2 €06 =9S,NS, €5
iii) Se
51,52ezs:smsQ:Dsj,mes;smsj:0) Vi

j=1
A dupla (X, ) é chamada de espago mensuravel.
Os conjuntos em M sao chamados conjuntos mensuraveis.

A tripla (X, M, 1) é chamado de espaco de medida.

Lema 1. (Propriedades Elementares de medida): Seja (X, M,u) um espago de

medida. Entao:
a) SeE,FeEM e ENF =10 entao w(EUF) = u(E) + u(F)

b) Se E,Fe M e E CF entao u(k) < u(F)
c) WENF) < uwE)+wuF) Vv EFeM

d) Se (Ej)jen € uma sequéncia em M, entao
o0
<(Us) <3 ue
jeN j=
e) Se (Ej)jen € uma sequéncia crescente em M, tal que E; C Ejiq, para todo j € N,
entao,

(UE) = lim p(E;) = sup u(E;)

jeN )7ree JEN



f) Se (Ej)jen € uma sequéncia decrescente em M, tal que E5 C Ej4q, para todoj € N, e

se para algum W(E;) € finito entdo,
n (gEj) = lim u(E;) = inf p(E;)
j

Para ver a prova do Lema 1 consultar [§].

1.2 Resultados de Analise Funcional

Definigao 4. Seja X um espago vetorial sobre k:= R ou C. Uma funcdo || - ||: X — R

¢ uma norma se satisfaz:

i) | x||=0=x=0;
i) [Ax =l [[x], VA€KVxeX;

iii) [ x+y|I<I x|+ yll ¥x,ye€ X (Desigualdade Triangular)
Ao par (X,]| - |I) chamamos de espa¢o normado.

Definicao 5. Seja (X, || - ||) um espago normado. Dizemos que uma sequéncia (Xm)S_;
em X converge para x € X se:

lim || xm—x|=0

n—oo

ou seja, para cada € > 0,3nyg € N;n = ng = xm —x ||< €.

Assim, dizemos que uma sequéncia (xm)e_, em X é de Cauchy se para cada € > 0 existe
Ny € N tal que:

ml>2ng = xm—x [[<e€

Definicao 6. Um espago normado X € dito espaco de Banach se toda sequéncia de Cauchy

converge em X.

Definicao 7. Um conjunto P € parcialmente ordenado quando existe uma relacdo de

ordem < tal que:

i)x<x V x€P
ii) x eYysx=x=y
<

<Y
iii) x<yey<z=x<z



Se para todo x,y € P tivermos x <y ouy < x entao P € totalmente ordenado.

Lema 2. (Zorn): Seja P um conjunto parcialmente ordenado nao-vazio. Se todo subcon-

Junto totalmente ordenado t de P tem cota superior, entao P tem um elemento maximal.
Para consultar essa demonstragao ver [14].

Definicao 8. Cota Superior: Seja T C P. Um elemento x € P € cota superior para T se

y<x, YWyert. SetCP. Un elemento z€ T é marimal sex <Y,y € T=Xx=1.

Teorema 1. (Hahn-Banach - forma analitica): Sejam E um espago vetorial sobre

R ep:E — R uma aplicagao tal que:
i)
PAX)=Ap(x) VxeE e V A>0
ii)
px+y) <p(x)+ply) Vx,yekt

Se G € um subespaco vetorial de F e @ : E — R € um funcional linear tal que
| (x) |< p(x) para todo x € G, entao existe um funcional linear @ : E — R que estende

@ a F tal que | ©(x) |< p(x) para todo x € E
Para consultar demonstracao do Teorema 1) ver [1].

Teorema 2. (Lax-Milgram): Seja H um espagco de Hilbert e uma forma bilinear
B:HxH— R tal que:

Blu,vl| < ki ||wlul| v Yu,veH (B¢ limitada)

Blu,ul > ke || u ||}, YueH (B é€ definida positivamente)

Seja f: H — R um funcional linear limitado de H.

Entao existe um unico elemento w € H tal que: Bu,v] = (f,v) para todo v € H.

Ademais,

1 1
P lins e T =1 sup (V)] vi=1

k2 veH

Para ver a demonstragao do Teorema de Lax-Milgram consultar [10].



Teorema 3. (da Representacao de Riez): Seja H um espaco de Hilbert e seja @ € H*

um funcional linear continuo. Entao existe um unico elementoy € H tal que:
o(x) =(x,y) VxeH
Ademais, a aplicacio @ — Y € uma isometria.

Ver demonstracao em [11].

1.3 Resultados de Convergéncia e Compacidade

Definicao 9. Dizemos que um conjunto Y do espago topologico X é pré-compacto se seu

fecho for compacto.
Teorema 4. (Mazur): Seja X um espago de Banach e M C X € pré-compacto. Entdo
conv(M) € pré-compacto.

Ver prova deste teorema em [12].

Teorema 5. (Teorema de Riesz-Fréchet): Seja H um espaco de Hilbert e seja @ €

H’. Entao existe um unico yo € H tal que:
@(x) = (x,y0) ¥V x € H.

Neste caso, || ¢ [|=[l @o || -

Consultar demonstrag¢io em [1].

Lema 3. (Fatou): Para qualquer sequéncia de fungoes A-mensurdveis f,, : Q —

[0, +o0] temos:

i) [(liminf f,) <liminf [(f,)
ii) Se f, — f ¢.t.p, entdo [(f) < liminf [(f,)

Consultar prova do lema acima em [8].

Observacao 1.3.1. Vale lembrar que dadas sequéncias a, < al, € RU [—o0, +00] entdo

¢ verdadeira a desigualdade liminf a,, < liminf a/,.

Teorema 6. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue em L, ): Seja
(fn) uma sequéncia em L, tal que f, converge q.t.p para uma funcdo mensurdvel f. Caso
evista g € Ly, tal que g(x) > [fa(x)|Vx € X e Vn €N, entao existe f € L, e fy — f

em L.



Observagao 1.3.2. Quando g >| f,, | dizemos que g domina f,,.

Teorema 7. (Convergéncia Mondtona): Seja f,, : Q — R™ uma sequéncia de

funcoes que satisfaz:

i) fi<fu< - << <... ¢t.pemQ

ii) sup [ fn < 0.

Entao, f.(x) converge q.t.p em Q para um limite finito, a func¢ao f, e f sdo integrdveis

e J(fn) — J(f).

Para consultar as demonstrac¢oes dos teoremas 5, 6 ¢ 7 ver [8]. Abaixo, seguem de-

finicoes e alguns resultados de compacidade.

Definicao 10. Sejam X e Y espacos de Banach. Uma aplicacdo A : X — Y € compacta
se A(K) € pré-compacta em Y sempre que K C X € limitado. Isto é, se as imagens de

conguntos limitados for pré-compacta.
Definicao 11. Seja A: M C X — Y, A € um operador compacto se:

a) A € continua;

b) A(B) € compacto em Y para todo subconjunto limitado B C M.

Proposicao 1. (Aproximagdo de operadores compactos por operadores de dimensao fi-

nita): Seja M C X um subconjunto limitado e A : M C X — Y. Entdo, sdo equivalentes:

i) A € um operador compacto;

ii) Para todo n € N eziste um operador compacto Ay, : M — Y tal que A(M) C Y,

com dim Y, < oo e A, converge uniformemente para A em M.

Ver demonstracao em [11].

1.4 Desigualdades

Lema 4. Desigualdade de Young:

1 1
Sejam a,b >0, e >0 ep,q>1 60m1_)+a:1’ entao:



e a Desigualdade de Young com ¢ > 0,
a.b < eaP + ev b

Lema 5. Desigualdade de Holder para integrais:

1 1
Sejam p,q = 1 tais que ]3 + a =1. Sefe Lyo(C, T,u) e geLy(C,T,u), entao:

: :
fgeL(CT,u) e J|f.g|du<(J Ifl"du> (J Iglqdu)
X X X

Lema 6. Desigualdade de Minkowshi para integrais:

Sejam f,g € L,(C, T, ) onde 1 < p < oo entdo, 4+ g€ L(C, T, u), com
[ f+glp<ltle+lgls

Lema 7. Desigualdade de Cauchy-Schwarz:
Seja X um espago vetorial com produto interno (-,-) e norma || - ||. Entao, para todo
u,v € X tem-se:

((w, VI (vl
As demonstragoes dos Lemas 4,5,6 e 7 podem ser encontradas em [10],[4],[13] e [1].

Lema 8. Desigualdade de Gronwall:
Seja u : [tg, T] — [0,00) uma funcdo continua, nao negativa, definida no intervalo [to, T]

com T > tg, suponhamos que existam duas constantes ¢, d > 0 tais que satisfacam:
t

u(t) <c+ dJ u(t)dt (1.1)

to

para todo t € [tg, T] e entao,

u(t) < cedlt—to) (1.2)
Observacao: No caso em que c=0, 1.2) implica que u € identicamente nula.
Ver prova em [10].

Lema 9. (Desigualdade da Interpolacao entre espagos LP(U)): Sejam 1 < p <

q < oo tal que:
06 1—06

1
=4 —
T

P q
onde 0 <O < 1. Seue LP(U)NLI(U), entaow € L™(U) para todop < T < q e

Il <l w 12 ) w It

Para consultar a prova do lema 9 ver [5].



Capitulo 2

Espacos de Sobolev

Neste capitulo estudaremos o espaco de Sobolev que aqui serd denotado por WP (U).
Estes espacos sao fundamentais para o estudo da existéncia e unicidade de solugoes das
equacoes diferenciais parciais com condigoes de contorno. O espaco de Sobolev é um
espaco de Banach e é destacado por Brezis como uma extensao dos espagos LP. Inicial-
mente serd abordado o conceito de derivadas fracas, pois este espaco pode ser representado
como as classes de fungoes que tem derivadas fracas. Finalizaremos este capitulo demons-

trando um de seus principais teoremas o Teorema de Rellich - Kondrachov.

2.1 Derivadas Fracas

Uma das principais finalidades de se definir derivadas fracas consiste nas restrigoes de
suas regularidades que sao menores do que as da derivada usual e no fato de que qualquer
funcao, se localmente integravel, torna-se viavel de ser derivada inimeras vezes, agindo
como as fungoes de classe C*. Aqui estamos considerando U C R™ um conjunto aberto
e ¢ : U — R é uma funcao com suporte compacto em U. Introduzimos entao algumas

notacoes:

e C(U) ={d: ¢ é continua em U};

o C*¥(U)={p € C(U): ¢ ¢k vezes continua e diferencidvell;

e Co(UW) ={d € C(U) : supp ¢ é um subconjunto compacto de U};
o C(U) = {Ny_; C*(U) = fungdes suaves }

e C(U)=C>(U)nCo(l)

10



A fungao ¢ € CP(U) denominaremos de funcao teste.

Definigao 12. (Funcgao localmente integrdvel): Seja U C R™ um conjunto aberto
esejal <p<+oo. Seu:U — C for uma fungcao mensurdvel e para qualquer K C U

compacto,

J lu(x)Pdx < oo,
K

diremos que w € L (U).

loc

Definigao 13. Sejau € Li . (U) e v = (ot1, &g, - -+ , &) € um multi-indice. Dizemos que

existe a deriwada
0l%ly ox o*n

D(xu = = oo uw
Ox;' - 0xp™  Oxy! oxx™

da fungio u, se existe uma fungdo v € Li,.(U), tal que:

J uD%$ dx = (—1)“J v ¢ dx (2.1)
u u

Em outras palavras, se temos u e se existir uma fungao v que satisfaga 2.1) para todo
¢, dizemos que D*u = v, onde v é D* = 9x]"'0x5? - - - 0x¥™ derivada parcial fraca de u

de ordem o = (o¢q, &Xo, -+ , & ).

Lema 10. Caso exista, a derivada fraca, de qualquer ordem (&™) de uma fungdo local-

1

loc (W), esta € definida de forma unica a menos de um conjunto de

mente integravel w € L

medida nula.

1

loc (U) e mais, sdo derivadas fracas de u. Assim,

Demonstracao. Assumimos que v,v € L

J uD%p dx = (—1)'“J v dx = (—1)"‘J v ¢ dx para todo € C°(U) (2.2)
u

u u |
T 1
Fazendo I) - II) obtemos:
J uD*¢p dx = (—1)™ U vd)dx—J fzd)dx] =0 (2.3)
u u u
= (=1« U (v—") ¢ dx] =0 (2.4)
u
= J (v—v) ¢ dx =0 para todo ¢ € C°(U), (2.5)
u
comv—v=0q.tpem U. O

11



Lema 11. (Linearidade): Se u;,u, € L]

loc

V] = D“ul, Vo = DOCLLQ € L%OC(U) entao:

D“(clul + C2u2) [ D“(clul + C2u2) = ch“ul + CQD(XLLQ

Demonstracao. Sabemos que:

Ju uD%¢ dx = (—1)!«! J

Assim, facamos:

J (Clul + CQuQ)D(X(b dx
u

v ¢ dx.
u

01J w D% dx+02J w,D*¢ dx

u u

(—1)|“|C1J vid dx + (—1)'“'CQJ Vo dx
u u

(—1)l [clj vid dx+c2J Vo dx}
u u

(—1)= L(cm T eava) dx

D*(c1vy + cave)

(U) e existem derivadas fracas de modo que

Lema 12. (Fundamental do Cadlculo de Variagoes) Se f € 1}

(U) satisfaz

loc

J fodx =0
u

para cada ¢ € CP(U) entao f =0 quase sempre em U.

Ver prova do lema 12 em [7].

Exemplo 2.1.1. Sejamn =1, U=(0,2), u: U —> R e,

X?
u(x) =
L,
Definimos:
L,
v(x) =
0,

Neste exemplo u € fracamente derivavel.

1
loc

Temos que w,v € Lj_.(0,2). Assim, precis

r ud (x) dx

0

se 0<x<1

se 1<x<?2

se 0<x<1

se 1 <x<?2

amos mostrar conforme Definicao 12 que:

= —rv d(x) dx

0

12



Assim,
2

r ud (x) dx = Jl x¢b' (x) dx +J ¢’ (x) dx (2.6)

0 0 1

Integrando por partes o lado direito de (2.6) e pelo Lema 12 obtemos:

2 1
J ud’(x) dx = xd(x) [X=} —J d(x) dx + d(x) =7

0

— (1) —L Bx) dx+ (9(2) ~0(1)
=0

como quem/amos.

Exemplo 2.1.2. Sejamn =1, U= (0,2) e,

x, se 0<x<1
u(x) =
2, se l<x<?2

1
loc

Neste exemplo mostraremos que nao existe uma func¢ao v € Ly .(U) que satisfaz:

2 2
Juaunn:—Jv¢unn para todo ¢ € C(0,2) (2.7)
0 0

Isto €, D*u nao existe no sentido fraco.
Para mostrar isso, suponhamos que (2.7) seja verdadeiro para algum v e para todo ¢ €

Cr(0,2) e entao,

2 2 1 2
—J v dp(x) dx =J ud’ (x) dx :J xb' (x) dx—|—2J ¢ (x) dx (2.8)

0

Integrando por partes obtemos:

2 1
—J vox) dx = xdb(x) [ —J b(x) dx +2¢(x) [,

0

Continuando, tome uma sequéncia (bm)%e_, de tal forma que ¥V m € N valem:

i) 0< dm < 15

13



i) pm(1l) =1;
i11)Pm(x) = 0 Vx#1;

iv) supp (dm) C [3,2].

Substituindo agora & por (dm) em (2.9) obtemos:

—prm dx = —q>m(1)—Ed>m(x) dx

0

- 1 Jl P (x) dx (2.10)

0

Ou ainda,

1= J2v bm dx — Jl bm(x) dx

0 0

Tomando o limite na igualdade acima e fazendo m — oo obtemos o sequinte:

rr2 1
1= lim ¢,(1) = lim vV dm dx—J Gm (%) dx]
m—o0 P m—00 LJo 0
Poﬁi)
[ 1
= lim vV dm dx—J bm(x) dx (2.11)
m—o0 _d(%’%) 0

Veja que:

a) )d)m(X) — 07‘ d)m C CSO(OJ 2) 5
b) v dm(x) — 0 ¢.t.p em (%, g), isto porque G (x) se anula fora do supp Gm(Xx);
1 9y.
57 5 )

)

d) Comov € L}, (0,2) seque que v| € Li, (£, 2).

loc

c) Vv dm(x) <P g.tp em (

Por a),b),c) e d) podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e

assim obter:

lim J Vbm =0 (2.12)
(2

m—o00 )

il
ol

Utilizamos do mesmo argumento para concluir que lim [ ¢y = 0. Para tanto, observe
m— 00

que:

e) bm(x) — 0 q.t.p;
) lom(x) <1 q.tp.

14



E portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, seque que:

lim J¢m:0 Vx£1 (2.13)
m—00
Agora, temos:
1= lim J vV Py dx— lim J(I)m(x) dx =0, (2.14)
IFL‘)OO (%’%) ) ITL‘)OO g
-0 =0

uma contradicao.

Obs 1. A construgao do exemplo 2.1.2 foi baseada em [6], pdgina 71.

2.2 Definicao de Espacos de Sobolev

Definigao 14. Fize 1 < p < 4o00. Seja k um nimero inteiro nao-negativo, u € LP e
existe a derivada no sentido fraco D*(u) para cada multi-indice & = (&, Xa, "+, Xn)
com || < k, D*(u) € LP(U). Dizemos entdo, que w € W*P(U) .

Ao espaco W*P(U) que consiste em todas as funcioes localmente integrdveis denominare-

mos de Espaco de Sobolev sobre U .
WHP (U) = {u e W*(U);D*(u) e LP(U) V |of <k}
O espaco W*P (U) estd munido na seguinte norma:

(ngk Ju |D°‘ulp>p sel <p<oo

Z\cxlgk HD(XU*HLOO ) sep = oo

[wllwrr u) =

Obs 2. No caso em que p = 2 denotaremos esses espagos por H(U) e escrevemos:
H (W) = W (U); k=0,1,--
O espaco H*(U) € munido por um produto interno, definido por:
(W V) ey = Y (DU, D)2 (2.15)
lx|<k

H*(U) € um espago de Hilbert. A norma correspondente ao produto interno definido em

(2.15) é:

2
b = | 3 | Do

<k Y

15



Definigao 15. a) Considere (W, )2_, com uw € W*P(U). Dizemos que:
Uy — w em WP (U),

se,

lim [[um — ufwre ) =0
m—oco

b) Ao escrever,

m — uem WEP(U),

loc

estamos dizendo que:
Um — w em WP(V), para cada V CcC U

Obs 3. U,V sdo subconjuntos abertos de R™. Escrevemos V. CC U se, V.C V C U.

Agora, como j4 definimos o espaco W*P (U) enunciaremos nosso préximo teorema que

trata sobre propriedades importantes de derivadas fracas.

Teorema 8. (Propriedades de Derivadas Fracas): Sejam u,v € W*P(U) com

o) < K. Entao:

i) D*u e W *lP(U) e DF (D*u) = D* (DPu) = D¥"PuV «, B com |a| + [B] < k
ii) Se V é um subconjunto aberto de U, entdo u € W*P(V);

iii) Se ¢ € CF(U), entdo ¢ € W*P(U) e mais,

B 06[3
ZB DCD

B

A demonstracao do Teorema 8 pode ser vista em [10].

Definigao 16. Seja U C R™ um aberto, 1 < p < oo e k € NU{0}. Denotemos o espago

ng’p(U) como o fecho de C3(U) em W*P(U) na norma || - ||wxr. Simbolicamente,
Wi () = G

Portanto, u € W(]f’p(U) se e somente se, existem fungoes u, € CP(U) tal que uyy — u

em WEP(U).

Obs 4. A caracterizacao do espago de Sobolev Wé’p(U) ¢ fortemente delineada no Teo-
rema do Traco, entretanto em nosso trabalho nao serd destacado tal teorema. FEste pode

ser facilmente encontrado em [5].

16



Obs 5. Denotaremos nesta secao p’ como sendo o expoente conjungado de p.
Teorema 9. O espaco W*P com a norma ||.|[wxs ) € um espago de Banach.

Demonstracdo. Antes de provarmos a completude do espaco WP (U), mostraremos que
|.lwxru) € uma norma em WSP(U). De fato sejam u,v € W*P(U) e A € R, entdo

devem ser satisfeitas as condigoes ja citadas na Defini¢ao 4, estas sao:

a) [[ullweru) =0 e [ullweruy =0 = u=0 q.tp;
b) [[Auffwir uy = Allwer )
¢) Desigualdade do triangulo:

||u+v||Wk,P(u) < ||u||Wk,p(u) + ||v||WkaP(u) Vu,v c Wk,p(u)

a)
=) Como |[u||wre ) = 0 temos que |[uf|ip(u)y =0 e portanto u =0 ¢.t.p em U.
<)u=0 ¢tpem U implica que:

J D*udpdx = (—1)'“J uD%*pdx =0
u u

para todo ¢ € CF(U) e pelo Lema 12 segue que D*u =0 ¢.t.p em U e para todo || < k.
Assim como em a), claramente b) decorre da definicao ||. ||y (u)-

Resta mostrar que para 1 < p < oo a desigualdade triangular é vélida.

Assumimos u,v € W*P(U). Entdo, se 1 < p < oo, pela desigualdade triangular em

LP(U) e usando o resultado do Lema 11 de que D* é linear, obtemos:

=

et viwerw = | Y D%+ D%,
[o|<k

=

< Z (ID*wflee(uy + IDV]r )’

o<k
Agora, aplicando a desigualdade de Minkowski obtemos:

P

T

lutvliweray < | 3 Dl |+ | 2 10T (2.16)
lx|<k || <k
= ijwp + ZJ'D“V"D (2.17)
x| <k lox|<k
= [lullwer @y + IVwee ) (2.18)

17



No caso em que p = oo obtemos:

T N | T o LV TR
Jo|<k
< Y (ID*Wlimuy + D))
o<k

= lullwreuy + [Vlweesuy

Logo, como a), b) e ¢) sao satisfeitas, concluimos a prova de que ||.||[wx»(u) ¢ uma norma

em W*P(U). Agora, podemos mostrar que W*P (U) é completo. Para tanto, suponhamos

o

®_ uma sequéncia de Cauchy em W*P(U). Logo,para dado

1 <p < oo e tomamos (uy)

€ > 0, existe M > 0 tal que:
| un —um [[wreeny< e m,n>M

Fixe « tal que |&| < k. Entao, para cada «, (D*u,) é uma sequéncia de Cauchy em
LP(U), Jof < k.

Assim, para todo || < k temos:

| DUn = DU [lip )< | Y | D¥Un = DU [Py | <&
lal<k

onde m,n > M. Portanto, segue que (D*u,) é uma sequéncia de Cauchy em LP. Sabe-

mos, que o espaco LP é completo, logo existe uy, € LP tal que:
D*up, — u, em LP(U) para cada || <k

Em particular, quando u :=uy,... o) obtemos uy = u e u,, — wem LP(U). Basta entao,
mostrarmos que u € WP (U).

, 1 1 , .
Para ¢ € CF(U) fixo temos que D*¢ € LP (U), onde ]; + 17 = 1. Dal, integrando por

partes e usando a Desigualdade de Holder temos:

J(unD“dJ)—uD“d)’ < J [un —ul ID*|
u u

< lTun=uwllwwll D% [y

E portanto,

n—oo n—oo

J uD*pdx = limJ uaD*pdx = lim (—1)'“'J D“und)dx:(—l)""J Ugddx
u u u u

Segue, que u € W*P(U) desde que D*u,, — D*u em LP(U) para todo |&| < k, como

queriamos. O

18



Teorema 10. Sejau € LP com 1 < p < 0o. Sao equivalentes:
a) ue WkP(U);

b) Eziste uma constante C' tal que:

SCld i VoelCFU),Via<k)

J uD%dpdx
u

Demonstrac¢ao. Primeiro vamos mostrar que a) — b)
Fixemos « de modo que |&| < k. Como u € WP (), logo existe uma funcao u’ em

LP(U) que satisfaz:

J WD dx:(—l)'“'J Whdx (Ve CT(D)
u

u

De onde,

J uD%¢p dx
u

Ju uw'¢ dx

< ( | |u'|de)é (Ju|¢|p’dx)g’

= [ a1 ey

Chamando de C =[] u’ || (u) obtemos o resultado.

Nos resta ainda, mostrar que b) — a). Para tanto, definimos o seguinte operador:

Ald) = — J uD%¢p dx

u

’ . ’ 3 3 ~ ’
A é um operador linear e continuo, A é continuo em relacao a norma de LP (U).

€
De fato, para dado € > 0, tomemos — > 0, entao:

C
Ju up’ Juull),

Juu(dD—tl))’
< Clld—vlp<e

A(d) — AW =

sempre que || ¢ — P ||< 8.
Pelo Teorema de Hahn-Banach podemos estendé-lo a um funcional linear limitado sobre

LP'(U) e pelo Teorema da Representacio de Riez, existe v € LP tal que:

Ju vp dx = A(P) = Ju uD%¢pdx

E portanto, u € WP (U).
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2.3 Aproximacao por funcoes suaves

Nem sempre os espacos de Sobolev possuem fungoes comportadas, mas conseguimos en-
tretanto, obter uma funcao regular que se aproxime do que queremos. Para estudarmos
algumas propriedades dos Espacos de Sobolev, é necessario desenvolver alguns procedi-
mentos para aproximar uma funcao do espaco de Sobolev por fungoes suaves.

1

Definicao 17. Dado € > 0 definimos ne : R™ — R por ne(x) := el (M)} onde MNe
€ €

satisfaz:

a) ne € C*(R™),
b) J‘[;nne(x) dx =1;

c) suppme C B(0,€)

Agora suponha que f: U — R € continua e para € > 0 lembremos que:
U :={x € U/dist(x,0U) > €}

Defina por € := (Me * f) a convulagdo de ne por f. Isto é,

PO | eyl fluldy = | nelylx—y) dy

B(0,¢)

ondey € Bxe e (x —y) € U sempre que x € U,.

Aqui, fixemos um nimero inteiro positivoke 1 < p < oo, U C R™ denota um conjunto

aberto arbitrario.

Teorema 11. Assuma uw € W*P(U) para algum 1 < p < oo e defina u® =1 *u em

Ue. Entao:

i) u® € C*(U,) para cada € >0, e

i) u€ — uw em WSP(U), quando € — 0%

Demonstracao. Afirmamos que se || < k, entao D*u® =1, x D*u.

De fato, para x € U, temos:
D™u(x) = D™ | nolx—y) uly)dy
= Ju Dime(x —y) u(y)dy
1 | Dgnelx—y) uly)dy
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Fixando x € U, a funcao ¢(y) :=ne(x —y) € CF e usando a Regra da Cadeia obtemos:
DWw () = (<1 | Dyne(x - yluly)dy
u

— (1 (e June(x—y)D“u(y)dy

= (Me *xD%u)(x)
Agora, escolhemos um conjunto compacto V tal que V CC U.

Temos que D*u® — D*u em LY _(U). Veja que para cada |« < k como € — 0 segue:

loc

lim | u€ = [[fp = Jim > ID*uc —D*u |},

e—0t
x| <k

. , k ,
Assim, concluimos que u¢ — u em Wi P (U), quando € — 07, como querfamos.

]

Podemos ainda, encontrar funcoes suaves que se aproximam de W*P (U) e nao somente
k . -
em WP (U). Adiante, apresentaremos o Teorema Global por fungdes suaves e 0 provamos

usando particao de unidade. No que segue, definimos primeiramente particao de unidade

como sendo:

Proposicao 2. (Parti¢cdo da Unidade): Seja U C R™ um conjunto aberto tal que:
U= U U; com U; abertos
iel
Entao, existem funcoes (; € C*, definidas sobre U tais que:
a) supp ¢ C Uy;
b) Ziel Gi=1;
c) para cada & € U eziste um conjunto aberto V que contém (; tal que todos, exceto para
um numero finito de (i sao 0 em V;

d) 0<G <1

De posse desta proposicao podemos entao mostrar que as funcoes de WP (U) podem
ser aproximadas por fungoes suaves de classe C* em U. No caso em que se queira consultar

a demonstragao da proposi¢ao acima ver [10].

Teorema 12. (Aproximacgdo global por fungédes suaves): Suponhamos U limitado
ew € WSP(U) para algum 1 < p < oo. Entdo, existem fungoes Wy com Wy, € C*(U) N
WP (U) tal que:

Up —u  em  WEP(U)
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Demonstracao. Para demonstrarmos tal teorema, basta verificar que se u € W*P(U) e

& > 0, entao existe v e C*(U) tal que:
[ v—uflwreu)< o

0 . I
De fato, seja U = | J;=; U; onde U; = {X e U/dist(x,oU) > I} i=1,2,---).
Note que U; C Ui . E f4cil observar ainda que quando i cresce, U; vai se aproximando
de U.

Escrevemos:

Vii= Uiz — Uiy

Agora, escolhemos um conjunto aberto tal que Vo CC U para que U = [Ji2,Vi. Seja
{$1}{2, uma particao da unidade subordinada aos conjuntos abertos {Vi};-,. Em outras

palavras, estamos supondo o seguinte:

i) 0 <Py <1, € CP(Vy);

il) > 2 i =1em U;

iii) supp bi C (Vi)

Seja u € W*P(U) uma funcdo qualquer. Pela propriedade de derivadas fracas segue que

Piu € WSP(U). Fixemos agora & > 0 e usando o fato que Pju tem suporte compacto

em U, segue pelo Teorema 11 item ii) que existe um €; > 0 tao pequeno quanto se queira

tal que:
Wl =1, % (hiu)
satisfazendo
| ut —piu e (wy) < % (i=0,1,2,---)
supput CW;  onde Wi=Upu—Ui 1DV, (i=1,2,---)
Denotemos

oo
V= E u'
i=0

Como ; é uma particao da unidade, V CC U é um conjunto aberto qualquer, compacto,
segue que para cada aberto V CC U ha no méaximo finitos termos nao-nulos na soma

de funcoes ut € C*®(V). Lembrando que escolhemos V um compacto arbitrario, segue
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portanto que v € C*(U). Ademais, u =) ;- 1iu e temos para cada V CC U

o0 oo
E ut — E Piu
i=0 i=0

[v—u Hwk’v(vJ =

WP (U)
< Z Hui _wiuHWk«,P(Wi)
i=0
=%
< ) 51 =9 (2.19)
i=0

Tomamos o supremo dos conjuntos abertos V. CC U e usamos o teorema da sucessao

mondtona para concluir a prova. O

Abaixo apresentamos o Teorema da Extensao, cujo objetivo é estender funcgoes do
espaco de Sobolev u € W'P(U) para o espaco de Sobolev u € WP (R™), de forma que u

"preserve” as derivadas fracas de oU.

Teorema 13. (Extensdo): Seja 1 < p < co. Assumimos U C R™ limitado e OU de

classe Ct. Se V é um conjunto limitado onde U CC V entdo existe um operador linear
limitado E : WYP(U) — WLHP(R™) de modo que para cada w € WHP(U) sdo satisfeitas:
i) Fu=u q.t.p em U;

ii) Eu tem suporte dentro de V;

iii) || BEu [jwirem)< C || w|lwie(uy onde a contante C depende apenas de p,U e V.

Assim, dizemos que FEu € uma extensdo de u a R™. Ao operador E denominamos de

operador de prolongamento.

A prova deste teorema pode facilmente ser encontrada em [4].

2.4 Desigualdade de Sobolev

Ao estudarmos os espagos de Sobolev, talvez seja comum surgir o seguinte questionamento:
se u € WHP(U), poderia este mesmo u pertencer a um outro espaco? Afirmamos que u
pode sim pertencer a outro espaco e isto depende apenas de p. Através da Desigualdade
de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev mostraremos que isso é possivel. Aqui assumimos 1 <

P < mn. Nosso intuito é estudar se é correto estabelecer uma estimativa da forma

[ w[Lammy< C | Du ||Le(zn) (2.20)
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para certas constantes C > 0, 1 < q < oo e todas as fungoes u € C°(R™).

As constantes C e q nao devem depender de u.

Nossa motivagao é mostrarmos inicialmente que se qualquer desigualdade da forma (2.20)
¢ valida, entao o niimero q nao pode ser arbitrario.

De fato, se consideramos u € C{(R™) com || Du ||ipgrn)# 0 e definirmos para A > 0 a
funcao:

ur(x) :==u(Ax) comx e R"

Aplicando nossa desigualdade (2.20) em u, temos:
[ [lagen) < C | Du [lie ey (2.21)

Agora,
1
3= | wiitax = | utylvay
R

Rn

| Dua(x) [} = J i IDu(Ax)[Pdx
= ,[ IDuy (x) APdx

= N’J IDu(Ax)[Pdx

AP

— 3| putyrey
RT\

Supondo que a estimativa (2.21) é vélida para alguma constante C > 0, segue:

X : . .
—j u)idy )’ < ¢ —j Du(y)Pdy
AT o AT o
1

o U flta@ny < CA™F || DU |on
ou,
| u fltaeny< CAY P4 || DU ||pen)

n o n
Se entretanto, 1 — — + — > 0 esta desigualdade é uma contradicao quando A — 0.

n o n
Analogamente, 1 — — + — < 0, fazendo A — o0, a desigualdade também nos da uma

contradicao.
. n o n
Assim, podemos ter apenas 1 — — 4+ — = 0 de onde segue que,
p—n n « np
p q n—p
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como queriamos.

Definicao 18. Se 1 < p <mn, o conjugado Sobolev de p é:

«._ _np
p'_n—p
Note que:
11 m—p 1 1 P>
pr P mp p '

n—p
Isto nos mostra que a estimativa (2.20) sé pode ser verdadeira para q = p*.

Teorema 14. (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg - Sobolev): Assumimos1 <

P < n. Entao, existe uma constante C, dependendo somente de p e n tal que:
[ ffirs my< €l DU [|ir (mny
para todo uw € C{(R™).

Demonstracao. Aqui p* é o mesmo da definicao 18.
Seja u € C{(R™) e suponhamos inicialmente p=1, x € R™, x = (x1,X2, -+ ,Xn). Temos

que u tem suporte compacto, entao para cada 1 <1 < n temos:

X
LL(X) - uXi(Xb"' 7Xi—17yi7xi+17”' 7XTL) dyl
J—o0
Segue que,
o0
u(x)] < IDu(xq, -+, Xi-1,Yi, Xig1, -+ 5 Xn )| dys
J—00
comi= (1,---,n). Agora, elevamos ao expoente 7€ multiplicamos n vezes. Dai
obtemos:

1

n 00 n—1
|LL(X')|ﬁ < H (J |D'LL(X1, oy Xi—1, Yy Xig1, o 7X'TL)| dlh)
i=1 W™
Integramos com respeito a x;. Notemos que o primeiro termo do produto nao depende

da primeira varidvel. Assim,

1

J uF=rdx; < J (J D dyi) dx

0

00 ﬁ co n 00 ﬁ
|Du| dyl) J H (J |Du| dyi) dx;
“ (

J

0 ﬁ n 00 00 ﬁ
[Du| dyl) H (J J [Du| dyidxl)

i=2
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Resulta da desigualdade de Holder Generalizada:

[ TTra <TI0t X .
Aqui tomamos,

1
00 1
fi = (J |Du| dyi> e pi=n—1Vi

—00

Novamente integramos, agora com respeito a X

- n 00 0 ﬁ
J J w71 dx; dxs éj [(J' !Du!dyl) H(J J Dul dyidx1> ]dxg

1=

2
o0 (ee] ee} ﬁ
J J |Du|dys dxl) J KJ [Du dyl) X
(J J IDu| dy; dxl) ] dx,
1

J |Du|dys dxl) (J J |Du| dyldXZ) o X
00 00 00 ﬁ
<J J J |DLL| dyl dX1 dXz)

Continuamos o processo, agora com respeito a X3, - - - , X, € obtemos:

n 00 o0 ﬁ
J ’Lqﬁdx < H(J J |Du|dxla"'7dyia"'7dxn)

i=1

— lj <J: IDul dx> "~ = (L@ Dy dX) " (2.22)

Na sequéncia, consideramos a hipétese que 1 < p < n. Aplicamos (2.22) em |u|Y com

I
N

X
o
Il 3
w

N\
VR
—

—.

Il
w

1

v > 1. Mais adiante, escolheremos y. Agora, note que:

v [WY~! Du, se u >0
D (ful) = g (2.23)
—y [uY~! Du, caso contrario
n—1

(J rurﬂdx> <J D(rurvdx)wj WY Duldx

Usando Holder, segue:

n-1 N 1
n n _ P— P
(J Iulnyldx) <v (J Iul("’_l)%dx> (J Du|P dx>
n n Rn
Precisamos agora escolher vy de modo que:

mo_

—1
%#y:u>p>l.
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Desse modo,
v\ ™ P B
(J Iu!nl> <vy (J !Dulp) (2.24)

yn _ pn—-1) n  npn—-1)  np |
n—-1 n-—p n—l_(n—l)(n—p)_n—p_p ¢ (2.25)

Note que:

n-1 p—-1 pm—-1)—m(p—1) pn—p—mnp+n_ n-—p

- ——  (2.26)
n P np np np P
Substituindo (2.25) e (2.26) em (2.24) concluimos que:
i* ( 1 Y
. P — P
(J ul? dx) cpin—l <J IDu|de)
R" n—p n
[l

Teorema 15. (Estimativas para W'P 1 < p < n): Seja U um subconjunto aberto e
limitado de R™ e OU € de classe C1. Assumimos, 1 < p <n euw € WHP(U). Entdo,

u e LP (U) com a estimativa:
[ u [ < €l lwee
sendo a constante C' dependente de p,n e U.

Demonstragdo. Seja w € W'P(U). Pelo Teorema 13 (Extensao) existe Eu = @ €

WP (U) com supp i compacto tal que i ]y = u e mais,

| ¢ lwir@en< Cllwllwie)

Como u tem suporte compacto, logo existe uma sequéncia () € CP(R™) tal que uy, —

wem WHP(R™). Pelo Teorema 14 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) temos:
| wm —ut [[pr @) < C || Dum — Dy (e e

isso para todo I, m > 1.

Fazemos m,l — oo para concluir que 1, converge em WHP(R™). Assim,
| DU — Dy |[ie (n)— 0
e portanto, Wy, C LP"(R™) é de Cauchy. E dai, segue que:
Um — U em LP (R™)
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Note que existe um u tal que u,, — uw ¢.t.p.
Por outro lado, mostramos que w,, — u ¢.t.p. Logo, u=1u ¢.t.p.
Ademais,

I8 e @ny < C ] DU e ) (2.27)

Juntamos (2.27) ao Teorema 13 (Extensao) para obter:
Il <l @ e ey < C DR | ey < C R flwrie < C T flwre

onde C depende apenas de p,m e U. Provando assim, que a desigualdade é valida para

*

P*.
Agora resta provar que vale para 1 < q < p*.

De fato, lembremos que L (U) — L9(U), de onde segue que:

WEP(U) < LP (U) — L9(U)

2.5 Compacidade

Uma das propriedade fundamentais no que se refere as imersoes de Sobolev é que estas
sao compactas em dominios de medida finita. O Teorema de Rellich-Kondrachov nos diz
de forma geral que qualquer sequéncia uniformemente limitada em W'P(U) tem uma

subsequéncia que converge em L9(U).

Teorema 16. (Rellich - Kondrachov): Assuma U C R™ aberto e limitado e OU € de

classe C! ¢ 1 < p <mn. Entao:

whP(U) cc L9(U)

para todo 1 < q < p* :%.

Demonstracao. Fixemos 1 < q < p*. Como U é um aberto e limitado de R™, segue do
Teorema (Estimativas para WP 1 < p < n) que:

Wl’p(U) C Lq(U) com || u ||]_q(U]< C || u ||WLP(U)
Agora, seja (W, )2_; uma sequéncia limitada em W'P(U). Precisamos encontrar uma
subsequéncia (um, )52, que converge em LI(U).
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Pelo Teorema 13 (Extensao), podemos sem perda de generalidade assumir que U = R™ e
estender (u,,) para algum conjunto aberto, limitado V C R™, ou seja, u, € W1P(R")
onde supp u,, C Ve para todo 1 < n < oo.

Aqui, Ve = {x € V/dist(x,0V) > €}.

Podemos assumir ainda que:
sup || Um [lwie(vy< 00
m

Para € > 0, consideremos uf, :=n¢ * Uy (M = 1,2,...) onde N denota a molificagao

usual:

am

= J Ne(x —ylum(y)dy
B(x,€)

= J Ne(Z)um(x —z)dz
B(0,¢e)

Substituindo z = ye, dz = €"dy tem-se:

u;,, = J eMe(ye)um(x —ye)dy
1
mas lembre que ne(x) == _n ( ) de onde obtemos:
lyel
uy, = J (y— Um(x —ye)dy

B(0 €

= J yYylun(x —ye)dy
B(0

Se u,, ¢é suave, entao:

un (x) —um(x) = J NYum(x —ye)dy — um(x)

B(0,1)
Note que IB n(y)dy =1 assim,
un (%) —um(x) = n(y) (Um(x —ye) —um(x)) dy
ur* 1 d
= J (um(x —tye)) dtdy
) o dt
r 1
= J —eDu, (x — tye)ydtdy
-1
un(x) —um(x)] < e n(y) | KDum(x — ety), y)rn|dtdy

JB(0,1) Jo
1

| Dum (x — ety) [|rn dtdy
0

N
m

=
<

B(0,1) J

N 1
J U (x) —um(x)ldx < € n(y) J || Dum(x — ety) ||gn dxdtdy
v JB(0,1) Jo Jv



Uma vez que o suporte da funcao estendida (u,,) esta estritamente dentro de V, podemos
descartar o pequeno deslocamento ety na integral [, || Duy, (x — ety) |[rn dx sem alterar

a integral. De onde, segue:
1

Jv|u;(x)—um(x)|dx < ejw)n(y)[

J | Dum(x) ||gn dxdtdy
0oJv

= (—:J || Duy(x) || dx
v

Pela aproximacao por funcoes suaves esta estimativa também ¢é valida se u,, € WHP(V).
Usando o fato que V é limitado e ()% _, é limitada em W'P (V) segue da desigualdade

de Holder com v =1 que:

<=

ol )= Jv uboldx < V] (JV |u(x)|pdx>

Isto nos da:

N

| W (%) —wm (X)) |11 (v € || Dum [[rv)
< eC| Dupm [Jie(vy

< eCsup || um [lwrr (v
m

. J/

<00

E portanto, ué, — u,,, em L!(V) uniformemente em m.

Para mostramos que ¢ valido para 1 < q < p* usamos a desigualdade da interpolacao

para normas LP. Logo para 0 € (0,1) temos:

I 2ty — o fls ey <l = o 185l =t 1125,

ondel:9+ (1:6).
q P

Como as sequéncias (Uy,) e (u

¢ ) sdo limitadas em W'P(U) e usando a Desigualdade de

Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, segue () e (1€, ) sdo limitadas em LP" (V). Assim,
0 1-0 0
[ um = U (o)< ugy = W 8l i =m0y <Gl ugn — um (I vy
De onde concluimos que uf, — Uy, em L9(V) uniformemente em m.

Afirmamos que para cada € > 0 fixo a sequéncia (u$,)2_; é uniformemente limitada e

equicontinua.

De fato, se x € R™, entao:
us (0 < j Nelx— ) um(y)l dy
B(x,¢€)

G
< e flee@n) [ wm (o< o <00
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onde C; nao depende de m.

Analogamente,

C
‘Dufn(x)’ < J ( )|Dne(x_y)’ |um(y)’dy <|| Dne HL"O(R“)H Um HLl(V)< eﬂil
B(x,e

De onde, segue que (uf,)%_; é uniformemente limitada e equicontinua.

Fixemos agora & > 0. Precisamos mostrar que existe uma subsequéncia (umj );’il tal que:

thUp || Um; — Um, ”]_q(V)é 5
j,k—00

Para tanto, usaremos o fato da convergéncia uniforme em L9(V), isto é,

lim+ ug, = U, uniformemente em L9(V)
e—0

Dai, obtemos € > 0 pequeno tal que:

| ug, —Um [[La(v)< = param=12 - (2.28)

| on

Como (uf, )% _, é equicontinua e limitada e usando o Teorema de Arzeld-Ascoli obtemos
uma subsequéncia (ufnj );x;l que converge uniformemente em V.

Em particular,

limsup || ug, —Um, [faqv)=0 (2.29)
j,k—00
De 2.28) e 2.29) segue:
|| umj _umk ||I—q(v) - || LLﬂTj _‘u"fl’l.j +uT€TL) _u‘re‘ﬂ.k +u$ﬂ.k _umk ||]_q(V]
< [ umy =gy ey + llugy —ugy, ey +
+ [l ufy, = wmy [lLaov)
. 5 &
lim sup H Um; — Um, H]_q(v) < 5 + 5 =5
j,k—00
N 1
Agora podemos usar uma sequéncia diagonal, para cada & = 1,--- escolhemos &, = 1 e

uma subsequéncia (uf;l”);?il tal que:

limsup || Wmy; — Wy, ey < o= 1
j,k—00

E por fim, a sequéncia diagonal (W, = Um,,){2; é uma sequéncia de Cauchy em LP (V).

]
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Teorema 17. (Estimativas para Wé’p;l < p < n): Assumimos que U seja um
subconjunto aberto e limitado de R™. Suponhamos u € Wé’p(U) para 1 < p <n. Entao,

para todo q € [1,p*] temos a estimativa:
[ wlla (W) < C | Du ey

onde C depende apenas de p,q,n e U e Du denota o vetor de derivadas parciais Du =

(Diyu, Dau, ..., Dyu)

Demonstracao. Temos que u € Wé’p (L) , entdo existe uma subsequéncia em C*(U), seja

(um )% _; esta subsequéncia, de modo que u,, converge para u em W'P(U). Consideremos

agora, (ly,) C CP(R™) uma extensao de uy,, vV m € N.
Quando x € U€ entao Uy, (x) =0.

Usando o Teorema da Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev obtemos:
H Um HLP*(RH)g C H Du, HU’(R“)

De onde segue que,

Il < Cll Dufeeu (2.30)
Por hipétese, temos que U é limitado, entao para todo g € [1,p*],
I ffraqn < €l e (2.31)
Segue de (2.30) e (2.31) que:
o< Cllw < Cfl Du ey
como queriamos. O

Obs 6. Vale ressaltar que || Du ||1r(u) € wma norma no espago Wé’p(U.) e € equivalente

a norma || W [fwreuy sempre que U for limitado.
Do Teorema 17 segue como consequéncia a Desigualdade de Poincaré (prova vide [10]).

Corolario 2.5.1. (Desigualdade de Poincaré):Seja U C R™ um aberto e limitado,
com OU de classe C'. Assumimos 1 < p < oco. FEntdo existe uma constante positiva

C=C(n,p,U) tal que:

I e < €l Duflruy ¥ uwe WoP (W)
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Capitulo 3

Teoremas de Ponto Fixo

Neste capitulo abordaremos os Teoremas do Ponto Fixo de Banach, Teorema do Ponto
Fixo de Schauder e Teorema do Ponto Fixo de Schaefer. No Teorema do Ponto Fixo
de Banach a palavra-chave a considerar é contracoes, ja o Teoremas do Ponto Fixo de
Schauder abrangem casos de compacidade e o Teorema do Ponto Fixo de Schaefer em

suas hipoteses nos indicam que nao héa necessidade do conjunto ser convexo.

3.1 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Antes de enunciar e demonstrar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, precisamos definir

alguns pontos.

Defini¢ao 19. (Espaco Métrico): Seja X um conjunto nao-vazio. A fun¢ao d : X X

X — R é uma métrica em X se satisfizer:

i) d(u,v) =0< uw=v para todo u,v € X;
ii) d(u,v) > 0 para todo u,v € X com u # v;
iii) d(u,v) = d(v,u) para todo w,v € X (Propriedade de Simetria)

i) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) para todo w,v,w € X (Desigualdade Triangular)
A dupla (X,d) chamamos de espago métrico.

Definigao 20. (Ponto Fixo): Um ponto fixo de uma aplicagio A : X — X, onde X €
um conjunto ndao-vazio, é um elemento w € X tal que A(u)=u, isto é, u se mantém fizo

por A.
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Definigao 21. Uma sequéncia (un) em um espago métrico (X,d) é dita convergente em X,

se existirw € X tal que lim d(un,u) =0, isto é,Ve>0,dny;n>ny = d(u,,u) <e.
n—oo

Teorema 18. (Teorema do Ponto Fizo de Banach): Seja X=(X,d) um espa¢o métrico

completo e nao-vazio e assumimos que A : X —» X € uma contracao, isto €,
d(A(u),Allt) < yvd(u, 1) com w,we X para alguma constante y < 1.
Entao A tem um tunico ponto fizo, tal que A(u) = u.

Observagao 3.1.1. Note que uma contracao € uma funcdao uniformemente continua e

portanto continua pelo fato de ser lipschitziana.

Demonstracao. Provaremos inicialmente que para qualquer uy fixado em X, a sucessao
iterada (un)n>1 € uma sequéncia de Cauchy.
Considere para tanto, a sucessao iterada (un)n>1, definida por u, = Au,_; com n =

1,2,---. Fazendo:
U = A(u())a Uy = A(ul) = A(A(u’())) = AQ(uO)a o, Un = An(u0)7 n= 1727' o (31)

Esta é uma sucessao de imagens de 1 de repetidas aplicagoes de A. Observe ainda que:

d(ur, uz) = d(Afug), A(wr)) < yd(uo, w1) (3.2)
d(uz,uz) = d(Alur), Alug)) < yvd(ur, uz) =vyd(ug, u) (3.3)
d(ug, wg) = d(A(uy), Alug)) < vd(ug, us) = yy?*d(ug, w) (3.4)
isto ¢,
(1, Uni1) < y"d (1o, w1) para todon € N (3.5)

A afirmagao 3.5) pode ser provada usando o Principio de Indugao Finita sobre n. Para

facilitar a escrita denotaremos m=n+p e assim, para n, m > 1,temos:
d(unaum) < d(una un+1) + d(un+1a un+2) +oee d(um—laum) (36)

Agora, usaremos (3.5) repetidas vezes, obtemos:

d(un, um) < yhd(ug,w) + vy d(ug, wi) + -+ ™ T d(ug, ) (3.7)
= Yy 4y d (ug, ) (3.8)
= YU +y+ - FHy™ T d (e, w) (3.9)
1
= ynﬂd(umul) (3.10)
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A passagem de (3.9) para (3.10) se justifica pelo fato de que [1 + 7y + -+ +y™ 17"

~ oL ~ . , 1
representa uma progressao geometrlca de razao Y, cuja soma e expressa por m

Ademais, como 0 <y < 1, segue que lim y™ = 0 e portanto, de 3.10) segue que:
n—oo

lim d(un,um) =0 (3.11)

n,m—oo

isto é, d(un,um) < &, Vn > ng, tomando ¢ > 0 arbitrariamente pequeno, de onde
concluimos que a sequéncia (un)n>1 € de Cauchy em X.

Falta provar ainda que u é ponto fixo de A e mais, é tinico.

Temos que X é completo, logo (un)n>1 é convergente e portanto converge para um ponto
de X, digamos que converge para u, isto é, nlgr;o u, = Uu.

Vamos mostrar que u é um ponto fixo de A. Com efeito pela desigualdade triangular,

temos:
d(A(u),u) < d(A(u),u,) + d(un,u) (3.12)

mas sabemos que a sucessao iterada (un)n>1 foi definida por u, = Au,_; com n =

1,2, -, entao:

d(A(u),u)

N

d(A(u), Alun—1)) + d(un,u) (3.13)

< Yd(ua un—l) + d(uTHu) (314)

Veja que os fatores do segundo membro de (3.14) tendem a 0, o que implica que A(u)=u,
provando que o ponto fixo de A existe.

Agora para mostrar a unicidade do ponto fixo, faremos por absurdo. Desta forma, supo-
nhamos que existe 1w € X outro ponto fixo de A com u # 1.

Temos que A(u) =uwe A(l) =1 e como A é uma contracao temos também que:
0<du,u)=dAu),A)) <vyd(u,) (3.15)

logo v > 1. Absurdo, visto que y < 1. n

3.2 Teorema do Ponto Fixo de Schauder

Antes de demonstrar o Teorema do Ponto Fixo de Schauder precisamos definir e enunciar

alguns resultados importantes, necessarios para a prova do Teorema.
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Definicao 22. Seja X um espaco vetorial normado e seja W um subconjunto finito de X
onde W = {x1,Xa, ..., xXn}. Entao, a envoltéria convexa de W, aqui representaremos por

conv(W), € definida por:

CO’/LU(W) = {Z?\ixi . Z)\l = 1, 0 < }\i < 1}
i=1 i=1

Definigao 23. Seja € > 0 fixro. Um subconjunto M de um espag¢o métrico X € uma e —met

de X se:
X C U B(x;€)

xeM

Dizemos que um espago métrico X € totalmente limitado se houver uma € — net finita

para todo € > 0.

Proposicao 3. Um subconjunto A de um espaco de Banach X € relativamente compacto

se e somente se, para cada € > 0 existe uma €-net finita.
Para consultar a demonstracao da Proposigao 3 consultar [15].

Teorema 19. (Ascoli-Arzela): Seja X um espago métrico compacto. Se A C C(X) :=
{f : X — R continua}, com || T ||cx)=| T || (x):= supyex [f(x)]. Entdo:
A € limitado e equicontinuo em C(X) se e s6 se A € relativamente compacto em C(X)

onde:

A € limitado em C(X) <= sup{[f(x)|: f € A} < 0

A € equicontinuo em C(X) <=V e > 0,30 >0 tal que d(x,y) < b = |f(x)—f(y)|< e VfeA.

Consultar demonstra¢ao em [15].

Teorema 20. (Ponto Fixo de Brouwer): Suponha u : B(0;1) — B(0;1) continua,
onde B(0;1) denota a bola unitdria fechada em R™. Entdo, u tem um ponto fizo, ou seja,

existe um ponto x € B(0;1)) com u(x) = x.

Nao sera feita a prova deste teorema pois nao o abordamos em nossas aplicacoes.

Entretanto, sua demonstracao pode ser facilmente consultada em [12].

Coroléario 3.2.1. Seja X C R™ um homeomorfismo na bola unitdria fechada B(0;1) e

A : X — X uma aplica¢ao continua. Entao, A tem um ponto fizo.
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Demonstracao. Para provarmos este corolario faremos uso do Teorema 20 para entao

afirmar que A possui ponto fixo. Para tanto, seja u: B(0;1) — X um homeomorfismo.

Definimos agora T:u o Aou:B(0;1) — B(0;1).

Afirmamos que T é continua. De fato, como u é um homeomorfismo e portanto é uma
bijecao continua, entdo u,u ! sdo continuas e mais A é continua por hipétese. Note que
T é uma composicao de fungoes continuas, logo T é continua. O Teorema 20 nos assegura

entdo que existe um X em B(0;1) tal que T(x) = X. Assim, A(u(x) = u(x), de onde

obtemos:
X = (uWloAou)(x)
= u o (A(u(x)
= u H(A(u(x))
ux) = uwuHAuX)) =Au(X)
e portanto u(x) é um ponto fixo de A. H

Lema 13. (Projecao de Schauder): Seja X um espaco vetorial normado e K C X
compacto, com a métrica d induzida pela norma || - ||. Dado € > 0, existe um subconjunto

finito W C X e uma aplica¢iao P : K — conv(W), tal que:
d(P(x),x) <e VxeK

A esta aplicagao denominamos de Projecao de Schauder.

Demonstracao. Dado € > 0, tomemos uma € — net finita para K compacto de forma a
obter um conjunto W = {x1,Xs,...,xn}. Parai=1,2,...,n definimos funcoes ¢; : K —
R tal que:

e —d(x,xi), se x €& B(xq;e€)
$i(x) ==

0, caso contrario
Como 0 < € — d(x,xi), segue que Y .~ di(x) >0 V x € K, implicando que ¢; ¢
estritamente positiva na bola B(xy; €).
A projecao de Schauder é a aplicagao P : K — conv(W), definida por:
n

= (bi(X)Xi
P(x) :=; o0 onde ¢(x)=;¢1(x)
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Como cada ¢; é continua, segue que P é continua.

Para cada x € K temos:

ara - [§ o9
_ ﬁ gq)i(x)xl—éd)lmx
= 5 izicbi(x)(xl—x)
< ﬁgwx) | =) |
< ﬁd)(x)-eze
Note que se || (xi —x) [|> € = di(x) = 0. O

Definicao 24. Dizemos que uma aplicacao nao-linear A : X — X é compacta se para
cada sequéncia limitada (x¢ )X, em X, a sequéncia (A(xy))y, € pré-compacta, isto é,

existe uma subsequéncia (xy;);2; tal que (A(xy;))52, converge em X.

Teorema 21. (Teorema do Ponto Firo de Schauder): Seja X um espago de Ba-
nach, suponha M C X ndo-vazio, convexo e fechado. Se A : M — M ¢ continua, entdo

A tem um ponto fizo.

Demonstracao. Temos que A é compacto, pois A(M) C M é compacto, ademais temos

por hipdtese que A é continua. Denotemos por K = A(M). Para cada n € N, seja W,,
uma % —net finita para K.

Considere agora, a correspondente Projecao de Schauder P,, : K — conv(W,,).

A convexidade de M implica que conv(W,,) C K.

Definimos o seguinte operador:

At conv(W, ) — conv(W,,)
An(X) = PTL(A(X))lconv(Wn]'

Veja que A, é continua. Isto, se deve ao fato de que P, e A sao continuas. Como
conv(W,,) C K e K é compacto, segue que conv(W,,) é limitado.

Temos entao que conv(W,) é um subconjunto limitado, fechado e convexo. Como
conv(W,) é homeomorfa a bola unitdria fechada em RM¢ para algum M. < N, se-

gue do Corolario 3.2.1 que a aplicagao continua A,, : conv(W,) — conv(W,,) tem um
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ponto fixo.
Agora, para cada n € N, escolhemos um desses pontos fixos e denotemos por x,,, ou seja,

A(xn) = xn. Novamente usando o fato que K é compacto, temos que toda sequéncia

limitada (xn)%_; C K possui uma subsequéncia convergente (xn,);2,. Esta sequéncia
(xn,)$2, converge para algum ponto x € K, quando n; — oo.

Pelo Lema 13 (Projecao de Schauder), obtemos:

d(A(x),xn,) < d(A(x), Alxn,)) + d(A(Xn,), An, (Xn,)) — 0 quando n; — oo

1
A é continua e d(A(xn,), An, (Xn,)) = d(A(xn,), Pn,Alxn,)) < —.
Xn,
Consequentemente, X, — X € X, — A(x),logo pela Unicidade do Limite, devemos ter
A(x) = x. H

3.3 Teorema do Ponto Fixo de Schaefer

Agora, apresentaremos o Teorema do Ponto Fixo de Schaefer que é uma versao do Teorema
do ponto fixo de Schauder, o que muda mais precisamente é que aqui nao temos por
hipotese a convexidade do conjunto. Este teorema é usado para provar a existéncia de

solugoes para equagoes diferenciais parciais nao-lineares.

Teorema 3.3.1. (Teorema do Ponto Fizo de Schaefer):Seja (X,| - ||) um espago

de Banach e A : X — X uma aplicagao continua e compacta. Se o conjunto:
S={x e X:x=AA(x) para algum 0 < A < 1}

¢ limitado, entao A tem um ponto fixo.

Demonstracao. Por hipotese, temos que o conjunto S é limitado, logo existe algum M > 0
tal que || x [[< M, se x = AA(x) para algum A € [0, 1].

Definimos agora, a aplicacao A:X — Xda seguinte forma:

B A(x), se  [JAMX)[|<M

A(x) = M
mA(X)a se | A(x) [[=M

Veja que A : B(0; M) — B(0; M) é uma aplicacio compacta, pois A é compacta. De fato,

tomemos uma sequeéncia limitada (xx)3_; em X, logo existe uma subsequéncia (x; )52,
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tal que || A(xy;) [|[< M para todo j ou || A(xy;) ||> M para todo j. Observe que no
caso em que || A(xy;) [[< M, a sequéncia (A(xy;))2; tem uma subsequéncia convergente
pois, A(xkj) = A(xy;) e mais A é uma aplicagiao compacta. Agora, consideremos o caso
em que || A(xy;) [|[> M, temos que (A(xy;));2; possui uma subsequéncia convergente,

(A
que aqui vamos denotar por (A(x()){2;. Assim, (|| A(xi) ||){2; também converge, com

|| A(x1) ||= M para todo L. Dessa forma, temos que:

~ M

Alx) = mA(XL) (3.16)

Denotemos por K = conv(A(B(0; M))), onde A : B(0; M) — B(0; M).

Observemos que K é convexo, isto se deve, pelo fato que K é o fecho de um conjunto
convexo, K é também compacto. De fato, temos que A é uma aplicagao compacta,
logo pela Definicao 24, para cada sequéncia em A(B(0; M)) existe uma subsequéncia
convergente em A(B(0; M)), isto é, A(B(0; M)) é pré-compacto e portanto A(B(0; M)) é
compacto, como a envoltoria convexa de um conjunto compacto é um compacto, segue
que K é compacto. Ademais, K C X tal que A |x: K — K.

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Schauder, segue que A tem um ponto fixo e digamos que
este ponto fixo seja xg € K. Se x¢ nao é ponto fixo de A, entdao || A(xo) ||> M, caso
contrdrio A e A coincidem, isto é, xo é ponto fixo de A se Il Alxo) |< M.

Usamos agora a definicio de A e o fato de que xo é um ponto fixo e obtemos:

~ M
xo =A(xo) =AA(xg) com A=——— 0<A<1l exy€S (3.17)
| Axo) |l

Por outro lado:

Al(xo)

=M (3.18)

I = xrer

Temos uma contradicao, pois em nossa hipétese || xo ||< M. Provando assim o teorema.

]
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Capitulo 4

Aplicacoes dos Teoremas de Ponto

Fixo para EDP

As aplicagoes discutidas nesta secao foram retiradas do Livro Partial Differential Equa-
tions de Lawrence C. Evans. A aplicacao 01 pode ser encontrada na péagina 499, a
aplicagao 02 na péagina 507 e por fim a aplicagdo 03 pagina 505 do citado livro. As
aplicacoes 02 e 03 também podem ser consultadas no artigo Fixed Point Methods for

Nonlinear PDEs da autora Barbara Niethammer.

4.1 Aplicacao 01: O problema da Equacao de Difusao
e Reacao:

Nossa primeira aplicagao consiste em um problema de valor inicial com fronteira, quase-

linear, como segue abaixo:

u—Aluw) =f(u) em Uy =Ux(0,T]
u=0 sobre 9U x [0,T] (4.1)
u=g sobre U x {t =0}
onde u = (u!,...,u™),g = (g',...,g™); U C R™ denota um aberto, limitado e com
fronteira suave. O tempo T > 0 é fixo.
Aqui,o objetivo principal aqui é investigar a existéncia de solu¢do para o sistema (4.1)

usando o Teorema do Ponto Fixo de Banach. No que segue, mostraremos inicialmente
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resultados fundamentais sobre equacoes parabdlicas lineares para entao retornar a este

problema.

Definigao 25. (Equagao Parabdlica): Considere o sequinte sistema:

u+Llu=~Ff(u) em Ur=Ux(0,TI,
u=0 sobre 0oU x[0,T] (4.2)
u=g sobre Ux{t=0}

Assumimos U C R™ aberto, limitado e com fronteira suave, T > 0 é fixo, f: Ut — R e
g: U— R sdo dadas,u=u(x,t) é desconhecida com w: Ut — R. E ainda, L é o operador

diferencial de segunda ordem, definido em sua forma usual nao-divergente:

Lu=— ) (@90 Iy, + ) bHx thuy, +clx, tu (4.3)
i,j:1 i=1
para dados coeficientes a’, b, ¢ (i,j = ..., n).

Para tornar plausivel a posterior definicao de solucgao fraca, vamos supor temporariamente
que u = u(x,t) é de fato uma solugao suave do problema (4.2). Para tanto, associe a u,
a aplicacao:

w: [0, T] — H (D)
w(t)](x) =u(x,t) (xe U0<t<T) (4.4)
Note que estamos considerando u nao como uma funcao de x e t juntos, mas como uma

aplicagao de t para o espago H}(U).Voltemos ao problema parabdlico dado em (4.2) e

analogamente definiremos:
f:00,T] — L*(U)
[f(t)](x) =f(x,t) (xe U,0<t<T) (4.5)

Agora, fixando v € H}(U), multiplicamos a equacao diferencial parcial 5 a“ + Lu = f por

essa funcao v e em seguida integrando por partes, resulta que:

(u,v) + Blu,v;t] = (f,v) </ = %) (4.6)

para cada 0 < t < T, onde (,) é o produto interno em L2( U), B[u,v;t] é uma forma bilinear

expressa por:

Blu,v;t]: J Z aV Uy, Vx, + Zb t)uy, v+ c(-, thuv dx (4.7)

i,j=1
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com u,v € H{(U).

Observe ainda que,

uy =g’ + Z g'x; em U, (4.8)

j=1

onde g°:=f—3% " bu,—cueg:=>" dlu. (=1,..,n).

Definigao 26. Denotemos por H™Y(U) o espago dual de Hi(U). Em outras palavras, f
pertence a H'(U) desde que f seja um funcional linear limitado de H}(U).

Notagao: Utilizaremos (,) para representar o dual de H™'(U) e H}(U).

Definicao 27. Se f € H™(U), definimos a norma:

1 sy = {sup(fw) Twe HYU), w0 < 1)
Teorema 22. Caracterizacao de H™1:
1. Assumimos f € H7Y(U). Entdo, existem funcoes f°,f1, ... ™ em L2(U) tal que:
i) (fv) = [, v+ 21 flvdx (ve HY(U))
2. Além disso,
. 1
i) || £ s o) = inf{(jU S I Pdx)? | f satisfaz (i) para 0,1, " € LZ(U)}
Notagao: Podemos sempre escrever f = 0 — Y " fix; desde que i) seja vdlido. Ver
prova em [10] pdgina 284.

Como consequéncia de (4.8),das defini¢oes 26 e 27 e do Teorema 22, segue que

pertence ao Espaco de Sobolev H™!(U) com:

1

n 2
e s s (Z I'g’ H?_z(m> < C (I llvgcoy + 1 lleecon) (4.9)
j=0

Tal estimativa sugere ser razodvel pensarmos em uma solucao fraca com u’ € H™(U),
0 <t < T, assim podemos reescrever o primeiro termo de (4.6) como (u’,v).

As consideragoes feitas até agora motivam as seguintes definigoes:

Definigao 28. O espaco LP(0,T; X) consiste de todas as fun¢oes mensurdveisw : [0, T| —

X com:

i

=

N
| w e o,mx)= <J | w(t) ||P dt) < 00
0

para 1 <p < o0 e,
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[ ffeo.mix)= ess sup [ u(t) [|< oo

Definigao 29. O espaco C([0, T]; X) consiste de todas as fungées continuasu : [0, T] — X

tal que:

i) | w {[egomx):= maxocicT || u(t) [[< oco.

Definicao 30. Dizemos que uma funcao:
u € L%(0, T; Hy(U)), comu’ € L*(0, T; HH(U)),

¢ uma solugao fraca do problema parabélico de valor inicial (4.2) se:

i) (W, v) + Bhu,v;t] = (f,v) para todov € H}(U), 0 <t < T, e

it) u(0) = g.

Teorema 23. Suponhamos que u € L*(0, T; H{(U)), com u’ € L2(0, T; H™}(U)).

i) Entio w € C([0, T]; L3(U)) (depois de uma possivel redefinicao em um conjunto de me-
dida nula).

i1) A aplicagdo t — || u(t) ||2LQ(U) ¢ absolutamente continua, com

d
— () 2= 2/ (1), u(t) g.tp 0 <t < T.

ii1) Além disso, temos a estimativa

max || u(t) [z = elllullizommgwn + I lezomme o))

onde a constante ¢ depende apenas de T.
Obs 7. Ver prova em [10] pdgina 287.

Nestas condigoes, pelo Teorema 23, temos que u € C([0, T; L2(U)) e assim u(0) = g

da definigao 25 faz sentido.

Teorema 24. (Existéncia de Solucao Fraca): Existe uma tunica solucdo fraca para

o problema parabdlico (4.2).

Para mostrar que existe uma solucao fraca para o problema da equacao definida em

(4.1), iremos admitir inicialmente que g € H}(U; R™) e supondo:
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f:R™ — R™ Lipschitz continua

Temos para todo z € R™:

1) = [f(z) +fler) — fley)]
< [f(z) —fled)| + [f(ed)]
< Cillz—e | + If(e)]
< Gl 2] +H(Ch +fen))
< Clllz]+1) (4.10)

com a constante C = (Cy + [f(eq)]).

Adaptando a terminologia 23, dizemos que uma funcao:
u e L2(0, T; H (U, R™)), comu € L*(0, T; H Y (U; R™)),
¢ uma solucgao fraca do problema de valor de contorno, quase-linear dado em 4.1) se:

(', v) + Bu,v] = (f(u),v) q.t.p, 0 <t < T,paratodov € Hy(U;R™) e  (4.11)

u(0) =g (4.12)

Notagao: (,) e (,) em (4.11) indicam respectivamente o dual de H™!(U; R™) e H{(U; R™)
e o produto interno em L?( U; R™).Denotamos ainda por B[, ] a forma bilinear associada
com —A em H{(U;R™).

A norma em H}(U;R™) é definida como:

%
e Y (413)

Recaimos novamente u € C([0, T]; L2(U;R™)), depois de uma redefinicao de u em um

conjunto de medida nula.

Teorema 25. (Existéncia): Eziste uma unica solu¢ao fraca de (4.1).

Demonstracao. Aplicaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach no espaco:
X = C([0, T L (U;R™)),

com a norma definida como segue:

| v [= orgntang(” v(t) |z urm)
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Dada u € X e seja h(t) := f(u(t)) com 0 <t < T. Além disso, definimos o operador A
como sendo:

A:X— X tal que Alul =w

w é solucao do problema a seguir:

wi—AWw)=h em Ut
w=0  sobre 9dUx[0,T] (4.14)
w=g sobre U x {t =0}

Considerando a hipétese de f ser lipschitziana continua vista em (4.10), entdao h €
L2(0, T; L2(U; R™)).
Consequentemente, o Teorema 25 nos garante que (4.14) tem uma tnica solugao fraca.
Note que,

w e L2(0, T; Hi(U;R™)), comw’ € L*(0, T; H ' (U;R™)),

logo w € X, ademais, w satisfaz:

w’,v) + Bw,v] = (h,v) q.t.p, 0 <t < T,para todov € Hj(U;R™) e (4.15)

w(0) =g (4.16)
Afirmamos agora que:

Se T > 0 ¢ suficientemente pequeno, entao
(4.17)

A é uma contragao.

Para provarmos esta afirmacao, escolhemos u, 1t € X e definimos w = Alu] e w = A,

h = f(u) e mais w satisfaz (4.15). Similar para W;h = f(il) e satisfazendo:
(W', v) + Blw,v] = (f(),v) q.t.p, 0 <t < T,ve Hy(U;R™)
Veja que de w —w obtemos:

(w—W)",v) +Blw—w,v] = (f(u) — f(1),v) q.t.p, 0 <t < T,v € H{(U;R™)
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Integrando por partes temos:

d d .
d‘t ||W WHLQ (UR™) == d_J' W)Rm dX
= J 2 (W — Wi, W — W) dx
_ <Aw+h AV — ﬂ,w—w) dx
Ju Rm™
_ 9 (Aw—AVv,w—Vv)Rde—I—QJ (h—ﬁ,w—W) dx
Ju U R™
= 2 ZA(Wi—VGi)(Wi—V\;i) dx—|—2(h—‘r~1,w—v~v>
U Li=1

dx+2(h—ﬂ,w—w)

= 2 JU [i V(wt —wi)V(wt —wi)

- —QJ |V (w— ) ||? dx+2(h—ﬂ,w—vv)
U

= 2] (W) [y ) 2 (h—ﬁ,w—w)

Na passagem da 2¢ para 3¢ igualdade usamos o fato que wy — Aw = h e assim, wy =
Aw + h. Da 3¢ para 4% usamos o fato que o produto interno tem a propriedade de ser
bilinear.

De onde segue,

d
W= Baamy + 21 W= [y am=2 (h— oW — W)

2 (f(uw) — f(u),w—w)

< 2 [H w—w ||L2(U;Rm)|| f(u) —f(ﬁ) ||L2(U;Rm)}

€ - N
< 2 2 | w—w H?J(U;Rm) +2_€ | flu) —f() ”%Q(U;Rm)]
< effw—w ||2L2(U;Rm) "’E | flu) —f(w) ||2L2(U;Rm)

< Kel|lw—w ||,21(1)(U;Rm) +E | fw) —f(w) ||2L2(U;Rm)

(4.18)

Justificando as passagens: para obter a 1¢ desigualdade usamos a desigualdade de Cauchy-
Schwartz, da 3¢ para 4% a desigualdade de Young (a =|| f(u) —f(i) || eb=| w—w||)
e por fim da 5% para 6% utilizamos a desigualdade de Poincaré.

Assim,

d

I | w—w ||L2 vrm) T2 —€eK) [w—w Hﬁé(U;Rm) = (4.19)

= | f(w) —F(@) |2 pmm)
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Tomemos ¢ > 0 suficientemente pequeno e tal que ek < 2 de onde deduzimos,

d . d - -
@ [w—w ||%2(U;Rm) < at [w—w ||2L?(U;1Rm) +(2—eK) [w—w ||$4(1)(U;Rm) (2—ek) >0

1
S 2 | f(uw) — f(W) [|{2pmm)  (vesulta de 4.19)
Temos ainda que f é Lipschitz. Assim, fazendo C = %, resulta:
d

at |w—w ||2L2(U;Rm)< Cllu—u ||%_2(U;Rm) (4.20)

Integrando de 0 até s e usando o fato que w(0) — w(0) = g — g = 0 segue:

. *d -
| w(s) —w(s) ||%_2(U;]Rm) = J dat | w(t) —w(t) ”%Q(U;]Rm] dt (por 4.20 segue que)
0
< [ Il = 6l0) [ at (421)
0
< CTlu—0 g7z mmm) (4.22)

para cada 0 < s < T.

Temos que w = Afu] e w = A[l], assim, maximizando o lado esquerdo com relacao a s,

obtemos:

| Afu] — AUl ||2C(0;T;L2(U;R‘“)) = [w—w ||2C(O;T;I_2(U;Rm])

= sup [ w(s) —w(s) ||
0<s<T

< CTlu—1u H%Z(O;T;U(U;Rm))
Segue portanto que,

| A — AW |P< CT u—1|?

I Aful — Al < (CT)? | u—1t | (4.23)

resultando assim, que A é uma contracao se T > 0 é tao pequeno de forma que (CT)2 =
vy <1l

Dado qualquer T > 0, escolhemos T; > 0 tao pequeno tal que (CTl)% <1

Feito isto, agora podemos aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach para encontrar
uma solugao fraca u do problema (4.14), isto é, estamos encontrando uma solugao fraca
para (4.1) existente no intervalo de tempo [0, Ty].

Como u(t) € HY(U;R™) q.t.p; 0 < t < Ty, podemos redefinir T; se necessario, assumindo

w(Ty) € Hi(U;R™). Para estender a solugao ao intervalo de tempo [Ty, 2T;] é necessdrio
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apenas usarmos o mesmo argumento. Continuando este processo, estaremos entao, cons-
truindo uma solugao fraca no intervalo de tempo [0, T].

Nos resta agora, mostrar que o operador A tem um tnico ponto fixo. Para tanto, supo-
nhamos que u e  sejam duas solugdes de (4.1). Sabendo que w = u e w = 1 e usando

a desigualdade (4.21) temos:
| w(s) —u(s) ||%2(U;Rm)< CL | w(t) —u(t) H%_?(U;Rm) dt (4.24)

para 0 < s < T.
Aplicando a desigualdade de Gronwall em (4.24) concluimos que u—1 = 0 em [0,T], isto

é, W = 1u e portanto a solugao é tnica. O

4.2 Aplicacao 02: Equacao Eliptica Semi-Linear
Nosso objetivo no problema a seguir consiste em usar o Teorema do Ponto Fixo de Schau-

der para provar a existéncia de solugoes de equacoes da seguinte forma:

—Au="fu) em U
u=~0 sobre 0U

(4.25)

Para simplificar nos restringimos aqui a equacgoes escalares e condicoes de contorno
zero. Resultados similares podem ser obtidos para sistemas e para condicoes de contorno
mais gerais. Antes entretanto de resolver o problema (4.25), precisamos compreender a

teoria linear. Assim, encontre uma solucao u: U — R de:

—Au=g em U
u=20 sobre 00U

(4.26)

aqui, consideramos U C R™ aberto, limitado e suave, sob certas condigoes de g : U — R.

Precisamos encontrar uma solucao fraca, para tanto assumimos que u é uma solugao

(suave) de (4.26). Para ¢ € C3(U) obtemos:

gbdx = | —Aubdx =| VuVddx (4.27)
Ju Ju Ju

Para garantirmos a existéncia de uma solugao fraca basta que a forma integral mais

fraca seja satisfeita. Neste sentido, dizemos que u é uma solugao fraca de (4.26) se
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u e H(D) e se:

J VuVddx :J gpdx V¥ ¢ e C2(U) (4.28)
u u

Teorema 26. Para g € 1(U) [g € H'(U) = H{(U)*] entdo existe um tinico w € H}(U)
que satisfaz (4.28). E

|| Vu ||L2(U)< C || g ||L2(U) com C = C(U) (429)

Demonstragao. Iniciamos aplicando o Teorema de Lax-Milgram, com:
H=Hg(0) e[| w |l n:=l Vu||L2(1, onde esta norma é definida devido a Desigualdade

de Poincaré.

Blu,v] := J VuVvdx
u
Blu, Il <|| Vu [z | VV leecon=Il w g on I v [[1z o

Blu,u] = u ||%1(1)(U)
(F,v) ::J gvdx
u
(FILI g ezl v ez

Por Poincaré, temos:
KEVI<I g ezl v ey < C Il g Tzl v HH})(U)
Logo, existe um tnico u € H}(U) que satisfaz (4.28) e (4.29) O

Da desigualdade de Poincaré também obtemos a seguinte:

[ulleeim< Cll g llew (4.30)
Voltando ao nosso problema, estamos a procura de uma solucao fraca de:

—Au="fu) em U
u=20 sobre 0U

sob certas condigoes em f: R — R.

Teorema 27. Seja f € C(R) e || f [[Lo@r)< 00. Entdo (4.25) tem uma solugao fraca
u € H(U). Isto €,

J Vqu)dx:J flu)pdx V ¢ € C5°(U)
u

u
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Demonstra¢ao. Para demonstrarmos este teorema usaremos o Teorema do Ponto Fixo de

Schauder na aplicagao:

A L?(U) — 1*(U) definida por:
u— (—A)H(f(u) = A(f(u)

onde u = (—A)"!g com u € H}(U) sendo solugao fraca de —Au = g em U, u=0 sobre
ou.

Primeiramente precisamos mostrar que A esta bem definido.

Se u € L2(U), entao f(u) € L*(U) e usando o fato que U ¢é limitado, segue que f(u) €
L%(U). Dai, segue Alf(u)] € H(U) C L2(U).

Agora mostraremos que A : B(0;R) C L2(U) — B(0; R) se R é suficientemente grande.

Para provar isto tome u € L2(U), entdo:

| Al Iy = [T AFQI] [[ez0)

Cll f(uw) |2y de (4.30)

VAN

< C|l flloo U2 :=R para alguma constante C

Assim, A : L2(U) — B(0;R). Em particular, A : B(0;R) — B(0; R).

Nosso proximo passo ¢ mostrar que A(B(0; R)) é compacto.

Vimos que A : L*(U) — H}(U). Temos ainda,

AL gy = T AFR) g
C Il f(u) lez2(o de (4.29)

/N

< CJ f oo U2 :=K para alguma constante C

E portanto A[u] é limitada em H}(U).

Temos A : L2(U) —s B(0;K) C H}(U). Segue do Teorema de Rellich que A é compacto
(a imersao de H}(U) em L2?(U) estd contida em algum compacto).

Para que A satisfaca as hipdteses do Teorema do Ponto Fixo de Schauder, precisamos
mostrar ainda que A é continua.

De fato, seja (u,) uma sequéncia em L2(U) tal que u, — w em L?(U). Entao, existe

uma subsequéncia (uy, ) tal que u,, — u quando k — oo q.t.p em U.

Desde que f é continua, segue f(un, ) — f(u) q.t.p em U. E mais,

flun <[l
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Pelo Teorema da Convergéncia Dominada obtemos f(u,, ) — f(u) em LP(U) para todo

P < oo.Consequentemente,

I AL =AM [z =[] Alf(un, )] = Alf(un)] [0
= [ Al(f(un,)) — (FW)] [l2(oy (A ¢ lincar)
< C (flun)) — (F(w) [l2(m (Por Poincaré)
— 0 quando  k — oo (4.31)

Da mesma maneira podemos fazer isso para qualquer subsequéncia e finalmente encon-
tramos Alun] — Afu] em L2(U). Entao, A é uma aplicacao continua.

Agora, todas as hipdteses que precisdvamos para aplicar o Teorema do Ponto Fixo de
Schauder estdo satisfeitas, A : B(0;R) C L2(U) — B(0;R) é um operador compacto,
segue portanto do Teorema do Ponto Fixo de Schauder que existe u € B(0;R) C L2(D)

tal que Alu/=u. E mais, como A : B(0;R) C L?(U) — B(0; k) C H}(U) segue que u é

uma solugao fraca de (4.25). O

4.3 Aplicacao 03: Equacao Eliptica Quase-Linear

Antes de adentrar no problema da Equacao Eliptica Quase-Linear, vamos brevemente

abordar a teoria mais linear. Considere o problema a seguir:

—Au+pu=g em U
u=>0 sobre oU

(4.32)

com peR,.

Lema 14. Para g € L?(U) exziste um tnico w € HY(U) tal que u é a solugio fraca do

problema (4.32), isto é:

Ju VuVdx + J uuddx = Ju gpdx V ¢ € CF(U)

Além disso,

[ gy < C Il g lleeuy  onde C=C(U, )
Demonstragdo. Para provar isto, usaremos Lax-Milgram com H = H}(U), defina
1
lw o= (w [z + | Vu[[{2)2 e
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Blu,v] := J VuVv + puvdx
u

De onde, temos:

Bluvil < [ Vu el Vvl e ffwflefl v e

< I lhel v fhae (14 w)

Blu,u) > min(1,u) || u [}

Logo, existe um tinico u € H}(U) tal que Blu,v] = (F,v) para todo v € H}(U),

(Fov) = | gvae = F <l g oy
[

Lema 15. (Regularidade de Solugdes): A solugio u do lema anterior satisfaz w €
H?(U) e,
| w )< C |l gllzquy com C=C(U,n)

A prova do Lema 15 pode ser vista em [10]. Agora, considere a equagao diferencial

parcial quase-linear abaixo:

—Au+g(Vu)+pu=0 em U
u=2~0 sobre oU

(4.33)

onde U C R™ é um aberto, limitado com fronteira suave, p € R, e g: R™ — R ¢é suave,

continua, lipschitziana e satisfaz a condicao de crescimento:
lg(t)l < M(Jt]+1)
para alguma constante M e para todo t € R™.

Teorema 28. Seja U C R™ um aberto, limitado, suave e g : R™ — R, com fronteira
suave e Lipschitz continua. Se w > 0 € suficientemente grande, entdo existe uma solucdo

fraca w € H2(U) N H}(U) de (4.33), em outras palavras,
J VuVe + g(Vu)d + pudpdx =0 V€ CP(U) (4.34)
u
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Demonstragdo. Dados u € H}(U) e f(u) := —g(Vu). Por hipétese, temos que g é Lips-

chitz continua, logo existe M > 0 tal que:
lg(t)] < M(1+1t]) para alguma constante M e VteR"™ (4.35)

Ademais, f(u) € L*(U). Do Lema 14, temos a existéncia de um tnico w € H}(U) que é

solucao fraca do problema linear:

—Aw+uw =f(u) em U

(4.36)
w =0 sobre 00U
E pelo Lema 15 temos w € H?(U) com a estimativa:
W ey < K [z (4.37)
para alguma constante K > 0 sendo K independente de f. Definimos agora,
A : Hj(U) — H(U) e escrevemos AR =w
Precisamos mostrar que A estda bem definido.
Seja u € H}(U) entao g(Vu) € L2(U), pois:
g(Vw)P?P < M*(1+Vu))? e [U| < oo
Do Lema 14, temos:
AN ey = W e
< K[ f 2o (Por 4.38)
< K| =g9(Vu) [le2(ny (onde f = —g(Vu))
< KM (14 || Vu [[r2¢ry)  (Por 4.36)
< C O+ [ flg(o) (4.38)
Para obter a desigualdade (4.38) basta lembrarmos que || V [|rzuy=|| w || (u)-

Precisamos mostrar que A : H}(U) — H}(U) é continua. De fato, tome (u,) — u em

H}(U) e fagamos Afw,] :=w,,.

o4



Nossa condicao de crescimento nos da que u, € limitada por uma constante L > 0, isto

é, || un ||< L e portanto de (4.38) obtemos:

AL ey = Twn e
< C O+ [[un o)

< C(1+1L) (4.39)

Dal resulta que sup,, || Wn |1z < oo.

Logo, existe uma subsequéncia (wy, ) e uma fungao w € H{(U) tal que w,, — W em
H2(U). Pelo Teorema de Rellich segue que (w,,, ) converge fortemente em H}(U).

Note por uma subsequéncia (u,,) temos Vu,, — Vu q.t.p e portanto g(Vu,, ) —
g(Vu) q.t.p. Segue do Teorema da Convergéncia Dominada Generalizada e da condigao

de crescimento satisfeita por g que:
9(Vit,) — g(Vu) em [2(U)

Dessa forma, podemos argumentar para qualquer subsequéncia e assim obter:
g(Vu,) — g(Vu) em L*(U)

Passando o limite na equagao apresentada no Lema 14, satisfeita por w,, e usando o fato

que Wy, = 0 em 0U obtemos:

J (Vwn, Vd + pwy, d)dx = —J g(Vu,, )bdx V ¢ € Hy(U) (4.40)
u u

Consequentemente, usando nossa hipétese que g é continua, u,, — w em H}(U) e

Wy, — w em H}(U) quando k — co obtemos:

J (VWV o + pwo)dx = —J g(Vu)pdx V ¢ € H(U) (4.41)
u u

Isto nos d4 que w é solugao fraca de (4.36) e entao, A[u]=w. Ademais,w,, — w em H}(U):

Alu,] =w, implica que — Aw, + puw, = —g(Vu,) e
Alu] =w implica que — Aw + pw = —g(Vu)
Como consequéncia resulta:
—Awn —w) + pw, —w) = —g(Vun) + g(Vu)
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Multiplicando a ltima igualdade por w e em seguida integrando em U, segue que:

99 = g+ 0 =W sy < |11 =9(Vam) + (%) | [ = |
< Ky | Vun = Vu [ wa —w |
< Ky [ un —w gl wa = w 2o
K? 2 H 2
< ﬁ | un —u ||H(1)(U) ""5 | wn —w HL2(U)
a2 2
A ultima desigualdade, obtemos usando Young ab < — 4+ —— com p > 0, onde consi-

21 2
deramos a =Ky [ u, —u ||H(1)(U) e b=|| wn —W ||r2(1p. Chame Ky = K3

De u,, — u em H}(U), segue que:

K

2 2 2

| wn —w HH(l)(U)g ﬁ [ un —u HHg)(U) » 0

E, como u,, — u segue Alu,] = w,, mas acabamos de provar que w, — Ww, logo

w = A[u], o que nos faz concluir que A é continua.

Para mostrar que A é compacto, usaremos um argumento analogo. Tomemos para tanto
uma sequéncia (u,) limitada em H}(U). Mais uma vez, nossa condicio de crescimento
nos dé que Afu,] é limitada em H2(U).

O espago H?( U) estd compactamente imerso em H{(U) e como A é continua, entao Alu,,]
possui uma subsequéncia convergente em H}(U).

Nos resta mostrar que para p > 0 suficientemente grande o conjunto:
M = {u € H{(U) : w=AA[u para algum A € [0, 1]} é limitado em H}(U)
Seja u € H)(U) e tal que u = AA[ul, entao LXL = A[u]. Em outras palavras, temos que:
uwe H(U)NHH(U) e —Au+pu=—Ag(Vu) em U
no sentido fraco, ou seja,

J (VuVo + pud)dx = —AJ g(Vu)pdx V¢ e CF(U) (4.42)
u u

A aproximagao (4.42) também ¢é vélida V ¢ € H}(U). Facamos agora, ¢ = u e entao:
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J | Vu [|? dx + uJ [wl|?dx = —AJ g(Vu)udx
u u u

< —AJ | g(Vu) || || w || dx (Por Cauchy-Schwarz)
u
< —\WM J (1+ | Vu ) | w ]| dx (Pela condi¢ao de crescimen
u
= M| Gl V) ex
, a’>  eb?
Da desigualdade de Young: ab < % + —~ com € > 0, chamando a =|| Vu ||,b =|| u ||

e My = €, obtemos:

Vu ||? 2
[rvupacen] turac < [ (el 1 o
U u u 2M, 2

1 [ [ M 2 241

< - | Vu | dx+ | M,y 2l u] +||u|| + dx
2 Ju Ju 2 2
1 [ [ M, +1 241

< = | IVu?dx+ Ml{( 2+)||U-||+}dx
2 Ju Ju 2
1 r r

< - | Vu > dx+ | Ma(]|w]® +1)dx,
2 Ju Ju

M;(My + 1
onde M3:1(++). Isto nos da:

1
j \|Vu\l2dx—§J HVu|I2dX+(u—M3)J ||uu2dx<M3J ax
u u u u

E assim,

1
§J |V [* dx + (n— Ms)J [ u* dx < Ms|U (4.43)
u u

Veja que o primeiro lado da desigualdade (4.43) é da mesma forma que a norma em H}( U).

Logo, para p > 0 suficientemente grande, temos que:
[ g o)< R,

para alguma constante R, que nao depende de A € [0, 1]. Segue que nosso conjunto M é

limitado em H{(U).
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Notemos que todas as hipdteses do Teorema do Ponto Fixo de Schaefer estao satisfeitas,
e portanto, aplicando o teorema no espago X = H}(U) concluimos que A tem um ponto

fixo uw € Hy(U) N H2(U), que é justamente a solugdo fraca de nosso problema (4.33). O
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