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RESUMO

O foco deste trabalho é o Teorema Chinés dos Restos, seu ensino e algumas aplicacdes ele-
mentares. Nesse sentido, o uso deste teorema e sua aplica¢do prética no ensino fundamental
e médio na educacdo bésica, pode servir de base tedrica para futuros alunos e professores que
buscam exercicios ou atividades relacionadas ao Teorema Chinés dos Restos. Para conseguir
esses objetivos, dos capitulos 2 ao 4 foram abordados assuntos numa revisao bibliografica com
os seguintes topicos: Os Numeros Inteiros e suas Propriedades Bésicas, Divisibilidade, Maximo
Divisor Comum, Minimo Miiltiplo Comum, Numeros Primos, Equacdes Diofantinas Lineares
e Congruéncias. No capitulo 5 apresentamos a demonstra¢do do Teorema Chinés dos Restos e
vinte e dois exemplos de suas aplicacdes com a finalidade de melhor aprendizado baseado nas
resolucodes. Este trabalho busca dar suporte para os professores e alunos que visam aprimorar

seus estudos e pesquisas posteriores nesse conteudo.

Palavras-chave: Teorema Chinés dos Restos, Numeros Primos, Congruéncias, Equacdes

Diofantinas Lineares



ABSTRACT

The focus of this work is the Chinese Remains Theorem, its teaching and some elementary
applications. In this sense, the use of this theorem and its practical application in elementary
and high school in basic education can serve as a theoretical basis for future students and tea-
chers seeking exercises or activities related to the Chinese Theorem of Rest. To achieve these
goals, chapters 2 through 4 addressed topics in a literature review with the following topics: In-
teger Numbers and their Basic Properties, Divisibility, Maximum Common Divisor, Common
Minimum, Prime Numbers, Linear Diophantine Equations, and Congruences. In Chapter 5 we
present the demonstration of the Chinese Theorem of Remnants and twenty-two examples of its
applications for the purpose of better resolution-based learning. This paper seeks to support te-
achers and students aiming to improve their studies and further research on this content. Enviar

feedback Historico Salvas Comunidade

Keywords: Chinese Remainder Theorem, Primal Numbers, Congruences, Linear Diofantine

Equations.



l+_||||/\|\//\\/\H\IIH%N©Z

LISTA DE SIMBOLOS

Conjunto dos nimeros naturais.
Conjunto dos niimeros racionais.
Conjunto dos nimeros inteiros.
Conjunto dos niimeros reais.
Implica em.

Igual.

Diferente.

Maior.

Menor.

Maior ou igual.

Menor ou igual.

Congruente.

Divide.

Nao divide.

Indica o fim de uma demonstragao.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Historico

O surgimento do Teorema Chinés dos Restos ocorreu no livro do matemaético chinés Sun Zi
Suanjing chamado "Manual de aritmética do Sol"durante os primeiros séculos entre 280 d.C a
483 d.C. O livro se divide em trés capitulos, em que o primeiro capitulo contém apenas dois
problemas que tratam de métodos para fazer multiplicagdes e divisdes, utilizando palitinhos
chineses, ja o capitulo dois trata de vinte e oito problemas envolvendo fracdes, extracdes de raiz
quadrada, calculo de areas e volumes, proporcdes e regra de trés simples, e finalmente o capi-
tulo trés que contém 36 problemas aritméticos e no problema vigésimo sexto conhecido como
problema do mestre Sun, utiliza-se pela primeira vez o Teorema Chinés dos Restos. O chinés
Sun-tsu no principio do século a.C., escreveu num livro intitulado Suan-Ching (Aritmética),
abordava num verso chamado tai-yen (grande generaliza¢do), o seguinte problema: Achar um
numero que dividido por 3, 5 e 7 de restos 2,3 e 2, respectivamente. Seu método de resolugdo
tinha como base em determinar nimeros auxiliares 70, 21 e 15 e observar que 233 =2 - 70 +
321+ 2- 15 é solugdo. Dividindo esse resultado por 3 - 5 - 7, resultava em 23 como resto, que
¢ a menor solucgdo positiva do problema. Em 1852 esses resultados tornaram-se conhecidos na
Europa, apds algumas divergéncias sobre a validade do método de trabalho, mas em 1874 essa
técnica era essencialmente a mesma contida na Disquisitiones Arithmeticae, de K. F. Gauss.
(11,121, [3], [7]

O pitagérico Nichomanus por volta do ano 100 a.C., tendo o0 mesmo problema que Sun-Tsu
e encontrou a mesma solugdo 23.

Na linguagem de congruéncias, o problema de Sun-Tsu consiste em encontrar um inteiro

que seja solugdo das seguintes equagdes:



X = 2 mod3
3 mod 5 (1.1)
X = 2 mod7

S
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1.2 Motivacao e Métodos do Trabalho

A escolha desse tema é apreciacdo ao trabalho desenvolvido pelos mateméticos chineses,
foram as primeiras civilizacdes a trabalharem com nimeros, o Teorema Chinés dos Restos en-
sino e suas aplicagdes, foi o tema escolhido com a finalidade de colaborar com futuros alunos
na graduagdo e mestrado académico, mas o foco principal € antecipar no ensino fundamental e
médio, para os egressos na graduacdo e mestrado ndo tenha dificuldades em resolver tais pro-
blemas. A maior dificuldade é em encontrar bibliografia, mas o trabalho foi bem elaborado para
conhecimentos aos professores e alunos do Ensino Basico como material de apoio. Portanto,
esse trabalho poderd agregar-se a bibliografia da olimpiada de matematica, pois trabalhamos
com 45 alunos da obmep na rede publica municipal, como futuro desafios em questdes bem
elaboradas e resolvidas pelos mesmos.

A metodologia utilizada na realizacdo deste trabalho foi a pesquisa bibliografica. Pesquisa-
mos o conteudo através de varios autores [[1], [2] ,[3] ,[4] ,[5] , [7] e [8]], organizamos os pre
requisitos necessdrios para a demonstracido do Teorema Chinés dos Restos destes e, finalmente,

aplicamos vdrios exemplos de exercicios.

1.3 Estrutura do Trabalho

A seguir, no Capitulo 2, apresentamos os numeros inteiros e suas propriedades basicas. As-
sim como alguns assuntos: Divisibilidade, Maximo Divisor Comum, Minimo Multiplo Comum
e Numeros Primos.

No Capitulo 3, apresentamos as Equacdes Diofantinas Lineares para verificagdo de solucao
inteira em algumas equacoes.

No Capitulo 4, apresentamos as congruéncias lineares. Neste capitulos sdo especificadas as
principais propriedades dos restos de divisdo inteira.

No Capitulo 5, apresentamos o Teorema Chinés dos Restos. Abordamos uma variedades de
exercicios, buscando o melhor entendimento aos professores e alunos do Ensino Basico.

E finalmente, apresentamos as ConsideracOes finais. Relatando todo percurso percorrido
durante o trabalho para chegar ao Teorema Chinés dos Restos Ensino e suas Aplicacdes, a
colaboracdo e contribuicdo € dar material de apoio a comunidade académica e para alunos

e professores que necessitam de bibliografia acessivel para solucionarem futuros problemas



envolvendo o Teorema Chinés dos Restos.



Capitulo 2
Os Numeros Inteiros

Iniciaremos nossa abordagem com o conjunto dos nimeros inteiros representado pelo sim-
bolo Z.

Z={.,-3-2-1,01,23,..}

Tendo como finalidade obter o conjunto solucio de problemas posteriores, as propriedades
basicas de adi¢do e multiplicagdo serdo abordadas de forma axiomdtica nas quais ndo havera
necessidades de demonstri-las.

2.1 Propriedades basicas dos niimeros inteiros

O conjunto Z dos nimeros inteiros (positivos, negativos e zero), cujos elementos sao nime-
ros inteiros, tendo Z dois elementos destacados, O (zero) e 1 (um), e também duas operagdes, a
adigdo (+) e a multiplicagdo (-).

Sejam m e n dois inteiros quaisquer, denotamos por m + n a soma de m e n, € por m - n (ou
por mn, quando isto ndo nos causar confusdo), o produto de m por n.

Os inteiros satisfazem aos seguintes axiomas.
(1) Fechamento: m + n e m - n sdo inteiros sempre que m e n forem inteiros.
(i1) Leis comutativas: m+n=n+m e m-n=n-m,Vm,n € Z
(1ii) Leis associativas: (m+n)+p=m+(n+p) e (m-n)-p=m-(n-p),Ym,n,p € Z
(iv) Leis dos elementos neutros: m+0=mem-1=m,VmcZ
(v) Lei distributiva: (m+n)-p=m-p+n-p, Vm,n,p € Z

(vi) Lei da existéncia de inversos aditivos: Para cada inteiro m, existe um inteiro a tal que
m + a = 0. Este inteiro a é chamado inverso aditivo ou oposto de m e € denotado por

—m. Sendo m e n dois inteiros, define-se m — n = m + (—n)

4



(vii) Lei do cancelamento da multiplicacdo: Se m, n e p sdo inteiros, com p # 0,em-p =n-p

entio m = n.

2.2 Induciao Matematica

O Principio de Indugdo finita matematica € aplicada para provarmos propriedades para todo
numero natural n, a partir de um ny € N. Inicialmente verificamos que a referida propriedade
¢ vdlida para ng. Posteriormente verifica-se um valor qualquer a partir de ny, de modo a de-
monstrar que também € valido para o seu consecutivo. Desta maneira a propriedade referida
estard provada pelo seguinte motivo: € valido para ng e para seu consecutivo ng + 1, e também

para seu consecutivo ng + 2, e assim consecutivamente para qualquer natural maior ou igual a
no.[41,[5L,[71,[8]

Axioma 2.1. Todo subconjunto W C N; W # &, tem um elemento minimo, isto &,
existe wy € W tal que wy < w, paratodo w € W.

O Principio da Indugdo Finita € descrito logo abaixo:
Teorema 2.1. Seja ()(x) uma sentenca verdadeira para cada z € N. Se

1. Q(1) é verdadeira, e

2. paracaday € N, se Q(y) é verdadeira, entdo Q)(y + 1) é verdadeira.
Entdo ()(x) é verdadeira para cada x € N.

Demonstracdo: Consideremos o conjunto W = {x € N;Q(z) é falso}. Vamos mostrar que
W = @, resultando que Q(z) é verdadeiro para todo = € N.

Suponhamos que W # @. Como WV é um subconjunto nio-vazio dos nimeros naturais,
existe o = min W, pelo Principio da Boa Ordenac@o dos nimeros naturais. Devido (1) ser
verdadeiro, temos 1 ¢ W, isto &, xo > 1.

Como xy é o menor elemento de VW, o ndmero xy — 1 ¢ W. Assim, QQ(zo — 1) é verdadeiro,
e pela hipétese indutiva, Q[(xo — 1) + 1] = Q(zy) é verdadeiro. Mas, xy € W, pois é o0 menor
elemento de WW. Temos uma contradi¢do: xo € We xy ¢ W.

Portanto, YV = &, e com as hipéteses do problema, temos que Q(z) é verdadeiro para todo
reN [ |

Teorema 2.2. Dado um subconjunto WV do conjunto N dos inteiros positivos; tal que:
DleWw
2) Para todo inteiro positivo y, se y + 1 € W sempre que 1,2,3, ...,y € W, entdo YV contém

todos o0s inteiros positivos.



Temos algumas aplicagdes do Principio da Indugdo Finita.
Exemplo 2.1. Para todo inteiro x > 1, tem-se

:L“-(:E—I—l)'

L4243+ 4o =—7

Demonstracao : Para z = 1, a afirmacao € verdadeira, visto que

1-(1+1)

1=
2

Suponhamos que a proposi¢ao seja verdadeira para x = y, isto é:

y-y+1)

14+24---+y= 5

E mostraremos que vale para x = y + 1, ou seja,

1424 +y+(y+1)= b+ (y+2)

2
De fato, da hipétese de indugdo temos:
(y+1
Somando em ambos os lados (y + 1), obtemos:
(y+1
I+24--+y+(y+1) = %jL(y—irl)
_ W+ -(y+2
2
. 1
Portanto, 1 + 2+ --- 4+ x = %, paratodo r € N
Exemplo 2.2. Se a > 0, entdo
(z—1
(1+a)>1+z+" (332 ) 2

para todo z € N.

Demonstracao : Para x = 1, a afirmacao € verdadeira, visto que

(1+a)=1+1-a.



Suponhamos que a proposicao seja verdadeira para x = y, isto €

(y—1
(l—i—a)yZl—i-ya—i-%cﬂ; a>0

E mostraremos que vale para x = y + 1, ou seja,

w+1) y+)-1) ,.

(1+a)™ >1+4 (y+1a+ 5 ;. a>0.
De fato, da hipétese de indugdo temos:
(14+a)’> 1+ya+%a2.
Multiplicando ambos os lados por (1 4 a) > 0,
(14+a)¥(1+a)=(1+a)¥t > 1+ya+—y(y2_ D a’| (1+a)
_ 14 (+l)at (y+21)y a2+y(y2—1) I
> 14+ (y+1)a+ —(yn;l)y a?,
pois w a® > 0.
Assim,
(I1+a) > 1+ya+wa2 = (1+a)™ > 1+(y+1)a+w a’.

(z—1)

Portanto, (1 +a)® > 1+ za + x 5 a’®, paratodo = € Nse a > 0

Exemplo 2.3. Paratodoa € R,a > —1 ez € N tem-se
(14+a)" > 1+ za.
Demonstracao : Para x = 1, a afirmacao € verdadeira, visto que
1+a)=1+1-a.
Suponhamos que a proposicao seja verdadeira para x = y, isto é

(14+a)’ > 1+ya.



E mostraremos que vale para x = y + 1, ou seja,
(14a)?™t > 1+ (y+1)a.
De fato, da hipétese de indugdo temos:
(1+a)!>1+ya.
Multiplicando ambos os lados por [a > —1 = (a + 1) > 0], temos,

(1+a)(1+a)=1+a)™ > (1+ya)(l+a)
= 14 (y+1a+ya®
> 14 (y+ 1a,

pois ya? > 0.

Assim,
(1+a)!>1+ya= (1+a)" >1+(y+1a.

Portanto, (1 4+ a)® > 1+ za, paratodo = € N

Exemplo 2.4. Sejam quais forem r, x € N e r # 1, teremos

Tx+1_1
L+r+4r®=——.
r—1

Demonstracao : Para z = 1, a afirmacgdo € verdadeira, visto que

21 1)(r—1
1+T:7’ :(7’+ )(r ):7“+1.
r—1 r—1

Suponhamos que a proposicao seja verdadeira para x = y, isto é

v+l 1
1_|_r_|_..._|_ry:r—.
r—1

E mostraremos que vale para x = y + 1, ou seja,

ry+D+1 _q

Lhr4- ¥ vt =
r—1

De fato, da hipétese de indugdo temos:

rytl — 1

L+r+4- 471 =
r—1



Somando ambos os lados por r¥+1 temos

Pyt —1

Lr+- 4y vt = — 4 ¥t
r —
B vt —1  (r—1)rvt?
a r—1 r—1
ryt2 — 1
N r—1
T:c—‘rl_l
Portanto, 1 +r +--- 4+ 7r* = — 1 sejam quais forem r, x € N, r # 1.
r —

Exemplo 2.5. Para qualquer z € N, € afirmado que

1
1-2

1 P 1 o
-3 r(z+1) x+1

+

(\V]

Demonstracao : Para z = 1, a afirmacao é verdadeira, pois

11
1-2 1+1°

Suponhamos que a proposicao seja verdadeira para x = y, isto €

1 Y
yly+1) y+1

‘ -

Fo—

.‘}_\

1.

[\
[\
w

E mostraremos que vale para x = y + 1, ou seja,

LR S 1 y+1
1-2 2.3 (y+D(y+2) y+2

De fato, da hipétese de indugdo temos:

! + ! +-+ ! =
1-2 2.3 yly+1) y+1
Somando ambos os lados por , obtemos

(y+1)(y+2)

1 1 | 1 y 1
T2 23 T yE) TG w2yl W D12
(w1
WDy +2)
B y+1
T oy+2



1 1 1 T
Portanto, —— + —— + - -~ = , todo r € N.
oran01.2+2‘3+ +x(a:+1) 1 para todo x

Exemplo 2.6. Para todo = € N,
1+3+5+--+ 22 —1) =22
Demonstracao: Para z = 1, a afirmacao € verdadeira, visto que
1=1%
Suponhamos que a proposicao seja verdadeira para x = y, isto é
1+3+5+--+2y—1) =9
E mostraremos que vale para x = y + 1, ou seja,
1+3+5+--+[20y+1)—1]=(y+1)>
De fato da hipétese de indugao temos:
143454+ (2y—1) =y~

Somando 2y + 1, em ambos os lados, temos

14345+ +Q2y—1+2y+1) = v+ Q2y+1)

14345+ +Qy—1)+2u+1) -1 = (y+1)°

Portanto, 1 +3 + 5+ --- + (2o — 1) = 2%, paratodo = € N.

2.3 Divisibilidade

Defini¢do: Dados dois niimeros inteiros w e a dizemos que w divide a, escrevendo w | a,

onde w € um divisor de a e que a € um multiplo de w, se existir [ € Z com a = [w. Cuja

negacdo escreveremos w { a. [7][8]

Vejamos alguns exemplos:

10



Exemplo 2.7.

—6|12, mas 12{—6

Estabelecemos a seguir algumas propriedades da divisibilidade.
Proposicao 2.1. Sejam w, a,b, c € Z. Temos
(1) 1]w,w|w,ew|0
(77) Sew | 1, entdo w = +1
(1ii) Sew |bea|c,entiow-a|b-c
(iv) Sew |aea|b,entdow | b
(v) Sew |aeal|w,entdiow = +a
(vi) Sew | a,coma # 0, entdo | w |<| a |
(vii) Sew | aew | b,entdow | (an + bq),Vn,q € Z
(viii) 0| w <> w=0
Demonstracio:

(1) Temos que:

w=1l-ww=w-1le0=w-0

(1) Comow | 1,entdo 1 = w - b; b € Z.

Oqueimplicaw =1leb=1louw=—-1leb=—1, istoé = %1

(74i) Temos que:
wla=a=w-q,comq € 7Z
blc=c=b-r,comr € Z
Dessemodoa-c= (w-b)-qr=w-bla-c

11



(1v) Temos que:
wla=a=w-q; comq€EZ
a|lb=b=a-r;, comr € Z.
Substituindo a = wq em b = ar; temos: b = w(qr) = w | b |

(v) Dew|a=a=w-q;q€Zedea|w=— w=ar;r €Z.
Portantow = a(qr) = qr =1=q=r =41 —= w = +a [ |

(vi) Com efeito w | a, com a # 0 implica que a = wyq.
Tomando mddulos, temos que |a| = |w] - |q|.
Como a # 0, temos que |g| # 0, portanto 1 < |g].
E consequentemente, |w| < |q| - |w| = |w| < |w]| - |q] = |a] = |w| < |a |

(vii) Comefeitow |a = a=wc;c € Zedew |b=b=w-d,d € Z.
Portanto, quaisquer que sejam n,q € Z
an + bg = n(wc) + q(wd) = w(en) + w(dg) = w(cn + dg) = w | (en + dq) u

(viit) Suponhamos que 0 | w, logo existe n € Z talque w =n | 0 |

Proposicao 2.2. Ser,s,t € Z, tais que r | (s £t). Entdor | s <=1t |t

Demonstracdo: Serd demonstrado apenas a seguinte implicagdo:
Ser|(s+t),entdor |s<r|t
(=) Como r | (s +t), existe u € Z, tal que

s+t=ru (2.1)
Agora se r | s, logo existe v € Z, tal que
§=1rv (2.2)
Substituindo (2.2) em (2.1), temos:

rm+t=ru=t=ru—rv=t=r(u—v).

12



Portanto, r | ¢
(<=) Suponhamos que 7 | (s + t), existe u € Z, tal que

s+t=ru (2.3)

E se r | ¢, logo existe w € Z, tal que
t=rw (2.4)

Substituindo a equacdo (2.4) em (2.3), temos:
strw=ru=s=ru—rw=s=r(u—uw).

Portanto, 7 | s |

Proposicdo 2.3. Ser,s € Zex € N,entdo (r — s) | (r* — s%)

Demonstracao: Para x = 1, a afirmacao é verdadeira, visto que
r—s|rt—s'.
Suponhamos verdadeira para = = y, isto &,
r—s|rY—s
E mostraremos que vale para x = y + 1, ou seja,

r—s |yttt — gt

Temos que

P AR T R (2.5)

s-r¥Y—s-r¥=0. (2.6)
Somando (2.6) na equacgdo (2.5), teremos:
rer!—s-s'+s- 1" —s-rV=rY-(r—s)+s-(r¥ —5Y).
Como (r — s) | ¥ - (r — s) e, por hipdtese de inducdo, (r — s) | (r¥ — sY).

Decorre da propriedade (vii) , que (r — s) | (r¥*! — s¥*1).

Portanto o resultado € verdadeiro para todo € N. [ |

13



Proposicio 2.4. Ser,s € Zex € NU{0}. Entdo (r + s) | (r**+! + s2*+1).

Demonstracao: Para z = 0, a afirmacdo € verdadeira, visto que
(r+s) | (P01 4 s20Hh
Suponhamos verdadeiro para x = y, isto €,
(r+s) | (r?vt! 4 21,
E mostraremos que vale para x = y + 1, ou seja,

(7, + 8) | (T2(y+1)+1 + S2(y+1)+1)_

Temos que
r2(y+1)+1 + 82(y+1)+1 — p2yt1,2 + 32y+132, (2.7)

S2p2utl _ (2.2u+1 _ (2.8)

Somando (2.8) na equagdo (2.7), teremos:
T2y+17,2 + S2y+182 4 827,2y+1 - 82T2y+1 — r2y+1(r2 . 82) + 82(7,2y+1 4 82y+1)‘

Como, (r + s) | (r* — s*)r®*! e por hipétese de indugdo (r + s) | (r2v+1 + s2vt1).
Decorre da propriedade que (1 + s) | (r2W+D+1 4 g2 +D+1)

Portanto vale para todo x € N. [ |

Proposi¢io 2.5. Ser,s € Zex € N. Entdo (r + s) | (r** — s**).

Demonstracao: Para z = 1, a afirmacao € verdadeira, visto que
(r+s)| (r*!' =) = (r+s)| (r* - s%).
Suponhamos verdadeiro para x = y, isto €,
(r+s) | (r*Y — s%).
E mostraremos que vale para x = y + 1, ou seja,

(r+s)| (r2(y+1) _ 32(y+1))

14



Temos que
P2 20+ 292 2y 2 (2.9)

rVs? —r?s? = 0. (2.10)

Somando (2.10) na equacgdo (2.9), teremos:

r2r? — s%s? 4 pts? st = (2 — §%) 4 2 (r¥ — s%).

Como, (r + s) | r®(r? — s?) e por hipétese de indugio (r + s) | (r?¥ — s%).
Decorre da propriedade que (r + s) | (r2W+1) — 2w +1)),

Portanto vale para todo = € N. [ |

Exemplo 2.8. Sejam r, s € Z.

a) Se r # s, mostre que, para todo z € N, x > 2, temos

re _ gt

:Tmfl_i_r:vaS_.__”_i_rSzfQ_i_Sx 1.

r—s

Solucdo: Para x = 2, a proposicdo é verdadeira visto que

r2 _ g2

=247
r—35

Suponhamos verdadeiro para x = y, ou seja,

rY — gy
:Ty*1+7»y*25_|_..._|_r5?/*2_|_59*1_ (211)

r—s

E mostraremos que vale para x = y + 1, isto &,

PU+l gyl ) )
=Y ¥l s Y

r—s
Temos que
r—s r—s
E y y
575 (2.13)
r—s
Somando (2.13) na equacdo (2.12) teremos:
rir —s¥s +r¥s —r¥s r¥(r —s) N s(r¥ — sY) vy s(r¥ — sY) 2.14)
r—s r—s r—s r—s
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Substituindo a hipétese de indugdo (2.11) na equacao (2.14), teremos

s(r¥y — s¥
ry—i-g = Y s(rY T Y 2 s T sV T = VY s Y 2R s T Y,
r—s
Portanto € verdadeira paratodo z > 2; x € N [ ]

b) Se r + s # 0, mostre que, para todo x € N,

2z+1 2x+1
T + s _ _

:TQJ:_TQac 1S+"'—T32x 1_|_82z'
r+s

Solucdo: Para x =0, a afirmacdo é verdadeira, visto que:

T2'0+1 + 82'0+1

— 20
r+s
Suponhamos verdadeiro para x = ¥, ou seja,
2y+1 2y+1
r s
L P — s T (2.15)
r+s
E mostraremos que vale para z = y + 1, isto é,
2y+1)+1 | 2(y+1)+1
P 4 SO et 20y )l 20
r+s
Temos que
2(y+1)+1 2(y+1)+1 2,.2y+1 2 2y+1
r + s rer + s%s
= (2.16)
r+s r+s
© 2,.2y+1 _ 2..2y+1
SV — sty
=0. (2.17)
r+s
Somando (2.17) na equacdo (2.16) teremos:
P22l g2 2yl (202041 (2,241 P2 (p2 — g2)  (pHl 4 g2 1)
r+s N r+s r+S
20,2041 | 2y+1
s=(r + s
= V(i —s)+ ( ) (2.18)

r+s

Substituindo a hipétese de indugdo (2.15) na equacao (2.18), teremos

P —s) + 82 — Pl o s L ) =
— ,r2y+2 _ 7"2y+18 + ,',,2y82 . T52y+1 + 82y+2)
— P20+ 2+ =lg o 20—l 20yl
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Assim temos que

P21 | 2+

r+s

_ r2(y+l) . 7,2(y+1)—18 4= 7"82(y+1)_1 + 82(y+1).

Portanto € verdadeiro para todo x € N. [ |

c) Se r + s # 0, mostre que, para todo z € N,

7,21 _ 82:1:
— 7,2m—1 . 7,22:—25 S T82m—2 o 8233—1
r+s

Solucdo: Para x = 1, a afirmacdo € verdadeira, visto que

P2l g21

r+s

— p21-1 212

Suponhamos verdadeiro para x = ¥, ou seja,

r¥ — s% 2y—1 2y—2 2y—2 2y—1
— Ay —Ty_S+"'+TSy_ — gV, (219)
r+s

E mostraremos que vale para z = y + 1, isto é,

7’-2(y+1)_32(y+1) 21 9 9 Su+1
=T W e — ST

r+s
Temos que
P2+ _ g2(y+1) _ P22 _ 32y827 (220)
r+ s r+ s
¢ 2y 2 2y 2
Y — Yy
R S R ) 2.21)
r+s
Somando (2.21) na equacdo (2.20) teremos:
rAr? — st st — st (2 — ) SP(r? — s%)
r+s B r+s r+s
2(0:2y o2y
_ gy S ) (2.22)
r+s

Substituindo a hipétese de inducdo (2.19) na equagdo (2.22), teremos
’I“Qy(r o S) + 82(7’2y_1 . ,r,2y—28 4ot T82y_2 o 82y—1) —

— T2y+1 . TQyS _|_ T2y_182 . T’2y_282 4o + T82y . 82y+1.
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Assim teremos que

r2(y+1) — 82(3/""1)

r+s

=T g p g™ — YL

Portanto € verdadeiro para todo x € N. [ |

2.4 Maximo Divisor Comum

Definicao: Dados dois inteiros w e a nao nulos (w # 0 ou a # 0). Diremos que um inteiro po-

sitivo d (d > 0) é o mdximo divisor comum (mdc) de w e a se satisfaz as seguintes condigdes.[7]

[8]
(1) djwed]a
(17) sec|wec]a,entdoc < d.

Observemos que pelo item (7), d € um divisor comum de w e a, e pelo item (i), d é o maior
dentre todos os divisores comuns de w € a.

Diremos que mdc(w, a) como méaximo divisor comum de w e a.

Assim 0 mdc de w e a ndo depende da ordem de w e a, e dessa maneira diremos que
mdc(w, a) = mdc(w, a).

Se w e a sdo dois inteiros, se existir o mdc de w e a, entdo:
mdc(w, a) = mde(—w, a) = mde(w, —a) = mde(—w, —a).

Assim sendo, temos que para o cdlculo do mdc de dois ndmeros inteiros, podemos sempre

tomar os nimeros inteiros positivos. Além disso, valem as seguintes propriedades:
(1) mdc(0, 0) ndo existe

(2) mdc(w, 1) = 1, para qualquer w € Z

(3) sew # 0, entdo mdc(w, 0) = |w|

(4) se w | a, entdo mdc(w, a) = |w|

Assim, por exemplo:

mde(7,1) = 1
mdc(—8,0) = |—8] =38
mde(—5,25) = |—5/=5



2.5 Divisao Euclidiana

Teorema 2.3 (Divisao Euclidiana). Sejam z,y € Z; 0 < z < y. Existem dois tinicos nimeros

inteiros s e t, tais que

y=xs+t, com0<t<|z
Demonstracao: (Existéncia) Suponhamos que 0 < z e s € Z, tal que s é o maior inteiro e

rs < y. Assim, temos

rs<y<z-(s+1) = axzs<y<as+ux

— 0<y—xs <z, definimos t =y — xs,ouseja, 0 <t < x.

(Unicidade) Sejam s, sq,t,t; inteiros taisque y = xs +t, y = xs1 +t1 e 0 < t,t; < |x|.
Logo, teremos que |t — t;| < zedey =xs+t([) ey = sy + 1 ({]), e fazendo (I) - (1),
temos

O=as+t—axs1 —t;

t1—t=x5s— 151
t1 —t=x(s— s1).

Suponhamos que s # s1. Assim teremos que 1 < |s — s;|. Multiplicando a desigualdade por

||, teremos

2] < |2]-|s=s1] = [ti—t] <[z

, ou seja, |x| < |x|, absurdo, desse modo s = s;et = t;

Sobre o teorema 2.3 o leitor pode consultar [7]

2.6 Minimo Multiplo Comum

Definicao: Um nimero inteiro serd um minimo multiplo comum quando € simultaneamente
multiplo desses nimeros.[7] [8]

Todo caso, os nimeros w e a e 0 serdo multiplos comuns de w e a.

Um nimero m > 0 é denominado minimo miiltiplo comum (mmc) de w e a se satisfaz as

seguintes condi¢des

(7) m é um miltiplo comum de w e a, e

(#7) se b é um miltiplo comum de w e a, entdo m | b
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Por exemplo, 30 é multiplo de 3 e 5, mas ndo € considerado mmc desses nimeros. O nimero
15 €& ommc de 3 e 5.

Tomamos m e m’ como dois minimos multiplos comuns de w e a, entdo, do item (z7) definido
acima, temos m | m’ e m’ | m. E m e m/ sdo nimeros inteiros ndo negativos, obtemos m = m’,
demonstrando que o minimo multiplo comum € tnico.

Mas se m é o mmc de w e a e b é miltiplo comum de w e a, entdo m | b. Logo se b é positivo,
temos m < b, demonstrando que m € o menor multiplo comum de w e a.

O minimo miiltiplo comum de w e a, se existe, é denotado por [w, a|. Se existir [w, a] temos:
[_w>a’] = [w7 —CL] = [_wv —CL] = [w7a]

Logo, o célculo do mmc de dois nlimeros, sempre supomos ndo negativos. Observa-se que
[w,a] = 0 se, e somente, se, w = 0 oua = 0. Entdo [w,a] = 0, onde 0 divide w a, que é
multiplo de w e de a, logo wa = 0 e, portanto, w = 0oua = 0. Esew =0oua =0, entdo 0 é

o tnico miltiplo comum de w e a, portanto [w, a] = 0.
Proposicao 2.6. Sejam w e a dois nimeros inteiros, temos que [w, a] existe e
[w,a](w,a) = wal

Demonstraciao: Se w = 0 ou a = 0, a proposicao citada acima € satisfatéria. E a igualdade
€ aceita para w e a se, e somente, se, ela € aceita para +w e +a. Logo, supormos w,a € N.

. Como

Colocamos m =
(w, a)

e a) T (@)

obtemos w | m e a | m. Portanto, m é um multiplo comum de w e a; logo, b =n-w=n'- a.

Segue dai que

n- v n - a
(w, a) (w,a)
w a " ) . w .. w
Como e sdo primos entre si, temos divide n’, e, portanto m = a
(w,a) = (w,a) (w, a) (w,a)

divide n’ - a que é igual a b.[7]

2.7 Numeros Primos

Definicao: Dado um nimero inteiro positivo ¢ > 1 que tenha dois divisores positivos g e 1 €
denominado um niimero primo ou somente primo. Do contrario, ¢ € composto.

Logo, como exemplo teremos os inteiros positivos 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 primos,
enquanto os inteiros positivos 4,6,8,9,10,12,14,15,16,18,20,21 e 22 compostos.

Temos o nimero inteiro positivo 1 ndo sendo nimero primo € nem composto, portanto, se w
€ um numero inteiro positivo qualquer, logo w € primo, ou w é composto ou w = 1.

O nimero inteiro positivo 2 € o tnico nimero inteiro positivo par que € primo.[7] [8]
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Teorema 2.4. Seja w € Z e ¢ primo, se ¢ 1 w, entdo w e ¢ sd0 primos entre si.

Demonstracdo: Seja s = mdc(w,q). Logo s | we s | ¢q. De s | ¢ temos entdo s = 1 ou
s = ¢, como ¢ é primo, dessa maneira a segunda igualdade serd impossivel, devido ¢ 1 w, por
conseguinte s = 1, ou seja, mdc(w, q) = 1.

Portanto, w e ¢ sdo primos entre si. [ |

Corolario 1. Se q ¢ primo tal que g | wr, entdo ¢ | wouq | r.

Demonstracao: Suponha que

¢gfw = mdec(w,q) =1
= wr+qy=1

= wWST+Isq =S5
Por hipétese ¢ | ws, entdo existe z € Z; ws = yq, logo

— zqr+ysq=1

= q(zz+ys)=s

= qz=35; 2 €L; z=z2x+Ys
——

qls.

Portanto, ¢ | s [ ]

Corolario 2. Se q é primo tal que ¢ | 179 - - - rz, entdo existe um indice w, com 1 < w < z, tal

que q | 7.

Demonstracao: Utilizando a indugdo matematica sobre x, teremos que a proposicdo € verda-
deira para x = 1, e para x = 2 pelo coroldrio 1. Suponhamos por hipétese que = > 2 e que, se
q divide um produto com menos de x fatores, entdo ¢ divide pelo menos um dos fatores.

Pelo coroldrio 1,se q | riry - - - rz, entdo
Q|7”x ou Q|7”1T2"'7“x—1

Se q | r,, a proposi¢do estard demonstrada, porém se ¢ | r173 - - - 7,1, teremos pela hipStese
de indugdo que ¢ | r,, com 1 < w < r — 1. assim em qualquer dos dois casos, ¢ divide um dos

INteiros riry « -« r'y. [ |
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Corolario 3. Se os inteiros ¢, 71,79, - , 7, s80 todos primos e se ¢ | r1ry - - - 1, entdo existe

um indice w, com 1 < w < z, tal que ¢ = 7.

Demonstracdo: Pelo corolédrio 2 existe um indice w, com 1 < w < z, tal que ¢ | r,,, € cOMO
os unicos divisores positivos de 7, sdo 1 e 7, visto que 7, € primo, logo ¢ = 1 ou ¢ = r,,. No

entanto, ¢ > 1, ja que q € primo. Portanto, g = 7. [ |

Teorema 2.5 (Teorema Fundamental da Aritmética). Qualquer nimero inteiro maior que 1 deve

ser representado de maneira tnica (a menos de ordem) como um produto de fatores primos.

Demonstracao: Se x ¢ um nimero primo, entao ndo tem nada a ser demonstrado. Suponhamos
entdo que x seja composto. Consideremos ¢; (¢; > 1), o menor dos divisores positivos de . O
nimero ¢; deve ser primo, pois caso contrdrio, existiria ¢, 1 < ¢ < ¢; com ¢ | x, 0 que é uma
contradi¢do a escolha de ¢;. Logo, © = ¢ 1.
Se z for primo, entdo a demonstragdo estara completa. Caso contrario, podemos ter g, como
o menor fator de x;. Consequentemente ¢, deve ser primo e podemos escrever & = q1qaTs.
Repetindo este procedimento, obtemos uma sequéncia decrescente de inteiros positivos x1, Ta, ..., Ty.

Temos todos eles maiores do que 1, este processo terminard. Como 0s primos na sequéncia

qQ1, G2, - - -, Gy N0 sdo necessariamente distintos, x terd, em geral, a seguinte forma:
_ LUl U2 U
r = q"q - Q"

Provaremos a unicidade, usaremos indu¢@o sobre x. Para x = 2, a afirmacdo € verdadeira.
Suponhamos entdo, que a afirmacdo se verifica para todos os inteiros maiores do que 1 e meno-
res do que x. Vamos provar que ela é verdadeira para x.

De fato, se x € primo, entao ndo tem nada a ser demonstrado. Suponhamos, portanto, que x

seja composto e que tenha duas formas distintas de fatoracdo, isto €,

T=dq1q2...qyw = T1T2...7Ts.

Vamos provar que w = s e que cada ¢; € igual a algum r;. Como ¢; divide o produto
rire...7Ts, €le divide pelo menos um dos fatores r;. Sem perda de generalidade podemos supor
que ¢ | 1. Logo,

T/ =Tor3 ... Gy = Tol3...Ts.

Como 1 < z/q; < z, a hipdtese de inducao nos diz que as duas fatoragdes sdo idénticas, isto €,

w = s e, a menos da ordem, as fatoragdes q1qs . . . ¢, € 7172 . . . T's SA0 iguais. [ |
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Corolario 4. Seja x um inteiro positivo, tal que x > 1 sua decomposi¢do como produto de

fatores primos € Unica, a menos da ordem de fatores.
Corolario 5. Todo inteiro positivo 2 admite uma tinica decomposicao da seguinte forma:

w1 w2 Wy

T =4dq1 g2 “qr

onde, parai = 1,2,--- ,r, cada r; € um inteiro positivo e cada g; € um primo, com ¢; < ¢y <

-+ < ¢, denominada decomposi¢@o candnica do inteiro positivo x > 1
Exemplo 2.9. Vamos encontrar a decomposi¢@o candnica do inteiro positivo n = 2520.

Solu¢io: Temos que 2520 = 23 -3%-.5-7

O teorema a seguir tem uma aplicagdo prética de muita importancia, pois nos diz que para

sabermos se um determinado nimero r € primo, basta testarmos a divisibilidade apenas pelos
primos < /7.

Teorema 2.6. Se r ndo € primo, entdo r possui, necessariamente, um fator primo menor do que

ouigual a /7.

Demonstracao: Sendo r composto entdor = ry-ryonde 1 <r; <r, el < ry < r. Sem perda
de generalidade vamos supor que r; < 7. Assim 7, tem que ser < /7, pois caso contrario,
terfamos r = 71 - 19 > /7 - /7 = r no qual terfamos um contradi¢do. Assim, pelo Teorema
2.5 ry possui algum fator primo ¢, no qual deve ser < /r. Como ¢ é um fator primo de r; é

também um fator de x, assim a demonstracdo estd completa. [ ]
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Capitulo 3
Equacoes Diofantinas Lineares

Para uma equagdo com mais de uma vériavel em que se deseja obter solugdes inteiras, sao
conhecidas como equacdes diofantinas, homenageando o matematico grego Diofantos de Ale-

xandria, que trabalhou na pesquisa de tais equagdes. [7] [8]

Definicao: Uma equacdo da forma kr +[s = m, onde k, [ e m sdo inteiros é chamada equacao
diofantina linear.
Todo par de inteiros 7g, s em que kro + [sg = m, chama - se uma solugdo inteira ou apenas

solucdo da equagdo kr + ls = m.

Teorema 3.1. A equacgdo diofantina linear kr + [s = m tem solugdo se, e somente se, n =

mdc(k, ) é um divisor de m.

Demonstracao: (=) Se (70, so) € uma solugdo, entdo vale a igualdade
krg + lsg = m.
Como n |k en|l, entdo n | m, existem inteiros x e y tais que k = nx e [ = ny, desse modo:
m = krg + lsg = nxre + nyso = n(xro + yso)

E como xry + ysg € um inteiro, temos que n divide m.
(«<=) Como n = mdc(k, (), entdo podemos determinar ¢, yo € Z tais que kyo + lxg = n.
Mas, por hipétese, n | m e, portanto, m = np para algum p € Z. Consequentemente,

m = np = (kyo + lzo)p = k(yop) + l(zop),

o que implica que o par (yop, xop) € solu¢do da equagdo considerada. [ |
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Exemplo 3.1. A equag@o diofantina 3r + 5s = 8 tem solugao, pois mdc(3,5) = 1 divide 8. Ja
a equacdo diofantina 8r + 12s = 18 ndo possui solugdo, pois 0 mdc(8, 12) = 4 ndo divide 18.

Teorema 3.2. Se a equacdo diofantina kr+1s = m tem uma solucdo (7, o), entdo tem infinitas

solugdes e o conjuntos destas é

onde n = mdc(k, ).

Demonstracdo: Mostraremos inicialmente que todo par (ko + (I/n)u, so — (k/n)u) é solugdo

da equacao considerada. De fato,
[ k kl — Kk
k(rg—ir—u)—irl(so——u):krg—l—lso—i—( )u:kro—l—lso:m,
n n n

pois, por hipétese, (19, So) € solug¢do da equacdo diofantina.

De outra parte, seja (17, s’) uma solugdo genérica da equagio diofantina dada. Entdo:
kr' +1s" = m = kro+ lsg — k(r' —ro) = 1(sg — §').

Mas, como n é divisor de k e [, entdo existem a, b € Z, com mdc(a, b) = 1, tais que k = na

el = nb. Assim,

na(r' —ro) = nb(so — ') = a(r’ —rg) = b(sg — 5.

Da tltima igualdade, segue que a divide b(sy — s'). E, como a e b sd3o primos entre si, entdo
a divide sg — &', pela Proposig¢io (vi). Logo,

50 — 8 = au,

para algum u € Z. Como a = k/n, entdo

k

s =5y — —u.
n
Observando-se agora que, em consequéncia,

a(r’ —rg) = b(sg — §') = srt,
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segue que

r'=ry+ —u.
n

Corolario 6. Se a equagio diofantina kr+ls = m tem uma solugdo (7o, o), onde mdc(k, ) =1

, entdo tem infinitas solugdes e o conjuntos destas é
S ={(ro+lu, s —ku); ueZ}.
Exemplo 3.2. Determinar todas as solucdes da equagdo diofantina linear
45r + 14s = 11.
Solugiio: Determinaremos, inicialmente, o mdc(45, 14) pelo algoritmo de Euclides.

45 = 14-3+3

14 = 3-4+2
3 = 2-1+1
2 = 1-1+1
1 = 1-1

Portanto, o mdc (45, 14) = 1 e como 1 | 11, a equagdo dada tem solugio.

1 = 3-2-1
2 = 14-3-4
3 = 45-14-3

No qual segue:

1 = 3-2.1=3-1-(14-3-4)=3-14+3-4=
— —1445-3=—14+5-(45—14-3) = —14+5-45—15- 14 =
= 45-5+ 14 (—16).

isto é:
1=45-5+14-(—16)

Multiplicando ambos os membros desta igualdade por 11, obtemos:
11 =45-55+ 14 - (—176)
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Logo o par de inteiros 7y = 55 € sp = —176 € uma solugdo particular da equacdo proposta,

assim todas as outras solugdes sdo dadas pelas férmulas :

r = b5+ 14u
y = —176 —45u; wueZ.
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Capitulo 4
Congruéncias

Definicao: Sejam a e f dois inteiros, dizemos que a € congruente a f médulo n (n > 0) se

n | (a — f). Simbolicamente temos que
a=f modn<=n|(a—f),

ou seja,
a=f modn<=dle€Z,a—f=lIn.

Observa-se que dois inteiros quaisquer sao congruentes modulo 1, enquanto que dois inteiros
ambos pares ou ambos impares sdo congruentes modulo 2.
Em particular, a = 0 mod n se e somente se 0 mddulo n divide a (n | a). [7] [8]

Teorema 4.1. Se a, f, g e n sdo inteiros, n > 0, valem as seguintes propriedades:
1. a=a modn
2. Sea=f modn, entdo f=a modn
3.Sea=f modn e f=g¢g modn,entioa =g mod n.

Demonstracdo: (1) Comon |0, entdon | (a — a), o que implica que a = a mod n.

(2)Sea=f mod n, entdon|(a— f),logo existe | € Z tal que (a — f) = In, e dai, segue
que (f —a) = —In. Portanto, n | (f — a) e, consequentemente, f = a mod n.

(3) Como a = f mod n, entdo existe [; € Z tal que
(a—f) =lm, (4.1)
ecomo f =g mod n, entdo existe [, € Z tal que

(f —g)=lm (4.2)
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Somando-se membro a membro as equagdes 4.1 e 4.2 , obtemos a — g = (I3 + ls)n, o
que acarreta a = g mod n. [ |

Teorema 4.2. Se a, f, g e n sdo inteiros tais que ¢ = f mod n, entdo
l.a+f=f+g modn
2.a—g=f—¢g modn
3. ag = fg mod n
Demonstracao: (1) Como a = f mod n, temos que a — f = [lm e, portanto, como a — f =

(a+g)— (f+g)temosa+g= f+g mod n.

(2) Como (a —g) — (f — g) = a— f e, por hipdtese, a — f = Intemosquea —g=f — g
mod n.

(3) Como a — f = In, entdo ag — fg = gln, de onde obtemos que n | (ag — fg) e, portanto,
ag = fg mod n. [ |

Teorema 4.3. Se a, f, g, hensdointeirostaisque a=f modn e ¢g=h mod n,entdo
l.a+g=f+h modn
2.a—g=f—h modn
3. ag = fh modn

Demonstracao: (1) Comoa = f mod n, entdo existe ¢t € Z tal que

a— f=tn. 4.3)

E como g = A mod n, entdo existe v € Z tal que

g—h =uvn. 4.4)
Somando-se membro a membro as equagdes (4.3) e (4.4) obtemos
(a+g)—(f+h)=(+v)n,

e isto acarreta que
a+g=f+h modn.
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(2) De modo andlogo, utilizando a hipétese do teorema, e subtraindo-se as equagdes (4.3) e
(4.4) obtemos

(a=f)=(g=h)=(a—g)=(f—h)=(t—v)n,

o que implicaque a — g = f — h mod n.

(3) Multiplicando ambos os membros de a— f = tn por g e ambos os membros de g—h = vn
por f, obtemos ag — fg = gtne fg — fh = fun. Somando membro a membro estas dltimas
igualdades obtemos

ag— fg+ fg—fh=ag— fh=(gv+ fo)n

o que implica que ag = fh mod n. [ |

Corolario 7. Se a, f,q e n sdo inteiroscom ¢ > 0e a = f mod n, entdo a? = f? mod n.

Demonstracdo: Para ¢ = 1 a proposi¢do € verdadeira, visto que,

a' = f' mod n.
Suponhamos verdadeiro para ¢ = [, isto é,
al = fl mod n 4.5)
e mostraremos que vale para ¢ = [ + 1, ou seja,
att = fl+1 mod n. (4.6)

Temos pelo Teorema 4.3 (3) que
ag = fh mod n,
assim multiplicando na equagdo 4.5 pela hipdtese
a=f modn,
teremos:

a-a = fl'-f modn

at' = 4 modn

30



isto é, a proposi¢do é verdadeira para inteiro positivo [ + 1. Logo, a proposi¢do é verdadeira

para todo inteiro positivo q. [ |

Exemplo 4.1. Qual o resto da divisdo de 56! + 76 + 961 4~ 156! por 122

Solucdo: Temos que:

7 = —5 mod 12
7% = (=5)% mod 12 (4.7)
560 = 551 mod 12. 4.8)

De 4.7 e 4.8 e da Proposi¢do 4.2 1 segue que

50 £ 7% =0 mod 12. (4.9)
De modo anédlogo temos
15 = -9 mod 12
15 = (=9)% mod 12 (4.10)
951 = 9% mod 12. (4.11)

De 4.10 e 4.11 e da Proposicdo 4.2 1 segue que
1580 + 951 =0 mod 12. (4.12)

Somando as congruéncias 4.9 e 4.12, obtemos: 561 4 761 4 961 4 1561 = () mod 12, desse

modo temos que o resto da divisdo de 5% + 701 4 951 + 1551 por 12 € igual a zero. u

Teorema 4.4. Se ag = fg mod n e se o mdc(g,n) = h,entdoa = f mod n/h.

Demonstracdo: Se ag = fg mod n,entdoag — fg = (a — f)g=In; | € Z.
E se mdc(g,n) = h, existem inteiros p e t tais que g = hp e n = th, onde p e t séo primos
entre si. Logo:
(a— fhp=1th ou (a— flp=1t

o que implica t | (a — f)p, como mdc(p,t) = 1, teremos pela proposi¢do (vi) que ¢t | (a — f) e

a=f modt,porémt=n/h,logoa = f mod n/h.
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Coroléario 8. Se ag = fg mod neseomdc(g,n) = 1,entdo a = f mod n.

Demonstracdo: Se ag = fg mod n, entdon | (a — f)g. Como mdc(n,g) = 1. temos que

n|(a—f),istoé,a = f mod n |

Corolario 9. Se ag = fg mod j, com j primo, e se j { g, entdo a = f mod j.

Demonstracdo: Das hipéteses j 1 g e j é primo, implicam que o mdc(g,j) = 1, portanto
a=f mod j [ |

Exemplo 4.2. Resolva a congruéncia 4y = 12 mod 14, isto é, encontre todos os inteiros y tais
que 4y = 12 mod 14.

Demonstracao: Observe que

4dy=12 mod 14 < 2y=6 mod7 (peloTeorema 4.4 )

< y=3 mod7 (pelocoroldrio 8).

Assim, 4y =12 mod 14 < y =3 mod 7. [ |

Exemplo 4.3. Resolva a congruéncia 6y = 15 mod 21.

Demonstracdo: Desta vez temos

6y=15 mod2l < 2y=5 mod?7 (peloTeorema 4.4)
& 2y=12 mod 7
(usando 5 =12 mod 7 para obter um nimero par)

& y=6 mod7 (pelocoroldrio 8 ).

Assim, 6y = 15 mod 21 &< y =6 mod 7. [ |

Teorema 4.5. Sejam a e f inteiros quaisquer, e sejam n, ¢, h e [ inteiros positivos.

(1) Sea=f modneh|n,entdoa = f mod h;

32



(17) sea=f mod gea= f mod [, entdo a = f mod mmc(q,![);

(i7i) se ga = qf mod n,entdoa = f mod ——;
mdc(q,n)

(iv) se ga = qf mod gn, entdo a = f mod n.

4.1 Congruéncias Lineares

Definicdo: Denominamos de congruéncia linear em uma varidvel a uma congruéncia da
forma ay = f mod n, onde y é uma incégnita. [7] [8]

Numa congruéncia linear terd uma solucdo, vérias solu¢des ou até mesmo nao ter nenhuma
solucdo. Entdo analisaremos as situacdes a seguir, € a condi¢do para existéncia de solucao,

€cOmo segue:

Teorema 4.6. A congruéncia linear ay = f mod n tem solugdo se, e somente se, h divide f,

onde h = mdc(a, n).

Demonstracdo: (=) Suponhamos que a congruéncia linear ay = f mod n tem como solu-
¢do o inteiro ¥, ou seja, que ayy = f mod n. Entdo, existe um inteiro x(, de modo que

ayo — [ =nxrg ou ayyg— nry=f

e como h = mdc(a,n),logo h | ae h | n, desse modo h | (ayy — nxo) e, portanto, h | f.
(«<=) Reciprocamente, suponhamos que % | f, ou seja, existe [ € Z, tal que f = hl.

E como h = mdc(a, n), existem inteiros ¥y, x¢, tais que
ayo + nxg = h, (4.13)
multiplicando ambos os membros da equacao 4.13 por [, teremos:

a(lyg) + n(lzg) =hl=f
a(lye) — f=n(—lzo)

0 que acarreta
a(lyg) = f mod n.

Portanto, o inteiro [y, € uma solucdo da congruéncia linear. [ |
ay = f mod n.
Teorema 4.7. Seja d = mdc(a, n) e suponha que h | f. Entdo a congruéncia linear

ay=f modn
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tem precisamente h solu¢des mutuamente incongruentes médulo n.

Demonstracao: Temos que a congruéncia linear ay = f mod n é equivalente a equagio
diofantina ay — nz = f, onde a mesma tem solugdo se e somente se i | f, onde h = mdc(a, n).
E como ja foi visto no Teorema 3.2 se i | f e se o par de inteiros (yo,z) ¢ uma solugdo
particular da equacdo ay —nx = f, entdo todas as outras solugdes desta equagdo sio dadas pelo
conjunto solugao:

S={<yo+%7",l’o+%7‘>; rEZ},

Dentre o ndmero infinito de inteiros dados pela primeira dessas formulas consideremos ape-

nas aquelas que resultam de atribuir a r os valores 0,1,2,3,--- , h — 1, ou seja, os h inteiros:
n n n
’ _’ 2 <_> ’ o ’ h N 1 <_) ’
Yo, Yo + 5 Yo + A Yo + ( ) 3

Desse modo mostraremos que estes A inteiros sdo mutuamente incongruentes modulo n e
que todos os demais inteiros dados pela férmula vy, + (%) r sdo congruentes modulo n a algum

desses h inteiros. Com efeito, se fosse

Yo + (%) L= Yo + <%> ro mod n

onde 0 < ry < ry < h — 1, assim, teriamos :

(%) r = (%) roy mod n.

n n n ) .
Como o mdc ( 7 n) =7 podemos cancelar o fator comum e 0 que da a congruéncia:
rir=ry modn

o que significa h | (ro — r1), 0 que é um absurdo, ja que 0 < 1y — r; < h.

. C . n . . C
E mais ainda, qualquer outro inteiro ¥ + (—) r é congruente modulo n a algum dos h intei-

ros enumerados anteriormente. Com efeito, pelo algoritmo da divisdo, temos:

r=hp+t, onde 0<t<h-1

e, portanto:
+ (ﬁ)r: + <ﬁ) (hp+t) =yo+np+ (E)t
Yo 3 Yo h 0 h
ou seja;
n n
Yo + (ﬁ)TEyo—i— <E>t mod n
onde yp + < %) t € um dos h inteiros que foram selecionados. [ |
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Corolario 10. Seja o mdc(a,n) = 1. Entdo a congruéncia linear ay = f mod n tem uma

tnica solu¢cao moédulo 7.

Definicao: Dizemos que uma solucio y, de ay = f mod n € inica médulo n quando qual-

quer outra solucao y; for congruente a 1y médulo n.

Exemplo 4.4. Resolva a congruéncia linear 3y = 6 mod 18.

Solucédo: Temos que o mde(3, 18) = 3, e como 3 | 6, logo pelo teorema 4.7 a congruéncia dada
tem exatamente 3 solu¢des mutuamente incongruentes modulo 18.

Como3-y=3-2 mod 3-6 =y =2 mod 6, assim a solu¢do da congruéncia dada
y=2+6r; r=0,1,2.
Portanto, y =2, 8, 14.
Teorema 4.8. Seja o mdc(a,n) = 1. Entdo a tem um udnico inverso médulo 7.
Demonstracdo: Se o mdc(a,n) = 1, entdo a congruéncia linear
ay=1 modn
tem uma Unica solugdo yo mod n, ou seja,
ayo=1 modn

de modo que o inteiro a tem um nico inverso médulo n:

E:yo.

Proposiciao 4.1. Se g é primo, entdo o inteiro positivo a € o seu proprio inverso médulo g se, e

somente se,a =1 mod goua = —1 mod gq.

Demonstracio: (=) Se a é seu préprio inverso, entdo

a-a = 1 modgq

a> = 1 mod g,

logo g | (a* —1),0useja, q | (a—1)-(a+1),como g éprimo, ¢ | (a—1)ougq| (a+ 1), desse

modo,a =1 mod goua =—1 mod gq.
(<) Reciprocamente,se a = 1 mod goua = —1 mod ¢,entdoq | (a—1)ouq | (a+1).
Portanto, g | (a — 1)(a + 1) o que acarreta a®> =1 mod q. |
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4.1.1 Resolucao de Equaciao Diofantina por Congruéncia

Foi visto anteriormente no Teorema 3.1, que a equagdo diofantina linear

tem solucdo se, e somente se, h | g, onde h = mdc(a, f). Desse modo, se o par de inteiros

Zo, Yo € uma solugdo particular qualquer desta equagdo, entdo:
azo + fyo =g a azo — g = —fYyo,
o que implica
arg =g mod f. 4.15)

Portanto, para obter uma solu¢do particular da equacao diofantina linear 4.14 , basta deter-

minar uma solucao qualquer z = z( da congruéncia linear
ar =g mod f. (4.16)

e substituir o valor x( de = na equagado 4.14 para que possamos encontrar o valor correspondente
Yo de y, ou seja,
axo + fyo = g.

Porém, também podemos obter uma solugdo particular da equagdo diofantina linear 4.14

determinando uma solucdo qualquer y = g, da congruéncia linear:
fy=g mod a.
Exemplo 4.5. Vamos resolver por congruéncia a equagdo diofantina linear:
4o 4+ 51y =9

Solugiio: Como o mdc(4,51) = 1, a equagdo dada tem solugdo e , portanto, para obter uma

solucdo particular desta equacdo cumpre determinar uma solugdo qualquer da congruéncia

linear.
4r = 9 mod 51, que por tentativa teremos como resultado
4-15 = 9 mod 51.
Portanto, o = 15 e substituindo na equacdo diofantina teremos y, = —1. Desse modo, o

par de inteiros (15, —1) é uma solug@o particular da equagdo diofantina linear 4x + 51y = 9 sdo
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dadas pelas férmulas:
xr =15+ 51r e y=—1—4r

Exemplo 4.6. Resolva por congruéncia a equacgao diofantina linear:
Tr+6y =9

Solu¢io: Como o mde(7,6) = 1, a equagdo dada tem solugéo e , portanto, para obter uma

solugdo particular desta equagdo cumpre determinar uma solugdo qualquer da congruéncia

linear.
6y = 9 mod7, como mde(6,7)=1, logo
2y = 3 mod?7.
E desse modo uma solucdo particular da congruéncia linear € y, = —2, e substituindo na

equagdo diofantina teremos z; = 3. Desse modo, o par de inteiros (3, —2) é uma solugdo
particular da equacdo diofantina linear 7x + 6y = 9, e todas as outras solu¢des sdo dadas pelas
formulas:

T =34 6r e y=-—2-"Tr

Definicao: Se r e [ s@o dois inteiros com » = [ mod n, dizemos que [ € um residuo de r

modulo n.

Defini¢do: O conjunto dos inteiros {t1,ts,t3,- - , t,} € um sistema completo de residuos mé-
dulo n se

Exemplo 4.7. O conjunto {0,1,2,3,--- ,n — 1} é um sistema completo de residuos médulo n.

Teorema 4.9 (Pequeno Teorema de Fermat). Se ¢ € um primo e se ¢ nao divide o inteiro a
(g 1 a), entdo:

a”'=1 modq.

Demonstracdo: Temos que o conjunto {0,1,2,3,--- ,¢ — 1} é um sistema completo de re-
siduos médulo ¢q. Ou seja, qualquer conjunto contendo no maximo ¢ elementos incongru-
entes modulo ¢ pode ser colocado em correspondéncia biunivoca com um subconjunto de
{0,1,2,3,--- ,qg—1}. Consideraremos os nimeros a, 2a, 3a, - - - , (¢—1)a, tal que mdc(a, q) =
1, nenhum destes nimeros ta, 1 < i < g — 1€ divisivel por ¢, ou seja, nenhum é congruente
a0 mod q.

Quaisquer dois sdo incongruentes médulo g, visto que ar = al mod ¢ implica r = |
mod ¢, pois mdc(a,q) = 1, e isto s6 é possivel se r = [, uma vez que ambos 7 e [ sdo po-
sitivos e menores que ¢g. Temos, portanto, um conjunto de (¢ — 1) elementos incongruentes
modulo ¢ e ndo divisiveis por ¢g. Portanto, cada um deles é congruente a exatamente um dentre

os elementos 1,2, 3, ---q¢— 1. Assim se multiplicarmos estas congruéncias, membro a membro,
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teremos:
a-(2a)-(3a)---(¢—1)a=1-2-3---(¢—1) mod g,

ou seja,
a™ - (g—1)!'=(¢g—1) modq

e como ¢ € primo e ¢ ndo divide (¢ — 1)!, podemos cancelar o fator comum (¢ — 1)!, o que nos
da a congruéncia:

a'=1 mod g,

0 que conclui a demonstragdo. [ |

Corolario 11. Se ¢ € um primo, entdo a? = a mod ¢, qualquer que seja o inteiro a.
Demonstracao: Temos dois casos a analisar, sdo eles:

(i) Seq | a, entdo:

a=0 modg a a?’=0 mod g,

o que implica:

a?=a mod q.
(ii) Se ¢t a, entdo pelo teorema 4.9
a?™' = 1 modgq, e portanto:
a-a’' = a-1 mody
a?! = a modygq.
Assim, em ambos 0s casos, a? = a mod q. [ ]

Exemplo 4.8 (PROFMAT-MA14-2011). Ache o resto da divisdo por 17 do nimero
W =1 421943 4 ... 4 8516,

Solucdo: Como 17 € primo, assim pelo Pequeno Teorema de Fermat, teremos:

16 1
)

a

a'® = 0, sel7divide a.

se 17 nao divide a,

E como 85 = 17 - 5, temos que de 1 a 85 existem 5 multiplos de 17, desse modo retirando

esses multiplos, obteremos 85-5 = 80 que ndo sdao multiplos de 17 (ou seja, primos com 17),
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logo:
W =80-1 mod 17 =12 mod 17.

Portanto, o resto da divisdo de W por 17 € 12.

Exemplo 4.9 (PROFMAT-MA14-2012). Ache o resto da divisdo de 1° + 2% + - - - + 183° por
5.

Solucdo: Seja W = 1° 4 25 4 .- . 4+ 1835, assim pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos que

a®>=a mod q; q=5éprimo, logo

PP+2° 4+ 4+183° = (1 +2+---+183) mod 5.

Porém, 1 + 2 4+ 3 + --- + 183 é uma soma dos 183 primeiros termos de uma progressao
aritmética, onde o primeiro € igual a 1 e o dltimo termo 183, desse modo

1+2+3+---+183:w:92-183
e
92 = 2 modb
183 = 3 mod 5,
logo

1°+2°4+...4183%° = 92.183 mod 5

= 2-3 mod5b
= 6 mod?5
= 1 mod 5.

Portanto, o resto da divisao de W por 5 é 1.
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Exemplo 4.10. Encontre o resto da divisdo de por 29.

Solucio: Como 29 € primo, utilizando o Pequeno Teorema de Fermat, temos:

8% = 1 mod 29
(8%)* = 1% mod 29
889 = 1 mod 29. 4.17)

E temos que:

82 =6 mod 29
(8%)2 = (6)* mod 29
8* =36 mod 29

8 =7 mod 29. (4.18)

Da congruéncia 4.17 e 4.18 e utilizando o Teorema 4.3 (3 ) temos que

88% .84 = 1.7 mod 29
820 = 7 mod 29.

Portanto, o resto da divisdo de 8°°° por 29 é 7.

4.2 Sistemas de Congruéncias Lineares

Na resolugdo de sistemas de congruéncias lineares as dificuldades aparecem. E uma delas
€ que um sistema de duas ou mais congruéncias lineares nio tem solucdo, mesmo que cada
uma das congruéncias do sistema separadamente tenha solucio. Entdo, por exemplo, ndo existe

nenhum inteiro y que verifique simultaneamente as congruéncias lineares:
y=2 mod 3 e y=0 mod 6,

mesmo que cada uma delas, separadamente, tenha solucao.
Pode surgir outro caso em que uma das congruéncias ndo tenha solucao e, quando isso ocor-

rer, 0 sistema de congruéncias nao havera solucdo. [7]
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Capitulo 5
Teorema Chines dos Restos

Na antiguidade, os generais chineses costumavam contar suas tropas perdidas apds a guerra
da seguinte forma: ordenavam que as tropas formassem vérias colunas com um determinado
tamanho e depois contavam quantas sobravam, e faziam isto para varios tamanhos diferentes.
(41 [71[8][11]

Por exemplo, um general chinés possuia 2000 soldados para uma batalha. Apds o confronto
ele precisou verificar suas baixas. Assim alinhou os soldados de 7 em 7 e sobraram 5. Quando
alinhou de 9 em 9 sobraram 4. E quando alinhou de 10 em 10 sobrou apenas 1. Quantos
soldados haviam na formatura, sabendo que ha mais de 1500 individuos na formatura?

Para resolver este problema, € necessario saber lidar com congruéncias. Além disso, vamos
utilizar uma poderosa arma em Teoria dos Numeros, chamada de Teorema Chinés dos Restos.
De fato, o problema apresentado acima é uma aplicagdo direta deste teorema.

Para isso, temos que saber interpretar o problema, pois quando o general alinha seus solda-
dos, formando colunas de tamanho n, ele esta realizando uma divisao do nimero de soldados
por n, e depois verificando seu resto.

Observe que, na prética, contar o resto € muito mais facil que contar o nimero total, ou o
quociente. Alids, quem conhece um pouco de Teoria dos Nimeros, sabe que raramente estamos

interessados no quociente, o resto € o que importa.

Teorema 5.1 (Teorema Chinés dos Restos). Sejam ny, ny, ns, - - - , n; inteiros positivos primos
entre si dois a dois (i.e. tais que mdc(n;, n;) =1 V i # j). Entdo o sistema de congruéncia

lineares
(y = FE; modn
y= FEy mod ny
y= F3 mod ng
ly = E; mod ny
tem soluc@o tnica, mod (nyngng---ny), onde Ey, Ey, E5, --- | E; sdo inteiros dados.
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A seguir apresentaremos um algoritmo e sua generalizacdo que serd utilizada na demonstra-
¢do do Teorema 5.1 acima.

Iremos montar uma tabela e, para isso, consideraremos o preenchimento da seguinte maneira:

(1) Na 1% coluna, escreveremos as equagdes dada no problema;
(77) Na 2 coluna, usaremos E para os valores dos restos de cada equag@o.

(77i) Na 3* coluna, usaremos N, o produto de todos os n; com exce¢do do médulo no qual a
linha esta presente. Assim, para cada linha, teremos N; = N ;

ni’

(17v) Na4“ coluna, usaremos N e escreveremos a classe de equivaléncia que o IN; estd associado
comn;

(v) Na 5% coluna, usaremos (N)~1 a classe inversa de cada elemento da coluna N, sempre
respeitando o mddulo referente a cada linha, ou seja, é o elemento que multiplicado com
N; deixaresto 1 mod n;;

(vi) Na 6% coluna, usaremos E - N - (N)~* colocamos o produto dos elementos de cada linha,

com excecdo do N que o mesmo esta na tabela para poder facilitar encontrar o valor do
(N)~*.

Assim teremos a tabela como segue:

Yy = E3 mod ns E3 N3 N3

E|N|N|(N™?| E-N:(N)*!
y=FE modn; | Ey | Ny | Ny | (N)™Y | Ep- Ny - (V)™
y=FE, modny | By | No | Ny (Fz)_l Ey - Ny - (E)_l

N3 | (N3)™' | B3 Ny-(N3)™!

Yy = Et mod Ty Et Nt ﬁt (E)_l Et . Nt . (m)_l

Desse modo, temos que uma solucdo do sistema de congruéncia é dado pelo algoritmo da
seguinte maneira:

y=E -Ni-(N) ' +Ey-No- (Ny) '+ E3-N3- (Ng) ' +---+ E, - N, - (N,) .

Onde:

Nl e n2n3nt
N2 = nlng...nt
Nt = MNiNg--"N¢_1.
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Demonstracao: Primeiramente vamos mostrar que existe solu¢cdo e que a mesma € da forma:
y="FE1-Ni-(Ny) '+ Ey- Ny (No) '+ E3- N3+ (N3) ' -+ By - Ny - (N;) ™
Agora reescreveremos a suposta solucdo em modulo n4, ou seja:

y=(E-Ni-(N) "+ Ey-Ny- (No) ' 4+ E3-N3-(Ng) '+ +E,- N, - (N;)™")  mod nj.

Porém, temos que No = ny - n3 - - - ng, ou seja, ny | (Fy - No - (No)™1), com isso concluimos

que:

Ey-Ny-(Ny)™' =0 mod n.

De maneira andloga:

ny | (Eg : N3 : (Wg,)_l) — E3 : N3 . (Wg)_l =0 mod ny

ny | (Be-Ny-(N)™) = E,-Ny- (N,)"' =0 mod ny.

Portanto, temos que:
Yy = E1 . N1 : (Fl)_l mod ny

E como estamos trabalhando com congruéncias, vamos tomar a liberdade em trocar N; pela

sua classe de equivaléncia mod nq, assim:
y=E -N;-(N)™' modn;=FE, -N,-(N)™' modn; =FE modn.

Mostramos que o modelo dado resolve a primeira equacdo do sistema de congruéncias.

De forma andloga, utilizando a ideia anterior teremos:

Yy = EQ'NQ'(

)1 mod ng = Ey - Ny - (
y = Eg'Ng'( -1

)™' mod ny = B, mod ny
) mod n3 = F3 - N3 - (N3)™*

Ny N,
N; Ns) mod n3 = E3; mod ns

Y E,-N;,-(N,)™" modn;,=E,-N,-(N,)™' modn, =FE, mod n,.
Como vimos o sistema de congruéncia tem solucao da forma:

y=FE Ny - (N1)"'+Ey-No- (No) ™' + B3 - N3- (N3) '+ + E; - Ny - (N) 7

Agora mostraremos que a soluc¢@o é tnica mod (nyngng - - - ny).

Suponhamos que exista uma outra solugdo y tal que . Pelo fato de y ser solug¢do do sistema,
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em particular € solu¢do da primeira equacao, desse modo:

y=F; mod ng (5.1)
y=FE modn (5.2)

Subtraindo 5.1 de 5.2 teremos:

y—y=0 modn, = ni|(y—vy).

Analogamente;
ng | (¥—v)
ns | (y—y)
ve | (v—vy)
Como por hipétese nq, no, ng, - - -, ny sa0 primos entre si dois a dois, pode - se afirmar que:

(nl'n2'n3"'nt)|y_y

— y—y=0 mod (nynans---ny)
— y=y mod (ninong---ny).

5.1 Aplicacao do Teorema Chinés dos Restos

Com a aplicac@o do Teorema Chinés dos Restos estamos habilitados a solucionar o problema

proposto no inicio deste capitulo.

Observacao: Toda vez que o sistema de congruéncias tiver solucdo e se uma congruéncia
tiver zero como resto, entdo a solu¢do serd um multiplo dessa congruéncia.Temos os exemplos
5.10 e 5.22 como referéncia.

Exemplo 5.1. Um general chinés possuia 2000 soldados para uma batalha. Apds o confronto
ele precisou verificar suas baixas. Assim alinhou os soldados de 7 em 7 e sobraram 5. Quando
alinhou de 9 em 9 sobraram 4. E quando alinhou de 10 em 10 sobrou apenas 1. Quantos

soldados haviam na formatura, sabendo que ha mais de 1500 individuos na formatura?

Solucdo: Seja y a quantidade de soldados que haviam na formatura, tal que 1500 < y < 2000,

e montando o sistema temos:

y= 5 mod7
y= 4 mod9
y= 1 mod 10.
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Como mdc(7,9) = mdc(7,10) = mde(9, 10) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos Restos para
resolvé -lo:

E/N|N|(N)'|E-N:(N)!
y=>5 mod7 [ 5]90]| 6 6 2700
y=4 mod9 | 4|70 7 4 1120
y=1 mod 10 | 1 |63 | 3 7 441

y = (2700 + 1120+ 441) mod (7-9-10)
y = 4261 mod 630.

Porém,
4261 = 481 mod 630.

Logo:
y =481 mod 630 = y=0630w+481; wecZ.

Como 1500 < y < 2000, teremos somente a solugdo inteira quando w = 2, resultando

y = 630-2+4481
y = 1741.

Portanto, haviam na formatura 1741 soldados.

Exemplo 5.2. Vamos resolver o sistema de congruéncias

y= 1 mod 2
y= 2 mod3
y= 3 mod 5.

Como mdc(2,3) = mdc(2,5) = mdc(3,5) = 1, utilizaremos o Teorema Chinés dos Restos
para solucionar o sistema de congruéncias:

E/N|N|(N)'|E-N(N)!
y=1 mod2|1|[15]| 1 1 15
y=2 mod3 |2 |10 1 1 20
y=3 mod5|3| 6 |1 1 18

y = (154204 18) mod (2-3-5)
y = 53 mod 30.

Porém,
53 =23 mod 30.
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Logo:
y=23 mod30 — y=30w+23 wecZ

Exemplo 5.3. Resolva o seguinte sistema de congruéncias

y= 1 mod3
y= 2 mod?d
y= 3 mod?7.

Como mdc(3,5) = mdc(3,7) = mde(5,7) = 1, utilizaremos o Teorema Chinés dos Restos

para solucionar o sistema de congruéncias:

E/N|N|(N)'|E-N«(N)!
y=1 mod3 | 1|35 2 2 70
y=2 modb |2 |21 |1 1 42
y=3 mod7 |3 15| 1 1 45

(70442 +45) mod (3-5-7)
y = 157 mod 105.

<
Il

Porém,
157 =52 mod 105.
Logo:
y=52 mod 105 = y=105w+52; weZ.

Exemplo 5.4. Vamos resolver o sistema de congruéncias

y= 1 mod9
y= 5 mod7
y= 3 mod 5.

Como mdc(9,7) = mdc(9,5) = mde(7,5) = 1, utilizaremos o Teorema Chinés dos Restos

para solucionar o sistema de congruéncias:

E/N|N|(N)'E-N«(N)™!
=1 mod9|1][35]8 8 280
y=>5 mod7 |5 |45 ]| 3 ) 1125
y=3 mod5 |3 |63 3 2 378

(280 + 1125 + 378) mod (97 5)
y = 1783 mod 315.

<
Il
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Como,
1783 = 208 mod 315.

Logo:
y=208 mod3l5 = y=315w+208; weZ

Exemplo 5.5. Em um cesto, hd uma quantidade M de ovos. Se os ovos forem agrupados de 3
em 3, sobram 2. Se os ovos forem agrupados de 4 em 4, sobra 1. Quantos ovos no minimo pode

haver no cesto?

Solucdo: Seja M a quantidade de ovos que hd na cesta, assim

M= 2 mod3
M= 1 mod14

Como mdc(3,4) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos Restos para resolvé -lo:

M=2 mod3|2| 4 4 32
M=1 mod4|1]| 3 9

E/N|N|(N™|E-N-(N)!
1
3

M (32+9) mod (3-4)
M = 41 mod 12.

Como,
41 =5 mod 12.

Logo:
M=5 modl12 = M=5w+12; weEZ.

Para o menor valor de M, a solu¢@o do problema é quando w = 0, resultando

M 12-0+5
M =5

Portanto, existem na cesta 5 ovos.

Exemplo 5.6. Ache um inteiro y tal que y = 3 mod 11, y = 5 mod 19, y = 10 mod 29.
(Euler).

y= 3 mod 11
y= 5 mod 19
y= 10 mod 29.
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Como mdc(11,19) = mdc(11,29) = mdc(19,29) = 1, utilizaremos o Teorema Chinés dos

Restos para solucionar o sistema de congruéncias:

E| N |N|(N)|E-N«(N)™!
1

y=3 mod 11 | 3 | 551 1 1653
y=5mod19 | 5 [319[15| 14 22330
y=10 mod 29 |10 [209| 6 | 5 10450
y = (1653 + 22330 + 10450) mod (11 - 19 - 29)

y = 34433 mod 6061.

Porém,
34433 = 4128 mod 6061.

Logo:
y=4128 mod 6061 = y=6061w+4128; w € Z.

Para o valor de y, a solu¢do do problema € qualquer valor inteiro de w, entdo w = 0, resulta
4128.

Exemplo 5.7 (PROFMAT-MA14-2011). Dispomos de uma quantidade de x reais menor do
que 3000. Se distribuirmos essa quantidade entre 11 pessoas, sobra um real, se distribuirmos
entre 12 pessoas, sobram dois reais, e se distribuirmos entre 13 pessoas, sobram trés reais. De

quantos reais dispomos?

Soluc¢do: Seja x a quantidade em dinheiro que dispomos, tal que x < 3000, logo:

= 1 mod 11
= 2 mod 12
r= 3 mod 13.

Como mdc(11,12) = mdc(11,13) = mdc(12,13) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos
Restos para resolvé -lo:

E| N | N|[(N)™|E-N:(N)"!
r=1 mod 11 | 1 | 156 | 2 6 936
r=2 mod 12 | 2 | 143 | 11 11 3146
r=3 mod 13 | 3| 132 | 2 7 2772

r = (93643146 +2772) mod (11-12-13)
xr = 6854 mod 1716.
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Porém,
6854 = 1706 mod 1716

Logo:
r=1706 mod 1716 = 1z = 1716w + 1706; w € Z.

Como = < 3000, teremos somente a solucao inteira quando w = 0, resultando

xr = 1716-0+ 1706
r = 1706

Portanto, a quantia que dispomos € 1706 reais.

Exemplo 5.8. Ache um inteiro = tal que x = 3 mod 11, x = 5 mod 19, x = 15 mod 17.
(Regiomontanus - séc.XV).

T = 3 mod 11
r= 5 mod 19
= 15 mod 17.

Como mdc(11,19) = mdc(11,17) = mdc(19,17) = 1, utilizaremos o Teorema Chinés dos
Restos para solucionar o sistema de congruéncias:

E| N |N|(N)™|E-N«(N)™!
=3 mod 11 | 3 |323| 4 3 2907
=5 mod19 | 5 | 187 | 16| 6 5610
z=15 mod 17 | 15209 | 5 7 21945

r = (29074 5610 + 21945) mod (11-19-17)
r = 30462 mod 3553.

Porém,
30462 = 2038 mod 3553.

Logo:
r=2038 mod 3553 = 1 =3553w+2038; weZ.

Para o valor de z, a solu¢c@o do problema € qualquer valor inteiro de w, entdo w = 0, resulta
2038.

Exemplo 5.9 (PROFMAT-MA14-2011). Quando um macaco sobe uma escada de dois em

dois degraus, sobra um degrau, quando sobe de trés em trés degraus, sobram dois degraus e
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quando sobe de cinco em cinco degraus, sobram trés degraus. Quantos degraus possui a escada,
sabendo que o numero de degraus esta entre 150 e 200?

Solucdo: Seja x a quantidade de degraus, tal que 150 < x < 200, assim

z= 1 mod 2
r= 2 mod 3
z= 3 mod 5.

Como mdc(2,3) = mde(2,5) = mdc(3,5) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos Restos para
resolve -lo:

E/N|N|(N)'E-N«(N)™!
r=1 mod2 |1 |15 1 3 45
r=2 mod3 |2 |10 1 4 80
r=3 mod5|3]| 6 |1 6 108

r = (45+80+108) mod (2-3-5)
r = 233 mod 30.

Porém,
233 =23 mod 30
Logo:
r=23 mod30 = x=30t+23; telZ

Como 150 < x < 200, teremos somente a solucao inteira quando ¢ = 5, resultando

z = 30-5+23
r = 173

Portanto, a quantidade de degraus é 173.

Exemplo 5.10 (Antigo problema chinés). Um bando de 17 piratas, ao tentar dividir entre si,
igualmente, as moedas de ouro de uma arca, verifica que 3 moedas sobrariam. Na discussdao
que se seguiu um dos piratas foi morto; na nova tentativa de divis@o, j4 com um pirata a menos,
desta feita 10 moedas sobrariam. Novo qiiiproquo e mais um pirata € morto. Mas agora, por
fim, € possivel dividir igualmente a fortuna entre eles. Qual o menor nimero de moedas que a
arca poderia conter?
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Solucdo: Seja x a quantidade de moedas, assim

r= 3 mod 17
z= 10 mod 16
r= 0 mod 15.

Como mdc(17,16) = mdc(17,15) = mde(16, 15) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos Restos

para resolvé -lo:

N | N|(N)'E-N«(N)!
2

=3 mod 17 | 3 | 240 2 6480
=10 mod 16 | 10 | 255 | 15 15 38250
=0 mod15 | 0 | 272 | 2 8 0

x = (6480 + 38250 +0) mod (17-16-15)
r = 44730 mod 4080.

Porém,
44730 = 3930 mod 4080

Logo:
r =3930 mod 4080 = = =4080w + 3930; w € Z.

Para o menor valor inteiro de z, teremos somente a solu¢do inteira quando w = 0, resultando

x = 4080-0+ 3930
r = 3930

Portanto, a quantidade de moedas € 3930.

Exemplo 5.11 (PROFMAT-MA14-2014). Ao formar grupos de trabalho numa turma o profes-
sor verificou que, tomando grupos com 3 componentes sobrariam 2 alunos, com 4 componentes
sobraria 1 aluno e que conseguia formar grupos com 5 componentes, sem sobras, desde que ele
proprio participasse de um dos grupos. Sabendo que a turma tem menos de 50 alunos, quais sao

as possiveis quantidades de alunos nessa turma?

Solucdo: Seja x a quantidade de alunos da turma em questdo, tal que = < 50. E como o pro-
fessor conseguia formar grupos com 5 alunos sem sobra de componentes, desde que 0 mesmo

estivesse no grupo, desse modo, retiraremos o professor da ultima equagdo de congruéncia,
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sendo assim montaremos o sistema como segue.

r= 2 mod 3
r= 1 mod4
= 4 mod b.

Como mdc(3,4) = mdc(3,5) = mdc
para resolvé -lo:

~—~

4,5) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos Restos

E/N|N| (NP E-N:(N)!
r=2 mod3 |2 |20 2 2 80
r=1 mod4|1|15] 3 3 45
r=4 modbH |4 |12 2 3 144

r = (80+45+144) mod (3-4-5)
r = 269 mod 60.

Como,
269 =29 mod 60

Logo:
r=29 mod 60 = x=60w+29; weZ

Como = < 50, teremos somente a solucao inteira quando w = 0, resultando

r = 60-0429
r = 29

Portanto, a quantidade de alunos na turma € 29.

Exemplo 5.12. Resolva o seguinte sistema de congruéncias

zr= 1 mod 10
r= 4 mod 11
= 6 mod 13.

Como mdc(10,11) = mdc(10,13) = mdc(11,13) = 1, utilizaremos o Teorema Chinés dos
Restos para solucionar o sistema de congruéncias:

52



E|/ N |N|(N)|E-N-(N)!
r=1 mod 10 | 1 | 143 | 3 7 1001
r=4 mod11 | 4| 130 | 9 2600
r=6 mod 13 |6 | 110 | 6 11 7260

x = (10014 2600 4+ 7260) mod (10-11-13)
r = 10861 mod 1430.

Como,
10861 = 851 mod 1430.

Logo:
r =851 mod 1430 — x = 1430w+ 851; w € Z.

Exemplo 5.13 (PROFMAT-MA14-2014). Dispomos de uma quantia em reais maior que 1000
e menor que 2000. Se distribuirmos essa quantia entre 11 pessoas, sobra 1 real; se distribuirmos
entre 10 pessoas, sobram 2 reais e se distribuirmos entre 9 pessoas sobram 4 reais. De quantos

reais dispomos?

Solucdo: Seja = a quantia de dinheiro que dispomos, tal que 1000 < z < 2000. Assim

r= 1 mod 11
r= 2 mod 10
= 4 mod?9.

Como mdc(11,10) = mde(11,9) = mdc(10,11) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos

Restos para resolvé -lo:

E|/ N |N|(N)™|E-N-(N)!
r=1 mod11 | 1] 90 | 2 6 540
r=2 mod10 | 2| 99 | 9 9 1782
r=4 mod9 | 4| 110 | 2 5 2200

r = (540 + 1782+ 2200) mod (11-10-9)
r = 4522 mod 990.

Como,
4522 = 562 mod 990

Logo:
xr =562 mod 990 — x=990w + 562; w € Z.
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Como 1000 < z < 2000, teremos somente a solucdo inteira quando w = 1, resultando

r = 990-1+ 562
r = 1552

Portanto, a quantia que dispomos € de 1552 reais.

Exemplo 5.14. Resolva o seguinte sistema de congruéncias

T

5 mod 7
8 mod 9
r= 6 mod 10.

T

Como mdc(7,9) = mde(7,10) = mde(9, 10) = 1, utilizaremos o Teorema Chinés dos Restos

para solucionar o sistema de congruéncias:

E/N|N|(N)' | E-N«(N)™!
x=5 mod7 | 5|90 | 6 6 2700
r=8 mod9 | 8|70 | 7 4 2240
r=6 mod10| 6 |63 | 3 7 2646

r = (2700 + 2240 + 2646) mod (7-9-10)
r = 7586 mod 630.

Como,
7586 = 26 mod 630.

Logo:
=26 mod 630 =— z=0630w+26; weZ.

Exemplo 5.15 (ENQ-2014.2). Em uma cesta contendo ovos, na contagem de dois em dois, de
trés em trés, de quatro em quatro e de cinco em cinco, sobram 1,2,3 e 4 ovos, respectivamente.
Qual é a menor quantidade de ovos que a cesta pode ter?

Solucdo: Seja x a quantidade de ovos existente na cesta, logo:

(fEE 1 mod 2

r= 2 mod 3
r= 3 mod4
= 4 mod b.
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Como mdc(2,4) = 2, assim ndo teremos como usar o Teorema Chinés dos Restos envol-
vendo as quatro congruéncias, porém o mdc(3,4) = mdc(3,5) = mdc(4,5) = 1. Assim,

r=1 mod2 = zxz=2a+1, a€Z

E substituindo o valor de z na congruéncia

r = 3 mod4
2a+1 = 3 mod4
20 = 2 mod4

a = 1 mod 2

a = 2041, beZ

Substituindo o valor de a em

r = 2a-+1, obteremos
r = 2(2b+1)+1
r = 4b+3

r = 3 mod4

Portanto todas as solucdes de

x = 3 mod4, também € solucdo da congruéncia

r = 1 mod?2

Logo, resolveremos o seguinte sistema de congruéncia pelo Teorema Chinés dos Restos

r= 2 mod3
r= 3 mod4
r= 4 modb.
E/N|N|(N)"'E-N«(N)™!
r=2 mod3|2]20]| 2 2 80
r=3 mod4| 3|15 3 3 135
r=4 modb |4 |12 ]| 2 3 144

x = (804 135+ 144) mod (3-4-5)
z = 359 mod 60.
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Como,
359 =59 mod 60

Logo:
r=59 mod 60 = x=60w+59; weZ

Como estamos interessado no menor valor de x, assim teremos somente a solugdo inteira
quando w = 0, resultando

x = 60-0+59
r = 5H9
Portanto, a menor quantidade de ovos que a cesta pode ter € 59.

Exemplo 5.16. Ache todos os niimeros inteiros que deixam restos 2, 3 e 4 quando divididos
por 3, 4 e 5, respectivamente.

Solucao: Seja x o nimero que satisfaz a hipétese do problema, desse modo,

= 2 mod3
= 3 mod4
r= 4 mod b.

Como mdc(3,4) = mdc(3,5) = mdc
para resolvé -lo:

—~

4,5) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos Restos

E/N|N|(N)'|E-N:(N)!
r=2 mod3 |2 |20 2 2 80
r=3 mod4 | 3|15 3 3 135
r=4 modbH |4 |12 2 3 144

x = (804 135+ 144) mod (3-4-5)
r = 359 mod 60.

Como,
359 =59 mod 60

Logo:
r=59 mod 60 — z=60w+5H9; weLZ.

Portanto, temos que x = 60w + 59 V w € Z.

Exemplo 5.17. Ache o menor nimero natural que deixa restos 1, 3 e 5 quando divididos por 5,
7 e 9, respectivamente.
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Solucdo: Seja x 0o menor nimero natural que satisfaca o enunciado da questdo, assim:

r= 1 mod?bH
z= 3 mod?7
= 5 mod9.

Como mdc(5,7) = mdc(5,9) = mdc(7,9) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos Restos
para resolvé -lo:

E/N|N|(N)"'E-N«(N)™!
r=1 mod5|1|63]| 3 2 126
=3 mod7|3|45| 3 5 675
=5 mod9 | 5|35 8 8 1400

x = (1264 675+ 1400) mod (5-7-9)
r = 2201 mod 315.

Porém,
2201 = 311 mod 315

Logo:
r =311 mod3l5 = x=3156t+311; teZ.

Como queremos 0 menor nimero natural, logo para t = 0, teremos

r = 315-0+ 311
r = 311

Portanto, o0 menor nimero natural que satisfaz o problema € 311.

Exemplo 5.18. Dispomos de uma quantia de reais menor do que 3000. Se distribuirmos essa
quantia entre 11 pessoas, sobra 1 real, se a distribuirmos entre 12 pessoas, sobram 2 reais e se

distribuirmos entre 13 pessoas, sobram 3 reais. De quantos reais dispomos?

Solucdo: Seja x o nimero natural que satisfaca o enunciado da questao, assim:

z= 1 mod 11
= 2 mod 12
r= 3 mod 13.

Como mdc(11,12) = mdc(11,13) = mdc(12,13) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos
Restos para resolveé -lo:
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E/ N |N|(N)™|E-N-(N)!
r=1 mod11 | 1| 156 | 2 6 936
r=2 mod 12 | 2 | 143 | 11 11 3146
r=3 mod 13| 3| 132 | 2 7 2772

x = (93643146 +2772) mod (11-12-13)
r = 6854 mod 1716.

Porém,
6854 = 1706 mod 1716

Logo:
x=1706 mod 1716 =— = 1716w+ 1706; w € Z.

Como x < 3000, teremos somente a solucao inteira quando w = 0, resultando

r = 1716-0+ 1706
r = 1706

Portanto, o nimero natural que satisfaz o problema é 1706.

Exemplo 5.19. Um macaco, ao subir uma escada de dois em dois degraus, deixa de sobra um
degrau; ao subir de trés em trés degraus, sobram dois degraus; e ao subir de cinco em cinco

degraus, sobram trés degraus. Quantos degraus possui a escada, sabendo que o numero de
degraus esté entre 150 e 200?

Solucdo: Seja x o nimero natural que satisfaca o enunciado da questao, assim:

z= 1 mod 2
= 2 mod3
= 3 mod 5.

Como mdc(2,3) = mdc(2,5) = mdc(
para resolvé -lo:

w

,b) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos Restos

E/N|N|(N)'|E-N:(N)!
r=1 mod2|1]15] 1 1 15
r=2 mod3 |2 |10 1 1 20
r=3 modb |3 | 6 |1 1 18

58



r = (154204 18) mod (2-3-5)
r = 53 mod 30.

Como,
53 =23 mod 30

Logo:
r=23 mod30 = x=30w+23; weZ

Como 150 < x < 200, teremos somente a solugdo inteira quando w = 5, resultando

z = 30-5+23
r = 173

Portanto, o nimero de degraus € 173.

Exemplo 5.20. [ENQ-2015.1]Considere o seguinte sistema de congruéncias

z= 1 mod?9
r= 5 mod7
z= 3 mod 5.

(a)Encontre o menor nimero natural que satisfaz o sistema.

(b)Alguma solugdo do sistema € solucdo da congruénciar = 926 mod 3 ?
Solucgio: (a) Como mdc(9,7) = mdc(9,5) = mdc(7,5) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos
Restos para resolvé -lo:

E/N|N|(N)' E-N«(N)!
z=1 mod9|1]35]| 8§ 8 280
=5 mod7|5|45]| 3 5 1125
=3 modb5|3|63]| 3 2 378
r = (2804 1125+ 378) mod (9-7-5)

r = 1783 mod 315.

Porém,
1783 =208 mod 315

Logo:
x =208 mod 3l = x=31bw+208;, weZ.
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(b)As solugdes do sistema sdo as solugdes da congruéncia x = 208 mod 315. Logo quere-

mos saber se o sistema de congruéncias:

T 208 mod 315
= 926 mod 3.

Possui solugdo. Suponhamos que existe w € Z que satisfaz o sistema, isto &, existem y, z € Z
tais que w — 208 = 315y e w — 926 = 3z. Subtraindo as equagdes, temos 718 = 315y — 3z.
Como a dltima equacdo nio tem solucdo, pois (315,3) = 3 ndo divide 718, entdo o sistema nao

tem solucdo. Ou seja, nenhuma solugdo do item (a) € solucao da equacdo r = 926 mod 3.

Exemplo 5.21. [ENQ-2016.2]A secretaria de educacdo de um municipio recebeu uma certa
quantidade € superior a 1000, inferior a 2000, que se dividi-los entre 7 escolas sobram 4, entre

9 sobram 2 e entre 13 sobram 6. Encontre a quantidade de livros.

Solucdo: Seja x o nimero natural que satisfaca o enunciado da questao, assim:

T = 4 mod 7
= 2 mod9
r= 6 mod 13.

Como mdc(7,9) = mde(7,13) = mdc(9, 13) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos Restos

para resolvé -lo:

E/N|N|(N)™|E-N-(N)!
r=4 mod7 |4 |117| 5 3 1404
r=2 mod9 | 2| 91 | 1 1 182
=6 mod13 |6 | 63 | 11| 6 2268

r = (1404 4 182+ 2268) mod (7-9-13)
r = 3854 mod 819.

Como,
3854 = 578 mod 819

Logo:
xr =578 mod 819 — x=819w+578; weEZ.

Como 1000 < x < 2000, teremos somente a solugdo inteira quando w = 1, resultando

r = 819-14578
r = 1397
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Portanto, quantidade de livros € 1397.

Exemplo 5.22. [ENQ-2018.1]O objetivo deste problema é encontrar o nimero natural z, menor
do que 1700 e que deixe restos 2,2,1 e 0 quando dividido por 5,6,7 e 11, respectivamente. Para
tanto, faga os itens a seguir:

(a)Escreva um sistema de congruéncias que tenha z como uma solugao.

(b)Determine a solucdo geral do sistema do item (a)

(c)A partir da solucdo geral do sistema, calcule o valor de x.

Solucdo: (a)Temos que 0 < x < 1700 € uma solucao do seguinte sistema de congruéncias:

r= 2 mod5b
2 mod 6
r= 1 mod7
r= 0 mod 11

\

8
I

(b)Como mdc(5,6) = mde(5,7) = mde(5,11) = mde(6,7) = mde(6,11) = mde(7,11) =
1, usaremos o Teorema Chinés dos Restos para determinar a solucdo geral do sistema:

E|/ N |N| (N |E-N-(N)!
r=2 modb | 2]462| 2 3 2772
r=2 mod6 | 2|38 | 1 1 770
xr=1 mod7 | 1330 1 1 330
r=0 mod11 | 0| 210 | 1 1 0

x = (27724 770+330+0) mod (5-6-7-11)
r = 3872 mod 2310.

Como,
3872 = 1562 mod 2310

Logo:
r=1562 mod 2310 = 1z =2310w+ 1562; w € Z.

(c)Temos que = < 1700. Entdo o valor de w = 0. Portanto a solucd@o do sistema é 1562.
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Consideracoes Finais

Durante todo o desenvolvimento deste Trabalho de Conclusdo de Curso foram pesquisados
diversos exercicios sobre o teorema chinés dos restos, utilizando vdérias referéncias bibliogra-
ficas para serem apresentadas aos alunos do ensino fundamental e médio como uma atividade
a ser desenvolvida em sala de aula, ou seja, levar um assunto de graduacdo para nivel médio
e fundamental e assim auxiliar no ensino e na resolu¢do de problemas pertinentes ao Teorema
Chinés dos Restos.

Todos os exemplos de exercicios do Teorema Chinés dos Restos estdo citados no capitulo 5,
assim como suas técnicas de resolucdo. Mas antes descrevemos a respeito de Numeros inteiros,
Equacdes Diofantinas Lineares e Congruéncias como pre requisitos na resolu¢ao dos problemas
do Teorema Chinés dos Restos. Esta dissertagdo ficara a disposi¢do de alunos e professores que

queiram se aprofundar nas resolucdes de problemas que envolvem o Teorema Chinés dos Restos
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