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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos as relagoes entre Operadores Monotonos Maximais e
Bifuncoes Monotonas Maximais estabelecida pelos autores Nicolas Hadjisavvas, Flavia
Morgana O. Jacinto e Juan Enrique Martinez-Legaz.

Além disso, também estabelecemos a relagao entre as bifungoes e operadores via o
novo conceito de monotonicidade maximal para bifuncoes denominado Monotonicidade
Maximal Pontual(BMMP).

Também foi abordada a definicao da funcao Fitzpatrick associada a um operador,
cujas propriedades foram evidenciadas, por meio de exemplos, e que motivou a defini¢ao
e o estudo da Transformada de Fitzpatrick para uma bifun¢ao. Finalizamos o trabalho
estabelecendo que a Transformada de Fitzpatrick de uma bifungao coincide com a funcao
Fitzpatrick de um operador quando ambos sao definidos convenientemente satisfazendo
propriedades especiais.

Vale ressaltar que foram abordados alguns elementos da anélise convexa e da teoria

de conjugacao que fundamentaram os resultados apresentados neste trabalho.

Palavras-chave: Bifuncoes Mondétonas Maximais; Operadores Mondtonos Maximais;

funcao Fitzpatrick; Transformada de Fitzpatrick.



Abstract

In this dissertation, we study the relationships between Maximally Monotone Ope-
rators and Maximally Monotone Bifunctions established by the authors Nicholas Hadji-
savvas, Flavia Morgana O. Jacinto and Juan Enrique Martinez-Legaz.

In addition, we also established the relationship between bifunctions and operators
via the new concept of maximally monotonicity for bifunctions called Pointwise Maximally
Monotonicity (PMMB).

It was also addressed the definition of Fitzpatrick function associated with an ope-
rator, whose properties were presented, in the form of examples, wich motivated the
definition and study of the Fitzpatrick Transform for a bifunction. We conclude by es-
tablishing that the Fitzpatrick Transform of a Bifunction coincides with the Fitzpatrick
function of an operator when both are conveniently defined satisfying special properties.

It should be noted that we adressed some elements of convex analysis and of the

theory of conjugation to substantiate the results presented in this work.

Keywords: Maximally Monotone Bifunctions; Maximally Monotone Operators; Fitzpa-

trick function; Fitzpatrick transform.
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Notacoes

) — Produto interno usual de R".

|- | — Norma euclidiana de R".

of (x) — Subdiferencial da funcao f no ponto x .
R —RU {+00}

dom f — Dominio da funcao f.

oc — Fungao indicadora do conjunto C' C R".
fr — Funcao conjugada da funcao f.

O — Fungao suporte do conjunto C* C R".
T:R* — Z(R")— Operador ponto-conjunto do R" no conjunto das partes do R".
D(T) — Dominio do operador 7.

or — Funcao Fitzpatrick do Operador T.

T — translacao do operador 7'

domF — Dominio da bifuncao.



Introducao

Nesta dissertagao, baseada no artigo "Some conditions for maximal monotonicity of
bifunctions" dos autores Nicolas Hadjisavvas, Flavia Morgana O. Jacinto e Juan Enrique
Martinez-Legaz [9], estudamos a relagao entre operadores mon6tonos maximais e bifungoes
mondtonas maximais. Destaca-se que o objetivo principal foi abordar esses conceitos em
um espaco de dimensao finita, mais especificamente o R”, que é um espaco de Banach
reflexivo.

A motivacao para o estudo de operadores mondtonos tem origem nas definigoes

usuais envolvendo as seguintes monotonicidades:

e Monotonicidade numérica em R(Monotonicidade da multiplicagao): Se x < y entao,
para todo z > 0, tem-se

rz-2<y-z

e Monotonicidade de fung¢oes: Dizemos que uma funcao f: D C R — C é monotona

nao-decrescente em D se

VIl,ZEQ S D,ZEl < T9 = f(l’l) < f((lfg)

Relacionando essas monotonicidades do seguinte modo: para z1,x, € D tais que

Ty <Xy =>x9—x1 >0¢e f(xz) — f(z1) >0

|

(g — 1) - (f(x2) = f(2z1)) > 0. (1)

Neste trabalho definimos operadores ponto-conjunto monoétonos que estendem a desigual-
dade em[I] Estes operadores aparecem na literatura como uma ferramenta 1til tanto para
construgao de novas teorias como para aplica¢oes na matemaética (ver [[6],[7],[12]).
Abordamos que nem toda bifun¢ao monétona é monétona maximal. Apresentamos
a monotonicidade maximal classica de bifuncoes via operadores que é comum na litera-
tura. Existe uma ligacao entre uma classe de operadores mondétonos maximais e uma

classe de bifungoes monoétonas maximais, mostramos que a partir de uma hipotese sobre

11
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as bifungoes existe uma relagao da monotonicidade maximal usual e a monotonicidade
maximal pontual, que é um tipo de monotonicidade maximal definida sem recorrer a
operadores monoétonos maximais.

Este trabalho esté organizado do seguinte modo: no primeiro capitulo, apresentamos
alguns elementos de Topologia no Espaco Euclidiano, de Analise Convexa e, em seguida,
introduzimos a noc¢ao de fungao estendida e a teoria de conjugagao na anélise convexa
( ver [5],[6],|11],[13],[14],[15],[16],[20],[21]). Vale ressaltar que os conceitos e exemplos
apresentados neste capitulo torna a compreensao dos capitulos seguintes mais eficiente.
Trabalhamos no capitulo 2 operadores mon6tonos e maximais monétonos, e a fungao Fitz-
patrick (ver [6],[7],[8],[9],[12],]17],[19]). Além disso, explicitamos exemplos desses novos
objetos e defini¢oes.

No terceiro capitulo, trabalhamos os principais resultados desta dissertagao baseados
no trabalho [9], sdo apresentadas algumas definigdes e propriedades referentes a bifungoes
monotonas, sobretudo, com exemplos. Estabelecemos a conexao entre operadores e bi-
funcoes monodtonas e apresentamos a relacao entre as definigoes de Bifuncao Monoétona
Maximal(BMM) e Bifungao Monétona Maximal Pontual(BMMP). No final do capitulo,
estudamos a Transformada de Fitzpatrick de uma bifuncao e sua relagao com a funcao

Fitzpatrick de um operador mondétono ([9], [10]).



Capitulo 1

Definicoes e Resultados Preliminares

Apresentamos neste capitulo conceitos iniciais que sao usados no decorrer desta dis-
sertacao, iniciamos falando sobre a Topologia no espaco Euclidiano, apresentando exem-
plos e propriedades.

Na segao seguinte abordamos alguns Elementos de Analise Convexa, apresentando
exemplos e os principais resultados.

Na terceira secao apresentamos a Conjugacao em Anélise Convexa.

1.1 Topologia no espaco Euclidiano

Esta secao trata de elementos de Topologia no espago Euclidiano. O objetivo é
abordar os conceitos primordiais & compreensao das provas que sao apresentadas nos
proximos capitulos. Sabemos da teoria de analise funcional que todo espago de Banach
X de dimensao finita n é reflexivo e que a dimensao do dual e do bidual sao também
n. Além disso, vale X = X* = X*. Considerando o que foi dito anteriormente e
visando desenvolver as teorias abordadas em um ambiente mais utilizado nas aplicagoes
de matematica, escolhemos o ambiente deste trabalho como sendo o R™, que é o exemplo
mais conhecido de espaco de Banach reflexivo.

Uma sequéncia em R™ ¢ uma aplicacao x : N — R" definida no conjunto N dos
nimeros naturais, cujo valor associado assumido no nimero k é indicado por 2* e chama-
se o k— ésimo termo da sequéncia. De modo curto, de agora em diante denotaremos uma
sequéncia por {z¥}.

Diz-se que a sequéncia {z*} é limitada quando o conjunto dos seus termos é limitado
em R", ou seja, quando existe um ntmero real ¢ > 0 tal que ||2*|| < ¢ para todo k € N.

Diz-se que o ponto a € R" ¢ o limite da sequéncia {z*} C R" quando, para todo
e > 0, & possivel obter ky € N tal que k > ko implica ||2* — al| < €, o que representa-se
por

klgg() ¥ = a. (1.1)

13
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Quando existe o limite acima, diz-se que a sequéncia {*} é convergente.

Um ponto a € R™ chama-se aderente a um conjunto X C R"™ quando o mesmo é
limite de uma sequéncia {z*} C X.

Um conjunto X C R" chama-se fechado quando contém todos os seus pontos ade-
rentes, ou seja, para toda sequéncia {z*} C X tal que ¥ — a quando (k — o0), tem-se
que a € X.

Diz-se que um conjunto K C R"™ é compacto quando ele for limitado e fechado.

Definicao 1.1. ([[13], Cap. 3, pag. 14)] Funcao semicontinua inferiormente). Diz-se
que a funcao f : X — R é semicontinua inferiormente no ponto x € X C R™ quando para
qualquer sequéncia {z*} C X tal que 2% — x quando (k — o0), tem-se que
f(z) < lim inf f(2*).
k—o0

Definigao 1.2. ([[13], Cap. 3, pag. 14| Funcao semicontinua superiormente). Diz-se
que a funcao f : X — R ¢é semicontinua superiormente no ponto x € X C R" quando
para qualquer sequéncia {z*} C X tal que ¥ — z quando (k — o0), tem-se que

lim sup f(2*) < f(2).

k—o0

A funcao f é semicontinua inferiormente(superiormente) no conjunto X, quando ela

é semicontinua inferiormente(superiormente) em todos os pontos de X.

Observacao 1.1. Observe que se f é uma funcao continua em X C R", entao f ¢é
semicontinua superiormente e inferiormente em X. Apenas a condicao de ser semicontinua
inferior ou superior nao garante que f seja continua, de fato, isto ocorre no seguinte

exemplo.

Exemplo 1.1. Considere a fungao f : R — R definida por:

1, se x > 0;
f(z) =

-1, sex <0

Obviamente a funcao f nao é continua em z = 0. No entanto, afirmamos que f é

semicontinua superiormente em z = 0. De fato, seja {2*} C R tal que 2% — 0. Temos

1 =lim sup f(z*) < f(0) =1,

k—o00

ou seja,
lim sup f(z") =1 = £(0)

k—o00

Porém f nio semicontinua inferiormente neste ponto. De fato, seja {z¥} C R com z* — 0,

temos
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i) 28 >0VkeN, f(z¥) =1V k € N,inf f(z*) =1V k €N

lim inf f(2*) =1 = f(0)

k—o0
ii) 2* <OVkeN, f(z*)=-1VEkeN

klgn inf f(2*) = —1 < £(0),
ou seja,
1= f(0) > —1= lim inf f(z"),

k—o00
o que contraria a defini¢ao de s.c.i.

Assim, f nao é continua em x = 0.

Daqui em diante, sera usada a forma curta f é s.c.i. no lugar de f é semicontinua

inferiormente.

Defini¢ao 1.3 ([13], pag. 77). O epigrafo da fun¢ao f: D — R é o conjunto
epif = {(z,\) € D x R; f(x) < A}.

Proposicao 1.1. [[I1], pag. 75| Seja f : R — R. Entao, as seguintes afirmagoes sao

equivalentes:

(1) fés.ci;
(2) O epigrafo é um conjunto fechado em R™ x R, para todo A € R;

3) Os conjuntos de niveis da funcao Lsgn(r) := {x € R"; f(z) < r} sao fechados para
1,
todo r € R.

Demonstracdo. 1) = 2) Seja (z*,t*) € epif uma sequéncia convergindo para (z,t),

quando t — co. Como f és.c.i. e f(z¥) < t* para todo k € N, entdo

t = lim t* > lim inf f(2*) > f(2),
k—o0 k—o0
ou seja, (x,t) € epif. Como (z,t) é ponto de aderéncia de epif, temos que epif é um
conjunto fechado.

¥ — a. Precisamos mostrar que a €

2) = 3) Tomemos z* € L;gn(t) tal que x
Lygn(t). Seja a sequéncia (z*,t). Como x* € Lpgn(t), temos que f(z*) < t. Por
definigao, (z*,t) € epif, pois t > f(z*). Como epif é um conjunto fechado, por hipétese,
e (z%,t) — (a,t), entao (a,t) € epif, ou seja, t > f(a). Logo, L;gn(t) é fechado para

todo t € R.
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3) = 1) Suponhamos agora, por contradigao, que f nao é semicontinua inferior para
algum z. Entdo existe uma sequéncia {z*} convergindo para z tal que f(z*) converge
para r < f(x) < 4o00. Consideremos ¢ € (r, f(z)). Quando k ¢ suficientemente grande,
temos f(z%) <t < f(z), ou seja, L;gn(t) nao contém seu limite z. Entao, L;g~(t) nao é

fechado, o que contraria a hipotese. Portanto, f é s.c.i.. [ |

Defini¢ao 1.4. ([I5], p. 7) Seja E um espago vetorial. Um produto interno em E ¢
uma funcao
(,):E—=R

que associa a cada par ordenado de vetores z,y € E um numero real (x,y), chamado
o produto interno de x por y, de modo a serem cumpridas as condi¢oes abaixo, para
x,y,z2 € E e A € R arbitrarios:

(P1) (z+y,2) = (z,9) + (2,9);
(P2) (Az,y) = Mz, y);

(P3) (Az,y) = (y, z);

(P4) 2 # 0= (z,z) > 0.

O que nos interessa nesse momento é enfatizar que trabalhamos com o R" exata-
mente porque ele é um espago vetorial cuja norma é proveniente de um produto interno,
ou seja, para qualquer x € R", vale que ||z|| = v/(z, x). Abaixo definimos norma de um

modo geral e explicitamos suas principais propriedades.

Definigao 1.5. ([16], p. 23) Seja E um espago vetorial. Uma fungao
|I-: £ =R

que associa a cada vetor x € E um nimero real ||z||, ¢ uma norma em E se as seguintes

propriedades estiverem satisfeitas:

(N1) ||z|| > 0 para todo x € E ¢ ||z]|| = 0 <= 2 = 0;

(N2) ||az|| = |a|||z| para todo escalar a e todo x € E;

(N3) ||z + || < ||lz|]| + ||ly|| para quaisquer que sejam x,y € E.

Da propriedade (N2), segue || — zf| = [|(=1)z| = [ = 1|[|z[| = [|=]|.
Dois vetores x,y € R" dizem-se ortogonais quando (x,y) = 0. Obviamente, 0 é

ortogonal a todos os vetores de R". Também e; ¢ ortogonal a e; se i # j.
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(z,9)

Observagao 1.2. Vamos mostrar que dados z,y € R", com y # 0, e pondo-se a = —” TR
Yy

o vetor z = x — ay é ortogonal a y. Com efeito,

(z,y) = (x —ay,y) = (z,y) — oy, y) = (z,y) — ally|* = (z,y) — (x,y) = 0.

Usaremos a observagao acima para demonstrar a desigualdade fundamental da Ge-

ometria Euclidiana, que sera utilizada no decorrer deste trabalho.

Teorema 1.1. (|[14], Cap. 1, pag. 5] Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para
quaisquer z,y € R", tem-se |[(x,y)| < ||z|| - ||y|]|. Vale a igualdade se, e somente se, um

dos vetores x,y é um miltiplo escalar do outro.

Demonstragao. A prova pode ser encontrada em [14]. [ |

1.2 Elementos de Analise Convexa

Nesta secao, introduzimos alguns elementos da Teoria de Anélise Convexa que ser-

vem como ferramentas para a prova de resultados.

Definigao 1.6. ([[13], Cap. 3, pag. 69] Conjunto convexo). Um conjunto D C
R™ & chamado conjunto convexo se para quaisquer x,y € D e a € [0,1], tem-se que
ar + (1 —a)y € D.

O ponto az + (1 — a)y no qual a € [0,1] se chama combinagao convexa de z e
y (com parametro «). Geometricamente, podemos afirmar que um conjunto é convexo
se ele contém toda combinagao convexa de quaisquer dois de seus pontos (ver as figuras

abaixo).

(a) Figura 1: Conjunto convexo (b) Figura 2: Conjunto nao-convexo

Exemplo 1.2. Um semi-espa¢o em R"™ é um conjunto da forma {z € R"/(a,z) < ¢},
onde a € R" e ¢ € R. Seque da Definicao que qualquer semi-espago em R™ é um

conjunto convexo.
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Exemplo 1.3. Toda bola é convexa no R". Para ilustrar, mostramos que a bola aberta
B(0;a) := {x € R™;||z|]| < a} é convexa. De fato, sejam z,y € B(0;a), entdo ||z| <
a e |ly]] < a. Assim, para todo a € [0, 1], tem-se ||jax + (1 — @)y|| < |Jaz| + (1 — a)y| =
allzl] + (1 — a)||y|l| < ca + (1 — a)a = a. Logo, ax + (1 — a)y € B(0;a), para todo
a € [0,1].

O Conjunto vazio, o espaco R™ e o conjunto unitario sao trivialmente convexos.
Observe o conjunto X C R? da forma X = {(z,y) € R? | y < 2?}. Veja que X

nao é convexo, pois se tomarmos, por exemplo, os pontos A = (—1,1) e B = (1,1) € X,

temos que,

1 1

—A+-B=(0,1 X.
4
3
2

A B
-4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4
-1
2
Figura 1.1:

Proposicao 1.2. |[13], pag. 82| Sejam C; C R" conjuntos convexos, j € I, onde I é um
conjunto de indices. Entao C' = m C; ¢ um conjunto convexo.
jel
Demonstragao. Sejam z,y em C. Entao z,y € C; e ,¥j € I. Como os conjuntos C},
j € I, sao convexos, entao para a € [0, 1], tem-se que ax + (1 — o)y € C; e todo j € 1.
Logo, azx + (1 — a)y € C. Portanto, C' é convexo.
[

Definicao 1.7. ([[I3], Cap. 3, pag. 77| Fungao convexa). Se D C R™ é um conjunto
convexo, diz-se que a funcao f : D — R é convexa em D quando para quaisquer =,y € D

e a € [0,1], tem-se que

flaz+ (1 —a)y) < af(z) + (1 —a)f(y).

A funcao f diz-se estritamente convexa quando a desigualdade acima é estrita para

todos os pontos z,y € D com x #ye«a € (0,1).
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Exemplo 1.4. A fun¢ao f : R” — R definida por f(z) = (z,v),v € R" fixo, é convexa.
De fato, dados =,y € R" e a € [0, 1] quaisquer e fixos, temos

flaz+ (1 —a)y) = (ax + (1 - a)y,v)
= (azx,v) + (1 — a)
= a(z,v) + (1 — a)(
=af(z)+(1—a)f(y)

Portanto, f é convexa.

1
Exemplo 1.5. A funcdo f : R — R dada por f(z) = §$2 ¢ convexa. Com efeito, dados
z,y € R e X €[0,1] quaisquer e fixos, temos

fQz+ (1= Ny) =Sz + (1= Ny)*

(N22? +20(1 — Ny + (1 — N)%?)

N PN

IA

(X222 + A1 = N)(2? +32) + (1 — V)%

(A2 + (1 = \)y?)
f(@)+ (1 =XA)f(y)

> NN

Logo, f é convexa.

Proposigao 1.3. [[I3],pag. 78] Seja D C R™ um conjunto nao vazio e convexo. Uma
funcao f : D — R é convexa em D se, e somente se, o epigrafo de f é um conjunto

convexo R™ x R.

Demonstragao. Sendo f convexa sobre D. Sejam (z1, A1) e (x2, Ay) € epif.
Vamos provar que (1 — t)(x1, A1) + t(z2,A2) € epif para todo ¢t € [0,1]. Como
(z1,A1) € epif implica
f(z1) <M (1.2)

e, como (g, \y) € epif implica

Pela convexidade de f, para todo t € [0,1], vale
F(1 =)y +tzg) < (1 —1)f(x1) + tf(22)

Por [I.2] e [I.3], temos
f((l — t)l'l -+ tl’g) S (1 — f}))\l + t)\Q
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Assim,
(1 = t)xy + tag, (1 — )N + o) € epif,

0 que equivale a
(1 =t)(x1, A1) + t(22, A2) € epif.

Suponhamos agora que epif é convexo em R™ x R. Vamos mostrar que f é convexa

sobre D. Sejam x1,z5 € D e t € [0,1] quaisquer e fixos. Sabemos que (z1, f(z1)) e

(x2, f(x2)) € epif.

Da convexidade de epif, sabemos que

(1 = t)(21, f(z1)) + t(za, f(72)) € epif,

0 que equivale a
(1 =)z +tag, (1 — 1) f(21) + tf(22)) € epif,

pela defini¢ao de epigrafo

f(A=t)zy +twg) < (1 — 1) f(21) +tf(22)

Logo, f é convexa, pela arbitrariedade de xq, x5 e t. [ |

Definigao 1.8. [[13], pag. 80] Se D C R™ é um conjunto convexo, dizemos que f : D — R

¢ uma fungao concava em D quando a funcao (—f) é convexa em D.

Exemplo 1.6. Seja f: R — R dada por f(z) =ax+b,a#0ebecR.

F((I=t)xy + tag) = a[(1 — t)xy + tao] + b

a(l —t)xy + atrs + (1 — )b+ tb
t)axy + b] + tlaxs + 0]
£)f(x1) + £ (z2)

(1-—
=(1-
Logo, f é convexa e concava.

O proximo teorema garante que uma funcao convexa é localmente Lipschitziana e

continua no interior do seu dominio.

Teorema 1.2. ([[13], Cap. 3, pag. 147| Continuidade de fung¢Ges convexas). Sejam
2 C R™ um conjunto convexo e aberto e f : {2 — R uma fung¢ao convexa em €2. Entao f

¢ localmente Lipschitz-continua em 2. Em particular, f é continua em ().
Demonstragao. A prova pode ser encontrada em [13]. [ |
Assim como apresentamos o conceito semicontinuidade que é menos restritivo que

o conceito usual de continuidade, também apresentamos dentro da mesma filosofia, o

conceito de subdiferenciabilidade de uma fungao convexa .
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Defini¢ao 1.9. (|[13], Cap. 3, pag. 175 O subgradiente de fungao convexa). Seja
f :R" — R uma fungao convexa. Diz-se que y € R" é um subgradiente de f no ponto
r € R" se

f(z) > f(z)+ (y,z —x),V z € R™.

Definicao 1.10. O subdiferencial em um ponto x € D de uma fungao f : D C R" —

R convexa é o conjunto de todos os subgradientes de f em x, denotado por

Of(x) = {x" € R fy) > f(a) + {y— v,2"),¥ y € D}. (1.4)

Exemplo 1.7. Seja a fungaof : R — R dada por f(z) = |z|. O subdiferencial de f no
ponto x = 0 é o conjunto de todos os valores reais y tais que f(z) > f(0) +y(z — 0), isto

é, |z| > yz. Dai, temos trés casos a avaliar:
(i) se z =0, entao a desigualdade é satisfeita para qualquer valor y € R;
(ii) se z > 0, entdao 1 > y;

(iii) se z < 0, entdo —1 < y.

Assim, concluimos que 9f(0) = [—1, 1].

1, se a > 0;
Em geral, para a # 0, temos df(a) =
—1, sea<0.
Observagao 1.3. Seja y € df(z). Considere z € R" como z = x + ad, e a > 0. Pela

Definicao tem-se que

y€df(z) = {y,z—x) < f(z) - f(x),VzeR"
& flr+ad)— f(z) > (y,ad),VdeR"eVa>0

(:)f(:c—l—ai)—f(x) > (y,d),VdeR"eVa>0

o g Lt ad) — @)

a—0t «

> (y,d),¥deR"

of
— > "
55 2y, d),YdeR

Assim, sao equivalentes as seguintes defini¢bes do subdiferencial de f em x

Of (@) := {y € RY/(2) > f(x) + (y, 2 —x),Vz € R}

={y € R”/%(z) > (y,d),Vd € R"}.

Teorema 1.3. ([[I3], Cap. 3, pag. 176] Propriedades do subdiferencial). Seja
f : R" — R uma fungdo convexa. Entao, o conjunto df(x) é convexo e compacto para
todo x € R™.
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Demonstrag¢ao. Primeiramente, mostramos que df(x) é convexo. Sejam s € df(z), w €
d0f(x) et € [0,1]. Entao

fly) = f(z) + (s,y —x),Vy € R" (1.5)

fly) = f(x) + (w,y —z),Vy € R" (1.6)

Multiplicando ([1.5)) por ¢ e (1.6 por (1 —¢), resulta em,

tf(y) > tf(x) +t(s,y —x),Vy € R" (1.7)

1=0fy) = A =t)f(x) + (1 - t){w,y —z),vy € R (1.8)

Somando [I.7] ¢ [I.8] obtém-se
fly) = f(2) + {1 = thw + ts,y — ), Yy € R".

Assim, (1 —t)w +ts € df(x),Vt € [0,1]. Portanto, df(z) é convexo para todo z € R™.
Mostraremos agora, df(z) é fechado.

Seja uma sequéncia {y*} C 9f(z) convergente, tal que y* — 7 € R". Como
yr € 0f (), entdo

f(y) > flz)+ ¥,y —x),Vk € Ne Vy € R". (1.9)

Logo, f(y) = f(x) + lim (".y—2) = f(@) + (7. — 2), ¥y € B". Assinm, g € O/ ().
Portanto, df(z) é fechado no R™.
Finalmente, mostraremos que o conjunto df(x) é limitado para todo x € R".

2
Seja z € df (), z # 0, e considere ¢ > 0 tal que y = x4+ J— pertenga ao compacto

1]
Blz,d]. Pelo Teorema [1.2] f é localmente Lipschitz-continua. Logo, para y € Bz, 4],

existe uma constante de Lipschitz M > 0 tal que f(y) — f(z) < M|y — ||

Dali,
z
1]

Por outro, como z € df(z) entao f(y) > f(x) + (z,y — x). Dai,

F(y) = f(2) < Mz + 6= —af = M5 (1.10)

Fy) < fla) + w@ — f(z) + 3= (1.11)

De e Szl < fy) — f(z) < M§. Isto implica que ||z]] < M.
Portanto, 0f () ¢ limitado para todo = € R™. |
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Podemos caracterizar a diferenciabilidade de uma funcao convexa a partir do seu
subdiferencial. A demonstracao da proposicao seguinte vai ser omitida, pois utilizam

ferramentas que vao além das apresentadas nesta dissertacao.

Proposigao 1.4. ([[13], Cap. 3, pag. 179]). Uma fun¢do convexa f : R* — R &

diferenciavel no ponto x € R™ se, e somente se, o conjunto df(x) é unitario. E neste caso,

Of(x) ={v/f(x)}.
Demonstragao. Ver Proposigao 3.4.53 em |[[13], pag. 179]. [ |

Exemplo 1.8. Seja a fungao f : R? — R definida por f(z,y) = ax + by, com a,b € R
entao Of (z,y) = {v f(z,y) = (a,0)};

1.3 Conjugacao em Analise Convexa

Nesta se¢ao, definimos a conjugagao de fungoes em Anélise Convexa. Esta definigao
tem relevancia tedrica e pratica para o desenvolvimento dos principais resultados deste
trabalho.

Funcao Estendida

Neste momento introduzimos a nogao de fungoes estendidas que nos permite trans-
formar os problemas de minimizagao restrita em problemas de minimizagao irrestrita.

Para tanto vamos considerar as fungoes estendidas como sendo uma fungao convexa
f que pode atingir o valor +00, ou seja, que para algum = € R" pode-se ter f(z) = +oo.
Tais funcoes serdo representadas por f : R* - R = R U {+o0}. Como consequéncia,

tem-se que o dominio efetivo de uma fungao estendida é definido em ([20], pag. 23) por
domf :={z € R"; f(z) < +o0}.

Dado K C R", o problema com restrigoes de minimizar uma fungao ¢ : R" — R sujeita a
x € K é equivalente ao problema irrestrito de minimizar a fungao ¢k : R" — RU {+oc},
com @y dado por

o(zr), sex €K,

er(x) = .
400, caso contrario.
O que justifica o estudo de tais fungoes. Nesse sentido vamos precisar das nogoes

da func¢ao indicadora de um conjunto, ja que se trata de um caso especial de funcoes

estendidas.
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Defini¢ao 1.11. ([[21], Cap. 5, pag. 64] Funcao indicadora). Seja C' C R™, entao a

fungao indicadora de C' é a funcao

0, sex € C
(50(1}) =
+oo, sex ¢ C

Definicao 1.12. [[20], cap 1, pag.24] Uma funcio convexa estendida f : R” — R & propria
quando o seu dominio efetivo for nao vazio, ou seja, domf # (). Quando a funcao convexa

estendida f nao é propria diz-se que é impropria.

Serao apresentadas, a partir de agora, caracterizacoes importantes da funcao indi-

cadora.

Proposigao 1.5. ([[21], Cap. 5, pag. 64]). Seja dc : R” — R , onde C C R". Entdo, a

fungao indicadora d¢ é convexa se, e somente se, C' ¢ um conjunto convexo.

Demonstracao. Suponha que ¢ seja uma funcao convexa, mas C' nao convexo, isto é,
existem z,y € C e a € [0,1], tais que ax + (1 — a)y ¢ C. Por defini¢ao, dc(z) =
0,0c(y) =0 e dc(ax + (1 —a)y) = +oo. Assim,

do(ar+ (1 —a)y) =+o00 >0=ac(z)+ (1 — @)dc(y).

Contradicao, pois contradiz a convexidade de dc. Portanto, C' € um conjunto convexo.
Reciprocamente, suponha C' um conjunto convexo. Pela convexidade de C' tem-se

que para quaisquer z,y € C e a € [0, 1], vale az + (1 — a)y € C. Assim,
do(ax+ (1 —a)y) =0 = adc(z) + (1 — a)dc(y).
Suponha que x € C,y € R"\ C e ax + (1 — a)y € C. Desta forma, para todo a € [0, 1],
do(ax+ (1 —a)y) =0 < 400 = ade(z) + (1 — a)dc(y).

Agora, suponha que x € C,y € R"\ C e ar + (1 — a)y € R*\ C. Assim, para todo
a € [0,1],
dc(ax + (1 — a)y) = +oo = ade(z) + (1 — a)dc(y).

Portanto, d¢ é uma fungao convexa. [ |

Destaca-se que a definigao de semicontinuidade inferior de uma fungao estendida so
faz sentido sobre seu dominio efetivo recuperando nesse ambiente a Definigao [1.1] para

uma funcao real (ver [[6], pag. 60]).

Proposigao 1.6. ([[21], Cap. 5, pag. 64]). Seja dc : R* — R, onde C' C R™. Entdo, a

fungao indicadora d¢ € s.c.i. se, e somente se, C' ¢ um conjunto fechado.
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Demonstragdo. Suponha que d¢ é s.c.i., mas C nao seja fechado, isto ¢, 3 {z*} C C, com
¥ — a € R" tal que a ¢ C.
Por hipotese, §c é semicontinua inferior entdao para cada z* — a tem-se §(a) <
liminf §(2*). Mas §(a) = +00. Assim, 400 < 0, absurdo. Portanto C' é fechado.
Reciprocamente, como C é fechado entdo para toda {2*} C C com 2*¥ — a €
R"V k € N tem-se que a € C.

Vamos mostrar que para cada z*

— a temos 6(a) < liminfé(z*). De fato, por

definicao de d¢, vem que,
§(a) = 0 = liminf §(2%).

Logo, d¢ € semicontinua inferior.

Proposicao 1.7. [[6], pag. 62 e pag. 68] Sejam f; : R® — R fungdes convexas e s.c.i’s

para todo i € I, em que I é um conjunto de indices arbitrario. Entao, vale:
(1) fi+ f; ¢ uma funcdo convexa e s.c.i., para quaisquer i,j € I;
(2) sup;e; fi : R — R é uma fungio convexa e s.c.i..

Demonstragao. (1) Ver demonstragao em [[6], pag. 62]
(2) Defina f(x) = sup,¢; fi(z). Mostraremos que f é convexa.
Vamos verificar se epif é convexo. Dados (z1,11), (z2,t2) € epif, temos fi(z1) < ¢4

e fi(zy) <ty Vi€ I, como todas as fis sdo convexas, podemos tomar A € [0, 1] e vale
fil(l =Nz +Axe) (1 =Nty + Ma Vie ]

e assim,

(1 =N (21, t1) + Az, t2) = (1 = Ny + Azg, (1 — Nty + Mo) € epifi VA€ [0,1],Vie ]

Logo, (1 — A)(z1,t1) + Az, ta) € epif Vi € I,V X € [0,1], ou seja, epif é convexo.
Portanto, pela Proposi¢ao [1.3] temos que f é convexa.

Note que epif = ﬂepif,- pois,
iel

(a) epif C [ )epif: :
el
Dado (z, ) € epif temos que,

f(z) < A= sup fi(z) < \isto &, fi(x) < A\, Viel.
i€l

Portanto, (z,\) € ﬂepifi.

el
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(b) ﬂepifi C epif :
i€l
Dado (z,\) € ﬂepifi, entdo fi(x) < A\, Vi € I. Assim, sup,;c; fi(z) < A
i€l
Portanto,

f(z) < X=(z,\) € epif.

Como f; é s.c.i., para todo ¢ € I, pela Proposicao temos que epif é fechado para
todo ¢ € I. Como a intersecao arbitraria de fechados é fechado, temos que o epif é

fechado, pela Proposicao temos que f é semicontinua inferiormente.

Funcao Conjugada

Os conceitos da fungao conjugada sao necessarios ao desenvolvimento de resultados
nos demais capitulos. Considerando que esta fungao, em contextos mais gerais, é definida
em espacos duais de espacos de Banach, adotamos a notacao z* para pontos onde a func¢ao

conjugada estiver definida.

Definig¢ao 1.13. ([[21], Cap. 6, pag. 84| Fungao Conjugada ). A conjugada da fungao
f:R* =R éa funcao f*: R* — R dada por

f*(y) == sup{(z,y) — f(x)},Vy € R".

x€R?
1
Exemplo 1.9. Seja f : R — R definida por f(z) = §x2. Temos que a funcao conjugada
1
de f(x) ¢ f*(y) = §y2. De fato,

f*(y) = sup{zy — f(z)} = sup {:cy - 1932} = max {—%:ﬁ + ya:} .

z€R zeR 2 z€R

Encontrar o ponto de maximo e o valor de maximo dessa fungao, significa encontrar o
. 1
maximo da funcao de segundo grau g(x) = —§x2 + xy na variavel x. O que corresponde

a encontrar seu ponto critico r = y e o valor critico que ¢é

9(@) =gy) =y* — %yQ = 1y2 = (),

2
de onde obtemos o desejado.

A seguir, sera apresentado um teorema que caracteriza as fungoes conjugadas.

Teorema 1.4. ([[5], Cap. 1, pag. 11]). Seja f : R® — R uma funcdo convexa propria

semicontinua inferiormente e x € R™. Entao, a fungao f* é convexa, propria e s.c.i..
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Demonstragao. Sejam z1, 2o € R™. Se f*(21) < 400 e f*(z2) < +o0, entdo para t € [0, 1]
tem-se,
Fr((L—=t)z1 +tz2) = sup{(x, (1 — )z +tz2) — f(x)} (1.12)

rER™

Dai somando e subtraindo tf(x) a[l.12] obtemos

AL =121 +t29) = sup {(z, (1 = t)z1 + t25) — f(2) +1f(2) = tf(2)}

Assim,
S =t)z +1t2) = 555{(1 —t)[(z, 1) — f(@)] + t[{z, 22) — f(2)]}
Segue que,

1=tz +tz) < (1—1) sup{(z, z1) — f(2)} + 1 sup{(z, z2) — f(2)}

reR™ reR™

Portanto, pela Definigao
J A=tz +tz) < (1—6)f (1) + 11 ()

Logo, f* é uma funcao convexa.

Afirmamos que f* é s.c.i.. Para isso, usaremos a Proposicao [1.7]

Dado z € R", defina ¢, : R — R, por ¢,(y) = (y,x) — f(z). Mostraremos que ¢, ¢é
uma aplicacao continua, dai em particular ¢, sera s.c.i..

Seja {y*} uma sequéncia em R", com y* — y quando k — +oo en R™, isto &,

lim sup |[(y* —y,z)| =0,Y 2 € R" com ||z| < 1.

Entao
. E _ . k _ —
Jim [ — @) = 0= T [(yF,2) — (y,2)] = 0
. kN
= Hm w(y®) = w(y).
Para um caso geral, basta tomar z = ' com z ndo nulo, fixado arbitrariamente em R"

]
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e observar que

Xz

. E _ . E N
G [y =g, = 0= Tim [ =y, =0
1
= — lim [{y* —y,2)| =0
T e, [ =y )]

= lim ‘(ykalﬁ __<y7$>’:: 0

k——+o0

Portanto, {¢; } zern € uma familia de fungoes s.c.i.. Pela Proposigéo a fungao conjugada
f*:R" = R, com f*(y) = sup{e(y)}eern ¢ s.c.i. [ |

No préximo exemplo verificamos que a fungao conjugada da funcao indicadora (ver
Defini¢ao |1.11)) de um conjunto C' C R™ é a fungao suporte desse conjunto.

Exemplo 1.10. Sabemos da defini¢cao de funcao conjugada que

d(x™) = sup {(z,2") — dc(x)},V 2" € R™.

reR™

Assim, para z € C, tem-se que dc(z) =0 e para x ¢ C, tem-se d¢(z) = +00. Logo,

segue-se que a conjugada de dc é a fungao suporte do conjunto C| isto é,

d&(x*) = sup{(x,z*)},Va* € R". (1.13)

zeC



Capitulo 2

Operadores Monoétonos e Funcao

Fitzpatrick

Neste capitulo, apresentamos os operadores ponto-conjunto, com o objetivo de intro-
duzir a classe de operadores ponto-conjunto monoétonos maximais. Também introduzimos
a funcao Fitzpatrick associada a um operador ponto-conjunto. Destacamos que estes dois
objetos serao ferramentas fundamentais no desenvolvimento tedrico do préximo capitulo

onde estabelecemos a monotonicidade maximal de bifungoes.

2.1 Monotonicidade Maximal de Operadores

Comecamos esta secao introduzindo a nog¢ao de operadores ponto-conjunto. Um dos
conceitos que motiva essa defini¢ao é o subdiferencial da func¢ao convexa f(z) = |z| dada
no Exemplo

Definicao 2.1. Uma aplicacao T' é denominada um operador ponto-conjunto quando
associa a cada ponto do R” um subconjunto do R", ou seja, 7 : R — Z(R"), no qual
P (R™) ¢é definido como o conjunto das partes de R™.

Notagao: T': R* — Z(R") ou T': R™ = R™.

Exemplo 2.1. Seja o seguinte operador 7" : R — Z(R"), dado por T'(z) = R™.
Exemplo 2.2. Seja o seguinte operador 77 : R — Z(R), dado por

[z, +1], sex>0

Ti(z) =
{0}, sex <0
O operador 77 associa a cada ponto z € R um intervalo na reta se = > 0.

A seguir, sao elencadas algumas defini¢oes referentes a um operador ponto-conjunto

T que podem ser encontradas em [[3], p. 184].

29
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e O dominio do operador T": R" — Z(R") ¢ dado por
D(T) :={z € R"; T (z) # 0}.

e A imagem do operador T : R" — Z(R"™) é dada por

z€D(T)

e O grafico do operador 7' : R* — Z(R") ¢ dado por
Graf(T) = {(z,2") e R" x R" : 2™ € T'(z)}.
e A inversa de T ¢ o operador T~' : 22(R") — R" definido por
T '(z*) == {z e R";2* € T(x)}.

e Um ponto x € R" chama-se zero do operador 7" : R* — Z(R") quando 0 € T'(z).

Observagao 2.1. Quando T'(x) é composto de apenas um tnico elemento, dizemos que

a aplicagao é ponto-ponto.

Exemplo 2.3. Consideramos novamente o operador 7} : R — Z(R), dado por

[z, z+1], sex>0

)= {0}, se x < 0,

temos
Graf(Ty) = D(T1) x Im(T})

Im(Ty) = | Ti(z) ={0} U (| [z,2+1]) =R,

zeR4 zeR4

P(R")

Figura 2.1: Visualizagao grafica de T7.



Exemplo 2.4. Consideramos outro operador 75 : R — Z(R), dado por

Ry, sex>0
Ty(x) =

0, sex <0

m(Ty) = | J To(x) = | JRy =R,

z€eR zeR

Exemplo 2.5. Seja T3 : R — Z(R) dado por

(0,2], se0<a<l
T3(a) =< [1,a+1], sel<a<3

0, c.c.

R

N
W -

Figura 2.2: Visualizagao grafica de Tj
Exemplo 2.6. Seja T, : R — Z(R™) dado por

(0, +00), sea=1
(=2, -1)U[l,400), sea=2
<_

(

Ty(a) =
00, 2], sea=3

\

R, sea¢{1,2,3}

31
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Figura 2.3: Visualizagao grafica de T}
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Defini¢ao 2.2. (7], pag. 299). Seja T : R" — Z(R"™) um operador. Diremos que T" ¢
um Operador Monétono(OM) quando para quaisquer x,y € R™ x2* € T(z) e y* € T(y),

tem-se
(x —y, 2" —y*) > 0.

Agora, iremos apresentar exemplos de operadores mondtonos.

Exemplo 2.7. Considere o operador identidade I : R — Z(R). Sejam z,y € R, tais que

rel(x)eye I(y). Assim,

(x—y) - (x—y)=(x—y)*>0.

Logo, I é mondtono.

Exemplo 2.8. Considere o operador A : R — Z(R) dado por A(x) = az, com a > 0.

Sejam z,y € R, tais que az € A(z) e ay € A(y). Assim

(z—y) (ax —ay) = (v —y) -alz —y) = alz —y)* > 0.
Logo, A é mondétono.

Exemplo 2.9. Considere o operador T : R — Z?(R). Definido por

r—1, sex <0
T(x)=141[0,1], sex=0

rz+1, sex >0

Sejam z,y > 0, entdo parax + 1 € T(x) ey + 1 € T'(y) vale,

(z—y)-[(e+)—w+1)]=(@—-—y [z+1-y—1=(z—y)*>0.
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Sejam 2,y < 0, ¢ para z — 1 € T(z) ¢ y — 1 € T(y) tem-se,
(@=y) le-D-(y-Dl=(@-y) e-1-y+1=(z-y)* 20
Sejam z < 0 ey > 0 para x — 1 € T(x) e y + 1 € T(y) tem-se,

@—y) le-)-@+D=@-y z-y-2=(@-y)"—2z-y) >0
Sejam 2 >0 ey < 0 para z+1 € T(z) e y — 1 € T(y) tem-se,

@—y) l@e+)—@-Di=@-y) [z-y+2=(@-y)*+2z-y) >0
Sejam 2 = 0, y > 0 ¢ para [0,1] = T(0) e y + 1 € T(y). Seja a € [0, 1], temos
0=y)fa=(y+D = (=y)-la—y=1 = (=) (=y) +(-y) (a=1) =y* —y(a—1) > 0.
Sejam x =0, y < 0 ¢ para [0,1] = T(0) e y — 1 € T(y). Seja a € [0, 1], temos
0=y) fa=(y=D] = (=y)-la—y+1] = (=) (=y) +(-y)- (@+1) =y* —y(a+1) > 0.

Logo, T' ¢ mondtono.

Exemplo 2.10. Considere o operador B’ : R — Z(R). Definido por

r—1, sex <0
B'(z) =4 [-1,1], sex=0

z+1, sex>0

Sejam x,y > 0, entdo parax + 1 € B'(z) e y + 1 € B'(y) tem-se,

(@—y) e+ D) —@+D=@—-y) t+l-y-1=(-y)?*>0
Sejam z,y < 0, entdo parax — 1 € B'(z) e y — 1 € B'(y) vale,

(@=y)le-D-(y-D=(-y) o-1-y+1=(z-y)?*>0.
Sejam z <0ey>0,parax—1€ B'(z)ey+ 1€ B'(y) tem-se,

(@-—y) (- -+D=(-y) -y-2=@-y’-2-y >0

Sejam z >0ey <0, parax+ 1€ B'(z) ey —1¢€ B'(y) tem-se,

=y [z+)—(y—-D]=(@—-y) - [z—y+2 =(@—-y)?+2@-y) >0
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Sejam x = 0, y > 0 e para [-1,1] = B'(0) e y + 1 € B'(y). Seja 8 € [~1, 1], temos
O=y) B+ =(=y)-B-y—1=(=y) (=y)+(-y) - B-1) =y*~y(B-1) > 0.
Sejam z = 0, y < 0 e para [-1,1] = B'(0) e y — 1 € B'(y). Seja 8 € [~1, 1], temos
0=y [B=(y=DI=(=y)B-y+1= (=) (=y)+(-y)- (B+1) =y*—y(B+1) > 0.

Logo, B’ é estritamente monotono.

Considerando que o subdiferencial de uma fungao convexa, propria e s.c.i. é um
operador ponto-conjunto, mostraremos que o subdiferencial de uma funcao convexa e

propria é um operador monotono.

Proposicao 2.1. Seja f : R” — R convexa e propria. Entdo, df : R» — Z(R") é um

operador monoétono.

Demonstrag¢ao. Sejam x,y € R" e & € df(x),y € 0f(y). Pela defini¢ao de subdiferencial,

f(m) > f(z) + (z,m —x) Ym € R" (2.1)

fo) = fy)+{y,p—y) vpeR" (2.2)
Em particular y = m e x = p e substituindo em e[2.2) obtém-se
fy) =2 fl@) +{zy—x)e f(x) = fly) + (T2 —y) (2.3)

Da soma das duas desigualdades em resulta

Isto é,

Portanto, 0f é um operador mondtono. [ |

Agora damos um exemplo chave que liga as definigoes de subdiferencial de uma

funcao convexa com operadores ponto-conjunto.

Definig¢ao 2.3. [[9], pag. 3] Considere g : R" — R definida por

1
g(z) = 5l
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A aplicacao dualidade J : R* — Z(R") é o subdiferencial dg de g.
Observacgao 2.2. (ver [[9], pag. 3]) Afirma-se que:

1) para todo z € R" valem que
J(z) = {z" € R"; (z,2") = [lz||* = [|2"]*}; (2.4)
1 .
Se f() = £ - |1 entdo
Of (x) = J(z) = {z" € R" : {z,2") = [|=* = ||="||*}

Vamos mostrar inclusao de conjuntos. Primeiramente vamos provar J(z) C df(x).

Seja x* € J(z) entao (z,x*) = ||x||* = ||=*||2. Dado y € R™, temos

<y - [L’,l‘*> = <y,$*> - <ZE,JI*>

= (y,2*) — [|z]?
Assim,
< [y, 27)|
< llyllll=*|
= (HyHQ)% : (Hx*HQ)%,pela desigualdade de Young
1 1, .
< Syl + gl
Lo 1o
= S lyll" + 5 ll]
Logo,
« g _ Ly 1
- .a) + ol < ol + Ll

Isso implica

1 1
(y—2.2%) < 5P = 5l

Portanto, z* € 0f(z).

Agora, vamos mostrar df(z) C J(z). Seja x* € df(x) entdo

1 1
(x*,y — ) < =|ly|* - §HxH2 para todo y € R". (2.5)
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Considerando y = = + az, onde a € R e z € R" em [2.5] temos

. 1 |
afe',2) < L+ 0zl - Ll 26)
donde,
1 1
e’ 2} < 5 (al? + 2(o.2) + @2l ) = Flel?
1 2 2
= L (el + 2 02)
1 2 2
< 2 (a2l + 2l ol 2)
isto é,
. 1
ate’ 3} < 5 (el + 2llal=) 27)

(oz2||z\|2 + 2a||x||||z||) Dividindo por «, temos

N —

Se a > 0 em [2.7|entao a{x*, z) <

(.2) < 5 (alllP + 2121120
Fazendo o« — 07, temos
(%, z) < lz||||z]| ¥ = € R". (2.8)
Por outro lado,

Se a <0 ementéo alzr*, z) <

. 1
2) < 5 (alelP = 2021

(OzQHzH2 — 204“3?””2”) Dividindo por «, temos

N =

Fazendo o« — 07, temos

(x*,2) > —||z||||z]| V z € R™. (2.9)
De e segue-se
[(«", 2)| < |lfl][2]| V = € R™. (2.10)

Assim, para z = z, tem-se
(2", )] < [l (2.11)
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Por outro lado, para z = x*

= [l2*[* < [ll]|="]l

= [l (=" = ll=[]) <0
& [l = =l <0
& [l2*] < [l«| (2.12)

Fazendo z = x em [2.6] temos

<2a<x,m) + 042Hx||2)

N —

. 1 1
ate’ ) < 3 (Jlo+ al = 3ol =

1
= allz|* + 5o’||=]

1
= aHxH2<1 + 504)

~allel?(*57) (213)

+2

e

\)

Para a < 0 em [2.13| entao a(z*, z) < oz||x||2<

o) 2 el (25)

). Dividindo por «, temos

Q

Fazendo, « — 07, temos
(", ) > |||

De temos
l* < (2", 2) < (2", 2)| < |||

Entao,
lz|* = (=", z) (2.14)

Isso significa que,

l2[* = (=", z) < [l="[[[l]

= llell(lell — la*])) < 0
= Jlef| — fla*]| <0
= Jle] < fla”| (2.15)

De[2.12]e segue que, [|lz]| = [|z*[| e, de[2.14}temos [|2*||* = (z*, z).
Logo, z* € J(x). Portanto df(x) = J(x).
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Além disso, note que

lz — 2" || = ll2]* — 2(2, 2") + [|2"*
= [l2"]|* = 2f}2"||* + [|="||*
= —[l2"[* + l2"1*

=0

Isso implica, ||z —2*|| =0 = =z = z*.

Definigao 2.4. [[6], p. 122] Seja T : R* — Z(R") um operador ponto-conjunto. 1" é
estritamente monotono se, e somente se (u — v,x — y) > 0 para todo z,y € R" tal que
x # vy, todo u € T(x), e todo v € T(y).

Definicao 2.5. [[7], p. 299] Seja T' : R" — Z(R™) um Operador Mondtono Maxi-
mal(OMM) quando néo existe um outro operador monétono 7" tal que o Graf(7") esteja

propriamente contido no Graf(7”), ou seja, 7' ¢ OMM se
i) T é mon6tono;
ii) Para todo 7" mondétono tal que T'(x) C T"(x) pata todo z, vale que T'=T".

Exemplo 2.11. Seja o operador identidade I : R — Z(R) que é mondtono (ver Exemplo
). A seguir, sera verificado que este operador também é maximal. Para tal, seja o
operador I definido por

{z}, sex £

{z,2}, sex ==

I(z) =
onde # € R é qualquer e & # Z. Nota-se que Graf(I) C Graf(I), entretanto, ser4 mostrado
que I é ndo monoétono. Sejam z,7 € R tais que £ > 2 > 0, © € 1:(33) er € 1:(32’) Assim,
tem-se

(x—2) - (x—%) <O.
Logo, o operador I & ndo monoétono. Portanto, o operador I ¢ monétono maximal.

Exemplo 2.12. Seja o operador A : R — £ (R) monétono definido no Exemplo Em

seguida, sera verificado que A é maximal. Para tal, seja o operador A definido por

A(r) = {ax}, sex £

{az,0}, sex =2 >0

Nota-se que Graf(A) € Graf(A), entretanto, sera mostrado que A é nio monétono. Sejam

z,T € R tais que Z >z >0, aT € A(:E) el e fl(i;) Assim, tem-se

(x — ) (ax —0) < 0.
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Exemplo 2.13. Seja o operador B : R — Z?(R) monotono definido no Exemplo [2.10]

Em seguida, sera verificado que B ¢ maximal. Para tal, seja o operador B definido por

Bz — B(z), ser #X
{B(z),2'}, sex==x,2#2

Nota-se que Graf(B) C Graf(B), entretanto, sera mostrado que B é nado monétono.

Sejam z, 7 € Rtaisquex > >0,z+1¢€ B(iﬁ) ex' € B(;E) Vamos mostrar que
(x—z) - (z+1-2")<0.
De fato, tome 2’ > 2,1 > x >z > 0. Temos que,

1>2>0=0>2—-1>-1=2x—-1<0

r>x>0=x—x2>0

Assim, (z+1—2') < (x+1—-2)=2—-1<0. Logo, (r+1—2") <0.

Logo, B nao é mono6tono. Portanto, B ¢ mon6tono maximal.

As proposigoes abaixo abordam propriedades importantes a respeito da teoria de

operadores monoétonos maximais.

Proposigao 2.2. ([[6], Cap. 4, pag. 126] Convexidade de Operadores Mono6tonos
Maximais). Se 7' : R" — P(R") é monotono maximal, entdo 7'(z) ¢ convexo para todo
r € R"™

Demonstragao. Ver Corolario 4.2.6 em [[6], pag. 126]. |

Proposigao 2.3. [[12], pag. 9] Se yx — ¥, zx — z, T é monotono maximal e y, € T'(z),
entdo y € T(z).

Demonstracao. Defina 7" : R" — Z(R") como

T(z), sez#Z

T'(z) = ) ) )
T(Z)U{y}, sez=7z2

Afirmamos que 7" é monotono.

Vamos mostrar que para quaisquer z,z" € R,y € T'(z) e para todo y' € T'(2') vale

(y—y,z—2)>0 (2.16)
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Pela definicao de 7" e T sendo mondétono, basta verificar que vale paray = 3,2 = Z.

Por hipotese, temos {yx} € T'(2x) e pela monotonicidade de 7', temos
(Yy—yr,z—2z) > 0Vz e R" Vy € T'(2),Vk € N. (2.17)
Tomando o limite em quando (k — +00),

lim (y —yg, 2 — 2z) > 0Vz € R, Vy € T'(z).

k—4o0

Pela continuidade de (-, ), segue-se

(y— lm yg,z— lim z) >0Vz e R",Vy € T(z).
k—+o0

k——+o0

Assim,
(y—7,2—2) > 0Vz e R",Vy € T(2).

Logo, 7" ¢ um operador mono6tono. Como T'(z) C T'(z),Vx € R™, e por hipotese T' é
monoétono maximal, concluimos que 7' = T”. Em particular, T'(z) = T'(z) = T'(2) U
{y}, isto é, § € T(Z). Portanto, todo operador mon6tono maximal 7" é uma aplicagao

fechada. [ |

Para completude das propriedades do operador subdiferencial, vamos enunciar o

proximo resultado, a fim de usé-lo para aplicagoes posteriores.

Teorema 2.1. (/[21], Cap. 7, pig. 110] Mazimalidade do Subdiferencial da f). Seja
f R = R uma funcio convexa, propria e s.c.i.. FEntdo, Of € um operador mondtono

mazimal.
Demonstragao. A prova pode ser encontrada em [21], pag. 110. [ |

Proposigao 2.4. Se R" é reflexivo e T : R — Z(R") é monétono maximal entdao 7!

¢ também mondtono maximal.
Demonstragao. Ver Proposigao 4.2.7 em |[[6], pag. 127]. [ |
Outro resultado bastante ttil sobre operadores monétonos maximais é o seguinte:

Corolario 2.1. ( [[17], pag. 532|) Seja A : R* — Z(R") um operador monétono e
B : R" — Z(R") um operador monoétono maximal com a funcdo Fitzpatrick ¢p de
valor finito. Se A é mondtono maximal entdo Im(A 4+ B) = R". Reciprocamente, se B ¢é

ponto-ponto e estritamente monétono e Im(A + B) = R” entdo A é mon6tono maximal.
Demonstragao. Ver |[17], pag. 532]. |

Observe que em seu enunciado esse resultado envolve a nocao de fungao Fitzpatrick

associada a um operador, o que serve de motivacao para a nossa proxima secao
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2.2 Funcao Fitzpatrick

A fungao Fitzpatrick foi introduzida por Simon Fitzpatrick em [8], no ano de 1988,
com o objetivo de representar convexamente o subdiferencial de uma fungao convexa e
propria.

Em 2001, esta bifungao foi utilizada por Martinez-Legaz e Théra em [19] com o fim

de identificar e classificar um operador mon6tono maximal.

Defini¢ao 2.6. [[9], pag. 3] Seja T : R* — Z(R™) um operador ponto-conjunto tal que
D(T) # (). A funcao Fitzpatrick do operador T denotada por 7 : R x R — R é dada
por

x,x¥) = (x,z%) — inf r—y,x =y 2.18
er(z, ") = (z,z%) (yﬂ*)eGraﬁTﬁ y y") (2.18)

Reescrevendo (2.18]), seré obtida outra expressao equivalente, também muito pre-
sente na literatura,

x, %) = {x,x") — inf r—y,xt—y*
prlet) = @)=l {le—ya— )

=— inf —(z, ")+ (x —y, " —y*
o (T =y y)}

= — inf —(x,x") —(y—x, 2" —y*
I =y y)}

= sup {{z, ") + (y —x, 2" —y")}
(y,y*)eGraf(T)

= sup  {{=.2") +{y.2") — (v, y") — (@, 2") + (z,y")}
(y,y*)eGraf(T)

=  sup  {(y, ")+ (z,y") — (v,y")}
(y,y*)eGraf(T)

Logo,

or(r,z*) = sup  {(z,y") + (y,2") — (v, y")} (2.19)
(y,y*)€Graf(T)

Agora, veremos a fungao Fitzpatrick de alguns operadores como exemplos.

Exemplo 2.14. Seja a funcao f : R — R definida por f(z) = ax + b com a > 0. Vamos

calcular a funcao Fitzpatrick desta fungao. De fato,

r, ) =x- 1" — inf x—y)- (5 —y").
oz, z7) (y’y*)eGmf(f)( y) - (2" —y")
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Assim, para (z,z*) € Graf(f), temos

or(r,2") =2 (ax +b) — ;2}2{@ —y)-(ax +b—(ay + )}
:ax2+bx—;I€1£{(£B—y) ca-(z—y)}
= az?® + bx — igﬂg{a‘ (z —y)*}

= az® + bz
Agora, para (z,2*) € (R x R)\Graf(f) implica que x e z* sdo quaisquer e fixos. Entao

prl@,a”) =z 2" — inf{(z—y) (2" = (ay + b))}

=z 2" —inf{(zr—y) (2" —ay—0

roat i {(r—y) - (27— ay — B)

=x-2" — 22" — inf{—avy — bx — yz* + ay® + yb}
yeR

= —inf{ay® + (b — 2* — ax)y — bx}
yeR
Como a > 0, precisamos encontrar o ponto de minimo da fung¢ao
g(y) = ay* + (b —2* —ax)y — bx

que é uma fungao de segundo grau na variavel y. Logo, o ponto de minimo é

—b+z*+ax
Xy =—m— 2.20
2a ( )

E substituindo (2.20]) na fun¢do para obter o valor minimo, temos

Y, = aX,? + X,(b— 2" — az) — bx
(—b+x*+a:c)2 —b+x* +ax

(b—2a" —ax)—bx

2a 2a
—b+z*+az\®  (=b+z* + azx)?
=a — — bz
2a 2a
_a(=b+ 2" +ax)® — 2a(—b+ z* + ax)? — 4a’bx
B 4a?
_ —a(=b+ 2" + ax)® — 4a’bx
B 4a?

—(=b+2* + az)? — 4abx
4a
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Portanto, a funcao Fitzpatrick da fun¢do f(z) = ax + b, com a > 0 é dada por

: ) az® + bz, se (z,x*) € Graf(f)
oz, x*) = o ¥ 2

(=b+ =z +4aa:) +4abx’ e (z.2%) ¢ Graf(f).

a

Exemplo 2.15. Seja a func¢ao I : R — R definida por I(x) = x. Vamos calcular a fungao
Fitzpatrick da fungao identidade. Para (x,z*) € Graf(I), tem-se que

pilaa") = xx = inf{(@ —y)(r — )} = 2* — {0 )"}

= x2
Agora, seja (z,z*) € (R xR)\Graf(I) implica que (z,z*) sdo quaisquer, porém fixos.
Entao,
pr(z, ") = za” — inf{(z —y)(z" —y)}
yeR

= 2% — 22" — inf{(—zy — y2* +9°)}
yeR

:—f 2 *
inf{y” —y(z +27)}

Usando um raciocinio analogo ao exemplo anterior, calculando X, obtém-se,

T+ x*

Xy
2

(2.21)

Substituindo (2.21)) em Y,, temos

_ (xzx*>2_<x+x*). (xzx*)

(x+2%)* (4 2*)?

4 2
(x + 2%)?
4

Portanto, a funcao Fitzpatrick da func¢ao identidade f(z) = x é dada por

z? se (z,x*) € Graf(I)

0r(7, %) = < (4 4L 2*)2
%, se (z,x*) ¢ Graf([).

Apresentaremos, agora, um Teorema que caracteriza a funcao Fitzpatrick de um

operador monétono maximal.
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Teorema 2.2. [[§], pag. 62] Seja T' : R* — Z(R") um operador mondtono maximal.

Entao, as seguintes afirmacoes sao satisfeitas:
(1) pr(z,2*) = (x,x*) se, e somente se, (z,2*) € Graf(T);
(2) pr(z,2*) > (x,z*), para todo (z,z*) € R" x R™.

Demonstragao. (1). Suponha pp(z,2*) = (x,2*). Assim, de (2.18]), implica que

r, %) —(r,x") = — inf r—y,xt—y*
er(z,z*) — (z,27) (yﬁy*)eGmf(Tﬁ y y)

Por hipotese,

r,x") — (z,x%) = — inf r—uy,xt—y*
(,2%) — (z,27) (y,y*)eerafm( y y)

Assim,

inf r—y, " —yH) =0
(y,y*)eGraf(T)< y Y >

Da definigao de infimo,

r—y, " —y") > inf x—y,x"—yH)=0 2.22
(x —y y') (y7y*)eGraf(T)< y y') (2.22)

Pela maximalidade de T, segue-se de (2.22)) que (z,z*) € Graf(T).

Reciprocamente, supondo (x,z*) € Graf(T) e usando a monotonicidade de 7" temos

(@, 27) 2 (y,2") + (2,y") = (v, ")

De modo que,

(x,a:*> Z sup (y,x*} + <l’, y*> - <y7y*>
(y,y*)eGraf(T)

Implica que,
or(z,x*) < (z,z7). (2.23)

Por outro lado, pela definicao de Fitzpatrick,

inf r—y,x" —y*) = (z,2") — pr(z, "
(y,y*)eGraf(T)< Y y) = ) — r( )

Pela defini¢cao de infimo, temos
(r,2%) —pr(z,2") < (@ —y, 2" —y"),V (y,y") € Graf(T). (2.24)

Assim,
(x,2") —(x —y, 2" —y*) < or(z,2"),V (y,y") € Graf(T).
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Em particular, (y,y*) = (z,2*) € Graf(T), temos que (x —y,z* —y*) = 0. De (2.24), vem
or(z,x*) > (z,x"). (2.25)

De (2.23) e (2.29)) segue que

or(z, %) = (z,x").

(2). Suponha que (z,z*) € (R™ x R")\Graf(T). Da maximalidade de T', segue-se que

(x —y, 2" —y*) <0V (y,y*) € Graf(T), o que implica inf (x—y, " —y") <O0.
(y,y*)€Graf(T)
Desta forma,

— inf x—y, " —y*) > 0.
(y,y*)EGraf(T)< y Y >

Logo, x, %) = {(xr,x*) — inf r—uy,x" —y") > (r,z"). Isto é,
go, pr(z, ") = (z,2%) s Grafm( y y') = (z,27)
or(z,z*) > (z,2") para todo (z,z") € (R" x R")\Graf(T). (2.26)

Dessa maneira, da afirmagao (1) e de (2.26)), segue-se que pr(x,z*) > (x,z*) para todo
(x,2*) € R* x R™. |

Proposigao 2.5. [[§], pag. 61] Seja T : R" — R um operador mono6tono. Se D(T') # 0,

entao pr é uma funcao convexa, propria e s.c.i..

Demonstracao. Consideremos a definicao da funcao Fitzpatrick dada em , segue que
o produto de dualidade (-, -) é convexo, pois é uma aplicagao bilinear no R". Assim, pela
Proposicao , segue-se que @ é uma fun¢do convexa. Continuando, para (y,y*) €
Graf(T) qualquer e fixo, a aplicagdo (-,-) é continua no R"™ o que implica que é s.c.i..
Desta forma, pela Proposicao , tem-se que @7 é s.c.i. Como o D(T) # 0, segue-se da
afirmagao (1) do Teorema que a funcao @7 é propria. [

Definicao 2.7. [[9], pag. 3] A translagao 7(y,.:)(T) : R" — Z(R") de T' é o operador
definido por
Taoa) (1) (@) = T(x + x0) — a3, (2.27)

com (zg,zf) € R" x R™.

Observacao 2.3. A monotonicidade e a monotonicidade maximal sao preservadas pela
translagao. Observe que, 7, .z) (1) ¢ mondtono.

Sejam z,y € R", 2% € T(3y02)(T)(2), ¥ € T(ag,az)(T)(y). Temos que

" € Tapay)(T)(2) & 2" € T(x + 30) — 25 & T2’ € T(x + 20); 2" = 2’ — a7

Y€ Taoa)(T)(y) &y €T(y+a0) —25 < 3y €T(y+x0);y" =y — 5
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Como T é mondtono, temos

(x —y,x" —y")y = (v — — x5 —y+xg)

x— 29+ T — Yy, 7" — )

{
=(z -y, 2’ —y)
=
=(x+x0— (y+mz0),2 —y') >0

Logo, T(zg,z) (1) ¢ mondtono.
Afirmamos que 7(z, ) (T") ¢ mondétono maximal.
De fato, suponha que nao, entao existe 77 : R" — Z(R") tal que 7" é mono6tono e

existe z € R” tal que
T'(2) D Twoa) (1) (@) = T(z + x9) — 15 & T'(2) + x5 DT (2 + x0)

Entao definindo 7" (z+x0) = T"(2) + X§ D T(z+x0), 0 que ¢ um absurdo, pois contraria o

fato de T" ser um operador monétono maximal. Portanto, 7(s, . (7T") € mon6tono maximal.

Além disso, vale a seguinte expressao para a funcao Fitzpatrick da translacao de T
Priag a0 (8, 27) = @r(x + @0, 27 + 25) — [(, 25) + (w0, 27) + (20, 77)] (2.28)

De fato, por defini¢io, T(z.s)(T)(z) = T(z + x9) — x5. Isso significa que, para
y* € T(y+ xo) — xf temos que existe y' € T(y + x¢) tal que y* =y — x
Da defini¢ao de fungao Fitzpatrick, temos

pr(x + @0, 7" + x5) = (& + 2o, 2" + 1) — (z,z*)iergraf(T)<x 0= T g~ 2)

Assim,
. r, %) = (r,x") — inf r—yxt—y"
Prapap@TT) =BT = aliranyay© YT Y
=(z,2") — inf (x—y, 2" —y +x
( ) y,eT(y+x0)< Y Y o)
= (z,2") — inf (x+x0— 20— Y, 2* +Th— )
y' €T (y+zo)
:<x+x0,x*+x8>— inf <x+x0—(aco+y),x*+${§—y'>—
y' €T (y+m0)

— (@, 25) + (w0, 27) + (20, )]
= QDT("L‘ + o, 2" + x(’;) - [(:L‘,?L’é) + <I0, :L‘*> + <‘T07 JZS)]

Verificamos que [2.28] é satisfeita.

Para finalizar este capitulo nés apresentamos um resultado tedrico que é bastante
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util para resolver problemas de zeros de operadores.

Teorema 2.3. [[9], pag. 6] Seja A : R" — Z(R") um operador monétono e B : R" —
Z(R™) um operador monétono maximal e tal que pp ¢ de valor finito. Considere as

seguintes afirmacoes:
1) A é mon6tono maximal.
2) Para cada x € R", vale que Im(A + B(- — z)) = R™.

3) Para cada x € R", existe 2’ € R" tal que

0 € A(z") + B(2' — z).

Entao as seguintes implica¢oes sao verdadeiras:1) = 2) = 3).

Demonstragao. 1) = 2) Definindo T" := B(- — ). Afirmamos que 7_, 0B = B(- — ).
De fato, de 7(z,,2)(T)(2) definido em , temos

T(wo,w6)<T)(Z) T(z+ xo) — xg
T(xo,xa)(B)(z) = B(Z + xo) — :L‘O
T—20)(B)(2) = B(z — z) —

(

z =)

Logo, T(—z0B = B(- — x). Entdo, temos que 7' é um operador mondtono, pois B ¢é
monotono maximal, portanto, mon6tono e pela relacao temos que o é de valor
finito. Pela primeira parte do Corolario , obtemos que, para cada = € R", vale Im(A +
B(-—x)) =R".

2) = 3) Por hipotese, temos

m(A+ B(-—z)) = | (A(z) + B(z — 2))

z€R™?

=R"

Assim, 0 € R", o que implica 0 € U )+ B(z — x)). Entao existe ' € R"™ tal que
z€R"™

0e€ A(2') + B(2' — x).
|

Observacao 2.4. Se, além disso no resultado acima o operador B for ponto-ponto e
estritamente mondtono, entao essas afirmagoes serao equivalentes. Para a prova dessa

afirmagao ver [9.
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Observacgao 2.5. A implica¢do 3) = 1) nao se aplica em geral, se o operador B nao ¢

ponto-ponto. Por exemplo, considere os operadores A e B definidos em R por

{1}, sex>0 {x+1}, sex>0
Axz) =4 {0}, sex=0 B(x) = ¢{-1,1}, sez=0.
{_1}7 sexr <0 {.I — 1}, sex <0

Entao A é monétono, mas nao é monotono maximal, B é mondtono maximal e es-
tritamente monotono, com ¢p de valor finito. Para ver isso basta mostrar que, para
dado (z,2*) € R? vale que inf(, ,ecratm)(x — y)(2* — y*) > —oo. Para isso, basta ter
infycry\ (o1 (z — y)(2* + 5 —y) > —o0, para s € {—1,1}. Este tltimo é verdadeiro, ja que
temos o infimo de uma funcao quadrética em y com coeficiente lider positivo. Portanto,
wp € de valor finito.

Pra todo x € R definimos ' = x. Temos que a afirmacao 3) é valida ja que B(0) =
[—1,1] enquanto A(x) ¢ um dos conjuntos {—1},{0} e {1}. No entanto, a afirmagao 1)
nao ¢é valida.

A partir desse momento, vamos mostrar uma aplicacao do Teorema [2.3| usando as
propriedades do subdiferencial de uma funcao convexa, propria e s.c.i.. Para tanto vamos
considerar no Teorema [2.3| os seguintes operadores: A =0f, B = 3dg, onde f,g: R" - R
sao funcoes convexas, proprias e s.c.i’s. com gy, finito. Além disso, A = Jf é um operador

mondtono maximal implicando que para 0 € R™ vale que
Im(0f + 0g(- —0)) =R"
0 que por sua vez implica que para 0 € R", 3 2/ € R" tal que
0€df(x)+dg(x' —0)=0f(z") + dg(z')
Como 0 € 0f(2') + 0g(«') = 3 2z € Of(2') e —z € Og(«’) que significa
fly) = f@') + (zy —2), Yy eR" (2:29)
g(w) > g(x') + (—z,w — ), Vw e R™ (2.30)
Tomando y € R” em e e somando, teremos

(f+9)y) > (f+9)(),VyeR,

ou seja, ' € o minimizador da funcao f + ¢ : R — R.



Capitulo 3
Bifuncoes

Neste capitulo dissertamos sobre as conexoes entre operadores e bifung¢oes monéto-
nas. Também apresentamos a monotonicidade maximal cléssica de bifuncoes via operado-
res (ver [10]). Ainda neste capitulo, seguindo as mesmas ideias desenvolvidas por Nicolas
Hadjisavvas, Flavia Morgana O. Jacinto e Juan Enrique Martinez-Legaz em [9], definimos
bifun¢ao mondétona maximal. Finalizamos o capitulo apresentando uma caracterizacao de

operadores monotonos maximais a partir de bifun¢oes mondtonas maximais, e vice-versa.

3.1 Monotonicidade de Bifuncoes

Nesta se¢ao, seguimos as mesmas ideias desenvolvidas por Nicolas Hadjisavvas, Fla-
via Morgana O. Jacinto e Juan Enrique Martinez-Legaz em [9] para definir bifuncao
monotona.

A partir desta se¢do, passamos a considerar a notacdo R = RU{—00, 0o} = [~00, o0].
Em que +00:-0=—00-0=0, 400+ (+00) = 400, —00 + (—00) = —0 e + 00+ a =
+00,—00 + @ = —oo ¥V a € R. Evitaremos —oo + (+00) e + 00 + (—00).

Definigdo 3.1. [[9], pag. 3] Uma aplicacio F : R" x R — R é uma Bifungdo se para

cada (z,y) € R" x R" associa um tinico elemento em R.
Exemplo 3.1. Listamos alguns exemplos interessantes de bifungoes abaixo:
a. F:RxR =R, F(z,y) = 2%+ v>;
b. F:RxR =R, F(z,y) = —2%
c. F:R"xR" >R, F(z,y) = %Hy — o|l%
d. F:R"xR" =R, F(z,y) = f(y) — f(z), onde f:R" = R;

e. F:R"xR" =R, F(z,y) = sup {(z —y,2)}, em que T(z) = R".
z€T (x)

49
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Definigdo 3.2. [[9], pag. 3] O dominio da bifuncio F : R* x R" — R ¢ dado por
dom(F) :={zx e R";Vy e R" F(x,y) > —c0}.

Observacgao 3.1. Os dominios das bifungdes nos exemplos 3.1.a. e 3.1.b € R e nos
exemplos 3.1.c., 3.1.d., 3.1.e. é 0o R™.
Definicao 3.3. [[9], pdg. 3] Seja F' : R” x R® — R uma bifuncdo. Diremos que F é
chamada Bifun¢ao Monotona(BM) se, e somente se

F(I7y) S —F(y,l’), vx7y€]Rn' (31)
Observacao 3.1. Para todo z,y € dom(F), a expressao (3.1) implica que F(x,y) +
F(y,z) <0.
Exemplo 3.2. Seja F': R" x R” — R dada por F(z,y) = —22. Veremos que a bifuncdo
F' é mondétona. De fato,

F(z,y) + F(y,z) = —2° —y*> = — (2> +y*) <0, V (z,y) € R* x R™,

Exemplo 3.3. Seja F': R" xR" — R dada por F(z,y) = f(z)—f(y), em que f : R* — R.

Veremos que a bifungao F' é monoétona. De fato,

F(z,y) + F(y,x) = f(z) — f(y) + (f(y) — f(2))
=0, V(z,y) € R" x R".

Observagao 3.2. Observamos que o exemplo [3.3| vale para qualquer funcao f : R* — R.

Exemplo 3.4. Seja F': R" x R" — R definida por F(z,y) = —(||z|| + |ly]|). A seguir,

veremos que a bifun¢ao F' é mondtona. De fato,

F(z,y) + F(y,x) = =(llzll + llyl) = (lyll + l=1)
= —llzll = llyll = llyll = ll=|
= =2[|z][ = 2[ly]l
= =2([l=ll + 1lyll) < 0, ¥ (2,y) € R" x R™.

Exemplo 3.5. Seja F' : R" xR" — R definida por F(z,y) = —elITIWl A seguir, veremos

que a bifuncao F' é monoétona. De fato,

F(z,y)+ F(y,x) = _ellzl+lyl _ i+l

— _ellzliFlyll _ ollzli+lyll

= —2¢llelHvll < 0, ¥ (,9) € R™ x R™.
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Exemplo 3.6. A bifuncio F : R® x R" — R dada por F(z,y) = ||y —2||* ndo é monétona

pois,

F(z,y) + F(y,z) = |ly — =* + [l -y
=2lly—=|* >0,V (z,y) ERxR.

A proxima definicao vai associar uma bifungéao a um operador ponto-conjunto para
mais tarde vincular a monotonicidade desta bifun¢ao a monotonicidade deste operador.
Defini¢ao 3.4. [[9], pag.4] Dada qualquer bifungdo F' : R" x R"™ — R, pode-se definir o
operador A" : R" — Z2(R") por

Af(z) = {o* e R" : {y —x,2*) < F(x,y),Vy € R"}.

Exemplo 3.7. Seja F: R x R — R definida por F(x,y) = y?> — 2% Da definicao de A,
temos que avaliar a seguinte desigualdade (y — x) - 2* < y? — 22 para todo y € R. Dali,

temos os seguintes casos possiveis:
i) Se x < y entdo y —x > 0 o que implica z* < y + z;
ii) Se x >y entdo y — x < 0 o que implica z* > y + z;

Dos itens i) e ii) concluimos que z* = y + x. E usando a terceira possibilidade que é para
y = z obtemos que z* = 2z. Logo, Al'(z) = {2z}, Vz € R.

Exemplo 3.8. Seja G : R x R — R dada por G(x,y) = 2x(y — x). Da definicio de AY,
temos que avaliar a seguinte desigualdade (y — z) - * < 2z(y — x) para todo y € R. Dali,

temos os seguintes casos possiveis:
i) Se z < y entdo y —x > 0 o que implica z* < 2z;
il) Se z > y entdao y — x < 0 o que implica z* > 2z;
Dos itens i) e ii) temos que 2* = 2z. De onde concluimos que A% (x) = {2z}.

A seguir, obtemos a primeira relacao tedrica entre bifungoes e operadores envolvendo

seus respectivos dominios efetivos.

Observagao 3.3. Temos D(AT) C dom(F). De fato,

r € D(AY) = {z e R™; A" (z) # 0}
s{rreR"(y—z,2") < F(z,y),VyeR"} #0
s {Jdz" e R (y—x,2%) < F(z,y),Vy € R"}
& F(z,y) > —o0,Vy € R".

&z € dom(F).
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Portanto, D(AT) C dom(F) C R" x R".

No contexto de bifungoes quando se fixa uma das coordenadas obtemos uma expres-
sao geral e interessante quando a bifuncao zera na diagonal do R™ x R".

Fixar uma entrada significa considerar a seguinte notacio: F(z,-): R" — R.

Lema 3.1. Seja I : R x R* — R uma bifun¢io. Se F(x,x) = 0 para todo x € R", entdo
A (x) = OF (z,)(x) (o subdiferencial da fun¢io F(z,-) no ponto x).

Demonstra¢iao. Como F(x,z) = 0, temos
¥ € AF(z) & (y —x,2%) < F(x,y),Vy € R".

y )
e (y—x,2%) + F(z,z) < F(z,y),Vy € R™.
& a*t € 0F (x,-)(x).

Lema 3.2. Para qualquer bifuncao F, vale que A¥(z) é um conjunto convexo fechado

para todo x € R™.
Demonstragao. Inicialmente, vamos mostrar que A (x) é convexo.
Sejam x*,y* € AF(z). De fato, para todo a € [0, 1],

aly —x,y") < aF(x,y),VyeR" (3.3)
Fazendo a soma de (3.2)) e (3.3)), resulta-se
(y—z,(1-a)r” +ay’) < F(z,y),Vy eR"

Assim, (1 — a)z* + ay* € A" (z) para todo « € [0, 1].
Portanto, o conjunto A (x) é convexo.
Agora, vamos mostrar que A (x) é fechado. Seja uma sequéncia {¢*} C A (x) conver-
gente, tal que {¢*} — 2% € R™.
Com efeito,
(y — 2,6 < F(z,9),Vy cR"eVkcN. (3.4)

Tomando o limite em (3.4)) com (k — +00), obtém-se

lim <y—x,§k>§kliril F(r,y)VyeR"eVEkeN.
—400

k—+o00

O que implica,

<y—x, lim §k> < Flx,y)VyeR"eVkeN.
k——+o00
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Por hipotese, lim &¥ = z*. Logo,
k—+o0
<y - .73,1‘*) < F(ﬂc,y),Vy c R".

Assim, z* € Af'(z).
Portanto, A" (z) é fechado para todo x € R". |

3.2 Resultados Principais

Considerando as propriedades obtidas no Lema [3.2] é natural introduzirmos os se-
guintes conjuntos, que serao utilizados a partir desta etapa do trabalho.

- ¢ (R") := {C* CR": C* é um conjunto convexo fechado}

-OR"):={T:R" - Z(R"): T(x) € €(R"),Vz € R"}

A partir de agora vamos mostrar que a monotonicidade de bifungoes implica na

monotonicidade de operadores.
Proposicao 3.1. Se F/: R"” x R” — R ¢ BM, entdao A" : R" — Z2(R") ¢ OM.

Demonstragao. Ora, por hipotese, temos que F' é bifun¢ao monodtona entao F(x,y) +
F(y,r) <0. Sejam z,y € R" e z* € A (x), y* € AT (y), por defini¢ao de A" (z),

(y—a,2%) < Flz,y) e (z —y,y") < Fly,z). (3.5)
Da soma das desigualdades em (3.5, resulta-se
(y =, 2%) + (@ —y,y") < Flz,y) + Fly,2).

E da hipoétese, resulta-se

Usando as propriedades de produto interno, vem

Portanto, A¥(z) é um operador monétono. [ |

Observagao 3.4. A reciproca do que foi analisado na Proposi¢ao[3.1|nao é verdade, como

pode ser visto pelo exemplo a seguir.
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Exemplo 3.9. Defina I : R" xR" — R por F(z,y) = ||y —x||?>. Entao F nao ¢ monétona

e é facil mostrar que A" = 0, entdo ¢ mondtono. De fato,

F(z,y) + F(y,2) = ly — =" + |l= — yI*
= llz—yI* + = — yI”
=2z —y|*>0Vax#yecR"

Agora vamos mostrar que A" = 0. Com efeito,
Al(z) = {z" € R" (y —a,2") < |ly — 2|,V y € R"}.
Seja z* € R™ qualquer e fixo, por definicao, temos

(y —x,2%) < ||y — z|? para todo y € R™.

= (y—uz,2") — (y —x,y —x) <0 para todo y € R".
= (y—=z,2"—(y—x)) <0.
=

(z,2" — z) <0 para todo z € R".

1
Supondo z* # 0, tome z = 5:6*, entao

1,1, _1< N <0
Zx,2x —4x,x <

1 2
= —||z"[|* < 0.

Absurdo, pois ||z*]|* > 0 para todo z* € R™. Logo, ||z*|]| = 0 para todo = € R".
Portanto, A" = 0.

Isso leva a outros exemplos, tomando a soma da bifuncao acima com outra bifungao

monodtona. Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 3.10. Se T": R® — R™ é mondétono, operador linear limitado, entao a bifuncao

G(z,y) = (Tz,y — x) + ||T|||ly — z||* ndo é mondtona e A% =T.

Vamos mostrar que G(x,y) ndo é mondtona. De fato, usando as propriedades de

produto interno e de norma, resulta

G(z,y) + Gly,2) = (Tz,y — 2) + | Tlllly — 2l + (Ty, 2 — y) + | Tll|lx — ylI*
= —(Tz,2 —y) + Ty — 2> + (Ty,z —y) + T[]z — y|
=Ty —Tz,z —y) + 2Ty — =/
= —(Tz —Ty,x —y) + 2||T|ly — z|* (%)
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Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz em (%) e, pelas hipoteses sobre T', segue que

G(z,y) + Gy z) = =Ty — =I* + 2| Tlllly — I

=TIy — =||* > 0,V x # y em R™.

Logo, G(z,y) nao é monétona. Agora vamos mostrar que A% =T.

De fato, pela definicao de A%(z), temos
Substituindo a G(z,y), temos

(y—z,2%) < (Tw,y —2) + | Tllly — 2l* = (y —2,2") = (Tz,y —2) < | Ty — 2|
= (y —z,2" = Ta) < ||Tllly — |

Assim, se 2* = T'(y), entao

(y =2, Ty — Ta) < Ty — |

= (y—2,Ty—Ta) —|T||ly —z|* <0 (%)
Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz em (%) e, pelas hipoteses sobre T, segue que

(y—2,T(y—2) - (Ty—Ta,y—2) <0=(y—2,T(y—2) —(y—z,Ty—Tz) <0

=0<0
Portanto, A = T.
A partir de agora, dado um operador vamos associar a uma bifun¢ao.
Definicao 3.5. [[9], pag. 4] Seja T': R™ — Z(R") um operador com D(T') # (). Assim

podemos associar a Bifuncao Gr : R® x R” — R definida por

Gr(z,y):=  sup (y—uxz,z").
(z,2*)eGraf(T)
Exemplo 3.11. Seja o operador 7' : R — R dado por T'(z) = ax+b com a > 0. A seguir,

seré estudada a bifuncao G do operador T'. De fato,

Gr(z,y)= sup (y—x)-a"
(z,x*)eGraf(T)
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Assim, para * = T'(z) = ax + b, temos

Gr(z,y)= sup (y—z) 2"
(z,x*)eGraf(T)

= sup{(y — =) - (az + b)}

z€R

= sup{yax + yb — az® — bz}
zeR

= sup{—az® + z(ya — b) + yb}
zeR

= maﬂg{—an + z(ya — b) + yb}
TE

Como a < 0, precisamos encontrar o ponto de maximo da funcgao
g(z) = —az® + x(ya — b) + yb

que ¢ uma funcao de segundo grau na variavel x. Logo, o ponto de minimo é

_ya—1b
2

X, (3.6)

Substituindo [3.6] na funcao para obter o valor de maximo, temos

Y, = —aX,? + X,(ya — b) + yb

_a(re by (et (ya — b) + b
- 2a 2a ya Y

2 2
ya —b ya —b
:—a( o )+( Za)+yb

—a(ya — b)? + 2a(ya — b)* + 4a’yb
4a?
_a(ya —b)* + 4a’yb
B 4a?
_ yPa® + 2ayb + b
B da

Portanto, a bifuncao G do operador T é

2.2 2
y“a® + 2yab+0b

Observagao 3.5. Como consequéncia da Defini¢ao [3.5] temos

0.

i) Gr(z,y) = —o0 se, e somente se T(z)
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De fato, como T'(x) = ) implica que nao existe z* € T'(x). Assim,
Gr(z,y)=  sup (y—z,27)

(z,x*)eGraf(T)

&  sup 0
(z,xz*)eGraf(T)

& —ooVy e R
ii) D(T) = dom(Gr). De fato,

x € D(T)={x e R";T(x) # 0}

= Gr(z,y) = sup (y —x,2") > (y — x,x") para todo y € R"™.
(z,x*)eGraf(T)

= Gr(z,y) > —oo para todo y € R™.
=z € dom(Gr).

Reciprocamente,

z € dom(Gr) = {x € R"; Gr(x,y) > —oo, para todo y € R"}

= sup  (y —x,z") > —oc para todo y € R".
(z,x*)eGraf(T)

= [ > —oo para todo y € R".
=3Jz*eT(x) & T(x)#0.
Logo, z € D(T).

Abaixo mostramos que se o operador T' é monotono entao a bifungao associada Gr

também é monoétona.
Proposicao 3.2. Se T : R* — Z(R") é OM entdo Gz : R” x R®" = R é BM.

Demonstra¢ao. Como T é operador mondtono entao para todo z,y € R" e 2* € T'(z) e
y* € T(y), vale

(x —y, " —y*) > 0.

Assim, para todo x,y € R™ quaisquer e fixos, temos

(=1)

(—y,2%) —(z—y,y") =
<y—l’,$*>+<l’—y,y*> S

Aplicando o sup em z* € T'(x) na tultima desigualdade, temos

Sul? )<y —z,2") + (x—y,y") <0, Yy € T(y) (3.7)
x*eT (x
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e, aplicando sup em y* € T'(y) em temos

sup (y —z,2") + sup (r—y,y") <0
z*eT(z) y*€T(y)

Logo, Gr(x,y) + Gr(y,z) <0V z,y € R". Portanto, Gy é uma BM. [

Observacao 3.6. Notamos que para operadores distintos podemos encontrar bifuncoes
associadas pela Definicao [3.5| iguais. E analogamente, dadas duas bifuncoes distintas
também podemos obter operadores associados pela Definicao[3.4]iguais. De fato, considere

os seguintes exemplos:
i) Sejam os operadores T': R — Z(R) dado por T'(z) =z e S : R — Z(R) dado por
S(z) = {x, g} Temos que T' # S, porém G = Gg. De fato,

Gr(z,y)=  sup (y—=)-2" =sup{(y — =) -2} = max{—a® + yz}
(z,x*)eGraf(T) z€ER zeR

Precisamos encontrar o ponto de maximo da func¢ao
g(a) = —a* +yz
que é uma funcgao de segundo grau na variavel x. Logo, o ponto de maximo é
x, =7 (3.8)
2
E substituindo [3.8| na fun¢ao para obter o valor de maximo, temos

2 2 2
sz—Xv%va:‘(%) T

Logo,
2

Gr(z,y) = ?JZ para todo (z,y) € R x R.

Calculando Gg.

Gs(z,y) = sup  {(y—=z) 2"}
(z,x*)eGraf(S)

zsup{(y—x)%(y—x)'z}

zeR 2

1
o .2 (A2
mzea]%{ x +y:v,2( x —l—yx)}
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Usando as mesmas ideias que foram aplicadas no exemplo anterior, temos que

v P Y
Gs(z,y) = max {Z’ g} = para todo (z,y) € R x R.

Logo, Gr(z,y) = Gs(z,y). Portanto, Gr = Gs.

ii) Sejam as bifungoes M : R x R — R dada por M(z,y) =y* — 2> e G:RxR =R
dada por G(x,y) = 2z(y — z). Temos que M # G e dos Exemplos [3.7] e [3.8| temos
AM(z) = 22 = A%(z). Portanto, AM = AC.

Observando os exemplos acima temos que: no caso i) dois operadores distintos
foram associados & mesma bifun¢do enquanto que no caso ii) duas bifungoes distintas
foram associadas ao mesmo operador.

Logo, se consideramos as aplicacoes
IjFé(;T (S FWF%14F

elas nao seriam bije¢oes. Porém, se restringirmos seus dominios e imagens, elas se tornam
bijecoes como veremos. Mas, primeiro relembramos algumas notagoes e introduzimos ou-

tras:

- ¢ (R") := {C* CR": C* é um conjunto convexo fechado}

-OR") :={T:R" - Z(R") : T(z) € €(R"),Vx € R"}

- 0,n(R") :={T € O(R™) : T é mono6tono}

- R :={s:R* - R:s= —o0,0u s(0) =0e s ésemicontinua inferior, convexa e
positivamente homogénea}

- BR") ={F:R"xR" - R: F(z,z +-) € .#R"),Vz € R"}

- Bn(R") :={F € #,: F ¢ monbtona}

Notemos que esses sao conjuntos especiais ou do R™ ou de operadores ponto-conjunto
ou de bifungoes. Note que para toda fungao s € .(R"), ou s = —oo ou s(z) > —oo para

todo x € R", isto é s é propria.

Observacgao 3.7. Para cada C* € ¥(R"), tem-se que a sua fungao suporte é:

oo (") = 64 (2") = sup{(z,2") },Va* € R".
zeC*
Verificaremos que oo« € .7 (R").
De fato, se C* = () entao do- = +oo que implica ¢ = —oo. Se C* # () entao

S (1) = supgeo- = {(z,€)}. Temos que o¢+(0) = supgec-{(0,£)} = 0.
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Como o produto interno (-,-) é convexo e ¢é s.c.i. pela observagao temos que

{petecor, pe(x) = (2,£) € uma familia de fungdes convexas e s.c.i.. Desta forma, pela

Proposigao [1.7]

oc(z) = sup(x, &) = sup ge¢(x)
ceC* ceC+

é convexa e s.c.i.. E, além disso,
oc+(Ar) = sup (Az, §)
cec

= Sup )\<l’, 5)
el

= Asup(z,§)
£eCx

= )\O’C* (:IZ')

Donde, ¢+ € positiva homogénea.

O diagrama abaixo ilustra a bijecao da aplicacao C* — oo+ que mostraremos em

seguida.

Observacao 3.8. Mostraremos que a aplicacao

v:E€R") — S (R")
C* — y(C*) = og¢» = 06,

assim definida é uma bijecao, cuja inversa é a aplicagao

U S (R") — G(R")

s+— U(s)

definida por

U(s) = {z*: (z,2") < s(x),Vx € R"}.

Afirma-se que ¥(d5.) = C*, V C* € € (R").

(3.9)
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Seja x* € U(65.). Entao,

rt € V(o) ={z" € R": (z,2") < fu(2¥),Vx € R"}
={z" e R": (z,2") < sup (z,2") — dc=(z"),Vx € R"}

z*€Rn
={z" eR": (z,2") < sug (x,x"), Vo € R"}
z*eC
Logo, z* € C*.
Seja z* € C*. Entao, dc-(2*) = 0.
Isso implica que sup,.cpn{(z, 2*) —dc= (%)} = supgece-{(z, ")} = 65 (z*) > (z,2%)
Assim, 2% € W(05).
Portanto,
U(o5e) =C*, ¥V C* € €R") (3.10)

Afirma-se que oy, = s, V s € S (R").
De fato, para todo x € R", temos

w(s)(€) = sup {{z,27) = du(y(z)}

z*eR”
= sup {(z,z%)}
z* €WV (s)
= s(z) (3.11)
Portanto, de e B.11] valem
U(y(C*) =V(of) =V(65.) =C*, VC* € €(R") (3.12)
e
Y(W(s)) = 0y = s Vs €L (R"). (3.13)

E assim, v ¢ bijegao. Esta bijecao satisfaz 7~ (—o0) = ¥(—o0) = 0.

Observagao 3.9. Para cada T' € O(R"™) tem-se

Gr(z,z+-) = sup (%) =7
z* €T (x)

Entao, Gy € %B,(R").
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De fato,
Gr(z,x+a)=  sup (r+a—uz,2")
(z,x*)eGraf(T)

= sup {(a,x")
z*€T (x)

= 67 (a) (3.14)

Logo, Gr € A4(R").
Reciprocamente, para toda F € %,(R"), temos que A" € O(R").

De fato, para toda F' € Z,(R") entao OF(x,-)(x) ¢ um conjunto fechado e convexo.
Assim, OF (z,-) € O(R"), como A" = OF(x,-) € O(R"), temos que, A" € O(R").

Observacgao 3.10. Note que,
Af(z)={2* e R": (y — 2,2%) < F(x,9),Vy € R"}
Fazendo d = y — x e usando a definigdo de ¥ dada em [3.9] temos

Af(z) ={2* e R": (d,2*) < F(z,r +d),V d € R"}
=V(F(z,z+")). (3.15)

Observe abaixo no diagrama a bijecao entre operadores e bifun¢oes que provaremos

no proximo resultado.

Além disso, temos que a restri¢do no conjunto &,,(R™) é uma bijecao entre &,,(R") e

PBn(R™). Observe no diagrama baixo:

Om(R™) 2 B (R")

T 1

Om(R™)
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Teorema 3.1. |[9], pag. 5| Para todo T' € O(R"), temos AT = T. Além disso, para
todo F' € A,(R"), temos G4 = F. Consequentemente, a aplica¢ao

OR") 5T w— Gr € B(R")
¢ uma bijecao, cuja inversa é a aplicagao
B, > F s AY € OR").

A restri¢ao desta aplicagao em 0,,(R") é uma bije¢ao entre 0,,(R™) e 4,,(R").

Demonstragdo. Seja x* € A9T(z). Entao (y — z,2*) < Gr(x,y) para todo y € R™
Fazendo d =y — z,

=(d,z*) < Gr(z,z + d) para todo y € R".
=(d,z") < s(d) para todo d € R".

Assim,

€ V(Gr(z,z+-)) (3.16)

Da definigao,
Gr(z,z+d)= sup (v +d—z,2")
z*€T(x)

= sup (d,x")
z*eT(x)

Substituindo em temos
r* € AT (z) = 1" € (07 (1) = T(x).

Seja 2" € T'(z). Entao, 2* € ¥(d7(,)(+)). Desse modo, z* € ¥(Gr(z,z +)).
Assim, (-, 2*) < Gp(z,z + -). Fazendo y = x + -, temos,

(y —z,2%) < Gr(x,y),Vy € R™

Logo, x* € A%T(z). Portanto, AT =T.
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Similarmente,

Gar(z,x+-)= sup (-, z%), def3.14
z*€AF ()

= 52F($)(), de
- 5$(F(x,x+.))7 de

=F(z,z+")

Para verificar que T'—— G é uma bijecao, definimos

w: OR") — B,(R")
T+— w(T) = GT

p: Bs(R") — OR")
F— p(F) = A"

¢ a inversa de w dada. Mostraremos que se w o p = Idg ) € pow = Idgwrn) entao w &
uma bijecao. De fato,
W(p(F)) = w(A") = Gar = F

p(w(T)) = p(Gr) = A% =T

Das Proposicoes e e como provamos que w é uma bijecdo entdao a restricio ao
conjunto @,,(R™) também é bijegao. [

A seguir, vemos um resultado que liga bifun¢ao monoétona maximal e bifuncao mo-

nétona maximal pontual.

3.2.1 Monotonicidade Maximal de Bifuncoes

Nesta subsecao, analisamos a ligacao entre uma classe de operadores mondtonos

maximais e uma classe de bifun¢gdoes monétonas maximais.

Definigao 3.6. [[9], pig. 5] Uma bifun¢io monétona F : R x R® — R & dita ser uma

Bifungao Moné6tona Maximal(BMM) se o operador A" é monétono maximal.

Exemplo 3.12. Seja a funcdo F : R" x R” — R definida por F(z,y) = f(y) — f(z), em

que f: R"™ — R é convexa. Como foi visto no Exemplo (3.3 F' € mondtona. A seguir, sera
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verificado que esta bifun¢ao também é monoétona maximal. De fato, seja

Af(2) = {2 € R": (y — x,2%) < F(z,y),Vy € R"}
={z" eR": (y—z,2") < f(y) — f(z),Vy € R"}
= 0f(x)
¢ o subdiferencial da f, que ¢ mon6tono maximal. Logo, A¥(x) é monétono maximal.
Portanto, F' é monétona maximal.
Nem toda bifung¢ao monoétona é monétona maximal. Veremos no seguinte exemplo.

Exemplo 3.13. Seja F: RxR — R dada por F(z,y) = —2z2. Como foi visto no exemplo
F & monotona. Vamos mostrar que F' ndo é BMM. Para tanto vamos calcular o

AT (x) e mostrar que ele nato OMM. De fato, temos que
Af(z) ={2" e R": (y —2)a* < —2*,Vy € R}.

Sey#x, paray <z =y —x <0, temos

Paray > x =y — 2z > 0, temos

2

Assim, z* = , para y # x. Além disso, para y = x, tem-se

que vale somente se x = 0. Do contrério, 0 > 22, o que ¢ um absurdo. Assim,

0, sex=20

Af(z) =
0, sex+#0

Vamos mostrar que A”(z) ndo é monétono maximal. De fato, definimos

Al (x), sex=0

A (z) =
{0,0}, sex#0

Assim, AF(z) = 0 é monotono. Logo, A”(x) ndo é monotono maximal. Portanto, F' nao

¢ bifuncao monétona maximal.
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Também introduzimos outra definicao, em uma classe mais restrita de bifuncoes:

Definicao 3.7. [[9], pag. 5] Seja F' € %,,(R"™). Dizemos que F' ¢ uma Bifungao Mon6-
tona Maximal Pontual(BMMP) se F' ¢ maximal pontual em %,,(R"), isto ¢,

VH € %,,(R"),F <H=F=H

O teorema seguinte mostra a relacao entre a monotonicidade maximal usual de uma

bifuncao e a monotonicidade maximal pontual.

Teorema 3.2. [[9], pag. 6] Seja F' € %,,(R"). Entao F' é uma BMM se, e somente se,
F é uma BMMP.

Demonstragao. Seja F' € A,(R™) uma BMM. Suponha que H € %,,(R") satisfaz F' <
H. E como F € %,,(R"), temos

Af(z) ={2" e R": (y —z,2%) < F(z,y) Yy € R"} € 0,,,(R") e

A(x) ={2* € R": (y —x,2%) < H(x,y) Yy € R"} € 0,,(R").

Da hipétese de que F' < H, isso implica que para todo x* € Af(x), vale
(y—z,2") < F(z,y) < H(z,y) Vy € R™
O que implica z* € A# (). Pela arbitrariedade de z, vale
AF(z) € A" (z) para todo 2 € R™.

Como AP ¢ um operador monétono maximal, A¥ = A”. Do Teorema [3.1] isto implica
que
F:GAF:GAH:H.

Portanto, F' = H ¢ F' ¢ BMMP.
Reciprocamente, seja F' € %,,(R™) uma BMMP. Seja T' uma extensao mondtona
maximal de AY. Entao, A" (x) C T'(x) para todo € R". Assim,

Gar(z,y) = sup (y—z,2%) < sup (y—x,z") = Gp(z,y) Yo,y € R™.
z*€AF (z) z*€T(x)
Logo, Gar < Gy. Como F € B,(R"), pelo Teorema 3.1 F = G 4r, logo, FF < Gy. Como
F é uma BMMP e T é mondétono maximal, assim, G é monétono, logo G € %,,(R™).
Logo, F = Gp. Assim, A" = A7 = T pelo Teorema Dai A ¢ monétono maximal.
Portanto, F' é uma BMM.
|



67

3.2.2 Transformada de Fitzpatrick

Nesta segao, vemos que a Transformada de Fitzpatrick é definida como a conjugada
de uma bifuncao e os principais resultados que ligam Transformada de Fitzpatrick de uma

bifun¢ao com a funcao Fitzpatrick dado um operador.

Definigao 3.8. [[9], pag. 6] Dada qualquer bifungao F', sua Transformada de Fitzpa-
trick é definida como a funcdo @ : R” x R® — R dada por

Pp(z,27) = (=F(-2))"(z7) = sup{(y, z") + F(y,z)}.

yER™

Exemplo 3.14. Seja F' : R x R — R dada por F(z,y) = —2?, a sua Transformada de
Fitzpatrick.

O (z,0%) = sup{ya” + F(y,2)}
yeR

= sup{yz* — y*}
yeR

= —? y 1
max{~y" + ya'} (3.17)

Seja g(y) = —y* + ya*, derivando temos ¢'(y) = —2y + z* = 0 implicando que y = %
Substituindo em teremos

Prie) = r?&?{ - (%)2 - <%>x}

_ 1
Exemplo 3.15. Seja F': R"xR™ — R dada por F(z,y) = §Hy—$H2, a sua Transformada
de Fitzpatrick.

Pp(z,2*) = sup{{y,2*) + F(y,z)}

yER™

:am{ —m—xw}
yeR”™

emna-a)

= sup

yeR”?

. 1

:mm{@m>+4MW—@ywwwmﬂ

e 2 2

2 * 1 2
= gllell+ sup { " = )+ 511} (3.18)
yeR”
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Como z* e x sao fixos e y € R”, segue de que
Qp(z,z") = +o0.

Proposicao 3.3. Se T' é qualquer operador, entao @¢, = @7.

Demonstracao. De fato,

(PGT(:L‘,.Z‘*> = Sup{<y,x*> + GT(%‘T)}

yeR”™

= sup{(y,z") + sup {(x —y,y")}
yER® y*€T(y)

= sup  {(y,2") +{z—y,y")}
(y,y*)€eGraf(T)

Proposigao 3.4. Se F € #B,(R"™), entao &p = par ja que F = G yr.

Demonstracao. De fato,

Pp(z,2") = sup{(y,x*) + F(y,x)}, por hipotese F' = G 4r
yeR”?

= sup{(y,z*) + G4r(y, )}, por defini¢do de G 4r

yeR”
= sup{(y,z") + sup (r—y,y")},pela Proposi¢do|3.3
yeRrn y*€AF (y)

= sup {{y,z*) + (x — y,y")}, pelas propriedades de produto interno
(y,y*)€Graf(AF)

= sup  {(z,y") + (y,2") — (y,y") }, pela definigao de Fitzpatrick
(y,y*)eGraf(AF)

= pur(x,x")



Consideracoes Finais

Ter optado pelo R", para o ambiente de trabalho, foi fundamental para a elaboragao
dos exemplos.

Determinamos a funcao Fitzpatrick de alguns operadores monétonos maximais a
partir da definicdo, o que nao sao comumente encontrado na literatura. Bem como,
apresentamos algumas provas de resultado tedricos importantes que nao aparecem na
literatura.

Observou-se que os operadores ponto-conjunto e a funcao Fitzpatrick foram funda-
mentais para o desenvolvimento da teoria de bifun¢goes mondtonas maximais.

Destacamos a bijecao obtida entre a classe especial de bifun¢gdes mondtonas e de

operadores mondtonos.
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