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Resumo

Neste trabalho consideramos o fluxo de um fluido viscoso, incompressivel e nao-homogéneo,
isto ¢, com densidade varidvel, descrito pelas equagoes de Navier-Stokes nao homogéneas.
O teorema principal tem como objetivo determinar as solugoes u (velocidade), p (den-
sidade) e p (pressao). Tal demonstragao sera abordada em trés etapas: construgao de

solugoes aproximadas, prova de compacidade e convergéncia para a solugao.

Palavras-chave: Equacao de Navier-Stokes, métodos de ponto fixo e aplicagoes, exis-

téncia, solucao fraca.



Abstract

In this work we consider the flow of a viscous, incompressible and nonhomogeneous
fluid, that is, with variable density, described by the nonhomogeneous Navier-Stokes equa-
tions. The main theorem aims to determine the solutions u (velocity), p (density) e p
(pressure). Such a demonstration will be covered in three steps: construction of approxi-

mate solutions, compactness proof and convergence to the solution.

Key-words: Navier-Stokes Equation, fixed point and application methods, existence,

weak solution.
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Introducao

Deduzidas de forma independente por Claude Louis Marie Henri Navier (1785 - 1836) e
Sir George. G. Stokes (1819 - 1903), as equagoes de Navier-Stokes ¢ um grupo de equagoes
diferenciais parciais nao lineares de segunda ordem, que descrevem o escoamento de fluidos
incompressiveis. Nessa dissertacao dedicaremos o estudo de tais equagoes para o fluxo
de um fluido (liquido) viscoso e nao-homogéneo, que ocupa um dominio Q C R3 com

fronteira I' ao longo do intervalo de tempo [0, T, descrito por

0

dp
E-FV-(pu)—O
V-u=0,

com condi¢ao de fronteira
u=0 sobre I'x]0,T|
e condicao inicial
p(0) = po, (pu)(0) = pouo.

Um modelo reduzido é obtido eliminando a pressao. Mas precisamente, a equacao (E[)

junto com a condic¢ao inicial podem ser substituidas pela seguinte equacao variacional

0
/ (—pua—f —pu®u-Vo+uVu-Vo—pf- w) dxdt = / potto - p(0)dz,
Q Q

Ve CH0,T); (H}(Q)®) talque V-9=0 e o(T)=0.

(%)

Uma solugao p,u de () foi obtida por Antonzev e Kajikov [I] e por Kajikov [10], consi-
derando ug € H, py € L*(2) e supondo que py tem limite inferior > 0. Tal resultado foi
estendido por Simon [I8] sem restrigdo sobre py.

A existéncia local, isto é, para T = T, onde T, > 0 depende do dado, de uma solugao

mais regular deste modelo reduzido obtida por Kim [12], para wug, f e £ mais regulares.



Em todas esses trabalhos, a t-continuidade de u, ou de pu, nao foi provada; portanto
a condi¢ao inicial em pu incluida na equacao variacional era satisfeita em sentido mais
fraco.

Antonzev e Kajikov [I], Lions[I4] e Simon [I§] supordao que f € L?*(0,T; H). Suas
provas também se tornam validas para f € L*(0,T;(L?(2))3), isto ¢, eles ndo exigem
que f tenha divergente nulo. Aqui, assumimos que f € L'(0,7;(L*(Q2))?) ao invés de
L?*(0,T; H) e nao exigimos que po tem um limite inferior positivo.

O objetivo principal desse trabalho é mostrar o Teorema 4.4} o qual tem como finali-
dade encontrar as solugoes fraca para o modelo de Navier-Stokes descrito acima. Isto é,
determinar a velocidade u = (uy, us, us), a densidade p e a pressao p, retirando a condigao

inicial estabelecida sobre pu, a qual serd substituida pela condicao inicial fraca

([ o ve) © = [ oo v,

para uma determinada classe de fungoes teste v. A integral acima é t-continua para cada
v, apesar de pu nao necessariamente ser t-continua.

Com intuito de obter o resultado principal, essa dissertagao esta organizada da seguinte
forma:

No Capitulo [I} estabelecemos alguns resultados preliminares, que serao utilizados nos
capitulos posteriores. Iniciaremos a primeira se¢ao deste capitulo com uma breve descri¢ao
da teoria de Medida e Integracao. Na segunda secao, definimos o espaco L e listamos
algumas de suas principais propriedades, bem como alguns resultados de convergéncias
fraca e fraca x, compacidade fraca em L' e aplicacoes de convergéncias fracas e fortes.

No Capitulo 2 apresentamos alguns teoremas do ponto fixo, a saber os Teoremas do
ponto fixo de Banach, Brouwer, Schauder e Schaeffer. Tais resultados serao utilizados
para mostrar os Teoremas de Picard-Lindel6f e Cauchy-Peano, cuja finalidade é garantir
a existéncia e unicidades de soluc¢oes aproximadas. Na Secao |1.3], introduzimos os espacos
de Sobolev e elencamos suas principais propriedades. E, na tltima se¢ao, daremos algumas
aplicagoes na analise nao-linear.

No Capitulo [3] utilizaremos o Teorema do Transporte, na formulagao das leis bésicas
da dindmica dos fluidos, dadas pelas equacoes da conservacao de massa e movimento,
Equagoes de Euler e Equacoes de Navier-Stokes.

O Capitulo 4 tem por finalidade mostrar o teorema principal, cuja prova encontra-se
em [I7]. Com esse propoésito iniciaremos tal capitulo considerando o conjunto ¥ dos
campos vetoriais com divergéncia nula, com suporte compacto, com intuito de definir
os seguintes espagos fundamentais: V' o fecho de ¥ em (H}(Q2))® e H o fecho de ¥
em (L*(Q))%. Esses dois espagos sao de Hilbert, equipados com os produtos escalares
induzidos respectivamente por (H}(Q))? e (L?(Q2))?, em seguida daremos alguns resultados

utilizados na demonstracao do teorema, cuja prova sera obtida em trés etapas: construcao



de solucoes aproximadas, prova de compacidade e convergéncia para a solucgao.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, admitiremos alguns conceitos basicos da teoria de analise funcional bem
como as defini¢oes de espagos de Banach e Hilbert. Tais assuntos podem ser encontrados
nos livros [5], Bl 16]. O capitulo tem como objetivo central caracterizar os tipos de con-
vergéncias fraca e fraca x definidos nos espacos LP. Comecaremos com algumas defini¢oes

e resultados da teoria de medida.

1.1 Breve Descricao da Teoria de Medida

1.1.1 Espacgo Mensuravel

Nessa secao introduziremos defini¢oes e propriedades basicas da teoria de medida. As

demonstragoes e resultados aqui omitidos poderao ser encontrados em [2]

Definicao 1.1. Uma o-dlgebra no conjunto 2 é uma familia % de subconjuntos de §2 que

satisfaz as sequintes propriedades:
(1) 0,2 eX.
(II) Se A € X, entio A® :==Q — AeX.

(III) Se A, € ¥ para todo n € N, entao |J A, € 2.

n=1

Sendo assim, o par (Q2,%) € chamado espago mensurdvel.
Exemplo 1.1. Fizado um conjunto X, as familias abaixo sao o-dlgebras sobre X.
(a) o conjunto das partes P(X) de X e {0, X}.

(b) A interse¢io de qualquer familia de o-dlgebras sobre X.



Definigao 1.2. A o-dlgebra de Borel Bg de um espag¢o métrico ou topologico €2 € a o-
dlgebra gerada pelos conjuntos abertos em € (ou, equivalentemente, pelos fechados em ().
Os conjuntos pertencentes a Bq sao chamados conjuntos de Borel de €) ou, simplesmente,
borelianos de €.

Exemplo 1.2. Seja X = R. A o-dlgebra de Borel B ¢ a o-dlgebra de R gerada pelos

intervalos abertos, que também pode ser gerada pelos intervalos fechados.

1.1.2 Funcgoes Mensuraveis

Definigao 1.3. Seja (2, %) um espago mensurdvel e R = RU{oc} a reta estendida. Uma
fungio f : (Q,%) — R, é X-mensurdvel ou simplesmente mensurdveis se, para cada
a € R o conjunto {x € Q; f(x) > a} estd em X. Denotamos por M(2,%) o espago das

fungoes mensurdveis.

Observagao 1.1. Na defini¢io de funcao mensurdvel poderiamos utilizar qualquer um

dos conjuntos abaizo:
(i) {z € Q; f(z) > a},
(i1) {x € Q; f(z) < a},

(iii) {x € Q; f(z) < a}.

Observagao 1.2. Sejam f, g fungoes em M(Q,3) e ¢ € R. Entdo as fungoes f +

g, cf, f-g el|f| sao mensurdveis.

O Lema a seguir vai garantir que se uma sequéncia de fungdes mensuréaveis converge

pontualmente para uma funcao f, entao f é mensurével.

Lema 1.1. Seja (f,,) uma sequéncia de fung¢oes em M(Q,Y). Entao as fungoes definidas

abaizo sio mensurdveis.

(1) f(x) = infpen fu(z),

(1) f(x) = sup,en fu(),
(IT1) f*(x) = liminfpen fo(2),

(1V) F*(z) = limsup,,cy fu(2).



1.1.3 Medida

Dado um espago mensuravel (€2,3), vamos considerar as fungdes definidas sobre ¥ e

que assumem R, tais fungoes, com certas propriedades, serao chamadas medidas.

Definicao 1.4. Uma medida no espaco mensurdvel (0, %) € uma funcgio = ¥ — R que

satisfaz as sequintes condicoes:

(1) u(0) =0.

(II) Se (A,)2, € uma sequéncia de conjuntos disjuntos dois a dois de ¥, entao
M( U An) = ZM(An)
n=1 n=1

A medida p € dita finita se u(Q) < oo, € dita o-finita se existem conjuntos (A,)2, € 3
tais que Q = |J A, e p(A,) < oo para todo n. O termo (2,3, 1) € chamado espago de

) n=1
medida.

Exemplo 1.3 (Medida da Contagem). Dado espago de medida (X, %, ) onde ¥ = P(X).
A medida da contagem p: P(X) — R € dada por

0o, se E tem infinitos elementos,
n(E) =

n, se I/ tem n elementos.

Exemplo 1.4 (Medida de Dirac). Seja Q # 0 um conjunto qualquer, e tome 3 := P(1Q).
Fizado um ponto zg € ), definimos a medida de Dirac ., : P(€2) — [0, +00) por:

1, sexg € I,

5500(E) =
0, sexg ¢ E.

Definigao 1.5. Uma medida de Borel é uma medida definida sobre uma o-dlgebra de
Borel.

Definicao 1.6. Sejam p uma medida de Borel e E um boreliano de Bg. Entao
(a) w € regular exterior em E se pu(E) = inf{u(O); O D E e O € aberto}.
(b) v € reqular interior em E  se u(E) = sup{u(K); F D K e K é compacto}.

Definicao 1.7. Uma medida de Radon é uma medida de Borel que satisfaz o item (b) da
Defini¢cao e, além disso, € finita sobre todos os conjuntos compactos (cf. Definition
R3 em [19]).

Notagao 1.1. Denotaremos por M(2) o espago das medidas de Radon.
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1.1.4 Funcoes Integraveis

As demonstragoes omitidas aqui podem ser encontradas em [2].

Definigao 1.8. Seja f : X — R, a parte positiva f* e a parte negativa f~ de [ sdao
definidas por

[ () = max{0, f(2)};
S~ (x) = min{0, f(x)}.

Definicao 1.9. O conjunto L = L(), %, u) das fungdes integrdaveis em €2 com respeito
a medida |1 consiste no conjunto de todas as fungoes mensurdveis [ tais que suas partes

positiva e negativa possuem integral finita, isto €,

L:L(Q,Z,u):{fEM(Q,Z);/f+du<ooe /f_d,u<oo}.

Se f € L entdo sua integral com respeito a medida p € definida por:

/fduz/ﬁdu—/fdu-

Se E € ¥, entao a integral de f sobre E € definida por:

/E fin= [ fwdn= [ fidn= [ redn

onde Xg € a funcao caracteristica do conjunto E € X..

Lema 1.2 (Lema de Fatou). Se (f,,) € uma sequéncia que pertence a M™*(2,X), entdo

/ lim inf f,dp < lim inf/fnd,u.
n—aoo

n——aoo
Onde M*(Q,%) € o conjunto das fun¢oes mensurdveis nao negativas.

Teorema 1.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (fn)nen € L uma

sequéncia de fungoes integrdveis tal que

(i) fu(x) — f(x) p-qtp x € (isté é, Vo € Q\ A, onde A € um subconjunto de

Q, tal que p(A) =0), em que f € uma fungao mensurdvel;

(i1) existe g € L tal que para todo n,

‘fn(‘r)‘ < g(iﬁ), o — qgt.px € Q



Entao [ € integrdvel e, além disso,

1.2 Os Espacos L?

1.2.1 Definicoes dos Espacos L”

Definigao 1.10. Definimos LP(S2, %, u), com 1 < p < 0o, 0 espago de Banach das fungoes

[ Q — R mensurdveis cuja poténcia |f|P € integrdavel em Q, munido com a norma

i
£l = (Jo [fIPdp)?, dsto ¢,
LP(, 3, pu) ={f: Q@ — R; fé mensurdvel e ||f]|, < oo}.

Para simplificar a notagao escreveremos LP({2) para denotar o espago LP(), 3, 1) sem-
pre que nao houver perigo de confusao.

No caso que p = 2, L*(Q) é um espago de Hilbert com o produto escalar

(f,9)r2 ) = /Qf(m)g(x)du.
Definigao 1.11. Para o caso p = oo definimos
L=(Q)={f:Q —R; f € mensurdvel e, ||f|lc < o0}

onde

I flloo == €8s SUp |f| == inf{C e R; u(f>C)=0}.

Definigao 1.12 (Fungao Localmente Integravel). Seja 1 < p < oo e Q um subconjunto
aberto de RN . Dizemos que f : Q@ — R € localmente integrdvel em LP(Q), se f for uma

fung¢ao mensurdvel tal que
/ |f(x)Pdu < 0o, ¥V K C Q compacto.
K

. . L »
Denotaremos o espagos das fungao localmente integrdveis em Q por LY . (£2).
Uma importante consequéncia do Teorema ¢ o seguinte coroléario abaixo.

Corolario 1.1. Dada f € C(R) tal que |f(t)] < a(l + |t|) onde a > 0, a aplicagio
u+— f(Q) € continua de L*(Q) para L*(Q).



1.2.2 O Dual de P

Definicao 1.13. Seja X um espaco vetorial normado. Dizemos que o funcional linear

¢ X — R € continuo, ou limitado, se:

[6]] = sup{[é(z)[; =[] =1} < oo.
Definicao 1.14. O espaco dual de X € o espaco vetorial normado dado por
X" ={¢p: X — R; ¢ linear e continuo}.

Notagao 1.2. Denotaremos por (L(Q2))* o dual do espago LP(€2).

1.2.3 Teorema da Representacao de Riesz para os espagos L

Enunciaremos abaixo o Teorema de Representagao de Riesz para espacos LP. Este
teorema sera de muita utilidade para encontrar uma condi¢ao necessaria e suficiente para

que uma sequéncia tenha convergéncia fraca nos espagos LP.

Notacgao 1.3. Seja 1 < p < oo; denotamos por p' o expoente conjugado de p, isto €,

Teorema 1.2 (Representagao de Riesz). Sejam 1 <p < oo e ¢ € (LP(Q))*. Entao existe

uma tinica fungdo u € L' (Q) tal que

(6. f) = /Quf du, Y f € LP(9).

Além disso, temos

ully = 1|9l ey

onde
1@/l (zr s = sup{[(¢, /)I; [1fllze) = 1}
Observagao 1.3. O Teorema[1.3 diz que cada funcional linear continuo em LP(S2), com

1 < p < o0, pode ser representado "concretamente” por uma integral. A aplicacdo ¢ —

u, sendo wma isometria linear sobrejetiva, nos permite identificar o (LP(Q))* com L¥' ().

Teorema 1.3. Seja ¢ € (L*(Q))*. Entao existe uma tnica fun¢ao u € L=(Q) tal que

(6, f) = /QUf du, V f e L),

Além disso, temos

ulloo = 1|0l (L1 ()"

9



Observagao 1.4. O Teorema afirma que todo funcional linear continuo sobre L'(Q)
pode ser representado por uma integral. A aplicacao ¢ — u, sendo uma isometria linear

sobrejetiva, nos permite identificar o (L*(2))* com L>®(Q).

1.2.4 Convergéncias Fraca e Fraca %

Esta subsecao esta baseada nas notas de aula de Karlsen em [IT].
Seja X um espago normado. Sabemos que se uma sequéncia x,, converge e p : X — R
é uma fungao continua, entdo a sequéncia p(x,) também é convergente. Definiremos
uma condigao mais fraca, exigimos que a convergéncia seja valida apenas para as fungoes

lineares e continuas.
Definicao 1.15. Seja X um espaco de Banach e X* seu espaco dual.

e Dizemos que uma sequéncia (u,), de elementos de X converge fracamente para u
em X, se para qualquer ¢ € X* temos

plun) = (pyun) — {p,u) = p(u).

n—

e Dizemos que uma sequéncia (), de elementos de X* converge fraco x para ¢ em

X*, se para qualquer u € X temos

en(u) = (pn,u) —> (p,u) = p(u).

n—o0

Assim, de acordo com o Teorema podemos considerar as Definigoes e [[.17]

abaixo.

Definicao 1.16. Seja Q um subconjunto de que RY, aberto e limitado e 1 < p < co. A

sequéncia {un,}n>1 C LP(2) converge fracamente para u € LP(Q), isto €,
u, —u em LP(Q)

se

/unvdu — /uvd,u Voue LP(Q).
Q Q

Definigao 1.17. Quando p = oo dizemos que a sequéncia {u,} C L>(Q2), converge

fracamente x para u € L*(2), e escrevemos
U, > u em L®(Q)

se
/unvdu — /uvdu Vv e LYQ).
Q Q

10



E facil mostrar que quando € é limitado
U, >u em L®(Q) = wu, ~u em LP(Q) com 1< p< oo.

Teorema 1.4 (Limitagao de Sequéncias Fracamente Convergentes). Sejam 1 < p < oo e

u, — u em LP(Q) (2 em L™®(Q) se p = oc0). Entdo, u, ¢ limitada em LP(Q) e

[l < Timinf ffun[],.
n—mao0
Sabemos que em espagos de dimensao infinita, a bola unitaria fechada nao é compacta,

o teorema abaixo garante que em LP a bola unitaria é compacta na topologia fraca.

Teorema 1.5 (Compacidade fraca e fraca x em LP). Sejam 1 < p < oo e uma sequéncia
uy, limitada em LP(SY). Entao existe uma subsequéncia u,, e uma fung¢iao uw € LP(Q2) tal
que

Up, —u em LP(Q).

k

Observagao 1.5. Se p = oo o resultado ainda se mantém substituindo — por = .

Observacao 1.6. Parap =1 o Teorema ¢ falso, pois L' nao é reflexivo, isto €, a
limitacdo de uma sequéncia em L' ndo € suficiente para garantir a evisténcia de uma
subsequéncia convergente. Nesse caso estabelecemos uma relagao entre L*()) e o espago

de medida de Radon M(SY), dada no sequinte teorema

Teorema 1.6. Seja ¢ um funcional linear continuo sobre C.(Q2). Entao existe uma medida

de Radon p sobre Q) tal que

o) = (u,v) = / vdu, YV ve ().
Q
Sendo assim podemos estabelecer a seguinte relagao.
LYQ) — (C(Q)) — M(Q)

u oy (V) = {py,v) = /uv du —/vduu, Ve ().
Q Q
Como consequéncia imediata do Teorema 1.6 podemos concluir

peM@)<—=Jec>0; [(pv)] < cllv|le YveC(Q).

Definicao 1.18.

I 1 [lmey=sup{{, v)|; v € Ce(Q), [[ v [loo <1}

11



O espago (M(Q),] . [[m@)) munido com a norma definida acima, ¢ um espago de

Banach e ¢ isometricamente isomorfo ao dual de (C.(€), || . [|z(@))-

Como consequéncia do teorema 1.6 podemos definir convergéncia fraca x no espago de
medida de Radon.

Definicao 1.19. Uma sequéncia p, € M(2) converge fracamente * para p € M(Q) e
escrevemos

fn = em M(Q)

Se

/vdun — /vdu Voue C.(Q).
Q Q

Teorema 1.7. Seja p, = p em M(Q). Entao limsup p,(K) < u(K) para cada conjunto
compacto K C Q, e p(O) < liminf u,(O) para cada conjunto aberto O C 2.

Teorema 1.8 (Compacidade Fraca em M(Q)). Seja {pntn>1 uma sequéncia limitada em

M(Q). Entao existe uma subsequéncia p,, e uma func¢io p € M() tal que

e S em M(Q)
Teorema 1.9 (Caracterizacao da Convergéncia Fraca em LP). Seja u, : & — R uma
sequéncia em LP(Q) eu € LP(Q), 1 < p < c0. Suponha que a sequéncia u,, € limitada em

LP(Q2). Entao as afirmagoes sequintes sao equivalentes:

1. u, = u em LP(Q), isto € [yuvdy — [quvdp Vv e LP(Q).
2. up 2u em M(Q), isto €, [yvdp, — [yvdp Vv € C(Q).
3. up, —u em D'(Q), istd €, (u,,v) — (u,v) Yo € C§°(Q).

4. Para qualquer conjunto de Borel E C Q, |E| > 0,
(un)g == 1/\E\/ Uup de — (Q)g = 1/|E| / u dz.
E E
5. Para qualquer cubo Q C Q, |Q| > 0,

(un)g = 1/Q /Q u dz — (@) == 1/|Q) /Q u da.

Apesar de simples, o proximo lema é muito tutil.
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Lema 1.3 (Produtos de sequéncias convergentes fraco e forte). Seja 1 < p < 00, u, :
Q — R uma sequéncia em LP(Q) e u € LP(QY). Seja v, : Q — R uma sequéncia em
LP(Q) ev e L¥(Q), s+ =1 Se

U, —~u em LP(Q),

/

v, — v em LP(Q),

entao

Upv, — uv em  L'(Q).

1.2.5 Compacidade Fraca em L!

Esta subse¢ao esta baseada nas notas de aula de Karlsen [I1]. Vamos agora nos voltar
para a questdo mais delicada da compacidade fraca em L'. Pelo Teorema vimos que
toda sequéncia de fungoes limitadas em LP(£2) possui uma subsequéncia que converge
fracamente em LP(Q)) para 1 < p < oo, também notamos na Observacao que esse
resultado nao ¢ valido para uma sequéncia limitada em L', pois L! nao é reflexivo. Isto
é, a limitacdo em L! nao é suficiente para garantir a existéncia de uma subsequéncia

fracamente convergente. Comecamos com uma definigao.

Definigao 1.20 (Equiintegrabilidade). Sejam Q € RN e U C LY(Q, 3, p) uma familia
de fungoes integrdveis. Dizemos que U € uma familia equiintegravel se as duas condigoes
a sequir forem satisfeitas:

1. Para qualquer ¢ > 0 existe um conjunto mensurdvel A com u(A) < oo tal que
/ lu| dp <e, Yuel.
Q\A

FEsta condigao é trivialmente satisfeita se p(§2) < oo, desde que, basta tomar A = ().

2. ¥ e>0, 3 >0 tal que para cada conjunto mensurdvel E com u(E) < 0 tem-se
/ lul dp <e, Yuel.
E

Temos trés formulagoes equivalentes da propriedade de equiintegrabilidade.
Lema 1.4. Seja Q CRY e U C LY(Q) uma familia de fungoes integrdveis.

1. Entao U € equiintegravél se, e somente se, para qualquer sequéncia de conjuntos

mensurdveis E, com p(E,) — 0 tem-se

lim sup/ |u| dp = 0.
En

n—aoQ =7
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2. Se u(Q) < oo, entio U € equiintegrdvel se, e somente se,

Uc {u € 1}(Q) :/\Il(\u])d:c < 1},
Q
para alguma funcgdao crescente W : [0,00) — [0, 00) satisfazendo

v ()

lim —* =
&E—00 5

3. Se u(Q) < oo el € limitado em L' (), entdo U € equiintegrdvel se, e somente se,

lim sup/ |u| dp = 0.
§7700 well J{Ju]>¢}

Como consequéncia do item 2., o seguinte exemplo ilustra como falar de equiintegrabi-
lidade no contexto das sequéncias. Sejam p(£2) < 0o e (uy)nen, uma sequéncia de fungoes
limitada em L!(Q), isto é,

/ |t |dp < C, ¥ 1.
Q

Uma condicao suficiente para que a sequéncia (u,),en Seja equiintegravel é que exista

uma constante C', independente de n, tal que

/ [un | dp < C,
Q

para algum 6 > 0.
O proximo teorema d& uma condigao necessaria e suficiente para a compacidade com

respeito a convergéncia fraca em L!.

Teorema 1.10. (Dunford-Pettis) Seja u, : @ — R uma sequéncia em L'(Q). Suponha
que:
1. a sequéncia u, € limitada em L'(Q), isto €, sup || u, |1 < oo.

2. a sequéncia u, € equiintegravel.

Entio existe uma subsequéncia de u, que converge fracamente em L'(S)). Reciprocamente,

se u, converge fracamente em L'(Q), entdo 1 e 2 valem.
O teorema a seguir é analogo ao Teorema considerando o caso que p = 1.

Teorema 1.11 (Caracterizacao de Convergéncia Fraca em L'). Sejam u, : @ — R uma
sequéncia em L'Y(Q) e w € L' (). Suponha que a sequéncia u, € limitada em L'(Q) e

equiintegravel. Entdao as afirmacgoes sequintes sao equivalentes:

14



1. u, —u em LY(Q).
2. U = u em M(Q).
3. u, — u em D'(Q).

4. Para qualquer conjunto de Borel E C Q, |E| > 0,

() = /E| Un dz — () p ::/ u dz.

|E|

1.2.6 Aplicagoes de Convergéncias Fraca e Forte

Concluimos a apresentagao da teoria de integral por varias aplicacoes das convergéncias

fracas e fortes, estudadas nos paragrafos anteriores.

Lema 1.5 (Vitali). Seja (u,) uma sequéncia em LP(2) com 1 < p < oo. Suponha que
(I).Ve>0 306>0 tal que [, |un|P <€ ¥ n eVACQ com u(A) <é.

(II). f, — f em quase todo Q.

Entao f € LP(Q) e f,, — f em LP(Q).

Lema 1.6 (Semicontinuidade Fraca de Fungoes Convexas). Se F': R — R € conveza e

u, — u em LY(Q), entdo

/ F(u)dr <lim inf/ F(uy,) dz.
Q Q

n—aoo

Se F:R — R ¢ concava e u,, — u em L'(Q), entdo

/ F(u)dx > lim sup/ F(uy,) dzx.
Q Q

n—aoQ

Estabeleceremos a seguir resultados mais profundos, mostrando que sob premissas
adicionais a convergéncia de uma sequéncia em P pode ser melhorada. O primeiro
resultado diz que a convergéncia em quase todo €2 ou em medida implica convergéncia fraca
se as normas sao uniformemente limitadas. Antes de listarmos tais resultados daremos a

seguinte defini¢ao.

Definigao 1.21. Uma sequéncia (u,,) de fungoes reais mensurdveis converge em medida

para uma fungao real mensurdvel u se

nli_r)noo,u({x € Qs luy(z) —u(x)| >€}) =0 Ve>D0.
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Teorema 1.12. Sejam 1 < p < o0 e (u,) uma sequéncia em LP(Q), convergindo em
quase todo 0 ou em medida para func¢ao mensurdvel u, com || u, ||, < C, V n. Entdo
u e LP(Q) e u, — u em LP(Q)).

O lema a seguir explora a convergéncia da norma em LP para obter uma convergéncia

forte a partir da convergéncia em quase todo (2.

Lema 1.7. Seja u, : 2 — R uma sequéncia em LP(Y), 1 < p < oco. Suponha que
1. u, — u q.t.p de Q,
2. ually—llull,

Entao
U, — u em LP(Q2).

Vamos agora olhar para um refinamento do Lema de Fatou [1.2

Teorema 1.13 (Brezis-Lieb). Sejam Q um subconjunto limitado de RN ep > 0. Se uma

sequéncia (u,) em LP(Q) tal que u, — u em quase todo Q. Entio u € LP(2) e

Jim (= = ull ) = uly-

Teorema 1.14 (Egoroff). Suponha que |Q)] < oo e que uma seqiiéncia de fungoes men-
surdveis u, : 2 — R converge para u q.t.p em . Entao ¥V € > 0 existe um conjunto

mensurdvel ). tal que |Q\Q.| < e e u, —> u uniformente em €)..

Teorema 1.15 (Radon-Riesz). Sejam 1 < p < oo, (u,) uma sequéncia em LP(§2) con-

vergindo fracamente para u € LP(Q) e || uy ||,—||u||,. Entdo

u, — u em LP(Q).

1.3 Espaco de Sobolev

Seja €2 € R™ um subconjunto aberto. Nesta se¢ao definiremos o espaco de Sobolev

WHP(Q) e daremos algumas propriedades elementares desse espaco.

1.3.1 Derivada Fraca

Notagao 1.4. Denotaremos por C*°(Q2) o conjunto das fun¢des infinitamente diferencid-

Veis.
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As fungoes trigonométricas, exponencias, polinomiais sao exemplos fung¢oes infinita-
mente diferenciaveis, porém tais fungoes com essa propriedade e que se anulam fora de

um conjunto compacto nao sao elementares.
Exemplo 1.5.
_ -1
el-le se |z| <1
0, selz|>1

fx) =

A fungao f € infinitamente diferencidvel em todo R e se anula fora do intervalo [0,1].

Sendo assim € conveniente introduzir o conceito de suporte de uma funcgao.

Definicao 1.22. O suporte da funcao f: 2 — R é dado por

supp(f) := {z € Q; f(z) # 0}.

A funcdo f € dita ter suporte compacto se seu suporte é compacto; para 2 C RN, o suporte

€ compacto se, e somente se, for limitado.

Notagao 1.5. Denotaremos por C°(§2) o conjunto das fungoes em C*(Q2) com suporte

compacto.

Definigao 1.23. . Dado um aberto @ C RN, uma fungdo u € Li,.(2) e um multi-indice

loc
1

a, dizemos que v € L,

(Q) € uma a-ésima derivada fraca de u se

/ u(x)D¢(x)dx = (—1) / v(x)p(z)dz, V ¢ € CF(N).
Q

Q

E escrevemos v = D*u. Denominamos uma funcao ¢ € C°(Q) de fungao teste.

1

Observacao 1.7. A a-ésima derivada fraca de uma fungao u € L,

(Q), quando existe,

€ unica a menos de um conjunto de medida nula.

1.3.2 Definicao do Espaco de Sobolev

Fixe 1 < p < o0 e seja k um inteiro nao negativo.

Definigao 1.24. O espaco de Sobolev W*P(Q) ¢ o espago de todas as fungoes u € LP(£2)
tais que para cada multi-indice o com || < k, D%u existe no sentido fraco e pertence a
LP(Q).

O espaco de Sobolev W*P(Q) ¢ um espaco normado com a sequinte norma:

lullwrny = Y 1D ulloo)-

laf<k
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Em particular, o espago de Sobolev WP(Q) € equipado com a mnorma
lullwre = [lul|r@) + [[Vul @)

Notacao 1.6.
(I) Se p=2, escrevemos H*(Q) = Wk2(Q);
(II) Denotamos por Wi™P(Q) o fecho de C°(Q) em WHP(Q);
(III) HE(Q) = WEP(Q) para p = 2;
(IV) W (Q) = LP(Q).

1.3.3 Propriedades

Teorema 1.16. Sejam Q C RN aberto e limitado, N > 1,k > 1. Entao
1. Wéﬁ’p(Q) € um espago de Banach para 1 < p < 0o;
2. Wf’p(Q) é um espago reflexivo para 1 < p < 00.

Teorema 1.17. (Desigualdade de Poincaré) Sejam 1 < p < oo e Q C RY aberto e

limitado. Entao existe uma constante C' tal que
[ull ooy < Cl[Vull o), Vu € WyP(Q).
Coroléario 1.2. Uma norma pode ser definida em Hy(2) por
lullmg) = I Vullz@)  Yu € Hy(Q).

Esta norma € equivalente & norma padrao sobre H'.

Proposigao 1.1. H'(Q) € espaco de Hilbert com o produto interno dado por
() = [ V£vgdrs [ pyde
Q Q

1.3.4 Dual do Espaco de Sobolev

Consideramos a partir de agora D(2) = C2°(2) o espago das fungoes em C*°(£2) com

suporte compacto, e D'(€2) o espago das distribuigoes.

Definigao 1.25. Para todo p € [1,+00] e k < 1 definimos o sequinte espago

W (Q) = {u € D(Q)u= Y 0"wa, com wa € L ()}

laj<m
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equipado com com a norma

/

/p
ully sy = inf (3 Nhwal ¥y )) " para v’ < oc,

|a|<k
llli-soxqoy = nf (09 [lwalio). para o = +oc
o<k
Notagao 1.7. Denotaremos o dual do espago de Sobolev WP (Q) por W52(Q) e escre-

vemos

(Wo P ()" = W7 (),

Teorema 1.18. Seja Q C RN um aberto limitado e seja 1 < p < oo. Para qualquer
¢ € (WIP(Q))* temos a sequinte representagio

<PV > k)i Z / D0 da,

la|<k

onde w, € LP(Q), 1+ 1 =1.

1
g

D=

Definigao 1.26. No caso particular em que p = 2 e k = 1 temos que (H}(Q))* =
(W () = W12(Q) = HYQ). Isto é, H Y (Q) € o espago dos funcionais lineares

limitados ¢ : Hy () — R, com a sequinte norma

ol 1) = sup{< ¢,u >;u € Hy(Q), [lullm@ <1}
A demonstracao do resultado a seguir encontra - se em [0].

Teorema 1.19 (Caracterizacao de H ).

(i) Seja ¢ € H'. Entao existe uma fungoes ¢°, ¢*,...,¢" em L*(Q) tal que

< pyu> = /quou + Zqﬁ’u:c dr (v € Hy(Q)). (1.1)
i=1

(i1) Além disso temos
L 1/2
|| g-1(0) = inf / o' dx ;
6o {(Q§;| )
¢ satisfaz (11)) para ¢°,...,¢" € LQ(Q)}.

(iii) Em particular, temos que

(v,u) 2 =< v,u> Yu€ Hy(Q), ve L*(Q) C H'(Q).
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1.3.5 Imersoes de Sobolev

Definicao 1.27. Sejam X e Y espacos de Banach, com X C Y. Dizemos que X estd

compactamente imerso em Y, e escrevemos
X ccy,

quando:
(1) ||ully < Cllullx (v € X) para alguma constante C,
(17) Cada sequencia limitada em X € pré-compacta em Y.

Mais precisamente, a condi¢ao (i7) significa que {ug}32; ¢ uma sequencia em X com

supllug||x < oo, entdo alguma subsequencia {ux;}32; C {ux}i2, converge em Y para
k

algum limite u :

lim |lug, — ully = 0.

j—o0
Definicao 1.28. Para todo 1 < p < oo, definimos p*, o expoente critico associado a p,
por

1 _1_ 1
T TN para p < N,

qualquer p*; 1 < p* < oo, parap= N,
p* = 400, para p > N,

onde N € a dimensao do espago.
A demonstrac¢ao do teorema a seguir pode ser vista em [4] (capitulo IIT) .

Teorema 1.20 (Teorema de Imersoes de Sobolev.). Seja Q um subconjunto aberto e

limitado de RN com fronteira 02 de classe C*.

(1) Sel<p<ooel<p<p* entio
WP (Q) c LP(Q), (1.2)

com imersao compacta se 1 < p < p*. Além disso para N < p < 400 e 0 < a <

1— % temos que
WhP(Q) c C"*(Q), (1.3)

com 1mersao compacta para 0 < a <1 — %.
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(2) Para todo q € [1,N], temos que

LY(Q) c Wh(Q).

e Para todo p €1, N| temos que

LP(Q) € W' (Q).

e Para todo p < N temos

LP(Q) € Wt ().

1.4 Espagos L*(0,T;X) e W20, T: X)
Seja X um espac¢o de Banach com norma || - ||x. Definiremos a seguir os espagos
LP(0,T; X) e WHP(0,T; X).

Definigao 1.29. O espago LP(0,T; X) consiste de todas as fungoes mensurdveis u :
0,7] — X com norma

1/p
(i) [ullin(0.75 X) = () lfu(®)lffdt) ™ < 0 para 1<p < oo,

(ii) ||ul|re01,x) == ess sup [||u(t)||x < oc.
0<t<T

Definicao 1.30. O espaco
C([0,T]; X)

consiste de todas as fungoes continuas u : [0,T] — X com norma

lulleqoan = ma [Ju(®)]1x < oo. (14)

Teorema 1.21. Sejam X um espaco de Banach reflexivo e separdvel, X* o seu espaco
dual e 1 < p < 00. Entao dada qualquer funcional linear & € (LP(0,T;X))* existe uma

unica representacao we € Lp/(O,T; X*), tal que

T
<&V > 01X Lr (0.1%) /0 <we(y);v(y) >x-x dy Vv € LP(0,T; X).

Onde

% + ]% = 1. Além disso a norma do espago dual € dada por

€z, = [lwell 1o (0,739
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Observacao 1.8. Se X ¢é uma espac¢o de Banach e separdvel como no teorema anterior,

temos que
(LP(O,T,X))* = L;;J‘lraco *(07T7X*)
onde L%, .., (0, T;X*) :={£:[0,T] — X*; y € [0,T] =< &(y),v >x- x € mensurdvel

x- € LP([0,T])}.

para qualquer v fizo em X, y+— ||€(y)]

Definicao 1.31. Seja X um espago de Banach. O espaco de Sobolev
W?(0,T; X)

consiste de todas as fungoes u € LP(0,T; X) tal que a derivada fraca u' existe e pertence
a LP(0,T; X). Com norma dada por

1

T P
(S I + Il o)l de)”, 1< p < oo,

ess sup (|lu(t)||lx +[[v'(B)][x), p=oo.
0<t<T

lullwirorx) =

Além disso para p = 2 escrevemos H*(0,T; X) = WH2(0,T; X).
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Capitulo 2

Métodos do Ponto Fixo em Analise nao

Linear

Alguns resultados sobre os métodos do ponto fixo em andlise nao linear. Comega-
mos com o teorema do ponto fixo de Banach, que usaremos para mostrar o teorema de

existéncia de Picard-Lindelof.

2.1 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Definicao 2.1. Sejam X um espaco topoldgico e T : X — X wuma aplicagdo. Um ponto
x € X € ponto fizo de T se T(x) = x.

Exemplo 2.1. A fungdo f: R — R dada por f(x) = x* tem dois pontos fizos, x =0 e

r=1.

Definigao 2.2. Seja (X, d) um espago métrico e T : X — X wuma aplicagao. Dizemos
que T € uma contragao seV z,y € X com x # y existe K € [0,1) tal que

d(T(x) —T(y)) < Kd(x,y).

Teorema 2.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Sejam (X,d) um espago métrico
completo e M C X nao vazio e fechado. SeT': M — M ¢é uma contragao, entao T tem

um unico ponto fixo x € M.

Observagao 2.1. A completude de (X, d) garante a existéncia do ponto fizo, e a hipdtese

de T ser contra¢ao nos da a unicidade.

Definigao 2.3. Sejam (X, dx) e (Y,dy) espagos métricos. A fungio f: X — Y ¢é dita
Lipschitz (ou Lipschitziana) em U C X aberto, se 3 L > 0 real tal que ¥ x1,25 € U

dy (f(x1), f(z2)) < Ldx (1, 22).
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Para o proximo teorema, adotamos a notacao C'(I, X) para denotar o conjunto das

fungoes ¢ : I C R — X continuas.

Teorema 2.2 (Picard-Lindeldf). Sejam X um espa¢o de Banach com norma || . |x,

9 € R eyg € X. Considere o problema de valor inicial

y/ = f(x,y)

y(wo) = Yo

Suponha que f: R x X — X € continua e limitada na regido

Q={(z,y);lr -2 <a,|y—yo <0} (a,b>0)

e que f € Lipschitz em relagdo ao parametro y € Q para todo (x,y) € Q. Entdo existe
d > 0 e uma fungio ¢ : [xg — 6,20 + 8] — X tal que y = ¢(x) € a unica solugao do
problema com valor inicial.

Demonstracao. Temos que f é limitada em @), entao existe K > 0tal que sup | f(z,y)||x <
(z,y)€Q

K. Defina § := min(a,b/K) e I = [xg — 0,x9 + d] e escreva Z := C(I, X)), temos que Z &

um espaco de Banach com a norma
Iz = max ly(2)]lx.

Definamos a norma ||y||z = max e~ Hr=zol ||y (2)| x.
TE

Observe que para todo y € Z, temos que

e Plyllz < lyllz < lyllz,

logo as normas |||z e ||.||z sdo equivalentes, segue que (Z, ||y||z) é espaco de Banach.
Defina M :={y € Z; ||y — yollz < b} e a aplicacao T : M C (Z,||.||z/) — (Z,]].||z) dada

por

ﬂwm=m+/3mmmﬂ

O objetivo é mostrar que T e M satisfazem o Teorema do ponto fixo de Banach. Vamos
mostrar primeiro que M é fechado. Seja {y,} C M tal que y, — y em (Z, ||.||z), como
as normas sao equivalentes temos que y, — y em (Z, ||.||z). Como {y,} C M temos que
|y — yo|| < b para todo n € N fazendo n — oo segue que ||y — yo|| < b. Portanto y € M
e M é fechado.

Note que T': M — M esta bem definida, pois para cada y € M temos que

I70) ~ sl = maxll [ £t.9(0) dils

24



<ma [0, y(0))lx

gK(SgK(%) = b.

Concluimos que T'(y) € M = T (M) C M.
Finalmente vamos mostrar que 1" é contracao. Como f é lipschitz com relacao a variavel
y em (@, temos que existe L > 0 tal que

Hf(xvyl) - f('rva)HX < LHyl - y2HX para todo <x7y1) € (Sﬂ,yg) e Q

Segue que

IT(y1) = T(y2)llze = maXB_L'”’C—xOII/wf(t,yl(t))—f(tyQ(t)) dt|| x

zel

IN

o e~ Hle-o / Lllyi(t) — o)1 dt.

zel 0

< Lmaxeuxm/ Llyi(t) — y2(t)] x dt.

zel o

Escrevendo 1 = e~ Llt=zolgLlt=zol - OQhtemos

[y1(t) — y2(t)||X€_L|t_$O| <|lyr —y2llz YVt eI,

a desigualdade anterior torna-se

”T(yl) i T(y2>HZ’ < LHyl . ZJZHZ/ rgea]XGlexd/ €L|tfx0|dt

0

— 1

—L|lz—z Llz—z
L|lyy — 2l 2 maxe | O|f (e |z—a0] 1)
< (1 e_m) ly1 — y2l 2

Portanto, T' é uma contragao sobre M em (Z, | - ||z) com fator de contragao 1 — e~1°.

Assim, pelo Teorema do ponto fixo de Banach existe um tnico ponto fixo ¢ € C(1, X), o

qual, é a tnica solucao do problema de valor inicial. O

Nas situagoes em que um processo fisico ¢ modelado por um sistema de equacgoes
diferencias ordinarias com condicao inicial, é desejavel que quaisquer erros cometidos na
medicao de qualquer um dos dados ou o campo vetorial, nao influenciam muito a solugao.
Em termos matematicos, isso é conhecido como dependéncia continua da solugao de um
problema com condigao inicial (PCI), o resultado a seguir afirma que a solugdo para um

PCI nao depende apenas continuamente de dados iniciais, mas também do campo vetorial

f.
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Teorema 2.3 (Dependéncia Continua). Sejam 2 C R™ um dominio e I C R um intervalo
contendo o ponto ty. Seja J um subintervalo limitado de I, tal quety € J. Seja f: IxQ —

R™ uma fungao continua. Seja y(t;ty, o) wma solugao sobre J do problema de valor inicial

/
= f(t,
y' = f(ty) (2.1)
’y(tg) = Xyp-
Denote por S, a a—wvizinhanca do grdfico de y, isto €,
Sea={(ty) : lly —yltito,z0)l| <, t € T} (2.2)

Suponha que exista um o > 0, tal que [ satisfaz a condigcao de Lipschitz com respeito a
varidvel y sobre S,. Entao a solugao y(t;to, xo) depende continuamente dos valores iniciais

e do campo vetorial f.

2.2 Teoria do Ponto Fixo de Brouwer

Notagao 2.1. Denote a bola unitdria em R™ por B" := B(0,1) ={z e R";|z| < 1} e a
esfera unitdria (a fronteira da bola unitdria) por S*™' = {x € R"; |x| = 1} = B".

Definigao 2.4. Seja A um subconjunto de um espago topoldgico X. Uma retrag¢iao de X
para A € uma aplicagao v : X — A tal que r(x) = = para todo x em A. Se existe uma

retracao de X para A dizemos que A € um retrato de X.
Lema 2.1 (Teorema da Nao-Retragao). Nao hd retragao continua r: B® —» S"~1.

Teorema 2.4 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer’s). Toda aplicagio T : B" — B"

tem um ponto fizo.

Lema 2.2. Seja K um subconjunto compacto, convexo e nao-vazio de R". Entao, toda

aplicagao continua T : K — K tem um ponto fixo.

2.3 Teorema do Ponto Fixo Schauder

Definicao 2.5. Seja € > 0. Um subconjunto S do espago métrico X é um e-rede se

X ¢ | B(x;e).

TES
Um espaco métrico X € dito ser totalmente limitado se existe uma e-rede finita Ve > 0.

Definicao 2.6. Um subespaco S de um espaco métrico X € pré-compacto se S é compacto.
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Definigao 2.7. Sejam X eY espacos de Banach. Uma aplicacao f : X — Y € compacta
se f(S) € pré-compacto em Y sempre que S C X ¢é limitado.

Teorema 2.5 (Heine-Borel). Um subconjunto S de um espa¢o métrico X € compacto se

e, somente se, € completo e totalmente limitado.

Corolario 2.1. Um subespaco S totalmente limitado de um espago métrico completo X

€ pré-compacto.

Definigao 2.8. Um subconjunto A C C(X) € equicontinuo em X se dado € > 0 3 4, tal
que Vz,y € X tem-se

d(z,y) <o. = [f(z) — f(y)| <e VfeA

Teorema 2.6 (Ascoli-Arzeld). Seja X um espago métrico compacto. Se A € um subespago

limitado equicontinuo de C(X), entdo A é pré-compacto.

Teorema 2.7 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder). Sejam X um espago de Banach
e M C X um subconjunto nao-vazio, limitado, convexo e fechado. Se T : M — M ¢

compacta, entao T tem um ponto fizo.

Teorema 2.8 (Teorema do Ponto Fixo de Schaeffer). Sejam X um espac¢o de Banach e

T: X — X uma aplicacdo continua e compacta. Se o conjunto
{r € X :x=\T(x) para algum X\ € [0,1]}.

€ limitado, entao T tem ponto fixo.

Munidos do Teorema do ponto fixo de Schauder, podemos relaxar a suposicao da fungao

f ser Lipschitz, e supormos apenas continua e limitada em uma determinada regiao.

Teorema 2.9 (Cauchy-Peano). Sejam X um espaco de Banach com norma || .|| x, vo € R

e yo € X. Considere o problema de valor inicial

y = f(z,y)

y(wo) = Yo
Suponha que f:Q CR x X — X € continua e limitada em alguma regiao
Q= {(z,y);|x — xo| < a,|ly —yo| <b} (a,b>0).

Entao existe 6 > 0 e uma funcao continua ¢ : [xg — 0,9 + 0] — X tal que y = ¢(x)

¢ uma (ndao necessariamente unica) solugao do problema de valor inicial.
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Demonstragao. Seja K = (m?xQ | f(z,y)||lx e defina ¢ := min(a, ). Nés também defini-
x,y)E

mos 0s conjuntos
I:=lxg = 6,20+ 0] e M :={y € Z;[ly — wol <0},

onde Z = C(I,X) é um espago de Banach com norma ||y||; = max |ly(x)]|x. O conjunto
re

M ¢é nao-vazio, convexo, fechado e limitado; se definimos a aplicacao 1" : M — Z por

T@ww—m+/ﬁwmmw

temos que
I17) = wllz < max]] [ Fit.u®)ex < 5K <

Portanto T'(M) C M.
Em seguida, mostramos que T' é continua. Seja {y,} C M tal que y, — y em M.

Entao

1T (yn) = T(y)llz = max |[T(ya(2)) = T(y(2))llx

T

=HMXH/%U@4m@D—:ﬂty@DMﬂh

zel

S/%éHﬂt%@D—fwy®Wxﬁ-

0—

Observe que f é uniformemente continua desde que f seja continuo em um intervalo

compacto, entao podemos passar ao limite com n — oo para obter

:c0+6

Jim [7G0) =Tz < [ 15 0nle) = 0 |t =

xro—

Quando T'(y,) — T'(y) em T (M), assim T é de fato continua. 7'(.S) é equicontinuo para

todos os conjuntos limitados S C M porque

sug) T (y(z1)) — T(y(xs2)||x < LK|x1 — 29| — 0 quando |z, — xo| — 0.
yE

Além disso, T'(S) é limitado desde que

sup [T (wl)) | = sup o + [ (6 u(e)dtlx < ol +
ye xo

yeS

Logo T' é uma aplicagao compacta. Sendo assim pelo teorema [2.7] temos que existe solugao

do problema de valor inicial. O
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2.4 Aplicacoes na Analise nao Linear

Definicao 2.9. Defina o gradiente V f da funcao f: R™ — R por

Vf::(af 0f>’

8_1‘1’ ceey _a]jn
desde que todas as derivadas parciais de f existam.

Definicao 2.10. O Laplaciano A da func¢ao f: R™ — R € dado por

A= 57
=1 ?

desde que todas as derivadas parciais nao mistas de sequnda ordem existam.
No livro do Evans [6] foi provado seguinte resultado.

Proposigao 2.1. Sejam g € H1(Q) e p € [0,00). Entdo existe uma unica solugdo fraca
v € HY(Q) do problema

—Av+pv=g em§
v=0 sobre 0f.

Isto €, v € a unica solucao para o problema
/ Vou-Vuw dx+,u/ vwdr = (g,w) Y w e Hi(Q).
Q Q

Além disso, a aplicagio g — (—A + uly)~tg = v é continua de H=1(2) para HY(Q), isto
¢,
lullme) < Cllgllu-r -

onde C' € uma constante dependente de 2.

Equacoes elipticas semilineares

Considere a equacao diferenciais parciais semilineares da forma

—Au = f(u) em (1)
u = 0 no 0,

onde 2 C R™ é aberto, limitado e f : R — R é uma funcao.
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O teorema a seguir garante a existéncia de solucao fraca para este problema, cuja prova
¢é baseada na construcao de um espaco M e uma aplicagao T : M — M que satisfazem
as hipoteses do teorema 2.7 Para mais detalhes veja [20]

Teorema 2.10. Sejam Q2 C R um dominio suave, aberto e limitado e f € C(R) fung¢do
limitada. Entao, o problema (I) tem uma solu¢io fraca u € H(SY), isto €, a sequinte

formulacao vale:

/Vu-V¢dx:/f(u)¢dx, V¢ € HA(Q).
Q Q

Equacoes elipticas quase-lineares
Por fim, consideramos uma equagao diferencial parcial quase-linear da forma

—Au+g(Vu) +pu=0 in (IT)
u=0 on 09,

onde €2 C R™ é um dominio suave, aberto e limitado e g : R* — R ¢ suave e Lipschitz

continua.

Teorema 2.11. Sejam 2 C R aberto, limitado e suave e g : R" — R € suave e lipschitz
continua. Se p > 0 € suficientemente grande, entdo existe uma fungdo u € H*(Q)NH(Q)

tal que u € uma solucao fraca do problema (I1).

A demonstragao tem como ferramenta principal o Teorema [2.8] e pode ser vista em
[20].
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Capitulo 3

Deducao das Equacoes de

Navier-Stokes

Esse capitulo esta baseado nos livros [15] e [4].

A mecénica dos fluidos é a area da fisica que estuda o efeito de forcas em fluidos, que
sao conceituados como gases ou liquidos. Daremos uma breve descri¢ao de dois modos de
analisar os problemas da mecanica dos fluidos.

O método Lagrangeano consiste em seguir as particulas fluidas e determinar como
as propriedades da particula variam em funcao do tempo, ou seja, suas propriedades sao
determinadas durante o movimento.

Do método Euleriano obtemos informagoes do escoamento em func¢ao do que acontece
em pontos fixos do espago enquanto o fluido escoa por estes pontos.

Se dispusermos das informacgoes suficiente para obter descricao Euleriana é possivel
determinar todas as informacoes Lagrangeanas do escoamento em questao e vice e versa.
Por exemplo, se consideramos uma porc¢ao de fluido que, no instante ¢ = 0, ocupa uma
regiao do espaco 2y € R3. Uma maneira de descrever seu movimento é por meio da funcao
fluxo ¢(a,t) tal que, para cada a € )y, a curva t — ¢(a,t) descreve a trajetoria da
particula que ocupa a posicao a no instante ¢ = 0, essa consiste na descricao Lagrageana.
Se em vez de acompanhar o movimento de cada particula, podemos dar a velocidade
v(x,t) da particula que, no instante ¢, ocupa a posigao x, esta serd a descrigdo Euleriana.
Assim podemos estabelecer a seguinte relagao

v(gp(a,t),t a,t), ac Q. (3.1)

) = =

Se €2; é uma regiao do espago ocupada pelo fluido no instante ¢, admitindo que a funcao

dr Qo —> (3.2)

X — ¢(x,1).
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é um difeomorfismo definido por ¢;(x) = ¢(x,t), obtemos v(x, t) pela formula

W 1) = 21606700 0]

Reciprocamente, se o campo de velocidades v(x, t) for conhecido, obtemos ¢(a, t) resolvendo-

se, para cada a € (), a equacao difencial ordindria com condicao inicial:

49(t) = o1 .

o qual, pelo Teorema tem uma unica solu¢ao 7(t) com fluxo associado ¢(a,t) no
instante .

3.1 Derivada Material

Dada uma funcdo f(z,t), x € €, e uma trajetoria v(¢) que satisfaz (3.3), calculemos
a derivada em relagao ao tempo da funcao composta

usando a regra da cadeia, obtemos a derivada de f ao longo de v dada por

@(t) + g

710 = V100,050 + S 0(0),)
of

- (v-anLE)(v(t),t).

(Denotamos por - o produto interno). Definimos a derivada material da fungao f pela

formulas:

Df _
Dt

of
v-Vf + . 3.4
fv (3.4
A derivada material de f, nés da o valor, no instante ¢, da derivada de f ao longo da
trajetoria da particula que, no instante ¢, ocupa a posicao = € €2;. A seguir o papel de f
serd desempenhado pela funcao densidade de massa. O operador % pode ser aplicado a
uma funcao cujos valores sao matrizes ou vetores, fazendo-o atuar em cada componente.

Por exemplo:

Dv B Dv; Dvy Dus r
Dt Dt’ Dt Dt
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Utilizaremos nas proximas subsecoes o Teorema do Transporte, que seréd fundamental na
formulagao das leis basicas da dindmica dos fluidos, dadas pelas equagoes da conservagao

de massa e movimento, as equacoes de Euler e equacao de Navier-Stokes.

Teorema 3.1 (Teorema do Transporte). Sejam ¢ a funcao fluzo e £y uma regiao do
R3 limitada com bordo 9 de classe C' relacionadas pelas formulas (3.2). Se ¢ ¢ um

difeomorfismo, entao vale a sequinte formula:

%/Qtf(x,t) dx :/Qt (%{+fv-v>(w,t) de . (35)

Demonstragao. Pode ser encontrada em [15]. O

Observagao 3.1. Esse resultado pode generalizado para equagoes vetoriais, na qual F'(x,t)

representa uma quantidade vetorial, a equagao (3.4) se escreve como:

d oF .
pr QtF(:z:,t) dx —/Qt (E—i—dlv(F@v))(m,t) dx .

Onde div(F @ v) = (V- 0)F + (v-V)F e (F®v);; = Fv;.

3.2 Equacao da Conservacao da Massa

Vamos denotar por p = p(z,t) a densidade de massa do fluido. Por defini¢ao a fungao

p € tal que a massa da porcao de fluido que ocupa uma regiao €2 no instante ¢ é dada por

/Qp(x,t) dzx .

Se () é um aberto qualquer ocupado pelo fluido no instante ¢, entao existe um aberto
Qp tal que ¢;(2) = 2, j4 que estamos supondo que ¢; é um difeomorfismo. Assim, a

hipotese que a massa se conserva se traduz na equagao

/Qop(ac,()) do — /Qtp(x,t) dz

véalida para t > 0. Assumindo como hipotese que p tem derivadas continuas, e aplicando

o Teorema [3.1] temos:

d d Dp
- — dr = — t)dor = — . t).
0= g [ om0yt = [ oty /Qt(Dﬁpv v) (@)

Sendo assim a fungao continua

D
E—va'v
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¢é tal que sua integral, num instante de tempo arbitrario, sobre qualquer aberto do espago
é nula. Isto é possivel, se a funcao for identicamente nula. Obtemos assim a equag¢ao da

conservag¢ao da massa

Dp
— -v=0. 3.6
Dt+pV v (3.6)

Usando a defini¢ao da derivada material (3.4)) e a identidade
V:(pv)=Vp-v+p V-,
a equagao ([3.6) pode ser escrita como

9 | .
pn + div(pv) = 0.

Observacao 3.2. A condi¢ao sobre o volume de qualquer por¢ao de fluido ser preservado

pelo fluxo € descrita pela equacao

d
- dr = 0. 3.7
Zi ), & (3.7)

Se esta condigao for satisfeita, o Teorema do Transporte[3.1] aplicado a fung¢ao constante

f =1 1implica que a equacao

V-vdx = 0.

Q

¢ wvdlida para todo aberto €. Por isso o divergente da velocidade € nulo em todos os

pontos:
Vv =0, (3.8)

A reciproca também € verdadeira, ou seja, as equagoes (3.8) e (3.7) sao equivalentes.

Se um fluxo tem densidade constante, independente do tempo e do espaco, a equagao
em (3.6) implica que o fluido satisfaz (3.8)), portanto, também a condigdo de incompres-
sibilidade (3.7)). Em virtude do foi discutido acima, daremos a seguinte definigao

Definicao 3.1. Diz-se que o fluxo de fluido € incompressivel se uma das sequintes pro-

priedades equivalentes forem satisfeitas
I O volume de qualquer elemento fluido € constante ao longo do tempo;
II O campo velocidade com divergéncia nula. Isto é (V -v)(x,t) =0 V (z,t);

Il A densidade p € constante ao longo das trajetorias associadas a velocidade v.
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3.3 Equacao da Conservacao do Momento

O momento linear é uma grandeza fisica determinada pela equacao
P = mv

. . . . . -, . ,
que indica o movimento linear de um objeto, onde v é a velocidade, que nos da a taxa de
movimento do objeto e m é a massa. Derivando a equagao acima com relagao ao tempo,

obtemos a segunda lei de Newton.

dP d
F=— = — )
T
Se a massa é constante temos
d
F = ma(v) = ma,

onde a é a aceleragao. Sendo assim o momento linear de uma porc¢ao de fluido que ocupe,

no instante t a regiao {2, é dado pela integral

/ plx, t)v(x,t) d.
Q¢

Pela segunda lei de Newton, a derivada em relagao ao tempo desta quantidade é igual &
forca total atuando em €2;. Essa forca total é igual & soma das for¢as externas que atuam
no fluido (forgas da gravidade, forcas de Coriolis ou mesmo forcas eletromagnéticas) e
das forcas internas, exercidas sobre €2, pelo restante do fluido. Suponhamos que seja
conhecido o somatorio das forgas externas por unidade de massa, que serda denotado por
f(z,t). Isto é, a forga externa total atuando na porcao de fluido que, no instante ¢, ocupa

a regiao (), é denotada por

/ plx,t)f(z,t) d.
Q¢

Quanto as forcas internas, suponhamos serem forcas de contato ou tensoes. Despreza-
mos entao agoes da distancia entre as particulas do fluido e supomos existir um campo de
tensoes T(x,t,n) que dé a forga de contato por unidade de area atuando numa superficie
perpendicular a n no ponto x, no instante ¢.

A forga exercida pelo resto do fluido na porcao de fluido que, no instante ¢, ocupa a

regiao fechada €);, delimitada pela superficie 9€);, é dada por

/ 7(z,t,n) dS, ,
a0
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em que n denota o vetor unitario normal a 0€);, apontando para fora. O campo de tensoes
nao é independente das outras grandezas fisicas do problema. Na verdade, vamos obter
uma equagao diferencial envolvendo 7, p, v e f. O Teorema de Cauchy (veja [9], paragrafo
7) garante que, se o fluido satisfaz a segunda lei de Newton, entao 7 depende linearmente

de n, ou seja, existe uma func¢ao matricial S(x,t) tal que
T(z,t,n) = S(z,t)n

Observagao 3.3. Em particular, T7(x,t,—n) = —7(z,t,n), 0 que € consequéncia da ter-

ceira lei de Newton

A segunda lei de Newton entao fica expressa pela seguinte integral, de onde omitimos

os argumentos (z,t) das fungdes que aparecem nos integrandos:

d

— pvdx—/pfdx—i— Sn dS, .
dt Jg, o) o9

Podemos calcular a derivada do lado esquerdo desta equacao aplicando o Teorema do
Transporte [3.1] a cada componente. Quanto a integral sobre a superficie, ela pode ser

transformada numa integral de volume usando o Teorema da Divergéncia. Obtemos entao:

/Q [%(pv) +pvV-v—pf— DivS] dx = 0, (3.9)

onde DS denota o vetor que tem a i-ésima componente igual ao divergente do i-ésimo
vetor-linha de S. Usando (3.6)) temos a igualdade

D Dv
E(pv)—i—pUV%} = Ppy

de onde, usamos a equacao (3.9)) e o fato do seu integrando ser continuo e 2, arbitrario a

Equacao da Conservacao do Momento:

Dv

3.4 Equacoes de Euler

As equagoes de conservacao da massa (3.6) e do momento (3.10]) sdo insuficientes para
descrever o fluido. Para complementar a descri¢ao precisamos relacionar S com as outras
variaveis. Supomos que as forgas internas perpendiculares a superficie ; (auséncia de

atrito ou viscosidade), Sn deve ser sempre paralelo a n ou, equivalentemente, existe uma
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fungao p(z,t) tal que
S(z,t) = —p(z,t)I
onde I denota a matriz identidade. A funcao p é chamada pressao e
DivS =—-Vp.

Esta hipotese ainda é insuficiente, e consistem agora de quatro equacoes esca-
lares para cinco incognitas vy, vg, v3, p e p. Uma saida é supor que fluido é incompressivel,
isto é, a densidade é constante. Usando e , obtemos entao as Equacgoes de
Euler para fluido nao-viscoso e incompressivel, onde p ainda denotara a valor constante

da densidade de massa:

p% + plv-Vv = =Vp + pf
v =20

(3.11)

Observagao 3.4. O operador v-V € aplicado em (3.11)) a cada componente de v, isto é:

3

an

- V)l = v o,

ox;

j=1 J
A equacgdo (3.11) pode ser lida como a segunda lei de Newton, o lado esquerdo cor-
respondendo ao termo massa vezes aceleracao e o direito a forca, ambos por unidade de
volume. O aparecimento do termo nao-linear deve-se a propria descricao euleriana: %v
nao representa a variagao da velocidade no ponto x, que é ocupado por particulas possi-

velmente diferente a cada instante. A variacao da velocidade de uma particula é igual a

D

5V, como visto anteriormente com a defini¢ao de derivada material.

3.5 Equacoes de Navier-Stokes

Ao tentarmos obter formas para a matriz S que incluam forcas de viscosidades, argu-
mentos fisicos e matematicos (veja [I3], 8] e [9], paragrafo 16), nos permitem concluir que,

a primeira aproximagao, S deve ser dada por

S = —pl +(/(V-0)I + u(Vo), (3.12)
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onde, p e p' sdo constante, e a matriz Vv é denotada por:

v dui  Ou
81‘1 812 8m3
vy Ova  Ovg
ox1 0z Oxs : (313)
Qug  Quvz  Oduz
8$1 8x2 81‘3

Para complementar o sistema formado pelas equagoes em ([3.6)), (3.10) e (3.12)), supomos

que o fluido é incompressivel, neste caso, temos que o divergente de v é nulo. Isso noés

Vv

permite obter duas simplificacoes: O termo p'V - v desaparece e vale a igualdade
Div(Vv) = Awv.
A equagao de conservacao do momento (3.10]) se escreve entao como:

p—; = pf — Vp + pAv, (3.14)
Dt

conhecida como equacoes de Navier-Stokes. A constante p é chamada de coeficiente de

viscosidade, que tem como propriedade fisica caracterizar a resisténcia de um fluido ao

londo do escoamento. Um fluido viscoso e incompressivel com a densidade p nao constante

fica entao descrito pelas equagoes:

pBe = pf — Vp + pAv,
Vv = 0.

As equagoes de Euler (com densidade p constante) e de Navier-Stokes (com desidade

nao-constante), para a conservagao do momento, sdo descritas por:

Euler

pBe +p(v-Vv = pf — Vp,

V.-v=0,
Navier-Stokes 3
a(pu) +V-(puu) = pf— Vp + pAv, (3.15)
dp
- . — 1
5 + V- (pu) =0, (3.16)
V-v=0. (3.17)
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3.6 Formas conservativas e nao-conservativas das equa-

coes de Navier-Stokes

Nas contas a seguir admite-se que u, p e p sao fungoes diferencidveis.

Notagao 3.1. Denotaremos por V = (0, 02, 03), onde 0; = %, ¢ o operador gradiente e

- 0 produto escalar em R3. Sendo assim temos V - u = O1u; + Osus + Ogus €

V- (pu ® u) = 01 (urpu) + 2 (uzpu) + O3(uspu)
= (O1u1) pu + urudi p + w1 pOiu + (Oztiz) pr 4 ugudap + ugpOau
+ (D3uz) pu + uzgudsp + uzpdsu
= (V- u)pu+ (u-Vp)u+p(u- V)u.

Observagao 3.5. A equacao (3.15) estd na forma conservativa, agora desenvolvendo seus

termos
ou dp
P Tum, TV -wut (u-Vpjutplu- Viu—plu=pf - Vp
ou dp B
Pa + (5+(u-Vp)+p(V-U))U+p(u-V)u—uAu—pf—Vp,

e usando a equagao (3.16))
0

9, 9,
pa—?—l—M u+ p(u-V)u—plAu=pf —Vp,

obtemos a equag¢ao na forma nao-conservativa

ou
p(a + (u- V)u) — plAu = pf — Vp.

Além disso, também temos que

dp _Op 0 B
a—l—V(pu)— at—l—p/V«/u' +u-Vp=0.
Logo
dp
E—FU'vp—O.
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Sendo assim as equagoes (3.15)) e (3.16]) tem a forma nao-conservativa, dada como

ou
p(a + (u- V)u) — pAu = pf —Vp (3.15”)
dp ,
E—i—u-Vp—O. (3.16")
Vou=0 (3.17)
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Capitulo 4

Existéncia de Solucao Fraca

Seja € um subconjunto aberto e limitado de R? com fronteira I" suave, e seja T > 0. O
movimento do fluido é descrito por sua velocidade u = (uq, ug, uz), densidade p, e pressao
p, as quais sao fungdes do ponto z € Q e tempo t € [0,T] , ist6 é, u(z,t), p(x,t), p(x,t).
As equagbes abaixo estao definidas sobre o cilindro @ = Qx]0,T'| e acopladas as condi¢oes

de fronteira e inicial para t = 0.

(%jLV-(pu@u)—uAu:pf—Vp (4.1)
9,

a—’; +V - (pu) =0 (4.2)
V-u=0 (4.3)
u=0 sobre I'x]0, T (4.4)
[0(0) = 0, (p0)(0) = po. (45)

Onde a densidade deve satisfazer
1Y 2 07 Lo 2 O

Observagao 4.1. Quando comparado com o modelo homogéneo, vide [J] (capitulo V),
encontramos novas dificuldades visto que agora a fungao densidade nao € mais constante,
e além disso, se consideramos situagoes em que existem regioes de vdcuo (ou seja, que a
densidade € zero) entdo o problema descrito acima degenera, por isso a condi¢do inicial

deve ser aplicada ao par densidade de massa e densidade de momento (p, pu) ao invés do

par (p, u).
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4.1 Espacos de Funcoes e Lemas

Definicao 4.1. Para 1 < r < 00 0s espacos de Sobolev sdo definidos por

Wh(Q) = {v € L(Q); Vv € (L7(Q))*},
Wy (Q) o fecho de D(Q) em WH(Q),

3
W (Q) = {v = vy + Zaﬂh‘ cv; € L(Q),i=0,...,3},
i=1

H'Y(Q) = W(Q),  Hy(Q) =Wy*(Q), H Q) =W "Q).

todos esses espacos estao equipados com suas normas usuais. A sequir definiremos alguns

espacos fundamentais, utilizados no estudos das equacoes de Navier-Stokes.

Definicao 4.2.

¥ ={ve (D)? V-v=0}

V = fecho de ¥ em (H*(Q))?, equipado com a norma ||ully = Z H Ou;
jii=1

81']'

L2(9)

3
H = fecho de ¥ em (L*(Q))* equipado com a norma |jul|g = Z || 2
i=1

Observacao 4.2. Desde que a fronteira I' de Q0 é Lipschitz nos temos

V ={v,v € (H(Q))* V-v=0, v|l'=0}
H ={v,v e (L*(N)? V-v=0, v][-n=0}

Onde v|T' € o trago de v sobre I' e n é um campo vetorial normal sobre I'. Ver Proposi¢des
1e2em [21] (pp. 25, 26), ou Coroldrio 2.5 e Teorema 2.8 de [7].

Notagao 4.1. Nos denotamos por ( , )q o produto de dualidade em todos os espagos de

fungoes em 2. Em particular

/ 1 1
(v,w)g = / v(r)w(z) dr, seve L'(Q), we L"(Q), -+ =1,
Q T T

onde v(z)w(z) € substituido por v(z) - w(x) sev e w forem fungoes vetoriais.

E escrevemos
(v,w)q = w(v) quandov € D ew € D',

A demonstrac¢ao do lema abaixo pode ser vista em [2I] (Lema 9, p. 30), ou ainda, em
[7] (Teorema 2.3, p. 2.5.).
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Lema 4.1. Seja w € (H 1(Q))? satisfazendo (v, w)q = 0 para todo v € ¥. Entao existe
q € L*(Q) tal que w = Vq. Além disso, q pode ser escolhido de tal forma que a aplicagio
L:w — q € linear e continua de (H~1(Q2))> em L*(Q).

A generalizagao do Lema [4.1] para distribui¢oes que dependem do tempo é obtida pelo

lema abaixo.

Lema 4.2. Seja h € D'(]0,T[; (H1(Q))3) satisfazendo (h,v)q = 0, para todo v € V.
Entao existe g € D'(|0,T[; L*(Q)) tal que h = Vg. Além disso, g pode ser escolhido
de tal forma que a aplicagio h — g € linear e continua de W*"(0,T; (H *(Q))?) em
Wer(0,T; (L*(R2))) para todo s €R e 1 <r < oo.

Demonstragao. O espago
E={we(H*N): (w,v)g=0YveV}

equipado com a norma de (H~'(2))® ¢ um espago de Banach.

A distribuic¢ao (h,v) € D'(]0,T[) ¢ definida por ((h,v)a, @) = ((h @7, V)0, €
portanto, a suposigao sobre h implica que h € D'(]0,T[; E). A aplicagdo L definida no
Lema 4.1 ¢ linear e continua de E em L?; portanto Lh € D'(]0,T[; L*()), e g = Lh tem

as propriedades necessarias. O

Os seguintes lemas e foram provados no artigo do Simon [I8] com demonstra-

¢oes bastante técnicas. Por essa razao omitiremos suas provas.
Lema 4.3.

(i) Para 1 <1 < oo, WH(Q) C L™(Q) com imersio continua, onde = =L — %, 1, €

qualquer real finito se r = 3,1, = 00 ser > 3.
A imersao W (Q) < L¥(Q) € compacta se s < 1.
(ii) Para 1< s <r < o0 o produto é continuo, sel > 1, em

WW@XWW@—%WW@,%:i+£

T S

(i) Para 1 <r < o0,1 <s< oo oproduto é continuo, se = +1 <1 em

1 1 1
W (Q) x WH(Q) — WH(Q), 7T

Ts S

Notagao 4.2. Denotamos por m,f a funcao translagao de f, isto é, 7,f(t) = f(t + h).
Espacos Nikolskii sao definidos para 1 < q < oo, 0 <s <1, por

N*U0,T;E) ={f € L%0,T; E) : iup R4 nf = fllaor—npy < o0}
>0
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O lema a seguir determina propriedades de compacidade para fungoes que dependem

do tempo e pode ser visto em [17].

Lema 4.4. Sejam X C E C Y espagos de Banach e X — E sendo uma imersao

compacta. Entao os sequintes imersoes sao compactas:
(i) LY0,T; X)N{p: %—f e LY0,T;Y)} — LY0,T; E) se 1<q < oc;
(ii) L0, T: X)N{p: 2 e L"(0,T;Y)} — C([0,T; E) sel<r < oo;

(111) Para qualquer fungao k € L*(0,T), k>0el<r < oo
o0 Oy .
L0, T; X)n{e: ’§| —keL"(0,7)} — C(0, T|; E) sel<r<oo;

(iv) L0, T; X)NN*20,T;Y) < LU0, T; FE) se s >0, 1 < q< 0.

Agora relembramos dois lemas do tipo Gronwall que sao uma ferramenta tutil para

obter estimativas a priori para as solugoes aproximadas.(Veja os livros [, [4] e [6]).

Lema 4.5. Sejam g € Wh1(0,T),9 >0 e k € L*(0,T), k > 0, satisfazendo

d2
2 < gk, g(0) < go.
9 = gk, 9(0) < g0

Entao .
1
g(t) < go+ 5/ k(s)ds vVt <T.
0

Lema 4.6. Sejam g € WH(0,T), ¢ >0 ek € L*0,T), k > 0, satisfazendo

= S Flg)+k, em (0,7, (0) < 9o,

onde F' € limitado em conjuntos limitados de R em R, isto €,
Va >0, 3A > 0 tal que |z| < a = |F(z)| < A.

Entao para cada € > 0 existe T independente de g, tal que

g(t) <go+e Vi<T.

4.2 t- Suavidade Fraca de qualquer solucao

A condigao (4.6)) estabelecida pela Proposigéo implicara que p e fQ pu-v tem integral
t-derivavel e, portanto, sao continuas. Esta continuidade sera usada como hipotese do
Teorema 4.4l Durante a demonstracao da Proposicao utilizaremos alguns resultados,

que podem ser visto em [4].
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Definigao 4.3. []/ Sejam X e Y espacos de Banach tal que X C Y é uma imersao
continua e X € denso Y. Seja T > 0 e p,q satisfazem 1 < p,q < 400. Definimos o

espaco de Banach

By = fue 20,7 X); St € 10, T Y)Y,

com norma dada por

La(]0,T,Y)

du
s, = lullogoro +|| 5

Além disso, se p,q sao finitos entdo C*([0,T],X) € denso em E, .

Proposigao 4.1. [j] Para qualquer elemento u € E,, (definido em quase todo lugar)
possuir uma representacao continua em [0,T] com valores em Y e uma imersao continua
de E,, em C°([0,T],Y). Além disso, ¥t1,ts € [0,T] temos que

2
© du

u(ty) —u(ty) = /t Edt’

onde identificamos u e sua representacao continua.

Proposicao 4.2. Assumimos que §2 € limitado e com fronteira Lipschitz,

ue€ L*0,T;V), pe L™(Q), pcD(Q), fec L' 0,T;(L*(Q))*), p>0, (4.6)
p'Pu e L0, T; (L2(9))*)

e que (4.1) e (4.2) sejam satisfeitas, em D'(]0,T; ).

(i) Entao
dp 2 ~16 00 -1
e 120, W) 1 L0, T H Q).
% pu-vdx € L'(0,T) VveV.
Q

Mais precisamente, seja g = |pflr2 + |pu @ u — uVu|rz; entao g € L'(0,T) e

0
‘a/gpu : vdx’ < glvly. (4.7)
Sendo assim

p € C0,T;W=1>(Q)),
/pu-vda:EC’([O,T]) YveV.
Q
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(i1) Além do que,

pu €L2(0,T; (L5(Q))®) N L=(0, T; (L2(Q))),
puu € LY3(0,T; (L*(Q))%), (4.8)

dpu
LV (pu@u) — pdu— pf € WT(0,T5 (H(Q)).

Demonstragdo. Prova do item (ii): Por hipotese temos que u € L2*(0,T;V), segue
do Lema [4.3] que H'(Q) C L5(Q) ¢ uma imersao continua, visto que r* = 6, logo u €
L*(0,T;(L%(Q))?). Como p € L=(Q) temos que pu € L>(0,T; (L*(Q))?) pois

3 1
6
ol < 53 ([ e
=1

Desde que p*/?u € L>(0,T; (L*(Q))?), temos que

1
| pull Lo (0,75 L2(0))2) = €ss sup Z </ 01201 20, (1) dx)

0<t<T

1
< Kess sup Z (/ ]pl/zui(t)|2dx>
Q

0<t<T

 Kess sup a0 e < o
0<t<T

Agora vamos mostrar que plu|> € L*3(0,T; L*(€2)). Note que

/Mwmz/ P2 1l de
9] Q SN——

<C, p €L>(Q)

sc/memmw
Q

Usando a Desigualdade de Holder

/pﬂu!‘ﬂix <C (/ p\u!de) 2 (/ ]u\ﬁd:L) )
Q Q Q
<C </ |u|6dx) 2
Q
<C </ |Vu|2dx> ) ,
Q

devido ao mergulho de Sobolev H'(2) C L%(Q) e a estimativa (proveniente da formulacao
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variacional, que obteremos durante a demonstragao do Teorema [4.4])

T
/p|u!2da:+/ /qu]Zda: dt < C. (4.9)
Q 0 Jo

Logo temos que

/OT ((/Q (PuQ)de)é>§dt/OT (/Qp2|u|4dm>§dt§ /OT/QWu\?dx dt < C.

Portanto plu|? € LY3(0,T; L*(£2)), consequentemente, puu € L*3(0,T; (L*(2))?).

Agora usando que

o DU w0, T (@),

o V- (pu®u), pAu,c L*(0,T; H(Q))

o pf € LY0,T;(L*(2))3),e que L*(Q) C H () é uma imersao continua temos que

00 (pu o w) — piu — pf € WH(0, T3 (17 (@))7)

Prova do item (i):
a) Pelo item (ii) temos que pu € L*(0,T;(L%(Q2))?), segue que

(/ pu- Vo dx) (t) = F(t) € L*(0,T),
Q
onde ¢ € W, 8/ °(€). Considerando o funcional

<—V . (pu)7 S0>(W01’6/5(Q))*7W01’6/5(Q) = /Q —V . (pu) S dI

Obtemos que

‘/—V-(pU)-wdw)S/lpu-dew
Q Q

< llpullzs@ Vel ers @)

< Cllull s lellwrsrs

$ ()

< Cl|Vull e llellwrorsq-
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(%) H'(9) € 149) = llullssy < Cllullin ey = ClIValliaey ). Segue aue

|<—V ) (pu)790>(W01’6/5(Q))* L85 | < CHVUHL2 ( )||Q0||W1»6/5(Q) qt.p te [O,T].

Tomando o supremo sobre todas as fungdes ¢ com |[p||yy1.e/5g) < 1, concluimos que
=V (o)l o5y < ClVulln(®) <o atp ¢e (0,71

O que implica que —V - (pu) € (WS’G/S(Q))* =W15(Q) q.t.p ¢t € [0,7]. Além disso,

=9 lsorav-rem = [ =5 (0ot < C.

Portanto —V - (pu) € L*(0,T;W~1%(Q)). Assim pela equagao (4.2 que é valida em
D'(]0,T'[€2) obtemos

dp

a7 € L*(0,T; W18(Q)).

b) Entao pela Proposicao p € continua em [0, T] sobre W~16(Q).
c) Para cada v € (D(9))? temos que

0 dp
8t< ’) (atu ) = (pf = Vp—=V - (pu@u) + pAu,v)q
Q

— (pf 0+ (V- )+ (pu® u— pVu, Vv) o, em D'(J0, 7))
Se V- v =0, temos
9 :
a/pumda::/(pf~v+pu®u~Vv—qu~Vv)dx, em D'(]0,T).
Q Q

Por continuidade essa equacao vale para v € V. Além disso, o lado direito é limitado

por glv|y, com
9= |pfliz@)e + lpu @ u — pVulr2 e

Por (ii) segue que g € L'(0,T). Logo [, pu.v dz € W-(0,T) c C([0,T]). O
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4.3 t-Suavidade Fracionaria de qualquer solucao

Nesta segao enunciaremos uma proposigao cuja demonstragao pode ser vista em [I7], a
qual garantird que pu possui suavidade t-fracionéria e, mais precisamente que, se encontra
em um espago de Nikolskii definido na Notagao Esse fato sera usado posteriormente

para obter compacidade na prova de existéncia.
Proposicao 4.3.

(i) Assumindo que a Proposi¢ao[{.d ¢ satisfeita. Entdo
pu € NY42(0,T; (WH2())?).
(ii) Se além disso p tem limite inferior « > 0 em @Q, entdo

u € NY42(0,T; (L2(Q))?).

Demonstracao. Nesta prova c indicard varias constantes reais independentes de h.

1° Passo. Para h > 0, v € V, e quase todo t €]0,T — h[, segue que

(/qu-vd:r;) (t+h)_(/9pu-vdx) (t):/tt% (%/ﬂpwvdﬂf) (5)ds.

Por (4.7) na Proposigao o lado direito é limitado por

([ ts1as) -

Escolhendo v = u(t + h) — u(t) e integrando em ¢, obtemos

/0 ) /Q(p(t + h)u(t+ h) — p(t)u(t)) - (u(t + h) — u(t))dxdt
T—h t+h
< / ult + h) — u(t)ly / g(s)ds dt.

Pelo Teorema de Fubini o lado direito da equacao é igual a

—h

= [ ) [t~ utovar as

ondes=0paras<0,s=spara0<s<T —h,s=T—hparas>T —h. Neste termo
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vamos limitar

/_h ult + h) — u(t) |yt < (/_h 12ds> ’ (/_h fult + ) — u(t>|2vdt) ’

< 2h1/2|u‘L2(O,T;V)-

NI
[un

Retornando esta estimativa, obtemos

/ o / ((t+ B)ult + 1) — p()u(®)) - (ult + ) — u(t)dz dt < chV/2. (4.10)

2° Passo. Para todo w € D(Q2), (4.2)) da

(Z5-w). =% ()w)a = . ¥,

a qual produz

2/,owalm:/pu-Vw dz, em D'(]0,T]).

Integrando encontramos para h > 0 e para quase todo t €0, 77,

/Q (ot + h) — p(t))wdz = /t o ( /Q (pu)(s) - de:[) ds. (4.11)

O lado direito ¢ limitado (usando a desigualdade de Holder com 1 = % + % + %) por
t+h
<10 ([ oo lu(olasiypds ) [Tl
t+h 3
< |Q[VCn/? (/ <|/)(S)|L°°(Q)|u(5>’(L6(Q))3)2d5> [Vwlpsr2qy)s
t
< |Q|1/6h1/20|p|L°°(Q)|u|L3/2(0,T;V)|vw|(L3/2(Q))3'
Por continuidade esta desigualdade é satisfeita para w € W'%2(Q). Tendo em conta
que u(t) € HY(2) C L%(Q) pelo Lema [.3) (ii) com s = 2, r* = 6 e | = 3/2. Escolhendo

w = —u(t) - (u(t + h) —u(t)), obtemos que

|VUJ|(L3/2(Q))3 S C|’U/(t)|v"u,(t + h) - U(t)|\/
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Substituindo estes célculos em (4.11)), e integrando em ¢, encontramos

/OT_h /Q —(p(t+h) — pt)u(t) - (u(t + h) — u(t))dz dt < ch/>. (4.12)

3° Passo. Adicionando e (4.12) obtemos
T—h
/ / p(t 4 ) (u(t + h) —u(t)) - (u(t + h) —u(t))dx dt < ch'/>.
0 0

Como p é limitado em L*™(Q), segue que

T—h
[ 1ot mtate+ )~ )Pz de < clpliio
0 Q

Portanto
||(7‘hp) (Thu - U)HLQ(O’T_}L;(LQ(Q))S) S Ch1/4. (413)
Se p > «a, entao Tpp > « e isso da
C\ 11/4
| Tnu — ul| L2 01—y 22())3) < (E) h'=,

o que prova (ii).
4° Passo. A equagao (4.2)) e a Proposigao (i) implicam que

t+h
ple+) = p(t) == [ (V- (pu)(s)dss em 17 (@)

assim

ot + ) — p(Olls-rey < b sup [V - (o) ()| -1y
0<s<T

[ 7hp — pll Lo r—mm-1(2)) < chllpull Lo o.ryL2@))%)-

O produto é continuo de H'() x H~(Q) sobre W~13/2(Q) pelo Lema [4.3] (iii) com
s=2,r"=6el=3/2. Portanto

[(Thp — p)uHLQ(O,T—h;(W*1’3/2)3) < cllmwp = plleeor-nm-10) |l 20,mv) < che

o1



Adicionando esta desigualdade a (4.13]), obtemos finalmente

[ ThpThu — pu||L2(0,T—h;(W—173/2(Q))3) < ch'/*,

o que prova o item (i). O

4.4 O Termo de Inércia

Nessa se¢ao apresentaremos um lema relativo ao termo nao linear (u - V)u, chamado o

termo de inércia.

Definigao 4.4. V u,v,w € (H}(Q))?, definimos

3
Ov.
b(u,v,w) = ((u-V)v,w)g = /((u V) w dex = Z / uiﬁwjdx.
Q =179 Ox;
A demonstracao do resultado a seguir encontra- se em [4] (pagina 347).

Lema 4.7. A forma trilinear b é continua em (H}(Q))? x (H}(Q))? x (H}(2))? e satisfaz

b(u,v,w) = —b(u,v,w) Yu €V e Yv,w € (Hj(Q))?, (4.14)
blu,v,v) =0, YueV, Yve (Hy(Q))>. (4.15)

Além disso, para todos u € V e v,w € (Hy(Q))? temos
1 3 1 3
[b(u, v, w)| < CllullzallullF vl 2l g 1wl e (4.16)

Observagao 4.3. Yu,v € V' denotamos por B(u,v) € V, a forma bilinear continua em
V' dada por

(B(u,v),w)v/y = b(u,v,w). (4.17)

A estimativa obtida em (4.16|) mostra que a aplicagio B € continua em V X V' e temos

que

1 3
1B(u, u)l[v: < Cllullzallullfn - YueV. (4.18)
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4.5 Formulacao Fraca das Equagoes de Navier-Stokes

Conforme apresentamos na introducéo, Antonzev e Kajikov [I], Lions [14] e Simon [18]

resolveram, ao em vez de

0
T+ V- (pu@u) — pdu = pf —Vp, (4.19)

com a condigao inicial fraca

p(0) = po

(/pu-vdx) (O):/,oouo-vdx, YovelV,
Q Q

o seguinte problema variacional

0
/ (—pua—f —pu®u-Vo+uVu-Vo—pf- 90) dxdt = / poto - p(0)dz,
Q Q

Y o e CY[0,T]; V)

(4.20)

Agora faremos o calculo para obter o problema variacional. Dada ¢ € C'([0,T]; (D(2))?3),
tal que V- ¢ =0 e ¢(T) = 0. Temos que a multiplicagao da equagao (4.19) pela fungao

© e a integragao por partes implicam

(aaitu’ “")Q + (V- (pu@u),9)q — (HAu, o) — (pf, p)q = — (¢, Vp)a = 0.

Usando a integragao por partes, obtemos

0 0

5 (pu,¢)g — (pu, a—f)ﬂ — (pu®@u, Vo)o + (uVu, V), — (pf,¢)g =0,

1sto é

/ —pu-a—w—pu®U~V<p+uVu~Vgo—pf~go d:c:—2 /pu~g0d:c .
Q ot ot \ Ja

Integrando sobre o intervalo [0, 7] deduzimos

0
/ (—pu- 7 —pu®u-V<p+uVu-Vg0—pf-go> dzdt = / poto - p(0)dx.
Q0,7 ot Q

A equagdo acima ¢ vélida V ¢ € C*([0,T); (D(Q)?). Como H}(Q) ¢ o fecho de D(Q)
em W2(Q), isto ¢, dada v € H}(Q) existe uma sequéncia ¢,, em D(Q) tal que [|p,, —
v|lwr2@) — 0, sendo assim chegamos em (4.20)), como querfamos.
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4.6 Decomposicao Espectral para o Operador de Stokes

Com o objetivo de determinar a solugao aproximada u™, apresentaremos a seguir alguns

resultados, bem como o teorema espectral para o operador de Stokes, que garantira a

1 m

existéncia de uma base w', ..., w™, .... Posteriormente enunciaremos um lema que concluira

que cada w™ é de classe C!, possibilitando escrever ™ como decomposicao dos elementos
dessa base.

Os resultados bem como suas demonstragoes podem ser visto no livro do Boyer [4].

Definicao 4.5. Seja Q) um aberto limitado de RYN. Definimos o espago quociente
Lg(Q) = L*(Q)/R,
com a norma ||ullz = infaer [lu + ¥

Teorema 4.1. Seja Q um subconjunto de RN limitado e Lipschitz. Seja f € (H71(Q))V,
vy € (Hz(T)N e g € LA(Q) satisfazendo a condigio de compatibilidade

/vb.l/ do = / g dx, (4.21)
r Q

entio existe um nico par (u,p) em (HY(Q))N x (L*(Q)) que € solugao de

—Au+Vp=f em
V-u=g em (Q, (4.22)

U= v sobre T
Além disso existe uma constante C' > 0 dependendo apenas de §2 tal que
[ull e + llpllez < CULf -1 + lgllzz + [los][g/2)-

Definigcao 4.6. Seja V' o dual do espago V. O operador A :V — V' definido por
(Av,u)vr v = / Vu-Vov dr, Yu,v €V,
Q

¢ chamado de operador de Stokes. Pelo Teorema de Lax-Milgram em [3] este operador
é um isomorfismo de V em V'. Considerando A como um operador ilimitado em H

definimos o dominio D(A) por
DA)={ueV;Auec H}.

Lema 4.8. Seja A: D(A) CV — V' 0 operador de Stokes. Entao
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a) A tem grifico fechado em H x H.
b) A € auto-adjunto em H.

Sendo assim através do teorema a seguir podemos construir uma decomposicao espec-

tral do operador de Stokes.

Teorema 4.2. Seja Q um subconjunto de RN limitado e Lipschitz. Entdo existem uma
sequéncia crescente de niumeros reais positivos ()\k)kzl, a qual tende a +00, e uma sequén-
cia de fungoes (w*)>1, a qual € ortonormal em H, ortogonal emV e em D(A), formando

uma familia completa em H, V e D(A), e uma sequéncia de funcgoes (p¥)p>1 em L3(9)

satisfazendo
pAwF—=Vp* = Newk  em Q,
V-wk=0 em (),
wh|p =0 sobre T

O operador Stokes satisfaz as propriedades de regularidade eliptica que sao semelhantes

aquelas do operador de Laplace. Mais precisamente, podemos afirmar o seguinte resultado.

Teorema 4.3 (Regularidade do Problema de Stokes). Seja Q um subconjunto de RN
limitado, conezo e de classe C**H1 com k > 0. Entdo, para qualquer f € (H*(Q))N, g €
H*1(Q) ev, € (H32(T))N satisfazendo (E21)), a tinica solugio de [{£22) em V x L2(Q)
satisfaz

(u,p) € (H"2(Q)N x H*H(Q))

e temos que

[ullre + NPl arer < CCLF e+ Ngllzeer + vpl grare),

onde C' > 0 depende somente de €.

4.7 Existéncia de Solucao Fraca

Teorema 4.4. Sejam €2 um aberto limitado com fronteira I' suave,
fe L0, T;(L*(Q)*), wuo€H, py€ L), e py>0.
(i) Existem

we LX0,T;V), pel™Q), peW "=(0,T;L Q)
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tais que
inf po < p < sup po,
Q Q
pu € L*(0,T; (L*(2))*) 0 NY*2(0,T; (WH2(Q))?)

p e C([0,T]: W), / pu-vdz € C([0,T]) Y vevV,

as quais satisfazem as equagoes (4.1)-(4.3) no sentido variacional e as condigoes

1NACLALS
p(0) = po, em WH(Q),
(4.23)
(/pu-vda:) (0) :/pouo-vda: veV
Q Q

Além disso, u, p,p satisfazem todas as propriedades dadas nas Proposicoes[4.2 e[].3

(i1) Se vale ainda
%f po >0,
entao

u € L=(0, T3 (L*(9))°) N NY42(0, T (L*(9))).

Demonstracao. Definicao de solucgoes aproximadas u™ e p™.
Pelo Teorema existe uma base w!,...,w™, ... do espaco de Hilber V tal que

pAw™— Vp™ = X"w™  em (),
V-wm=0 em (1,

w™|r =0 sobre T.
Além disso pelo Teorema [4.3] temos que

w™ e CM(Q). (4.24)

Seja V™ = subespaco de V gerado por w!,...,w™. Queremos encontrar u™, p™ tais

que, para algum 7T, > 0,

u™ e CY[0,T,), V™), p™ e CH0, Ty, C'()),
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/ ((aﬂatu + V- (™™ @ u™) — me) v+ pVu™ - Vv) dz =0, VveV™, (4.25)
Q

apm
e . m, my __ 4.9
LtV () =0, (4.26)

u™(0) = ug',  p"(0) = pff", (4.27)
onde ug' e pi* sao fungoes quaisquer em H e L>()) respectivamente, satisfazendo
uyt € V™ ougt — ug em (L*(Q))?,
p e CHRY), pit = po em L®(Q) quando m — oo, (4.28)
1 1
— +inf po < pg* < — +sup po.
m Q m Q

Como bem observamos em [3.5 as equagdes ([1.25) e (1.26) sdo equivalentes as equagdes

nao-conservativas

/ (Pm (%ﬂL(um-V)um—f) -v+uVum-Vv) dz =0 YveV™, (4.29)
Q

ap™
—_ V" =0. 4.
5 +u™-Vp 0 (4.30)

Existéncia local de u'™, p™.
Supondo que u™ € C*([0,T], V™) C CY([0,T],C*(f2)) existe, temos que:

(I) Pelo Teorema de Picard-Lindel6f[2.2] o problema com condicao inicial

U (s) =um(y"(s),5) Vs >0,

possui uma tnica solucdo global, isto é, existe uma tnica trajetoria y™ = y7’,(s) de
uma particula que no instante ¢ ocupa a posicao x. Além disso pelo Teorema [2.3

temos que y™ depende continuamente da condi¢ao inicial e u™.

(II) Como consequéncia do item (I) para todo z € Q existe uma tnica y7y(s) =
y"(z,t,s), além disso tomando em conta que u™|;q = 0 tem - se que a aplica-

cao y™(- ,t,8) : Q — Q ¢é bijetiva, com inversa y™(t,s,-) : Q@ — Q.

(III) Fixando u™ em (4.30) temos que
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m

dp

W(m,t) + u™(z,t) - Vp"(z,t) =0, V (x,t).

De onde segue que

d m(— m (= m(— _
55 (Z,s)+u™(Z,s) - Vp™(T,s) =0

0 - m
557" Wea(s), s) +u(yri(s), s) - Vo™ (yr(s), ) = 0 onde T = yy(s),

logo B-p™(ym,(s),s) =0 == p™ ¢ constante ao longo da trajetoria y7(s), além disso

temos que

p" () = p" (Yay (), t) = p" (y24(0),0) = pg' (y:74(0)). (4.31)

Portanto existe uma tnica p™ tal que p™(0) = pg".
Pelo que foi feito em (I),(II) e (III), concluirmos que dada u™(z,t) = > ", C*(t)wk
possivel obter uma tunica p™ solugao da equagao (4.30)). A partir de u™ e p™ queremos

construir uma fungio vetorial @™ (z,t) = ;1 C/*(t)w” solugio da seguinte equagio
m 9 m j ~m j m j :
(o | 7" + (" - V)i ,wﬂ)ﬂmu )y = (" foul)a, G =1,2.m. (432)

Zdi S Welers +27;ck —fi j=1,..,m. (4.33)

k=1 i,k=1 =

O qual é um sistema de m equagoes diferenciais para as fungoes C’,T (t), onde

A condigao inicial para a equacdo (4.33)) pode ser extraida expandindo a velocidade

inicial uy com respeito a base {w*} da seguinte forma

o0
u’ = ZCkwk, Cr = (u®, wh),
obtendo que

Cr0)=Cy k=12 .. m. (4.34)
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A solugao do problema (4.33)) - (4.34) resulta da teoria de equagoes diferencias, se tivermos
que a matriz o, (t) cujas entradas é ai é nao degenerada. Provaremos esse fato observando

que por defini¢ao as entradas da matriz a,,(t) sdo dados por

al(t) = ("ul wh)a = [ "t ()t (@) o ik € {1, e,
0
Portanto, para qualquer ¢ € [0,7], «(t) é a matriz de Gram na base w’ em relagao ao

produto interno definido por

(1.9) = (g = [ () (@)g(e) do.
resultando que «,,(t) é invertivel V ¢. Logo pelo Teorema de Cauchy-Peano o sistema
de equagoes diferencias ordinérias nao linear com condig¢ao inicial tem solugao
local para algum [0,7},) onde 0 < T,, < T. Além disso pelo Teorema a solucao
depende continuamente dos dados do problema —.
Se T,, < T, entao |u™| tende para +oo quando t — T,,. A seguir deduziremos umas

estimativas que vao garantir que isso nao ocorre, isto é, que T, =T

FEzxisténcia global e estimativas sobre u™ e p™.

As expressoes anteriores garantidas pela existéncia de p™ e a escolha de py* produzem,

sobre [0, T,,] (ver (4.31) e (4.27) ), a seguinte desigualdade

1 1
— +inf pg < p" < — + sup pp. (4.35)
m Q m Q
Para qualquer tempo ¢ € [0,7,,] multiplique a equagao (4.26) por —|u™(¢)|? e integre
sobre (), obteremos a seguinte expressao
m Zapm m|2 m m m|2, m m _
— " = = [u" 7™ (V- u™) — [u"Fu™ - V™ ) da = 0. (4.36)
Q ot
Agora tomando v = 2u™. (Isto é, escolhendo sucessivamente v = w!, w?, ..., w™, mul-
tiplicando por C7* e somando por k = 1,...,m) na equagao (4.25) temos que
apmum m, m m m m m|2
T + V- (pmum@u™) = p"f ) - 2u™ + 2u|Vu™? ) dz =0
Q
0 op™
/Q (pm&|1,tm|2 + 2|um|2% +2(V - ™) p" u™? 4 2u™ - V" u™?
+2p" (u™ - V)u™ - u™ = 2p™ fu™ + 2,u|Vum|2> dr = 0. (4.37)
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Somando as equagoes (4.36]) e (4.37) obtemos
m 9 m|2 m 2810 m|, m|2
[ (o gl P+ (9 g
— 20" fu™ + 2p|Vu™| )dx = 0.
d
L (G Py 9 ey = 2m gt 2 o o,

"V o " (V)

visto que
o GO P) = o Gl o
m’2pm(v . um) + ‘um‘Qum . vpm + pmum . V’umP
3 3

o V() =
ou™
o 2(u™ - V)u™ - u™ = Q[Z[Wm -V)u™] um] = 2[2 ( uf 812:» ) uzn]
i=1 i=1  j=1 J
3 3
:22 1u;n.2 81’ z_: 0x3<z(u7)2>
3
Z m’?zumvlum‘Z
m V>|um’2

o 2p™(u™ - V)u™ - u™ = p"(u

Aplicando o Teorema da Divergéncia no segundo termo e usando que u™|r = 0, obtemos
que

/ V- (pmu™ u™ ) dr = /n ™™ ™ Pdz = 0.
Q r

Segue que
/Q (%(pmlumP) + 2u|wm|2) dr = z/gpmf " d
< 2(/Q|pmum|2dx>é</ﬂ‘f|2dx>é
- 2</me.pm|um|2dx>5</g |f|2dx>§’

como p" < b=1+4suppy encontramos que

d 1/2 1/2
7 P ™ P + 2u/ |Vu™2dz < 202 (/ pm|um|2d:v) (/ |f|2d:v>
0 0 0 0

(4.38)
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Visto que py* e uy' satisfazem (4.28)) existe uma constante d independente de m tal que

(/me|um\2dx) (0):/ e Pda < d.

Logo pelo Lema [£.5] tem - se

1/2 /2
™2 dx d+ b'/? ( x,s da:) ds V . )
(/Qm | ) () <d+ / [1ss) I<T..  (439)

(™) 2u™ ()l 22 (s < d + C(T).
Segue que

||(pm)l/Qum||Loo(0,T;(L2(Q)))3 = ess sup ||(pm)1/2um(t)||(Lz(Q))3 <d+C(T) < 0.

1<t<T

Portanto (p™)"/?u™ é limitada em L>(0,T; (L?(2))?). Além disso pela estimativa (4.39))
e usando que p" > infq pg + % > infg pg = C' > 0 temos que

c/ W2 da < (/ pm|um|2dx>1/2 (t) < d+ C(T)

/ Z (Crw*) - (CTw’) do < (d+ C(T))/C

7,k=1
Z Z i C’m/wk~wjdx§01. (4.40)
j=1 k=1

Consequentemente de (4.38)) e (4.40) segue que T,, = T. Integrando (4.38) sobre [0, 7],

temos que

/OTzf(/p lu™| dx)dt—l—Qu/T (/Q|Vum|2dx>dt < 2b1/2/0TM dt,
([ orturpas) ([ 15Par) " <
0 Q

Aplicando o teorema fundamental do calculo na primeira integral tem-se

pois

(/me|um|2dx) (T) 4 2u /OT (/Q |Vum|2dx)dt < MT + (pm|um|2dx) (0) < MT +d.

isto é,
MT +d
2

”umH%?(O,T;V) <
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Logo
u™ ¢ limitada em L*(0,T;V).
Além disso, por (4.35))
p™ & limitada em L*(0,7T; L>(R)).
Portanto
pu™ ¢ limitada em  L*°(0,T; (L*(Q))%).

Observe ainda que, nas Proposicoes [1.2] e tendo que as solugoes aproximadas
u™, p™ com normas independentes de m, satisfazem as condigoes dadas para u,p. Em

particular,

pMu™ @ u™ & limitada em  LY3(0,T; (L*(Q))?),

3_ é limitada em  L*(0, T; W~1%(Q2)),

‘02/ ™ vdx

p"u™ & limitada em Nl/“(O T; (W=32(Q))%).

< (1™ fllezz@pe + I u™ @ u™ — pNVu™ || (2o [[v]v,

Seja Cp,[0,T] = {(CP")-, : [0,T7] — R™; paracada k = 1,...,m a funcdo C}" :
[0,7] — R ¢é continua}. Considere o conjunto limitado, fechado e convexo K., definido

por

Ko = {(C)y € Cn([0,1]) Zm 0 < 'y,
k=1

onde C! & a constante obtida na estimativa .

Como o problema (4.33] é soluvel, construimos uma aplicacao A,, : K,, —
Cm([0,T7) tal que dado (C’k ) ', € IC existe um (C7), € Cpn([0,1]) com A((C)P,) =
(C',T)?:l Queremos mostrar que a aplicacao A,, satisfaz a hipotese do Teorema do ponto
fixo de Schauder [2.7] isto é, que A,, é uma aplicagao compacta de K, sobre Ky, 0 que im-
plicara que A,, tem ponto fixo. Note que (C‘,T)';::l € K., pois escolhendo sucessivamente
v =w", w?, ..., w™, multiplicando por C’? e somando por k = 1,...,m) na equagao (4.25)),

obtemos de forma analoga a estimativa encontrada em (4.40f), para fungao (C’,T)Z"”:l, isto
é, Z (CM2(t) < C' = (O™, € K. Portanto a aplicacio A, : K, — Ky, esté bem

deﬁmda
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Finalmente vamos mostrar que A,, é compacta. Multiplicando a j-ésima equagao (|4.32))

acr
por —;

('0 agt @g:>9 * (pm(um V), Ei;i:)g + u(ﬁm, ag;tm)v B ('Om ’ E)g;tm)g

De onde segue a relacao

, ..., M, Obtemos

2

ot

ou™

ot

o™

LAy ami2
vt ot

L < Allfln

+A[[u" lo@lla™ v
H

H H

Visto que a = infq py < = + info pg < p™m < — —|— Supq po < 1+ supg po = A.
Visto que as fungoes da base w™ sao suaves, temos ||u™||c@) < C(m), entdo, aplicando

a desigualdade de Young e integrando com respeito a t temos a estimativa

AH 12t < Cm), (4.41)

a qual denota que |[(Cy")m 1||W120T) < C(m). Portanto, (C/), = A, (CP)™, €
W12(0,T; H) e, de acordo com o Teorema imersao de Sobolev , mostra que
a imagem do conjunto XC,, é compacta em C,,([0,77]). Além disso, a continuidade do
operador A, resulta do Teorema de Dependéncia Continua [2.3

Logo, o operador A,, satisfaz todas as hipoteses do Teorema do ponto fixo de Schau-
der 2.7 e assim tem um ponto fixo (CJ")1; no conjunto K,,. A unicidade da solugao ¢
provada de modo cléssico: Dada duas possiveis solugoes considere a diferenca entre elas,

assim formula-se um problema homogéneo e, em seguida, deduz-se de estimativas do tipo

(4.40) que esta solugao é nula.

Propriedades de convergéncia.
As estimativas obtidas anteriormente sobre p™ implicam que

p™ € limitada em L*(0,7T; L>(2)) e

% é limitada em L*(0,T; W ~1%(Q2)). (4.42)

Sendo assim escrevendo X = L>(Q), E = W1%(Q), Y = W=1%(Q) e r = 2, pelo Lema
item (ii) temos que

{p™}men € relativamente compacta em C([0,7]; W~1%(Q)). (4.43)

Usando o Lema [£.4] item (iv) com X = (L2(Q))%, B = (H-'(Q))?, Y = (W~13/2(Q))?,

63



s = i, e ¢ = 2, as estimativas sobre p™u™ implicam que

{p™u"™}men € relativamente compacta em  L*(0,T; (H(Q))%). (4.44)

Portanto como ™, p™, p™u™ e p"u™u™ sao limitadas em L2(0,T;V), L®(Q),
L>(0,T; (L2(2))%) e LY3(0, T; (L?(2))°) respectivamente, e valem (4.43) e (4.44), existem
subsequéncias de u™, p™, p"u™ e pmu™u™ tais que

(I) v™ —=u em L*0,T;V).

(I) p™ = p em L>(Q).

(IIT) p™ = p em C([0,T]; W=H5(Q)).

(IV) pmu™ =g em (0,75 (L*(2))%).

(VI) p"u™ — g em  L*0,T5(H™())%).
(VII) pmu™ @ u™ —k em L*¥3(0,T;(L*(R))?).

Pelo Lema .3 item (iii) o produto cartesiano de H{(2) x W=16(Q) em W=13(Q) &
continuo. Portanto as propriedades (I) e (III) implicam que

pru™ = puem L0, T; (W13 (Q))%), (4.45)

e assim g = pu na (IV) e (V) propriedade.
A partir da primeira e quarta propriedades seguem, usando o Lema item (iii), que

o produto cartesiano de HJ(2) x H~'(Q) é continuo e que
P @ g em L0, T (W),
e assim k = pu ® u na (VII) propriedade.

Equacoes limites e condigoes iniciais.
(i) Valem p™(0) — p(0) em D'(Q) e p™u™ — pu em (D'(Q))?. Assim, passando ao
limite em D’(Q) em (4.26]), encontramos

9]
a—§+V~(pu):0 em D'(Q).

(i) Pelo item (ITI) p™(0) — p(0) em W~15(Q2). Entao passando ao limite na condigao
inicial p"(0) = p{’ obtemos

p(0) = po, em W™19(Q).
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(iii) Desde que u € L*(0,T; V), a seguinte equagao vale:
V.u=0.

(iv) A equagao (4.25) pode ser escrita para todo w € V'™,

d
— [ p"u™ - wdx +/ ((—pmum QRu™ + uVu™) - Vw — p™ f - w)dx =0.
dt Jo Q

Seja v € V e escolha w = v™ onde v™ — v em V. Logo, podemos passar ao limite em

cada termo em D'(]0, T[). O que implica

d
— pu-vdm—i—/ ((—pu@u—l—,uVu)~Vv—pf'v>dx:0, em D'(]0;T).

Isso produz

<%+V-(pu®u)—,uAu—pf,v>Q=O, Vv eV, em D'(|0;T]).

Além disso, pela Proposicao item (ii) temos

O L (pu ) — piu — pf € W0, T3 (H(@)))

Entdo, pelo Lema [4.2] existe p € W1°(0,T; L*(2)) tal que

O L5 (pu @) — pdu— pf = Vp. em (0, T[x0)

(v) Sejam v € V e v™ € V™ satisfazendo v™ — v em V. Pelas estimativas anteriores

a m, m . m
E/qu-vdx

=bsup 0"y, " =|p"u" @ u" — pVu" || 2@ "V

<k+ym,

Temos k € L'(0,T) e ¢™ ¢é limitado em L*3(0,T) (veja a prova da estimativa (4.8) na
Proposi¢ao[4.2). Portanto, do Lemal[d.4)item (iii) com X = E =Y =R e r = 4/3 implica

/ p"u™ - v™dx  é relativamente compacta em  C([0, 7).
Q

De fato, aqui foi aplicado que W4/3(0,T) c C([0,T]). Por outro lado, esta sequéncia

converge fracamente para / pu - vdx em L?*(0,T), pelas propriedades de convergéncia.
Q
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Assim, a convergéncia vale em C([0,77]) e

< /Q pmum-vmd:c) (0) - < /Q pu~vdx) (0).

Para o lado esquerdo temos a convergéncia

/pglugnmmdx — / Polo - vdx.
Q Q

</pu-vdx) (O):/pouo-vcm, YVoeV.
Q Q

(vi) Passando ao limite em (4.35)), obtemos

Portanto

inf pg < p < sup po.
L Q
(vii) A Proposicao {4.3|item (i) nos da
pu € NY42(0,T; (W13/2(Q))?), (4.46)

o que finaliza a prova de (i) do Teorema
(viii) Se igfpo > 0, desde por (vi) desta prova p > igfpo, entdo 1/p € L>(Q). Por (i)
do Teorema[d.4] pu € L*=(0,T; (L*(£2))?). Protanto u = pu x 1/p satisfaz

we 170, T; (1))
Além disso, pela Proposicao item (ii)
ue NYY2(0,T; (L (2))%),

o que finaliza a prova da parte (ii) do Teorema [1.4] O

66



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

3]

4]

[5]

6]

7]

18]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

ANTONZEV, S. A. and KAJIKOV, A. V. Mathematical study of flows of nonhomo-
geneous fluids, Lectures at the University of Novosibirsk, Novosibirsk, U.S.S.R, 1973.
(In Russia).

BARTLE, R.G. The Elements of Integration, John Wiley Sons; 1966.

BOTELHO, G., PELLEGRINO, D. e TEIXEIRA, E. Fundamentos de Andlise Fun-
cional, Colecao Textos Universitarios, SBM, 2012.

BOYER, F. and FABRIE, P. Mathematical Tools for the Navier-Stokes Equations
and Related Models Study of the Incompressible, Springer, 2012.

BREZIS, H. Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations,
Springer, 2011.

EVANS, L. Partial Differential Equations, American Mathematical Society, 2% Ed.,
2010.

GIRAULT, V. and RAVIART, P. A. Finite Element Methods for Navier-Stokes Equa-
tions, Springer-Verlag, Berlin, New York, 1986.

GURTIN, M. and MARTINS L. Cauchy’s theorem in classical physics, Arch. Rat.
Mech. Anal. 60, (305-324), 1976.

HUGHES, T. and MARSDEN, J. A Short Course in Fluid Mechanics, Publish or
Perish, 1976.

KAJIKOV, A. V. Resolution of boundary value problems for non homogeneous vis-
cous fluids, Dokl. Akad. Nauk., 216 (1974), pp. 1008-1010.

KARLSEN, K. H. Notes on weak convergence, (Notas de Aula), 2006.

KIM, U. J. Weak solutions of an initial boundary value problem for an incompressible
viscous fluid with nonnegative density, SIAM J. Math. Anal., 18 (1987), pp. 89-96.

KREISS, H. and LORENZ, J. Initial-Boundary Value Problems and the Navier-
Stokes Equations, Academic-Press, 1989.

67



[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

21]

LIONS, J. L. On some problems connected with Navier-Stokes equations in nonlinear
evolution equations, M. C. Crandall, ed., Academic Press, New York, 1978.

MELO, S. T. e NETO F. M. Mecinica dos Fluidos e Equagoes Diferenciais, 18°
Coloquio Brasileiro de Matematica, IMPA, 1991.

OLIVEIRA, C. R. Introducao a Andlise Funcional, Projeto Euclides, IMPA, 2010.

SIMON, J. Nonhomogeneous Viscous Incompressible Fluids: FExistence of Veolcity,
Density, and Pressure, STAM J. MATH. ANAL, Vol. 21, No. 5, pp. 1093-1117, Sep-
tember 1990.

SIMON, J. Ecoulement d’un fluide non homogene avec une densité intiale s’annulant,

C. R. Acad. Sci. Paris Ser. A, 15 (1978), pp. 1009-1012.

SCHWARTZ, L. Radon Measures on Arbitrary Topological Spaces and Cylindrical
Measures, OUP, Tata Institute Monographs on Mathematics, 1973.

SMITH, Z. Fized Point Methods in Nonlinear Analysis, (Notas de Aula)

TARTAR, L. Topics in nonlinear analysis, Publ. Math. Orsay, Orsay, France, 1978.

68



	Introdução
	Preliminares
	Breve Descrição da Teoria de Medida
	Espaço Mensurável
	Funções Mensuráveis
	Medida
	Funções Integráveis

	Os Espaços Lp
	Definições dos Espaços Lp
	O Dual de Lp
	 Teorema da Representação de Riesz para os espaços Lp
	 Convergências Fraca e Fraca 
	Compacidade Fraca em L1
	Aplicações de Convergências Fraca e Forte

	Espaço de Sobolev
	Derivada Fraca
	Definição do Espaço de Sobolev
	Propriedades
	Dual do Espaço de Sobolev
	Imersões de Sobolev

	Espaços Lp(0,T; X) e W1,p(0,T;X)

	Métodos do Ponto Fixo em Análise não Linear
	Teorema do Ponto Fixo de Banach
	Teoria do Ponto Fixo de Brouwer
	Teorema do Ponto Fixo Schauder
	Aplicações na Análise não Linear

	Dedução das Equações de Navier-Stokes
	Derivada Material
	Equação da Conservação da Massa
	Equação da Conservação do Momento
	Equações de Euler
	Equações de Navier-Stokes
	Formas conservativas e não-conservativas das equações de Navier-Stokes

	Existência de Solução Fraca
	Espaços de Funções e Lemas
	 t- Suavidade Fraca de qualquer solução
	t-Suavidade Fracionária de qualquer solução
	O Termo de Inércia
	Formulação Fraca das Equações de Navier-Stokes
	Decomposição Espectral para o Operador de Stokes
	Existência de Solução Fraca

	Referências Bibliográficas

