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Resumo

Este trabalho é baseado no artigo Estimates of the Gaps Between Consecutive
Figenvalues of Laplacian de Daguang Chen, Tao Zheng e Hongcang Yang em que os
autores obtiveram estimativas para o limite superior do gap entre autovalores consecu-
tivos para o problema de autovalor de Dirichlet do Laplaciano em um dominio limitado
no espaco Euclidiano R™. Tais estimativas sao as melhores possiveis em relacao a for-
mula de Weyl. Além disso, uma conjectura para o problema do autovalor em uma
variedade Riemanniana foi proposta. Este sendo motivado por dois exemplos, um no
contexto de um espago hiperbdlico e o outro no contexto de uma variedade Riemanni-
ana completa, nao compacta, simplesmente conexa, com curvatura seccional negativa
limitada.

Palavras-chave: Laplaciano; Problema de Dirichlet; Estimativas de autovalores; Va-
riedades.



Abstract

This work is based on the article Estimates of the Gaps Between Consecutive
Figenvalues of Laplacian by Daguang Chen, Tao Zheng and Hongcang Yang, in which
were obtained estimates for the upper bound of the gap between consecutive eigen-
values for the eigenvalue problem of the Dirichlet Laplacian on a bounded domain in
Euclidean space R™. Such estimates are the best possible in relation to the Weyl for-
mula. Furthmore, a conjecture for the eigenvalue problem in a Riemannian manifold
was proposed. The latter was motivaded by two examples, one in the context of a Hy-
perbolic space and the other in the context of simply connected complete noncompact
Riemannian manifold with bounded negative sectional curvature.

Keywords: Laplacian; Dirichlet Problem; Estimates of the eigenvalue; Manifolds.
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Introducao

Em outubro de 1910, o fisico holandés Hendrik Lorentz ministrou uma série de
palestras sobre os velhos e novos problemas da fisica em que um dos topicos discutidos
envolvia as vibracoes do tambor, que podem ser entendidas como solucoes para a

equacao de onda
Pu 4 (0*u  Du
—— = - + - ,
ot? ox?  Oy?
em que u da o deslocamento vertical do tambor na posi¢ao (x,y) no tempo t e ¢ ¢ uma

constante. O método de solugao envolve encontrar ntimeros e fun¢oes nao nulas u tais
que

Pu o _
ox2  Oy?

Os ntimeros A sao chamados os autovalores da membrana do tambor e estao relacio-
nados aos seus tons fundamentais. Em outros termos, Lorentz conjecturou que dado
um tambor, ou uma forma com um fronteira apertada, pode-se ouvir sua area A.
Matematicamente ele expressou isto como

- 2rD(\

lim —() = A,

A—00 A

—\u.

onde D(\) é o ntimero de autovalores menor que um dado autovalor A. O mateméatico
alemao Hermann Weyl, presente nas palestras, achou essa conjectura interessante, e
mais tarde provou que na verdade

lim M = A,

A—00 A
ou seja, Lorentz estava equivocado por um fator dois.

A maneira como Weyl provou esse teorema envolveu a descoberta explicita dos
autovalores para dominios mais simples, como retangulos e circulos, e possibilitou a
generalizacao para dominios arbitrarios. A prova de Weyl para essa lei assimptotica
levou a questao "Pode-se ouvir a forma de um tambor?", proposta por Mark Kac
em 1966 [26] e respondida negativamente por Carolyn Gordon, David Webb e Scott
Wolpert em 1992 [34].

Os estudos avancaram e pode-se considerar o seguinte problema mais geral: seja €2
um dominio limitado em uma variedade Riemanniana completa M n-dimensional com
fronteira 0 (possivelmente vazia). Entao o problema de Dirichlet para autovalores do
Laplaciano em 2 é dado por

Au = —du em (), (1)
u = 0 no 0f2.

10
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em que A é o Laplaciano em M. E bem conhecido que o espectro de (1) possui um
numero infinito enumeravel de autovalores

0< A <A< A< Moo, (2)

em que cada \; tem multiplicidade finita e se repete de acordo com sua multiplicidade, e
as autofungoes {x; }j = 1°° constituem um sistema ortonormal completo para o espago

Um aspecto importante da estimativa de autovalores, é estimar, com a maior
precisao possivel, o gap entre autovalores consecutivos para o problema de Dirichlet.
Nesse sentido, analisaremos alguns resultados importantes nas estimativas de limite
superior de um autovalor e o limite superior para o gap entre autovalores consecutivos
para o problema (1) que sao o objetivo deste trabalho.

Primeiramente, para o limite superior do gap entre autovalores consecutivos do
problema (1), quando 2 € um dominio limitado em um espago Euclidiano 2-dimensional
R? Payne, Polya e Weinberger [36, 37| provaram a seguinte estimativa

k
2
< = N
A1 — A < - ;Zl i (3)

Mais adiante, C. J. Thompson em 1969 [40], estendeu a estimativa (3) para o
caso n-dimensional e obteve

k
4
Akg1 — A < = ; Ai- (4)

Os matematicos Hile e Protter em 1980 [24], melhoraram (4) para

k
i k
e (5)
A1 — AT 4

Yang em 1991 [42](veja também Cheng e Yang em 2007 [14]), obteve a seguinte
inequagao:

Zj:(AkH —\) (Akﬂ - (1 + %) /\i) <0. (6)

A inequagao (6) também pode ser encontrada como a seguinte expressao

k k
4
E (Met1 — Ai) A < <1 + ;) E (Akr1 — i) A

1=1 =1

A partir de (6) podemos inferir

1 4
)\k+1§—(1—|——)
k n/ 4

PR (7)
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As inequagoes (6) e (7) sdo chamadas primeira e segunda inequacdo de Yang
respectivamente (veja Ashbaugh [1, 2]; Ashbaugh e Benguria [8]; Harrell e Stubbe
[23]). Observamos que Ashbaugh e Benguria deram uma estimativa 6tima para k = 1
(veja Ashbaugh [3, 4, 5]).

Note que também é possivel provar que valem as seguintes implicacoes

6) = (1) = (5) = (4).
De fato, temos

e (6) = (7): rescrevendo a inequagao (6) na forma de uma equagao quadrada em
fungao de Mgy

k(Apg1)? — <2+%> (ZA) Ayt + <1+ )ZAZ <0

teremos que

k k
1 4 4
< — 2+ — , 2 —4k 1+ = 2
s g (e D) o | (2 2) (50) w2

como, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, (Z )2 < kzz L A7, ao subs-
k

tituirmos kzzl L A2 por (307, A\i)? na inequagdo e observando em seguida que
(2 + n) —4 (1 + n) = (%)2, obtemos

7

D=

D=

A1 < o7
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e (7) = (5): para esta demonstracdo necessitamos dos dois seguintes resultados

Teorema 0.1. Seja f : I — R duas vezes diferencidvel no intervalo aberto I C R.
Para que f seja uma fungio convexa € necessdrio e suficiente que f”(x) > 0, para
todo x € I.

Demonstracao. veja [31]. O

Teorema 0.2 (Desigualdade de Jensen). Seja D C R"™ um conjunto convero e
f D — R um fungao convexa em D. Entao para quaisquer k € N, z; € D e

a €Ry, j=1,--- Kk, tais que Zle a; =1, tem-se que
k
(o) < e
j=1 j=1
Demonstragao. veja [25]. O

Agora, inicialmente observe que

k

A <1 1 4 k)\—lk)\ 4 A
k+1_E< +ﬁ>; zE; ’+EZZ

i=1

Tomando o intervalo I = (—o00, A\g11) podemos definir a fungao f : I — R, por

X k+1 , /\k+1 .
flx) = = — 1, teremos que f'(r) = —— e ainda
( ) )\k+1)\_ x Akl — T ( ) ()\k-',-l - 96)2
2
f'(x) = M1~ 0. Com isso, pelo teorema 0.1, terremos que f é uma fun-

N (Ak41 — )3 , N
¢ao convexa. Usando a Desigualdade de Jensen para funcoes convexas, teorema
0.2, em f teremos que

1
n_k < Zf:l Ai — Lk E Zi:l As

4 — 1 B 1
st = 7 SEN e — - SN
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e (5) = (4): temos que

nk & \; i \; 1 b
UL N R S A
4_;)\k+1_)\i_;)\k+l_)\k )\k-i-l_)\k;
L
= )\k+1_)\k§%z)\u

provando a tltima implicacao.

A partir da inequagao (6), Cheng e Yang [12]| obtiveram em 2005

21 < ’ A\ 1< 1< a5
Apr1 — Ap < 2 (ﬁgé&) _(1+E)EZ<)\i_E;)\j> ; (8)

i=1
e em 2007 [14] os mesmos autores, usando sua féormula recursiva, obtiveram

Aet1 < Co(n)kw Ay, (9)

4
em que a constante Cp(n) < 14— conforme foi estimada em [11]. Da férmula assintotica
de Weyl (veja Weyl [41]), sabemos que o limite superior (9) é o melhor possivel em
termos da ordem em k.

Quando 2 é um dominio limitado de uma variedade Riemanniana completa M,
Chen e Cheng em 2008 [11], utilizando o teorema de Nash [35], obtiveram

k k
4 1
D ke =) < - PPOTEEPY (Az’ + ZnQH(?) : (10)

i=1 =1

— 1 f 11

com & = {9 |1 é uma imersao isométrica de M em um espago Euclidiano}, H a
curvatura média da imersao 1 e |H| denotando sua norma. (Veja também El Soufi et
al. [18]; Harrell [21].)

No mesmo trabalho, usando a férmula recursiva de Cheng e Yang, Cheng e Chen
também deduziram

1 2 1
)\k+1 + ZTﬁHg S Co(ﬂ)k; ()\1 =+ ZTL2H§> s (12)

em que HZ e Cy(n) sdo obtidos por (11) e (9), respectivamente. A partir de (10),
pode-se obter o gap entre os autovalores consecutivos do Laplaciano por
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Muitos matematicos estudaram as desigualdades universais para autovalores e a
diferenca para autovalores consecutivos para os casos em que ) é uma variedade Ri-
emanniana n-dimensional compacta homogénea; uma subvariedade minima compacta
sem fronteira; um dominio conexo limitado em uma esfera unitaria padrao SV (1); um
dominio conexo limitado; uma hipersuperficie complexa compacta sem fronteira no es-
paco projetivo complexo CP"(4) com curvatura seccional holomorfica 4 (veja Cheng
e Yang [12, 13, 15|; Harrell [20]; Harrell e Michel [22]; Harrell e Stubbe [23]; Li [30];
Yang e Yau [43]; Leung [29]; Sun et al. [39]; Chen et al.[16]).

Das expressoes em (8) e (13), é possivel ver que a estimativa de Yang para o gap
entre autovalores consecutivos de (1), implicita em Yang de 1991 [42], e a estimativa
de Chen e Cheng de 2008 [11] estdo na ordem de k2. No entanto, pelo célculo do gap
entre os autovalores consecutivos de S™ com a métrica usual e a formula assintética de
Weyl, a ordem do limite superior desse gap é k%, e isso fez com que Chen, Zheng e
Yang concebecem a seguinte conjectura:

Conjectura 1. Seja Q um dominio limitado em uma variedade Riemanniana completa
n-dimensional M. Para o problema de Dirichlet (1), o limite superior para o gap entre
autovalores consecutivos do Laplaciano deve ser

At — Mo < gk, k> 1, (14)
onde C,, o € uma constante dependente de () e da dimensao n.

Observagao 1. A famosa conjectura de Payne-Polya-Weinberger (veja Payne et al.
[36, 37]; Thompson [40]; Ashbaugh e Benguria [6, 7]) afirma que, quando M = R",
para o problema do autovalor de Dirichlet (1), deve-se ter

, 2
_ < I3 ) (15)
B 211

em que B" é a bola unitaria n-dimensional em R", e j, ¢ o k-ésimo zero positivo da
funcao de Bessel J,(t). A partir da férmula assintotica de Weyl e de (15), a ordem

Mt _ o
e N

do limite superior dos autovalores consecutivos de (1) é k2. Portanto, a conjectura 1
se refere a distribuicao dos autovalores de outro ponto de vista. Da ordem do limite
superior do gap entre os autovalores consecutivo de S”, a estimativa em (14) é a melhor
possivel em termos da ordem em k.

Nos casos seguintes, as contantes C), o podem ser diferentes a depender do caso.

Quando €2 é um dominio limitado em R"™, para o problema de autovalor de Diri-
chlet (1), eles obtiveram uma resposta afirmativa para a conjectura 1 que é o teorema
principal do artigo.

Teorema. Se (2 C R" é um dominio limitado no espacgo euclidiano R™ e A\, o k-ésimo
(k > 1) autovalor do problema de autovalor de Dirichlet (1), entdo

Net1 — Mg < Croak,

onde Cp 0 = 4X14/Co(n)/n e Cy(n) € dado por (9).

Além disso, eles provaram os seguintes resultados em variedades
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Corolario 1. Se Q C H*(—1) é um dominio limitado no espago hiperbolico H"(—1) e
Ak 0 k-ésimo (k > 1) autovalor do problema de autovalor de Dirichlet (1), entao

Aet1 — A < Cn,Qk%7 (16)

em que Cy, o depende de € e da dimensao n, sendo dado por

Cho =4 [co(m (/\1 - %m _ 1)2) ()\1 + inZHg)] : , (17)

onde Cy(n) e HE sdo os mesmos conforme em (12).

De fato, pelo teorema da comparacgao para a funcao distancia em variedade Rie-
manniana, temos

Corolario 2. Seja M ¢é uma variedade Riemanniana nao compacta completa simples-
mente conexa n-dimensional (n > 3) com curvatura seccional Sec satisfazendo

—a? < Sec < —b2,

em que a e b sao constantes com 0 < b < a. Se QQ C M € um dominio limitado de M
e \g 0 k-ésimo (k > 1) autovalor de (1), entdo

Mer1 — A < Gk, (18)
onde C,, q depende de ) e da dimensao n, sendo dado por

1

Cho =4 {C’O(n) (Al _ i(n 1Ry %((f _ b2)> ()\1 + 4n2H§)F (19)

com Cy(n) e H? sio os mesmos conforme em (12).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo fixaremos a notagao que sera utilizada e destacaremos alguns re-
sultados e conceitos bésicos necessarios ao desenvolvimento do trabalho. As principais
referéncias aqui utilizadas s@o as seguintes: |9, 19, 32, 33].

1.1 Variedades Riemanniana

Seja M = M"™ uma variedade diferenciavel de dimensao n, onde diferenciavel
sempre significara de classe C*°. Denotaremos por C*°(M) o anel das fungoes re-
ais diferenciaveis definidas em M e por X(M) o conjunto dos campos de vetores di-
ferencidveis em M. Se p € M, entao T,M denotara o espaco tangente de M no
ponto p e TM = {(p,v);p € M ev € T,M} denotara o fibrado tangente de M. Se
X,Y € X(M), o colchete de X e Y é o campo de vetores [X,Y] € X(M) definido por
[X,Y] = XY —YX. Por fim, identificaremos por 0; ou 8%1- os campos coordenados de
M conforme seja conveniente.

Uma variedade Riemanniana é uma variedade diferenciavel M e uma escolha, para
cada ponto p € M, de um produto interno positivo definido (-, -), no espago tangente
T,M de M em p, que varia diferenciavelmente com p no seguinte sentido: se X e Y sao
campos diferenciaveis de vetores em M, entdo a fun¢ao p — (X, Y), ¢ diferenciavel em
M. O produto interno (,-), (ou simplesmente (-,-) quando nao houver possibilidade
de confusdo) é usualmente chamado uma métrica riemanniana em M.

A nogao natural de equivaléncia entre duas variedades Riemannianas é a nogao
de isometria: Sejam M7 e M3 duas variedades diferenciaveis. Um difeomorfismo ¢ :
M; — M, é um homeomorfismo diferenciavel cujo a inversa também é diferenciavel.
Sejam X e Y campos de vetores em uma vizinhanca U de M, entao dp(X) e de(Y)
sao campos de vetores definidos ao longo de ¢(U). Um difeomorfismo ¢ : My — M,
entre duas variedades Riemannianas M; e My é uma isometria se para todo p € M; e
todo par X,Y € T,M, tem-se

(X,Y) = (dpp(X), dpp(Y)), (1.1)

em que, por simplicidade, usamos o mesmo simbolo para indicar as métricas rieman-
nianas de M; e M;. Dizemos que ¢ é uma isometria local em p € M se existe uma
vizinhanca U C M de p tal que ¢ : U — ¢(U) ¢ um difeomorfismo satisfazendo (1.1).

17
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1.2 Imersoes Isometricas

Definigao 1.1. Sejam M7 e M3" variedades diferencidveis.

a) Uma aplicagao diferencidvel ¢ : My — My é uma imersao se a diferencial dy,, :
TyMy — Ty My for injetiva para todo p € M;.

b) Se a imersao ¢ : My — My é um homeomorfismo sobre p(My) C My, em que
©(My) tem a topologia induzida por My, diz-se que ¢ € um mergulho.

c) Se My C My e a inclusao i : My — My é um mergulho, diz-se que My é uma
subvariedade de Ms.

Observe que se ¢ : M — M é uma imersao, entao n < m e a diferenca m —n
€ chamada a codimensao da imersao ¢. No caso em que a codimensao € 1, ou seja,
0 M — Myt (M) C My € entdo denominada uma hipersuperficie.

Um resultado interessante é o que mostra ser toda imersao localmente um mer-
gulho, ou seja, se ¢ : M; — M, uma imersao da variedade M; na variedade Ms, para
todo p € M, existe uma vizinhanga U C M; de p tal que a restricao ¢ : U — My é um
mergulho. Uma demonstragao para tal fato pode ser encontrada em [9].

Outro fato fundamental sobre imersoes é o famoso Teorema de Whitney: dada
uma variedade diferenciavel M", existe sempre uma imersao ¢ : M — R?*" e um
mergulho ¢ : M — R?*"*1. Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrada em
[33]. Um corolario do Teorema de Whitney é que toda variedade diferenciavel M™ pode
ser munida de uma métrica Riemanniana. Para mais detalhes, veja [32].

Seja M} uma variedade Riemanniana e seja ¢ : MP — My uma imersdo de
M; em uma variedade Riemanniana M. Dizemos que ¢ é uma imersao isométrica se a
condigao (1.1) for satisfeita. Em outras palavras, a imersao ¢ é isométrica se a métrica
induzida coincide com a métrica original. Um resultado importante acerca de imersoes
isométricas é um famoso teorema devido a John Nash que garante que toda variedade
Riemanniana pode ser imersa isometricamente em um espaco euclidiano.

A variedade Riemanniana M se torna um espago métrico se a distancia entre dois
pontos p e q é definida como o infimo dos comprimentos de todas as curvas diferenciaveis
por parte ligando p a q.

1.3 Curvaturas

Seja M uma variedade Riemanniana e X,Y € X(M). A seguinte aplicagao
V : X(M) x X(M) — X(M) dada por V(X,Y) = VxY indicard a tnica conexao
Riemanniana de M, conforme o teorema de Levi-Civita [9], determinada por

{ X(Y,Z) = (VxY,Z) +{Y,VxZ) (1.2)

VxY —VyX = [X,)Y], em que X,Y,Z € X(M).

Considere ¢ : M" — M uma imersio isométrica, em que M é uma variedade
Riemanniana com conexdo V. Para cada ponto p € M existe uma vizinhanca U C M
de p, tal que gp‘U ¢ um mergulho de U sobre sua imagem ¢(U), ou seja, o(U) C M &
uma subvariedade de M. Faremos a convencao usual de identificar U com o(U).
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O espago tangente Tg,(p)ﬁ de M em o(p) se decompde em uma soma direta
TopM =T,M @ TpMLv

em que identificamos dy(T,M) com T,M e denotamos por T,M~* o complemento or-

togonal de T, M em T, M. O subespago T, M L ¢ chamado o espaco normal de M no
ponto p.

Para X e Y campos de vetores em M, se X e Y sdo suas extensoes em uma
vizinhanca de ¢(p) em M, definimos

VxY = (VY)".
Em consequéncia do teorema de existéncia e unicidade de Levi-Civita, segue que
VY = VxY + (VxY)*

Denotando por a(X,Y) = (VxY)! fica bem definida a aplicagdo bilinear e simé-
trica sobre C'*(M)

a:T,M x T,M — T,M*
(X)Y) = a(X,Y)=VgY —VyY,
denominada a Sequnda Forma Fundamental da imersao ¢.
Um campo de vetores normal £ é uma correspondéncia que a cada ponto p € M

associa um vetor &, em T,M~* C T, M. Denotemos por X(M)* o conjunto de todos
os campos de vetores normais diferenciaveis da imersao . Por sua defini¢ao, segue que

a(X,Y) e X(M)*.
Sejam p € M e n € (T,M)*. A aplicagao H, : T,M x T,M — R dada por
H,(X,Y)=(a(X,Y),n), X, Y eT,M, (1.3)
¢ uma forma bilinear simétrica. Em particular temos a aplicagao
11,(X) = Hy(X, X) = (X, X), ).

Quando nao houver possibilidade de confusao, diremos também que a aplicacao
I1, ¢ a Segunda Forma Fundamental de ¢ em p € M segundo 7 e usaremos a notagao
IL(X,Y)=H,(X,Y).

Sejam n € X(M)* e X € X(M). Consideremos A,(X) = (Vxn)" a componente
tangente e (Vxn)® a componente normal de Vx7. Como para todo Y € T,M, (Y,n) =
0 segue que

(A4y(X),Y) = Hy(X,Y) = (a(X,Y),m). (1.4)

Assim, A, : T,M — T,M, definida acima, é um operador linear autoadjunto
associado a H,, chamado Operador de forma (ou Segunda Forma Fundamental quando
nao houver possibilidade de confusao).

Definicao 1.2. O tensor curvatura de Riemann R de uma variedade Riemanniana
M ¢ o (1,3)-tensor

R:X(M)xX(M)xX(M)— X(M),
dada por
R(X,Y)ZZVvaZ—VYsz—V[X,y]Z, VX,}/,ZE%(M),

em que V € a conexao Riemanniana de M.
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Usando o tensor métrico podemos definir o tensor curvatura como sendo o (0, 4)-
tensor

R:X(M)x xX(M)X(M) x X(M) — C>(M), (1.5)
dado por
R(X,)Y, Z, W)= (R(X,Y)Z W). (1.6)
Proposicao 1.1. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propriedades:
. RX,Y,Z,W)=-R(Y,X,Z,W)=R(Y,X,W,2),
3. RIX,)Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (primeira identidade de Bianchi).
Demonstragao. Vide |9] pagina 102. O

Definicao 1.3. A curvatura seccional K,(c) no ponto p € M sequndo um subespago
bidimensional o C T,M, € definida por
__(RX, Y)Y X)
CXPIYR - (Y)Y
em que X,Y € o sao vetores linearmente independentes. Convém considerarmos tam-
bém a notagio K,(X,Y) = K,(0).

Segue-se da Algebra Linear que esta definicao nido depende da escolha dos vetores
X,Y que geram o plano o.

Definimos o tensor de Ricci como o trago do tensor curvatura de Riemann, isto é,

se {e1,---,e,} C T,M é uma base ortonormal de T,M e u,v € T,,M, entdo para cada
p € M o tensor de Ricci é dado por

K(o)

n n

Ric(u,v) := Z(R(ei,u)v, i) = Z(R(ei,v)u, e;) = Ric(v,u),

i=1 i=1
onde a segunda igualdade segue da Proposicao 1.1 e prova que o tensor de Ricci é
simétrico.

Definicao 1.4. Sejam « a sequnda forma fundamental da imersao ¢ : M™ — M e

{E1, -+ ,En, m, -+ M} a extensao de um referencial movel adaptado de M, ou seja,
no ponto p € M os campos {E,--- , E,} formam uma base para T,M e os campos
{n,-+ .} formam uma base para T,M*. Considere o campo
1 n
H==- E; E;) € X(M)*. 1.7
— 3 a(B: By € X(M) (17)

i=1
Uma vez que
k k

(B, By) = Z(Of(Eu Ei),nj)n; = Z<A77jEi7 Ei)nj,

Jj=1 J=1

substituindo em (1.7) obtemos

n k k
1 1
H= =37 (A B By = =3 tr(Ay ). (18)
Jj=1

i=1 j=1

O valor de H em p € M é conhecido como o vetor curvatura média H(p) de ¢ em p.
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1.4 Operadores em Variedades

Definigao 1.5. Seja f : M™ — R uma fungao diferencidvel. O gradiente de f é o
campo vetorial diferencidvel V f, definido sobre M por

(V[ X) = X(f) = df(X)
para todo X € X(M).

Relembremos que todo campo de vetores Y € X(M) pode ser escrito localmente,
em termos dos campos coordenados 0y, - -+ , 0y, por

Y = Z 974:0;,

ij=1

em que y; := (Y, 0;). De fato, primeiro escreva

Y = zn: akak,
k=1

em seguida note que

<Zak8k, > Za (O, O; Za g = a —ZngYa

Deste modo, obtemos que o gradiente de uma funcao f em coordenadas é dado por

V=Y giVE0 = g90i(1)d;. (1.9)
ij=1 ij=1
Em particular, para {ej,--- ,e,} um referencial ortonormal de X(M) em U, te-

remos que

V=Y elfes
k=1

Ademais, o segundo membro da igualdade acima independente do referencial
escolhido, pois se {é1,- - ,€,} é outro referencial ortonormal em U, podemos reescrever
localmente

n
€; = E a;k€k,
k=1

em que a matriz (ajk’p) ¢é ortonormal para todo p € U, e entao teremos

Zéj(f) = Z <Z ajkek> (f) <Z sz€z> = Z (Z agka]l> €

n

= Z mer(flen =D er(f)er

Lk=1 k=1
Além disso, das propriedades de derivacao temos que, para f,h € C*°(M), vale

V(f+h)=Vf+Vh e V(fh)=hVf+ fVh. (1.10)
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Definicao 1.6. Seja M™ uma variedade Riemanniana e X € X(M). Podemos definir
o operador VX : X(M) — X(M) dado por VX(Y) = Vy X em que, no lado direito da
igualdade, V € a conexao Riemanniana em M.

Definigao 1.7. Seja M™ uma variedade Riemanniana e X € X(M). Definimos a
divergéncia do campo X como a funcao divX : M — R dada por

divX = trago{VX},
para cada p € M, em que VX € o operador citado na defini¢ao 1.6.
Proposicao 1.2. Se X, Y € X(M) e f: M — R € uma fun¢ao suave em M, entdo

a) div(X +Y) =divX + divY
b) div(fX) = fdivX + (Vf, X)

Demonstragao. ver [19] O
Definicao 1.8. O Operador Laplaciano A : C*(M) — C*°(M) € definido por
A(f) = div(Vf). (1.11)
Teremos entao para f,h € C°°(M), a partir de (1.10) e da proposigao 1.2, que
A(Fh) = hAf + fAh+2(V f,Vh).

Em particular, podemos representar o Laplaciano em coordenadas (veja [38] ca-
pitulo 2 pg. 57), por

Af = Z\/W (gij det(gij)aj(f)>~ (1.12)

Defini¢ao 1.9. Seja f: M™ — R uma funcgao suave. O Hessiano de f como o (1,1)-
tensor, dado por

V2f(X) = ViV, (1.13)
ou como o (0,2)-tensor, dado por
V2F(X,Y) = (VxVfY). (1.14)

Observe que, usando a defini¢ao de gradiente 1.5 e a conexao de Levi-Civita (1.2),
segue que

VII(XY) = (VxV[Y) = X(V[Y) = (V[ VxY)

= XY () = (VxY)f

= XY () = (VxY)f + (Vy X)f = (Vv X)f
= XY () = X Y]f = (Vv X)f

= XY () = XY () +Y(X () = (Vv X)f
=Y (X(f) = (Vv X)f

=Y(V[,X) = (V[,VyX)
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= <Vva7 X>
= V2f(Y, X)

ou seja, o (0,2)-tensor V2f : X(M) x X(M) — C*(M) ¢ simétrico. Ademais, a partir
de (1.13) temos

Af = tr(V2f).

Agora, considere (-,-) a métrica Riemanniana em uma variedade Riemanniana
M, ou seja, para cada p € M temos que

(Y, T,M x T,M — R

¢ um produto interno definido no T, M.
Para cada p € M, o Complezificado do espago tangente T,M é o espaco vetorial
complexo

Ty M :={X,+1iY,; X,,Y,€T,M}.

Podemos entao definir em T;CM um produto interno hermitiano da seguinte forma.
Primeiramente estendemos o produto interno (-,-), bilinearmente ao 7, ;CM sobre o
corpo dos complexos C tomando

(iX,Y), =(X,iY), =i(X,Y),, ondeaquii=+v-1
e entao definimos
C .pcC C
() Ty MxTyM— C
(ZW) = (ZW)) = (Z,W),,
em que W é o conjugado de W.

Teremos entao de forma analoga o complexificado do espaco dos campos de vetores
diferenciaveis em M como

X(M)C ={X +14Y; X,Y € X(M)}.

Para uma funcao complexa f : M™ — C suave definida sobre a variedade M. O
gradiente de f serd o campo vetorial Vf € X(M)®, definida da sobre M por

—\C
(VI,X) =X(f) =df(X)
para todo X € X(M)®. E também, em coordenadas teremos que
i . — . C n g n .
V=990, V]) 0= g7 (Vf,0)°0; =Y g"0:(f)0;.
ij=1 ij=1 ij=1

Visto que f seja uma funcao complexa podemos reescreve-la por f = f; + ify com
fi, fo € C®°(M) e i =+/—1, e pelas regras de derivacao teremos

V=Y g"0(fi+if)0 =) g70i(f1)0; +1i Y g70:(f2)0; = Vfi +iV f.
ij=1 ij=1 ij=1

(1.15)
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Além disso, se X, Y € X(M)®e f: M — C é uma funcio suave em M, utilizando
a definigao de (-, ~>C teremos que

div(X +Y) = divX +divY e div(fX) = fdivX +(Vf,X)° (1.16)

Teremos também para uma fungao complexa f : M™ — C suave, que o Laplaciano
de f é a fungdo Af : M"™ — C que, a partir de (1.15) e (1.16), é dada por

Af =div(Vf)=Af +iAf,
e em coordenadas, simplesmente por
Af = Z ( 74/ det(gi;)0 fl) +1 Z (ij det(gij)aj(fQ)).
1,j= 1Vde gl] zgl\/ gz

Ja que, para funcoes reais f definidas sobre M, temos que Vf, € T,M e para
funcoes h : M — C complexas, temos Vh, € T;,CM , entao, utilizando a definicao de

(-, )¢ teremos

(VA V)" = (V. VR)" = (V],Vh) = (V],Vh)
= (Vh,Vf)=(VhV[f) = (Vh VST (1.17)
(Vi.91) = (Vh.TT)

1.5 Campos de Jacobi

Os Campos de Jacobi sao campos de vetores ao longo de geodésicas, definidos
por meio de uma equacao diferencial que aparece naturalmente no estudo da aplicacao
exponencial.

Definicao 1.10. Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma curva dife-

rencidvel v : I — M € uma geodésica se
D~/
dt

para todo t € I. Em outras palavras, uma geodésica € uma curva cujo campo velocidade
€ paralelo ao longo da curva.

(t) =0

Para uma vizinhanca coordenada U de M, considere o subconjunto U do fibrado
tangente T'"M dado por

U={(q,v) €eTU;qe V,veT,MIv| <e},

onde V C U ¢é uma vizinhanca de p em M e TU o conjunto de todos os espacos
tangentes T,,U, com p € U.

Proposicao 1.3. Dado p € M, existem um aberto VC M, p € V, numeros 6 > 0 e
e >0 e uma aplicacio C*

v (=0,0) xU = M
(t,q,v) = (t,q,v)

tais que a curva t — y(t,q,v) € unica geodésica de M que no instante t = 0 passa por
q com velocidade v, para cada (q,v) € U.
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Demonstragao. vide [9] O

Além disso, pela homogeneidade de uma geodésica, para um « > 0 real, tem-se
que v(t,q,av) = ~y(at,q,v). Assim, podemos definir a aplicagdo exponencial como
segue

Definicao 1.11. Sejap € M eUd CTM um aberto, entdao a aplica¢ao
exp: U - M

(q7 ’U)’—> eXp(q, 1}) = ’y(l, q,v) =7 (HUH’ qHZ_H)

€ chamada uma aplicagao exponencial em U.

Podemos também denotar exp(p,v) = exp,(v). Geometricamente, exp,(v) é o
ponto de M obtido percorrendo um comprimento igual a ||[v||, a partir de p, sobre a
geodésica que passa por p com velocidade igual a ﬁ

Proposigao 1.4. Dado p € M, erxiste um ¢ > 0 tal que exp, : B.(0) C T,M — M ¢é
um difeomorfismo de B:(0) sobre um aberto de M.

Demonstragao. vide [9] pagina 73. O

Definicao 1.12. Uma curva diferencidavel por partes em M é uma aplicacao continua
v i la,b] = M tal que eziste uma parti¢ao do intervalo [a,b]

a=1ty <t <- - <t <tpr1 =0,

tal que as restrigoes 7|[t. -~ sao diferencidveis para i = 0,1,--- k. Cada ponto ~(t;)

]
¢ chamado um vértice da curva vy e o dngulo da curva no vértice y(t;) € definido como
sendo o dngulo entre os vetores

lim 7/(t) e lim 7/(¢).

t—tt t—t;
Definigao 1.13. Sejay : [a,b] — M uma curva diferencidvel por partes. Uma variagao
de v € uma aplica¢ao

F:(—e,e) x[a,b] = M
tal que

(1) F(0,t) =~(t);
(17) existe uma particao de [a,b] por pontos a =ty < t; < -+ <t <txp1 = b, tal que

|(—8,€)X[ti,ti+1}
€ diferencidavel para i =1,2,--- k.

Para cada s fixado, a curva Fy(t) = F(s,t) : [a,b] — M é chamada uma curva
principal da variacdo, e para cada t fixado, a curva Fy(s) = F(s,t) : (—e,e) = M ¢é
chamada uma curva transversal da variacao.

Um campo vetorial ao longo de F' é uma aplicagdo V : (—¢,¢) X [a,b] - TM
tal que V(s,t) € TppnM para cada (s,t) e V|(_£7€)X[ti7ti+ﬂ ¢ diferenciavel para i =
1,2,--- k. Se F é uma variacao de v, entao o campo variacional de F' é o campo
vetorial ao longo de v dado por

_OF

V(t) = g(o,t).
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Lema 1.1 (Lema de Simetria). Seja F : (—¢,¢) X [a,b] = M uma variagdo. Entao

ds dt — dt ds
Demonstragao. vide 9] pagina 76. O

Lema 1.2 (Lema de Gauss). Seja M uma variedade riemanniana, p € M e v € T,M
tal que exp,(v) esteja definido. Entao

(d(exp,) v, d(expp)vw> = (v, w)

para todo w € T,M.
Em particular, as geodésicas radiais que partem de p sao ortogonais as esferas
geodésicas centradas em p.

Demonstracao. vide [9] pagina 77 O

Considere o raio geodésico v : [0,1] — M

V() = exp,(tv).

Definimos uma variagao F': (—¢,¢) X [a,b] — M de «y por

F(s,t) = exp,(tv(s)),

em que v(s) ¢ uma curva em 7, M com v(0) = v e ||v(s)|| ¢ constante. Em particular, as
curvas principais da variagdo Fs(t) sdo geodésicas, mais especificamente, as geodésicas
radiais y(1.p, tv(s)) = y(t, p, v(s)) que passam por p com velocidade v(s). Uma varia¢ao
F' cujas curvas principais sao geodésicas é chamada uma variagao geodésica.

Proposigao 1.5 (Equagao de Jacobi). Seja F : (—¢,¢) x [0,a] — M uwma variagdo
geodésica e denote

or
J(t) = —(0,1).
(1) = (0.1
Entao J satisfaz a equacao diferencial linear
D?J
R(J, Y)Y =0 1.18
T (7)Y =0, (1.18)
para todo t € [0, a).
Demonstragao. vide 9] pagina 123. ]

Definicao 1.14. Seja v : I — M wma geodésica. Qualquer campo vetorial ao longo
de v que satisfaz a equacao de Jacobi é chamado um campo de Jacobi ao longo de
~v. Segque da Proposicao 1.5 que o campo variacional de uma variagio geodésica € um
campo de Jacobr.

Observacao 2. Um campo de Jacobi é determinado pelas condigoes iniciais J(0) e

D
d—;](()) (veja [9] capitulo V).
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Exemplo 1.1. Considere My, uma variedade Riemanniana de curvatura seccional cons-
tante K. Sejam v : [0,a] — M uma geodésica normalizada e J um campo de Jacobi ao
longo de v, normal a .

Uma vez que M tem curvatura seccional constante, teremos para todo X € X(M)

(R(J.A )Y, X) = K{{ ), X) = (o, X)(J. )}
(ver [9] pagina 107). Como |¥'| =1 e (7, J) =0, seque da equacao anterior que
(R(J AN, X) = K(J, X)
ou seja, R(J, 7" )y = KJ. Com isso, a equagao de Jacobi (1.18) em My, é dada por
D?J
— 4+ KJ=0. 1.1
i +KJ=0 (1.19)

Entao, considere um vetor w € T, yMy unitdrio com (w,v(0)) =0 e o seu transporte
paralelo t — w(t) ao longo de . Seja s :[0,a] — R uma funcao de forma que o campo

J(t) == s(t)w(t) (1.20)

satisfaca (1.19) e as condigoes iniciais J(0) = 0 e J'(0) = w(0). Para obter a expressao
de s(t), basta aplicar (1.20) em (1.19) e observar que, por w(t) ser paralelo nao nulo,
obtemos a sequinte Equacao Diferencial Parcial de sequnda ordem

s"(t)+ Ks(t) =0
s(0) =0, &(0)=1.

Resolvendo a E.D.O. acima com as condi¢oes iniciais dadas teremos entdao que a ex-
pressao de s(t) é dada por

—_sinh(ty/—K), se K <0,

vV-K
s(t) =4 se K =0, (1.21)
\/—% sin(tvVK), se K > 0.

Definig¢ao 1.15. Seja vy : [0,a] — M uma geodésica. O ponto y(ty) € conjugado a v(0)
ao longo de v, com ty € (0,a], se existe um campo de Jacobi J, nao nulo, ao longo de
tal que J(to) = J(0) = 0. O nimero mdzimo de tais campos linearmente independentes
¢ a multiplicidade do ponto conjugado y(to).

Observemos que se (o) é ponto conjugado de v(0), entao v(0) é ponto conjugado
de 7(to)-

Definig¢ao 1.16. Uma variedade Riemanniana M € (geodesicamente) completa se para
todo p € M, a aplicagao exponencial exp,,, estd definida para todo v € T,M, isto €, se
as geodésicas (t) que partem de p estao definidas para todos os valores do pardmetro
teR.

Definigao 1.17. Seja M uwma variedade riemanniana, v : [0;a] — M uma geodésica
e V o espaco vetorial dos campos diferencidveis por partes ao longo de ~v. A forma do
indice ao longo de v € a forma bilinear simétrica I, : V xV — R dada por

L(V.W) = / VLY — ROV ) W (1.22)

para todo V,W € V.
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Nas notagoes da defini¢ao acima, se J € V é um campo de Jacobi ao longo de v,
entao utilizando a equagao de Jacobi (1.18) em (1.22) obtemos

1(J, ) = / ST — (RO T e

_ / T+

“(d
= —(J', J) pdt
IRE)

o (123

0
Definicao 1.18. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Dados p € M e
v € T,M unitdrio, sejay, : [0,00) — M o raio geodésico normalizado 7,(t) = exp,(tv).
Se o conjunto dos pontost € (0,00) tais que vy, € minimizante em [0,t] for um intervalo
da forma [0, to], dizemos que 7,(ty) € o ponto de minimo de p na diregao de v. O Cut

locus de p em M Cut(p) € definido como o conjunto dos pontos minimos de p em M
(em alguma dire¢ao v € T,M ).

Seja M uma variedade Riemanniana. Defina o conjunto
E, ={v e T,M;exp,(tv) € M\Cut(p),V 0 <t <1}
Proposicao 1.6. exp, : E, — M\Cut(p) é um difeomorfismo.

Demonstragdo. E claro que exp,(E,) = M\Cut(p). Agorasejaq € M\Cut(p) e, (t) =
exp,,(tv) a tnica geodésica normalizada e minimizante ligando p = 7,(0) a ¢ = 7, (1).
Entao ¢ nao ¢é conjugado a p ao longo de v,. Portanto v € T,,M nao ¢ ponto critico de
exp,, que ¢ assim um difeomorfismo local. Basta entao mostrar que exp,, ¢ injetiva em
E,. Suponha que exista v, w € E,M distintos, tais que

Yo(t) = exp,(tv) e , = exp(tw)

ligam p a ¢ = v,(1) = aw(1). Segue de ¢ ¢ Cut(p) que ao menos uma dentre 7, €
digamos ,, ndo é minimizante até q. Logo, existe ¢y € (0,1) tal que

exp,,(tov) = Y, (to) € Cut(p)
contradizendo o fato de v, e portanto tov, pertencer a E,. O

Definicao 1.19. Fizado p € M denotaremos por p : M\ (Cut(p)U{p}) = R a fungao
distancia a partir de p, isto €, p(q) = d(p,q) € o infimo do comprimento das curvas
que ligam q a p, para todo q € M\(Cut(p) U {p}).

Proposigao 1.7. Seja v, : [0,a] = M\Cut(p) uma geodésica normalizada partindo de
p. Entao:

Vp(w(t)) = 7,(t),¥ t € [0,a]. (1.24)

Em particular, |Vp| = 1.
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Demonstragao. Seja ,(t) = exp,(tv) com t € [0,a] e ¢ = 7,(to). Se w € T,M, com w
perpendicular a 7, (ty), segue da proposi¢ao anterior e do lema 1.2 (Lema de Gauss) a
existéncia de W e T,,(T,M) tal que

(W) =0 e (dexp,)us(W) = w.

Tomando entdo « : (—e,e) — E, tal que |a(s)| = to, a(0) = tov e a’(0) = W.
Segue da unicidade da geodésica minimizante que liga exp,(a(s)) a p que

plexp,(a(s))) = to

e derivando em s = 0 temos

0= (Vp(q), (dexp,)wu(W)) = (Vp(q), w).

Ja que a igualdade acima é valida para todo w L 7,(t), segue que Vp(q) é um
multiplo de v/ (tp). Mas desde que p(7,(t)) =t para 0 <t < a, temos

(Vp(t)).A4(0)) = o, () = 2 (p(0) = 1) =1,

dai Vp(,(t)) = ~.(t), para todo t € [0, a). O

Agora fixemos um ponto p € M. Seja g € M\Cut(p) e consideremos 7y, uma
geodésica minimizante v : [0, p(¢)] — M ligando p a ¢, parametrizada pela distancia.
Seja X € T,M tal que (X,+') = 0. Por ¢ nao ¢ ponto conjugado de p, podemos
estender X a um Campo de Jacobi J ao longo de « satisfazendo

J(p) =0, J@)=X e [J7]=0, (1.25)
pois utilizando (1.2) e o Lema de Simetria 1.1 temos

DOF DOF
no_ r = =20 2
A=V =Vl = e s =0

Pela proposi¢ao anterior temos que v = Vp e também que [J, Vp| = 0, assim
vaJ = VJV,O (126)

Logo, escrevendo p(q) = p por conveniéncia, temos

:Aﬂavwaﬂ»@ww»ﬁ

[ @5s.0.2), (Vott

I
<
>
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= /Op {Vp(Vg,J, J)}(t)dt
= /Op {(Vv,J,Vv,J) + (Vv,Vy,J, J)} (t)dt
= /O ’ (VI Ny d) + (VN d, J) (t)dt.

Como J é um campo de Jacobi satisfazendo (1.25) e (1.26), temos

VyVoyJ + R(J, Y )y =0,
e portanto teremos que
Vip(X, X) = /0 ’ {{(Vy V) = (R(J.A)Y, J)}dt
- /Op (L) — (R, )Yt = 1,(J,.0). (1.27)

Tome M), uma variedade Riemanniana com curvatura seccional constante igual a
k. Agora para calcular o Hessiano da funcao distancia de M seja

smh(t\/—k)’ w k<0
Ve
sk(t) =< t, se k= (1.28)
M, se k>0
Vk
temos que
V—kcoth(tv/—k), se k<0
7 (t
zkétg = %, se k=0 (1.29)
k
VE cot(tVE), se k>0
Sk(t) .
Defina f(t) = , Ou seja,
Q k(p)
smh(t\/—k)7 w k<0
iinh(p\/—k)
f&y=q 5 se k=0 (1.30)
L sin(pvk)

e observe que f satisfaz a equacao de Jacobi
D*f
t)+kf(t)=0
dt? (®) /) (1.31)
f(0)=0,f(p) =1

Seja v a geodésica minimizante parametrizada pelo comprimento de arco e X €
T,M tal que (X,~'(p)) = 0. Denote por X (t), t € [0, p| o transporte paralelo de X ao
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longo de . Assim, o campo de Jacobi J ao longo de v com J(0) =0e J(p) = X ¢
dado da forma

Seja {7/, B, -, Ep,_1} uma base ortonormal de T, M, de campos paralelos ao
longo de v e Ji(t) = f(t)E;, it = 1,--- ;n — 1, campos de Jacobi. Agora analisando os
trés casos para a curvatura seccional temos

1° Caso: Se k < 0, pela expressio (1.27) temos
VAol B) = [ (U0, L0~ (RUKD, 7 () (), o)
= [ OF. 08— (RUOBA O 0. OB i
= [T O (BB = (FOPREA ) 0). B

= [T - wr2par

[ { ol e o

— m /OP {cosh2(t\/—_k) + sinh2(t\/—_/€)} dt
- sinh2(_+\/—_k)/op {2 cosh? (tv/—k) — 1} dt

_ m /0 ’ {cosh(2t\/—_/~c)} dt
—k sinh(2tv/—k) g

sinh*(pv/—k)  2v—k .
—k 2 sinh(pyv/—k) cosh(pyv/—k)

sinh?(pv/—F) 2v/—k
_ \/_k‘;ﬁ((ﬁ ﬁi V= coth(pv/—F).
Logo, teremos que
V2p(E;, Ey) = \/_k:Z?jh((z ﬁ; V= coth(pv/—F), (1.32)
para todo i =1, ,n — 1.

2° Caso: Se k = 0, repetindo o processo utilizado no 1° caso a partir da expressao
(1.27), teremos

V2p(E;, E;) = %, (1.33)

paratodoi=1,--- ,n— 1.
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3° Caso: Se k > 0, repetindo novamente o processo utilizado no 1° caso a partir
da expressao (1.27), teremos

V2p(E;, E,) :\/EZ:((E\\/F_; VE cot(pvVk), (1.34)

paratodoi=1,--- ,n— 1.
Assim, o Hessiano da funcao distancia em M), satisfaz

Vipu (Ei, Ei) = jz—gga (1.35)

com z%gg o sistema apresentado em (1.29).

Teorema 1.1 (Teorema de Rauch). Sejam M™ e ]T/[/m, n < m, variedades Rieman-

nianas, v : [0,a] — M e :[0,a] — M geodésicas com mesma velocidade escalar e tais
que

i) 4(t) nao € conjugado a 7(0) ao longo de 7, para todo t € (0, al;

i) Ky (v/(t),X) < Kﬁ(i’(t),f), VXe T,y(t)M,f( € Tﬁ(t)]Tj, respectivamente per-
pendiculares a 7' (t) e 7'(t).

Se J e J sio campos de Jacobi respectivamente ao longo de y e 7, nao identicamente
nulos e tais que J(0) = J(0) = 0, (J'(0),~/(0)) = (J'(0),7(0)) e |J'(0)| = |.J'(0)|, entdio

[T = I (1), ¢ € (0,d].
Em particular,

’J| 7T
(J'.J) > =5,
|72
para todo t € (0, al.
Demonstracao. Vide [9] capitulo 10. O

Teorema 1.2 (Teorema da Comparagao do Hessiano). - Sejam M" e M"™ varieda-

des Riemannianas completas ¢ v : [0,a] — M e 7 : [0,a] — M geodésicas normalizadas
que nao intersectam respectivamente Cut(y(0)) e Cut(%(0)). Se

Ku(y, X) < Kg(7, X)

para todos t € [0,a], X € T, ;)M e X € Tw(t)M , unitdrios e ortogonais respectivamente

av'(t) ed'(t), e p e p denotando respectivamente as funcoes distancia em M e em M
a partir de v(0) e 7(0), entao, para 0 <t < a, tem-se

(V20)y) (X, X) = (V2h)s (X, X).
Demonstragao. Fixe to € (0, a], pelas equacoes (1.23) e (1.27), temos

(V20)s(t0) (X, X) = I(J, ) = (J', J) (o),
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em que J é o campo de Jacobi ao longo de « tal que J(0) =0 e J(t;) = X. Note que
em particular temos que (J,7') = 0 em [0, to].
Analogamente,

(V25)3000) (X, X) = (J', T) (o),

em que J é o campo de Jacobi ao longo de 7 tal que J(0) = 0 e J(ty) = X, com
(J,7") = 0 em [0, ).

Agora, como 4 nao encontra C'ut(7(0)) em (0, ¢}, (¥ ndo encontra o conjunto dos
pontos minimos de 4 em (0, ¢]), temos que 7(t) ndo é conjugado a ¥(0) ao longo de 7,
para 0 < t < a. Portanto, segue do Teorema de Rauch que

(VD)) (X, X) = (J', J) (o)

|J‘2 7T
2W<J7J>(t0)

1.6 Fo6rmulas de Green

Sejam M uma variedade Riemanniana e uma fungao f definida em M,

(i) a funcdo f ¢ mensurével se, para cada carta z : U — R" em M, foxz™! ¢

mensuravel na imagem de U em R"™.

(74) para cada cobertura {z, : U, — R";a € I'}, onde [ ¢é algum conjunto, de M por
cartas com partigao da unidade subordinada {¢,; @ € I}, a medida Riemanniana
em M é dada pela densidade

dV =" ¢or/Ga da)---dal,

em que dzl ---dx? é a densidade da medida de Lebesgue em z,(U,) C R", e g,
é o determinante da matriz da métrica para a carta x, : U, — R™. O ponto é
que a densidade /g dx'---dz™ no dominio U independe da carta x escolhida.
A particao da unidade é entao o dispositivo com o qual a medida é definida
globalmente em M.

Dado o campo vetorial X em M, denote por {¢;} o fluxo induzido em M. Fixando
qualquer conjunto compacto K em M, tome

v(t) = / av
¢+ (K)

Disto, segue que

V' (0) = /K (divX)dV.

Assim, divX mede a distor¢ao infinitesimal do volume pelo fluxo gerado por X.
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Teorema 1.3 (Teorema da Divergéncia). Se X é um campo vetorial de classe C' em
M com suporte compacto, entao

/ (divX)dV =0 (1.36)

Demonstracao. veja [28| pagina 424. O]

Teorema 1.4 (Formula de Green). Seja h € C'(M), f € C*(M) fungoes definidas em
M tais que hV f tenha suporte compacto. Entao

/ (hAf + (VA Vf)} dV =0 (1.37)

Se também assumirmos que h € C*(M) e ambos f,h tem suporte compacto, entdo

/ {hAf — fAR} dV =0 (1.38)

Demonstragao. veja [38| pagina 382. ]

Para obter a formula de Green a partir do teorema da divergéncia, apenas tome
X = hV f e utilize a proposi¢ao (1.2) em (1.36). A equagao (1.38) segue diretamente
de (1.37).

Observagao 3. Para fungoes complexas f e h suaves com suporte compacto, a partir
de (1.16) a formula de Green ird assumir a sequinte expressao

/ {hAf + (Vh,Vf)} dV = 0. (1.39)

1.7 Fatos Basicos para o Problema de Autovalor

Seja L?(M) o espago de fungoes f mensurdveis em uma variedade Riemanniana
M para as quais

/ |fI?dV < +o0.
M

Em L?*(M) temos o produto interno usual e a norma induzida, dados por

(f.h) = /M fhav. IR = () (1.40)

para f,h € L*(M). Com este produto interno, L*(M) é um espago de Hilbert. Para o
operador Laplaciano podemos considerar os seguintes problemas.

Problema de autovalor fechado: Seja M compacta e conexa. Encontrar todos
0s niimeros reais A para os quais existe uma solucdo nao trivial u € C?(M) N C'(M)
para

Au+ du = 0. (1.41)
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Problema do autovalor de Dirichlet: Para a M # 0,com M compacto e
conexo, encontrar todos os niimeros reais A\ para os quais existe uma solucao nao trivial
u € C*(M) N CY(M), satisfazendo a condigao de fronteira

ul,,, = 0. (1.42)

Os numeros A sao referidos como autovalores de A e o espaco vetorial de solucoes
de (1.41) para um dado autovalor A seu autoespago. Os elementos de cada autoespago
sao chamados de autofuncoes.

Teorema 1.5. Para cada um dos problemas de autovalor acima, o conjunto de auto-
valores consiste em uma sequéncia

e cada autoespaco associado tem dimensao finita. Autoespacos pertencentes a autova-
lores distintos sao ortogonais em L*(M), e L*(M) é a soma direta de todos os autoes-
pacos. Além disso, cada autofuncao € de classe C* em M.

Primeiramente note que, uma vez que as autofuncdes u € C2(M)NC*(M), entdo
os autovalores A devem ser nao-negativos. De fato, tomando f = h = u na férmula de
Green teremos

A= Hu||_2/ Va2 dV >0 (1.44)
M

De (1.44) se tivermos A = 0 implica que u é uma func¢ao constante. Portanto, no
problema de autovalor fechado temos que A; = 0, e no problema de Dirichlet temos
)\1 > 0.

Também notamos que a ortogonalidade dos autoespacos distintos é uma con-
sequéncia direta da formula de Green (1.38). De fato, para ¢, autofungoes dos res-
pectivos autovalores A, 8. Entao

0=/M{¢Aw—wA¢}dV:/M{Mw—quﬁ}dV:(ﬁ—A)/qude

e a observacao segue.

Se {u; };’il é uma sequéncia ortonormal de autofungoes em L?(M) tal que u; é uma
autofuncao de \; para cada j = 1,2,---, entao {u]-};il é uma sequéncia ortonormal
completa de L?*(M). Em particular, para f € L?(M) temos

f= Z<f7 Uuj)uy, (1.45)

em L?(M), e

o0

AP = (f,u)”. (1.46)

j=1

Essas duas férmulas sdo chamadas de identidades de Parseval.
Uma formula bastante utilizada é a
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Teorema 1.6 (Formula de Bochner). Seja uma fungao f € C*(M), entao

SAGT ) = V31 + (V. VAL) + Rie(V 1, V1), (1.47)

em que Ric é o tensor de Ricci.
Demonstragao. veja [19] pagina 32. O

Ela também é conhecida como férmula de Bochner-Weitzenbdock.

Uma ferramenta ttil na busca de limites 6timos relacionados aos autovalores é a
Formula assintotica de Weyl para o problema de autovalor de Dirichlet (1). Seja
N(A) o namero de autovalores menores que A contando a multiplicidade, entao

N(\ 1(Q2 A% 1.48
~ WpVO — .
() ~ ol @) 5 (1.45)
quando A — +00, em que w, ¢ o volume da bola unitaria no R" e vol§2 é o volume
de 2. Em particular

(27)"

(W) ~ wpvol ()

k (1.49)

quado k — +o0.



Capitulo 2

Resultados Principais

Neste capitulo apresentaremos a demonstracao do teorema principal e duas aplica-
coes de estimativas de gap para autovalores no espaco Hiperbolico e em uma variedade
de curvatura seccional negativa limitada. Para tal, iniciaremos com alguns resultados
importantes.

Para o que segue necessitamos do seguinte teorema de multiplicadores de La-
grange para espagos de Banach reais.

Teorema 2.1. Sejam X e Y espagos de Banach reais. Assuma que F : U C X — R
ed:U C X =Y sao continuamente diferencidaveis na vizinhanga U de xo € X, em

que 7y € ®1(0) = {z €U; ®(x)=0€Y}. Se o conjunto {CD/(IO)(Jj) eY; ze X}

¢ fechado e xoy € um extremo (mdximo ou minimo) de F em ®1(0), entdo existem
Ao € R e um funcional linear y* € Y*, em que

Mo+ [y # 0
tal que
AoF(0) + (P00))"(¥7) = Ao F" (20) + ¥ (Ply,)) =0 (2.1)
em que (<I)’(xo))* ¢ o adjunto de @’(mo).
Além disso, se {gb’(xo)(x); S X} =Y, entao podemos tomar \g = 1.

Demonstragao. Veja na pagina 270 de Zeidler [44] ou no capitulo 10 de Kolmogorov
and Fomin [27]. O

Teorema 2.2. Assuma que {u;}.-, € uma sequéncia nao-decrescente, ou seja
JJj=1 ’ 7

0<pn Spop <o <pyp <0 = 400
onde cada p; tem multiplicidade finita m; e se repete de acordo com esta multiplicidade.

Dado r = (r;)72, € Ly tal que 1y, # 0 e Zujr? < VAB com

j=1
B = ZTJQ e

v (2.2)
A = u?r? < +0o0,

j=1

37
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entao

= A+ iy fomy 418
Z,ujrf‘ < + [y oy 41 . (23>
- Hmy + Homy 41

Demonstragao. Inicialmente, para a sequéncia {y;},; dada no teorema, vamos conside-
rar o seguinte subconjunto do espago de Hilbert /5 das sequéncias de quadrado somavel

Hzoz{x—(xj)J 5T €R, Z,ux <+oo}

7j=1

Teremos que H” serd um espago vetorial real com as operagoes de soma e multiplicagao
por escalar usuais para sequéncias. De fato, observando que se (:Bj)j € M, teremos
que

Zuix? <400 = (Wzj); € bo (2.4)
j=1

Assim, para (z;);, (y;); € M7 e o € R, utilizando (2.4) e as propriedades da norma
| - |2 de 4o, temos

1 1

<Z 5 (5 + ayj)2> = (Z(Mﬁj + ijj)2>

i=1 i=1
= [[(rjz;); + alpiys);llo
< ) ;ll2 + el [l Gy ) ll2 < +o0, (2.5)

mostrando entao que H;° ¢ um espago vetorial.
Agora considere a aplicagao

Il Hy — R

()'_>H$J = (Zﬂx>

=

Observando que, por

i) ||(xj l.=0 < ZM =0 < $§=0 vV j € N, ou seja, (xj)j:O;

3 5 3
i) o), |l = (Zuj ;) ) =<a22u?x?) = [alll(z;);llu, Yo € R
j=1

iti) de (2.5), |(2); + (y5) 1l < NCgs) jll2 + NCresi) M2 = NG sl + 1 (i) M-
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teremos que || - ||, ¢ uma norma em #H:y.

Além disso, (K2, ||-|,.) € um espago de Banach. De fato, se (z,), ¢ uma sequéncia
de Cauchy no espago H;°, para todo € > 0 existe ng € N tal que, para m,n > no,
| — x|, < €, entao

il — 2P < Zyi(x;” —al)? <€ (2.6)
j=1

para cada j = 1,2,---, assim

£
2] — 2| < —, VYm,n > mn.
j

Como para cada j fixado, teremos que (x?)n ¢ uma sequéncia de Cauchy em R, existe
2§ € R tal que 2} — 2 quando n — oo.

Seja T = (x?)j, para cada k € N, de (2.6) teremos

k
D — ) < &
j=1
e fazendo n — o0, iremos obter
k
Z,u?(a:;” — az:?)2 <& Vm > ng. (2.7)
j=1
Ja que (2.7) vale para todo k € N, quando k& — 0o, temos
Z 5 (2 — 29)? < &, (2.8)
j=1

com isso, teremos que a sequéncia (z,,), converge para Z. De (2.8) teremos que (z,, —7)
pertence a H;° e como

T=2xy,— (Tym —7T),

entao T pertence ao espago H;°, ou seja, H;® € espago de Banach como afirmamos.
Por fim, ao considerar o produto interno (-,-), : Hy* x HY — R dado por

(@9 =D gy, com @ = (x;);,y = (y;); € HY,
j=1
pelo fato de || - Hi = (, ")y, teremos que H;° é um espago de Hilbert.
Dado que Z ujr? < VAB, tome ¢ > 0 tal que

Jj=1

Z 15 + 6 < VAB. (2.9)

j=1



Considerando a sequéncia r = (r;) 2, com ry,, # 0. Parar, = max{|r;[;j =1, -+ ,m}
e 0 > 0 satisfazendo

i) 0< %uml e
5 (2.10)
ZZ) m15 |: + 2T0:| < (5’,
mi
tome V' = B(r,d) C H;°. Entdo para todo z = (z;), € V temos
(12 Ty — Ty )” Z < (2.11)
e por (2.10)
0 m
s — | < 2 < Il (2.12)

Homy 2

resultando que x,,, # 0 para todo x € V.
Defina entao

F: V>R

r+— F(x Z“JJ

UV — R?
x— YUz <Zx B,Zu?w?—A)
j=1

com A, B conforme em (2.2).
Vejamos agora que F' possui um ponto de maximo em W~1(0,0). Para isso,
considere o conjunto

C’:{x—xj i??gAeix?—B}
=1 j:l

e seja v = (x;); € C. Com isso temos que

Z,LLJSC = ZM;I’ +ZMJ

pni>1 /J,J<1
SZM _1_255 <Z,u +Zx?§A+B,
=1 p<l1 =1

ou seja, F(z) é limitada em C, e para S = sup{F(z);z € C'} podemos tomar uma
sequéncia (z"),, em C' tal que F(z") — S quando n — oo.
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Uma vez que C' ¢ limitado em V e 2" = (27,28, --- 2% ---) temos para cada
k € N que sequéncia coordenada (z}') -, ¢ limitado na reta, entdo pelo Teorema de
Bolzano-Weierstrass, tomando subsequéncias se necessério, 2f —» 22 quando n — oo
e assim podemos definir z = (29, 29,--- 22 --+)

Agora para € > 0 podemos tomar ng, m € N tal que para n > ng tenhamos

e com isso teremos

- Z Hj (ZO 2
j=1

IA
|'M87H
RS

5‘; =
RN

RS

=1
<UD wmEDP Dol = ()7
j=m+1 j=1
A = J\“j
A €
= +=-<e
Pmt1 2

Como isto é valido para todo n > ng temos

- Zﬂj(zo)Z

consequentemente

: 0\2 __
Tim () =S,
j=1

ou seja, F(z) = S.

Uma vez que C' é convexo e fechado no espago de Hilbert H7?, pelo Teorema de
Mazur temos que C' é fechado na topologia fraca e como z™ — z no sentido fraco, temos
que z € C. Vejamos entao que S = sup{F(z);x € C} ¢é atingido em ¥~1(0,0), ou seja,
quando HzHi = Ae |z =B.

Primeiramente, se supormos que para z = (z), temos ||z||i < Aelz|; < B,
entdo podemos tomar € € (—d,0) com 0 > 0 suficientemente pequeno de forma que
zs = z + eeg, onde e = (0,---,0,1,0,0,---) para algum k € N, é tal que Hz(;Hi <Ae
||25]|> < B. Assim teriamos z5 € C' e tomando sgn(c) = sgn(z) obtemos que

Z,uj 2+ (2206 +€2) = F(2) + ur(22pe + &%) > F(2),

que ¢ uma contradi¢do com a maximalidade de F'(z) em C.
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Supondo agora que HzHi < A e ||z|3 = B, podemos tomar £,7 € (—4,) com
0 > 0 suficientemente pequeno de forma que z5 = z + e, + ne;, para algum k,l € N, é
tal que ||25Hi < A |z]5 = B. Com isso teriamos z. € C. Observando que

o0

lzslls = Y (25)° + (220 + €%) + (20 + 1)
j=1

= ||2l5 + (20 + %) + 2z'n + %) = B
obtemos de ||z[2 = B que
(220 + &%)+ (22)n +n*) =0 (2.13)

€ Como
lzs% =D 12(29)” + up (220 + €7) + i (2200 + n°)
j=1
= ||2)12 + i (220 + &%) + 1 (220 + %) < A
obtemos de ||z||i < A que

1 (220 4+ €2) + 7 (2200 + %) < A—||z|[3. (2.14)

Supondo, sem perda de generalidade, que p; > py e aplicando (2.13) na equagao
(2.14) temos

(17 = mp) 22 +n*) < A—||z||3
e assim

A—|lz|
20 4 < 10k
: [ —

Vejamos que é possivel tomar n de forma que 2z0n + n* > 0.
Suponha entao

0<2zyn+n < ——= (2.15)
My — Hi

A=zl
— 2
Ao somarmos (z})? a equagdo (2.13), para z) # 0, temos
0<2zn+7" < (e+2)" +2n+n0" = (z)° (2.16)
Das equagoes (2.15) e (2.16) obtemos
A=zl

0 < 221 +n? < min 5 5
Hy = Mg

(22)2} =a (2.17)

e a partir de (2.17) temos

(&) <(m+2)" <a+ ()
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:>77+Zl°€(— a+<z?>2,—|zl) (m\ at () )

L G T I (CTEERVARN I

e com isso vemos que 0 < 2271 + n? possui solugao. Assim

ZMJ )2 + k(220 + €7) + (22 + %)

= F(Z) + (i — ) (2200 + 1%) > F(2)

pois (p — ) (220m +n%) > 0 e isso é uma contradigao com a maximalidade de F(z).

Por fim, supondo que ||z||i = A e |z||7 < B, podemos tomar ¢,1 € (—6,J) com
0 > 0 suficientemente pequeno de forma que z5 = z 4 e + ne;, para algum k,l € N, é
tal que Hz(;Hi = Ae ||z5]|3 < B. Com isso teriamos z. € C. Observando que

sl Zu )? + 13 (22 + €%) + i (220 + 1)
= HZHu + pr(220e + &%) + i 22)n +n°) = A

obtemos de ||z||i = A que

12206 + &%) + i (2 + %) = 0 (2.18)
— 2z2€ +e%= —’u—l(QZZOT] + 7]2)
Mk
e de
253 =) C(29)* + (220 + %) + (220 + 1)
=1

= |zl + (220 + %) + 27/ +n*) < B

temos

(220¢ + &%) + (2200 + ) < B — | 2||3. (2.19)

Novamente, sem perda de generalidade, para p; > py, aplicando (2.18) na equagao
(2.19) temos

2

1

1L sty < B - el
k

2

B —|z]l5
N
T

— 220 +n? < <0 (2.20)

Ml
k

jaque B> ||z]5e 1 <



44

Por fim, a partir da equagao (2.18) e do que obtemos em (2.20) teremos a
Zu; )2 + k(221 + %) + (220 + 1)
/Mz 0 2 0 2
= F(2) + (—E(szﬂtn )) + 2z +n)
k
=P (1= 2) @afna) > P
k

pois (1 — i) (22)n+4n?) > 0 e isso é uma contradi¢ao com a maximalidade de F'(z).
M

Portanto, concluimos que z é tal que ||Z||Z = Ae ||z|3 = B, isto ¢, F possui um ponto
de maximo em ¥~*(0,0).

No que segue, seja xo = (aj)]o.il um maximo de F em ¥~1(0,0), teremos para
todo h = (h;);2, € H® que

aco) 2Z[j’ﬂaj 3
mo) <2Zajh],2z,ujaj )

Além disto, se supormos que xy possui as coordenadas a, = 0 para todo k > my,
e utilizando que zq € ¥~1(0,0), poderemos rescrever

_ 2
B = E a;,
Jj=1
mi mi
_ 2 2 _
A= E W05 = [, E aj = o, B,

e assim
mi1 mi
VAB = \/(112, B)B = iy, B = pim, Y a3 = > pia

j=1 j=1

mi mi mi [e ]

ZZM(@?—T?%LZMT? SZ#j(a?—T?)+Z#jT?- (2.21)
Jj=1 j=1 j=1 j=1
Uma vez que xy € V, observe que

<ZMJ a; _T2|—Zﬂm1 aj — 1l la; + 7]

CL—T

m1

= timy Y laj = ;| a; —r; + 21|
j=1
my

< iy > laj — 1] [|%’ — il + 2’73‘!]7

J=1
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e como |a; — ;| < % para todo j = 1,--- ,my, conforme em (2.12), segue que
mi

mi
< fmy Y laj — 1 [|aj =yl + 2|7“j|]

j=1

<Mm1§: J [5 +2|7“j|]

jzl mi le

sié[ °
j=1

mi
Z Mj(a? - 7‘?)
j=1

—f- 27"0]
Hmq

:mlé[ d

+ 27«0} <4 (2.22)
Homy

e de (2.22) e (2.21) teriamos
mi 00 %)
AB < Z (a5 —r3) + Z iy < 8+ Z 173, (2.23)
j=1 j=1 j=1

uma contradi¢ao com o (2.9), portanto deve existir pelo menos uma componente ay # 0
com k > my.

Como @y, , ar sao nao nulos, tomando v = (Uj)j € H;° de forma que vy, = ay,
U, = —am, € v; = 0 para todo j € N\{my, k}, temos

Wy (0) = (0, 2amax(i, — 1))

e para w = (w;); € Hp° tal que wy, = piay, Wy = —fip, am, ¢ w; = 0 para todo
j € N\{my, k}, temos

(oo () = (20, ax (i = 12,), 0 ).

Dado que ¥, ,(v) e ¥, ,(w) sdo vetores linearmente independentes teremos entao que
\D/(Io)(HZO> = R?.

Com isto, pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange para Espagos de Banach
reais, teremos a existéncia de y* € (R?)" tal que

F(’zo)h + (¥ (x0))*(y*)h = F('xo)h + y*(\Il’(IO)h) = 0. (2.24)

Visto que R? ¢ isomorfo ao seu dual (R?)*, pelo o Teorema da Representagao de
Riesz, existe um tnico vetor y € R? tal que y*(v) = (v,y) para todo v € R% Tomando
y = (B, @) podemos reescrever (2.24) por

Z ,ujajhj + ﬁ Z ajhj + o Z u?ajhj = 0. (225)
j=1 j=1 j=1

Escolhendo de forma arbitraria, para cada k € N, o vetor h¥ = (h?);il, em que hf = djk,
a partir do sistema (2.25), obtemos

prag + Bay, + apiar = ag(api + e + 8) =0, para cada k € N. (2.26)
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Assumindo primeiramente que {x; }jil ¢ uma sequéncia estritamente crescente,
ou seja, cada p; tem multiplicidade m; = 1. De posse da unicidade dos termos « e
3, obtemos que a equagdo do segundo grau ajyii + i, + 3 em fungao dos termos da
sequéncia {/; }j s6 pode se anular em no maximo dois termos desta sequéncia.

Consequentemente, como (2.26) é valido para cada k € N, teremos que as com-
ponentes da sequéncia zy = (aj);.’il que serao diferentes de zero sao apenas os termos
ay € ag, para um certo k > 1. Neste caso, teremos

A = i + st
(2.27)
B = d+a}

Assim, a partir de (2.27), obtemos

F(z0) = pa’ + pual = piad + pa} + (e} + af) A+ B

1+ fk Ha + p
Ja que
pi > 1
< piai, > piaj,
= prar + el > piag + piai = pi(ai + ai)

obtemos que

A = pia; + pgag > piar + ap) = i B

[ < \/%. (2.28)

Similarmente, também podemos deduzir que

e com isto

A

He =\ 5 (2.29)

e consequentemente obtemos

A+ ppuB — (pn + pu) VAB

F(z9) — VAB =

M1+ f
B <% + pa e — (1 + Nk)\/%)
N Ha + p
B <% + e — Hl\/%_ Nk\/%)
N M1+

7’ (1 - \/% (- \/% <0 (2.30)
M1+




47

Como {p;}; foi tomado estritamente crescente, fixando f, a partir de (2.28) e
(2.29) sabemos que a ultima linha em (2.30) é estritamente decrescente em y, ou seja,

Bl Vi) B D0y,

De fato, basta observar que para i > 1 temos

i < Hit1
A A
Ang M | pr+ B < M1 | g1t B
A A
A Hike = Hivi\[ 5 < Hit1fbr — Hi B

Se] SN

A A A
< i1 — iyt B + [ifbiv1 — H1 B < P11 — B + Hilbiv1 — H1
= 2) (o + ) < 2) G + )
Hi B M1 T i+l Hit1 B M1

Mi—\/% ,U/i+1_\/%
<

f1 + H1 + iyl

=

e visto que B <;z1 — \/%> < 0, vale 2.31 como afirmado.
Consequentemente, teremos que
A+ B
1+ 2

¢ um limite superior para os valores de F', ou seja,

. A+ ppeB
St < At sase
o H1 2

Agora, assuma que {y; 521 € uma sequéncia nao-decrescente, ou seja,
O<pr Spp< - <puyp<-+—>

onde cada ; tem multiplicidade finita m; e se repete de acordo com esta multiplicidade.

Desde que a,,, # 0 e ap # 0, k > m; conforme concluimos anteriormente, teremos
a partir de (2.26) que a equagao a,uz—l—uk + /3 deve se anular para fi,,, e f. supondo que
[ni1 S€ja primeiro termo da multiplicidade my do elementos px, n+1 < k < n + my,
reescrevemos (2.27) da seguinte forma

mi n+my, mi n+myg
_ 2 2 2.2 2 2 2 2
A= E :Njaﬁr E: K505 = Moy, E :“ﬂL“k E: a;
j=1 j=n+1 j=1 j=n+1

B=> al+ Y a (2.32)
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e de maneira similar vemos que

n+myg

Fiei = 35 e 3
j=n+1
n+myg n+myg

um§:%+wk§:%ﬁwmw(zyh+§:@3
Jj=n+1 j=n+1
Hm, + Hi
_ A+ Hmy B
Hmy + HE

Analogamente conforme anteriormente, vamos obter que

<3z B 230
o vz B (=)

Moy =+ 223

<0. (2.34)

Fixando desta vez, u,,, teremos analogamente a partir (2.33) que o lado direito
da igualdade em (2.34) é decrescente em i, ou seja,

B (i = of8) (1= B) B (oo = /3) (e = /3)

Fomy T Pomy+1 N Homy =+ Py +2 N

Consequentemente, obtemos que

A+ /vbm1/11m1+lB
Moy + Homs 41

¢ um limite superior para os valores de F', e com isto

i 2 < A+Mm1um1+1B
j=1 - Hmy + Homy4+1

]

Lema 2.1. Considerando os autovalores do Laplaciano para problema de Dirichlet (1),

. [e’e) . ~ - ~ 2
seja {u},—; o conjunto das autofuncoes ortonormais, em que cada autofuncao wj €
associada ao k-ésimo autovalor Ay, isto €,

Aup, = —Aug  em (),
up, = 0 no 052,
Jouiv; = 5.

Entéo para qualquer fungio compleza g € C3(Q) N C?(Q) tal que gu; ndo ¢ uma com-
binacao C-linear de uy, ug,--- ,upyq e tal que

/ guitp1 # 0
Q
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com Ny < M1 < Mpgo2, k,i€Z, i>1, temos que

(s — A) + sz — A / Vg

< [ 270,90 + wgl + G = 2)0ksz =2 [ lguil® (235
Q Q

/guzu]
1
/(Vg,Vuz + uZAg> U,

g —/guiuj _/gujui = Qj;. (2.36)
Q Q

Demonstracao. Defina

2

o)

e com isso, teremos

Além disso,

Ajaij = Aj | guju; = / gui()\juj) = / gUi(_AUj),
Q Q

S—.

e utilizando a féormula de Green, obtemos

A = —/guZ(Auj) = —/Q(Agui) u;

U — /Q (uiAg +2(Vg, Vui)(c>uj

= \iGij — / (uiAg +2(Vg, Vui)c>uj.
Q

2

98w+ wdg +2 (Vg, Vi) )u,

| |
:)\

(
< gAiu; +u;Ag+2(Vyg, Vui>(c )uj

2

I
=
S~
o
S

Dessa forma,
C
)\jaij — )\Z'C(,ij = ()\] — )\i)aij = —/ (2 <Vg, VUZ> + UZAg>U]
Q
1

Utilizando o fato de u; ser uma funcao real para todo ¢ e logo na sequéncia a
formula de Green, teremos

[walPe = [ (90,992 = [ (vo.mvg)
Q Q Q
— [ (99.:2va)° == [ g (div(utve)
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g(ufdw Vg) + (Vui, Vg) )
— [ g(2ag+ 2uVu;, Vo))
(v

g 2Ag—|—2uZ (Vg, Vu;) )

||
:\s\o\:

1
= —/ 2gu; ((Vﬁ, Vui>(c + —uiA§>
Q 2
1
= —2/ qu; ((Vﬁ, Vu;)© + §Uz‘A§> . (2.38)
Q
Sendo que {ug}32, ¢ uma base ortonormal completa de Ly(€2), utilizando o pro-

duto interno de Ly(£2), em seguida a identidade de Parseval, e por fim a defini¢ao de
a;j, temos

g = gl = 3 Jtgu )|
Q =

o
/ quiu;
Q

Agora, a partir da equagao (2.38) e por g ser fungao complexa e u; uma fungao
real para cada i € N, utilizando (1.17), as propriedades do produto interno em Lo, em

sequéncia a definicao de a;; e b;;, e por fim (2.37), teremos

1
L 1wt = =2 [ au (193.96)° + Juag)
Q Q 2

- 1
= —2/ gu; <(Vg, V) + —uZAg)
Q 2

1

2 e’}

-5

J=1

2 o'¢)

= ay. (2.39)

J=1

qu;u;

1
2<gul, Vg, Vu;) +—uiAg>
- 1
-2 <Z U, U uj,z<<Vg, Vui)(c—i- —uiAg,uk>uk>
k=1
_QZ gu;, uj) <uj,z< Vg,VuZ) + ulAg,uk> >
1

:—22 GU;, U Z< Vg, Vuz) + ulAg,uk><uj,uk>
k=1
:—22 gui, U;) <Vg,Vul + uzAg,uk>6jk
7,k=1

1
= —22 qui, uj) < Vg, Vu;) +§uiAg,uj>
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:—QZ/guzuj/ ( Vg, Vu;) €+ uZAg>

23 ol = 3 T = 3oy =
j=1

J=1

=3 (N = Maai; = > (A — Ai)lag[* (2.40)

j=1 j=1
Novamente utilizando o produto interno de Ls e (1.17), seguido da identidade de
Parseval, e em sequéncia a definicao de b;; e a;;, e por fim a equacao (2.37), teremos

2

/ ‘2 (Vg, Vu;)© + UZAE‘Z =112 (V7, Vu,)® + u;Ag
Q

= {|2(Vg, Vu;)® + u;Ag

2(Vy, Vul->(c +u;Ag

Lo
2

[
NE

<2 (Vg, Vui>(c + u;Ag, uj>

<.
I
—

2

[
WE

/Q (2 (Vg, Vui)(c + uZAg)u_j

1
/ ((Vg, Vu;)© + §uzAg) u
Q

o0
= 2 I3 = Aas

<.
I
—

2

Mg

<.
Il
-

[
MS

j=1
= = M) e =Dy = M) eyl (241)
P =1

A partir de equagao (2.40), podemos deduzir que

</Q IVgl[*ui — Z( ‘aw|2> (Z ’aw|2 Z()‘j - )\i)|aij’2)

=1 ] 1
00 2
= ( > - Az’)!az‘j|2> :
j=k+1

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, e também as identidades obtidas em
(2.39), (2.41) obtemos que

( i (A — )‘i)|%\2> = ( i (()\j - Ai)|aij])\a,-j|>

j=k+1 j=k+1

( > (|aijr)2)< > (- Ai>\az-j|)2)

IN
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(Z |aij|2> (Z (A — )\z')z’aij‘Q)
(Z > =) \az’j|2> (Z()\j — Xi)?lag;|?

j—1 j=1 j=1

—z w)

2
< (/ |gui|2 — E |aij|2> (/ ‘2 (Vg, Vu»c + u;Ag
Q oy Q

—z w)

IN

ou seja,
X 2
(/ IV gllPu = (A — )\i)\aij|2>
Q =
k k
< < JNZEDS w) ( [ 209090 4 witg| = >0 - Ai>2|aij|2> .
0 7j=1 7=1
(2.42)
Agora, uma vez que i1 = [ guitp1 # 0, defina
k [e%S)
/ ‘2 Vg, VU1> + 'LLZAQ‘ — )‘j — Ai)2]a1j|2 = Z ()\] — )\i)2|aij\2 > O,
7j=1 Jj=k+1
() = [ low - Zw > fagl >,
j=k+1
= [Tl = 30 = Mg = 3 Oy = Al >0
Q j=1 j=k+1
Uma vez que gu; nao é uma combina¢ao C-linear de wuq,--- ,uxy; existe algum
[ > k+1 tal que
ag = / guiug # 0.

Dado que \; < Agy1 < A2 < A;, o vetor (]a”\) ~ 41 Dao é proporcional a
(A= N)? |a2J])]:k+1, e pela desigualdade de Cauchy- Schwarz, obtemos que (2.42) é

equivalente a
C(i) < \/ A(@)B(@). (2.43)

Desde que a;x11 # 0 e uma vez que valha (2.43) aplicamos o Teorema 2.2 para
obter

= AW + ez = M) Ak — M) B()
C(Z) S ()\k+2 - )\i) + ()\k:-i-l - )\i) .

(2.44)
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Como consequéncia de (2.44) e das definicoes de A(i), B(i) e C(i), obtemos que

(Mhy2 — Ai) + A1 — </ IVglPu? = ( '—/\z')|az‘j|2>

k
/‘2 (Vg, Vu)© +U1A9‘ - )\j_/\z‘)|aij|2

+ ()\k+2 - )\ )\k-i-l - (/ |guz|2 |a1]|2> 5

o que implica
(erz = A0) + (et — A)) / Vgl

2
< / 2099,V + g+ (s = M) = A) / guif?
Q Q

<()\kz+2 = Ai) + (A1 — A ) Z Ala > =Y (N - Ai)2|%‘|2]

7j=1

= (Aks2 = A) (A — Z Jai;|*

2
= / ‘2 <Vg, VU1>(C + ulAg) + ()\kJrQ — )\Z)()\kJrl — )\1) / ]guz|2
Q Q

+> [ Merz = X)) (A = A0) + (A = M) (A = i)

J=1

= Oz = 2O — A) = Oy = A ag

2
= / ‘2 (Vg, Vu)© + uiAg’ + (Meg2 = X)) (A1 — / |gui|?
Q
k
-> [(Alm = ) (N1 — /\j)] Jai;|?
j=1
2
_ / (2<vg, Va)C +uZAg) v — A) Ot — Ai)/ lgus? (2.45)
Q Q

]

Corolario 2.1. Considerando os autovalores do Laplaciano para o problema de Diri-
chlet, seja {uy},., o conjunto das autofungoes ortonormais, em que cada autofungao
ug € associada ao k-ésimo autovalor N\, entdo para qualquer func¢ao real nao constante
f e C3Q)NC%R), temos

(Csz =X+ G = 3) [ 95
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< 2\/()\k+2—>\i)()\k+1—)\i) /Q IV a2 + /Q (2<Vf,Vui>—|—uiAf>2 (2.46)

Demonstragao. Consideremos g = exp(v/—1laf), a € R\{0}. Entdo teremos
Vg =V(exp(vV—1af)) = exp(vV=laf)(vV—=1aV /),
bem como
div(Vg) = divexp(vV=1af)(vV—=1aV[)]

= V=Ta(exp(vV=Taf)Af + (V(V=Talexp(v=Taf)), V)"
= V=la(exp(vV=laf)Af — a®(exp(V=1af))|Vf],

/Q|gu,| :/Q‘exp(\/—_laf)ui| :/Q‘exp(\/—_lafﬂ | :/Qui =1. (247
Assim,

L valfa = [ |v=tatesn(v=

2u§=a2/ IV f[Pu?, (2.48)
Q

/Q ‘2<Vg,Vui>C+uiAg‘2: /Q 2V Ta(exp(v1af))(Vf, Viu)
+ uiv/—la(exp(vV—1af))Af
— ;0 (exp(v/—1af)) ’

_ /Q‘exp(\/—_laf)<\/—_1a(2<Vf, Vi) + wAf)
_uia2|Vf]2> i

- /Q Va2V, V) + wAf) - UiO‘Z'Vf'Qr

= a2/ (2<Vf,Vui>+uiAf>2+044/ IV F*u?  (2.49)
0 0

Aplicando as equagoes (2.47), (2.48) e (2.49) a inequagao obtida em (2.45), ob-
temos

0 ((wsa = 2)+ O = X)) [ [958
2
<at [Vt +a [ (295,9u) + wdf) + (s = M) =) (250
Q 0
Dividindo (2.50) por o, conseguiremos

((esz =20+ s =) [ 191
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1
< 042/ IV f[ Ml + ﬁ()\kﬂ — ) (A1 — ) +/
Q

Q

<2(Vf,Vui>+uiAf>2 (2.51)

Desde que a desigualdade (2.51) é valida para todo « # 0,

(uiz =X =) £0 e [ Vf £ 0.

podemos escolher

o — (O‘k+2 — Ai) (A1 — )\i)>é
Jo IV f4u? ’

m (2.51) e obter

((AM—A) N1 — /\W!Q :

< (Cgiopia=) (fmme)« [(wnsnnar)

Jo IV £I*ui 2
i (()‘k+2 —Q)\i)(/\,“rl — )\Z)) (A2 = Ai) (A1 — A)

_ <()\k+2 ) Ot — (/ IV f*u 2) +/Q (2(Vf, Vu,) +uiAf)2
¥ ( / |Vf|4u?) § ((mz ~ A0k = A))’

_ 2\/(<<>\k+2 — ) A — /\Vf|4u) / (2<Vf, V) —I—uiAf>2

[]

Corolario 2.2. Considerando os autovalores do Laplaciano para o problema de Dirich-
let, seja {uy},., o conjunto das autofungées ortonormais, em que cada autofun¢ao uy, €
associada ao k-ésimo autovalor N\, entio para qualquer funcdo real f € C3(Q)NC?(Q)
com |V f|? =1, teremos

sr—Aen)?< 16( Jwsvup=3 [@apre-; [9an. v )A (252)

Além disso,

2

A2 = A1 < 4 ()‘i - %/Q(Af)QU? - %/Q<V(Af)a Vf)uZZ) V Akta- (2.53)

Demonstragao. Pelo Corolario 2.1 e usando que |V f|? = 1, temos

(()\k+2—)\‘) (A1 — A /u <2\/ )\k+2 /\1<:+1—)\‘)/UZ2
Q
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+ [ (V5.9 + )

ou seja,

((Ak+2 )+ Ot — Ai)> _ 2\/(A,€+2 —A) (kg — A < / (2<Vf, V) + uiAf>27

Q

dai obtemos que

(\/)‘k+2 — X =V Ak — )\i>2 < /Q <2<Vf, V) + uiAf>2
_ /Q (409 £, Veu)? + (Af 2 + 4V f, Veyui A

_ \2 2, 2 N
_4/Q<Vf, V) +/Q(Af) u1+4/Q<Vf, RN
Utilizando a férmula de Green e uma vez que f é uma fungao real, temos
4 [ (08 Vs =2 [ (AN =<2 [ il anv i)

= — 2(Af(div[V V(Af),V
2 [ (A(ainlV ) + (VA9 V1))

_ 2 2 2

=2 [api-2 [ wvan.vh.

Consequentemente, temos

(%Am " — Vgt — A,)z < 4/Q<Vf, Vui>2+/Q(Af)2u?+4/Q(Vf, Vu A f
4 [(vrvu+ [app -2 [ @apr
~2 [ (VAR

1 [((O5u = [ @apri- [ an. v
(2.54)

2
Multiplicando (\/ Ao — A + \/ Aer1 — /\Z-) em ambos os extremos da inequagao
(2.54), iremos obter

(Ak+2 — )\k+1>2 <4 (/Q<Vfa Vu;)? — i/g(Af)%?
1

-5 / (V(AS), Vf>u?) (wm AV e - A)

<16 ( [vr.vup - [ - [an.90¢) s
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visto que Agy1 < A\pio implica em

(\/)\k” =XtV — )‘i>2 < (\/)‘k+2 — i+ vV kg2 — )\i>2 = (2 Aet2 — )\i>2

= 4( Mgz — Ni) < 4o

E com isto, provamos a equagao (2.52).
Desde que |V f]? = 1 usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz teremos

(Vf,Vu)* = (VF,Vu) [P < [VIPIVu]* = [Vl (2.55)

e pela formula de Green, segue que

Q Q Q Q Q

Aplicando entao (2.55) e (2.56) na desigualdade em (2.52) obtemos

1

(s — Mgn)? < 16 ( /Q Vil - /Q (Af)?— /Q (V(AS). Vf>u?) Aoz

=16 (- [@nnd =g [N, v0e) e

]

Observagao 4. Se \gi1 = Apyo, (2.53) ainda se mantem trivial. Consequentemente
sob as condi¢oes no Coroldrio 2.2, quando i = 1, (2.53) se mantem para k > 1.

Teorema. Se (2 C R" é um dominio limitado no espacgo euclidiano R™ e A\, o k-ésimo
(k > 1) autovalor do problema de autovalor de Dirichlet (1), entao

Aet1 — A < Crghn

em que Cpq = 4X1+/Co(n)/n e Cy(n) é dado por (9).

Demonstragcao. Sem perda de generalidade, assumimos que Agi1 < Apyo.  Seja
{x1, -+ ,x,} a base de fun¢bes coordenadas em R™. Uma vez que Vz; = ¢, para
todol=1,---,n, temos |V =1, tome i =1 e f = x; em (2.52). Como os simbolos
de Christoffel sao nulos no espaco Euclidiano, teremos

1 1
(M2 —Ae1)® < 16 </ <VI17VU1>2—1/(sz)%?—g/(V(AMLVIDU%) Akt2
Q Q 0

<16 ( [t V= [ (@ivtel) = [V (ainled).eint s

=16 (/Q<el, Vu1)2> Nos2.

Consequentemente, variando [, temos

Oug \ 2
(Merz — App1)? < 16/\k+2/ ( 1) 7
9]

Ers
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8u1 2
Meto — Mer1)? < 16 —
( k+2 k:+1) = k+2/Q (0962) )

oup \ 2
(M2 — Aer)? < 16>\k+2/9 (871;,1) .

Somando as n inequagoes acima teremos

n (9 2
n(Apso — App1)? < 16>\k+2/ Z (0_?2)

Q9
= 16>\k+2/ |VUJ1’2
Q
= 16)\1)\k+2. (2.57)

A partir da desigualdade em (9) (veja também Cheng e Yang 2007 [14]) e de
(2.57) deduzimos

A2 — A1 < 4

Adirs _ 4\/A100(n)(k;+1)3A1

n n

Co(n)

n

3w
3=

=4\ (k+1)7 = Chalk+1) (2.58)

em que Cp, o = 4)\1\/0"7(") e Cy(n) < (1+ 2) conforme em (9). Portanto (2.58) vale
para k > 1 arbitrario. O

Corolario 1. Se Q C H"(—1) € um dominio limitado no espago hiperbolico H"(—1) e
Ak 0 k-ésimo (k > 1) autovalor do problema de autovalor de Dirichlet (1), entdo

Ak—‘y—l - /\k S Cn,ﬂk%7

em que Cy, o depende de € e da dimensao n, sendo dado por

Cho =4 [co(m (Al - im _ 1)2) (Al + %anHg)} : ,

em que Cy(n) e HE sao os mesmos conforme em (12).

Demonstragao. Por conveniéncia, vamos usar o modelo do semiplano superior do
espaco hiperbdlico, ou seja,

H"(-1) ={(z1,- - ,z,) € R"; 2, > 0}
com a métrica

b
(zn)?

em que {0;}, é a base de campos coordenados de H".

gij(fh T 7%) = <8i,6i) = 5ij
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Observamos que os elementos g;; acima sao as componentes da matriz da métrica
e por sua vez, as componentes da matriz inversa da matriz da métrica sao dados por
g = (z,)%6;;. Podemos obter o Laplaciano de uma fun¢ao f em coordenadas por

Af= E:V@a—— (o /aettaonn) (2.59)

2,7=1

Uma vez que em H" temos det(g;;) = 3= e tomando f = log z,, em (2.59) teremos
A(l ! i | o 2 | L 0;(1
(loga,) = Y \/—T i\ 9 (2)"y [ 5, 0i(log 20)
ij=1 1/ 727 n
= Z x,0; < 8 (log xn))

- 1 1
= =0, (—Qém—)

. i Tn

1
— —2"(n—1)—
= 1)

=—(n—-1), (2.60)

e em coordenadas
n n 1
V(logx,) = xi Z 0;(log ,)0; = xi Z 5jnx—naj = 2,0p,
J=1 7=t

bem como,

IV (log 220)| = |20n] = (<:cnan,:gnan>)é _ (xi<an,an>)"l’ _ (:cg (331)2); ~ 1 (261)

Sem perda de generalidade, assumimos que Agy1 < Agio. Tomando i = 1 e
aplicando (2.60) e (2.61) em (2.53) obtemos

D=

dea= s <4(3 = 4 [ (Allog) i = § [ (V(Aog). Vog ) VA
=4(&—§[jn—nz3—§l}vu—nxvm%%»ﬁ>;¢ﬁz
O e R
i (n-30-17) Vi (2.62)

A partir de (12), temos

1 1
)\k+2 S )\k+2 + ZnQHOQ S Co(n)(k + 1)% <)\1 + Zn2H3> s (263)
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e aplicando (2.63) a desigualdade (2.62), Obtemos

Arrz = Ayt S 4 (Ai - }1(” - 1)2); \/Co(n) (k+ 1)’21 ()\1 + inmg)
ICRECE 1)2)% \/Co(n) (A oo ) (1)

1

=Cha (k + 1)? (2.64)

em que C, o esta definido por (17). Consequentemente, podemos deduzir (2.64) para
qualquer £ > 1. O

Corolario 2. Seja M uma variedade Riemanniana nao compacta completa simples-
mente conexa n-dimensional (n > 3) com curvatura seccional Sec satisfazendo

—a? < Sec < —b,

onde a e b sao constantes com 0 < b < a. Se Q C M é um dominio limitado de M e
Ak 0 k-ésimo (k > 1) autovalor de (1), entao

Aest — e < Crghr,

em que Cy, o depende de ) e da dimensao n, sendo dado por

Cho=4 {Cg(n) <)\1 — i(n —1)2% + i(az _ b2)) ()\1 n in2H§)} 2 |

com Cy(n) e H? sio os mesmos conforme em (12).

Demonstracao. Assuma que M é uma variedade Riemanniana completa nao com-
pacta n-dimensional com curvatura seccional Sec satisfazendo —a? < Sec < —b%, em
que a e b sdo constantes com 0 < b < a, e  um dominio limitado em M. Para
um ponto p ¢ Q fixado, a fungdo distancia p(z) é definida por p(x) = d(z,p). Como
|Vp| =1 e utilizando a férmula de Bochner (1.47), obtemos

1 4
0= §A(|VP!2) = [V2p[* + (V. V(Ap)) + Ric(Vp, Vp),

e consequentemente

(Vp,V(Ap)) = —|V?p|* = Ric(Vp, V). (2.65)
Assuma que Vp, ey, ,e,_1 ¢ a base ortonormal de autovetores do operador V?p
com respectivamente 0 < hy < --- < h,,_; os autovalores associados. Usando a forma

diagonalizada da matriz associada ao operador V?p podemos calcular

2(V2pl* = (Ap)* = 2|V°pf" = (tr[V7p])°

n—1 n—1 2
=2) h?-— ( hi>
i=1 =1
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=2 Z hy = Z hih;
=1 i,j=1
n—1 n—1
= QZh? _Zhihj —th
i=1 i im1
n—1
=3 hI = hh;
=1 i#j
= B2 B2 B =2 by
i<j
<h: | +hyohy 1+ ...+ hhy—2 Z hih;
i<j
— hi—l - hn—Zhn_l — ... — h1h2 — 2 Z hlhj
i<j
J#i+1
Shny = (n=2)hi =2 ) by
i<j
J#i+1
hl = (n—2)h —[(n—2)* = (n—2)]h3
= by = (0 =21 (2.66)

Sejam M, e M, variedade diferencidveis com curvatura seccional constante iguais
a —a% e —b% respectivamente. Uma vez que a curvatura seccional Sec de M é tal
que —a? < Sec < —b%, pelo Teorema da Comparagao do Hessiano (Teorema 1.2) e
utilizando a expressao (1.32) temos

cosh(ap) cosh(bp)
COSMAP) S gy > o> by > pSRP) 2.67
asinh(ap) == == inh(op) (267
Note que Sm}f%

) é uma funcao decrescente em x. De fato, definindo a funcao
g: Ry = R por

132

g(x) = M (2.68)

com p > 0 uma constante fixa, basta verificar que a derivada de g é negativa para que
ela seja decrescente. Como

2z )
(@) = ——fsinh(pa) — pa cosh(pa)]
sinh”(px)
basta observar que [sinh(pz) — pxcosh(pz)] < 0,V € RY, uma vez que sinh23x(pm) é

sempre positivo para x > 0. Definindo entao a funcao h: Ry, — R por

h(y) = sinh(y) — y cosh(y)

termos que

h(y) = —ysinh(y) <0, VyeR,.
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Com isso h é decrescente para y > 0 e como h(0) = 0 teremos que h é estritamente
negativa em R* . Com isso teremos que ¢'(x) é estritamente negativa para todo x > 0,
ou seja, g : RT — R ¢ uma funcao decrescente.

Como n > 3, g ¢ uma fungao decrescente em y, a partir de (2.66) e (2.67), temos

2|V2p[* + 2Ric(Vp, V) — (Ap)* < 2[V?pl* — (Ap)* = 2(n — 1)b?
<h: ,—(n—2)>%h}—2(n—1)p

h? h?(b
< azc?s Q(ap) —(n—2 2b2C9S 2( p) — 2 — 1)¥?
sinh*(ap) sinh*(bp)
inh’ 1 inh®(bp) + 1
_ a25m‘ (C;P) +1 (n —2)? 2sm' (2P> +1 2(n — 1)b?
sinh*(ap) sinh*(bp)
:a2+a—2—(n—2)2b2—(n—2 2 ¥ —2(n—1)b?
sinh?(ap) sinh?(bp)
<az—(n—2)2b2—2(n—1)b2+b—2—(n— )2L
- sinh?(bp) sinh?(bp)
:aQ—bQ—(n—l)sz—i—b—Q—(n—2)2b—2
sinh?(bp) sinh?(bp)
<a® b —(n—1)%* (2.69)
sendo
—(n —2)%0* —2(n — 1)b* = —=b*[(n — 2)* +2(n — 1)]
=—b*(n®* —4n+4+2n —2)
=-b*n’*—2n+1+1)
=—(n—1)%" -1,
e como {Vp,eq,...,e, 1} ¢ uma base ortonormal, obtemos

2Ric(Vp,Vp) =2 <Z<R(ei, Vp)Vp,e) + (R(Vp,Vp)Vp, Vp))

=1
n—1 n—1
=2 Sec(e;, Vp) <2 (=b*) = —2(n — 1)b?
=1 =1

Novamente, sem perda de generalidade, assumimos A\, 11 < Agio. Tomando f = p
ei=1em (2.53), temos de (2.65) e (2.69) que

1 1 :
A2 = A1 < 4 ()\1 1 /(AP)%% D) / (V(Ap), VPW%) V Akt2
Q Q
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1
=4 ()\1 + Z(GQ — 62 (n — 1 U%) AV >\k+2
=4 (/\1 + %(aZ — b —(n—1)> ) N (2.70)

Aplicando (2.63) em (2.70), teremos

1
2

1
Mepa — Mg < 4 <A1 G 1>2b2)) Ver2

SIS (G ”2"2)); \/ o) (3 + Jrem ) (k1)

= Cpalk+1)n (2.71)

em que C, o ¢ definido por (19). Consequentemente, podemos deduzir (2.71) para
qualquer £ > 1. O
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