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Colorac¢ao em grafos constitui uma das classes de problemas de otimizagdo combina-
téria de maior relevancia tedrica e pratica, com variagdes envolvendo restri¢des adicionais
nos vértices ou arestas. Uma das aplica¢cdes mais importantes ocorre em telecomunica-
coes, envolvendo a alocagdo de canais em redes méveis sem fio, na qual canais devem ser
atribuidos a um conjunto de dispositivos, de modo a se evitar interferéncias. O problema
de coloracdo em largura de banda (do inglés, Bandwidth Coloring Problem - BCP)
modela o caso geral de tal aplicacdo, onde vértices adjacentes recebem cores diferentes
mas tais cores devem respeitar uma separagdo imposta por meio de pesos nas arestas,
generalizando o problema clédssico de coloragdo de vértices em grafos (do inglés, Vertex
Coloring Problem - VCP). No entanto, esse modelo ndo aborda todos os casos aplicaveis
a alocacdo de canais, possibilitando a utilizacdo de outros ferramentais tedricos para
identificar novos modelos. Sendo assim, nesta tese, sdo caracterizados novos problemas
de coloracdo de vértices com restri¢des adicionais de distancias, baseados em conceitos
de geometria de distancias e teoria dos grafos, com tipos de restricdes de adjacéncia
envolvendo igualdades e desigualdades, e valores arbitrdrios e uniformes para repre-
sentar as distancias, aplicdveis a diferentes caracteristicas da alocacdo de canais, como
comunicacao uni- e bidirecional. Esses modelos tedricos definem uma grande subclasse
de problemas de coloracdes com distancias em grafos, para a qual foram estabelecidas
algumas propriedades de factibilidade e complexidade computacional. Formulacdes de
programacdo por restrigdes foram propostas com base nas definicdes dos problemas

abordados, com o uso de restricoes globais para tratar de vértices que requeiram mais

vii



de uma cor, bem como formulagdes em programacdo inteira, onde uma ja existente
foi refinada e outras duas novas foram propostas, baseadas em orientagdes do grafo de
entrada e nas distincias entre cores atribuidas. Ambas as formula¢des propostas possuem
tamanho polinomial, ao contrdrio dos modelos existentes que sdo pseudo-polinomiais.
Um estudo poliedral foi realizado onde, para os novos politopos correspondentes, sao
definidas propriedades e algumas familias de desigualdades validas que induzem a facetas
sob determinadas condi¢des. Para avaliar o impacto de tais formulacdes matemadticas,
estratégias computacionais exatas foram utilizadas, com destaque para um algoritmo
cut-and-branch desenvolvido com base no politopo de orientagdo e nas desigualdades
validas propostas. Experimentos realizados utilizando instancias do BCP e de alocacdo
de canais da literatura (onde os vértices podem necessitar de uma cor ou de mais cores)
permitiram estabelecer melhores limites superiores para determinadas instancias, com a
prova de otimalidade de solu¢Ges heuristicas apresentadas na literatura, e principalmente
a obtencdo de novos 6timos para outros casos. Foi realizada uma andlise comparativa
entre as estratégias de programacgdo inteira e por restri¢des, considerando se os vértices
demandam uma ou mais cores. Por fim, foi possivel verificar que as novas formulagdes,
em especial a baseada em orientacdo e o método cut-and-branch, permitiram a obtengao
de solugdes 6timas em menor tempo de execucdo para diversas instancias utilizadas,
estabelecendo assim que os novos modelos t€m bom potencial para solucionar problemas
de colorag¢des com distancias. Os resultados obtidos fornecem contribui¢des importantes
em geometria de distancias, combinatdria poliédrica e teoria dos grafos para a classe de

problemas de colorac¢des de vértices em grafos.

Palavras-chave: coloracdo de vértices, combinatoria poliédrica, geometria de distancias,

otimizacao combinatdria, teoria dos grafos.
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Graph coloring constitute a class of combinatorial optimization problems of great
theoretical and practical relevance, with variations involving additional constraints to ver-
tices or edges. One of its most important applications is in telecommunications, involving
channel assignment in mobile wireless networks, where channels must be attributed
to a set of devices while avoiding interferences. The Bandwidth Coloring Problem
(BCP) addresses the general scenario of this application, where adjacent vertices receive
different colors, which in turn must respect a separation that is imposed using weighted
edges, generalizing the classic Vertex Coloring Problem (VCP). However, this model
does not take into account all scenarios of channel assignment, creating the possibility of
using other theoretical approaches to identify new models. In this thesis, we characterize
new coloring problems with additional distance constraints, based on distance geometry
and graph theory concepts, involving equalities and inequalities, and arbitrary and
uniform values to represent distances, which can be applied to different characteristics
of channel assignment, such as uni- and bidirectional communication. These theoretical
models define a subclass of colorings with distances in graphs, for which we establish
feasibility and computational complexity properties. We propose constraint programming
formulations based on such problem definitions, using global constraints when vertices
need more than one color. Also, we explore integer programming models for BCP,
improving an existing one and proposing two new others, based on orientations of the
input graph and distances between colors assigned to vertices. Both new models have

polynomial size, in contrast to existing ones that are pseudopolynomial. A polyhedral
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study is made where, for the new corresponding polytopes, we present their properties
and some families of valid inequalities which define facets under certain conditions.
To evaluate these new mathematical formulations, we developed exact computational
strategies, including a cut-and-branch algorithm based on the orientation polytope and
its valid inequalities. Experiments made using literature instances for BCP and channel
assignment (where vertices may need one color or more colors) led to new better upper
bounds for some instances and optimality proofs of heuristic solutions presented in
the literature, and, principally, to new optimal solutions in other cases. Through these
experiments, a comparative analysis between integer and constraint programming is
presented, considering if vertices demand one or more colors. We observed that the new
formulations, specially the orientation-based model and the cut-and-branch developed
with it, were able to obtain optimal solutions in less time for many instances, establishing
that the models have good potential to solve distance coloring problems. Our results
provide important contributions for Graph Theory, Distance Geometry and Polyhedral

Combinatorics for the graph coloring problems class.

Keywords: combinatorial optimization, distance geometry, graph theory, polyhedral

combinatorics, vertex coloring.
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Capitulo 1

Introducao

Seja G = (V,E) um grafo ndo direcionado, onde V € seu conjunto de vértices e E o
de arestas. O problema de coloragdo de vértices em grafos (vertex coloring problem -
VCP) consiste em colorir os elementos de V de modo que vértices adjacentes (ou seja,
ligados por uma aresta) ndo compartilhem a mesma cor. Logo, deve-se atribuir, para
cada vértice i € V, uma cor c(i) (representada por um ndmero natural) tal que para cada
aresta (i, j) € E, tem-se que c(i) # ¢(j) (Bondy e Murty, [1982). A Figura[l.1|fornece um
pequeno exemplo de instancia do VCP.

O estudo da coloragdo de grafos foi iniciado em 1852 por Francis Guthrie, que, ao
tentar colorir o mapa da Inglaterra, percebeu que bastavam quatro cores e conjecturou
que isso seria o caso para qualquer mapa (Lewis, [2016). Um mapa pode ser visto como
um grafo planar, onde cada territério corresponde a um vértice e, entre territérios que
compartilham uma fronteira, hd uma aresta. Como o grafo € planar, hd pelo menos uma
forma de as arestas serem esenhadas sem que se cruzem.

A conjectura de Guthrie somente foi provada no século XX por /Appel e Haken|(1977).
Uma das caracteristicas mais interessantes da prova ¢ que mesma foi a primeira desen-

volvida com auxilio de computador. Nela, os autores reduziram o conjunto de todos os

Figura 1.1: Examplo de instincia do problema classico de coloracdo de vértices em grafos e sua solugio
6tima com 3 cores.



grafos planares a um conjunto de 1936 configuragdes inevitaveis, que foi posteriormente
reduzido a 1482 elementos (Appel et al., 1977).

Atualmente, coloragdo de grafos constitui um dos problemas mais estudados em teoria
dos grafos e otimizagdo combinatdria, possuindo inimeras generalizagdes e aplicagdes,
tais como escalonamento de tarefas (de Freitas et al., 2010), atribui¢do de registradores em
compiladores (Chaitin, |1982), determinacdo de horarios escolares (timetabling) (Burke
et al., 2010), dentre outros. Entretanto, o problema é NP-dificil (e sua versdo de decisdao
¢ um dos 21 problemas NP-completos de Karp (Karp, |1972)), o que requer o uso de
técnicas mais avancadas para a obtengdo de solucdes exatas em tempo computacional
aceitdvel (mas ainda exponencial).

Além das aplicagdes supracitadas, uma das mais importantes € a alocagcdo de canais
em redes moveis sem fio, que € amplamente explorada com o avanco das tecnologias de
comunicac¢ao movel nos utltimos anos. Nela, hd um conjunto de dispositivos que devem re-
ceber canais, respeitando restri¢des de separacao de modo a evitar interferéncias (Audhya
et al.L 2011; Dias et al., 2012; Diasl 2014). Diversas variacdes de colora¢des em grafos fo-
ram propostas para esta aplicacdo, como a T-colora¢do, na qual ha o conceito de conjuntos
proibidos (onde, para cada aresta, existe um conjunto 7; ;), de forma que uma coloragao
vélida passa a ser um mapeamento ¢ : V — N, onde V(i, j) € E, |c(i) —c(j)| ¢ T;,; (Hale,
1980). Um caso especial muito importante da T-coloracdo ocorre quando, para cada aresta
(i,j) € E,tem-se T; j ={0,1,...,d(i,j) — 1}, onde V(i, j) € E, d(i, j) € N. O valor d(i, )
representa uma distincia a ser respeitada entre as cores atribuidas aos vértices i e j, ou
seja, |c(i) —c(j)| > d(i,j). Tal caso é conhecido como coloragdo em largura de banda
(bandwidth coloring problem - BCP), ja que surgiu em tal contexto de alocacdo de canais
(Trick et al., 2002; La1 e Lii, |2013). A Figura mostra um exemplo de problema de
alocagdo de canais e sua correlacdo com a colorag@o em grafos.

Durante a pesquisa a nivel de mestrado (Dias, 2014)), explorou-se aspectos tecnoldgi-
cos de alocacdo de canais, seguindo um esquema fixo de com acesso multiplo dividido
por frequéncia (Frequency-division Multiple Access - FDMA), sendo também apresen-
tada uma proposta de uso de métodos para esse esquema em radios cognitivos a partir
de uma extensao de pré-alocacdo em um retrato temporal da rede. Com base nisso, foi
desenvolvido um método aproximado, seguindo a meta-heuristica simulated annealing,

para a alocagdo de canais (Dias et al., 2013a), considerando o problema modelado usando
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Figura 1.2: Exemplo de problema de alocagdo de canais e sua modelagem como coloragdo em largura de
banda. O valor em uma aresta (i, j) € E indica o valor d(i, j).

os problemas de coloracdo em grafos citados acima. Como continuagdo da pesquisa re-
alizada no mestrado, esta tese aborda aspectos tedricos dos problemas de coloragdo em
grafos relacionados a alocagdo de canais, incluindo modelos com restri¢des adicionais de
distancias, baseando-se no ferramental de geometria de distancias, bem como contribui-
coes cientificas em combinatdria poliédrica, teoria dos grafos e programacio matematica

para a determinacgdo de solucdes 6timas.

1.1 Questao de pesquisa e objetivos

Apesar da existéncia de variagdes de coloragdes em grafos verificou-se uma lacuna em
relacdo a alguns tipos de restricdes que podem ser exploradas, em especial as que en-
volvem distancias e que podem ser aplicadas no contexto de aplicagdo de canais. As-
sim, esta tese tem como objetivo principal responder ao seguinte questionamento: é

possivel estabelecer modelos tedricos representativos e métodos de resolucdo eficazes

que explorem caracteristicas geométricas de problemas de coloracdo de vértices com

distancias? Tal questdo origina-se do fato de que certas variacdes de coloragdo sd@o pouco
exploradas do ponto de vista de obtencdo de métodos de solugdo, em especial exatos.
Baseando-se em tais questionamentos, tem-se trés objetivos especificos do trabalho, que

sao:

1. Identificacdo de variagdes interessantes do problema de coloragdo em grafos en-
volvendo pesos nas arestas, podendo ser valores inteiros positivos arbitrarios ou

uniformes, e diferentes tipos de restri¢des entre cores de vértices adjacentes, bem



como propriedades grafo-tedricas relacionadas a factibilidade e complexidade com-

putacional das mesmas.

2. Desenvolvimento de formulagdes baseadas em modelagens matematicas, em espe-
cial programacao inteira e por restri¢des, para coloragdes com distancias, com base
em caracteristicas geométricas do problema que permitam a exploragcdo de concei-

tos de geometria de distincias e combinatoria poliédrica.

3. Elaboracdo de algoritmos para solucdo de tais coloracdes, em especial métodos
exatos com planos de corte em enumeragdo implicita baseados nos modelos de-
senvolvidos no item anterior, que permitam a obten¢do de solucdes de forma mais

eficiente em determinados cenarios.

1.2 Contribuicoes da tese

Nesta tese, foram obtidos os principais conjuntos de contribuicdes cientificas enumerados

a seguir:

1. Caracterizagao de novos problemas de coloracdes com distancias, que foram cor-
relacionados em uma estrutura hierdrquica entre os problemas existentes de colo-
racoes de vértices e geometria de distancias, a qual forma a subclasse de problema
de coloracdes com distancias, sendo apresentadas propriedades de factibilidade e

complexidade computacional para a mesma.

2. Estratégias baseadas em programa¢ao matematica, de modo que uma formulacao
de programacao inteira existente para o BCP, que € relacionado as coloracdes com
distancias, foi melhorada e duas de programacgdo por restricdes foram propostas
para o BCP e sua variante com demandas multiplas, onde os vértices podem precisar
de uma ou mais cores distintas, havendo também uma distincia minima entre cores

do mesmo vértice.

3. Novos modelos de programagdo inteira, sendo um, para o BCP, dito baseado em
orientacOes (uma vez que as solugdes de tal modelo induzem a orientagdes do grafo
de entrada), tendo tamanho linear em relacdo aos vértices e arestas, € o outro, para

o VCP, baseado nas distancias entre cores atribuidas aos vértices.



4. Métodos de resolucdo baseados nos modelos abordados nesta tese, como um cut-
and-branch para a formulagao baseada em orientagdes, além de algoritmos branch-
prune-and-bound propostos a partir dos modelos tedricos de coloracdes com dis-
tancias, cujos estudos foram aprofundados nesta tese a partir da versao preliminar

feita na pesquisa de mestrado.

5. Novos limites superiores para diversas instincias do BCP presentes na literatura,
incluindo novas solugdes 6timas para algumas destas, bem como provas de otima-

lidade para resultados heuristicos da literatura.

Além disso, algumas outras contribui¢des de produgcdo também foram obtidas, tais
como uma revisdo em portugués da literatura sobre coloracdes em grafos, bem como

diversas publica¢des em eventos e periddicos da drea.

1.3 Organizacao do documento

O restante desta tese estd organizado como se segue. O Capitulo |2} mostra uma revisao
da literatura sobre coloracdes em grafos, em especial com resultados para a coloragdo
cldssica e em largura de banda, envolvendo limites, formula¢des de programacdo inteira e
algoritmos exatos e aproximados. No Capitulo 3] sdo apresentados os resultados tedricos
obtidos para modelos de colora¢des com restricdes de distancia (distance coloring), tais
como caracterizagdes de factibilidade e complexidade. O Capitulo ] mostra modelos
de programacdo inteira e por restricdes para a coloracdo em largura de banda, além de
detalhes de suas implementacdes computacionais e resultados empiricos com instancias
da literatura. No Capitulo[5]sao apresentados dois novos modelos de programagio inteira.
O primeiro € dito ser baseado em orientagdo para a coloracdo em largura de banda (ja
que as solugdes induzem a orientagdes do grafo a ser colorido), com o qual também €&
mostrado um método cut-and-branch. Ja o segundo é baseado em distancias, proposto
para a coloragdo cldssica e desenvolvido com base no primeiro, com resultados tedricos
preliminares. Por fim, no Capitulo [6] sdo feitas as consideragdes finais, incluindo uma

lista de atividades realizadas, e indicados os proximos passos da pesquisa.



Capitulo 2

Coloracao em largura de banda

Neste capitulo, serd apresentada uma revisao da literatura para a coloracao em largura de
banda (BCP). Mais especificamente, serd mostrada uma definicdo formal de tal problema,
bem como modelos de programacao inteira e algoritmos exatos e aproximados presentes
em trabalhos publicados na literatura.

A revisdo para esse problema foi feita pelo fato de que a coloracdo em largura de
banda é um dos problemas que ja envolve pesos nas arestas, servindo de base para a

generalizagcdo de outros tipos de restricdo de adjacéncia, que sdo discutidos no Capitulo

Bl

2.1 Definicoes

Como j4 foi dito, no problema de coloracdo em largura de banda (bandwidth coloring
problem - BCP), a restricdo de cores para vértices adjacentes ndo exige apenas que as
mesmas sejam diferentes, mas sim que respeitem uma determinada separacdo. Uma defi-

ni¢do formal do BCP € fornecida a seguir.

Definicao 2.1.1. Problema de Coloracdo em Largura de Banda (Bandwidth Coloring
Problem - BCP): dado um grafo simples ndo direcionado G = (V,E), onde V é o conjunto
de vértices e E o de arestas, e uma fun¢do d : E — N de pesos para as arestas encontrar
um mapeamento c .V — N tal que, para cada (i, j) € E, tenha-se que |c(i) —c(j)| > d(i, j)

e a maior cor atribuida a um vértice (max;cy c¢(i)) seja minimizada.

Pela definicio do BCP, observa-se duas principais caracteristicas: a introducdo de

pesos nas arestas, que representam limites inferiores para a diferenga absoluta de cores

6



entre vértices vizinhos, e a mudanca na funcio objetivo, onde, ao invés de minimizar
a quantidade de cores usadas, deve-se minimizar a maior cor usada (o que equivale a
extensdo (span) da coloracido). O BCP generaliza a coloragdo clédssica de forma que toda
instancia desta pode ser vista como uma do BCP na qual, para toda aresta (i, j) € E, tem-
se que d(i,j) = 1. Nesse cendrio, a extensdo da colora¢do equivalerd a menor quantidade
de cores necessdria para uma k-coloragao.

Assim como na coloragdo cldssica, existe uma variacdo do BCP onde cada vértice
pode requisitar mais de uma cor. Esta variacdo é denominada de problema de multicolo-
racdo em largura de banda (bandwidth multicoloring problem - BMCP), cuja defini¢do é

dada a seguir.

Definicao 2.1.2. Problema de Multicoloracdo em Largura de Banda (Bandwidth Mul-
ticoloring Problem - BMCP): dado um grafo ndo direcionado G = (V,E), onde V é o
conjunto de vértices e E o de arestas, uma funcdo d : E — N de pesos para as arestas e
uma fun¢do w : V. — N de pesos para os vértices determinar, para cada i € V, w(i) co-
res distintas (c(i, 1), ¢(i,2), ..., c(i,w(i))) tais que para toda aresta (i, j) € E, tenha-se,
para todo 1 < p <w(i) e 1 < g <w(j), que |c(i,p) —c(j,q)| > d(i, ), de modo que a

maior cor atribuida a um vértice (maX;cy, 1 <p<y (i) c(i, p)) seja minimizada.

Ambas as coloragdes acima originaram-se no contexto do planejamento de redes de
telecomunicagdes sem fio, mais especificamente na alocacao de canais em tais redes, que
sdo modeladas por meio de coloracdes em grafos (Hale,|1980). Nesse problema, deve-se
atribuir por¢des discretizadas do espectro eletromagnético (os canais) para dispositivos da
rede, tais como estacdes de radio-base (ERB), de modo a evitar ou minimizar interferén-
cias. Uma abordagem cldssica para isso envolve o Problema de Alocacdo de Canais de

Minima Extensdo, cuja definicdo é dada abaixo para fins de completude.

Definicao 2.1.3. Problema de Alocacdo de Canais de Minima Extensdo (Minimum
Span Channel Assignment Problem - MS-CAP): é dado um conjunto E de estacdes
em uma rede movel sem fio, onde cada uma requer r; canais, e uma matriz de compati-
bilidade My, onde o elemento m;; da mesma indica a separa¢do minima entre canais
atribuidos as estagoes i e j. Uma alocag¢do de canais vdlida para E consiste na atribuigcdo
de r; inteiros positivos (representando os canais) para cada estagdo i de modo que, para

duas estagoes i e j, os canais atribuidos as mesmas devem respeitar a separa¢do minima,



isto é, para cada 1 < p <r;el <q<rj, sendo f;, o p-ésimo canal de i, tem-se que
|fi, p— I j7q| > mjj. Deve-se, entdo, determinar a aloca¢do de menor extensdo (ou seja,

onde o maior canal usado é o menor possivel)

Dada uma instancia do MS-CAP, pode-se tratd-la como uma do BMCP associando-
se o conjunto E de estacdes como o conjunto V de vértices, utilizando cada valor r; de
demanda de canais como o valor w(i) de demanda de cores, além de considerar os valores
m;; da matriz de compatibilidade como o peso d(i, j) de uma aresta entre os vértices i e
j. Tal matriz serve como abstracdo dos diversos fatores que causam interferéncias entre
dispositivos de comunicagao sem fio, tais como a poténcia do sinal e a relag¢do sinal-ruido,
sendo que os valores da matriz podem ser definidos como funcdes destas propriedades. As
porc¢des do espectro eletromagnético corresponderao as cores no BMCP (Audhya et al.,
2011} |D1as et al., [2012). Seguindo isso, muitas estratégias algoritmicas e propriedades
para 0 MS-CAP sdo diretamente aplicdveis as coloragdes com largura de banda, portanto,
nas subsecdes seguintes, serdo abordados também alguns resultados para alocagdo de

canais de minima extensao onde o modelo utilizado € o mesmo definido acima.

2.2 Modelos teoricos e de programacao matematica

Ao contréario do VCP, ndo existem muitos modelos tedricos distintos que saiam da de-
finicdo padrdo do problema. Apesar de que vértices utilizando cores iguais continuam
definindo conjuntos independentes no BCP, os valores numéricos de tais cores passam a
ter importancia, uma vez que a restri¢ao de adjacéncia envolve a diferenga absoluta entre
cores dos extremos das arestas. Sendo assim, os modelos de programacdo matematica a
seguir sao derivados da definicdo do problema.

O primeiro modelo definido para o BCP € baseado na formulacdo padrado para a colo-
racdo classica , que foi originalmente proposta para uma variante mais geral do MS-CAP
que permite que a menor cor usada seja diferente de 1, o que nao é necessario no BCP.

Para maior clareza, o modelo a ser mostrado a seguir foi adaptado nesta revisao dire-

tamente para o BCP. Sdo usados os seguintes conjuntos de varidveis:

1 se a cor k for atribuida ao vértice i;
® Xk =

0 caso contrario.



1 se acor k for atribuida a algum vértice;

® Vi
0 caso contrario.

® Zuqy: Maior cor usada na solugdo.

Assim, tem-se a seguinte formulagcdo de programacdo inteira:

(PI-BCP-Padrio)

Minimizar  Zyax 2.1)
U

Sujeitoa Y xp=1 (VieV) (2.2)

Xig+xim <1 (V(i,j) €E; kym=1,2,. clk—m| <d(i,j)) (2.3)

Xik < Vi (VieV; k=1,2,...,U0) (2.4)

Zmax = kyk (Vk 7U) (25)

xp€{0,1} (VieV;k=1,2,...U) (2.6)

A funcao objetivo (2.1) consiste no valor da maior cor usada, que serd minimizada.
As restri¢des (2.2)) indicam que cada vértice deve receber uma cor (no caso do BMCP,
pode-se substituir o lado direito por w(i) ao invés de expandir o grafo de entrada). O
conjunto de restri¢des (2.3]) faz com que vértices adjacentes ndo recebam cores que violem
a separacdo minima exigida entre elas. As restricdes (2.4) sincronizam as varidveis do
conjunto x e y, de modo que para uma determinada cor k, houver uma varidvel x;; com
valor 1 (independentemente do vértice i), entdo a varidvel y; também devera ter valor 1.
O conjunto de restri¢oes (2.5) garantem que o valor da varidvel z,,, serd igual ao valor da
maior cor usada. Por fim, as restri¢des (2.6) e sdo de integralidade para os conjuntos
de varidveis x e y.

No modelo acima, existem O(U|V|) varidveis no conjunto x e O(U) varidveis no
conjunto y, além de uma varidvel adicional ., bem como O(U?|E| +U|V|+U +|V|)
restri¢des. Como as varidveis sdo indexadas pela cor, a quantidade das mesmas depende
de um limite superior U para a maior cor possivel, que € derivado dos valores dos pesos
nas arestas. Assim, o modelo tem dimensdo pseudopolinomial.

Uma segunda formulac@o para o BCP € baseada no uso de outra func¢io objetivo en-
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volvendo a minimiza¢do da ordem (ou seja, de cores usadas). No contexto de alocagcao
de canais, hd uma variante similar ao MS-CAP (de onde os modelos anteriores para o
BCP se originaram), denominado de Problema de Alocacdo de Canais de Minima Ordem
(Minimum Order Channel Assignment Problem, MO-CAP), onde a diferenca é que, ao
invés de minimizar-se o maior canal (cor) usado, deve-se minimizar a quantidade de ca-
nais (cores) usados. Na formulag¢do padriao, como as variaveis y; indicam se a cor k foi
usada ou ndo, tem-se que a expressao % Vi equivale a quantidade de cores usadas.

No BCP, a menor cor usada é sempr; 1, logo, € possivel elaborar uma formulacio onde
a funcdo objetivo é a mesma do MO-CAP, bastando uma restri¢do adicional. Tal restri¢ao
surgiu de outro modelo originalmente proposto por Baybars| (1982) para um caso especial
do MO-CAP onde, para cada vértice i, apenas hd restri¢cOes relacionadas a quais outros
vértices nao podem usar a mesma cor k de i e quais ndo podem usar cores adjacentes a de
i (ouseja, k—1ek+1). Ressalta-se que o BCP € mais geral, pois os pesos nas arestas
implicam que dois vértices podem nao usar cores que distem mais de 1 entre si (ou seja,
que sejam além de apenas adjacentes).

Sao usados os seguintes conjuntos de varidveis (os mesmos da formulagdo padrao):

1 seacor k for atribuida ao vértice i;
® Xk =

0 caso contrario.
1 se acor k for atribuida a algum vértice;

0 caso contrario.

Assim, tem-se a seguinte formulagdo ja adaptada para o BCP (Aardal et al., [2007):
(PI-BCP-MinOrdem)

U

Minimizar Y y (2.8)
k;l

Sujeitoa Y xj = (VieV) (2.9)
k=1

X+ Xim <1 (V(i,j) €E; kym=1,2,...U = |k—m| <d(i,j)) (2.10)

Xie < Vi VieV;k=1,2,...U) (2.11)

Vier <y (Vk=1,2,..,U—1) (2.12)

xp€{0,1}  (VieVik=1,2,..,U) (2.13)
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we{0,1}  (Vk=1,2,...U) (2.14)

As restricoes (2.9), (2.10) e (2.11)) sdo, respectivamente, iguais as restri¢des (2.2)),
e da formulagdo padrdo. O conjunto de restri¢coes faz com que cores que
ndo tenham sido atribuidas a nenhum vértice, mas que sejam menores que a maior cor
usada, sejam contabilizadas na soma da quantidade de cores usadas. Por fim, as restri¢des
e sdo de integralidade.

Similarmente a formulagdo padrdo, no modelo acima, existem O(U|V|) varidveis no
conjunto x e O(U) varidveis no conjunto y, além de O(U?|E|+U|V|+U + |V|) restri-
coes Por conta da similaridade entre esta formulagao e a padrao, a dimensao de ambas é
assintoticamente igual e pseudopolinomial.

A ultima formulacdo para o BCP, originalmente desenvolvida para o MS-CAP, foi
proposta por (Giortzis e Turner, (1997). Nesta formulacdo, todas as varidveis usadas sdao
bindrias, de modo que, ao invés de uma variavel z,,,, contendo o valor da maior cor usada,
€ usado um conjunto de varidveis indexadas por cor, que indicam se dada cor € ou ndo a
maior usada.

Novamente, para fins de clareza, a formulacdo a ser dada abaixo ja foi adaptada para

o BCP nesta revisdo. Sdo usados os seguintes conjuntos de variaveis:

1 se acor k for atribuida ao vértice i;
® Xix =

0 caso contrario.

1 sea cor k for a maior usada;

0 caso contrario.

A formulacdo €, entdo, dada por:

(PI-BCP-TotalBinaria)

U

Minimizar ) kuy (2.15)
k=1
U

Sujeitoa Y xp=1 (VieV) (2.16)
k=1

X+ Xjm <1 (V(i,)) €Es kym=1,2,...,U : [k—m| <d(i,})) (2.17)

U
Y we=1 (2.18)
k=1
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Xg+un <1 (V(i,J) €E; kym=1,2,..,U : k>m) (2.19)
xx€{0,1} (VieV;k=1,2,..,U) (2.20)

w€{0,1}  (Vk=1,2,..,U) (2.21)

A funcdo objetivo (2.13) consiste em minimizar a soma de cada variavel u; multipli-
cada pelo respectivo indice k, o que, devido as restricdes impostas, equivalerd ao valor
da maior cor usada. As restri¢des (2.16) indicam que cada vértice deve receber uma cor
(novamente, para 0o BMCP, pode-se substituir o lado direito por w(i)). O conjunto de res-
tricoes faz com que vértices adjacentes ndo recebam cores que violem a separagao
minima exigida entre elas. As restri¢des (2.18)) garantem que apenas uma varidvel uy terd
valor 1. O conjunto de restri¢oes faz com que nenhum vértice use uma cor maior
que k caso u; = 1 e vice-versa (ou seja, caso um vértice use a cor k, entdo para qualquer
cor m < k, u,, = 0). Por fim, as restri¢des e sdo de integralidade para os
conjuntos de varidveis x € y.

Como nas formulagdes anteriores, tem-se O(U|V|) varidveis no conjunto x e O(U)
varidveis no conjunto u. O maior conjunto de restri¢des é , onde hia O(U?|E|) res-
tricdes. No entanto, devido ao modo como as restri¢des estdo dispostas, na pratica, esta
formulacdo tende a gerar modelos ligeiramente maiores ao ser usada para resolugcdo de
uma instancia do BCP. Sendo assim, o modelo tem O(2U?|E|) restricdes, além de mais
O(|V|) outras de[2.16] totalizando O(2U?|E| + |V|). Ressalta-se também que, do mesmo
modo que ocorre na formulagdo padrdo, esse modelo também tem tamanho pseudopoli-
nomial.

A Tabela [2.1] fornece um sumadrio das formula¢des de programacdo inteira descritas

para a coloragdo cléssica.

Tabela 2.1: Formulacdes de programacao inteira para a coloragdo em largura de banda (BCP).

Formulacio Variaveis Restricoes Referéncias
PI-BCP-Padrio - Padrio  O(U|V|+U+1) O(U*E|+U|V|+U+|V|) -

PI-BCP-MinOrdem - Baybars|(1982);
Minimizagdo da ordem Aardal et al.|(2007)

PI-BCP-TotalBinaria - Giortzis e Turner
Inteiramente bindria (1997)

O(U|V|+U) O(UIE| +UV|+U+|V))

O(UV|+U+1) OQU?|E| +|V))
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2.3 Algoritmos exatos e aproximados

Ao contrdrio do que ocorre com a coloragdo cléssica, hd poucos métodos exatos para
encontrar a solu¢cdo 6tima de uma instancia do BCP, sendo os mesmos originados do
problema de alocagdo de canais.

Um método branch-and-cut foi proposto por|Aardal et al. (1996), com base na formu-
lagdo padrao (PI-BCP-Padrdo). O algoritmo foi proposto originalmente para a minimiza-
cdo da ordem (quantidade de cores usadas), porém, o politopo definido pela formulacao é
exatamente o mesmo, logo, pode-se usar o método com uma modificacdo na fun¢do obje-
tivo ou, mantendo a mesma, usando o modelo que adiciona restricdes para que a minimi-
zacdo da ordem seja equivalente a minimizac¢ao da maior cor usada (PI-BCP-MinOrdem).
Tal algoritmo usa dois tipos de grafos da instancia: o primeiro, de interferéncia, equivale
ao original de entrada, enquanto o segundo, de varidveis, utiliza um vértice para cada par
de vértice original e cor e arestas indicando violagdes das restrigdes. O algoritmo usa
desigualdades validas baseada em cliques de ambos os grafos e um critério de dominan-
cia para reduzir o tamanho do problema, bem como heuristicas para transformar solucdes
continuas parciais em inteiras e dois critérios de ramificagao.

Outro algoritmo exato foi proposto por Mannino e Sassano (2003), também desen-
volvido originalmente no contexto de alocacdo de canais. O método € uma enumeragao
implicita baseada em backtracking com critérios de fixacdo e consiste em colorir cada
vértice de acordo com um critério de selecdo e, apds esse processo, bloquear, em seus
vizinhos, todas as cores que, se atribuidas aos mesmos, violem as restri¢des de separacao
entre cores. Para reduzir o tempo de execucio, € usado um backtracking restrito, no qual
apenas uma parte da arvore de enumeracgdo € explorada, isto €, entre dois subproblemas,
uma quantidade fixa de solugdes parciais é considerada e o restante € ignorada. Dois cri-
térios de fixagao sdo usados no algoritmo. O primeiro, de fixa¢do de cor, tenta remover,
de alguns vértices, cores de seu conjunto de possibilidades que ndo levardo a solucdes
factiveis. O segundo critério é o de fixacdo de vértice, que tenta encontrar vértices que
podem ser sempre coloridos apds todos os outros.

Uma outra abordagem foi proposta por Shirazi e Amindavar (2005)), utilizando uma
programacdo dindmica modificada e também sendo desenvolvido, originalmente, para o
MS-CAP, podendo ser aplicado diretamente ao BCP e ao BMCP. O algoritmo trata a

coloracdo em largura de banda como a determinacdo de um caminho de menor custo
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Tabela 2.2: Algoritmos exatos para a coloracdo em largura de banda (BCP).

Referéncia Estratégia algoritmica

Aardal et al.|(1996) Branch-and-cut com cortes clique
Mannino e Sassano|(2003)  Backtracking com podas e restricdes

Shirazi e Amindavar|(2005)  Programacdo dinadmica estendida

em um grafo Trellis, onde as colunas correspondem a cada demanda de cores de cada
vértice e as linhas as cores disponiveis. A determinagdo da solucdo € feita por meio dos
caminhos determinados, onde a posi¢do p de um valor no caminho indica a cor do p-
ésimo vértice (em um grafo expandido, no caso do BMCP). Dentre todos os caminhos
gerados, verifica-se qual tem o menor valor para a maior cor usada e retorna-se 0 mesmo
como solugdo 6tima.

A Tabela [2.2] fornece um resumo das referéncias citadas de algoritmos exatos para o
BCP e BMCP.

Existem diversas heurfsticas e meta-heuristicas para 0o BCP/BMCP na literatura, mui-
tas delas baseadas em construgdes e operadores usados para a coloragio cléssica, devida-
mente modificados para tratar a separacdo entre cores de vértices adjacentes. As duas heu-
risticas construtivas mais utilizadas para a coloragdo classica, DSATURy (Brélaz, 1979) e
RLF (Leighton, |1979), também podem ser usadas para a geragcdo de solu¢des do BCP. No
caso do DSATURy, ao selecionar-se a cor de um vértice, ao invés de somente verificar
se algum vizinho usa tal cor, deve-se checar se a separacdo minima € respeitada. J4 para
o RLF, o conceito de conjuntos independente ainda é valido, porém, ao preencher uma
classe de cor, um vértice ndo colorido pode ndo ser compativel com a cor por violar a se-
paracdo minima com algum vértice ja colorido (enquanto na coloragao cldssica, bastaria
verificar quais vértices nao sdo adjacentes ao que ja foi colorido), o que exige verificar tal
restricdo ao tentar adicionar cada vértice em uma classe de cor.

Outras heuristicas construtivas, que podem ser usadas tanto para o BCP quanto para o
BMCP, foram desenvolvidas por Sivarajan et al.|(1989) com base no trabalho de Zoellner e
Beall| (1977), formando uma cole¢do de heuristicas. Todos os algoritmos propostos pelos
autores partem de uma lista de demandas de cores (para o BCP, basta uma permutagdo dos
vértices). Para a determinagdo de tal lista, parte-se de uma ordenacdo dos vértices, que
pode ser obtida de duas formas, ambas baseadas nos graus dos vértices. Em seguida, tal

ordenacdo é colocada em uma matriz, repetindo os vértices de acordo com a quantidade
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de cores exigidas de cada um, e entdo podem ser usadas duas estratégias para obter a lista
de demandas, uma enumerando cada demanda por linhas e outra por colunas da matriz.

Enfim, com base nesta lista, obtém-se uma solu¢do seguindo duas estratégias:

1. Alocacao Exaustiva por Frequéncia (Frequency Exhaustive Assignment - FEA): par-
tindo do primeiro elemento da lista de demandas, atribuir, para a demanda atual, a

menor cor possivel que ndo viole as restri¢des.

2. Alocagdo Exaustiva por Requisicido (Requirement Exhaustive Assignment - REA):
partindo da cor 1, aloca-se, para cada demanda na lista (seguindo a ordem da
mesma), tal cor caso nenhuma restri¢ao seja violada. O processo € feito novamente
comecando da cor 2, colorindo-se as demandas restantes e assim segue-se até que

todas sejam satisfeitas.

Cada algoritmo € composto de um método de ordenagdo de vértices, um de listagem de
demandas e uma estratégia de alocacdo. Sendo assim, Sivarajan et al. (1989) obtiveram
oito algoritmos para o BMCP.

Um outro tipo de heuristica construtiva compativel com o BMCP foi proposta por
Chakraborty|(2001), com a finalidade de obter um conjunto de solu¢des para a instincia de
entrada. O algoritmo representa uma solu¢c@o por meio de uma matriz onde cada elemento
indica de um vértice usa uma determinada cor ou, caso contrdrio, se pode ou ndo usa-
la. Partindo de uma matriz inicial, é gerada uma permutacdo das demandas de cores
dos vértices, que servird de ordem para atribuir a menor cor possivel a cada um deles,
de modo que, ao atribuir uma cor a um vértice, os vizinhos ndo poderao usar cores que
violem restricdes do BMCP. Ao variar as permutagdes, obtém-se um conjunto de solucdes
para o BMCP.

Phan e Skienal (2002) desenvolveram um software de otimiza¢do combinatdria deno-
minado Discropt, contendo heuristicas hill climbing, simulated annealing e gulosa incre-
mental, podendo ser utilizadas de forma genérica em diversos problemas discretos. Os
autores utilizaram o sistema para resolver o BCP, utilizando as duas primeiras heuristi-
cas citadas, onde, para tratar possiveis solu¢des infactiveis, é usada uma funcao objetivo
composta, baseada no valor da maior cor usada e na factibilidade da mesma, de acordo
com o numero de conflitos.

Diversas meta-heuristicas foram desenvolvidas para BCP e BMCP, algumas direta-

mente para os mesmos e outras originalmente para o MS-CAP, sendo descritas a seguir.
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Uma das técnicas usadas para solugdo do BMCP ¢ a busca local, sendo a base do
algoritmo proposto por Lau e Tsang|(1998). A funcdo objetivo consiste em minimizar a
quantidade de violacdes das restricdes em uma solugdo e a vizinhanga usada consiste em
mudar a cor de um vértice de modo a reduzir a quantidade de conflitos. Para que a busca
seja mais rapida, ao invés de explorar toda a vizinhanca, o algoritmo verifica somente
trocas que podem levar a uma melhoria da solu¢do. Assim, caso uma varidvel ndo tenha
seu valor alterado, a mesma € marcada como inativa e ndo € mais levada em consideracdo
nas proximas iteragdes da busca local. Os autores encapsularam esse procedimento em
uma busca local guiada (guided local search - GLS), onde sdo definidas caracteristicas
das solugdes, com custos e penalidades, e deseja-se remover as caracteristicas ruins das
solucgdes obtidas.

Hao et al| (1998) desenvolveram uma busca tabu enxuta para o BMCP. O espaco de
busca do método consiste em solucdes nas quais as restricdes entre cores para um mesmo
vértice sdo sempre respeitadas, porém a separacdo entre cores de vértices distintos pode
ser violada. A vizinhanca usada também envolve trocar as cores dos vértices. Quando a
cor de um vértice € alterada em uma soluc¢ao, um par indicando o vértice e a cor anterior
€ colocado na lista tabu, sendo o periodo tabu dindmico.

Uma outra abordagem baseada em busca tabu foi proposta por |Lai e Lii (2013), uti-
lizando reinicios multiplos (multistart). As solu¢des usadas permitem violacdes das res-
tricdes, sendo a inicial € aleatéria. A vizinhanca usada € a mesma dos dois algoritmos
anteriores, com troca de cores nos vértices, mas com o uso de estratégias para avaliacdo
rapida dos movimentos da busca local. O periodo tabu € dindmico e proporcional ao custo
da melhor solu¢do (maior cor usada) e a frequéncia de atribui¢des da cor antiga ao vértice
considerado e inversamente proporcional a maior frequéncia de atribui¢do de uma cor a
um vértice. Por fim, para escapar de 6timos locais e permitir o multistart, € usado um
critério de perturbacdo, no qual a cor de cada vértice € incrementada de acordo com um
escopo de perturbacao.

Outro método que usa busca tabu foi proposto por|Lim et al.| (2005)), baseado também
na meta-heuristica Squeaky Wheel Optimization (SWO), onde sequéncias de vértices sao
usadas para definir prioridades e as solugdes sao melhoradas por meio de busca tabu em
uma vizinhanga de troca entre pares nas sequéncias de vértices.

Lim et al.| (2005) desenvolveu um método envolvendo busca tabu e Squeaky Wheel
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Optimization, onde sequéncias de vértices sdo usadas para definir prioridades e as so-
lucdes sao melhoradas por meio de busca tabu em uma vizinhanca de troca entre pares
nas sequéncias de vértices. Tal método foi usado tanto com BCP e BMCP quanto com a
coloracdo cléssica.

Prestwich| (2008) propos um método hibrido combinando busca local e conceitos de
programacdo por restricdes. A vizinhanga é a mesma usada na coloracdo cldssica por
Malaguti et al.| (2008)), onde uma solug¢do vizinha € obtida ao colorir um vértice i com uma
cor k e remover a cor de todos os vértices adjacentes a i que usem tal cor, com técnicas
de verificacdo prévia para avaliar mais rapidamente os movimentos. Para a selecdao de um
vértice a ser colorido, sdo usados dois critérios: um baseado no DSATUR de|Brélaz (1979)
e outro baseado na selecdo de vértices com mais possibilidades de cores. A selecdo dos
vértices a serem descoloridos parte de um parametro indicando quantos devem ter a cor
removida. Por fim, para selecionar a cor de um vértice, as cores possiveis sdo ordenadas
aleatoriamente e o algoritmo usa dois modos: tenta usar uma cor diferente da tltima que
o vértice teve ou d4 a preferéncia para a mesma cor, sendo que o método alterna entre os
dois modos.

Chen et al. (2005)) propuseram uma heuristica envolvendo busca local cujo foco € na
preservacdo da separacdo de cores de um mesmo vértice, possibilitando, porém, que as
cores violem restri¢des com outros vértices. A solucgao inicial € obtida alocando, para cada
vértice, uma cor aleatdria e, para preencher suas demandas, cores adicionais que respeitem
a restricdo de separagdo para um mesmo vértice. Em seguida, cada vértice € processado,
onde suas cores podem ser alteradas de modo que as restri¢des de separacdo do mesmo
vértice continuem vélidas, mas que a quantidade de conflitos com outros vértices seja
a menor possivel. A solugdo obtida, passa por um processo de ajuste fino, onde ha a
tentativa de remover os conflitos a partir uma visdo global, com a identificacio de cores
atribuidas a vértices que encadeiam conflitos em outros vértices ndo adjacentes. Por fim, é
usado um esquema de randomizagdo para as proximas iteragdes do método, de modo que
cada vértice tem seu intervalo de cores modificado aleatoriamente, mantendo as restricoes
de separagdo dos canais individuais para um mesmo vértice.

Kendall e Mohamad (2005) desenvolveram um método de busca local com critério de
aceitagao Monte Carlo exponencial, similar ao simulated annealing. O algoritmo trabalha

no espaco de solucdes vélidas e inicia gerando uma permutacao aleatdria das demandas de
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cores, obtendo uma solugdo a partir da mesma por meio do esquema FEA (Sivarajan et al.,
1989). A geragdo de uma solugdo vizinha € feita removendo-se a cor da demanda onde a
maior cor usada foi alocada, e uma nova cor € determinada verificando-se qual a menor
cor possivel que possa substituir a removida sem que nenhuma restricdo seja violada. Se
a nova solucao for melhor, entdo ela € considerada a nova melhor, caso contrdrio, isso €
feito com uma determinada probabilidade proporcional a diferenca de solucdes.

Chiarandini e Stiitzle| (2007) propuseram algoritmos de busca local estocastica para o
BMCP usando duas visdes do problema: com o grafo original e o grafo estendido substi-
tuindo vértices por cliques de acordo com a demanda de cores. Na primeira abordagem,
considera-se o conjunto de cores fixo ou varidvel enquanto na segunda apenas considera-
se um numero fixo de cores, permitindo conflitos somente entre diferentes vértices. Sao
usadas duas vizinhangas: a basica, onde troca-se a cor de um vértice, e a de reatribuicao de
cores de um vértice, usada apenas com o grafo original, na qual uma solucao vizinha é ob-
tida ao trocar-se todas as cores de um vértice. Tais abordagens foram embutidas em busca
tabu (baseada nos parametros usados por|Galinier e Hao|(1999) para a coloragdo classica),
busca local guiada (baseada na proposta por Lau e Tsang (1998)), algoritmo evoluciona-
rio hibrido (utilizando operadores do método de Galinier e Hao| (1999)) e squeaky wheel
optimization (seguindo a proposta de |Lim et al.| (2003))).

Lai et al.|(2016) desenvolveram uma estratégia de reconexdo de caminhos (path relin-
king) baseada em aprendizado para o BCP. O espacgo de busca considerado € o de solu¢des
conflitantes, de modo que a qualidade de uma solu¢do € determinada pela quantidade de
restri¢cdes violadas. O algoritmo utiliza uma populagdo aleatéria, onde a inicializagdo é
feita por meio da geracdo do triplo de solucdes a serem usadas na populacdo, que serdo
melhoradas por busca tabu e, posteriormente, as melhores irdo para a populacdo. Uma
segunda busca tabu também € usada na populag@o, onde hé duas fases: a primeira envolve
a busca tabu bisica com uma fungdo de avaliacdo aumentada, de modo que, para cada
aresta, € calculado um valor que representa quantas vezes a mesma foi conflitante em
uma solucdo durante toda a execugdo do algoritmo, e a segunda fase repete mesmo pro-
cedimento, mas usando a funcdo original sem o esquema aumentado. Por fim, partindo
de duas solugdes, sao usados dois procedimentos de reconexao de caminhos: o primeiro
muda a cor de um vértice da solucdo inicial, colocando a mesma cor da solugdo guiada,

e o segundo esquema envolve mudangas nas duas solucdes, sendo uma alteracio na ini-
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cial para a guiada e uma na guiada para a inicial, sendo que, ao tornarem-se iguais, o
procedimento € concluido.

Algoritmos GRASP também foram propostos para o BCP e BMCP, principalmente
no contexto de alocacdo de canais. (Gomes et al.|(2001) propuseram uma estratégia com-
binando GRASP reativo e reconexdo de caminhos, na qual o grafo tem seus vértices
estendido em cliques, e cada um dos mesmos tem uma lista proibida de cores. Na fase
construtiva, os vértices sdo ordenados em ordem crescente de quantidade de cores dis-
poniveis (inicialmente, todos os vértices podem usar qualquer cor) A lista restrita de
candidatos consiste, entdo, em uma por¢do dos vértices iniciais da ordenacdo, da qual
seleciona-se um e atribui-se a0 mesmo a menor cor possivel. As listas de cores bloquea-
das dos vizinhos do vértice selecionado sdo atualizadas de acordo com possiveis violacdes
das restricdes. A busca local usada consiste em perturbar a solugdo atual, que serd aceita
caso seja melhor. Por sua vez, a perturbacdo envolve mudar as cores de todos os vértices,
respeitando a separacao de cores de um mesmo vértice. Por fim, a reconexao de caminhos
envolve a selecdo aleatéria um vértice da solucao inicial, o qual tem sua cor mudada para
a usada na solu¢do guiada, seguida de uma rapida busca local.

Wang e Rushforth (1996) propuseram uma busca local adaptiva para 0 BMCP, que foi
posteriormente adaptada em um GRASP por Vierra et al. (2008) (chamado de GRASP-
FEA). As solugdes sdo codificadas como permutacdes das demandas de cores, ou seja, de
vértices do grafo estendido em cliques, que serdo transformadas em atribui¢des de cores
pelo método FEA. A fase construtiva do algoritmo de Wang e Rushforth (1996) envolve
uma fun¢do que mede a dificuldade de alocar uma cor a um vértice i A solucdo inicial,
entdo, € uma ordenacdo dos vértices de acordo com tal fungdo. Para a utilizacdo deste
esquema em um GRASP, |Vierra et al.|(2008) definiram uma LRC que consiste, entdo, em
todo vértice cujo valor da fun¢do esteja a uma dada porcentagem do valor maximo. A cada
vez que um vértice € selecionado, o mesmo € adicionado a solugdo (ou seja, a permutacao
de vértices construida) e a LRC ¢ atualizada. A busca local consiste na troca de posicao
entre dois vértices na permutacdo que codifica a solugdo, a qual serd decodificada pela
estratégia FEA.

Marti et al. (2010) propuseram métodos combinando GRASP e busca tabu. A fase
construtiva é similar a de[Wang e Rushforth| (1996), utilizando outra funcio de avaliagdo

Os autores também introduzem memdria a construcdo, que envolve uma medida de simi-
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laridade entre cores e a distncia da diferenca entre as cords para o peso da aresta. Sdo
aplicadas duas buscas locais: a primeira consiste em remover a cor de todos os vértices
que estejam usando a maior cor da solugdo e recolorir 0S mesmos com a menor cor pos-
sivel (ou seja, que minimize conflitos), enquanto a segunda identifica vértices que forcam
outros a usarem cores conflitantes, por meio de uma fun¢do de recorréncia.

Diversos autores propuseram estratégias baseadas em algoritmos genéticos para o
BCP/BMCP. Valenzuela et al.| (1998)) desenvolveram um método simples desse tipo, no
qual as solucdes sao codificadas como permutacdes de vértices de modo que as alocacdes
de cores s@o sempre factiveis e a funcao de fitness € a maior cor usada. A decodificacao
das solugdes € feita de acordo com a regra FEA. A selecdo de individuos segue o mé-
todo da roleta, sendo que na primeira iteragdo também € usado um algoritmo com graus
de saturacdo (semelhante ao DSATUR). A mutacdo ¢é realizada trocando a posi¢do de
dois elementos em um individuo entre si. O cruzamento € feito pelo operador de cruza-
mento ciclico (cyclic crossover - CX), onde o primeiro gene do filho € o igual ao primeiro
gene do pai, e entdo deve-se colocar o primeiro gene do segundo pai na posi¢cdo onde o
gene estd no primeiro pai, seguindo tal procedimento até preencher o filho. Em seguida,
partindo-se da tltima posi¢do preenchida do filho, copia-se o gene de um pai para o filho,
colocando-o0 a posi¢do onde 0 mesmo estd no outro pai.

Beckmann e Killat| (1999) propuseram outro algoritmo genético para a coloracao em
largura de banda. As solugdes também sdo codificadas como permuta¢des de demandas
de cores de vértices e geradas com a estratégia FEA, porém, hd a imposicao de um li-
mite para o conjunto de cores, de modo que algumas demandas de cores podem ndo ser
satisfeitas, cuja quantidade € usada na funcdo de fitness. A selecao de solugdes para os
operadores de mutacdo € feita de forma aleatdria. Para a mutagdo, sdo usados dois opera-
dores: o primeiro seleciona uma demanda nao satisfeita na permutacao e a recoloca numa
posicdo aleatdria, enquanto a segunda seleciona quatro demandas e troca as mesmas de
posicdo entre si aleatoriamente. A operagdo de cruzamento consiste na geragao de um ve-
tor bindrio de tamanho igual a um cromossomo, onde as posi¢des com valor 1 fardo com
que as mesmos locus no filho gerado tenham os genes copiados do primeiro pai, enquanto
os elementos restantes sdo preenchidos na ordem em que aparecem no segundo pai.

Kim et al. (2007) desenvolveram um algoritmo memético, combinando algoritmo ge-

nético e busca local. As soluc¢des sdo codificadas como permutacdes de vértices e a deco-
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dificacdo destas € feita por uma variagdo da regra FEA. A avaliacdo das solugdes € feita
pelo nimero de de demandas ndo satisfeitas. Se tal quantidade for zero, o conjunto de
cores € reduzido na esperanga de encontrar uma solugdo factivel ainda melhor. A selecao
de solucdes € feita de modo aleatdrio e a mutagdo ocorre trocando genes de posi¢dao. O
cruzamento € realizado gerando-se uma madscara de bits aleatéria, de modo que sdo ge-
rados dois filhos e, em cada um deles, o valor de cada bit da mascara indica de qual pai
o gene correspondente serd herdado. E usado um conjunto elite contendo as melhores
solugdes e por fim, a busca local usada consiste na troca do gene cuja cor é a maior de
todas por outro aleatdrio, sendo que, se a nova solucdo for melhor, a mesma ¢ mantida.

San José-Revuelta (2007) propds um algoritmo micro-genético guiado por diversi-
dade, cuja populacdo € pequena. As solugdes sdo codificadas de maneira similar a0 mé-
todo de |Beckmann e Killat (1999) sendo o fitness igual a quantidade de conflitos na solu-
cdo. A selecdo de solugdes para os operadores genéticos € feita por meio de uma roleta
viciada, onde os individuos de melhor fitness tem maior probabilidade de serem selecio-
nados, semelhante ao descrito no método de Beckmann e Killat (1999). A mutagdo, que
ocorre com uma dada probabilidade, consiste em selecionar um vértice e mudar, aleatori-
amente, metade das cores alocadas ao mesmo. Devido a possibilidade de mudancas muito
bruscas na populacio, a probabilidade de mutagdo € mantida entre 0,01 (1%) e 0,05 (5%).
O cruzamento consiste no operador PMX (Partially Mapped Crossover, ou Cruzamento
Parcialmente Mapeado) utilizado na coloracdo classica por Mabrouk et al.[ (2009) (visto
na Secdo[C.3). O método usa elitismo simples, onde algumas das melhores solugdes sao
preservadas para a geracdo seguinte. J4 a diversidade ¢ mantida calculando-se a entropia
de Shannon da populacgdo, com o fitness de cada solu¢do normalizado em relacdo a soma
de todos os individuos. Quando tal valor se torna grande, ha pouca diversidade, de modo
que havera menos cruzamentos e mais mutagdes.

Malaguti e Toth| (2008) desenvolveram uma abordagem evolutiva que combina um
algoritmo genético com busca tabu. As solugdes usadas sdo coloragdes parciais onde
deve-se colorir a maior quantidade possivel de vértices sem que as restricdes sejam viola-
das. O procedimento de busca tabu proposto pelos autores € usado durante a inicializa¢ao
da populac@o, bem como apds o uso dos operadores genéticos, e é uma generalizacio,
para o BCP, da busca tabu usada pelos mesmos autores para a coloragdo cldssica (Mala-

guti et al., 2008)). A inicializacdo da populacdo consiste em gerar dois ter¢cos da mesma
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por meio de métodos gulosos e o restante como solucdes nas quais nenhum vértice estd
colorido, sendo que todas passardo pela busca tabu antes da insercao final na populagdo.
A selecdo de solugdes € aleatoria e o cruzamento usado é chamado de distance_crossover
e consiste em copiar, para o filho, as cores de pares de vértices do pai tais que a diferenca
absoluta entre elas seja igual a distdncia imposta na aresta entre eles. Em seguida, as cores
do pai 2 sdo copiadas para preencher vértices nao coloridos no filho.

F1juljanin| (2012) propds dois algoritmos genéticos, sendo um com a adi¢do de busca
local. Ambos os algoritmos usam um método guloso para definir o conjunto de cores
a serem atribuidas. Para o primeiro algoritmo genético, as solucdes sdo codificadas do
mesmo modo que Beckmann e Killat (1999). Assim, para cada locus, determina-se as
cores livres e aloca-se a cor de acordo com o valor do gene. A funcdo de fitness consiste
na maior cor usada e a selecdo de individuos € feita por meio da estratégia de torneio,
onde alguns candidatos sdo escolhidos aleatoriamente e o melhor deles € selecionado. O
cruzamento € simples de ponto inico e A mutacao consiste na mudanca dos valores dos
genes, sendo que os que sejam considerados congelados (ou seja, cujo valor € igual em
todos os individuos) sofrem mutagdes mais fortes. O segundo algoritmo proposto € igual
ao primeiro, com a mudanca na fun¢do objetivo, onde serd fixado um valor méximo de cor
possivel e o fitness contabilizard a quantidade de conflitos nas colora¢des e € adicionada
uma busca local na qual, para cada vértice, tenta-se trocar uma de suas cores, sendo que a
nova soluc¢do € aceita se gerar menos conflitos.

Uma variacdo das abordagens genéticas € a aprendizagem incremental baseada em
populacdo (population-based incremental learning - PBIL), onde a populagdo explicita
¢ substituida por um vetor de probabilidades (indicando a probabilidade de um gene ter
um determinado valor), que € usado para obter amostrar a populagdo. Esta abordagem
foi usada por Chaves-Gonzalez et al. (2008)), na qual a solucdo inicial € obtida, primei-
ramente, atribuindo-se apenas uma cor para cada vértice, sem que as restricoes sejam
violadas. Em seguida, tal estrutura € duplicada, de modo que cada vértice tenha duas co-
res, sendo que, caso surjam conflitos, os mesmos sao resolvidos incrementando-se todas
as novas cores adicionadas até que nao haja mais conflitos. Tal processo € repetido até
que todas as demandas sejam atendidas e, por fim, como a duplicacdo € feita como se
todos os vértices tivessem a mesma demanda, as cores desnecessdrias alocadas a alguns

vértices sdo removidas. A solucdo gerada € usada para criar o vetor de probabilidades
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iniciais, que serd usado, entdo, para geracdo de p amostras da populagdo, que serdo ava-
liadas de acordo com a maior cor usada. As solugdes, entdo, sdo usadas para que o vetor
de probabilidades tenda a gerar amostras cuja maior cor usada seja menor.

Uma outra abordagem também usada para coloracdo em largura de banda foi a oti-
mizagdo por colonia de formigas, que foi usada por|Yin e Li juntamente com uma busca
local. O algoritmo considera uma cor inicial e, entdo, cada formiga inicia em um vértice
do grafo, efetuando um caminhamento pelo grafo, de acordo com as trilhas de feromd-
nios, e atribuido a cor sempre que possivel. Quando nenhum outro vértice puder usar tal
cor, ela € incrementada e o processo repetido, até que todas as demandas de cores sejam
satisfeitas. A busca local consiste na sele¢do de algumas cores de cada vértice, que serdo
removidas e, para cada uma delas, a menor cor possivel que ndo viole restri¢cdes € alocada
em seu lugar.

A Tabela [2.2] fornece um resumo das referéncias citadas nesta subse¢do em ordem

cronoldgica de publicagdo.

2.4 Notas do capitulo

Nesse capitulo, foi apresentada uma revisdo da literatura existente a respeito da colora-
cdo em largura de banda (BCP), bem como sua variante com multicoloracio (BMCP).
Optou-se por fazer uma revisao desse problema devido ao fato de que o BCP utiliza pesos
nas arestas que envolvem distancias, servindo de base aos modelos que serdo discutidos
posteriormente nesta tese.

Para o BCP, foram apresentados modelos de programacao inteira e algoritmos exatos e
aproximados, que servem para a constru¢do de muitos métodos de solugdo. Espera-se que,
além de base para os resultados obtidos na pesquisa, que a revisdo realizada sirva como
fonte de consulta para outros pesquisadores interessados no tema, sendo uma contribui¢ao

adicional desta tese.
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Tabela 2.3: Algoritmos aproximados para a coloragdo em largura de banda (BCP).

Referéncia Estratégia algoritmica
Sivarajan et al.|(1989) Heuristicas construtivas baseadas em ordenagdes dos vértices
‘Wang e Rushforth|(1996) Busca local adaptiva
Lau e Tsang|(1998) Busca local guiada (GLS)
Hao et al.|(1998) Busca tabu na vizinhanga basica modificada
Valenzuela et al.|(1998) Algoritmo genético com solucdes factiveis
Beckmann e Killat|(1999) Algoritmo genético com solucdes conflitantes
Chakraborty|(2001) Heuristica de geracdo de multiplas solucdes
Gomes et al.|(2001) GRASP reativo com reconexdo de caminhos
Phan e Skiena|(2002) Discropt - software com meta-heuristicas gerais

Lim et al.|(2005) Squeaky Wheel Optimization (SWO)

Chen et al.|(2005) Busca local com preservagio de restricdes do mesmo vértice
Kendall e Mohamad|(2005) Busca local com aceitagao Monte Carlo
Chiarandini e Stiitzle|(2007) Buscas locais estocasticas diversas

Kim et al.|{(2007) Algoritmo memético com elitismo

San José-Revuelta|(2007) Algoritmo u-genético guiado por diversidade com elitismo
Yin e Li Colbnia de formigas com busca local
Prestwich|(2008) Busca local com conceitos programagao por restricdes
Vieira et al.|(2008) GRASP-FEA: baseado na(l?;sgcg'.local de|Wang e Rushforth
Malaguti e Toth|(2008) Algoritmo genético com busca tabu
Chaves-Gonzilez et al.|(2008) Aprendizagem incremental baseada em populagdo (PBIL)
Marti et al.|(2010) GRASP com memoria e busca tabu
Fijuljanin|(2012) Dois algoritmos genéticos, sendo um com busca local
Lai e Lii|(2013) Busca tabu iterada com reinicios multiplos
Lai et al.|(2016) Reconexdo de caminhos baseada em aprendizado com busca tabu
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Capitulo 3

Coloracoes em grafos com restricoes de

distancias

Neste capitulo, serdo apresentados os modelos tedricos dos problemas de coloragdes com
distancias, que sio baseados em conceitos de teoria dos grafos e geometria de distancias.
Tais modelos generalizam restricOes da coloracdo classica e sdo baseados no BCP, que
também ¢é tratado sob essa visdo neste capitulo.

Na dissertacdo de mestrado desenvolvida pelo autor desta tese (Dias, 2014}, foram
propostos modelos tedricos para coloracio de vértices baseados em geometria de distan-
cias, de modo a tornar possivel o uso do ferramental desse campo de estudo para modelar
alguns cendrios especificos de alocacdo de canais como coloragdo em grafos. Sendo as-
sim, serd apresentado o modelo em geometria de distincias para coloragdes para que, em

seguida, sejam mostrados os resultados obtidos para os mesmos nesta tese.

3.1 Modelo tedrico em geometria de distancias

O BCP, por defini¢do, requer que as cores atribuidas a vértices adjacentes respeitem uma
separacao minima determinada por um peso na aresta entre 0os mesmos, isto €, para dois
vértices i e j, tem-se que |c(i) —c(j)| > d(i,j). Esse tipo de separagdo é um tipo de
restricdo de distancia, o que possibilita o uso de conceitos de geometria de distancias para
modelagem e solucdo dos mesmos.

O Problema de Geometria de Distancias Discretizaveis (Discretizable Distance Geo-

metry Problem - DDGP) é um caso especial do problema fundamental de geometria de
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Figura 3.1: Exemplo de instincia resolvida do BCP com a solug@o representada por meio de O-esferas
(segmentos de reta).

distancias. No DDGP em trés dimensdes (ou apenas DDGP3), o conjunto V de vértices
do grafo de entrsda G deve ser ordenado de modo que exista um subconjunto Vj de V tal
que |[Vo| = 3, Vp forme uma clique e para cada i € V'\Vj exista um subconjunto {vy,va,v3}
de Vtal que vi < i, vo <i, v3 <i;{(v1,i), (v2,i), (v3,i)} C E e uma desigualdade trian-
gular estrita seja valida entre {vi,v2,v3}, ou seja, dy, v, < d,, v, +d,, v, (Mucherino et al.,
2012)). Desse modo, a posi¢ao de um ponto i > 4 pode ser determinada usando as posi-
coes dos trés pontos anteriores i — 1,i —2 e i — 3 por meio da intersec¢do de esferas com
raios d;_3;,d;_>; and d;_1 ;, obtendo dois possiveis pontos cujas factibilidades deverdo
ser verificadas. (Lavor et al.| [2012).

Pode-se modelar problemas de coloragdo em grafos como instancias do DDGP em
uma dimensao (DDGP;), onde a distancia entre dois pontos equivale a diferenga absoluta
dos mesmos (Dias et al.l, 2013b). Desse modo, para coloragdes em grafos, tem-se que
deve existir um subconjunto Vg de V tal que Vy = 1, V forme uma clique (o que € sempre
verdade, pois um tnico vértice pode ser considerado uma clique) e, para cada i € V\Vj,
exista um subconjunto {v;} of V (ou seja, um outro vértice) tal que vi <ie (vi,i) € E
(que sera sempre verdade se o grafo for conexo). A desigualdade triangular estrita ndo se
aplica nesse caso, pois considera-se apenas dois vértices em uma dimensao. A posi¢do
de um vértice i pode ser determinada por meio de um vizinho j ja posicionado. Assim,
forma-se uma 0O-esfera, ou seja, um segmento de reta, cujo raio (ou seja, 0 comprimento
do segmento de reta) é d(i, j). Desse modo, coloragdes factiveis consistem em determinar
interseccOes de tais 0-esferas. A Figura[3.1/mostra um exemplo de instancia do BCP com
sua solugdo representada como intersec¢ao de tais segmentos de reta.

Com base na discussao acima, define-se o seguinte modelo basico de coloracdo com

distancias.
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Definicao 3.1.1. Problema de Coloracdo em Geometria de Distincias (Coloring Dis-
tance Geometry Problem - CDGP): Dado um grafo simples ponderado ndo direcionado
G = (V,E) e uma fungdo de distdncias d : E — N, encontrar uma projecdo x : V — N tal

que (i, j) € E, |x(i) —x(j)| ® d(i, j), sendo ® um operador bindrio de comparag¢ao.

O CDGP ¢ um modelo genérico, uma vez que o operador que compara a diferenca
entre cores de vértices adjacentes com a distancia imposta na aresta entre 0S mesmos nao
¢ explicitamente definido. Sendo assim, partindo-se de tal problema, pode-se explorar
diversas generalizacdes de restricdes de adjacéncia, de acordo com diferentes operadores
de comparacao.

Formulagdes de programacao inteira e por restricdes para os modelos tedricos de co-

loragdo de grafos em geometria de distancias serdo apresentadas no Capitulo 4}

3.2 Generalizacoes das restricoes de adjacéncia

Como citado anteriormente, o CDGP por si s6 é um modelo bdsico de coloragdo em
geometria de distancias, uma vez que o operador de comparagio de distancia nao € expli-
citamente definido. Nesta secdo, serdo exploradas trés possibilidades para ® no CDGP:
desigualdade >, igualdade (=) e desigualdade <. Cada um dos operadores leva a dife-
rentes caracteristicas relacionadas a existéncia ou ndo de projecdes (ou seja, de solugdes

factiveis), de acordo com a estrutura do grafo, como serd apresentado a seguir.

3.2.1 Restricoes de desigualdade >

Um dos modelos de coloragdo com distancias apresentado em Dias|(2014) envolve restri-

coes de desigualdades do tipo >, como descrito a seguir.

Definicao 3.2.1. Problema de Coloracdo Minima em Geometria de Distdncias Maiores
ou Iguais (Minimum Greater than or Equal Distance Geometry Problem - MinGEQ-
CDGP): Dado um grafo simples ponderado ndo direcionado G = (V,E) e uma fungdo de
distancias d : E — N, encontrar uma projegcdo x:V — Ntal que ¥ (i, j) € E, |x(i) —x(j)| >

d(i, ) e a extensdo da projegdo, definida por S = max;cy x(i), seja a menor possivel.

O modelo MinGEQ-CDGP ¢ equivalente a0 BCP e ao MS-CAP, utilizando o mesmo

tipo de restricdo e as mesmas definicdes. Tal problema sempre admite a0 menos uma
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coloracdo factivel, pois ao contrdrio do EQ-CDGP, onde hd apenas um valor possivel
para a diferenca absoluta entre cores de vértices adjacentes i e j, equivalente a distancia
d(i, j) imposta entre os mesmos, enquanto que, no MinGEQ-CDGP (e BCP), hd infinitas
possibilidades bastando que, para dois vértices i e j, o valor de tal diferenca seja maior ou
igual a distancia d(i, j). Uma versdo do mesmo com distancias uniformes é apresentada

abaixo.

Definicao 3.2.2. Problema de Coloragdo Minima em Geometria de Distincias Uni-
Jormes Maiores ou Iguais (Minimum Greater than or Equal Uniform Distance Ge-
ometry Problem - MinGEQ-CDGP-Unif): Dado um grafo simples ponderado ndo di-
recionado G = (V,E) e um niimero @ € N, encontrar uma projecdo x : V — N tal que
V(i,j) € E, |x(i) —x(j)| > ¢ e a extensdo da proje¢do, definida por S = max;ecy x(i), seja

a menor possivel.

O MinGEQ-CDGP-Unif € equivalente ao problema de coloragdo cléassica. Indepen-
dentemente do valor de ¢, uma solugdo para o problema de coloracdo cldssica induzida
pelo grafo G pode ser transformada em solugao para o MinGEQ-CDGP-Unif definido
por G e @ definindo-se x(i) = (¢ x (c(i) — 1)) + 1, onde c(i) é a cor atribuida ao vértice
i na solucdao do problema de coloragdo cldssica. De modo similar, uma solu¢do para o
MinGEQ-CDGP-Unif definido por G e ¢ pode ser transformada em uma para a coloragao

cldssica considerando-se ¢ (i) = % +1.

3.2.2 Restricoes de igualdade

Um outro modelo de colorac@o com distancias envolve restri¢des de igualdade nas arestas,
ao invés de desigualdades do tipo >, mantendo-se os pesos nas arestas definidos como
nimeros naturais do mesmo modo do BCP. A defini¢do do problema de decisdo associado

a esse cenario € dada abaixo.

Definicao 3.2.3. Problema de Coloragcdo em Geometria de Distincias Iguais (Equal
Distance Geometry Problem - EQ-CDGP): Dado um grafo simples ponderado ndo di-
recionado G = (V,E) e uma funcdo de distdncias d : E — N, encontrar uma proje¢do

x:V = Ntal queV(i,j) € E, |x(i) —x(j)| = d(i, j).

A Figura [3.2] mostra um exemplo do modelo e sua representacdo por 0O-esferas. Tal

problema é NP-completo, como mostrado a seguir.
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Teorema 3.1. EQ-CDGP é NP-completo.

Prova. Para provar que EQ-CDGP é NP-completo, deve-se mostrar que o problema ¢é

tanto NP quanto NP-dificil, o que serd realizado em duas etapas.

1. EQ-CDGP é NP.

Para um grafo G = (V,E), dada uma projecdo x : V — N, sua factibilidade pode ser veri-
ficada considerando cada aresta (i, j) € E e examinando se as cores de suas extremidades
ndo violam a restricdo de distincia correspondente, isto é, se |x(i) — x(j)| = d(i,j). Se
todas as restrigdes forem satisfeitas, entdo x é um certificado para uma resposta positiva
para a instancia do EQ-CDGP, o que significa que um certificado para uma solu¢do SIM

pode ser verificado em tempo O(|E|), que € linear. Portanto, EQ-CDGP é NP.

2. EQ-CDGP é NP-dificil.

Para provar isto, serd feita uma redugao do problema de particionamento de conjuntos,
que € NP-completo (Garey e Johnson, |1979), para o EQ-CDGP. Considere uma instincia
do problema de particionamento, consistindo em um conjunto M de r inteiros, ou seja,
M = {my,my,...,m,}. A partir de M, pode-se obter um grafo G = (V,E), de modo que G
seja um ciclo, |V| = |E| = r e exista uma fungéo d : E — N de ponderamento de arestas.

O grafo G e a fun¢do d sdo dados entdo pela seguinte construcao:
o V="io,i1, .. ir—1}
o E={(ip,ip+1modr) | 0<b<r}.
o d(ip,ipr1modr) =mp (VO b <),

Sendo assim, deve-se demonstrar que a instancia M do particionamento de conjuntos
tem solucdo SIM se, e somente se, o grafo ciclo G construido acima e sua funcdo de
ponderacgdo de arestas d também tiverem solucao SIM, como feito a seguir.

(—) Seja entdo x : V — N uma projecao dos vértices na reta numérica. Se a mesma for

vdlida, entdo pode-se definir dois conjuntos:
o Si={myp | x(ip) <x(ip+1modr)}

o Sy = {my | x(ip) > x(ip+1 mod ) }-
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Tem-se entdo que S e 52 sdo subconjuntos disjuntos de M (ou seja, eles formam um
particionamento de M), de modo que }.S; = Y5>, ou seja, se o grafo G possuir uma
projecdo na reta numérica (o que significa que a solucdo do EQ-CDGP ¢ SIM), entdo M
tem solucdo SIM para o problema de particionamento.

(+-) Considere um grafo ciclo G = (V,E), onde |V| = |E| = r e cujas arestas sdo pon-
deradas por uma funcdo d : E — N. Fixando-se um dos vértices como iy e sendo V =
{io, i1y ir—1}, tem-se que E = {(ip,ip+1modr) | 0 < b < r} (ou seja, vértices conse-
cutivos possuem uma aresta entre si). Sendo M o conjunto de todos os valores de d (ou
seja, M = |J d(ip,ip+1modr)), considere um particionamento de M em dois subcon-
juntos disjl(l)ﬁ'fogerl e S2. Se Y S1 =Y. 5, entdo pode-se obter uma proje¢do x : V — N

considerando-se:
e Se d(ib, Ip+1 mod r) € S1, entdo x(ib) < x(in mod r)-

e Se d(ip,ip+1modr) €S2, entdo x(ip) > x(ip+1 mod r)-

Sendo assim, basta atribuir um nimero natural para cada x(i,) que satisfaca tais condi-
coes (sendo que cada i;, devera levar em conta apenas os valores atribuidos a dois outros
vértices, ip—1 € ip+1 mod r- LOZO, se M possuir solugdo SIM para o problema de particiona-
mento, entdo o grafo G terd uma projecao valida na reta numérica, levando a uma solucao
SIM para o EQ-CDGP.

Tem-se entdo que existe uma reducao do problema de particionamento de conjuntos para
0 EQ-CDGP, que pode ser feita em tempo O(r). Portanto, EQ-CDGP é NP-dificil.

Como o EQ-CDGP ¢ NP e NP-dificil, conclui-se entdao que o mesmo é NP-completo. [

A versdo de otimiza¢do do EQ-CDGP, onde deve-se encontrar uma projecao que mi-

nimize a utilizac¢do de cores, € definida abaixo.

Definicao 3.2.4. Problema de Coloracdo Minima em Geometria de Distancias Iguais
(Minimum Equal Distance Geometry Problem - MinEQ-CDGP): Dado um grafo sim-
ples ponderado ndo direcionado G = (V,E) e uma fungdo de distancias d : E — N, en-
contrar uma projecdo x: V — N tal que (i, j) € E, |x(i) —x(j)| = d(i, j) e a extensdo da

projegao, definida por S = max;cy x(i), seja a menor possivel.

Um caso especial do EQ-CDGP (e de sua versdo de otimizagdo) substitui a funcio de

distancias por um dnico valor, conforme definido a seguir.
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Figura 3.2: Instancia do MinEQ-CDGP resolvida e sua representacao com 0O-esferas.

x(4)=4

(4.6)

x(1) =1 x(5) = 1

x(2) =3

x(3)=1 x(6) =1

23)
(1,.2)
-r—r——>
1 2 3 R!

Figura 3.3: Instincia do EQ-CDGP-Unif resolvida e sua representacdo com 0-esferas.

Definicao 3.2.5. Problema de Coloracao em Geometria de Distdncias Uniformes Iguais
(Equal Uniform Distance Geometry Problem - EQ-CDGP-Unif): Dado um grafo sim-
ples ponderado nao direcionado G = (V,E) e um niimero ¢ € N, encontrar uma projecdo

x:V —=Ntal queV(i,j) € E, [x(i)—x(j)| =0

A Figura [3.3] exemplifica esse caso especial com distancias uniformes. A versdo de

otimizacdo correspondente do EQ-CDGP-Unif € enunciada abaixo.

Definicao 3.2.6. Problema de Coloracdo Minima em Geometria de Distancias Unifor-
mes Iguais (Minimum Equal Uniform Distance Geometry Problem - MinEQ-CDGP-
Unif): Dado um grafo simples ponderado ndo direcionado G = (V,E) e um niimero
¢ € N, encontrar uma projecdo x : V — N tal que ¥(i, j) € E, |x(i) —x(j)| = @ e a exten-

sdo da projecdo, definida por S = max;cy x(i), seja a menor possivel.

3.2.2.1 Propriedades de factibilidade

Nesta tese, foram identificadas propriedades grafo-tedricas dos problemas acima, em es-
pecifico, classes de grafos onde a solucdo dos problemas de decisdo (EQ-CDGP ou EQ-

CDGP-Unif) é SIM (equivalentemente, onde hd ao menos uma solu¢do factivel para o
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MinEQ-CDGP ou MinEQ-CDGP-Unif). A seguir, serdo enunciados os teoremas e suas
respectivas provas.
O primeiro teorema caracteriza quais grafos que possuem solucdo SIM para o EQ-

CDGP-Unif, como pode ser visto a seguir.

Teorema 3.2. Seja G = (V,E) um grafo ndo direcionado. Entdo, G possui solugdo SIM
para o EQ-CDGP-Unif se, e somente se, G for bipartido.

Prova. (—) Considere que G € bipartido e, sem perda de generalidade, que também ¢é
conexo. Sejam V) e V; dois subconjuntos disjuntos de V (ou seja, Vi UV, = V) tais que
paratodo i, j € Vi oui,j €V, tem-se que (i, j) ¢ E, que podem ser obtidos pelo uso de um
algoritmo de busca em grafos, como a busca em profundidade (depth-first search - DES).
Como o grafo é bipartido, tem-se, para cada (i, j) € E, que i e j pertencem a subconjuntos
diferentes. Assuma, sem perda de generalidade, que i € V| e j € V,. Pela defini¢do do
EQ-CDGP-Unif, tem-se que d(i, j) = @ para toda aresta (i, j) € E. Logo, pode-se atribuir
a cor 1 a todos os vértices de Vi e a cor 1 4 ¢ a todos os vértices de V. Desse modo, as
restricoes de distancias serdo satisfeitas e a solucdo gerada é factivel. Pode-se concluir,
entdo, que se G € bipartido, entdo G possui solu¢do SIM para o EQ-CDGP-Unif.

(+-) Sejax:V — {1,1+ @} uma coloragdo factivel para 0o EQ-CDGP-Unif de um grafo G.
Assuma, sem perda de generalidade, que G é conexo. Pela defini¢cdo do EQ-CDGP, para
cada par de vértices i, j € V tais que x(i) = x(j), tem-se que (i, j) ¢ E. Portanto, pode-se
dividir os vértices de G em dois subconjuntos disjuntos V; e V2, onde V; = {i € V|x(i) = 1}
e Vo ={i € V|x(i) = 1 +@}. Assim, conclui-se que se G tem solu¢do SIM para o EQ-
CDGP-Unif, entdo o grafo é bipartido.

Prova alternativa. (—) Considere que G € bipartido. Assim, tem-se que o mesmo ¢é 2-
colorivel (considerando o problema de coloracao cldssica), isto é, o grafo todo pode ser
colorido usando apenas duas cores. Levando-se em conta, agora, as restricoes do EQ-
CDGP-Unif, todas as arestas do grafo tem a mesma distancia, ou seja, para toda aresta
(i,j) € E, tem-se a restri¢do |x(i) —x(j)| = ¢. Portanto, as duas cores usadas serdo {1,
1+¢}, que compdem a solugdo da instancia do EQ-CDGP-Unif. Logo, se G € bipartido,
entdo a solucao correspondente do EQ-CDGP-Unif é SIM.

(—) Para provar-se que, se um grafo G tem solucdo SIM para o EQ-CDGP-Unif, entdao

G € bipartido, serd usada uma prova por contraposi¢do, ou seja, serd mostrado que se um
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grafo G nio for bipartido, entio G possui solu¢io NAO para o EQ-CDGP-Unif. Para isso,
serd usada indu¢do matemadtica em ciclos impares, uma vez que um grafo nao € bipartido
se, e somente se, contiver pelo menos um ciclo fmpar. Seja |V| =2z+ 1. A indugio serd

feita em cima de z.

Caso base: 7 = 1. Tem-se, entdo, o ciclo C3, com trés vértices (V = {1,2,3}) e trés arestas
({(1,2),(1,3),(2,3)}), com |x(i) —x(j)| = ¢ para todas elas. Sem perda de generalidade,
considere que x(1) =1 e x(2) = 1 + ¢. Logo:

e Como (1,3) € Eex(1)=1,entdo |x(3) — 1| = @. Todas as cores devem ser nimeros

naturais, portanto x(3) = 1 + ¢.

e Como (2,3)cEex(2)=1+4+@,entdo [x(3)—(1+¢)|=¢ = [x3)—1—9¢|=0¢.

Por esta inequacdo, tem-se que x(3) = 1 ou x(3) = 1 +2¢.

A partir desse resultado, tem-se que x(3) = 1+¢ e (x(3) =1 oux(3) = 1 +2¢) a0 mesmo
tempo, o que é impossivel. Assim, C3 tem solu¢io NAO para o EQ-CDGP-Unif, como

pode ser visualizado na Figura [3.4]
Hipétese de inducio: O ciclo Co, tem solugio NAO para o EQ-CDGP.

Passo indutivo: Pela hipétese de indugdo, o ciclo Cy,41 ndo possui coloragdo vélida para
0 EQ-CDGP-Unif, isto €, a solug¢do do problema de decisao é NAO. Considerando o ciclo
Co(z41)+1 = Coz43, verifica-se que o tamanho do mesmo aumenta em dois vértices, mas
continua sendo impar. Se for adicionado apenas um vértice, ou seja, considerando o ciclo
Cyi1+1 = Cyz 42, tem-se entdo um ciclo par, que é bipartido e terd solucao SIM para o EQ-
CDGP-Unif como visto anteriormente. Agora, considere que um vértice € adicionado ao
ciclo Cy,4 2, transformando-o no ciclo C,,4 3. Sem perda de generalidade, considere que o
novo vértice é adjacente aos vértices 2z+2 e 1, ou seja, {(2z+2,2z+3),(2z+3,1)} C
E,ex(2z+2)=1+¢@ e x(1) =1 (tais cores podem ser vistas como atribuidas quando

adicionou-se apenas um vértice, o que gerou um ciclo par). Entdo:

e Como (2z+2,2z+3) € Eex(2z+2) =1+@,entdo [x(2z+3)— (14+9)|=¢ =
|x(2z43) — 1 — @| = @. Por esta inequagao, tem-se que x(2z+3) =1 oux(2z+3) =
14 2¢.

e Como (2z+3,1) € E and x(1) = 1, entdo |x(2z+3) — 1| = ¢. Todas as cores devem

ser nimeros naturais, portanto x(2z+3) = 1+ @.
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N&o pode
ser colorido

X(2) = 1+ x(3) = 2?

Figura 3.4: Ciclo C3 que tem solugio NAO para o EQ-CDGP-Unif.

x(1) =1

x(3) = 2?

x(2) = 1+o (7 @ N&o pode
ser colorido

=0

x(3)=1 @R viivl) X(2z+2) = 1+0

Figura 3.5: Ciclo impar C,. 3 que tem solu¢io NAO para o EQ-CDGP-Unif.

Deste resultado, tem-se que x(2z+3) =1+ ¢ e (x(2z+3) =1 oux(2z+3) = 1+2¢) ao
mesmo tempo, o que é impossivel. Assim, C»..3 tem solu¢io NAO para o EQ-CDGP-
Unif, como pode ser visto na Figura[3.5] Portanto, se um grafo G nao for bipartido, entdo
G possui solugio NAO para o EQ-CDGP-Unif, ou seja, se um grafo G tem solugio SIM
para o EQ-CDGP-Unif, entdo G € bipartido. [

Uma consequéncia indireta do Teorema[3.2]é que nao se pode definir modelos de mul-
ticolora¢do que envolvam as mesmas restricoes do EQ-CDGP. Como visto no Capitulo[2]
quando hd, em um vértice i, demanda de w(i) cores (w(i) > 1), hd uma equivaléncia em
colorir um grafo onde o vértice é convertido em uma clique de w(i) vértices. Como uma
clique € um subgrafo completo e todo grafo completo K,, com n > 3 contém ciclo impar,
entdo os tnicos valores possiveis para w(i) seriam 1 e 2, limitando a demanda de cores.
Ressalta-se que essa caracteristica vale somente se as restricdes de igualdade também
existirem em tal clique, sendo que se as cores do mesmo vértice tiverem apenas de ser
distintas, entdo ndo hé esse problema.

O Teorema@nﬁo ¢ aplicavel em instancias do EQ-CDGP, ou seja, com distancias ar-
bitrarias. Dependendo dos valores de tais distancias, grafos bipartidos podem ter solu¢ao
NAO para o EQ-CDGP, enquanto grafos que contenham ciclos impares podem ter solugio
SIM, como exemplificado na Figura[3.6] Entretanto, o problema de decisdo EQ-CDGP

sempre tem solug@o SIM para drvores, como Vvisto abaixo.
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N&o pode
ser colorido

x(2) =2 - N&o pode
x(2)=3 X(@3) =1 ser colorido
(b) Grafos com ciclo impar.

Figura 3.6: Exemplos de instancias do EQ-CDGP onde a solugio das mesmas (SIM ou NAO) independe
do tipo de grafo de entrada (bipartido ou nao).

Teorema 3.3. Seja G = (V,E) um grafo drvore e d : E — N uma fungdo de distancias.

Entdo, G e d sempre tém solucdo SIM para o EQ-CDGP.

Prova. Um algoritmo simples que constréi uma coloragdo valida para uma instancia do
EQ-CDGP ¢ descrito a seguir.

Inicialmente, desmarque todos os vértices. Escolha um vértice i arbitrdrio, atribua
uma cor Y € N ao mesmo (ou seja, x(i) = ) e marque i como colorido. Iterativamente,
selecione um vértice j que seja adjacente a algum outro vértice i que ja tenha sido marcado
como colorido. Atribua a cor x(i) +d(i, j) a j (ou seja, x(j) = x(i) +d(i, j)) e marque j
como colorido. Repita o passo iterativo até que todos os vértices sejam marcados como

coloridos. O]

O algoritmo descrito na prova acima consiste, basicamente, em seguir os ramos da
arvore, colorindo cada vértice encontrado. Como, apds o primeiro vértice, s6 serdo colo-
ridos vértices que tenham ao menos um vizinho ja colorido, o procedimento garante que
o caminhamento por tais ramos serd feito corretamente. Em grafos caminho, o algoritmo
comecard de um vértice de grau 1 (ou seja, uma das extremidades) e seguird os outros
vértices em sequéncia, até atingir a outra extremidade, como pode ser visto na Figura
Em arvores propriamente ditas, cada ramo € um caminho, como visto na Figura Tal

algoritmo pode ser visto como uma extensdo da busca em grafos, de modo que tanto a
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d(1,2) d@23) @ . d(VvI-1, V)
x(1)=1 x@)=x()+  x@)=x(2)+  x(VI-1)=x(V|-2)+  x(VI) = x(V[-1) +
d(1,2) d(2,3) d(IVI-2, [VI-1) d(IVI-1, [VI)

Figura 3.7: Coloragdo de um grafo caminho por meio do algoritmo do Teorema

Ramos da arvore:
*1-52-3
*1-52-4
*1-52-5
*1-56-7
*1-6—-8-9

Figura 3.8: Ramos de uma 4arvore. Neste grafo, os rétulos indicam a ordem de visitagdo de uma busca em
profundidade adaptada para colorir os vértices de acordo com o Teorema@

busca em profundidade quanto a busca em largura (breadth-first search - BFS) podem ser
modificados para que sejam capazes de obter uma coloragdo vélida para o EQ-CDGP em
um 4arvore.

O ultimo resultado a ser apresentado nesta secdo relaciona-se a ciclos, quando sao
instancias do EQ-CDGP. Tal resultado € derivado diretamente da prova da NP-dificuldade
do problema, como vista no Teorema [3.1} O resultado de factibilidade correspondente é

descrito a seguir.

Corolario 3.1. Seja G = (V,E) um grafo ciclo, d : E — N uma fungdo de distdncias e

D o conjunto de todas as distdncias presentes no grafo (ou seja, D= |J d(i,j)). Se
(i.J)€E

for possivel particionar D em dois subconjuntos disjuntos D e D; tais que Y, D1 =Y D>,

entdo G e d sempre tém solucdo SIM para o EQ-CDGP.
Prova. Diretamente pelo Teorema[3.1] O

O Coroldrio [3.1] caracteriza um subconjunto de instancias do EQ-CDGP, compostas
por grafos ciclo, que possuem solucdo SIM para o problema. Conjectura-se que, quando
o grafo da instdncia entrada é um ciclo, apenas os que se encaixam no Coroldrio [3.1] pos-
suem solucdo SIM. Ressalta-se que, apesar de este resultado ser especifico para um tipo
de grafo, os valores numéricos das distancias sdo diretamente responsaveis pela factibi-
lidade do referido ciclo, como mostrado na Figura @ Infelizmente, este resultado, ao

contrario dos obtidos nos Teoremas [3.2]e[3.3] ndo permite que o EQ-CDGP seja resolvido
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x(5) < x(0)

mg — Sy
x(0) < x(1) x(4) > x(5) M=D={1,4,5,6,7,9}
my — S1 ms — 82
D{={1,6,9}
Dy,=1{4,5,7}
(1) = x(4)=8
: ID{=XD,=16
x(1) > x(2) x(3) < x(4
my; — S my — S1 Solugao SIM para
o Particionamento.
X(2) > x(3)
m3 — Sy

(a) Instancia com solugdo SIM.

? N&o pode

ser colorido
x(0) < x(1) 2 P,
my — S x(0) = 10 x(5) = ?7

M=D={2 3,5,6,7, 10}

- 10 S1={2, 4}
S2=1{3, 5}
7 and 10 — indefinidos
x(3) < x(4
mz - 52 my — S1 Solugdo NAO para
o Particionamento.
x(2) > x(3)
mz; — S,

(b) Instancia com solugdo NAO.

Figura 3.9: Instincias do problema de Particionamento de Conjuntos e suas transformagdes para o EQ-
CDGP.

em tempo polinomial para as instincias especificadas, uma vez que o préprio problema

de particionamento de conjuntos também é NP-completo Karp, (1972).

3.2.3 Restricoes de desigualdade <

Além dos problemas acima definidos em Dias| (2014)) e suas propriedades obtidas nesta
tese, explorou-se outras possibilidades de coloracdes com distancias. Uma delas envolve
a inversao da desigualdade do BCP, de modo que, ao invés de que a diferenca absoluta
entre cores de dois vértices adjacentes tenha de ser maior ou igual que a distincia entre
eles, tal diferenca terd de ser menor ou igual que a distancia. O problema, em sua versao

de decisio, € definido abaixo.

Definicao 3.2.7. Problema de Coloracdo em Geometria de Distdncias Menores que ou
Iguais (Less than or Equal Distance Geometry Problem - LEQ-CDGP): Dado um grafo
simples ponderado ndo direcionado G = (V,E) e uma fungdo de distdncias d : E — N,

encontrar uma projecdo x 1V — N tal que ¥ (i, j) € E, 1 < |x(i) —x(j)| < d(i, j)-
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(2,3) 3,4
3} (3,4)
(4,5)
(1.2) 1,4
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coe—@ - L g *—>
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Figura 3.10: Instancia do LEQ-CDGP resolvida e sua representacdo com 0-esferas.

A Figura[3.10jmostra um exemplo do LEQ-CDGP. Para este tipo de restri¢ao, ressalta-
se que ndo basta definir apenas |x(i) — x(j)| < d(i, j) para dois vértices adjacentes i e j,
uma vez que, sendo d(i, j) um nimero natural, tal expressdo permitiria que |x(i) —x(j)| =
0, o que equivale aos dois vértices utilizando a mesma cor. Sendo assim, deve-se definir o
valor minimo 1 para a diferenca absoluta entre cores. Por conta disso, o modelo de decisao
se torna importante do mesmo modo que com as restri¢des de igualdade do EQ-CDGP,
uma vez que hd uma quantidade limitada de possibilidades para a diferencga absoluta entre
cores de dois vértices (ao contrario do BCP), o que implica diretamente em resultados de
factibilidade, como sera visto mais adiante.

A versdao de otimizagdo do LEQ-CDGP, envolvendo a minimiza¢do da maior cor

usada, é dada abaixo.

Definicao 3.2.8. Problema de Coloracao Minima em Geometria de Distancias Menores
que ou Iguais (Minimum Less than or Equal Distance Geometry Problem - MinLEQ-
CDGP): Dado um grafo simples ponderado néo direcionado G = (V,E) e uma func¢do
de distancias d : E — N, encontrar uma projecdo x : V — N tal que ¥(i,j) € E, 1 <
|x(i) —x(j)| <d(i, j) e a extensdo da projecdo, definida por S = max;ecy x(i), seja a menor

possivel.

Como ja feito com os outros modelos, um caso especial deste problema envolve dis-
tancias uniformes, isto €, todas as arestas possuem a mesma distancia. Tal cendrio é

formalmente descrito a seguir.

Definicao 3.2.9. Problema de Coloragcdo em Geometria de Distincias Uniformes Me-
nores que ou Iguais (Less than or Equal Uniform Distance Geometry Problem - LEQ-
CDGP-Unif): Dado um grafo simples ponderado néo direcionado G = (V,E) e um nii-

mero ¢ € N, encontrar uma projecdo x : V. — N tal que V(i, j) € E, 1 < |x(i) —x(j)| < @.
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x(@4)=3  x(5)=1 (2,3)
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Figura 3.11: Instancia do LEQ-CDGP-Unif resolvida e sua representacdo com 0-esferas.

A Figura fornece um exemplo do LEQ-CDGP-Unif. O problema de otimizacdo

correspondente € dado abaixo.

Definicao 3.2.10. Problema de Coloracdo Minima em Geometria de Distancias Uni-
Jormes Menores que ou Iguais (Minimum Less than or Equal Uniform Distance Ge-
ometry Problem - MinLEQ-CDGP-Unif): Dado um grafo simples ponderado ndo di-
recionado G = (V,E) e um niimero @ € N, encontrar uma projecdo x : V — N tal que
V(i,j) € E, 1 < |x(i) —x(j)| < ¢ e a extensdo da projecdo, definida por S = max;cy x(i),

seja a menor possivel.

Conforme explicado anteriormente, todos os problemas apresentados neste capitulo
envolvem a interseccdo de geometria de distancias com a classe de coloracdes de vértices

em grafos, seguindo uma hierarquia de problemas, que pode ser vista graficamente na

Figura[3.12]

3.2.3.1 Propriedades de factibilidade

Propriedades de factibilidade para o LEQ-CDGP e LEQ-CDGP-Unif também foram de-
terminadas. De modo similar ao que ocorre com o EQ-CDGP, além do tipo de grafo
de entrada, os valores das distancias tem impacto direto na factibilidade da instancia (ou
seja, na solucdo do problema de decisdo). O primeiro teorema diz respeito a instancias do

LEQ-CDGP que possuem solugio NAO para o problema.

Teorema 3.4. Seja G = (V,E) um grafo completo onde |V| > 3 (ou seja, G = K,, n > 3)
e ¢ € N. Entdo, se @ < |V|—2, a instdncia correspondente do LEQ-CDGP-Unif possui

solugcdo NAO (ou seja, ndo admite coloragdo factivel).

Prova. Sejai €V um vértice qualquer de G e seja N(i) o conjunto de vértices adjacentes

a i. Como o grafo é completo, tem-se que [N(i)| = [V|—1. Além disso, as cores de
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Figura 3.12: Hierarquia dos problemas de colora¢des com distancias definidos neste capitulo.

todos os vértices devem ser diferentes (ou seja, cada vértice usa uma cor tnica). Como
as restrigdes sdo no formato 1 < |x(i) — x(j)| < @, tem-se que as diferencas absolutas
(|x(i) —x(j)|) devem ser minimizadas. O conjunto com as |V | menores cores diferentes
que minimiza tais diferencas absolutas é {1,2,...,|V|}.

Como, para toda aresta (i, j) € E tem-se que 1 < |x(i) —x(j)| < ¢ (e x(i),x(j) € N),

entdo o conjunto de valores possiveis para |x(i) —x(j)| é {1,2,...,@}. Para um vértice i
qualquer, tem-se que, como o mesmo tem a cor diferente de todos os outros, entao o valor
de |x(i) —x(j)| para cada aresta (i, j) € E tal que j € N(i) deverd ser diferente, ou seja,
Vi1, j2 € N(i), |x(i) —x(j1)| # |x(i) —x(j2)|- Assim, como hd |N(i)| arestas incidentes
em i, cada uma com um valor diferente para a diferenga absoluta entre a cor de i € o
outro vértice j onde a mesma incide, tem-se que o conjunto de tais valores vai de 1 até
[V|—1 (ou seja, é {1,2,...,|V|—1}). Porém, como @ < |V|—2, tem-se que o conjunto
possivel é {1,2,...,|V|—2}, o que pelo principio da casa de pombo é impossivel, ou seja,
a aresta cuja diferenca absoluta entre as cores de suas pontas é |V| — 1 violaria a restricdo

|x(i) — x(j)| < ¢. Logo, a solugdo do EQ-CDGP-Unif é NAO em tal situacio. O

A Figura [3.13] mostra um exemplo da aplicagdo do Teorema [3.4] em uma instancia
do LEQ-CDGP-Unif composta pelo grafo completo K5 e onde todas as distancias sdo 3.

Observe que como € necessario que o valor 4 esteja no conjunto de valores possiveis para
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i =1 — Conjunto de valores possiveis para |x(i) - x(j)|:

¢=3 — {o,!,T,T}
4) — |x(1) -

(1,2) - x(1) - x(2)| < 3 (1, x(4)| <3
I1-2| =[1}- Bl=11-4]
=5 123 - OK 3<3 > OK
X
(1,3) = x(1) - x(3)| < 3 (1,5) = Ix(1) - x(5)| < 3
I1-3] =[2— {l=11-5| ,
2<3 —» OK 4<3 — INFACTIVEL

x(3)=3 x(4) =4

Figura 3.13: Exemplo de instincia do LEQ-CDGP-Unif com solugio NAO, onde o valor da distincia
implica diretamente na infactibilidade.

as diferencas absolutas entre cores, caso as distancias fossem 4 ou mais, a instancia teria
solugcdo SIM.
O segundo resultado obtido foi para o LEQ-CDGP (ou seja, com distancias arbitra-

rias), como pode ser visto no seguinte teorema.

Teorema 3.5. Seja G = (V,E) um grafo bipartido e d : V — N uma fungdo de distancias.

Entdo, a instancia correspondente do LEQ-CDGP sempre tem solu¢do SIM.

Prova. Pela defini¢do do problema, tem-se que V(i, j) € E, 1 < |x(i) —x(j)| < d(i, j), ou
seja, o menor valor possivel para a diferenca absoluta entre cores de vértices adjacentes é
1. Dessa forma, para cada aresta, independentemente do valor de d(i, j), se for possivel
colorir i e j de tal modo que a diferenca absoluta entre eles seja 1, transitivamente nao
havera violacao da restricdo. Sendo assim, pode-se proceder de duas formas distintas para

a prova:

1. Transformacio da instincia do LEQ-CDGP para uma do EQ-CDGP-Unif:
para cada restricdo 1 < |x(i) — x(j)| < d(i, ), substitui-se a mesma por |x(i) —
x(j)| = 1. Assim, passa-se a ter uma instancia do EQ-CDGP-Unif. Pelo Teorema
3.2 tem-se que todo grafo bipartido tem solu¢do SIM para este problema, de modo
que a coloragd@o Gtima usard as cores 1 e 1+, onde ¢ € o peso associado a todas as
arestas. Tem-se que V(i, j) € E, |x(i) —x(j)| = 1, entdo ¢ = 1, assim, a coloragdo
Gtima usard as cores 1 e 2. Tal coloragao satisfaz V(i,j) € E, 1 < |x(i) — x(j)| <

d(i, j), portanto, é vdlida para o LEQ-CDGP.

2. Transformacao da instancia do LEQ-CDGP para uma de coloracao classica:
para cada restricdo 1 < |x(i) —x(j)| < d(i,j), substitui-se a mesma por x(i) # x()

ou, equivalentemente, por |x(i) — x(j)| > 1. Todo grafo bipartido é 2-colorivel,
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assim, pode-se usar as cores 1 e 2 para colorir os vértices do grafo original. Assim
como na forma acima, tem-se tal coloragdo satisfaz V(i, j) € E, 1 < |x(i) —x(j)| <
d(i,j) (uma vez que a diferenca absoluta de cores entre vértices adjacentes serd

sempre 1), portanto, é valida para o LEQ-CDGP.

3.3 Meétodos branch-prune-and-bound

Para os modelos de coloracdes com restricdes de distancias, foram desenvolvidas estra-
tégias algoritmicas que combinam técnicas de otimizagdo com propagacao de restri¢des.
Os algoritmos apresentados foram inicialmente desenvolvidos na pesquisa a nivel de mes-
trado (Dias et al., 2013bj Diasl 2014), de modo que um estudo mais aprofundado do
comportamento dos mesmos nos modelos apresentados foi realizado nesta tese, que sera
apresentado a seguir.

Um algoritmo branch-and-prune foi proposto por Lavor et al.| (2012)) para o DDGP
em R? (denotado por DDGP3), baseado em uma versio anterior para o problema continuo
por |Liberti et al. (2008)). Tal método enumera as possiveis posicdes para os vértices,
os quais devem ser localizados no espacgo tridimensional de acordo com as distancias
impostas. A posi¢do de um vértice i, onde i € [4,|V|], é determinada de acordo com os
trés vértices anteriores ja posicionados, seguindo o esquema de ordenamento e intersec¢ao
de esferas descrito na Se¢do 3.1 No entanto, uma vez que uma distancia entre o dltimo
vértice posicionado e um anterior aos ultimos trés pode ser violada, deve-se usar testes de
factibilidade para garantir que a solucdo parcial seja vdlida. [Lavor et al.| (2012) usaram
o teste de Factibilidade Direta de Distancia (Direct Distance Feasibility - DDF) em seu
branch-and-prune, onde V(i, j) € E |||x(i) —x(j)|| —dij| < &, e € ¢ uma dada tolerancia.

Para os modelos de coloracdes com distancias, foram adaptados tais conceitos para
a utilizacdo do método nos problemas considerados. Uma das primeira observacdes que
deve ser feita é que, para as coloracdes com distancias, ndo existem suposicoes iniciais
a serem respeitadas, de modo que ndo hd ordenagdes explicitas de vértices a conside-
rar, de modo que pode-se construir uma por um processo de enumeracao implicita. Desse
modo, foram combinados conceitos do branch-and-prune para o DDGP com procedimen-

tos branch-and-bound de modo a evitar solu¢des parciais (ou seja, sequéncias de vértices
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Figura 3.14: Exemplo de instincia resolvida do MinEQ-CDGP para demonstragio da execucio dos méto-

dos BPBs nas Figuras [3.15]e[3.16]

Jé coloridos) que ndo sejam capazes de obter um limite superior mais forte que a melhor
solugdo corrente.

Sendo assim, o funcionamento basico do método branch-prune-and-bound (BPB) é
descrito a seguir. Primeiramente, um vértice i ndo colorido € selecionado como ponto de
partida. Tal vértice recebe a cor 1, a menor possivel (uma vez que as cores sdo inteiros
positivos). Em seguida, um vizinho j ndo colorido de i é selecionado. Um algoritmo
de selecdo de cor € usado para definir a cor de j e o processo € aplicado recursivamente
para os vizinhos ndo coloridos de j. Quando um vizinho ndo colorido do vértice atual ndo
puder ser encontrado, um vértice ndo colorido qualquer do grafo € usado. O pseudocddigo

deste procedimento é dado no Algoritmo [3.1]

3.3.1 Selecao de cor

No branch-prune-and-bound proposto, existem duas possibilidades para determinar as
cores que um vértice pode usar, que sdo usadas pela chamada a fun¢cdo SELECAOCO-
RES(), a qual retorna o conjunto de cores possiveis.

O primeiro critério, denotado como BPB-Prev, é baseado diretamente no branch-and-
prune original de (Lavor et al., 2012). Nele, quando um vértice i tiver de ser colorido, o
vértice j que foi colorido imediatamente antes € usado para calcular a cor. Desse modo,
se ndo houver nenhum vizinho colorido de i, a tnica cor possivel é 1. Caso contrério, a

funcdo retornard um conjunto de cardinalidade no méximo 2, cujos elementos sao:

1. x(j)-l—du.

2. x(j) —d, j (retornado apenas se x(j) > d; ;).
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Algoritmo 3.1 Algoritmo branch-prune-and-bound geral.

Entrada: grafo G = (V,E), distancias d : E — Z>, vértice anterior i, vértice atual j a ser co-
lorido, solugdo (coloragdo) parcial x, melhor solugdo encontrada Xin.r, limite superior u,
vetor predec de predecessores de cada vértice (inicializado com -1 em todas as posi¢des) e
profundidade da enumeracdo prf.

: Funcdo BRANCH-PRUNE-AND-BOUND(G = (V,E),d,i, j,X,Xpes, U, pred,dpt)
para cada vizinho k de j faca
se predeclk] = —1 entdo

predeclk] < i > Vértice atual é o predecessor dos vizinhos ndo visitados

i < predec|j] > Se ndo veio de um vizinho, usar informacao de predecesso

coresDisponiveis < SELECAOCORES(G,d, i, j,x,u)

1
2
3
4
5: se i = —1 entao
6
7
8 enquanto coresDisponiveis # 0 faca

9: cor < elemento de coresDisponiveis
10: coresDisponiveis < coresDisponiveis \ {cor}
11: x(j) < cor
12 se max x(v) > u entio
veV | v esté colorido
13: Remover cor de i
14: continue > Descartar esta solugdo parcial por bounding
15: se TESTEFACTIBILIDADE(G,d, f,x,i) = falso entao
16: Remover cor de i
17: retorne > Violacdo de distancia, descartar solucdo por pruning
18: se prf = |V| entio > Se verdadeiro, todos os vértices estdo coloridos
19: se maxx(v) < maxXmenor(v) entio
veV veV
20: Xmelhor < X
21: u < maxx(v)
vev
22: seniao
23: temVizinho < falso
24: para cada vizinho k of j faca
25: se k ndo esta colorido entao
26: temVizinho < verdadeiro
27: BRANCH-PRUNE-AND-BOUND(G,d, f, j, k, X, Xpmetnor, U, prf+1)
28: se temVizinho = falso entao
29: para cada vértice k de G tal que predec[k] # —1 faca > Apenas vértices com
predecessores
30: se k nao estd colorido entao
31 BRANCH-PRUNE-AND-BOUND(G,d, f,—1,k, X, Xethor, U, prf +1)
32: Remover cor de i
33: retorne X, inor
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x(1)=5/x(2)=1 Lim. superior = 6
x(3)=6/x(4)=2 6 <6 --> Falso

x(5)=3

Figura 3.15: Enumeragéo parcial de solugdes, iniciando pelo vértice 2, para a instincia do MinEQ-CDGP
definida pela Figural’f_ﬂl, usando o critério BPB-Prev, com selegdo de cor baseada no vértice anterior.

Para melhorar o algoritmo, € utilizada informacao de predecessores, de maneira que ao
colorir um vértice, seus vizinhos que ndo t€ém informagdes de predecessor até a chamada
corrente do branch-prune-and-bound sao configurados a usar o vértice recém-colorido
como predecessor. Esta informacao € usada no caso de a busca reiniciar de um de seus
vizinhos, o que ajuda a guiar o algoritmo. Este critério de selecdo de cor, BPB-Prev, é
realizado em tempo O(1), ja que sdo necessdrias apenas duas operagdes aritméticas para
determinar as cores. Para o exemplo de instincia do MinEQ-CDGP dado na Figura[3.14]
tem-se uma por¢do da enumeracao realizada pela execu¢do do BPB com este critério de
selecdo de cor apresentada na Figura[3.13]

O segundo critério de sele¢dao, denotado como BPB-Select, leva em conta todos os
vizinhos coloridos para determinar a cor para o vértice atual. Isso é feito resolvendo um
sistema de expressoes de valor absoluto (inequagdes ou equagdes) derivado das restricoes
de distancias impostas pelas arestas. Sendo i o vértice a ser colorido, sua cor x(i) serd o

resultado do sistema onde, para cada vizinho ja colorido j de i, hd uma expressao:
x(j) —x()] = di;
Onde K é “=" (para MinEQ-CDGTP, ou seja, restri¢des de igualdade), “>" (para MinGEQ-
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Figura 3.16: Enumeragdo parcial de solucdes, iniciando pelo vértice 2, para a instancia do MinEQ-CDGP
definida pela Figura[3.14] usando o critério BPB-Select, com cor determinada pela solu¢do de um sistema
de expressdes de valor absoluto.

CDGP, ou seja, restri¢des de desigualdade maior ou igual) ou “<” (para MinLEQ-CDGP,
ou seja, restricdes de desigualdade menor ou igual). A cor que serd atribuida a j é o
menor inteiro positivo a satisfazer todas as expressdes do sistema. Ressalta-se que este
procedimento sempre retorna um conjunto de cardinalidade 1, ou seja, apenas uma cor
(J& que somente a menor solucdo € retornada), bem como o mesmo ja trata de garantir
factibilidade, uma vez que a solucdo do sistema devera satisfazer as restricoes entre o
vértice i e seus vizinhos. No entanto, a determinacdo da cor exige um trabalho maior,
de modo que este critério de selegdo é realizado em tempo O(u), onde u é um limite
superior para a maior cor usada, ji que, para resolver o sistema, deve-se marcar cada
possivel solugdo do intervalo [1..u] e selecionar o menor indice. A Figura apresenta
um exemplo da execucdo do BPB usando este critério de selecao de cor na instancia da

Figura[3.14

3.3.2 Teste de factibilidade

Durante a construcdo de solugdes, ao selecionar uma cor para um vértice, deve-se verificar
se a mesma € factivel quando apenas algumas distancias sao usadas na determina¢do da
cor, especialmente no BPB-Prev. Desse modo, usou-se um teste baseado na Factibilidade

Direta de Distancia (Direct Distance Feasibility - DDF) usada no algoritmo branch-and-
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Algoritmo 3.2 Teste de Factibilidade Direta de Coloracdo com Distancias (Direct Dis-
tance Coloring Feasibility - DDCF)

Entrada: grafo G = (V,E), tipo de restricdo X do problema (“=", “>" ou “<”), distancias d :
E — Z>9, solucdo (coloragdo) parcial x e vértice atual i.
1: Funcao TESTE-DDCF(G,d, f,x,i)
2 para cada vizinho & de i faca
3 se k esta colorido entao
4: se ndo |x(k) —x(i)| ® d; ; entdo
5
6

retorne falso
retorne verdadeiro

prune para o DDGP (Mucherino et al., 2012).

Seja i o vértice que acabou de ser colorido. Entdo, deve-se verificar, para cada vizinho
j de i que ja foi colorido, se a condigdo |x(i) —x(j)|xd; ; é vélida (onde, novamente, X ¢
“=" %> ou “<”, dependendo do modelo de coloracdo com distancias sendo resolvido).
Este teste pode ser visto como uma variagdo do DDF onde € = 0 e com diferentes tipos
de expressoes utilizdveis (ao invés de apenas equagdes). Tal teste serd chamado como
Factibilidade Direta de Coloragdo com Distancias (Direct Distance Coloring Feasibility -
DDCEF), cujo pseudocédigo é dado no Algoritmo[3.2]

Uma vez que o teste DDCF para um vértice verifica somente a factibilidade em relacdo
aos seus vizinhos, o mesmo é executado em tempo O(|V|) apenas para o vértice conside-
rado. Nota-se também que, ao usar o critério BPB-Select, o teste pode ser dispensado ja
que a cor retornada sempre € factivel.

A tabela3.1| apresenta um sumario dos métodos branch-prune-and-bound, de acordo

com critérios de selecdo e de seus usos do teste de factibilidade.

Tabela 3.1: Sumario dos métodos branch-prune-and-bound.

. Conj. Selecao de cor Teste de factibilidade
Algoritmo
cores Estratégia Complex. Quando Complex.
N=x(i)+d: :
BPB-Prev - A =x0) & i on A cada vértice  OUV1) para
Vizinho anterior 2 X(i) =x()) +dij o) colorido cada
(se x(i) > x(j) +di ;) vértice
x(i) = min{k € [1,u] :
BPB-Sel.ec.:t - 1 V(i,j) €E, |x(j) —k| R d; }, O(u) Nio é necessario -
Todos os vizinhos £ €639 teny3 i G623
onde ® é “=", “>" ou “<

3.3.3 Aspectos de otimalidade

O método branch-prune-and-bound é um esquema de enumeragdo implicita, pelo qual as

solugdes sao construidas colorindo-se cada vértice sendo que, a cada passo, uma solugdo
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parcial pode ser descartada se for infactivel (pruned) ou se nao puder ser melhor que a
melhor solugdo factivel ja encontrada (bounded). Esta abordagem objetiva encontrar a
solucdo Gtima, entretanto, verificou-se que isso depende da combinacdo de critério de
selecdo de cor e problema resolvido, como discutido a seguir.

O primeiro critério de selecao de cor, BPB-Prev, segue a mesma ideia usada pelo
branch-and-prune para o DDGP. Tal critério efetua um caminhamento no grafo de en-
trada, de modo que quando um vértice é selecionado para ser colorido, isso é feito de
modo a usar um que seja vizinho ao dltimo que foi colorido e, se ndo houver vértice vizi-
nho sem cor atribuida, entdo um outro qualquer que ndo tenha sido colorido € selecionado.
Isso significa que nem todas as ordens de vértices sdo usadas, ja que algumas permitiriam
saltar de um vértice para outro que ndo € adjacente a ele, ainda que existam vizinhos ndo
coloridos, sendo essas ordens nao usadas no BPB-Prev.

A cor de um vértice é determinada usando informagdo dos vértices previamente co-
loridos, por meio de adi¢do e subtracdo da distdncia imposta na aresta entre eles, o que
significa que hd no maximo duas cores possiveis para cada vértice durante a enumeragao.
Seguindo esta estratégia, o BPB-Prev determina interseccoes de 0-esferas, onde cada par
de vértices adjacentes entre si € posicionado na reta numérica, com a distancia entre eles
sendo exatamente igual a imposta na aresta correspondente. Isso € 6timo para o0 MinEQ-
CDGP, ja que o problema requer que todas as distincias entre cores dos vértices seja
exatamente igual ao peso da aresta. No entanto, para o MinGEQ-CDGP, a distancia entre
vértices adjacentes pode ser igual ou maior que o valor imposto na aresta correspondente.
Uma vez que apenas ordens de vértices que fazem com que vizinhos sejam coloridos em
sequéncia sao usadas no BPB-Prev, e esse esquema faz com que a separacio entre cores
seja igual a distancia exigida pela aresta, 0 mesmo pode ndo encontrar a solucdo 6tima
quando, para um par de vértices adjacentes i e j, tiver-se que |x(i) —x(j)| > d; j na mesma.

Um exemplo ¢ apresentado na Figura
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«4)=6 x@)= 1

Maior cor usada = 22 Maior cor usada = 21
(a) Solucdo pelo BPB-Prev. (b) Solucgao étima.

Figura 3.17: Exemplo de instancia do MinGEQ-CDGP onde o BPB-Prev ndo consegue encontrar a solu¢éo
6tima. Observe que, no BPB-Prev, para que os vértices 1 e 4 usem a mesma cor, um deles teria de ser o
primeiro vértice i; da ordem de vértices e o outro deveria ser o segundo i», de modo que nédo haveria vizinho
colorido de i; e a enumeragdo faria com que ele recebesse a cor 1. Entretanto, hd sempre um vizinho néo
colorido de i; que ndo € iy, entdo tal ordem nado é usada pelo BPB-Prev.

Uma situacdo inversa ocorre com o BPB-Select. O algoritmo tenta determinar uma
cor que satisfaca todas as restricdes de distancia de todos os vizinhos a0 mesmo tempo,
retornando a menor cor que ndo viole nenhuma delas. Para instancias do MinGEQ-CDGP,
esta estratégia permite encontrar solugdes nas quais, para um par de vértices i e j, tenha-
se que |x(i) —x(j)| > d; j, que poderiam ndo ser encontradas pelo BPB-Prev. Entretanto,
em algumas instncias do MinEQ-CDGP, na solugdo 6tima, a igualdade x(i) — x(j) =
d; j pode ocorrer, onde x(i) > x(j) ex(j) > d; j. Sob essas duas condigdes, tem-se que
x(i) = x(j) — dij ou x(i) = x(j) +d; ;. Se, na solugdo Gtima, a segunda possibilidade
estiver presente, entdo o BPB-Select ndo conseguira atingir o 6timo, ja que, quando estiver
colorindo 7, apenas a menor cor possivel serd usada, que é x(j) —d, j e ndo x(j) +d; ;
como na solu¢@o 6tima. Para uma dada instancia do MinEQ-CDGP, a mesma ordem de
vértices que leva a esta situagdo no BPB-Select levaria a uma solugdo factivel no BPB-
Prev, dada que uma exista para a dada ordem. A Figura [3.18 mostra um exemplo deste
cendrio. Dadas tais consideracdes, verifica-se que as ordens de vértices sdo importantes
ao determinar solucdes, o que também ocorre com outros problemas de geometria de

distancias (Gongalves e Mucherino, 2016).

3.4 Experimentos computacionais

Para avaliar o comportamento dos modelos de coloracdes com distancia e dos algoritmos

branch-prune-and-bound, foram realizados dois conjuntos de experimentos: o primeiro
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x(11)=2
=20

x(10) = 22 7
=7 Y x(@)=1

Maior cor usada = 25 Infactivel (para limite superior e ordem de Maior cor usada = 26
Ordem de vértices: 11-1-2-3-4-5-6- vértices dados): 11-1-2-3-4-5-6-7-8- Ordem de vértices: 4-3-2-1-11-12-5-
7-8-9-10-12-13-14-15 9-10-12-13-14-15) 6-7-8-9-10-13-14-15

(a) Solucao 6tima pelo BPB-Prev.  (b) Infactibilidade pelo BPB- (¢) Melhor solucdo pelo BPB-
Select usando a mesma ordem Select.
de vértices da solug@o 6tima pelo
BPB-Prev.

Figura 3.18: Exemplo de instancia do MinEQ-CDGP onde o BPB-Select ndo consegue encontrar a solugéo
6tima, com limite superior igual a 26. As setas seguem a ordem de vértices dada pelas ordens de vértices
e, no caso do BPP-Prev, um circulo no meio da seta indica qual vizinho foi considerado para um vértice
quando a enumeracdo foi reiniciada. Um circulo ao redor de um vértice indica que a enumeracio reiniciou
dele, e um circulo duplo indica o primeiro vértice da ordem. O verdadeiro 6timo foi encontrado pelo BPB-
Prev usando a dada ordem de vértices, mas o BPB-Select ndo consegue encontrar uma solugdo factivel
com a mesma ordem de vértices e limite superior (sem ele, a solu¢do encontrada pelo BPB-Select com a
mesma ordem teria 28 como maior cor usada). A melhor solugéo possivel pelo BPB-Select usa uma ordem
diferente de vértices, que ndo leva a solucdo 6tima..

envolveu a geracdo de varios grafos aleatérios com diferentes niimeros de vértices, de
acordo com algumas configuragdes, para determinacdo de quantos possuem ciclos im-
pares e pares ou somente pares (sendo arvores o restante dos grafos), ja que algumas
propriedades das colora¢des com distancias sdo relacionadas a estes tipos de grafos. Ja
o segundo envolveu a avaliacdo do comportamento dos algoritmos branch-prune-and-
bound nos diferentes tipos de instancias e problemas.

Todas as implementagdes foram realizadas em linguagem C e compiladas com o gcc
4.8.4 usando as opcdes -Ofast -march=native -mtune=native e executadas em um
computador equipado com processador Intel Core 17-3770 (3,4GHz), 8GB de memoria e

sistema operacional Linux Mint 17. Tais experimentos sdo descritos a seguir.

3.4.1 Contagem de tipos de grafos em instincias aleatorias

Por meio dos Teoremas [3.2]e[3.3] tem-se informagdes sobre quais tipos de grafos sempre
tem solugdes factiveis para o EQ-CDGP e EQ-CDGP-Unif. Baseando-se nisso, gerou-se

uma grande quantidade de grafos aleatdérios com diferentes nimeros de vértices e contou-
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se quantos possuem ciclos (e dentre esses, quais possuem ciclos pares e impares ou so-
mente pares) e quantos sao arvores.

Cada grafo aleatdrio inicia como uma arvore geradora aleatdria, ou seja, um grafo
conexo ndo direcionado G = (V,E), onde |E| = |V|— 1. Para gerar esta arvore inicial,
usou-se um algoritmo de passeio aleatério proposto por |Aldous (1990). O procedimento
funciona usando um conjunto V* de vértices fora da arvore e um conjunto W de arestas
da arvore geradora. Entdo, toda vez que o passeio aleatdrio chega a um vértice j fora
da drvore, a aresta (i, j) é adicionada a E, e j é removido de V*. Isso continua até que
V* = @. Nota-se que este procedimento equivale a realizar um passeio aleatério em um
grafo completo de |V| vértices, sendo que o mesmo gera drvores de maneira uniforme, ou
seja, cada drvore geradora tem a mesma probabilidade de ser gerada.

Depois que a drvore inicial € gerada, sdo adicionadas novas arestas aleatdrias até que
o grafo tenha o nimero desejado de arestas. Este parametro também é gerado aleatori-

amente e amostrado do intervalo ||V|—1, w

. Tal intervalo garante que o grafo
gerado sempre seja conexo € seja a0 menos uma arvore € no miximo um grafo completo.

Na Tabela [3.2] sdo mostradas estatisticas obtidas ao usar o procedimento descrito
acima para gerar 1000000 (um milhdo) de grafos aleatérios para cada |V | € {50,100, 150,
200,250,300, 350,400,450,500}. Pode-se observar que a maior parte dos grafos gerados
(mais de 99%) tem ciclos pares e impares, o que significa que o conjunto de instancias do
EQ-CDGP-Unif que possuem solucdes factiveis € muito pequeno. Pode-se deduzir, entdo,
que esta configuracdo gerou poucos grafos bipartidos. Ressalta-se que como foi gerada a
mesma quantidade de grafos para cada |V| usado, este comportamento é esperado, entre-
tanto, se o nimero de grafos gerados for aumentado, espera-se que mais bipartidos sejam
gerados. Para o EQ-CDGP (com distancias arbitrérias), o espaco de instancias que te-
nham garantidamente solucdo factivel € ainda menor, j4 que apenas 4rvores se encaixam
nisso. Entretanto, como mostrado na Subsec¢do [3.2.2] grafos com ciclos pares e/ou fmpares
podem ter solu¢des dependendo de como as arestas sdo ponderadas.

Na Figura[3.20] pode-se observar que o crescimento do niimero médio de arestas entre
todos os grafos gerados para cada nimero de vértices. Como a quantidade de arestas é
proporcional ao quadrado do ndmero de vértices (ja quem € 0(|V]?)), a curva

segue um padrdo similar, sendo uma meia parabola.
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Tabela 3.2: Quantidade de grafos aleatérios com ciclos pares e impares, apenas ciclos pares e nenhum ciclo
(4rvores) e bipartidos para cada nimero de vértices. Para cada tamanho, foram gerados 1000000 grafos.

Média #.Grafos com # Grafos apenas # (,;rf‘fOS # Grafos
V| ciclos pares e . aciclicos -
|E| P com ciclos pares < bipartidos
impares (Arvores)
50 637,56 998309 854 837 1691
100 2523,52 999553 238 209 447
150 5656,64 999832 74 94 168
200  10059,56 999910 45 45 90
250 1567594 999926 41 33 74
300 22586,52 999958 18 24 42
350  30688,21 999975 13 12 25
400  40120,76 999975 14 11 25
450  50678,60 999971 15 14 29
500 62628,32 999988 6 6 12
1800 a_
1600
3 3
S 1400 S
£ £
g 0 2
Ko} Ko}
3 1000 e
o 800 o
g 600 £
=] =}
Z 400 z
200
| PR ) 10 1 1
100 200 300 400 500 200 300 400 500

Numero de vértices
(a) \V\ S [50,500}

Numero de vértices

(b) |V| € [200,500] (para escala)

Figura 3.19: Numero total de grafos bipartidos gerados de 1000000 de grafos aleatérios para cada nimero

de vértices.
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Figura 3.20: Crescimento da quantidade média de arestas geradas quando o nimero de vértices aumenta.
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3.4.2 Resultados dos algoritmos branch-prune-and-bound

Para usar alguns dos grafos aleatorios nos experimentos com os BPBs, selecionou-se trés
grafos de cada tipo considerado: com ciclos pares e impares (denotados por OddCycle),
apenas com ciclos impares (denotados por EvenCycle) e arvores (denotados por Tree). Em
seguida, as arestas foram ponderadas aleatoriamente seguindo uma distribuicao uniforme
no intervalo [1..30]. Foram realizados dois subconjuntos de experimentos: o primeiro en-
volveu somente os problemas EQ-CDGP e EQ-CDGP-Unif, de modo a obter uma solucao
factivel para cada uma de suas instincias (ou seja, os algoritmos usam apenas procedi-
mentos de pruning, terminando a busca assim que a primeira solucdo vélida é encon-
trada), e o segundo envolveu os modelos de otimizag¢do dos problemas de coloragdo com
restricoes de = e > (MinEQ-CDGP, MinEQ-CDGP-Unif, MinGEQ-CDGP e MinGEQ-
CDGP-Unif). Como os tempos de execugdo de todos os grafos com 4 a 12 vértices foram
muito pequenos (no maximo 0,3 segundos), optou-se por omitir tais resultados.

A Tabela [3.3] apresenta os resultados obtidos para um nimero de vértices entre 14 ¢
26, com incrementos de 2 a 2, considerando cada algoritmo BPB aplicado as versdes de
decis@o. Observa-se que, apesar de o BPB-Prev efetuar menos trabalho que o BPB-Select
para determinar a cor do vértice atual (ou seja, tem complexidade de tempo menor, como
visto na Tabela [3.1), este dltimo consegue chegar a uma solugdo factivel antes do pri-
meiro (ou seja, resolve o problema de decisdo em menos tempo) € com um menor valor
de funcdo objetivo (maior cor usada). Isso ocorre porque a cada né da arvore de enu-
meracdo do BPB-Prev existem duas possibilidades de cor, o que aumenta a ramificagao
da mesma. Tal fato pode ser observado também nas colunas #Prunes e #Nos da tabela,
de modo que, em toda instancia, BPB-Select efetua menos prunes que o BPB-Prev (ou
seja, podas por infactibilidade ou falta de cor vélida), ja que existem menos nds. Quando
a instancia € infactivel, ambos os métodos geram grandes arvores de enumeragdo, com
muitas ramificacdes, de modo que quando as opg¢des possiveis sdo exauridas e ndo foi en-
contrada solu¢do valida, entdo a instancia € infactivel. No entanto, ¢ importante ressaltar
que isto s6 € garantido se o algoritmo ndo passar do tempo limite imposto. Por exemplo,
nas instancias Tree com 24 e 26 vértices, mesmo que o Teorema garanta que exista
ao menos uma solucao factivel para as mesmas, uma ou ambas as variantes do BPB nao
conseguiram encontrar uma solugao factivel no tempo limite imposto.

Da mesma maneira, a Tabela [3.4] apresenta resultados para os algoritmos BPB consi-
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Tabela 3.3: Resultados dos algoritmos BP (decis@o/busca) aplicados a instancias do EQ-CDGP - 14 a 26
vértices.

BPB-Prev BPB-Select
A4 Tipo Inst Maior cor #Prunes #Nos Tempo CPU (s) Maior cor #Prunes #Nos Tempo CPU (s)
OddCycle 1 Infactivel 3930625 4151102 7.649 Infactivel 119828 218219 0.327
OddCycle 2 Infactivel 35681 25394 0.051 Infactivel 5217 6949 0.012
OddCycle 3 Infactivel 25749 16751 0.034 Infactivel 4890 6169 0.011
EvenCycle 1 Infactivel 22438 20427 0.039 Infactivel 286 955 0.001
14 EvenCycle 2 Infactivel 14590592 17014208 30.952 Infactivel 240185 480564 0.695
EvenCycle 3 Infactivel 9318840 10006150 18.597 Infactivel 146774 329350 0.453
Tree 1 41 3 20 0.000 29 54 138 0.000
Tree 2 63 593 940 0.002 37 164 385 1.000
Tree 3 67 139 209 0.000 31 60 166 0.000
OddCycle 1 Infactivel 16720253 18533711 33.922 Infactivel 229364 464467 0.655
OddCycle 2 Infactivel 40827 26130 0.049 Infactivel 10334 12037 0.021
OddCycle 3 Infactivel 64340 40739 0.077 Infactivel 13417 15677 0.027
EvenCycle 1 79 1608 1961 0.004 35 356 799 1.000
16 EvenCycle 2 Infactivel 340726831 428448739 736.649 Infactivel 10410162 19341115 27.659
EvenCycle 3 72 6098 9620 0.017 29 1390 3171 4.000
Tree 1 65 1324 1820 0.003 30 222 502 1.000
Tree 2 86 41 61 0.000 30 15 50 0.000
Tree 3 74 2539 4707 0.009 36 329 756 1.000
OddCycle 1 Infactivel 852848 743950 1.369 Infactivel 18527 33062 0.050
OddCycle 2 Infactivel 1282955 933589 1.724 Infactivel 29654 46174 0.073
OddCycle 3 Infactivel 165004 138284 0.256 Infactivel 1411 3456 0.005
EvenCycle 1 Infactivel 18409076 17857282 32.227 Infactivel 92766 208614 0.295
18 EvenCycle 2 Infactivel 264088256 314471197 557.056 Infactivel 996127 2340311 3.174
EvenCycle 3 Infactivel 695095555 673477736 1209.959 Infactivel 2312073 4373462 6.270
Tree 1 88 115791 105413 0.190 31 6170 12737 18.000
Tree 2 55 7556 7961 0.015 25 1171 2731 4.000
Tree 3 91 540 782 0.001 28 57 157 0.000
OddCycle 1 Infactivel 397251801 343891224 619.704 Infactivel 1786324 3216901 4.772
OddCycle 2 Infactivel 2446590 1682426 3.161 Infactivel 63034 89385 0.143
OddCycle 3 Infactivel 1152062 849161 1.555 Infactivel 31642 48916 0.076
EvenCycle 1  Nenhuma/TLE 5236973472 5891034620 10800.000 Infactivel 20719998 47209517 65.792
20 EvenCycle 2 76 914490 869714 1.582 36 13158 25609 36.000
EvenCycle 3 Infactivel 31560482 28428856 50.572 Infactivel 167148 351029 0.490
Tree 1 64 2446961 3920630 7.028 24 107586 201000 285.000
Tree 2 103 5736 9114 0.017 29 560 1443 2.000
Tree 3 96 77841 88010 0.157 36 2908 6536 9.000
0OddCycle 1 Infactivel 26254768 23426389 54311 Infactivel 104901 215651 0.427
OddCycle 2 Infactivel 36293718 30515680 69.453 Infactivel 109170 215741 0.418
OddCycle 3 Infactivel 1642123 973686 2.043 Infactivel 128492 149152 0.344
EvenCycle 1 Infactivel 224340499 251232540 567.965 Infactivel 571017 1351418 2.510
22 EvenCycle 2  Nenhuma/TLE 3865244040 4660919459 10800.000 Infactivel 19329265 52300771 93.771
EvenCycle 3  Nenhuma/TLE 5092081153 6081809449 10800.000 Infactivel 128729661 291841844 540.137
Tree 1 110 2786508998 4305296369 10800.000 38 30077382 61986076 118083.000
Tree 2 150 66370008 90610477 209.395 52 926771 1912598 3639.000
Tree 3 173 240927 402687 0.809 46 3811 8508 16.000
OddCycle 1 Infactivel 641048895 507509535 924.188 Infactivel 2317601 3780090 7.909
OddCycle 2 Infactivel 123005 76833 0.147 Infactivel 48071 50843 0.123
OddCycle 3 Infactivel 65782 42183 0.086 Infactivel 32667 34371 0.084
EvenCycle 1 127 165262470 208210517 357.978 53 3189 6383 12.000
24  EvenCycle 2 Infactivel 5346209932 5873842065 10800.000 Infactivel 72906817 164254755 306.506
EvenCycle 3  Nenhuma/TLE 5881951679 5954683241 10800.000 Nenhuma/TLE 2667932569 5772168624 10800.000
Tree 1 86 3138775 4790089 8.727 49 44922956 94109754 183801.000
Tree 2 Nenhuma/TLE 5271476912 5873172244 10800.000 48 15927595 33378945 64015.000
Tree 3 65 2407147598 3732640459 6421.631 50 37578502 74620519 143960.000
OddCycle 1 Infactivel 7580340832 5958839459 10800.000 Infactivel 26753348 42141613 64.120
OddCycle 2 Infactivel 3643726 2126536 3.926 Infactivel 328702 365478 0.636
OddCycle 3 Infactivel 1370179 809597 1.493 Infactivel 222908 242362 0.453
EvenCycle 1  Nenhuma/TLE 6206760415 5967575526 10800.000 Infactivel 35785765 76334277 105.767
26 EvenCycle 2  Nenhuma/TLE 7674629273 5970591346 10800.000 Nenhuma/TLE 4212458957 7441431184 10800.000
EvenCycle 3  Nenhuma/TLE 5545756309 6074016769 10800.000 Infactivel 2442228012 6367668435 8458.570
Tree 1 Nenhuma/TLE 3732652924 5975408570 10800.000 46 22911283 46945890 66454.000
Tree 2 152 3021403092 4951393771 8545.174 56 12752749 25106292 35637.000
Tree 3 Nenhuma/TLE 4289259339 6288070478 10800.000 Nenhuma/TLE 4254335955 7402431191 10800.000
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derando suas versdes de otimizacgdo e aplicados apenas a instancias factiveis do MinEQ-
CDGP (que possuiram ao menos uma solugdo por qualquer método usado). Novamente,
o BPB-Select teve um tempo de execucdo menor que o BPB-Prev em tais instancias.
Quando ambos os algoritmos atingiram o tempo limite sem encontrar a solucao 6tima
(e sem provar que a encontrada o seja), o BPB-Select obteve uma melhor solu¢io que o
BPB-Prev.

Os tultimos experimentos foram realizados aplicando-se os algoritmos BPB a todas as
instancias, mas agora considerando o problema MinGEQ-CDGP (ou seja, mudando o =
nas restricdes por >). Os resultados sdo apresentados na Tabela [3.5] Como as instin-
cias do MinGEQ-CDGP sempre sdo factiveis, deve-se considerar apenas suas versoes de
otimizagdo, como ja feito na Subsecado [3.2.1] Observa-se que hd um comportamento dife-
rente para 0 MinGEQ-CDGP, de modo que ndo hd um método que seja o melhor absoluto
dentre BPB-Prev e BPB-Seect. Em algumas instancias, como as OddCycle 2 e 3 com 14,
16, 18 e 22 vértices, EvenCycle 2 com 18 e 20 vértices, EvenCycle 1 com 26 vértices
e algumas instancias Tree com 20 e 22 vértices (mas ndo limitando a estas), BPB-Prev
encontrou a melhor solucdo e provou sua otimalidade mais rapidamente, enquanto em
outras, BPB-Select foi mais rdpido. Tal situacdo ocorre pois ambos os algoritmos encon-
tram muito mais solucdes factiveis, ja que toda solugdo do MinEQ-CDGP € vilida para o
MinGEQ-CDGP, mas o inverso nem sempre € verdade, de movo que existem muito mais
solucdes possiveis para o MinGEQ-CDGP que cada algoritmo pode encontrar.

Uma outra importante observacdo sobre os resultados para 0 MinGEQ-CDGP € que a
melhor solu¢do retornada pelo BPB-Prev pode, em algumas instancias, ndo ser a 6tima,
como discutido na Subse¢do[3.3.3] Este € o caso dos resultados obtidos para as instancias
0ddCycle 3 e EvenCycle 3, ambas com 20 vértices. Ressalta-se também que, para ins-
tancias maiores, quando os algoritmos ndo retornam a mesma solu¢do e ambos atingem o
tempo limite imposto, nenhuma solug@o pode ser dita garantidamente Gtima.

Por fim, os tamanho das instancias que cada algoritmo atinge o tempo limite para cada
problema de otimizagao sdo dados na Tabela[3.6] Pode-se observar que, nos experimentos
realizados, quando hd 22 ou mais vértices, hd uma grande probabilidade de que o algo-
ritmo ndo atingird a solucao 6tima no tempo dado. Entretanto, é importante que ressaltar
que apesar de as instincias terem sido organizadas apenas pelo nimero de vértices, a

densidade do grafo de entrada pode impactar diretamente no tempo de execugao.
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3.5 Notas do capitulo

Os modelos apresentados neste capitulo envolveram a aplicacdo de conceitos de geome-
tria de distancias aos problemas de colora¢do em grafos, de modo a obter variantes com
caracteristicas interessantes, tanto do ponto de vista tedrico quanto prético. Para cada um
deles, foram identificadas propriedades envolvendo factibilidade (ou seja, a existéncia ou
nao de solucdo) e complexidade computacional, sendo estas as principais contribuicdes
deste capitulo.

Os algoritmos branch-prune-and-bound, inicialmente propostos no mestrado, foram
estudados de forma mais aprofundada nesta tese, de modo a verificar seu comportamento
de acordo com o modelo de coloracdo e tipo de instancia. Observou-se que nem sempre
os métodos sdo exatos, de maneira similar ao branch-and-prune para o DDGP. Apesar
dos métodos ndo serem competitivos, o estudo de tal comportamento pode ser util para
determinar rotinas que melhorem o desempenho de outros tipos de algoritmos.

Convém ressaltar que outras variacdes de coloragdes ainda podem ser exploradas com
base nas identificadas nesta tese e em trabalhos de geometria de distancias, envolvendo
tanto outros tipos de restri¢des de adjacéncia, bem como outras caracteristicas, como listas

permitidas de distancias (ndo contiguas).
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Tabela 3.4: Resultados dos algoritmos BPB (otimizacdo) aplicados a instancias factiveis do MinEQ-CDGP - 14 a 26 vértices.

BPB-Prev (otimizacio)

BPB-Select (otimizacao)

V| Tipo Inst | Maior cor  #Bounds #Prunes #Sol. #Nos Te;‘;[():)p/ ’I"I;) etgllp((s)) Maior cor #Bounds #Prunes #Sol. #Nos Teil‘:lzg)p/ 'I"I(‘) T&Illlz(s))
1 23 73169 131887 5 330867 0.000 0.582 23 1128 37719 3 88155 0.000 0.087
14 Tree 2 23 24629 40448 109606 0.002 0.200 23 2510 26224 2 61087 0.001 0.059
3 31 15948 25736 67059 0.000 0.129 31 981 19645 1 45496 0.000 0.047
EvenCycle 1 26 734907 1444932 20 3430433 0.004 6.442 26 13238 429023 3 965581 0.001 0.937
3 26 382461 478520 6 1341496 0.017 2.357 26 3968 105082 2 245263 0.004 0.239
16 1 30 1181358 1587427 10 4086926 0.003 7.336 30 35892 620039 1 1338678 0.001 1.310
Tree 2 27 669737 1210214 22 2903465 0.000 5.112 27 2611 216168 2 502088 0.000 0.472
3 24 789653 1566492 15 3302294 0.009 5.845 24 2437 495712 3 1061101 0.001 1.006
1 28 36615569 40788308 25 105873095 0.190 186.338 28 340240 6686934 3 13736111 0.018 12.973
18 Tree 2 25 22063979 49610912 6 97340621 0.015 171.816 25 1124920 11173394 1 24302076 0.004 22.866
3 23 2533460 4177180 24 10505001 0.001 18.544 23 2843 1460443 3 3054495 0.000 2.855
EvenCycle 2 24 151689781 345164555 16 576184304 1.582 1008.727 24 2750542 55696609 5 105240633 0.036 101.383
20 1 24 267889809 423860003 10 905816365 7.028 1639.773 24 14799751 221687235 1 436478894 0.285 426.623
Tree 2 27 5168120 11062144 17 20785962 0.017 36.394 27 74695 2918725 2 6562696 0.002 6.235
3 24 43956039 60091614 25 144775201 0.157 250.804 24 151157 9245694 3 18762973 0.009 18.051
1 32 135610562 2977763180 14 4821423002 9644.021 10800.000 31 2380566 335092187 3 676132261 118.083 907.120
22 Tree 2 42 1680426488 2560100224 21 5467261228 209.395  10800.000 42 9794640 881203038 3 1679857563 3.639 2167.077
3 40 951641886 3519285927 31 5995079706 0.809 10800.000 40 11077774 1474744293 5 2953821790 0.016 3858.260
EvenCycle 1 45 1303800435 3547526485 11 5958438816 357.978  10800.000 42 39660438 1453410172 4 3114013223 0.012 4066.296
24 1 39 1434035663 2791529314 14 6173893175 8.727 10800.000 39 16950544 842284814 3 1695927132 183.801  2314.789
Tree 2 | Nenhuma 0 5271476912 0 5873172244 - 10800.000 46 3952610 3667193238 2 8018634142 64.015  10800.000
3 50 433541618 3573077273 3 6250834667 6421.631 10800.000 39 261747766 3728282741 2 8162494055  143.960  10800.000
2% Tree 1 Nenhuma 0 3732652924 0 5975408570 - 10800.000 46 171310935 5519429069 1 10855894570  66.454  10800.000
2 109 11050015 3844032304 6 6262294917 8545.174 10800.000 56 8987188 4614079720 1 10914203771 35.637  10800.000
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Tabela 3.5: Resultados dos algoritmos BPB (otimizacdo) aplicados a instancias do MinGEQ-CDGP - 14 a 26 vértices.

BPB-Prev (otimizacio)

BPB-Select (otimizacgio)

[V] Tipo Inst | Maior cor #Bounds  #Prunes  #Sol. #Nos Tei‘:lz;’) v/ ’I"l(; et:ip((s)) Maior cor #Bounds  #Prunes  #Sol. #Nos Te;‘;lz(s)) P/ ’I"I(‘) i:;l,(:)
1 21 645077 450680 20 1566639 0.000 2.844 21 211465 550635 3 1669427 0.000 1.623

OddCycle 2 37 341525 1207988 15 1226427 0.000 2411 35 58843 894007 4 2035550 0.000 2.146

3 38 924821 2933266 21 2789762 0.000 5.464 38 812206 4861676 6 11829374 0.000 12.994

1 20 1457 2389 10 6072 0.006 0.011 20 218 535 5 2197 0.000 0.002

14 EvenCycle 2 17 294751 220488 14 748444 0.000 1.393 17 217216 218973 4 936865 0.000 0.898
3 21 94191 67037 9 238018 0.000 0.458 21 59565 131454 2 440280 0.000 0.422

1 18 33888 10263 7 73883 0.000 0.125 18 8925 7703 3 39260 0.000 0.038

Tree 2 21 21266 5669 4 49842 0.000 0.093 21 35518 9076 1 108651 0.000 0.105

3 21 1795 555 7 3950 0.000 0.008 21 1806 558 2 5532 0.000 0.006

1 18 126328 161820 10 371541 0.000 0.682 18 54419 53715 4 228464 0.000 0.222

OddCycle 2 53 42249077 129768220 31 104325789  0.000 194.604 53 38366062 972153720 14 1746554116  0.000 1980.567

3 48 27501531 79483153 31 64892955 0.000 121.646 46 17189261 401975939 14 696082548 0.000 803.593

1 20 657205 348380 19 1677773 0.000 3.106 20 258893 570336 4 2015700 0.000 1.930

16 EvenCycle 2 20 2872809 1646080 12 6797918 0.000 11.987 20 1034882 3519549 5 9530309 0.000 9.234
3 21 135359 16277 6 270124 0.000 0.478 21 27916 29465 3 127857 0.000 0.123

1 21 394331 135792 13 871108 0.000 1.626 21 149139 336081 2 1213969 0.000 1.176

Tree 2 21 1135197 308686 17 2710177 0.000 4730 21 273524 592748 3 2264385 0.000 2.162

3 21 964567 631390 10 2454902 0.000 4340 21 860528 1271113 1 4889001 0.000 4.642

1 23 403646 689781 29 1096305 0.000 1.995 23 89251 2157123 6 4215186 0.000 4.113

OddCycle 2 28 270417 501032 24 711228 0.000 1.293 28 156374 725207 10 1786184 0.000 1.788

3 27 68883 72174 28 166526 0.000 0.302 27 28930 127942 4 383073 0.000 0.373

1 21 226428 172924 33 544713 0.000 0.972 21 153559 261663 6 929927 0.000 0.895

18 EvenCycle 2 21 574529 272687 17 1333025 0.000 2.320 21 441889 1561547 4 5096657 0.000 4.877
3 21 1959536 3201061 19 5804091 0.000 10.301 21 2328257 2049088 3 8815279 0.000 8.435

1 21 23651729 5659135 8 42814302  0.000 75.126 21 3480825 11725139 5 31510553 0.000 29.640

Tree 2 21 12707141 6951990 8 27625579  0.000 48.768 21 3385503 5562843 3 16351954 0.000 15.559

3 19 2071604 1596362 22 8321143 0.000 14.544 19 1168701 3161985 2 10148322 0.000 9.588

Continua na préxima pagina.
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Tabela — Continuagdo da pdgina anterior.

BPB-Prev (otimizacao)

BPB-Select (otimizacio)

V] Tipo Inst | Maior cor  #Bounds #Prunes  #Sol. #Nos Tei‘:lz;’)l’/ ’I"l(; et:ip((s)) Maior cor  #Bounds #Prunes  #Sol. #Nos Te;llz:)p/ ’I"l:) i‘;p(g)
1 25 80860020 130297491 22 250587621 0.000 447298 25 30005823 182202237 2 481689865 0.000 478.757

OddCycle 2 30 22109746 70876798 24 77086730 0.000 139.693 30 9486329 105756952 5 248377444 0.000 255.918

3 30 5854520 15090450 34 18833088 0.000 33.663 29 3280215 14139380 4 35525456 0.000 35.784

1 21 306492466 290976595 21 748440185  0.000 1335.263 21 244902785 91113414 5 724708042 0.000 709.116

20 EvenCycle 2 21 76491974 70989106 7 196478938  0.000 338.722 21 265125525 35429733 2 548890756 0.000 520.729
3 22 941508 1090455 18 2418408 0.000 4.274 21 4529934 1546737 5 12937093 0.000 12.531

1 21 501421339 233786884 9 1231692406  0.000  2159.958 21 497365528 932560094 5 3285799702  0.000  3186.089

Tree 2 21 8215852 10377774 14 25479374 0.000 45.027 21 27313206 17555281 4 98225542 0.000 93.566

3 21 15766711 13251908 14 41314410 0.000 72.232 21 11863544 18549550 4 65387940 0.000 62.723

1 35 42938429 40380216 27 95066073 0.000 218.883 35 97405696 156750327 2 587060884 0.000 603.005

OddCycle 2 37 11311525 19097577 23 32949477 0.000 75.509 37 3848239 44411978 4 107463430 0.000 108.827
3 73 2000325327 7280778464 38 5792046990  0.000  10800.000 68 224507385 5182891368 18 9279818233  0.000  10800.000

1 30 20043221 14089082 12 52206915 0.000 117.054 30 13013868 45340553 2 130340949 0.000 133.761

22 EvenCycle 2 31 31012652 60034933 14 148811258  0.000 337.540 31 35432407 48769777 4 186354740 0.000 185.295
3 31 23411492 17381110 11 62086727 0.000 110.881 31 23741231 29109093 7 104954830 0.000 102.303

1 27 270203508 76667564 8 553985858  0.000 1220.984 27 172372918 360684580 2 1046326590  0.000 991.931
Tree 2 30 1943743038 920983002 17 4542439718  0.000  8993.205 30 1436150566 3201778158 4 10833815876  0.000  10800.000
3 30 1485642659 713665659 22 3198738831  0.000  5776.637 30 1670595723 3233015335 4 10875030416  0.000  10800.000
1 47 732050577 3948302960 20 5846159217  0.020  10800.000 47 1753474763 3033132004 2 10702330028  0.000  10800.000
OddCycle 2 187 3326239091 7393153183 48 5778965820  0.000  10800.000 190 86957928 3972381158 19 6714361416  0.000  10800.000
3 207 3276549688 7126762369 67 5586407952  0.000  10800.000 190 144070174 4264496756 17 6712630855  0.000  10800.000

1 29 2728732397 853862019 20 5508977994  0.000  9895.354 29 288966325 112927315 3 777625631 0.000 752.544
24 EvenCycle 2 31 1124175678 995413847 35 2986509166  0.000  5260.684 31 2111407527 2771811106 5 10977102372 0.000  10800.000
3 77 3504643842 3280262618 10 5852208979  0.093  10800.000 40 2577213292 2934594601 2 11334482922  0.000  10800.000

1 34 2240431219 2066840924 6 6162097374  0.000  10800.000 29 1020853189 2143005122 5 6497004349  0.000  6207.489
Tree 2 29 3170945967 932984259 11 5994115145  0.000  10800.000 29 5027356324 2614110038 5 12545263004  0.000  10800.000
3 30 3078162435 504276478 8 6395072659 2978  10800.000 30 492291164 4799922157 3 11278320407  0.000  10800.000

Continua na préxima pagina.
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Tabela — Continuagdo da pdgina anterior.

BPB-Prev (otimizacgio)

BPB-Select (otimizacio)

V| Tipo Inst | Maior cor  #Bounds #Prunes  #Sol. #Nos Tei‘;’z:) o 'l"f) ?;p((s)) Maior cor  #Bounds #Prunes  #Sol. #Nos T";f}‘:;’) o ’1:1(‘) igllp((s))
1 44 1176646851 4096641234 8 6101302200 0.000 10800.000 53 4564897330 316839007 3 10603481104 0.000 10800.000
0OddCycle 2 94 1895611489 7785217781 44 5743375749 0.000 10800.000 99 179155625 4415411739 12 8217012017 0.000 10800.000
3 117 1900039455 7977540922 53 5700048800 0.000 10800.000 114 336266831 4293974272 9 7961956055 0.000 10800.000
1 30 91326165 90597668 19 235367863 0.390 419.074 30 276059731 269419373 5 1114770418 0.000 1131.649
26 EvenCycle 2 57 1645730092 2629876932 5 6256562220 0.000 10800.000 57 4328305486 721308565 1 10894682505 0.000 10800.000
3 31 2795326285 1585605446 20 6088222903 0.063 10800.000 31 3337154071 2509493385 4 10823011250 0.000 10800.000
1 46 2686041997 884280629 12 6174625648 0.000 10800.000 46 4652634796 159177582 1 10815054531 0.000 10800.000
Tree 2 43 1841427421 1920867573 18 6427915575 0.000 10800.000 43 4315155472 631308463 1 10711895707 0.000 10800.000
48 3143086399 978959526 9 6055121395 0.000 10800.000 48 4837852468 26880865 2 10683687124  0.000 10800.000

Tabela 3.6: Menor tamanho de instancia onde cada algoritmo e problema de otimizacdo atingem o tempo limite imposto de 10800 segundos (3 horas).

MinEQ-CDGP (restricoes =)

MinGEQ-CDGP (restricoes >)

Algoritmo
OddCycle EvenCycle Tree | OddCycle EvenCycle Tree
BPB-Prev | Nenhuma 22 22 22 24 24
BPB-Select | Nenhuma 24 24 22 24 22




Capitulo 4

Elaboracao e implementacao de

modelos de programacao matematica

Apesar da existéncia de alguns métodos exatos que podem ser utilizados no BCP, como
visto na Sec¢do do Capitulo [2} todos sdo aplicados a problemas de alocacio de canais
com alguma variante ao invés do BCP. Assim, durante a pesquisa, verificou-se que ha
uma lacuna na literatura referente a resultados de otimalidade para instancias do BCP
amplamente usadas em trabalhos especificos do problema, em sua maior parte contendo
algoritmos heuristicos.

Para a obtencdo de solucdes 6timas para algumas instancias do BCP, foram usados
modelos de programacao inteira e por restricoes, que serdo descritos a seguir. Ressalta-
se que, no Capitulo [5] serdo apresentados novas formula¢des de programacao inteira,
seguindo as caracteristicas dos modelos de coloracdes com distancias.

Do mesmo modo que no Capitulo [3] serd assumido que ® é um operador relacional,
de tal modo que, para dois vértices i e j, tem-se a restri¢do |x(i) —x(j)| X d; j, onde © é

= para 0 MinEQ-CDGP e > para o MinGEQ-CDGP.

4.1 Programacao inteira

Os modelos de programacgao inteira descritos e implementados foram baseados na for-
mulagdo padrdo para o BCP (descrita na Secdo [2.1] do Capitulo [2) de Koster| (1999),

modificando-o reduzir a quantidade de varidveis e restri¢des.
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4.1.1 Demandas unitarias

Considerando-se o seguinte conjunto de varidveis:

1 sea cor k for atribuida ao vértice i;
Xik =
0 caso contrario.

E uma varidvel livre adicional 7.y, que corresponderd ao valor da maior cor usada, tem-se

o seguinte modelo de programacao inteira:

Minimizar max (4 1)
U

Sujeitoa Y xp=1 (VieV) (4.2)
k=1

Xt xm <1 (Vi j) €E kym=1,2,...U : ~(Jk—m|rd(i,j))) 4.3)

Zmax > kxg  (VieVik=1,2,..,U) (4.4)
xx€{0,1}  (VieV;k=1,2,...U) (4.5)
(4.6)

A fungdo objetivo é a minimiza¢do da maior cor usada. As restri¢des (4.2) fazem com
que cada vértice receba uma cor O conjunto de restricdes correspondem a separacao
entre cores de vértices adjacentes de acordo com o tipo de restricdo do problema consi-
derado. As restri¢des ({.4)) garante que a varidvel z,,4, terd o valor da maior cor usada e,
por fim, as restri¢cdes (4.5) sdo de integralidade.

O modelo modificado possui O(U|V|) varidveis e O(U?|E| + |V|) restrigdes, sendo
menor que a formulagdo padrio original, que tem O(U|V|+ U) varidveis e O(U?|E| +

UlV|+U+|V|)

4.1.2 Multicoloracao

Para que o modelo acima possa ser usado no MinGEQ-Multi-CDGP/BMCP, deve-se
modificd-lo de modo a acomodar as demandas de multicoloragdo. Assim, duas altera-
cOes sdo necessdrias para que se obtenha um outro modelo para 0 MinGEQ-Multi-CDGP.

A primeira consiste em alterar o lado direito das restri¢des (4.2) de 1 para w(i), o que fard
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com que, para cada vértice i, exatamente w(i) varidveis x; tenham valor 1, o que signi-
fica que o vértice terd w(i) cores distintas. A segunda modifica¢do consiste em expandir
o conjunto de restri¢des de modo a adicionar novos elementos que garantirdo que
cada vértice i ndo use cores distintas que violem a distancia d;;, ou seja, além de uma
restri¢do para cada (i, j) € E; 1 <k,m < U tal que ~(|k —m| > d; j) e também uma para
cadaieV; 1 <k,m<U talque —~(|k—m| > d;;). Esta modifica¢do equivale a adicionar
uma aresta (i,i) no grafo de entrada, cujo peso associado serd igual a d(i,i), de tal modo
que aplicar a formulagdo original de programacao inteira ao grafo resultante desta modifi-
cacdo automaticamente adicionaria as novas restricdes. As duas modificagdes citadas nao
tem impacto no tamanho assintético da formulacdo. O modelo resultante usa as mesmas

variaveis e €, entdo, definido por:

Minimizar  Zgx 4.7)
U

Sujeitoa Y xp=1 (VieV) (4.8)
k=1

X+ Xjm <1 (V(i,)) €E; kym=1,2,...,U : [k—m| <d(i,j)) (4.9)
Zmax > kxw  (VieVik=1,2,..,U) (4.10)

xx€{0,1}  (VieVik=1,2,..,U) 4.11)

Ressalta-se que, como o problema considerado nesta formulagdo é especificamente com
restri¢do de adjacéncia do tipo > (ou seja, X =>>), substituiu-se a expressdo f|k—m|®d(i, j))
pela equivalente |k —m| < d(i, j) na quantificagdo das restricdes da mesma forma

como a formulacao de [Koster| (1999)) descrita na Secdo[2.2]

4.2 Programacao por restricoes

Os modelos de geometria de distancias para problemas de coloracdo em grafos podem ser
mapeados diretamente para uma formulacdo de programacgdo por restricdes (constraint
programming - CP). Isso € possivel ja que tais modelos envolvem a projecao do grafo em
uma dimensao, ou seja, uma rotulagdo dos vértices do grafo usando niimeros naturais que
indicam sua posi¢do na linha. Desse modo, as distancias dos segmentos definidos pelos
pesos das arestas devem ser respeitadas. Nesse aspecto, a técnica de programacio por

restricdes se mostra capaz de tratar diretamente estas caracteristicas.
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4.2.1 Demandas unitarias

A primeira formulagdo utiliza em programacao por restricoes e é baseada diretamente
nas definicdes mostradas no Capitulo [3] Seja x; uma varidvel inteira consistindo na cor

atribuida ao vértice i. Entdo, o modelo, denotado por CDGP-CP, € definido por:

Minimizar ng/xx(i) (4.12)
Sujeitoa  |x(i) —x(j)|®d(i,j) (V(i,j) €E) (4.13)
x(i) € Z* (VieV) (4.14)

A funcdo objetivo (#.12)) consiste na minimiza¢do da maior cor usada dentre todos os
vértices. O conjunto de restri¢des (@.13)) envolve as distancias entre vértices. Paraa cada
varidvel x;, o dominio inicial D(x;) consiste em todos os inteiros entre 1 e um dado limite
superior U, ou seja, D(x;) = [1 .. U]. Ressalta-se que todos os dominios iniciais de todas
as varidveis sdo iguais. Este modelo possui O(|V|) varidveis (uma por vértice) e O(|E|)
restricdes (uma por aresta).

Para o MinGEQ-CDGP-Unif (ou seja, onde todas as distancias sdo iguais e as restri-
coes sdo do tipo >) em grafos completos, pode-se usar uma restricdo global especifica.

Tal modelo, denotado por MinGEQ-CDGP-Unif-CP, € definido por:

Minimizar ~ maxx(i) (4.15)
iev

Sujeito a  allMinDistance({x(i) : i € V}, @) (4.16)

O A (VieV) 4.17)

A restri¢do global allMinDistance usa, como parametros, um conjunto de variaveis e
um valor w e faz com que, para todos os pares de varidveis y € z no conjunto, a condi¢ao
|y — z| > w seja respeitada, o que é exigido pelo MinGEQ-CDGP. Esta formulagdo tem
O(|V|) varidveis e O(1) restricdo. Apesar de bastante compacta, a mesma funciona apenas
em grafos completos, uma vez que a restricdo global allMinDistance trata das distancias
entre todos os pares de varidveis dadas como parametros.

Ressalta-se que a allMinDistance generaliza a restri¢ao global cldssica allDifferent, de
modo que se o valor w (ou seja, a distancia a ser respeitada) for 1, o resultado obtido pela

propagacdo de ambas as restricdes com 0 mesmo conjunto de varidveis seria 0 mesmo.
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Entretanto, ndo hé garantia de que os algoritmos proprios para propagacao de allDifferent

seriam usados nesse cenario.

4.2.2 Multicoloracao

Para o0 MinGEQ-Multi-CDGP, que usa multicolora¢do, uma formulagdo de programacao
por restri¢des pode ser construida com base em caracteristicas de ambos os modelos an-
teriores. Como abordado no Capitulo (3, um problema com multicolora¢do pode ser con-
vertido em uma versdo com demandas unitdrias transformando-se cada vértice i em uma
clique de w; vértices, cada um adjacente aos outros que eram originalmente adjacentes
a i. Com base nisto, tem-se que cada vértice consiste em uma pequena sub-instancia do
MinGEQ-CDGP-Unif em um grafo completo, onde o grafo maior (ou seja, considerando
as restrigdes impostas nas arestas originais entre vértices diferentes) é uma instancia do
MinGEQ-CDGP se as demandas de multicoloragao forem ignoradas. Assim, tem-se o se-

guinte modelo de programacao por restrigdes, denotado por MinGEQ-Multi-CDGP-CP:

Minimizar max x(i,k) (4.18)
1<ken(i)
Sujeito a  |x(i,k) —x(j,m)| > d(i, j) (V(i,j) €E, 1 <k <w(i),

1 <m<w(j)) (4.19)

allMinDistance({x(i,k) : 1 <k <w;}, d(i,i)) (VieV) (4.20)
x(i,k) € Z* (VieV, 1 <k<w(i)
4.21)

Na formulagdo acima, restri¢des (4.19) garantem que as cores atribuidas a vértices
diferentes respeitem as distancias das arestas. As restricdes fazem com que as
cores distintas atribuidas a um mesmo vértice i respeitem a distdncia minima d;; entre
elas (por meio da restri¢ao global allMinDistance, ja que a clique do vértice define uma
pequena sub-instincia do MinGEQ-CDGP-Unif). Esta formulagdo possui O(|V| X Winax)

variaveis e O(|E| X Wpqy) restricoes, onde wy,q, = max;ey w(i).
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4.3 Experimentos computacionais

As formulacdes de programacao inteira e por restricdes foram implementadas por meio
da ferramenta IBM/ILOG CPLEX 12.6.3 e seu componente CP Optimizer, com a bibli-
oteca Concert Technology. A codificacao foi feita em linguagem C++ e os programas
resultantes foram executados em um computador com processador Intel Core 17-3770
(3.4GHz), 8GB de RAM e sistema operacional Ubuntu Linux 16.04.2 LTS. Em todos os
testes, foram utilizados os parametros originais do CPLEX, mas limitando-se os proces-
sos a apenas uma thread, e cada instincia foi limitada a 48 horas (172800 segundos) de
tempo de CPU.

Foram usados dois conjuntos de instancias de benchmark da literatura. O primeiro
conjunto é conhecido como GEOM e foi gerado por Trick et al.|(2002) tanto para o BCP
quanto para o BMCP, e consiste em 33 instancias de grafos geométricos de trés tipos:
GEOMn, que sdo grafos esparsos, enquanto GEOMna e GEOMmnb sdo grafos mais densos
(onde n é o ndmero de vértices da instincia tal que n € {20,30,40, 50, 60,70, 80,90, 100,
110,120}).

O segundo conjunto consiste em trés subconjuntos de instancias para o MS-CAP,
sendo 0os mesmos compostos pelas instancias cldssicas Philadelphia (21 vértices) e Hel-
sinki (25 vértices), baseadas em redes celulares das cidades de mesmo nome, € um pro-
blema artificial de 55 vértices correspondendo a uma extensao da rede Philadelphia (Cha-
kraborty, 2001; Kendall e Mohamad, 2005). Tais instancias sdo usadas como exemplos
do BMCP, porém, ressalta-se que a matriz de compatibilidade de cada uma delas, que
define as separacdes minimas de cores entre vértices adjacentes, ndo € dada diretamente.
Ao invés disso, é dado um outro grafo, consistindo no layout da rede, de onde € deter-
minada a distancia entre cada par de vértices (que pode ser obtida por algoritmos como
Floyd-Warshall) e a partir destas distancias determina-se as separacdes de cores para o
BMCP (Audhya et al., 2011)).

Ao construir os modelos de cada instincia a serem resolvidos, é necessdrio obter um
limite superior U para limitar o conjunto de cores. Para isso, aplicou-se um algoritmo
guloso baseado na regra de alocagdo exaustiva por frequéncia (FEA) de Sivarajan et al.
(1989). De modo a ajudar o processamento dos resolvedores, a solu¢ado obtida foi repas-
sada inteiramente aos métodos (consistindo em um ponto inicial do CP Optimizer e um

MIP start para o CPLEX), ao invés de somente usd-la para o limite superior. Tal estratégia
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¢ importante, em especial, para os modelos de programacao inteira com CPLEX, uma vez
que isso permite que o mesmo calcule um gap de otimalidade logo no inicio do processo
de enumeracao.

Os primeiros resultados apresentados s@o para o BCP (ou seja, com demandas unitéa-
rias de cores). A Tabela[d.1I|mostra os resultados para as instdncias GEOM. Para verifica-
c¢do dos valores obtidos e comparagdo com solucdes heuristicas da literatura, comparou-se
os resultados com o framework heuristico Discropt de Phan e Skiena (2002) e a busca tabu
iterada com reinicios multiplos de |Lai e Lii (2013). Para todas as instincias esparsas (ou
seja, as que ndo contém os sufixos “a” ou “b”), a implementacao de programagao por res-
tricdes foi capaz de obter todas as solugdes 6timas. Porém, verificou-se que, em algumas
instancias, nenhum método (incluindo as estratégias exatas abordadas aqui) foi capaz de
obter as soluc¢des de|Phan e Skienal (2002), o que também foi observado anteriormente por
Lai e Lii (2013) na comparacdo com outras heuristicas. Isso indica um possivel equivoco
nos resultados apresentados por [Phan e Skienal (2002), que foram destacados na Tabela
4.11

A Tabela §4.2] fornece os resultados obtidos para as instancias do MS-CAP (Phila-
delphia, Helsinki e artificiais) sem as demandas de multicoloracio (ou seja, considerando
que cada vértice usa somente uma cor). Nota-se que, para cada matriz de compatibilidade
Cél tal que i é impar (i € {1,3,5,7}), ao desconsiderar-se as demandas de mdiltiplas cores,
as instancias se tornam iguais, ja que as unicas diferengas entre elas € a separacdo entre
cores do meesmo vértice. O mesmo ocorre para os valores pares de i (i € {2,4,6,8}).
Assim, na Tabela [4.2] os resultados foram agrupados para valores pares e fmpares de i.
Novamente, a formulag¢do de programacdo por restricoes obteve resultados 6timos mais
rapidamente, apesar de que os tempos de execucdo sdo muito pequenos devido ao tama-
nho de tais instancias relaxadas.

Os proximos resultados apresentados sdo para o BMCP. Para instancias deste pro-
blema, um limite inferior trivial L pode ser calculado como L = max|[(d;; X (w;—1))+1]
(Chakraborty, 2001)). Este valor foi inserido nos modelos adicionando-se uma restri¢dao na
qual exige-se que o valor da varidvel que representa a solucdo objetivo seja maior ou igual
a L, o que permite que a enumeragado seja finalizada mais rapidamente quando a solugao
Otima equivale ao limite inferior, em especial na programacao por restricdes. Isso também

permite que a programacao inteira forneca um gap de otimalidade mesmo quando o né
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Tabela 4.1: Resultados obtidos pelas formula¢des de programacao inteira e por restri¢des aplicadas as ins-
tancias GEOM para o BCP. Os valores sublinhados nas colunas "Melhor Obtido"indicam soluc¢des 6timas.

Phan e Lai e Lii Prog. por Restr. Programacao Inteira
Instancia V| |E| Skiena|(2002) 2013) (CP Optimizer) (CPLEX - B&C)
Melhor Melhor Melhor Tempo Melhor Melhor Gap Tempo
Reportado  Reportado  Obtido (s) Obtido LI (%) (s)

GEOM20 40 20" 21 21 0.00 21 21.000  0.00 0.33
GEOM20a 20 57 20 20 20 0.02 20 20.000  0.00 0.95
GEOM20b 52 13 13 13 0.01 13 13.000  0.00 0.09
GEOM30 80 27" 28 28 0.05 28 28.000  0.00 0.88
GEOM30a 30 111 27 27 27 0.05 27 27.000  0.00 8.06
GEOM30b 111 26 26 26 0.03 26 26.000  0.00 227
GEOM40 118 27" 28 28 0.05 28 28.000  0.00 1.97
GEOM40a 40 186 38 37 37 1.39 37 37.000  0.00 278.66
GEOM40b 197 36 33 33 2.06 33 33.000 0.00 252.39
GEOMS50 177 29 28 28 0.26 28 28.000  0.00 21.44
GEOMS50a 50 288 54 50 50 374.42 50 50.000  0.00 3457.25
GEOMS0b 299 40 35 35 144.69 35 35.000  0.00 8494.52
GEOM60 245 34 33 33 1.12 33 33.000 0.00 45.73
GEOM60a 60 339 54 50 50 684.59 50 50.000  0.00  16755.65
GEOM60b 426 47 41 41 22915.94 41 41.000  0.00  134996.77
GEOM70 337 40 38 38 2.39 38 38.000  0.00 533.53
GEOM70a 70 529 64 61 61 24798.03 <62 38.000 38.71 172815.55
GEOM70b 558 54 47 47 534.65 <49 44.0000 10.20 172834.40
GEOMS0 429 44 41 41 8.18 41 41.000  0.00 3019.18
GEOMS80a 80 692 69 63 63 87770.77 <65 39.0000 40.00 172803.55
GEOMS80b 743 70 60 60 54320.89 <66 21.0000 68.18 172800.25
GEOM90 531 48 46 46 55.18 46 46.000  0.00 7768.62
GEOM90a 90 879 74 63 63 130050.12 <72 7.000 90.28 173100.57
GEOMO90b 950 83 69 <69 172800.00 <85 2.1127  97.51 172802.83
GEOM100 647 55 50 50 545.79 50 50.0000 0.00  78836.94
GEOM100a 100 1092 84 67 <70 172800.01 <85 3.0863 96.37 172824.54
GEOM100b 1150 87 72 [<71] 172800.02 <101 22271 97.75 172840.38
GEOM110 748 59 50 50 2982.24 50 50.0000 0.00  170043.88
GEOM110a 110 1317 88 72 <73 172800.01 <97 2.1963 97.70 172811.66
GEOM110b 1366 87 78 <79 172800.01 <99 22208 97.76  172821.35
GEOM120 893 67 59 59 10778.18 <60 24.0000 60.00 173296.11
GEOM120a 120 1554 101 82 <84 172800.01 <1107 2.1039 98.09 173181.91
GEOM120b 1611 103 84 <85 172800.01 <1137 2.1245 98.12 173187.16

*Resultados inferiores ao 6timo obtido - possivel equivoco no trabalho correspondente.

"Nenhuma solugdo encontrada pelo branch-and-cut, mas o CPLEX retornou a solugdo gulosa inicial.
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Tabela 4.2: Resultados obtidos pelas formula¢des de programacdo inteira e por restricdes aplicadas as
instancias do MS-CAP (Philadelphia, Helsinki e artificiais) sem demandas de multicoloracdo. Como a
programacdo inteira obteve todas as solugdes 6timas, a coluna de Melhor LI foi omitida.

Prog. por Restr. Prog. Inteira

Mat. de Compat. V| |E| (CP Optimizer) (CPLEX - B&C)
Melhor Tempo Melhor Tempo

Obtido (s) Obtido (s)
C},. G5, C5, and CJ, . 100 7 0.40 7 0.87
C3,, C3,, CS, and C5, 9 0.06 9 2.66
Cis 25 134 8 4.71 8 1.90
Cl 55 362 7 0.79 7 30.63

raiz do branch-and-cut usa muito tempo de CPU até mesmo na relaxagdo linear.

A Tabela [.3] fornece os resultados obtidos para as instincias GEOM, agora consi-
derando demandas de multicolora¢do. Os resultados obtidos para tais instancias foram
verificados e comparados com a busca tabu iterada com reinicios multiplos de |Lai e Lii
(2013)), na qual o algoritmo para o BCP ¢ aplicado no BMCP expandindo-se os vértices
do grafo em cliques, como jd descrito no Capitulo 2 J4 a Tabela [4.4] apresenta os re-
sultados obtidos para as instancias do MS-CAP (Philadelphia, Helsinki e artificiais) em
suas formas originais (ou seja, incluindo multicolorag¢do), que foram comparados com a
heuristica construtiva de |Chakraborty (2001), o algoritmo de busca local de Kendall e
Mohamad (2005)) e o algoritmo memético de Kim et al. (2007).

No BMCP, a relacdo de eficiéncia entre programacao inteira e por restricoes € pra-
ticamente invertida em relagdo ao BCP: a maior parte das instancias é resolvida a oti-
malidade mais rapidamente utilizando programacao inteira que por restri¢cdes. Com isso,
foi possivel obter solugdes Gtimas para todas as instancias do MS-CAP usando o modelo
de programacdo inteira. Isso ocorre porque, como discutido anteriormente, tal modelo
¢ capaz de considerar demandas de multicoloracdo sem aumentar a quantidade de vérti-
ces, sendo necessario apenas alterar as restricdes que indicam quantas cores um vértice
deve receber e adicionar um outro conjunto de restricdes que trata da separacao de cores
atribuidas a0 mesmo vértice, sendo que tal conjunto tem tamanho linear em relacdo ao
nimero de vértices. Em contrapartida, o modelo de programacdo por restricdes acaba
crescendo mais rapidamente, uma vez que a quantidade de varidveis e de restricdes au-
menta a cada cor adicional necessdria, tornando o modelo pseudopolinomial. A Figura
d.T|mostra graficamente esta diferenca de eficiéncia entre os métodos tendo como base as

instancias GEOM.
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Tabela 4.3: Resultados obtidos pelas formulacdes de programacdo inteira e por restricdes aplicadas as
instancias GEOM para o BMCP. Os valores sublinhados nas colunas "Melhor Obtido"indicam solugdes

otimas.
Lai e Lii Prog. por Restr. Programacio Inteira
LI (2013) (CP Optimizer) (CPLEX - B&C)
Instancia M [E| Trivial  Melhor Melhor Tempo Melhor Melhor Gap Tempo
Reportado  Obtido (s) Obtido LI (%) (s)

GEOM20 40 91 149 < 149 172800.01 149 149.0000 0.00 15.17
GEOM20a 20 57 91 169 <169 172800.01 169 169.0000 0.00 18.49
GEOM20b 52 21 44 44 476.92 44 44.0000 0.00 1.58

GEOM30 80 91 160 <160 172800.01 <160 159.0000 0.62  172830.72
GEOM30a 30 111 91 209 <215 172800.01 <211 189.0000 10.43  172813.47
GEOM30b 111 21 77 <77 172800.00 77 77.0000 0.00 41.87

GEOM40 118 91 167 <168 172800.01 167 167.0000 0.00 1192.28
GEOM40a 40 186 91 213 <225 172800.01 213 213.0000 0.00  111262.08
GEOM40b 197 21 74 <74 172800.00 74 74.0000 0.00 17027.77

GEOMS50 177 91 224 <226 172800.02 224 224.0000 0.00  52450.85
GEOMS50a 50 288 91 314 <332 172800.03 <361 95.5218 73.54 172820.13
GEOMS50b 299 21 83 <85 172800.00 <87 52.0000 40.23 172819.47

GEOM60 245 91 258 <259 172800.02 258 258.0000 0.00  156987.80
GEOM60a 60 339 91 356 <380 172800.03 <448 93.5801 78.93 172813.01
GEOMO60b 426 21 113 <117 172800.01 <125 34.0000 72.80 172897.07
GEOM70 337 91 270 <284 172800.03 <305 94.2092 69.11 172804.56
GEOM70a 70 529 91 467 <483 172800.05 <578 91.0000 84.26 172839.51
GEOM70b 558 21 116 <123 172800.01 <134 227359 83.03 172805.88
GEOMB80 429 91 381 <395 172800.04 <511 95.2644 80.19  172809.70
GEOMS80a 80 692 91 361 <382 172800.05 <479 91.0000 81.00 172885.02
GEOMB80b 743 21 139 < 145 172800.01 <170  23.0547 86.44 172820.56
GEOM90 531 91 330 <342 172800.05 <423 93.2736 77.73 172811.82
GEOM90a 90 879 91 375 <392 172800.07 <452  91.0000 79.87 172830.60
GEOM90b 950 21 144 <156 172800.01 <212 222574 89.50 172844.07
GEOM100 647 91 404 <426 172800.07 <493 94.2797 80.88  173190.69
GEOM100a 100 1092 91 442 < 465 172800.08 <596 91.0000 84.73 172871.84
GEOM100b 1150 21 156 < 169 172800.02 <220  21.0000 90.45 172810.33
GEOM110 748 91 381 <399 172800.07 <500 91.0000 81.80 172840.98
GEOM110a 110 1317 91 488 <527 172800.10 <610  91.0000 85.08 173095.42
GEOM110b 1366 21 204 <207 172800.01 <250  22.0001 91.20 172835.82
GEOM120 893 91 396 <427 172800.06 <505 93.9762 81.39 172923.18
GEOM120a 120 1554 91 554 <585 172800.16 < 641 91.0000 85.80 173312.14
GEOM120b 1611 21 189 <202 172800.01 <247 21.8723 91.14 172852.82

Apesar de a programagao inteira tender a ser mais eficiente para o BMCP, hd uma van-

tagem do modelo de programacao por restricdes: quando ndo € possivel obter a solucao

6tima no tempo limite por nenhum dos dois métodos, a solug¢do retornada pela progra-

macao por restricoes tem qualidade melhor que a achada pela programacdo inteira (ou

seja, a maior cor usada € menor). Isso ocorre porque a programagdo por restri¢cdes tem

informagdes explicitas sobre quais cores cada vértice pode assumir, ao invés de calcular

as mesmas como ocorre na outra abordagem de programacao inteira.
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Tabela 4.4: Resultados obtidos pelas formula¢des de programacdo inteira e por restricdes aplicadas as
instancias do MS-CAP (Philadelphia, Helsinki e artificiais) com multicoloragdo. Como a programagio
inteira obteve todas as solucdes 6timas, a coluna de Melhor LI foi omitida.

Kendall e

Chakrabprty Vohad Kim et ‘al. Prog. pog‘ R'estr. Prog. Inteira
Mat. de  Vet. v K| LI (2001) 005) (2007) (CP Optimizer) (CPLEX - B&C)
Compat.  Dem. Melhor Melhor Melhor Melhor Tempo Melhor Tempo
Reportado Reportado Reportado  Obtido (s) Obtido (s)
cl D}, 533 533 533 533 533 4.20 533 0.50
cl D3, 309 309 309 309 309 1.34 309 1.22
c3 D}, 533 533 533 533 533 10.53 533 308.04
c3 D}, 309 309 309 309 309 625.93 309 165.54
c3 D}, 457 457 457 - 457 3.96 457 0.39
a, D3, 265 265 265 - 265 3.54 265 1.52
c3 D}, 457 457 457 - 457 41.24 457 202.01
C3, Dy 21 102 265 265 265 - <266  172800.06 265 214.01
c3 D}, 381 381 381 381 381 3.23 381 0.29
a3, D3, 221 221 221 221 221 100.81 221 5.09
cs, D}, 381 463 435 427 <449  172800.08 427 6827.49
cs, D}, 221 273 268 253 <266  172800.04 253 2026.67
cl D}, 305 305 305 - 305 12.85 305 1.10
cl, D}, 177 197 185 - <180  172800.06 180 24.54
s, D}, 305 465 444 - <435 17280007 427 1185.27
cs, D}, 177 278 271 - <267 17280006 253 1116.45
Cis D35 s 134 21 73 73 - <73 172800.00 73 1.10
Cls Dis 89 121" 200 - <200 17280007 200 2.18
cls Di; ss a0 309 309 - 309 11078.95 309 460.12
Cls D 71 79 72 - 71 6.33 71 28.56

“Resultados inferiores a0 6timo obtido - possivel equivoco no trabalho correspondente.

De maneira similar ao que ocorreu nos testes para o BCP, também detectou-se um
possivel equivoco nos resultados reportados por Chakraborty|(2001), onde o autor fornece
um resultado heuristico para a instdncia composta pela matriz de compatibilidade Czl5
e vetor de demandas de cores D‘z‘5 melhor (com valor de fun¢do objetivo 121) que as
solugdes exatas obtidas (com valor de fumgao objetivo 200). Nenhum outro resultado da
literatura foi capaz de obter solucdes com funcao objetivo melhor que 200.

Com a finalidade de tentar identificar padrdes no funcionamento dos algoritmos de
resolucdo de acordo com as instancias usadas, para cada uma destas, foi determinada
a quantidade de ramificagdes (branches) e falhas (caminhos que ndo atingem solugdo
factivel) na enumeracdo da programacao por restricdes, bem como o nimero de cortes
gerados de cada tipo pelo branch-and-cut usado no modelo de programacao inteira. Tais
valores sdo fornecidos nas Tabelas 4.5] e [4.6] para o BCP, e nas Tabelas [4.7] e 4.8 para
o BMCP. Nio foi possivel encontrar uma correlac@o clara entre cada tipo e tamanho de
instancia e estes dados, o que indica que tais partes dos algoritmos sdo mais sensiveis

aos valores das separacOes minimas necessdrias entre cores € as demandas exigidas nas
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BCP (demandas unitarias) BMCP (com multicoloragao)

180000 Tempo limite (48h = 172800s) 180000 Tempo limite (48h = 172800s)
£ 150000 < 150000 H B B/ H 0 E
o} 7 -] H H H H H H
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20 30 40 50 60 70 90 100 110 120 20 50 60 70 80 90 100 110 120
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‘ B Programacéao por Restrigbes Programagcéo Inteira I

Figura 4.1: Numero de vértices x tempo de CPU necessério para encontrar a solucdo 6tima (até o tempo
limite) para cada método nas instdncias GEOM.

instancias. Conjectura-se que o formato do grafo de entrada também tem impacto na
enumeracao, uma vez que certas desigualdades validas, como cortes clique (Méndez-Diaz
e Zabala, 2006), sdo derivadas de acordo com o grafo a ser colorido. Tal caracteristica
pdde ser observada no modelo baseado em orientagdo proposto nesta tese, como seré visto

mais adiante.

4.4 Notas do capitulo

Com a finalidade de obter solug¢des exatas para instancias do BCP e do BMCP, foram im-
plementadas formulagdes de programacao inteira e por restricdes no resolvedor CPLEX.
As solugdes obtidas foram comparadas com resultados da literatura, de modo a verifi-
car a otimalidade das mesmas. A principal motivagcao para isso foi a falta de trabalhos
na literatura envolvendo resultados obtidos a partir de abordagens exatas para o BCP e
BMCP.

Os resultados obtidos permitiram provar a otimalidade de diversas solucdes, além de
encontrar um novo limite superior para uma das instancias usadas. Também foi possivel
identificar algumas inconsisténcias em resultados reportados na literatura, onde valores
heuristicos forneceram limites superiores abaixo da solu¢do 6tima, o que € uma contradi-
¢do.

Uma comparagdo entre as modelagens de programacao inteira e por restricdes utili-

zadas mostrou que ndo hd um método absolutamente melhor para todos os casos. Devido
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Tabela 4.5: Nimero de ramificacdes e falhas (para programacao por restri¢des) e de desigualdades validas
geradas de cada tipo (para programacao inteira) para o BCP com as instincias GEOM (demandas unitdrias).

Prog. por Restr. (CP Optimizer) Prog. Inteira (CPLEX)
Instincia |V # Ramificacdes # Falhas #C(;'o rtes #;rs;)l‘;z;s * gfl.;;es # Cortes # Cortes
ique Bound Rounding Zero-Half Gomory

GEOM20 972 462 9 15 0 8 10
GEOM20a 20 4667 2298 3 27 0 2 9
GEOM20b 2224 1096 14 7 0 5 0

GEOM30 10102 4782 13 62 0 4 31
GEOM30a 30 9024 4353 25 473 0 20 60
GEOM30b 6651 3210 9 194 0 11 49

GEOM40 9965 4699 13 130 0 3 56
GEOM40a 40 206960 98635 43 4 117 3 1
GEOM40b 275519 131721 14 543 0 30 15

GEOM50 57869 27159 27 0 0 9

GEOM50a 50 40966958 19591854 227 13 138 12

GEOM50b 14438962 6973218 564 3 6 18

GEOM60 178478 82471 63 0 0 0 2
GEOMG60a 60 59350249 28292260 241 19 182 28 24
GEOM60b 1700740733 807817043 1691 25 176 23 0

GEOM70 320560 148877 128 0 12 3 1
GEOM70a 70 1662200599 781294815 881 6 192 20 0
GEOM70b 301138496 143985463 1171 21 226 46 5

GEOMS0 2173324 1008986 372 5 131 19 0
GEOM80a 80 8859155916 4149659761 761 30 389 85 5
GEOMB80b 3687195162 1739030200 480 29 303 138 0

GEOM90 3841482 1748958 471 2 223 31 9
GEOM90a 90 8424930433 3953124503 143 3 411 349 0
GEOM90b 6454145085 3036820947 317 11 417 93 0
GEOM100 33141115 15198269 702 11 221 54 27
GEOM100a 100 6622094014 3084753118 330 2 1367 2162 245
GEOM100b 5409742123 2511274478 130 301 0 567 136
GEOM110 12496119255 5760860721 426 16 320 54 2
GEOM110a 110 5930484572 2724545532 151 501 0 619 79
GEOM110b 4177753606 1922426902 118 754 0 460 0
GEOM120 637959908 289378147 1015 19 357 128 8
GEOMI120a 120 5560296354 2542244856 172 782 0 678 0
GEOM120b 4003420813 1841115383 273 1258 0 959 0

a caracteristicas dos problemas, a programacao por restricoes é melhor para o BCP, en-
quanto a programacao inteira tem vantagem para o BMCP.
No Capitulo a seguir, serdo mostradas novas formulacdes de programacao inteira pro-

postas nesta tese.
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Tabela 4.6: Numero de ramifica¢des e falhas (para programacao por restricdes) e de desigualdades validas
geradas de cada tipo (para programacdo inteira) para o BCP com as instancias do MS-CAP (Philadelphia,
Helsinki e artificiais) e demandas unitarias.

Prog. por Restr. (CP Optimizer) Prog. Inteira (CPLEX)
Instincia V]| # Ramificacdes # Falhas #C(li.ortes in(z:;;;?is # (A:;II;eS # Cortes # Cortes
ique Bound Rounding Zero-Half Gomory
€, G5, G5, and C, . 49177 24602 3 5 0 9 0
C3,,C4,, €8, and C§, 6033 2970 5 5 0 58 3
Cls 25 176565 87496 0 0 0 0
cls 55 49096 24214 0 0 0 0

Tabela 4.7: Numero de ramifica¢des e falhas (para programacao por restricdes) e de desigualdades validas
geradas de cada tipo (para programagao inteira) para o BMCP com as instdncias GEOM (multicoloracio).

Prog. por Restr. (CP Optimizer) Prog. Inteira (CPLEX)
Instincia  |V| # Ramificacdes # Falhas #CCrortes #;’S;;;:ls # (A:/I()Il;es # Cortes # Cortes
ique Bound Rounding Zero-Half Gomory
GEOM20 1847656377 823996186 26 33 0 22 0
GEOM20a 20 2060224899 926128135 35 378 0 92 91
GEOM20b 23433594 11236673 19 28 0 47 49
GEOM30 1594445634 702092983 345 1 7 29
GEOM30a 30 778845728 343378790 1234 6 189 3 0
GEOM30b 4336696005 2043720645 23 96 0 17 53
GEOM40 1101215203 477955956 186 287 0 158 0
GEOM40a 40 853750393 376905743 131 7 322 4 0
GEOM40b 2915214186 1378502269 361 1 4 2 0
GEOM50 858223844 366277155 575 0 79 31 0
GEOMS50a 50 373860395 159472193 183 446 0 235 4
GEOM50b 2205618883 1031493835 1498 2 295 7 0
GEOMG60 884613825 374341633 468 1 34 38 0
GEOM60a 60 327100218 135221648 1109 335 0 1213 0
GEOM60b 1625337918 741993923 143 3 456 7 0
GEOM70 480579106 200225715 497 1363 0 275 0
GEOM70a 70 178618063 71625162 0 0 0 0 0
GEOM70b 1153010252 520892432 133 2 645 165 29
GEOMB80 491579072 131225337 786 1842 0 1343 85
GEOM80a 80 206713326 84260206 0 0 0 0 0
GEOM380b 972753631 434139515 328 1065 0 690 97
GEOM90 289804704 110251804 1321 0 0 1894 0
GEOMO90a 90 203904382 82252836 0 0 0 0 0
GEOM90b 677312582 300211365 344 481 0 877 0
GEOM100 219953270 80390988 0 0 0 0 0
GEOM100a 100 134018202 52245146 0 0 0 0 0
GEOM100b 511570190 224573165 0 0 0 0 0
GEOM110 170668054 64299043 0 0 0 0 0
GEOM110a 110 113908674 41331333 0 0 0 0 0
GEOM110b 409339582 177985395 0 0 0 0 0
GEOM120 207980564 81060477 0 0 0 0 0
GEOM120a 120 82058712 30432596 0 0 0 0 0
GEOM120b 386743755 164997551 0 0 0 0 0
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Tabela 4.8: Nimero de ramifica¢Ses e falhas (para programacio por restricdes) e de desigualdades validas
geradas de cada tipo (para programacdo inteira) para 0 BMCP com as instincias do MS-CAP (Philadelphia,
Helsinki e artificiais) e multicoloracéo.

Const. Prog. (CP Optimizer) Integer Progr. (CPLEX)

Matr. de  Vet. ) _ # C01'.tes # Cortes - # Cor
Compat. Dem. V| # Ramificacbes  # Falhas #C(;ioc;;:s Igg;l;ej Roilrlnl ;: ne Z#:,S;.)H:Z‘ Gocr(:mt:;
cl D}, 2555 504 0 0 0 0 0
ch D3, 469 4 0 0 0 0 0
c3 D}, 6610 1505 0 0 0 0 0
c3 D}, 822377 309790 0 0 0 0 0
c3, D}, 2451 504 0 0 0 0 0
a3, D}, 2874 505 0 0 0 0 0
3 D}, 20982 5811 0 0 0 0 0
3 D} o 44845827 17108454 0 0 0 0 0
c3 D}, 2305 504 0 0 0 0 0
c3 D}, 158368 50239 0 0 0 0 0
s, D}, 180812651 65917318 160 4 210 116 0
s, D}, 347622756 121153772 170 1 37 159 0
cy, D}, 4106 505 0 0 0 0 0
cl, D3, 352244757 132070514 4 0 0 8 35
3, D}, 199948906 75399919 163 1 379 224 0
s, D}, 451729822 146753868 225 204 0 190 0
Cls D3 ’s 2435656356 1064961796 2 134 0 81 143
Cls Djs 374343491 115700707 0 0 0 0

cls D s 7809104 2371461 0 0 0
Cls Di 27897 9552 0 0 0 0
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Capitulo 5

Formulacoes de PI e contribuicoes em

combinatoria poliédrica

Neste capitulo, serdo apresentados dois modelos de programacao inteira desenvolvidos
nesta pesquisa, sendo um, baseado em orientacdo, para o BCP e outro, baseado em dis-
tancias, especifico para a coloracdo cldssica, mas derivado do anterior. Tais formulagdes
sdo derivadas de caracteristicas observadas nos modelos de coloracdes com distancias.
Ressalta-se que o modelo baseado em orientacao € o primeiro para o BCP com tamanho
polinomial, como sera discorrido no capitulo.

Para cada formulacdo, sdo apresentadas contribuicdes em combinatéria poliédrica, de
modo que sdo mostradas condi¢des para que a dimensao do poliedro correspondente seja
plena, bem como duas familias de desigualdades validas, com condi¢Ges para que as mes-
mas sejam indutoras de facetas. Além disso, um método cut-and-branch foi desenvolvido
com o modelo baseado em orientacdo, para o qual sdo apresentados resultados de expe-
rimentos computacionais, bem como uma comparagao empirica do método e do modelo

com o padrio da literatura.

5.1 Modelo baseado em orientacao

Como visto anteriormente no Capitulo 2] os modelos de programacao inteira disponiveis
na literatura para o BCP consistem em variacdes da formulaciao padrio para a coloragao
cldssica, onde as restrigdes sdo alteradas de modo a acomodar as separacdes minimas

entre cores de vértices adjacentes. Como tais modelos t€ém dimensdo pseudopolinomial,
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torna-se interessante a busca por formas de escrever o problema com programacao inteira
que levem a formulagdes com melhores dimensdes.

Borndorfer et al.| (1998) propuseram um modelo baseado em orientagdo para o pro-
blema de alocagdo de canais de minima interferéncia (Minimum Interference Channel
Assignment Problem - MI-CAP), que € conceitualmente similar ao MS-CAP, porém, o
espectro eletromagnético (ou seja, o conjunto de cores) € fixo e fornecido na instancia, e
as solucdes podem violar as separagdes minimas, levando a interferéncias (ao contrario
do BCP e MS-CAP, onde o conjunto de cores que leve a solu¢gdes sem violagdes pode ser
determinado por meio de heuristicas). Assim, o objetivo do MI-CAP é encontrar a aloca-
cdo de canais com menor quantidade de interferéncias. Uma variacdo desta formulagdo
foi proposta por Delle-Donne| (2016), onde o objetivo é minimizar a interferéncia geradas
entre canais (ou seja, cores) adjacentes, isto €, quando dois vértices i € j usam cores k e
m tais que |k —m| = 1.

Com base nas formulagdes de Borndorfer et al. (1998) e de Delle-Donne (2016),
desenvolveu-se um novo modelo de programacgdo inteira para o BCP, podendo também
ser usado em coloragdo classica. Sao usados dois conjuntos de varidveis: o primeiro de-
fine uma varidvel x; para todo vértice i € V, que indica a cor utilizada pelo mesmo. O

segundo conjunto consiste nas varidveis bindrias:

I sex; <xj;
® yij=
0 caso contrario.

® Zuqx: Maior cor usada na solugdo.

Desse modo, tem-se o seguinte modelo baseado em orientag¢do para o BCP:

Minimizar  Zygy 5.1
Sujeitoa  x;+d(i,j) <xj+s(1—y;j) V(i,j)€E, i< (5.2)
Xj+d(i, j) < xi+syij V(i,j)€E, i< j (5.3)

Zmax = Xi VieV 5.4

X, €L VieV (5.5)

xi>1 VieV (5.6)

yij € {0,1} V(i,j)€E, i<] (5.7)
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Valores das variaveis
na solugao 6tima:

Zmax =9
y12=1
X1 =1 y13 =1
X2=3 y14 =1
X3=5 y24 =1
c(3)=5 c4)=4 X4 =4 y34=0

Figura 5.1: Exemplo de instancia do BCP cuja solugdo € codificada de acordo com o modelo baseado em
orientacdo. No grafo, também é mostrada a orientagdo induzida.

A Figura [5.1) mostra um exemplo de instincia resolvida pelo modelo e a orientagdo
gerada no grafo de entrada. Na formulagao, s € uma constante suficientemente grande. A
func¢do objetivo consiste na minimizacao da varidvel contendo o valor da maior cor usada.
As restricoes (5.2) e (5.3)) correspondem a separagdo minima de cores entre vértices ad-
jacentes e induzem a orientagdo do grafo de entrada. Assim, o conjunto (5.2) garante que
yij = 1 se x; < x; para toda aresta (i, j) € E. Por outro lado, se x; < x;, entdo as restri¢des
fazem com que y;; = 0. Ambas as restricdes também garantem que |x; —x;| > d(i, j).
O conjunto de restri¢des (5.4) impde que zq, tenha um valor maior ou igual a todas as
cores usadas na solucd@o. Por fim, as restri¢des (5.5) a definem tipos e limites das
variaveis.

O modelo baseado em orientagdo tem O(|V|+ |E|) varidveis e O(|V |+ |E|) restri¢oes,
tendo tamanho linear em relacdo ao grafo de entrada, independentemente dos valores das
distancias impostas nas arestas. Como ja dito, a constante s, que € baseada no método de
big-M para modelagem em programacao linear, deve ter um valor suficientemente grande,
de modo que s seja maior ou igual ao valor (ainda desconhecido) de x(G,d) (que é o
valor da maior cor usada na solucdo 6tima de uma instancia dada pelo grafo G e funcdo
de distancias d). Desse modo, s deve ser um limite superior, que pode ser obtido por
heuristicas primais simples. Apesar da possibilidade de um valor muito alto para s criar
instabilidades numéricas, € possivel definir limites inferiores para a constante a partir dos
quais diversas caracteristicas podem ser observadas, como visto a seguir.

Seja PO(G,d,s) o fecho convexo de solug¢des validas do modelo baseado em orien-
tacdo, ou seja, dos pontos (x,Y,Zmax) € RIVI+IEI+1 que satisfazem as restri¢des a
(Marencol |2005). Além disso, seja dyux = max; ek d(i, j). Desse modo, tem-se 0

seguinte resultado:
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Teorema 5.1. Se s > %(G,d) + 2dyqx, entdo PO(G,d,s) tem dimensdo plena.

Prova. Para demonstrar tal propriedade, deve-se provar que, se A x+ kyT y = A para todo

(x,y) € PO(G,d,s) (onde A, e RV, A, e REElehg €R), ouseja, ¥ Aexi+ ¥ Ay, yij=
icV (i,j)€EE

Ao, entdo A, = 0 e A, = 0. O restante da prova serd dividido em duas partes.

Para a primeira parte, seja (x,y) € PO(G,d,s) "RIVI*El uma solucdo na qual x; €
[1,s — 1] para todo i € V. A partir dela, construa um grafo direcionado aciclico G* =
(V*,E*), onde V* =V e (i,j) € E* se, e somente se, (i,j) € E e x; > x; (tal grafo
€ igual a G, mas orientado de forma inversa a induzida pelas varidveis y;;). Seja A =
(a1,az,...,apy|) uma ordenagdo topolégica de G*. Com base em A, construa |V| novas
solugdes (x,y)', (x,y)?,..., (x,y)IV], onde a k-ésima solugdo consiste em fixar x’c‘w =Xq,+1
paratodo ¢ =1,... k. Todas essas solucdes sdo factiveis, ja que quando um vértice ay tem
sua cor incrementada, seus vizinhos que usam cores maiores que x,, ja tiveram suas cores
incrementadas, pois os mesmos vém antes de ay na ordenacdo topoldgica. Isso também
garante que a orientacdo serd mantida, de modo que todas as varidveis y mantém seus
valores originais.

Considere um par de solucdes (x,y) e (x,y)**! dentre as geradas. Seguindo o proce-
dimento de obten¢do das mesmas, a tnica diferenga entre elas € o valor da varidvel x,,,

de modo que pode-se derivar o seguinte:

Y }Vx,xt +7an xak + X ky,j)’tj =Ml

lEV\ak ( 7.])6
o Z 7\'Xi~xl' + ?\'Xakx];:_] + Z A&y”yl] o }\’0
ieV\ag (i.j)€E

Ay (2, — 1) =0

ag

Como x ell,s—1]e )c"+1 = xk . T 1, pode-se concluir que A,, = 0. Além disso,
como ay € um vértice arbitrario, tem-se que A,, = 0 para todo i € V, ou seja, A, = 0.

Para a segunda parte da prova, seja (x,y) € PO(G,d,s) "RIVI*IEl uma solugdo tal que
max;ey x(i) = %(G,d). Selecione uma aresta arbitraria (i, j) € E e construa uma nova

solucdo (x,y)! da seguinte forma:
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X(G,d)+dmax sek=1;

© 5 =9 %(G,d)+2dmax  sek=j;

Xi caso contrario.

1 seve{ij}ou(u,v)=_(iJj);
® Vv =

Yuy  €aso contrdrio.

Com base em (x,y)!, construa outra solugio (x,y)? trocando as cores de i e j entre

si, ou seja, xi2 = x}- e x? = xl-l. Isso também inverte a orientagdo imposta na aresta (i, j),
de modo que como yl-lj =1, entdo y%j = 0. Entre (x,y)! e (x,y)?, as tnicas diferencas sio
os valores das varidveis x;, x; € y;;. Assim, levando-se em conta o resultado da primeira

parte da prova (ou seja, que Ay, = 0 para todo i € V), pode-se derivar o seguinte:

0 0 0
Y ;’{u;cu + xixil +;/{J;C} + ( L }”yijyilj + }Lyl‘jyilj = %o

uev\{i,j} . u,v)€E\(i,j)
0 0
— Y KX xixl'z+ .X2~—|- Y ki'yz'z'—i_}\’i'yiz':;\@
ueV\{i,j}V %1 (u,v)EE\(i,)) Y Y

xyij(yilj_yizj) =0

Como yl-lj =1le yl-zj = 0, pode-se concluir que A,,; = 0. Além disso, como (i, j) € E €
uma aresta arbitrdria, entdo tem-se que A,,; = 0 para todo (i,]) € E, ouseja, A, = 0.

Por fim, tem-se que A, =0 e A, = 0, o que, como descrito no inicio da prova, indica
que o poliedro tem dimens@o plena. Logo, pode-se concluir que se s > %(G,d) + 2dmax,

entdo PO(G,d,s) tem dimensdo plena. ]

5.1.1 Desigualdades validas

Para o modelo baseado em orientagcdo, pode-se derivar desigualdades vélidas que refor-
cam as restri¢des de distancias do modelo, bem como os limites das varidveis x;. Com
base nas desigualdades que definem facetas apresentadas por Delle-Donne (2016)) para o
modelo de orientacdo desenvolvido para a alocacdo de canais com minimizacao de inter-
feréncias entre canais adjacentes (ou problema de coloracio de vértices de minima adja-

céncia - minimum-adjacency vertex coloring problem), obteve-se algumas desigualdades
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adaptadas que definem facetas para PO(G,d,s). Para que tais desigualdades validas pos-
sam ser definidas, deve-se adicionar as seguintes varidveis que complementam o conjunto

y do modelo baseado em orientacao:

1 sex; <xj;
® Vii=
0 caso contrario.

Além disso, deve-se introduzir no modelo o seguinte conjunto de restri¢des:
yijtyji=1 V(i,j) €E, i< (5.8)

A adigao de tais varidveis e restri¢des pode ser substituida pelo uso da expressao 1 —y;;

onde houver yj; tal que i > j.

5.1.1.1 Desigualdade clique

O primeiro conjunto de desigualdades vdlidas para PO(G,d,s) é derivado a partir de

cliques do grafo de entrada (Marenco e Wagler, [2009), como definido a seguir.

Definicao 5.1.1. Seja i € V um vértice do grafo e K C N(i) uma clique. Para todo j € K,

seja 8% (j) = minge gy (1 d(J, k). Assim, a expressao:

x> Y 8()yi+1 (5.9)
JEK

define a desigualdade clique associada ao vértice i e a clique K.

A Figura [5.2) mostra um exemplo de grafo onde ¢ selecionado um vértice i e uma
clique K C N(i) no mesmo e é dada a desigualdade clique correspondente. A expressdo
fornece um limite inferior mais forte para as varidveis x;, de modo que vértices de K usem
cores menores que x;. A expressdo generaliza a desigualdade clique usada na coloragao
classica, definida como x; > Y ;cxyji- Os coeficientes das varidveis yj; sdo modificados
de forma a tornar a restricao mais forte. A validade da expressdao € mantida, como pode

ser visto a seguir.

Teorema 5.2. A desigualdade clique (5.9) é vdlida para PO(G,d,s).
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Prova. Seja (X,y) € PO(G,d,s) uma solugio inteira e considere L = {j € K : y;; = 1}.
Assuma que L = {ji,..., i}, onde x;, <xj,, paracadal=1,...,t -1, edefina j, =i.
Como xj, > 1 e xj,+dj,j,,, <xj,,, paracada £ = 1,...,¢ (ja que cada par de vértices

consecutivos em L sdo adjacentes), entdo

1 t

xi > 1+ Y djj,, > 1+25§<(J'€) = 1‘1‘253((])%1'-
=1 =1 jek

Como (x,y) é uma solugdo factivel arbitraria, entdo a desigualdade clique é vilida para

PO(G,d,s). O

Sob determinadas condigdes, a desigualdade clique induz a uma faceta de PO(G,d,s),

como demonstrado a seguir.

Teorema 5.3. A desigualdade clique (IE) induz a uma faceta de PO(G,d,s) se:
(a) paratodo { € N(i)\K existe um j € K tal que (j,{) ¢ E ed;y <d; j,
(b) d; ;= 8%(j) paratodo jEK, e
(c) s >%(G,d)~+ 3dmax-

Prova. Para provar que a desigualdade clique € indutora de faceta sob as condicdes es-
tabelecidades, serd mostrado que a face F correspondente ¢ maximal. Suponha que
A+ kyT = Mg para todo (x,y) € PO(G,d,s) tal que (5.9) ¢é satisfeita na igualdade. Serd
mostrado, a seguir, que o vetor (Ay,Ay,A9) é¢ miltiplo do vetor de coeficientes de (5.9), o
que implica que a desigualdade induz a uma faceta de acordo com as condi¢des enuncia-
das.

A prova é composta de vérias partes, como Visto a seguir.

1. Ay, = 0 para todo u € V tal que u # i. Considere duas solucdes factiveis (x,y)!
e (x,y)? tais que x} = xl-z =1 (de modo que ambas as solu¢des pertencem a F),

x! =%(G,d) +dmax e X2 = %(G,d) + dmax + 1. Tais solugdes existem pela hipStese
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(c). A unica diferenca entre elas é em x,, logo, tem-se que:

Z kx[?'xp + kxu'xl}t + Z kYnyMV - 7\'0

peV\{u} (u,v)EE
- Z }\'xpxp + kxuxi + Z kyuv)’uv = }\'O
peV\{u} (u,v)EE

0

o, (4 — X3)

Como x,ll #* xﬁ, pode-se concluir que A,, = 0.

. Ay, = 0 para toda (u,v) € E, u,v # i. Considere uma solugdo factivel (x,y) de
PO(G,d,s), onde x; = 1 (so (x,y) € F) e max;ey x; = ¥(G,d) + dmax. Tal solugio

existe pela hipétese (c). Agora, construa uma solugio (x,y)! do seguinte modo:

(

X(G,d) +2dmax Se p=1u;
® X, =19 %x(G,d)+3dmax sep=yv;

Xp caso contrdrio.

1 seqge{u,v}ou(p,q)=(u,v);
[ ] y] —
rq
Yuy  €aso contrdrio.

Com base em (x,y)!, construa outra solugio (x,y)? trocando entre si as cores de u
e v, ou seja, x> = x! e x2 = x!, 0 que também inverterd o valor de y,,. Entre (x,y)!
e (x,y)?, as tnicas diferencas sdo em x,, x, € y,,. Seguindo esta observacio e que,

como mostrado anteriormente, A,, = 0 para todo u € V com u # i, tem-se que:

0 0 0
y Xp+ uxl + Vxl + Yy Ay, y] +A m,yl =N
pEV\{uvv}%‘ Ay 0 S B\ "
0 0
- Z ;/p;cp +;’«(u;5 + va\% + Z }\')’pqy}%q + 7\’)’uvy5v = 7\’0
peV\{ur} (pa)SE\ (1)

7\’)’uv (yliv _ygv) =0
Como y., = 1 ey2, =0, pode-se concluir que A, = 0.
. Ay; = Aydi j, para todo j € K. Considere uma solugio (x,y) com x; = 1, x; =
d; j+1,ex, > x;+dmax paratodo u € V\{i, j} (tal solugdo existe pela hipdtese (c)).

Observe que (x,y) satisfaz (5.9) na igualdade, ji que 8% (j) = d; ; pela hipétese. Tal

solugdo tem y;; = 1 € y,; = 0 para todo u € K\{,j}. Seja (x,y)! = (x,y) e considere
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outra solugdo (x,y)? onde x? = 1 e x? =d; j+ 1, o que também implica que y?i =0
e yizj = 1. As diferengas entre (x,y)! e (x,y)? ocorrem em x;, x; € y;;, logo, levando-
se em conta que Ay, = 0 para todo u € V tal que u # i e que A, = 0 para todo

(u,v) € E tal que u,v # i, tem-se que:

;/O | 01 | 1

Y X+ kxixi + X + Yy A wYuy T A Vi = Ao

weV\(i.j) A N Y

o Z xu+7\'x'x2+ x2+ }\’uvygv—i_y\’i‘yiz':}\'o
uGV\{i,j}V M (u,y GE\{ i)} ¥ YT

Ay, (le _xiz) + Ay (yilj _yizj) =0

Como dito anteriormente, x? = x} —d; ;, y}j =0e yl-zj =1- y}j = 1, logo, pode-se

concluir que A,.. = A.d; ;.
ij i)

. Ay, =0, paratodo ¢ € N(i)\K. A hipétese (a) implica que hd pelo menos um vértice
j€Ktal que (¢,j) ¢ E e diy <d,j (isso também implica que K é uma clique
maximal em N(i)). Considere uma solugdo (x,y)!, onde x] =d; j+1ex} = x}- =1
(que € factivel, jd que d; y < d; ;), 0 que também faz com que y}j =0, y}i =1, yilg =0
e y,}j = 1. Agora, construa uma solu¢ao (x,y)z, onde a cor de i € trocada com a cor

. . 2 2 .2
de j e ¢, ou seja, x; —lexg—xj

=d; j+ 1, 0 que também implica que yizj =1,
y?l- =0, yfg =1le y%l. = 0 Entre (x,y)! and (x,y)?, as mudangas ocorrem em x;, x;,

Xy, Yij € yie, logo, tem-se que:

0 0 0
r ;x/}cﬁkx,-x} + %}} + M xp+

ueV\{i,j,0}

Y xypqypq + 7\‘)’i,jyil T Ayy }z = ko
(p7q)€E\{(i,j)’(i,€)}

- )y ax/u}u‘f‘}“xxz“f’;/z'i‘ ng

ueV\{i,j,l(}

)3 Ay Ypg+ 7‘yijyizj + A5 = Mo
(P.q)€E\{(i.j),(i,0)}

xxz(x )+7\‘yzj(ylj ylj)+7\‘)’zé(yzf ylﬁ):O

Como xl~2 = xi1 —d; j, yilj =0, yl.lg =0, yizj =1, yl.zg = 1 e, como mostrado anterior-
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X1 2 2y31 + Y41+ Y51

Figura 5.2: Exemplo de desigualdade clique para um vértice i e uma clique K C N(i) de um grafo.

mente, 7Ly,.j = Ay d; j, tem-se que:

A () — (3} = dij) = hdij — Ky =0 = Aedij—hdij— Ay, =0

1

Pode-se concluir, entdo, que 7‘ym =0.

Para finalizar a prova, observe que a desigualdade clique pode ser escrita como:

x> Y S(Nyi+l = =Y did(Nyi=1 = x—Y () (1—yj)>1
jeK jeK jeK

Como & (j) = d; j para todo j € K, tem-se que:
xi— Y (NI —yip) =1 = xi+ Y dijyij>1+) dij
jek jek jek

Desta observacdo e das afirmagdes anteriores, tem-se que:

0 0
A thy= Y Muthant Y At X Ay = Ao

ueV\{i} (i,u)€E:u¢K JEK

= Axit Y Adijyij=ho = Ay (xi+ Y di,j)’ij) =ho

jEK jeK

Como AT + kyT = Ao € ndo trivial, considerando-se A,, # 0 e ;:—0 =1+ Y d;;tem-se
i jek

que A + kyT = Ao € A, vezes a desigualdade clique, o que implica que a mesma induz a

uma faceta de PO(G,d, s) sob as condi¢des especificadas.
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X1+ 2+ 2(y13-Y63) + 0(Y14 - Ye4) * Y15 - Y65 < X6 + (S-1)Y61

Figura 5.3: Exemplo de desigualdade clique dupla para uma aresta (i, j) € E, uma clique K C N (i) N N(})
e um vértice p € K de um grafo.

5.1.1.2 Desigualdade clique dupla

O segundo conjunto de desigualdades validas € obtido por meio de uma clique que esteja

presente na vizinhanca de dois vértices a0 mesmo tempo, como definido a seguir.

Definicao 5.1.2. Seja (i, ) € E uma aresta de um grafo G e considere uma clique K C
N(i)NN(j). Para todo k € K, seja Sg(k) = mingeg (i, j}\{k} dk¢- Fixando-se um vértice

p € K, pode-se definir a expressdo:

xi4+d(i, )+ Y, WO —yji) < xj+(s+d(i,j) —v(K) = 1)yji (5.10)
kekK
como a desigualdade clique dupla (double clique) associada a aresta (i, j), a clique K
e ao vértice p, na qual Y, = max{0,26%(p) —d(i,j)} ew = max{O,S%(k) —d; j} para
todo k € K\{p}.

A Figura mostra um exemplo de grafo onde é selecionada uma aresta (i, j) € E,
uma clique K C N(i) N N(j) e um vértice p € K no mesmo e é dada a desigualdade
clique dupla correspondente. A expressao fortalece as restricdes de distancia do modelo,
eliminando possibilidades de cores para os vértices que satisfariam as restri¢des originais,
mas ndo levariam diretamente a uma solugdo inteira ao resolver-se a relaxagdo linear. Do
mesmo modo que ocorre com a desigualdade clique, algumas condi¢des fazem com que

a desigualdade clique dupla defina facetas de PO(G,d,s), como visto a seguir.
Teorema 5.4. A desigualdade clique dupla (5.10) é vdlida para PO(G.d,s).

Prova. Considere uma solugdo arbitraria factivel (x,y) € PO(G,d,s). Serdo examinados

dois casos:
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1. y;i=0(ey;j=1). Issoimplica que x; < x;. Seja M C K o conjunto de vértices cujas
cores estejam entre x; e xj, ou seja, M = {k € K : yjx = 1 and y 5 = 0}. Seja M~ uma
ordenacdo de M U {i, j} de acordo com as cores dos vértices (varidveis x), isto &,

= (k1,k2,...,k;), onde k1 =i, k; = j e xx, < x,+1 paratodo £ =1,2,...,t — 1.
Pela definicdo do BCP e da ordenacdo M~, tem-se que Xg, 41 — Xk, > dij k1 >

Sz(kﬁ— 1). Se p ¢ M entéo:

t—1
xj—xi =Y (1 —xg)
/=1
—1
max{dj j, Z &7 (ke)}

=1

dij+ ZYk

keM

= dij+ Y wOir—yjr)-
kek

v

v

Logo, a desigualdade € satisfeita. Por outro lado, se p € M, entdo seja r > 2 o indice

de p em M™, ou seja, tal que k, = p. Tem-se entdo:

-
|
—_

Xj—Xxj = (Xkp+1 — Xiy)

T
N =

—1
= (Xkp1 — Xky) + (Xgp1 — Xg,—1) + Z (X1 — X, )

/=1 l=r+1
r—2
> Z (kest) +28%(p) + Z 8 (k)
= {=r+1
> i,j+ZYk
keM
= dij+ Y Wik —yj)-
kek

Novamente, a desigualdade € satisfeita.

2. yji=1(ey;j =0). Isso implica que x; < x;. Particione K nos seguintes subconjuntos

disjuntos:
o L={keK:yx=yjx=0}.
e M={kcK:yu=0eyjp=1}
e R={keK:yp=yp=1}
Sejam L=, M~ e R™, respectivamente, ordenacdes de LU {j}, MU{i, j} e RU{i}
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de acordo com as cores dos vértices (variaveis x), isto é:

o L= =({1,0a,...,4),0onde {;, = jex;, <xy.1 paratodoa=1,2,...,t—1.

o M= = (my,my,...,my), onde my = j, mp =i € Xp, < Xp,+1 para todo a =
1,2, h—1.
e R*=(r1,r2,...,rw),onde ry =iex,, <x,4+ paratodoa=1,2,...,h—1.

t—1 w—1

Observe que x; > 1+ Y (x4, , —X¢,). Também note que x; <s— Y (X, —Xp,)-
a=1 a=

Por fim, observe que:

0 0
Y wOu—yi) = Y Ve + Y Ynim—Yim) + Y, Vi)
keK leL meM rer
= =Y Yn = —YM).
meM

Entdo, tem-se que:

Xi+dij—xj+ Z YiVik — Yjk)

keK
w—1 r—1
< 5= Y (o —xp) + (dij— 1) = Y (xe,,, —x2,) —Y(M)
a=1 a=1
w—1 i t—1
< s— ) 8(ra) +(dij—1)— ) 8¢(la) —¥(M)
a=1 a=1
< s =Y(R) =Y(L) —v(M) +d; ;-1
= S—'Y(K)“r‘di,j— 1.
Logo, a desigualdade € satisfeita. [

Teorema 5.5. A desigualdade clique dupla (5.10) induz a uma faceta de PO(G,d,s) se:
a) s 2 x(G,d) +4dmax,
b) d(i,k) = d(j,k) = 8 (k) para todo k € K,
c¢) d(p,k) =d(p,j) paratodo k € K\{p},
d) d(i,j) < 8 (k) para todo k € K\{p}, e

e) (t,p) ¢ Eed(i,t)+d(t,j) <d(i,j) paratodot € [N(i) NN(j)]\K
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Prova. Para provar que a desigualdade clique dupla € indutora de faceta sob as condi¢des
dadas, serd mostrado que a face F correspondente é maximal. Suponha que Al + KyT =M\
para todo (x,y) € F. Para isso, serd demonstrado que o vetor (Ay, Ay, o) é miltiplo do
vetor de coeficientes de (5.10).

A prova é composta de diversas partes, como Vvisto a seguir:

1. Ay, =0 parau#i,j. Considere uma solucdo (x,y)! € F, onde x} =1, x} =d;;j+1,
x}c € [2dmax,X(G,d) + 2dmax| para k # i, j,u, e x, = %(G,d) 4+ 3dmax (tal solucdo
existe pela hipétese (a)). Agora, construa uma solucao (x,y)2 € F, na qual x,% =
x} 4+ 1, que também ¢ factivel e satisfaz and satisfies (5 na igualdade. A tnica

diferenca entre (x,y)! e (x,y)? é x,, entdo tem-se que:

Z kx,xl + kxux,i + Z ly;qytq = )\10

teV\{u} (t,9)€E
- )y 7\'xtxt +Ax x + X }"y,qytq =Mo
teV\{u} (t.9)€E

7\’xu ('xblt - X%) O

Como x| # x2, pode-se concluir que A ,=0.

2. Ay,, = 0 se ambos u,v diferem de i, j. Seja (x,y)! € F uma solucdo factivel satisfa-
zendo na igualdade, tal que x! = 1, x! = 1+ dy.v (0 que implica que ylo=1,
e x! > x4+ dmax para todo ¢t € V\{u,v} (a existéncia de tal solugdo é assegurada
pela hipétese (a)). Construa uma nova solugdo (x, y)2 trocando entre si as cores
atribuidas a u e v, ou seja, x2 = x! e x> = x} (o que implica que y2, = 1). A nova

solucdo também pertence a F e as diferencas entre ela e a solugdo original ocorrem

em x, X, € y,y, de modo que tem-se que:

0 0 0
xt-x[ + xu-xgt + xv-x\l; + Z xy[qqu + xyuvyl}tv = 7\'0
1eV\{u,v} (t.q)€E\{(u,)}
- Wﬂr 2+ M x 2+ Myigia + My Vi = o
teV\{u v} M Z\/ (t.q eE\{(u ny T

7\'yuv (y:lv _ybzlv) = O

Como y. = 1ey2 =0, pode-se concluir que M =
3. Ay = —Ay;. Considere uma solugdo factivel (x,)! € F com x! =1, x} =1+d;;
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e tal que x; € [2dmax + 1,5 — 1] para t # i, j. Construa uma outra solucio (x,y)?
onde x> = x! + 1 para todo ¢ € V, logo (x,y)? € F. Tais solugdes diferem entre si

nas varidveis x, entdo, seguindo o resultado anterior, tem-se que:

0
)y 2‘4;@ + kx,'xil + }‘xjx} +( Z)ZGE }‘y;qJ’tq =\o
1,q

teV\{i,j} .
_ tev\z{ . M + M+ A 3+ . §€E Moy Vg = Mo
M (x] —x7) + Ay, (x} —x?) =0
Como x; = x; + 1 e x5 = x} + 1, pode-se concluir que Ay, = —Ay;.
4. Ay, = —Yihy; para todo k € K. Seja (x, y)! uma solugiio em F definida como se

segue:

e Se k = p, entdo x}) =1, xi1 = dmax, x}- = x} +d;j, e x,1 > x}- ~+ dmax para todo
t€V\{i,j,p}.

e Se k # p, entdo x,i =1, xl-l = dmax, Xb =

1y g 11 , 1
p =% tdip, x; =x,+dpj, ex >

x} + dmax para todo t € V\{i, j,k,p}.

A hipétese (a) garante que havera cores suficientes para tais construgdes, enquanto
as hipéteses (b)-(d) garantem que a solugao (x, y)1 ¢ factivel e satisfaz na igual-
dade. Construa uma solugdo (x,y)?> com base em (x,y)!, trocando a ordem dos

vértices k e i entre si, como definido a seguir:

2 —

B s 21 2
o Sek=p,entiox; = 1,x; = 1 +djp, x;

xlz, +d, j, € mantenha as variaveis

x restantes sem modificagdes.

e Se k # p, entdo x% =1, x,% =1+d, xf, :x,%+dk7p, x% :x}, +d,, j, e mantenha

as varidveis x restantes sem modificacoes.

Entre as duas solugdes, as mudangas ocorrem nas varidveis x; parat € {i, j, k,p} e
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Yik, €ntao tem-se que:

0

Z_ . ;‘x/t;cf + 7\’X,‘x,’1 + 7\,ij} + Z ) ky,q))tq + }L)’ikyilk = 7\’0
reV\{i,j} . (t.q)€E\{(i.k)}

- Z ) ;{t-(xt + }\'x,‘xl'z + 7\,ij§ + Z ) kyzqqu + )\'Yikylzk = 7\'0
reV\{i,j} (t,q)E\{(ik)}

Ay (x}- —x?) + Ay, (Ve —3) =0

Os valores das varidveis que diferem em ambas as solugdes permitem concluir que

Mik = (di,P +dp,j— di,j)kxj = kaxj-

5. 7"yﬂ< = YiAy; para todo k € K. Uma argumentagio similar a do item anterior pode

ser usada também neste caso. Construa uma solucdo (x,y)! in F como a seguir:

e Se k = p, entdo x} =1, x}- =1+d;j, x}, :x]l- +djp, € x,1 2xé+dmax para
todot € V\{i, j, p}.
e Se k # p, entdo xi1 = l,x}, = 1+d,~’p,x} :x}?+dm~, x,i :x} +d, k., para todo

X > x} +dmax for allt € V\{i, j.k, p}.

Novamente, a hipdtese (a) garante que haverd cores suficientes para tais constru-
¢des, enquanto as hipéteses (b)-(d) garantem que a solucio (x,y)! é factivel e sa-
tisfaz na igualdade. Construa agora uma solucio (x,y)? com base em (x,y)!,

como definido a seguir:

_ O 1 _ , 1 _ 1 , P
e Sek=p,entdox; =1, X, = 1 +d;p, Xj =X, +dp, j, € mantenha as varidveis
x restantes sem modificagoes.
S 1 _ i 1_ .1 1_ 1 ,
e Sek#p,entdox; =1, X, = 1+d; p, x; —xp+dp7k, Xj=x; +d; x, e mantenha

as varidveis x restantes sem modificacgoes.

Entre as duas solugdes, as mudangas ocorrem nas varidveis x, parat € {i, j, k,p} e

Yjk, entao tem-se que:

0
Y Muthext et L Ayt Aok =

reV\{i,j} (t.9)€E\{(jk)}
2\/0 Aox2 4+ A x2 y Y Ao V2 A
- )3 Xt + A Xy Ax X+ g Vig T My Y =
1eV\{i.j} t " ek} et T

Aoy (6 = 267) A+ Dy (V3= ¥5) = 0
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Mais uma vez, os valores das varidveis que diferem em ambas as solu¢gdes permitem

concluir que Ay, = Yihy;-

. Ay, = 0 para todo ¢ € [N(i) N N(j)]\K. Considere uma solugio (x,y)! tal que x} =

xl-' +d; je x < x} (que implica em yl-'t =0e y]'-l = (). Agora, construa uma solucdo

Lxi=xlex=

i Xj jex; = xl.2 +d,; (o que implica que yizt =1), que é

(x,y)? onde x? = x
factivel de acordo com a hipétese (e). As diferencas entre as solugdes ocorrem em

X; € yis, entao tem-se que:

0
Y Agxtdxi+ X Ayl vk =hk
reV\{t} (ng)€E\{(it)}
0
- Z erxr + xtxtz + Z A‘Yrqy%q +A ityizt = 7\‘0
rev\{t} (ng)(E\(ist))

My, 0 —3) =0
Como yizt =+ yilt, pode-se concluir que A, = 0.

. Ay, =0 para todo 7 € [N(i) " N(j)]\K. Considere uma solugdo (x,y)' tal que x} =

xi1 +d; ;e x> x} (o que implica em y}-t =1le yl-l, = 1). Agora, construa uma solucao

1, 2_1,2_ .2 T 2 _ 5
i»X;=xjex; =x;—dj, (0 queimplicaemy, = 0) que também

é factivel pois d;; +dy j < d; ;. As diferencas entre (x,y)! e (x,y)? ocorrem em x; €

(x,y)? naqual x? = x

Yjt, entdo tem-se que:

0
Y xx,-xr + x,xtl + )y kyrqyll’q + }\'yjty}l = o
rev\{r} . (rg)eEN{(j.1)}
- )y }\oc,xr + x,xtz + )y }\')’rqy%q + }\’thy?t =MAo
rev\{t} (rg)eEN{(j.1)}

A’th (y}'z _y?t) =0
Como y%, =+ y}-,, pode-se concluir que A, = 0.

. Ay, = 0 para todo k € N(i)\N(j). Seja (x,y)! € F uma solugdo onde x} = 1, x} =
dij+1, x,l = x} +d, x (0 que implica em y}k =1e x,1 >d; j+d;+ 1 paratodo ¢ ¢
{i, j,k}. Esta construcdo é factivel porque (k, j) ¢ E e pela hipétese (a). Construa
uma outra solugdo (x,y)* € F na qual x{ = 1, x} = 1 +d;; e x7 = x7 +d; j (0 que

implica que y?k = 0). As mudangas entre as duas solugdes sdo em x;, X;j, X € Yik,
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entao tem-se que:

0
Y A hx! + A x4 kak+ Y At Ak =%

teV\{i,j.k} o (t,q)€E\{(i,k)}
0
_ Yy £ +7inxi2+7uxx + xx )LtyZ +7¥,-yi2:7”0
zeV\{i,j,k};/l UG eE\{(l gy e T

g (= 2) g o) — ) 4, (3, —33) = 0
Assim, tem-se que A, = 0.

9. Ay, =0 para todo k € N(i)\N(j). Seja (x,y)! € F uma solugdo onde x} = 1, x}. =
dij+1, xk =S xj +d;jx (0 que implica que y}k =1)e x,1 >d; j+djr+ 1 para todo
t ¢ {i, j,k}. Tal solugdo é factivel pela hipdtese (a). Agora, construa outra solu¢do
(x,y)* € F atribuindo x; = 1, x7 = 1 +d,jx ex; = x; +d; j (0 que implica em y?k =0).
Esta solugdo também é factivel pois (k,i) ¢ E. As mudancas entre as duas solu¢des

sdo em x;, X, X € Y jk, entdo tem-se que:

0 0
Mot hox! a0 L Ayl A =2
1eV\{i,j.k} ) . (t.q)€EN{(j.k)}
- )y Xp+ M+ e 3+ M+ Y V2 Ay = A
teV\{nf,k}% g A (,,q)eE\{(j,k)}M g Tk

M, (x] —x7) + Ay, ( x§)+7uyjk(y}k—y§k)20
Assim, conclui-se que Ay, = 0.

10. Ay, = —(s+d;j—Y(K)—1)A,;. Seja (x,y)! € F uma solugio onde x; = 1,x; =14+

dijext > xj +dmax paratodot € V\{i, j} (o que implica que yl-'j =ley! :y}t =1

para t # i, j). Com isso, tem-se que y}k — y}k = 0. Agora, construa outra solucao

(x,y)? comx? =s ex% =1 (o que implica em yizj =0,y7=0¢e y?t =1 parat # i, j).
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Pode-se derivar entdo o seguinte:

;x/t.xt—i-}\lx-x + X ]+ Z M(jt W]q
q

tEV\{l,J} teN(i)\(KU{,j}) EN(j KU{ 1
kEK(x’yiky}k + }\’yjky}k) + A ijyilj =M
- Xt + xx,x, + Ay x2 )y i,yg Vi
e\, J}Z\/ t T N kuLy) geN(j Ku{ ) M "
kgK(A‘yiky%k + }“ijy?k) + x)’ijyizj = Ao

Ax. ()C1 —X; ) + 7bx ( 2’) + kZK(lyikyilk + 7Lijy}'k) - kgK()\‘)’ikyle + ijky?k)_’_

]
S

}\’}’ij(yilj _yl‘zj) =0
O que implica em:

v (le _xi2 —x} ‘HC?) + Z (dj}k?”xj - dj,k}“xj) - Z djvkkxj + kyij =0 =
keK keK

—Xxj(xil —S—)Cl1 —d,'J—f—l)— Z dj,kxxj"f—?\'yij =0 = 7\%]. :kxj(—s—d,'7j+l)+ Z dj,kkxj
kekK kekK

Tem-se entdo que Ay, = Ay;(—s—d; j+1+ ¥ dj;). Comod;y=dj = 8%(k) para
' kekK
todo k € K, conclui-se que Ay, = —(s+d; j — Y(K) — 1)\,

Para finalizar a prova, note que a desigualdade clique dupla pode ser escrita como:

Xitdij+ Y wn—yi) < xj+(s+dij—yK) =y =
kekK

xi+d;j+ ZYk()’ik—)’jk) < xj+(s+dij—vK)=1)(1—-y;y) =
kek

Xi—Xj+ Z Yi(Vik —yjk) + (s +dij —Y(K) —1)y;j < s —y(K) -1
kek

Seguindo as afirmagdes anteriores, A,.x 4+ A,y = Ay pode ser escrito como:

Ax+My=% =

0

0
MeXitAexj+ Y %}ﬁ W,ﬂ Y Myavik+ Y Ayjeyjc+ Z it
peV\{i,j} (p.q) eE kek kek te[N@HONN()\K
(P.@)#(i.J)
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0

0 0
Z th+ Y i+ ) ij+kyijyij=Ko =
(K

te[N( ueN(i)\N(j) veN(j)\N(J)

—AgXi+Axi— Y djvie+ Y, dixyvik— (s+dij—YK) = Dhyij =k =
kek kek

_xxj <xi_xj+ Zdj,k()’ik—ij)-i-(S-i-di,j—'Y( ) — )le> Ao

keK
Como d;; = d; i = 8} (k) para todo k € K, d,; = d,, j = 8 (k) para todo k € K e d; ; <
8%(1() para todo k € K\{p}:

—hs (xi_xj+ )3 S (k) ik — yju) + (s +di j —Y(K) — l)yij> =N =
kek

—Ay; ( —xj+ Y YO —yjx) + (s+dij—Y(K) - 1)yz'j> =
kek

Como AT + kT Ao € ndo trivial, considerando-se Ay; # 0 € 7‘0 = —s+7Y(K)+1 tem-se
que AT + kyT = Ao € —Ay; vezes a desigualdade clique dupla, o que permite concluir que a

mesma induz a uma faceta de PO(G,d, s) sob as condigdes especificadas. [

Além das mostradas, hé a possibilidade de adaptacdo de outras familias de desigual-
dades vdlidas para o modelo de orientacdo usado no BCP, sendo objeto de estudo de

trabalhos futuros.

5.1.2 Método cut-and-branch

Para a utilizacdo do modelo baseado em orientacdo para resolu¢do do BCP, utilizou-se
uma estratégia algoritmica do tipo cut-and-branch (C&B), envolvendo a geracao das de-
sigualdades especificas do problema no no raiz da drvore e, em seguida, modificando o
esquema de solugdo para um branch-and-cut genérico.

No cut-and-branch desenvolvido, inicialmente resolve-se a relaxacdo linear do mo-
delo baseado em orientagcdo (ou seja, considerando as varidveis como continuas). Se a
solucdo obtida ndo for inteira, gera-se as desigualdades do tipo clique e clique dupla se-
guindo um procedimento iterativo, com base nas cliques maximais do grafo de entrada.
Quando todas as desigualdades sao adicionadas e a solu¢do ainda nao € inteira, as va-

ridveis passam a serem consideradas como inteiras (exceto Z,,y) € 0 modelo resultante

95



¢ resolvido por um branch-and-cut genérico de modo a obter a solugdo 6tima (ou pelo
menos uma inteira, dependendo do que se deseja). O Algoritmo [5.3] mostra o esquema
basico deste procedimento.

O modelo baseado em orientagdo e a estratégia cut-and-branch foram implementados
usando o resolvedor IBM/ILOG CPLEX 12.6.3 e sua biblioteca Concert Technology em
C++. Sendo assim, foram utilizados dois critérios de aplicacao das desigualdades geradas,
como descritos a seguir.

No primeiro critério, denotado por C&B-BCP-Orient-Completo, a solu¢cdo da rela-
xacdo linear € verificada de modo a detectar quais desigualdades geradas (tanto clique
quanto clique dupla) sdo violadas pela solu¢do. Cada desigualdade violada € adicionada
ao modelo, enquanto as outras sdo descartadas. A formulagdo resultante terd, entdo, as
restricdes originais e as desigualdades vdlidas adicionais, além de suas varidveis mudadas
para inteiras (exceto Z,qy). O modelo entdo € resolvido novamente, de modo a obter a
solugdo inteira 6tima.

Ja no segundo critério, denotado por C&B-BCP-Orient-Incremental, ao invés de
adicionar as desigualdades direto ao modelo, todas as desigualdades sao mantidas em um
conjunto, € o modelo € resolvido com as varidveis mudadas para inteiras (exceto Zyuyx)-
Porém, durante a enumeragdo do branch-and-cut, a solu¢do obtida em cada subproblema
¢ verificada, de modo que as desigualdades do conjunto que violarem a solugdo sdo inse-
ridas no modelo atual caso ainda nao estejam no mesmo. Esta estratégia € realizada por
meio do método IloCplex: :addUserCut do CPLEX.

Como discutido anteriormente, as desigualdades devem ser geradas previamente para
que sejam usadas por ambos os critérios. Para obter todas as cliques maximais de um dado
grafo, utilizou-se o pacote QuickCliques (Eppstein et al., 2010), que contém algoritmos
para a enumeragdo de tais cliques. Optou-se pelo algoritmo proposto por [Tomita et al.
(2006), no entanto, todos os algoritmos do pacote t€m bom desempenho. Destaca-se que,
apesar de haver 0(3|V|/ 3) cliques maximais em um grafo (Tomita et al.,|2006)), na prética
ha muito menos na maioria dos grafos, logo, foi possivel obter todas as cliques maximais

em menos de um segundo para cada grafo usado.
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Algoritmo 5.3 Estrutura basica do cut-and-branch para o BCP usando o modelo baseado
em orientacao.
Entrada: grafo G = (V,E), distancias d : E — Z>.

1: Fun¢do CUTANDBRANCH-BCP-ORIENTACAO(G = (V,E),d)

2: pl < MONTARMODELOPL-ORIENTACAO-RELAXLINEAR(G)

3: (x,y,zmax) < RESOLVEDORPL(/p)

4: se solugdo (x,y,zmax ) néo for inteira entdo

5: H < GERARCLIQUESMAXIMAIS(G)

6: conjDesigClique < &

7: conjDesigCliqueDupla < &

8: para cada clique K € V faca

9: desigClique < GERAR-DESIGCLIQUE(p, (x,,zmax ), i» K)
10: cjDesigClique < cjDesigClique U desigClique
11: desCligDupla < GERAR-DESIGCLIQUEDUPLA(p, (x,y,zZmax ), 1, j» K)
12: cjDesigCliqueDupla < cjDesigCliqueDupla U desCligDupla
13: APLICAR-DESIGUALDADES(pl, cjDesigClique, c jDesigCliqueDupla)
14: pim <~ MUDARVARIAVEISPARAINTEIRAS(pl)
15: (x,¥,zmax) < RESOLVEDORPIM-B&C(pim)
16: retorne (x,y,Zmax)

5.1.2.1 Experimentos computacionais

Com a finalidade de verificar se as desigualdades validas aplicadas no cut-and-branch
descrito na secao anterior sao capazes de melhorar o desempenho em alguma instancia do
BCP em relagdo ao modelo baseado em orientacdo puro, foram realizados experimentos
utilizando instancias da literatura e implementagdes dos métodos descritos neste capitulo.

O modelo baseado em orientag@o e o cut-and-branch foram implementados em lin-
guagem C++ e utilizando o resolvedor IBM/ILOG CPLEX 12.6.3, com sua biblioteca
Concert Technology, conforme citado na secdo anterior. O compilador utilizado foi o g++
5.4. Os experimentos foram executados em um computador com processador Intel Core
17-3770 (3.4GHz), 8GB de RAM e sistema operacional Ubuntu Linux 16.04.2 LTS.

Cada experimento consistiu em aplicar tanto a implementacao do modelo baseado em
orienta¢cdo puro (sem desigualdades adicionais) quanto o cut-and-branch (combinando o
modelo com as desigualdades clique e clique dupla) usando ambos os critérios para cada
instancia do BCP do conjunto GEOM. Para fins de comparacao, utilizou-se também uma
implementa¢do do modelo padrdo de PI para o BCP (conforme descrito na Subsecdo
do Capitulo [2). O tempo limite imposto para cada método aplicado a cada instancia foi
de 3 horas (10800 segundos).

Para a realizacdo dos experimentos, € necessario também determinar um limite su-
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perior U suficientemente forte para y(G,d), que serd usado no lugar deste valor quando
necessario. Para isso, aplicou-se a heuristica gulosa baseada na alocagdo exaustiva por
frequéncias (Sivarajan et al., 1989)), também usada nos experimentos descritos na Secao
4.3

O primeiro conjunto de experimentos envolve a comparacdo de desempenho entre a
formulacao padrao do BCP e o modelo baseado em orientacdo. Ambos foram executados
sob as mesmas condi¢des do CPLEX, destacando-se o uso de apenas uma thread e a nao
utilizacdo de métodos para passagem de solucdo inicial completa ao resolvedor (ao con-
trario dos experimentos da Se¢do [4.3), de modo a investigar melhor o comportamento da
enumeracao em relacdo a obtengdo de limites superiores. Os resultados sdo dados na Ta-
bela[5.1] na qual pode-se ver que o modelo baseado em orientacdo é claramente superior
a formulagdo padrao, o que é esperado, uma vez que esta tltima tem tamanho pseudopo-
linomial, ao contrario do modelo proposto neste capitulo, que € linear. Entretanto, como
discutido na prova do Teorema 0 parametro s tem impacto no tamanho do conjunto
de solugdes factiveis do politopo, de modo que a utilizacdo de um valor muito grande
pode degradar o desempenho e levar a instabilidade numérica. Nos resultados obtidos,
definiu-se s = U + 4dmax.

O segundo conjunto de experimentos consiste em uma verificagdo empirica do im-
pacto da adicao das desigualdades validas ao modelo baseado em orientacdo, de acordo
com as duas estratégias descritas anteriormente para o cut-and-branch. Os resultados ob-
tidos sdo dados na Tabela Das 33 instancias GEOM, as abordagens cut-and-branch
obtiveram solugdes 6timas mais rapidamente que o modelo de orientacdo puro em 14
(42,43%) delas. Mais especificamente, C&B-BCP-Orient-Completo foi o melhor em 9
(27,3%) instancias, enquanto C&B-BCP-Orient-Incremental foi o primeiro a encontrar a
solugdo 6tima em 5 (15,15%) instancias. Tal resultado mostra que as desigualdades vli-
das sdo capazes de melhorar o processo de resolucao do modelo baseado em orientagao.
Porém, a formulacao pura conseguiu encontrar a solu¢ao étima mais rapidamente ou me-
lhores limites superiores (quando o tempo limite foi excedido para todas as abordagens)
em 19 (57,6%) instancias. Isso é explicado, principalmente, por trés fatores. Primeira-
mente, na abordagem C&B-BCP-Orient-Completo, as desigualdades foram adicionadas
diretamente no modelo gerado, o que aumentou seu tamanho de forma bastante signifi-

cativa, levando a um nimero maior de variaveis duais e aumentando o tempo de solugdo
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Tabela 5.1: Resultados obtidos pelas implementa¢des dos modelos padriao e baseado em orientacdo para
as instincias do BCP do conjunto GEOM.

Instancia | |V| Modelo padrao Modelo baseado em orientacao
Melhor Sol. Melhor LI Gap (%) Tempo (s) | Melhor Sol. Melhor LI Gap (%) Tempo (s)
GEOM20 21 21 0.00 0.47 21 21 0.00 0.02
GEOM20a | 20 20 20 0.00 2.03 20 20 0.00 0.05
GEOM20b 13 13 0.00 0.08 13 13 0.00 0.02
GEOM30 28 28 0.00 0.78 28 28 0.00 0.15
GEOM30a | 30 27 27 0.00 3.58 27 27 0.00 0.51
GEOM30b 26 26 0.00 1.20 26 26 0.00 0.49
GEOM40 28 28 0.00 1.10 28 28 0.00 0.35
GEOM40a | 40 37 37 0.00 505.66 37 37 0.00 5.90
GEOM40b 33 33 0.00 179.09 33 33 0.00 51.90
GEOMS50 28 28 0.00 3.85 28 28 0.00 11.59
GEOM50a | 50 50 50 0.00 8931.83 50 50 0.00 34.12
GEOMS50b <35 34 3.00 10800.00 35 35 0.00 159.32
GEOMG60 33 33 0.00 155.56 33 33 0.00 14.35
GEOM60a | 60 <56 32.13 43.00 10800.00 50 50 0.00 680.90
GEOMG60b <5l 14 73.00 10800.00 41 41 0.00 1191.01
GEOM70 38 38 0.00 1337.17 38 38 0.00 7212.36
GEOM70a | 70 <67 5 93.00 10800.00 61 61 0.00 701.51
GEOM70b None 7 oo 10800.00 47 47 0.00 117.80
GEOMS0 41 41 0.00 5383.91 41 41 0.00 1023.54
GEOMS80a | 80 <73 2.176 97.00 10800.00 63 63 0.00 7079.91
GEOMS80b None 2.0272 oo 10800.00 60 60 0.00 918.16
GEOM90 <48 8.367 83.00 10800.00 46 46 0.00 39.20
GEOM90a | 90 <81 2.093 97.00 10800.00 <64 38 41.00 10800.00
GEOM90b None 2 oo 10800.00 <71 50 30.00 10800.00
GEOM100 <55 5 91.00 10800.00 50 50 0.00 63.00
GEOM100a | 100 <97 1.404 99.00 10800.00 <70 47 33.00 10800.00
GEOM100b None 2 oo 10800.00 <73 40 45.00 10800.00
GEOM110 <58 2.287 96.00 10800.00 <50 49 2.00 10800.00
GEOM110a | 110 <98 2 98.00 10800.00 <74 33 55.00 10800.00
GEOM110b None 2 oo 10800.00 <79 49 38.00 10800.00
GEOM120 <64 2.276 96.00 10800.00 59 59 0.00 570.45
GEOM120a | 120 <108 1.46 99.00 10800.00 <85 49 42.00 10800.00
GEOM120b None 1.4162 oo 10800.00 <90 32 64.00 10800.00

para cada relaxacao linear. O segundo fato € que todas as desigualdades foram geradas do
conjunto de cliques maximais, de modo que nao ha algoritmos especificos de separagao,
0 que aumenta o tempo de geracdo das desigualdades, além de impactar nas de tipo clique
dupla, pois tais cliques maximais ndo levam necessariamente em conta situagdes onde
alguns vértices sdo adjacentes apenas a um dos vértices da aresta selecionada. Por fim,
o terceiro fato € que, devido as condi¢cdes muito especificas para que as desigualdades
induzam a facetas, esta caracteristica nem sempre € valida para a maioria das instancias
do BCP, como as GEOM.

Apesar disso, o potencial das desigualdades para melhorar algoritmos baseados em

planos de corte permanece valido. Dentre todos os resultados da Tabela destaca-
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se que, para a instaincia GEOM40b, o modelo de orientacdo puro (sem as desigualda-
des adicionais) levou 51,9s para encontrar a solucao 6tima, enquanto C&B-BCP-Orient-
Completo usou 0,97s (5350,5% mais rapido) e C&B-BCP-Orient-Incremental precisou
de 1,5s (3460% mais rdpido). Além disso, para a instancia GEOM60a, o modelo de
orientagdo puro utilizou 680,9s para achar a solu¢do 6tima, mais que C&B-BCP-Orient-
Completo, que levou 106,74s (638% mais rapido) e C&B-BCP-Orient-Incremental, que
usou 65,44s (1040,5% mais rdpido). As maiores melhorias obtidas no cut-and-branch
ocorreram na instdncia GEOM70, para a qual o modelo puro usou 7212,36s para encon-
trar a solugdo 6tima, enquanto C&B-BCP-Orient-Completo levou 2,12s (340205,7% mais
rapido) e C&B-BCP-Orient-Incremental usou 3,87s (104983,4% mais rapido).

Por fim, mensurou-se também a quantidade de cortes genéricos gerados pelo CPLEX
quando as varidveis sdo mudadas para inteiras, levando em conta que todos os parrame-
tros do resolvedor sao os mesmos para todos os experimentos. A Tabela [5.3] apresenta
tais estatisticas. Pode-se observar que o modelo puro usa mais cortes do tipo flow (fluxo)
e mixed-integer rounding (arredondamento inteiro misto) em compara¢ao com as abor-
dagens cut-and-branch. Para instancias menores, ambos C&B-BCP-Orient-Completo e
C&B-BCP-Orient-Incremental ndo geram cortes cover (cobertura), mas a medida que o
tamanho da instincia aumenta, alguns cortes deste tipo sdo gerados. Um comportamento
similar € observado para cortes flow no modelo puro, entretanto, nenhum deste tipo é ge-
rado no cut-and-branch. Os outros tipos de cortes seguem um padrao similar de geracao
em ambas as abordagens cut-and-branch e o modelo baseado em orientacdo puro, onde
C&B-BCP-Orient-Completo usa mais cortes implied-bound (limite implicito), enquanto

C&B-BCP-Orient-Incremental usa mais cortes mixed-integer rounding e zero-half.

5.2 Modelo baseado em distancias

Como citado anteriormente, o0 modelo baseado em orientacao foi originalmente proposto
para o problema de alocacdo de canais com minimizacdo de interferéncia (MI-CAP),
sendo também usado no cenario onde deve-se minimizar a interferéncia de canais (cores)
adjacentes. Para este segundo caso, Delle-Donne (2016) propds uma variacao do modelo
baseado em orienta¢do, agora dita ser baseada em distancias, onde as varidveis indicam a

diferenca entre cores alocadas a cada par de vértices, ao invés das cores dos vértices em

102



si.

Seguindo essa formulagao de Delle-Donne| (2016), bem como o modelo baseado em
orienta¢do para o BCP descrito no capitulo anterior, desenvolveu-se uma adaptacgdo preli-
minar d a formula¢do baseada em distancias para o problema de coloracio cldssica (VCP),
onde estudou-se o poliedro definido pela formulagdao com as solu¢des do VCP, porém sem
a determinacdo de uma funcdo objetivo. Ressalta-se que tal formulacdo também pode
ser aplicada ao Problema de Coloragdo Minima em Geometria de Distancias Uniformes
Iguais (MinGEQ-CDGP-Unif), descrito na Segao [3.2.1]do Capitulo [3] devido a sua equi-
valéncia com o VCP.

A formulacao baseada em distancias usa os seguintes conjuntos de varidveis:

e ¢;; = diferenca entre cores atribuidas a i e j (ou seja, g;; = x(i) —x(/)).

I seqij<0;
® yij=
0 caso contrario.

Com tais varidveis, sendo |C| um limite superior para o nimero cromdtico (ou seja,

tem-se um conjunto de cores C = {1,2,...,|C|}), define-se o seguinte politopo:
qij = qik + qx;j Vi,jkeV, i<k<]j (5.11)
qij = 1 —|Clyij V(i,j) €E, i< (5.12)
gij < —1+|C|(1—yij) V(i,j)€E, i< (5.13)
i € {~|C|+1,...,|C|—1} VijeV, i< (5.14)
vij € {0,1} V(i,j)€E, i< ] (5.15)

As restri¢oes (5.11)) refletem a separagdo de cores entre os vértices, inclusive entre os
ndo adjacentes entre si, de acordo com a interpretagdo das varidveis x;;. Os conjuntos de
restri¢des (5.12)) e (5.13) induzem a orientac¢do do grafo de acordo com as cores atribuidas.
Por fim, (5.14) e (5.15)) referem-se a integralidade e limites das varidveis.

A formulag@o acima segue o conceito de O-esferas utilizadas nos modelos de colora-
¢oes com distancias descritos no Capitulo [3] Desse modo, cada varidvel corresponde a
uma 0-esfera, de modo que o médulo do valor da mesma indica o comprimento do seg-

mento de reta correspondente. Um exemplo de instancia cuja solucdo € codificada pela
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c(1)=1 c(2)=3 1,3) Valores das variaveis
na solugao 6tima:

Chzf-i yi2 =1
PP aBZl vi=t
q14 = - y14:1

1 (QZ3 = 0) Yo4 = 1

: 024 = -1 =
I ® ® -3 034 = 1 y34=0
2

Figura 5.4: Exemplo de instancia de coloracio classica (VCP) cuja solugdo é codificada de acordo com o
modelo baseado em distincias, sendo também mostrada pela representagdo em 0-esferas. No grafo, também
€ mostrada a orientacao induzida.

formulag@o acima, bem como sua representagcdo por O-esferas, pode ser visto na Figura

5.4
O conjunto de restricdes é composto de O(|V|?) equacdes, porém, o mesmo pode

ser substituido por um conjunto de O(|V|?) equagdes, como visto a seguir.

Teorema 5.6. Se V ={1,...,|V

}, entdo as restricdes equivalem a:

Qii+1+qit1,i+2 = Giit2 VieV,i<|V|-2 (5.16)

Gij +Git1,j-1 =qij—1+qiv1,; Vi, jeV,i<|V|=3,i+3<j (5.17)

Prova. A demonstragdo a seguir é baseada na prova do Teorema 2.3.1 de Delle-Donne
(2016). O enunciado do teorema equivale a dizer que, para V = {1,...,n}, tem-se que as
restricoes (5.11) sdo vdlidas se, e somente se, as restricoes (5.16) e (5.17) também forem.

Assim, deve-se proceder com uma prova em duas partes, como feito a seguir.

n(n—1)

(—) Considere um vetor ¢ € R~ 2 para o qual as restricdes (5.11) sdo respeitadas. E

possivel observar que (5.11)) e sd0 iguais se k =i+ 1 e j=i+2, como visto a
seguir:

. k=i+1, j=i+2
GI0): gij=qgu+axj = g+ =49 ————— qii+1+Git1,i+2 = qii+2

(.16): qii+1 +qi+1,i+2 = qi,i+2

Assim, g satisfaz (5.16)). Considere agora dois vértices a e b taisque 1 <a < |V|—3

e a+3 < b < |V|. Desse modo, tem-se as duas seguintes expressdes, ambas derivadas de

G.110):
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i=a, k=b—1, j=b
qij = qik + qxj =—————= Yqab = Gap—1 T 9b—1b

i=a+1, j=b—1, k=b
qij = ik +qk;j da+1,b = Ga+1,p—1 +qb—1

Subtraindo-se as duas expressoes e reorganizando o resultado, obtém-se:

qab = 9ap—11TGpb—1p

— 9at1,b = 9at+1,p—1+4qgb—1

dab — 4a+1,b — 9ab+1 — Ga+1,b—1

= qab T 9a+1,b—1 = Ga+1,p T 9ap+1

O resultado € equivalente a expressao bastando efetuar as substituicdes de varid-

veis a =i e b = j. Assim, g também satisfaz tal conjunto de restri¢des.

n(n—1)

(+—) Considere agora um vetor ¢ € R™ 2 para o qual as restri¢des (5.16) e (5.17) sdo

respeitadas. Serd mostrado a seguir que g também satisfaz (5.11)). Sejam i, j, k vértices do

grafo, de modo que 1 < ik, j < |V|ei< k< j. Alguns casos serdo considerados a seguir.

e Caso I: k=i+1e j=k+1 (ouseja, j =i+2). Neste caso, tem-se que (5.16) e

(5.11) sdao equivalentes, como j4 mostrado anteriormente e replicado aqui:

i+1=k, i+2=]
(B.16): giiv1 +Gir1,i12 = giiv2 Ak | qij = qik + qkj
G.11): gij = qix + qx;j
Como (5.16) é vilido, entdo (5.11)) também serd neste caso.

e Caso2: k=i+1e j>k+1. Iniciando de (5.16), soma-se a expressdo com (5.17)
varias vezes, de modo que, na primeira vez, substitui-se j por k 4 2, € nas proximas

somas incrementa-se tal expressdo em uma unidade, seguindo entdo k+3,k+4,...,

105



até o valor j selecionado, como feito a seguir.

k7T = Gk—1k + QT
T QgD T Gk T = Gt T+ DT
* a3 Gk T = Qi Gk
t Gt At Gkt 3 = Ghtte73 + Qrkd

+ Gi—1,j + Q=T = Gi—tj=1 + Gk;

qk—1,j = Gk—1k +qk;j

= qij = qik T qk;j
O resultado obtido € exatamente igual a[5.11] o que leva a sua validade.

e Caso 3: k> i+ 1. Para este caso, partindo de (5.17) com j trocado por k+ 1, deve-se
efetuar sucessivas somas com a mesma expressao, mas trocando j por k+2, k+ 3,

..., até o valor j original, como feito a seguir:

Qid=T+ Qi+ 1k = Gik + GitrisT
Qi t Qi kit T = Qi T+ Gibpr2
T Qide3 T Qidde 2 = Qiks2 + Qi3
+

T 4T Qi1 = Qig=T T qit1,j

qij t 9i+1k = Gik T qi+1,j

Em seguida, deve-se efetuar, com o resultado obtido, novas sucessivas somas de

(5.17)), agora trocando i por i + 1 (em todas as somas) e jpork+1,k+2,k+3, ...,
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até o valor j original, como feito a seguir:

qij + Qitrx = Gik T 4itt7
+ Qi T T itk = itk T Gid2kF T
T Qg7+ Qi2deF T = Gisded T T Gid 242
T Qi 3t Qir2d 2 = Qi d 2 T Qi 2473
4+

+ Qi Giag—T = i1 T qiv2,j

qij T qi+2.k = Gik T qi+2,j

O processo deve ser repetido novamente, sempre somando o resultado do dltimo
somatorio com novas somas de , incrementando i em uma unidade em relacao
ao ultimo valor considerado até kK — 2 e, para cada variagdo em i, mudando j por
k+1,k+2,k+3, ..., até o valor j original. Seguindo o padrdo acima, observa-se

que, para i + ¢ (onde ¢ € um nimero natural), o somatério resultante é

qij T Gi+e+1k = Gik T Gi+0+1,j

Assim, para a troca de i por k —2 (ou seja, { =k — i — 2), tem-se:

qij +qk—1k = Gik T qk—1,j

Somando-se esta expressdo com a restrigdo [5.16] mas substituindo a varidvel i da
mesma por k — 1 (observando que o i desta nao €, necessariamente, o mesmo das
somas realizadas até o momento, ja que a restri¢do serd vélida para qualquer i <

k < j), obtém-se:
qij + Qe—tx = qik + Qe—t7

+ Q77 = Q%+ qkj

qij = qik + qkj

Que ¢ exatamente a expressdo (5.11).
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A partir das demonstracdes acima, tem-se provada a equivaléncia entre as restri¢cdes

(5.T1) e as expressoes (5.16) e (5.17).
O

Seguindo o Teorema|5.6] entdo, a formulagio baseada em distancias para o VCP pode

ser reescrita da seguinte forma:

Giit1+ qiv1,i+2 = Giiv2 VieV,i<|V|-2 (5.18)
qij+qit1,j-1=qij-1+qit1,j Vi, jEV,i<|V][=3,i+3< (5.19)
qij > 1—|Clyi; V(i,j)EE, i< (5.20)
qij < —14|C|(1—yij) V(i,j)€EE, i<]j (5.21)
qijE{—|C|—|—l,...,|C‘—1} Vi,jeV,i<j (5.22)
Yij € {0,1} V(i,j) €E, i< (5.23)

Para o modelo definido pelas expressoes (5.18))—(5.23)), tem-se que existem w

varidveis g e |E| varidveis y, de modo que a formulagio tem, entdo O(|V|?) varidveis.
Além disso, o maior conjunto de restricdes ¢ (5.19), de modo que a formulacdo tem
O(|V|?) restrigdes.

Seja PD(G,C) o fecho convexo de solugdes vélidas do modelo baseado em distincias,

: VI0YI=D 4 g : -
ou seja, dos pontos (g,y) € R 2 que satisfazem as restricoes (5.18)—(5.23). A

dimensao de tal politopo € dada pelo teorema a seguir.
Teorema 5.7. Se |C| > x(G) + 1, entdo dim(PD(G,C)) = |V|+ |E| — 1.

Prova. A dimensdo de um politopo P (ou seja, dim(P)) equivale a dimenséo de seu fecho
afim (aff(P)), ou seja o maior niimero possivel de pontos afim-independentes menos 1.

Se P = {x € R" | Ax < b}, pode-se particionar Ax < bem A<x < b~ e A=x = b~. Logo:

dim(P) = n— posto(A™) (5.24)

onde posto(A~) é o nimero de linhas linearmente independentes de rank(A~) (Ferreira e
Wakabayashi, 1996; Pendavingh, 2015).

Seguindo tais conceitos, seja PD~ o conjunto de igualdades de PD(G,C) e PD< o de
desigualdades. Para mostrar que dim(PD(G,C)) = |V|+ |E| — 1 se |C| > %(G) + 1, serd
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mostrado que para tal limite de |C|, existird a0 menos um ponto (g,y)" tal que (5.20) serd

uma desigualdade estrita, ou seja:
gij > 1—|Clyi; V(i,j)€E, i<]j (5.25)
e 20 menos um ponto (g,y)? tal que serd uma desigualdade estrita, ou seja:
gij < —1+|C|(1—yij) VY(i,j)€E, i< (5.26)

(observando que (g,y)! no precisa ser necessariamente diferente de (g,y)?). J4 que, para

|C| > x(G) + 1, o menor valor inteiro possivel para |C| é x(G) + 2, pode-se efetuar as
seguintes substitui¢coes em (5.25)) e (5.26):

qij > 1= (X(G) +2)yij V(i,j) €E, i< (5.27)

qij < =14+ X(G) +2)(1 —yi;) V(i,j) €EE, i< (5.28)

Ao encontrar, para cada uma das restri¢des modificadas, a0 menos uma solucao que a sa-
tisfaga, garante-se que que as unicas em P~ sdo (5.18)—(5.19). Desse modo, serd possivel
usar a férmula em para calcular dim(PD(G,C)).

Primeiramente, observe que para qualquer grafo nao direcionado simples G, tem-se,
para toda aresta (i, j) € E, que 1 < |x(i) —x(j)| < x(G) —1, ja que x(G) — 1, que é a
diferenca entre a maior (%(G)) e a menor (1) cor usada e a diferenga de cor entre dois
vértices usando cores consecutivas é 1.

Agora, considere uma aresta (i, j) € E arbitraria. Quando y;; =1 (ou seja, ¢;; < 0),

tem-se que:

gij > 1—(X(G) +2)yi; (5.29)
qij < —14+x(G) +2)(1 —yi) (5.30)
Que resulta em:
gij > —1—x(G) (5.31)
gij < —1 (5.32)
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De modo similar, quando y;; = 0 (ou seja, g;; > 0), tem-se que:

gij > 1= (X(G) +2)yij (5.33)
gij < —1+(X(G) +2)(1 —yij) (5.34)
Que resulta em:
qij > 1 (5.35)
gqij <x(G)+1 (5.36)

Tem-se entdo que (3.31)—(5.32) e (5.33)—(5.36) implicam que:

1< lgijl <x(G)+1

Desse modo, para que uma solucao satisfaca as restricoes modificadas para uma aresta
(i, ), a coloragdo correspondente deve garantir que 2 < |x(i) —x(j)| < x(G).

Considere uma coloragio x%FT : V — [1..%(G)] (ou seja, a 6tima). Seja:
® V,V2,...,Vy| umaordenagdo dos vértices tal que x(v4) < x(vg+1) paraa=1,2,...,|V|.

® ¢j,ez,...,ep uma ordenagio das arestas tal que, sendo e = (i1,)1) e e = (i2, o),
tem-se que e; = e se, € somente se, i; = ix € j; = jo; e; < ez Se, € somente se,
i1 <ipouij=1ipe j1 < jo;€e; > ey se, esomente se, ip >ipoui;=1Iire j1 > jo
(ou seja, arestas ordenadas de acordo com o primeiro vértice e, em caso de serem o

mesmo, de acordo com o segundo vértice).

Sem perda de generalidade, considere que vi < vy <... ,v‘V| (Ja que os vértices podem
ser rotulados de acordo com esta ordem e a das cores)) e que um ponto correspondente

a uma solugdo de PD(G,C) € representado como (g, y), onde ¢ = (Gv;vy: Gvivys- - > Guivy)»

OPT

Gvyvis-- s Quy_vyy) €Y = (Ver:Yers -1 Yey- Denote como (g,y)™"" o ponto correspon-

dente & coloragio xOF7

OPT construa as coloragdes x* : V — [1..%(G) + 1] para todo k = |V |, |V| —

A partir de x
1,...,1, onde x*(v,) = x(v,) para a = 1,2,...,|V| —k e x*(v;) = c¢(vp) + 1 para b =
V| —k+1,...,|V|. Tais solugdes existem pois |C| > x(G). Para cada x*, o ponto cor-

respondente em PD(G,C) sera (g,y). Observe que:
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\4

q’jaw) = qv,v, paratodo a,b < k, uma vez que as cores de v, e v;, para tais valores de
a e b sdo as mesmas da solugdo inicial (o que mantém o valor da distancia entre as

cores sem alteracdo).

V|

q’v‘av . = qvav, T 1 paratodo a <k, pois como a cor de vy foi incrementada, a distancia

da mesma para as cores dos vértices vi,va,...,vi—1 (que sdo menores, pela orde-
3 V2, » Vk

nacdo dos vértices) é aumentada de acordo com o incremento da cor. Ressalta-se

que como consequéncia disso, existird, para cada aresta (i,vy), a0 menos um ponto

onde as restricoes modificadas (5.27) e (5.28) sdo satisfeitas.

V]

° q’jkvb = qww, para todo b > k, ja que as cores dos VErtices Vi1, Vk42,--.,V|y| tam-

bém ja foram incrementadas em relacdo a coloracdo original clv

, de modo que

o incremento na cor de v; cancela a distancia adicional para as cores dos vértices

posteriores.

Pela existéncia dos pontos (g,y)*, tem-se entdio que para cada (i, j) € E hd a0 menos

um ponto em PD(G,C) onde as restri¢cdes (5.27) e (5.28)) sdo satisfeitas, isto é, as restri-

¢oes originais (5.20) e (5.21)) sdo satisfeitas como desigualdades estritas. Logo, tem-se
que apenas (5.18) e (5.19) serdo sempre igualdades em todos os pontos de PD(G,C), de

modo que PD= = {(5.18), (5.19)}.

Observando-se o modelo definido por (5.18)—(5.23)), tem-se que existem w
varidveis ¢ e |E| varidveis y, totalizando w + |E| varidveis, logo, PD(G,C) €
WMZPUHE'. Em relagdo as igualdades, existem |V | — 2 restri¢des em (5.18)) e w
restricoes em ([5.19). Portanto, tem-se que:
_ VI>=5[V|+6
posto(PD™) = |V| -2+ Vi 2’ [+
Sendo assim, pode-se calcular a dimensao do politopo pela férmula (5.24)):
VI(V]—1 VI?=5[V|+6
aim(pp(G,0) = VI 4 gy (|V| o4 MEZOWIH )
V2= |V|+2|E|— ([V]*=5|V|+6+2|V|—4
din(p(G, ) = WPV 2EL= (VP =SV 4 6+2v1 =4
dim(PD(G,C)) = |V|+|E|—1
O
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Como consequéncia direta do Teorema([5.7] tem-se o seguinte resultado adicional.

Corolario 5.1. Se |C| > x(G) + 1, entdo PD(G,C) ndo tem dimensdo plena.

5.2.1 Desigualdades validas

Uma vez que o modelo baseado em disténcias, definido pelas expressoes (5.18)—(5.23),
€ derivado da formulacdo baseada em orientagdo, € possivel utilizar as desigualdades
vdlidas definidas para esta dltima na primeira, seguindo algumas modificagdes. Desse
modo, é possivel dizer que as desigualdades de um modelo s@o obtidas a partir das do

outro e vice-versa, como serd mostrado a seguir.

5.2.1.1 Equivaléncias com modelo de orientacao

Nos teoremas a seguir, considere que que d; denota uma fun¢do de distancia unitéria, ou
seja, dy : E — {1}. O primeiro deles mostra que as desigualdades vdlidas para o modelo

baseado em orientagdo podem ser usadas na formulagdo de distancias.

Teorema 5.8. Seja owx; + Ty < oux; + Ty uma desigualdade vdlida (respectivamente, in-

dutora de faceta) para PO(G,d,,|C

), onde (i,j) € E. Entdo, 0q;j+ Ty < T ¢ vdlida

(respectivamente, indutora de faceta se |C| > x(G) +2) para PD(G,C).
Prova. A validade da desigualdade para PD(G,C) segue diretamente da defini¢do da va-
ridvel g;;, uma vez que:

ox;+my <ox;j+Ty = ox;—oxmy <oxj+Ty =  ox;—x;)my <o+ T

= 0gij+ 1Ty <o

Para verificar a indug#o de faceta, considere |V|+|E| pontos afim independentes (x*,y*) €
PO(G,d,,|C|) (comk=1,2,...,
seja, a desigualdade vdlida para PO(G,d,|C|) na igualdade). Parak = 1,2,...,|V|+|E]|,

i + Ty = ax;j + T (ou

mapeie o vetor x* em £ = (x’f,xé xl,x3 xz,xk x3, f‘v‘ —xf‘v‘_l). Os vetores
# (com k = 1,2,...,|V| + |E|) sdo afim independentes, uma vez que o mapeamento

de x* em £ ¢ uma transformacdo linear com uma matriz nio singular (ou seja, inver-
tivel). Para k = 1,2,...,|V|+ |E|, remova a primeira componente de ¥, de modo a

obter um vetor £ = (xgl,x’§2,x§3, . ,x’n"nfl). Como se tem pontos (£4*,y*) para todo
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k=1,2,....|V|+|E|, hd

V| +|E]| vetores e, por consequéncia, existem |V|+|E| — 1 pon-

tos afim independentes. Sendo assim, defina, para k = 1,2,...,|V|+|E| — 1, o vetor ¢F,
no qual se tem qf,f | = )Ef*;fl parat =2,...,|V| e o restante das varidveis com valores

determinados pelas restricdes de igualdade (5.18) e (5.19). Tem-se entio pontos (g¥,y*)
para todo k = 1,2,...,|V|+ |E| — 1, ou seja, tem-se |V|+ |E| — 1 pontos afim indepen-
dentes que satisfazem oig;; + Ty = To (ou seja, a desigualdade valida para PD(G,C) na

igualdade). O

O préximo teorema envolve a afirmacao reversa, isto é, que as desigualdades vélidas

para o modelo baseado em distincias podem ser usadas na formulacdo de orientagdo.

Teorema 5.9. Considere que C = {1,...,|V|}. Seja yq+ my < Wy uma desigualdade

vdlida (respectivamente, indutora de faceta) para PD(G,C). Entdo, Y. ;j(x; —x;) + Ty <
i#]

Ty € vdlida (respectivamente, indutora de faceta se |C| > x(G) +2) para PO(G,1,CU

{Ic]+1}).

Prova. A validade da desigualdade para PD(G,C) segue diretamente da defini¢do da va-

ridvel g;;, uma vez que:

Yg+my<mo = Y Vijgij+my<mo = Y Yij(xi—x;)+my<mo
i#] i#]
Para verificar a indugdo de faceta, considere |V|+ |E| — 1 pontos afim independentes
(¢5,y%) € PD(G,C) (com k = 1,2,...,|V| + |E|), os quais satisfazem yx +y = y. Para
k=1,2,....|V|+|E| — 1, seja ¢k : V — C uma atribui¢io de cores compativel com
(¢%,¥*) (que pode nido ser tnica se rg?]x \qé‘j\ < |C| =1, uma vez que as varidveis ¢ ar-
mazenam apenas as diferencas entre cores, mas ndo as cores em si). Construa o ponto
(x*,y%) € PO(G,d,,|C|) correspondente a c* (ou seja, x¥ = c*(i)). Tal ponto também
pertence a PO(G,d;,|C|+ 1), ja que PO(G,d;,|C|) C PO(G,d,,|D|) if C C D. O mapea-
mento (xX,y%) — (¢*,y*) é uma transformacio linear L(x,y) = A x (x,y) para uma matriz
A nio quadrada. Considere os pontos (x!',y!) e (x',y!), onde &} = x! + 1 paratodoi € V.
Ambos os pontos pertencem a PO(G,CU {|C|+ 1}) e sdo distintos, logo, sdo afim inde-
pendentes. Parak =2,...,|V|+ |E|—1, o ponto (x*,y*) ¢ afim independente em relacio
aos pontos { (', y)Ju{(x!,y"),..., (k1= 1)}, ja que, caso contrério, o ponto L(x*, y*)

seria afim independente em relagdo a {L(x',y")} U{L(x',y"),...,L(x**"1,y*"1)}, 0 que é
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uma contradi¢io. Desse modo, tem-se |V|+|E| pontos {(x',y")}U{(x",y1), (x%,y?),...,

(alVIHEIZT S VIHEI=T) que satisfazem Y y;j(x; — x;) + Ty = 7o (ou seja, a desigualdade
i#]

valida para PO(G, 1,CU{|C|+ 1}) na igualdade). O

Partindo-se dos resultados acima, pode-se reescrever as desigualdades utilizadas na

Se¢do [5.2.1]com o modelo baseado em orientagdo, de modo a tornd-las compativeis com

a formulagdo de distancias, como feito a seguir.

5.2.1.2 Desigualdade clique

Considere um vértice i € V e uma clique K C N(i). Com base na Defini¢do da
desigualdade clique para o modelo baseado em orientagdo para o BCP, tem-se que, para

o VCP, a expressao da desigualdade passa a ser:
Xj > Z yji+1
jek

Para utilizar a desigualdade no modelo baseado em distancias, deve-se adicionar um termo
x;j (onde j € algum outro vértice diferente de i) para o lado direito da desigualdade, de
modo a obter-se uma expressio x; —x; a ser substituida por g;;. Porém, deve-se adicionar
um termo suficientemente grande também ao lado esquerdo para compensar tal adicao.
Desse modo, adiciona-se um termo A(G) + 1 do lado esquerdo, ja que tal valor é um limite
superior valido para a maior cor usada no VCP (Welsh e Powell, |1967). Tem-se entdo,

com isso, a definicdo a seguir.

Definicao 5.2.1. Seja i € V um vértice do grafo e K C N(i) uma clique do mesmo. Desse

modo, a expressdo:
qij+AG) > Y yji (5.37)
define a desigualdade clique associada ao vértice i e a clique K para PD(G,C).

5.2.1.3 Desigualdade clique dupla

Seja (i, j) € E e considere uma clique K C N(i) N N(j). Baseando-se na Definigdo [5.1.2}

tem-se a seguinte expressio para a desigualdade clique dupla para modelo baseado em
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orienta¢do para o VCP:

xi+1+ Y i —yir) <xj+(Cl = |K])yji
kek

A definicao da desigualdade adaptada para o modelo baseado em distincias segue direta-
mente pela substituicdo de varidveis apresentada nos Teoremas [5.8|e[5.9] como mostrado

a seguir.

Definicao 5.2.2. Seja (i, j) € E uma aresta de um grafo G e considere uma clique K C

N(i)NN(j). Define-se a expressao

xit 1+ ) ae—yje) < x4 (IC = K]y (5.38)
kek
como a desigualdade clique dupla (double clique) associada a aresta (i, j) e a clique K e

ao vértice p para PD(G,C).

5.3 Notas do capitulo

Neste capitulo, foram apresentadas duas novas formulacdes de programacao inteira para
problemas de colorac@o em grafos. Na primeira, que foi proposta para o BCP, as apresen-
tada uma nova formulacdo de programacao inteira para o BCP, na qual as soluc¢des indu-
zem a orientagdes do grafo. A formulagdo tem tamanho linear, sendo que a quantidade de
variaveis e restricoes nao depende de limites superiores ou dos valores das distancias do
grafo de entrada. Para a nova formulacdo, também foram apresentadas desigualdades va-
lidas, que induzem a facetas sob determinadas condi¢des. Baseando-se nesses resultados,
foi implementado um algoritmo cut-and-branch para o BCP, onde sdo geradas desigual-
dades para o modelo e, em seguida, 0 mesmo € resolvido por um método tradicional
de programacdo inteira Os experimentos realizados mostram que tais desigualdades sao
promissoras, permitindo que o cut-and-branch obtenha solu¢cdes mais rapidamente em
algumas instancias utilizadas.

O segundo modelo, baseado em distancias, para a coloracdo cldssica em grafos (VCP),
¢ derivado do anterior e usa varidveis que correspondem as arestas do grafo de entrada,
seguindo o conceito de 0-esferas utilizado na modelagem das colora¢des com distancias

(como visto no Capitulo [3)). Mostrou-se que as desigualdades vélidas determinadas para
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a formulacdo de orientacdo também podem ser usadas no novo modelo baseado em dis-
tancias, e que existe uma equivaléncia entre facetas de ambos os modelos. Sendo assim,
foram apresentadas as desigualdades para a formulacao de orientagdo de modo adaptado
para o novo modelo.

Melhorias futuras podem ser realizadas no modelos e no cut-and-branch usado. Novas
desigualdades vélidas indutoras de facetas podem ser determinadas seguindo caracteris-
ticas usadas em outros problemas de coloragdo (como feito por Méndez-Diaz e Zabala
(2006) e Marenco e Wagler (2009)), além do uso de algoritmos de separacdo de cortes
especificos e heuristicas para determinac@o de melhores limites. Para o modelo baseado
em distancias, outra vertente importante para € a determina¢do de uma fun¢do objetivo
para guiar a busca no poliedro, bem como adaptacdes para que o modelo possa também

ser usado no BCP.
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Capitulo 6

Consideracoes finais

Esta tese abordou problemas de coloragdes em grafos com restricdes adicionais de dis-
tancias impostas nas arestas, envolvendo conceitos de teoria dos grafos e geometria de
distancias, cuja principal aplica¢do ocorre na alocacdo de canais em redes sem fio.

Para a realizacdo do trabalho, foi feita uma revisao da literatura sobre coloragdes em
grafos, em especial para o problema de coloragdo cldssica (VCP) e em largura de banda
(BCP), uma vez que o primeiro problema € o principal da classe de coloracdes em grafos e
o segundo o mais usado no contexto de alocac@o de canais. Para cada um dos problemas,
foram apresentados limites inferiores e superiores, bem como modelos de programacao
inteira e métodos exatos e aproximados. Tal revisdo permitiu a identificacdo de diversas
caracteristicas que podem ser exploradas nos problemas de coloracdes com distancias.

Seguindo tal estudo, novas variacdes de colora¢des com distancias foram caracteriza-
das, com diferentes tipos de restri¢des de adjacéncia envolvendo desigualdades e igualda-
des. Para estas coloracdes, foram identificadas propriedades que indicam alguns tipos de
grafos para os quais ndo ha solucao factivel, de modo que, se uma instancia contiver um
subgrafo induzido de um dos tipos identificados, pode-se dizer que tal instincia ndo tera
solugdo, sem necessidade de executar métodos exatos.

Além disso, um modelo de programacao inteira existente foi melhorado e um de pro-
gramacao por restri¢des foi proposto para a coloragdo em largura de banda, sendo ambos
implementados computacionalmente, com a finalidade de identificar solu¢des 6timas. Foi
possivel obter um limite superior melhor para uma das instancias utilizadas, bem como
identificar inconsisténcias em resultados da literatura. Adicionalmente, foi realizada uma

comparacao entre o comportamento das formulagdes de programacao inteira e por restri-
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coes de acordo com a demanda de cores da instincia, de modo que a programacio por
restricdes se mostrou melhor com demandas unitdrias e a programagao inteira foi melhor
com multicoloragao.

Outra contribui¢do foi uma nova formulacio de programacao inteira para o BCP, onde
uma solucao define uma orientacdo. A nova formulacdo tem tamanho linear, ao contra-
rio das ja existentes que sdo pseudopolinomiais, e tem dimensdo plena de acordo com
um parametro de modelagem. Para o novo modelo, foram apresentadas duas familias
de desigualdades vélidas, baseadas em cliques e cliques duplas, as quais sdo indutoras
de facetas sob determinadas condi¢des. Um método cut-and-branch foi implementado
de modo a aplicar as desigualdades no modelo e permitir testes empiricos. A nova for-
mulagdo apresentou bom desempenho devido ao seu menor tamanho, e as desigualdades
validas permitiram, para algumas instancias, encontrar solucdes mais rapidamente que o
modelo puro, mostrando que ha potencial para utilizacdo delas.

Por fim, uma contribui¢do adicional da pesquisa foi o modelo de programacdo inteira
baseado em distancias para o VCP, derivado da formulagdo de orientacdo. As varidveis
do mesmo, ao invés de indicarem cores, passam a indicar diferencas entre cores de pares
de vértices, seguindo a modelagem em 0-esferas das coloracdes com distancias. Para esta
formulagdo, foi verificado que héd equivaléncia entre as desigualdades védlidas da mesma e
as do modelo baseado em orientacdo, inclusive com respeito a defini¢do de facetas, sendo
fornecidas as desigualdades clique e clique dupla de modo adaptado para a formulacao
baseada em distancias.

Para ambas as hipdteses que baseiam esta pesquisa, foi possivel obter respostas posi-
tivas para as mesmas, de modo que variacdes representativas de coloragdo foram geradas
com diferentes tipos de restricdes e pesos nas arestas, bem como modelos tedricos repre-
sentativos foram caracterizados, embasando métodos de resolucio eficientes.

Apesar do contexto tedrico deste trabalho, espera-se também que as contribui¢des for-
necidas na mesma tenham impacto em aplicagdes de coloracdes em grafos, em especial
no contexto de alocagdo de canais, que foi o principal problema motivador das abordagens
utilizadas. Com os resultados apresentados, torna-se possivel modelar diferentes cendrios
de comunicacgdes, o que pode permitir um planejamento mais pratico das redes mdveis
sem fio, além de melhorar estratégias de alocagdo ja existentes e utilizadas em cendrios

reais. Diversas publicagdes em periddicos e apresentacdes em eventos nacionais € inter-
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nacionais foram realizadas com os resultados obtidos, que podem ser vistas no Apéndice
[Al

A pesquisa envolvendo os problemas de coloracdes com distancias continua. Tra-
balhos jé iniciados incluem a identificacdo de familias de desigualdades validas para os
novos modelos de programacao inteira (baseados em orientacdo e distancias) e melho-
rias para a formulagdo baseada em distancias, incluindo a determinag@o de uma funcao
objetivo que permita o uso da mesma em algoritmos de otimizagdo e a generalizacdo do
modelo para o BCP.

Diversas vertentes desta pesquisa podem ser exploradas em trabalhos futuros além
do que j4 estd em desenvolvimento. Para as variacOes de coloragdes com distancias,
caracteristicas adicionais podem ser aplicadas, como variacdes nas listas de distancias
permitidas, bem como diferentes tipos de restricdo de adjacéncia, incluindo intervalos.
Apesar de a modelagem de programacao por restricdes se mostrar eficaz, pode ser pos-
sivel aplicar outros tipos de restricdes globais ao modelo, de modo a efetuar podas mais
fortes dos dominios das varidveis. Para o método cut-and-branch baseado na formulacio
de orientacdo, algoritmos especificos de separacdo de cortes que ndo enumerem todas as
desigualdades podem ser aplicados de acordo com as estruturas do grafo, o que permite
determinar cortes dominantes durante o processo de obten¢do de novas solugdes, redu-

zindo o tempo de solu¢do das relaxagdes e transformando-o num método branch-and-cut.
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Apéndice A
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sactions in Operational Research - Qualis A2 (de Freitas et al.,[2019).

e Versdo preliminar (anterior) disponibilizada no arXiv, com o titulo “Distance
geometry approach for special graph coloring problems” (de Freitas et al.,

2016).

2. “Notes on models for distance coloring problems”, aceito para publicacdo no pe-

riddico Matematica Contemporanea (Dias et al., 2019b).

3. “The Distance Polytope for the Vertex Coloring Problem”, publicado na colecdo
Combinatorial Optimization da revista Lecture Notes in Computer Science, edi¢ao

ISCO 2018 (Daas et al., 2018e).

4. “Integer and constraint programming approaches for providing optimality to the
bandwidth coloring problem”, submetido (em revisdo) para o peridédico RAIRO -

Operations Research - Qualis B1.

e Versdo preliminar disponibilizada no Optimization Online, com o titulo “Sol-
ving the bandwidth coloring problem applying constraint and integer pro-

gramming techniques” (Dias et al., 2016d).

5. “Facet-inducing inequalities and a cut-and-branch algorithm for the bandwidth co-

loring polytope based on orientation model”, publicado na revista Electronic Notes
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in Discrete Mathematics, edicdio LAGOS 2017 Dias et al.| (2017d).

e Versdo estendida submetida (em revisdo) para o periddico Discrete Applied

Mathematics - Qualis Al.
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1. “Notes on the Bandwidth Coloring Problem and IP / CP Models”, resumo aceito e
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2. “On distance colorings, graph embedding and IP/CP models”, resumo aceito e
trabalho apresentado no VIII Latin American Workshop on Cliques in Graphs -
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2018d).
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aceito e trabalho apresentado no VI Latin American Workshop on Cliques in Graphs
- LAWCG 2014 (9 a 12 de novembro de 2014, Piren6polis, RS - Brasil) (Dias et al.,
2014b)).

9. “Some Challenges in n-dimensional Euclidean Distance Geometry Problems”, apre-
sentado no INFORMS Annual Meeting 2014 (9 a 12 de novembro de 2014, Sao

Francisco - Estados Unidos) (Dias et al.,[2014a)).
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ference of the International Federation of Operational Research Societies - IFORS

2014 (13 a 18 de julho de 2014, Barcelona - Espanha) (Dias et al., 2014c).

A.3 Conferéncias nacionais

1. “Sobre o DGP, realizacdes de grafos em R" e coloragdes”, trabalho apresentado
no XXXVIII Congresso Nacional de Matemdtica Aplicada e Computacional - CN-
MAC 2018 (17 a 21 de setembro de 2018, Campinas, SP - Brasil) (Dias et al.,
2018c).

2. “Politopo baseado em distancias para o problema cldssico de coloracdo de vérti-
ces em grafos”, resumo aceito e trabalho apresentado no III Encontro de Teoria da
Computagao, dentro do XXXVIII Congresso da Sociedade Brasileira de Computa-
¢do - ETC/CSBC 2018 (22 a 26 de julho, Natal, RN - Brasil) (Dias et al., 2016c).

3. “Sobre modelos e algoritmos para coloracdo em grafos com restrigdes de distan-
cia”, artigo aceito e trabalho apresentado no XLIX Simpdésio Brasileiro de Pesquisa
Operacional - SBPO 2017 (27 a 30 de agosto de 2017, Blumenau, SC - Brasil) (Dias
et al.,[2017a).

138



4. “Constraint and integer programming models for bandwidth coloring and multico-
loring in graphs”, artigo aceito e trabalho apresentado no XLVIII Simpésio Brasi-
leiro de Pesquisa Operacional - SBPO 2016 (27 a 30 de setembro de 2016, Vitéria,
ES - Brasil) (Dias et al., 2016D)).

5. “On Special Vertex Coloring Models in Graphs Using Distance Geometry”, apre-
sentado no XI Brazilian Workshop on Continuous Optimization - BRAZOPT 2016
(22 a 27 de maio de 2016, Manaus, AM - Brasil) (Dias et al., [2016a)).

6. “Some results in graph coloring as Euclidean distance geometry problem”, apre-
sentado no II Workshop Franco-brasileiro de Grafos e Otimizacdo Combinatdria -
GCO 2016 (28 de marco a 1 de abril de 2016, Praia da Redonda, CE - Brasil) (Dias
et al.,[2017c).
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Apéndice B
Conceitos basicos

Neste apéndice, serao abordados alguns conceitos necessarios para compreensao do traba-
lho elaborado, envolvendo otimizagdo discreta, combinatdria poliédrica, teoria dos grafos
e geometria de distancias. A escolha por tratar destes temas neste capitulo decorre de sua
aplicacdo para obtengao dos resultados desta tese.

Ressalta-se que a parte envolvendo combinatdria poliédrica foi colocada em uma se-
cdo propria pois esta tese € a primeira do PPGI/IComp/UFAM a abordar tal técnica, logo,
espera-se que tal material possa auxiliar a introduzir estes conceitos a novos pesquisado-

res do programa.

B.1 Otimizacao linear e discreta

Um problema de otimizacdo consiste em encontrar a melhor solu¢do dentre um conjunto
de candidatos. A qualidade de uma solucdo € medida por meio de uma funcao objetivo,
sendo que em um problema de minimizacdo, a melhor solu¢do serd aquela de menor
valor, e em um problema de maximizacao, a solugdo serd a de maior valor (Papadimitriou

e Steiglitz, [ 1998)). O formato basico de um problema de otimizagao é:

Minimizar / maximizar  f(x) (B.1)

Sujeitoa x € P (B.2)

Onde x é uma solucdo, f € a fun¢do objetivo e P é o conjunto de solugdes factiveis

(vidveis). Este conjunto é definido pelas caracteristicas e restricdes cada problema. O
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tamanho deste conjunto pode ser contdvel ou ndo, sendo que no primeiro caso, o problema
¢ dito ser de otimizacdo combinatéria. Sem perda de generalidade, serdo considerados
problemas de minimizag¢do, uma vez que max f(x) = —min—f(x) (Goldbarg e Luna,
2005).

Uma ferramenta bastante utilizada para modelagem de problemas de otimizacgado é a
programac¢do matematica, na qual o problema a ser resolvido € enunciado por um conjunto
de expressdes matemadticas, sendo uma a funcdo objetivo, consistindo no critério a ser
otimizado, e as demais as restri¢cdes do problema. Uma das principais classes de modelos
programagdo matematica € a programacgdo linear. Nela, a fung¢do objetivo € linear (ou
seja, um polindmio de grau 1), e o conjunto de solucdes € definido por restricdes também
lineares. Sendo n e m dois inteiros positivos, onde n € o nimero de varidveis € m o
de restrigdes; A = [q; j] uma matriz de dimensdo n X m (os coeficientes das restricoes);
um vetor ¢ = [¢;] € R" (os custos das varidveis em um problema de minimizagio) e um
vetor b = [b;] € R™ (as demandas), a seguinte formulagdo é um problema de programacéo

linear:

n

Minimizar Y ¢;x; (B.3)
i=1

Sujeito a Zaijx,-:bj (Vj: 1,...,m) (B.4)
i=1

xi >0 (Vi=1,...,n) (B.5)

Neste caso, as varidveis podem assumir valores reais, o que torna o conjunto de so-
lucdes que atendem as restricdes (chamadas de solugdes factiveis) incontdvel. Porém,
existe um método, denominado de simplex, que na prética € bastante eficaz na resolugdo
de problemas de programacgdo linear com todas as varidveis continuas. Apesar disso, a
complexidade de pior caso do mesmo € exponencial, mas na grande maioria dos casos, o
algoritmo € o mais rdpido empiricamente. Outros métodos incluem o das elipséides e o
de pontos interiores (Papadimitriou e Steiglitz, 1998; Maculan e Fampa, 2006).

Nos problemas de otimizagdo combinatdria, entretanto, as varidveis devem assumir
valores inteiros, uma vez que as solu¢gdes possuem elementos discretos. A programacao
inteira € uma variagdo da programacao linear com essa restri¢do adicional. Quando apenas

algumas varidveis devem ser inteiras, diz-se que o problema é de programacdo inteira
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mista. Sendo p o nimero de varidveis inteiras e g o de varidveis nio inteiras (onde p+¢g =
n), com as varidveis inteiras indexadas por / e as continuas por k, a formulagdo a seguir é

de programacao inteira mista:

)4 q
Minimizar Y cxi+ Y cexe (B.6)
=1 k=1
)4 q
Sujeitoa Y a;ixi+ Y agixi=b; (Vj=1,...m) (B.7)
=1 k=1
x>0 (Vi=1,...,n) (B.8)
x>0 (Vi=1,...,q) (B.9)

Outra técnica de modelagem utilizada é a programacdo por restri¢des, cujo foco é
encontrar uma solucao factivel para um conjunto de restricdes, € nao a solucdo 6tima.
Nela, ao invés de uma fungdo objetivo, sdo considerados os dominios de valores para as
variaveis, além das restri¢des (van Omme et al., 2014).

Uma de suas principais vantagens € a facilidade de modelagem. As restricdes podem
assumir vdrias formas, como aritméticas (sem a necessidade de serem lineares) e 16gi-
cas (booleanas), além de globais e simbdlicas para subestruturas naturais dos problemas
(Bockmayr, 2006 [Trick). Restricdes deste tltimo tipo costumam ji ser implementadas
em ferramentas computacionais de programagao por restri¢des, utilizando algoritmos efi-
cientes especializados na satisfacdo das mesmas. O Catalogo de Restrigdes Globais (Glo-
bal Constraint Catalog) (Beldiceanu e Beldiceanu, [2014) conta com 354 restricdes desse
tipo j& conhecidas e estabelecidas na literatura e em ferramentas.

Uma das restricdes mais utilizadas € conhecida como AllDifferent(varidveis), que
exige que todos os valores das varidveis consideradas sejam diferentes uns dos outros.
Tal restri¢do exige uma certa expansao do modelo quando traduzida para a programacao
matemdtica. Para duas varidveis x; e x;, a restricdo AllDifferent(x;, x;) (ou seja, x; # x;)

fica do seguinte modo:

xi—xj+1<my;
Xj—xi+1<my;
yityj=1
Yi,yj € {0,1}
0<xj,xj<m—1
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Apesar da equivaléncia, além de ser mais simples de ser enunciada, a restricao All-
Different(varidveis) € bastante estudada na literatura e, por isso, possui muitos algoritmos
eficientes disponiveis para seu tratamento especifico.

Uma grande parte dos problemas de otimiza¢do combinatdria pertence a classe NP-
dificil, o que significa que provavelmente ndo exista algoritmo eficiente (ou seja, de com-
plexidade polinomial) para resolvé-los. Além disso, o conjunto de solucdes € exponencial,
0 que torna uma busca exaustiva invidvel na maioria dos casos. Para resolvé-los, existem
duas vertentes de pesquisa: os métodos exatos, que fornecem solucdes garantidamente
6timas em um tempo computacional que pode ser grande, e os métodos aproximados,
onde as solu¢des podem ndo ser 6timas, mas sao de boa qualidade e obtidas em um tempo
mais satisfatorio.

Apesar de o tempo computacional dos métodos exatos ser invidvel em alguns casos,
ha grande interesse em algoritmos desse para problemas NP-dificeis. O uso dos mes-
mos pode ser util para verificacdo de limites inferiores ou mesmo valores de solugdes
6timas em instancias de benchmark e também para aplicacao em cendrios onde a solugcdo
desejada deve, obrigatoriamente, ser a melhor possivel.

Alguns métodos exatos sdo:

e Branch-and-bound: envolve a utilizacdo de algoritmos para programacao linear
continua (como o simplex) no problema com varidveis inteiras, removendo tempo-
rariamente as restrigcoes de integralidade (processo chamado de relaxagdo). Se a
solucdo obtida para o problema relaxado satisfizer as restricdes de integralidade ja
neste momento, a solucdo € 6tima também para o problema original. Caso contra-
rio, sendo x; uma varidvel do problema relaxado que deveria ser inteira no problema
original e cujo valor € continuo (denotado por xX), sdo criados dois subproblemas
(passo de ramificacdo), onde cada um equivale ao problema relaxado original, e

cada um recebe uma restricao adicional:

— Problema 1: x; < LxRJ

1

— Problema 2: x; < [xF].

1

Cada subproblema € resolvido de forma recursiva, até que a melhor solu¢do inteira
seja encontrada. Para evitar a enumeracdo completa dos subproblemas, sao usados

limites inferior (LI) e superior (LS) em cada subproblema. Se o problema for de

143



%, = 3,75 Valor da fungédo
; objetivo piora (aumenta)

Z=-41,25
X, 24 X, <3
P, P,
x; =18 X =
. . . X2= X2=3
Minimizar z= —5x; —8x» 7o a1 N
jei <1
Sujeitoa x;+x <6 (B.10) p X122 kst
x1,x >0  (B.11) X; =
Infactivel Xp = 4,44
x,n€eZ  (B.12) By
X, 25 X, <4
Ps Pg
x;=0 =
X, =5
Z=-40

Solugao 6tima

Figura B.1: Exemplo de aplicacdo do branch-and-bound.

minimizacdo, a solucdo relaxada de um problema serd um LI e a melhor solugao
inteira serd um LS (caso o problema seja de maximizagao, serd o contrario). Como
a adi¢do de restricdes tende a piorar a qualidade das solucdes, o valor do LI tenderd
a aumentar ¢ o0 do LS a diminuir. Quando LI > LS, ndo ha necessidade de ramificar
o subproblema, uma vez que ndo havera como obter uma solu¢cao melhor. A Figura

exemplifica o método.

e Planos de corte: a ideia consiste em adicionar novas restri¢des ao problema rela-
xado, de forma que a solu¢@o 6tima continua seja removida do conjunto de solugdes
factiveis, sem remover pontos inteiros do mesmo. Aplicando sucessivos cortes, a
solucdo 6tima inteira serd encontrada diretamente por métodos de programacao li-

near continua.

Existem duas categorias de cortes: os genéricos e os especificos de um problema.
Os genéricos sao aplicdveis em qualquer problema de programacao inteira, como
os cortes de Gomory e zero-half, no entanto, podem ter convergéncia lenta por ndo
haver exploracao inteligente da regido factivel do problema. Ja os especificos sdo
baseados em caracteristicas do problema a ser resolvido, por exemplo, garantindo

que os vértices de uma clique em um grafo utilizem cores diferentes.

e Branch-and-cut: combina caracteristicas do branch-and-bound com planos de
corte. A cada subproblema gerado no branch-and-bound, se a solu¢do relaxada ndo

for inteira, sdo encontrados cortes que eliminem tal solucdo, na esperanca de que
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Figura B.2: Exemplo de aplica¢do do branch-and-cut, onde a cada subproblema com solug@o continua, é
aplicado um corte de Gomory.

seja encontrada uma solucdo inteira. A geracdo de cortes pode seguir diferentes
critérios, por exemplo, inserindo uma quantidade maxima de restri¢cdes genéricas
ou especificas ou efetuando a separag@o de todos os cortes que podem ser obtidos a
partir de uma mesma soluc¢do relaxada, ainda que a solucio obtida apds tal processo
ainda ndo seja inteira, situacio na qual serd realizada uma ramificacdo da mesma

forma que ocorre no branch-and-bound tradicional.

e Branch-and-prune: este método € utilizado em modelos de programacao por restri-
¢oes. Consiste em atribuir um valor a uma varidvel de acordo com seu dominio. Em
seguida, realiza-se a propagacao das restricoes (processo também conhecido como
pruning), onde valores dos dominios das outras varidveis que violem restricdes em
relacd@o ao valor atribuido a varidvel atual sdo removidos. Se um dominio se tornar
vazio, a solucao parcial € infactivel, assim, € feito um backtrack a um passo anterior
e um outro valor € testado. Caso o dominio tenha apenas um elemento, ele serd o
valor da varidvel. Quando todos os dominios t€ém um tnico elemento, tem-se uma
solugdo factivel completa. Para que o método seja aplicado a otimizagao, sendo zg
o custo da solugdo obtida, deve-se adicionar uma restri¢do z < zg ao problema (van

Omme et al., 2014).

Em muitos casos praticos, mesmo bons métodos exatos podem consumir muito tempo
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para obter solu¢des 6timas para os problemas de otimiza¢do combinatéria. Sendo assim,
muitos pesquisadores investem nas abordagens aproximadas, que fornecem boas solucdes
(mas ndo necessariamente as melhores possiveis) em um tempo computacional razodvel.
Uma abordagem aproximada bastante utilizada consiste em algoritmos heuristicos, que
exploram o espago de busca utilizando caracteristicas desejadas nas melhores solucdes
para o problema, sem garantias de quao perto da melhor solu¢do o algoritmo chegara.

As meta-heuristicas sdo abordagens aproximadas mais genéricas, consistindo em fra-
meworks algoritmicos que podem ser adaptados a maioria dos problemas de otimizacao
combinatéria (Luke, [2009). Em geral, as meta-heuristicas possuem um passo estocastico,
que permite efetuar uma exploracdo mais eficaz do espaco de solucdes. Algumas das
principais meta-heuristicas bastante utilizadas incluem busca local iterada (iterated local
search - ILS), simulated annealing, algoritmos genéticos e meméticos, busca tabu, nuvem
de particulas, reconexao de caminhos, Procedimentos de Busca Adaptativa Gulosa Alea-
toria (Greedy Randomized Adaptive Search Procedures - GRASP) e scatter search (Luke,
2009 Talbi, 2009; Dorne e Hao, |1998a))

B.2 Combinatéria poliédrica

As formulagdes de programacio linear, técnica introduzida na sec¢do anterior, sdo ampla-
mente usadas para a modelagem de diversos tipos de problemas. Isso leva ao surgimento
de propriedades matematicas interessantes, que podem ter ligacao direta com caracteris-
ticas combinatdrias do problema a ser resolvido. Por meio da combinatéria poliédrica,
estuda-se tais caracteristicas de modo a obter melhoras na resolu¢dao dos problemas dese-
jados. Alguns dos principais conceitos da drea serdo introduzidos a seguir.

Seja n um nimero natural. Considere, entiio, um conjunto de m pontos x', x>, ..., x™ €
R™. Um ponto z € R” é dito ser uma combinacdo afim de x',x?,...,x" € R" se exis-
tirem Aj,A2,..., A, € R tais que z = i Aix' e f Ai = 1. Se, além disso, para todo
1 <i<m,tiver-se que A; > 0, entdo z é ld:iio tambér:n1 ser combinacao convexa dos pontos
xl x%,..., 2™ € R" (Boyd e Vandenberghe, 2004). A Figura mostra exemplos destas
combinagdes.

Considere um conjunto X C R" de pontos. Diz-se que X é um conjunto convexo se o

mesmo for um subconjunto do espaco afim que seja fechado sob combinacdes convexas
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A Pontos:

4T ® x'=(1,2)
x? 2
3L ® «x2=(4,4)
Z2

2— @ «z' =(-2,0)=2x" + (-1)x?

] X' «22=(2,5,3) = 0,5x" + 0,5x2
1 il
z

<o ————

o 1 2 3 4

Y
Figura B.3: Exemplo grifico de combinacdes afim e convexa. O ponto z' é combinagio afim dos pontos x!

e X2, pois para 0 mesmo, tem-se que A; =2 e A, = —1, de modo que A; + A, = 1, porém, ndo é combinagdo

convexa j que A, < 0. J4 o ponto z2, além de combinacio afim, também é combinacio convexa de x! e x?,

ja que, para o mesmo, A; = Ay = 0,5 (ou seja, A, A > 0) e, por consequénciae A; +Ay = 1.

X! x? \ )

Conjuntos convexos Conjunto nao-convexo

Figura B.4: Exemplos gréficos de conjuntos convexos e nao-convexos em espacos Euclidianos.

(Ferreira e Wakabayashi,, [1996). Em espacos Euclidianos, como consequéncia desta de-
finicdo, tem-se que, para qualquer par de pontos (x1 ,xz) no conjunto convexo, quaisquer
outros pontos no segmento de reta que liga x! a x> também fardo parte do conjunto, como
pode ser visto na Figura[B.4]

Seja novamente X C R um conjunto de pontos. O fecho convexo (também chamado
de casco convexo) de X, denotado por conv(X), consiste no conjunto de todas as combi-
nacdes possiveis dos pontos em X, ou seja, € 0 menor conjunto convexo que contém X.
Desse modo, qualquer ponto de X pode ser reescrito como uma combinagdo convexa dos
pontos extremos do fecho convexo (Boyd e Vandenberghe, [2004). Um exemplo grafico
deste conceito ¢ dado na Figura[B.5]

O conceito fundamental da combinatdria poliédrica é o de poliedro, denotado por P
e que consiste em um subconjunto de R”", descrito por um conjunto finito de restricdes
lineares, ou seja, P = {x € R | Ax < b}. A dimensio de um poliedro P, denotada por
dim(P), equivale ao nimero maximo de pontos afim independentes em P menos 1. Um
caso particular de poliedro € o politopo, que também € um subconjunto de R”, de modo
que exista um conjunto finito X C R” cujo fecho convexo seja P (Schriver, |1986). Como

consequéncia, tem-se que P é um politopo se, e somente se, P for um poliedro limitado,
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Figura B.5: Exemplo gréfico de fecho convexo de um conjunto de pontos. Os pontos azuis sdo os extremos
(também pertencentes ao conjunto de pontos), que servem de vértices para o poligono definido por tal fecho.

-
Cal

Y

\k

Poliedro ilimitado Politopo

Figura B.6: Exemplos de poliedro ilimitado e politopo.

como exemplificado na Figura[B.6

Pelos conceitos apresentados anteriormente, € possivel observar que modelos de pro-
gramacao linear definem poliedros em R”, sendo n o nimero de varidveis do modelo.
Para problemas de programacao inteira mista, nos quais algumas varidveis assumir ape-
nas valores inteiros, o conjunto de pontos que definem solugdes vidveis passa a ser X C
7" x R onde n; € o nimero de varidveis inteiras e n. o de continuas (de modo que
n = n;+n.). Diz-se entdo que um poliedro P é uma formulacao para X se, e somente se,
X =PN(Z" xR").

Para problemas de programagdo linear, a solu¢ido 6tima € sempre um dos vértices
do politopo definido pelo modelo correspondente. Entretanto, quando o problema € de
programagdo inteira mista, tais vértices podem ndo ser solucao, ja que as variaveis inteiras
podem ter valores continuos nos mesmos. Desse modo, a solu¢do 6tima para um problema
de programacao inteira pode ndo estar num dos vértices do politopo. Para que isso sempre
ocorra, deve-se obter uma descricao exata do fecho convexo dos pontos que sio solugdo
para o modelo (ou seja, nos quais as varidveis inteiras nao tenham valores continuos), o

que s6 € possivel se P = NP, uma vez que programacao inteira é NP-completo, mas com
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ulagéo
[ ]

Desigualdade valida

N W B

Desigualdade indutora
de faceta

Figura B.7: Exemplos de formulagdo, desigualdade vélida e faceta do fecho convexo de um politopo.

a descricao exata do fecho convexo das solugdes, o problema passa a ser de programagao
linear, que possui algoritmo polinomial (Schriver, [1986).

Os algoritmos de branch-and-bound, planos de core e branch-and-cut citados na se¢ao
anterior sdo capazes de lidar com esse problema. Para estes dois ultimos, sdo adicionadas
novas restricdes ao modelo, de modo a remover solu¢des continuas, o que pode fazer
com que a solucdo 6tima inteira se torne um vértice do politopo. Assim, pode-se definir
uma expressio o/ x < B como uma desigualdade valida para um conjunto de pontos X C
7" x R" se ol x < B para todo x € X. As melhores desigualdades vélidas sdo capazes de
definir facetas de um politopo P, o que ocorre se dim({x € P | alx < B}) = dim(P) — 1,
ou seja, se existirem dim(P) — 1 pontos p1, p2,..., Paim(pP)—1 afim independentes tais que
ol x<Bparai=1,2,...,dim(P) — 1 (Ferreira e Wakabayashi, 1996} Pendavingh, 2015).
A dimensiao de um politopo corresponde também a diferenca entre a dimensao do espaco
e o posto das restricdes de igualdade do politopo (isto €, a quantidade de igualdades
linearmente independentes), de modo que dim(P) = n— posto(P~). A Figura[B.7|mostra

um exemplo gréfico destes conceitos.

B.3 Teoria dos grafos

Um grafo é um par ordenado G = (V,E), onde V é um conjunto de vértices e E é um
conjunto de arestas, onde n = |V| e m = |E|. Cada elemento e no conjunto E é um par
(i, j) que indica que o vértice i é ligado ao vértice j (ou seja, sdo adjacentes, e a aresta
e incide em i e j). O grafo € dito ndo-direcionado quando os pares que representam as

arestas ndo sio ordenados, isto é, (i,j) = (j,i). Além disso, um grafo € dito ser conexo
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se existe pelo menos um caminho entre cada par de vértices (ou fortemente conexo se tal
propriedade existir em um grafo direcionado).

A representagdo grafica de um grafo consiste em pontos distintos do plano associados
a cada vértice e, para cada aresta (i, j), uma linha conectando os pontos correspondentes
aos vértices i e j. Se for possivel efetuar uma representacdo grafica do um grafo G sem
que as arestas se cruzem, diz-se que G € planar (Szwarcfiter, |1986). Um exemplo € dado
na Figura [B.8| Ressalta-se, no entanto, que grafos em geral apresentam propriedades
relacionais e topoldgicas, uma vez que existem diferentes representagdes graficas para
um mesmo grafo.

O grau de um vértice i do grafo equivale a quantidade de arestas que incidem em i.
O grau méximo do grafo, denotado por A(G), é o valor do maior grau dentre todos os
vértices de G. De maneira similar, o grau minimo, denotado por 8(G), é definido como
o valor do menor grau de G. Um grafo € dito ser k-regular se todos os vértices possuem
grau igual a um inteiro positivo k (ou seja, se G é k-regular, entdo A(G) = 6(G) = k).
Um grafo completo, denotado por K, € aquele no qual cada vértice € vizinho de todos os
demais, ou seja, o grau de todos os vértices € exatamente igual a n — 1 e, por consequéncia,
o grafo é (n— 1)-regular. J4 um grafo vazio ou nulo é aquele no qual ndo h4 arestas, ou
seja, todos os vértices tém grau 0, o que faz o grafo ser O-regular. O grafo vazio é, entdo,
o complemento de um grafo completo (Bondy e Murty, |1982). Um exemplo de grafo
completo e seu complemento é dado na Figura[B.9

Uma clique H de um grafo G é um subgrafo completo de G, ou seja, cada vértice
de H estd ligado a todos os outros do subgrafo. Uma clique € dita maximal se a mesma
nao puder ser estendida pela inclusdo de algum vértice adjacente. A clique méxima de
um grafo € a maior dentre todas, sendo necessariamente também maximal (ressalta-se,
porém, que nem toda clique maximal € mdxima). O tamanho da clique mixima de G

¢ denominado de nimero clique e denotado por ®(G) (Chartrand e Zhang, 2009). Um

Figura B.8: Representagdo grafica de um grafo ndo-direcionado planar com 7 vértices e 10 arestas.
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G=K, G

Figura B.9: Exemplo de grafo completo com 4 vértices (K4) e seu complemento.

Clique maxima

Figura B.10: Exemplo de clique mdxima de um grafo, onde tem-se que o nimero clique do mesmo é
o(G) =4.

exemplo de clique mdxima de um grafo pode ser visto na Figura[B.10]

Um conjunto independente S de G é um subgrafo vazio de G, ou seja, ndo hd ne-
nhuma aresta entre os vértices de S. Similarmente ao que ocorre com a clique, um con-
junto independente é dito maximal se 0 mesmo ndo puder ser estendido pela inclusio de
algum vértice adicional. O conjunto independente maximo € o maior dentre todos, sendo
também maximal, e seu tamanho é denominado de nimero de independéncia ou de esta-
bilidade, denotado por a(G). Nota-se que este conceito é complementar ao de clique, de
modo que uma clique de um grafo G é um conjunto independente do complemento G do
grafo e vice-versa (Chartrand e Zhangl 2009). Um exemplo destes conceitos é dado na
Figura

Alguns tipos de grafos sdo muito comuns e possuem propriedades que os destacam,
sendo alguns deles enunciados a seguir. Um caminho de n vértices, denotado por P,, é um
grafo no qual dois vértices tém grau 1 (chamados de extremidades) e onde os n —2 vértices
restantes tém grau 2. Um ciclo, denotado por C,,, € similar a um caminho com a adi¢do de
uma aresta ligando as extremidades, ou seja, € um grafo onde todos os vértices t€ém grau 2
e o nimero de arestas é o mesmo de vértices. Uma arvore é um grafo conexo aciclico no
qual existe exatamente um caminho entre cada par de vértices (ou seja, um caminho € um
caso particular de arvore). Um grafo bipartido é um grafo cujo conjunto de vértices pode

ser dividido em dois subconjuntos disjuntos, de modo que ndo exista aresta entre vértices
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Conjunto independente maximo Cliqgue maxima do grafo complemento

Figura B.11: Exemplo de conjunto independente maximo de um grafo, onde tem-se que o nimero de
independéncia do mesmo é o(G) = 3, e sua equivaléncia a clique mdxima do complemento do grafo.

O—2—®
@ &

Caminho (P4) Arvore

Grafo bipartido

Grafo bipartido completo (K3 2)

Figura B.12: Exemplos de grafos de algumas das classes mais conhecidas.

de um mesmo subconjunto, mas somente entre vértices de subconjuntos diferentes. Diz-
se, entdo, que um grafo € bipartido completo se houver aresta entre cada par de vértices
onde cada um dos mesmos esteja em um subconjunto diferente, sendo tal grafo denotado
por K, », onde n € o niimero de vértices de um subconjunto e m o do outro (Szwarcfiter,

1986). A FiguraB.12|fornece exemplos destes grafos.

B.4 Geometria de distancias

A geometria de distincias (GD) consiste em determinar localizacdes de pontos no espaco
respeitando distancias entre pares conhecidas. O problema fundamental de GD pode ser

formalizado como se segue (Liberti et al.| 2014)).
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Definicao B.4.1. Problema de Geometria de Distdncias (Distance Geometry Problem -
DGP): dado um inteiro positivo K e um grafo ndao-direcionado simples G = (V,E), cujas
arestas sdo ponderadas por uma fungéo d : E — R, determinar se existe ou ndo uma

fungdo x 1V — R" tal que ¥(i, j) € E, ||x(i) —x(j)|| = d(i, j) (Saxe| |1979).

Tal problema pode ser visto, entdo, como a projecio de um grafo no espaco euclideano
n-dimensional. O mesmo é NP-completo para n = 1, como provado por [Saxe (1979) e
fortemente NP-dificil para n > 1. Uma tentativa de prova de que o problema é NP para
n =2 (o que, por consequéncia, provaria sua NP-completude para tal caso) foi realizada
por Beeker et al.| (2013)), mas sem sucesso.

Um caso especial do DGP com estruturas discretas no espaco tridimensional (R?),

aplicado a problemas de obtencao de estruturas de proteinas, € definido a seguir.

Definicao B.4.2. Problema de Geometria de Distdancias Moleculares Discretizdveis (Dis-
cretizable Molecular Distance Geometry Problem - DMDGP): dado um grafo ndo dire-
cionado simples G = (V,E), cujas arestas sdo ponderadas por uma fungio d : E — R™" e

em cujo conjunto V de vértices exista uma ordem vy, va, ..., vy| tal que:

1. todas as quddruplas de vértices consecutivos formam cliques (Vi € {4,...,n}Vj,k €

{i—3,...,i} {j,k} €E));

2. a desigualdade triangular estrita a seguir é vdlida:

Vie{2,...,n—1} d(i—1,i+1) <d(i—1,i) + d(i,i+1)

determinar se existe ou ndo uma fungdo x : V — R3 tal que ¥(i, j) € E, ||x(i) — x(j)|| =

d(i,j) (Lavor et al., 2012).

Tal defini¢do permite que a determinacdo da projecdo do grafo em R> se torne um
problema de busca discreta, o que fornece ganhos de tempo de execucdo e precisdo em
comparacao a métodos continuos. O DMDGP pode ser generalizado para um problema

com definicdes menos rigidas, definido a seguir para o espaco tridimensional.

Definicao B.4.3. Problema de Geometria de Distdncias Discretizdveis (Discretizable
Distance Geometry Problem - DDGP): dado um grafo ndo direcionado simples G =
(V,E), cujas arestas sao ponderadas por uma fungdo d : E — R e em cujo conjunto V

de vértices exista uma ordem parcial vi,va, ... vy, tal que:

153



1. exista um subconjunto Vo de V no qual:

o [Vo| =3
e a relagdo de ordem em Vjy seja total;
o Vy induz a uma clique de G;

e para todo uy € Vy e para todo u € (V\Vy), tem-se que up < u.
2. para cada i € V\V,, exista um subconjunto {vi,va,v3} de V tal que:

o Vi <i,»<i, vz <lI

. {(Vl,i), (VZai)7 (V37i)} CE;
e a desigualdade triangular estrita a seguir é vdlida:

d(vi,v3) <d(vi,v)+d(v2,n3).

determinar se existe ou ndo uma fungdo x : V — R3 tal que V(i, j) € E, ||x(i) — x(j)|| =

d(i, j) (Mucherino et al., 2012)).

Os principais métodos para problemas de geometria de distancias, em especial em sua
aplicacdo na determinagdo da estrutura de proteinas (Sallaume et al., 2013)), incluem um
algoritmo de tempo linear, proposto por Dong e Wu| (2002), que pode ser usado quando
as distancias entre todos os pares de vértices sdo conhecidas (ou seja, o grafo de entrada é
completo), e o algoritmo branch-and-prune de|Lavor et al.|(2012) para o DMDGP, que foi
posteriormente usado também para o DDGP por Mucherino et al. (2012), usado quando
nem todas as distincias sd@o conhecidas. Em tal algoritmo, devido as caracteristicas geo-
métricas da defini¢do dos problemas, a posi¢do de um vértice i > 4 pode ser determinada
pela posicao dos vértices anteriores i — 1,i —2 e i — 3, por meio da intersec¢do de trés
esferas com raios d(i —3,i),d(i — 2,i) and d(i — 1,i), de modo que sdo obtidas duas posi-
coes possiveis cujas factibilidades devem ser verificadas, como exemplificado na Figura

B.13l

B.5 Informacoes adicionais

Este capitulo apresentou brevemente alguns conceitos tedricos explorados nos resultados
apresentados nesta tese. No entanto, existem muitos outros conceitos, por exemplo, ou-

tras classes de problemas de otimizagdo, técnicas para resolucdo dos mesmos e avaliagao
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Figura B.13: Exemplos de intersec¢do de 3 esferas e os pontos correspondentes obtidos.

da eficiéncia dos algoritmos. Mais sobre este assunto pode ser visto nos livros de Papadi-

mitriou e Steiglitz (1998) e Lawler (1976). Uma obra sobre programag¢ido matematica por
Bradley et al.| (1977) e livros especificos sobre meta-heuristicas por [Luke] (2009) e [Talbi

(2009) também estdo disponiveis na literatura. Para programacao por restri¢des, uma boa

fonte introdutoria € o manual das ferramentas or-tools disponibilizadas pelo Google

Omme et al.| 2014).

Sobre combinatéria poliédrica, devido a sua forte ligagdo com o estudo de programa-

¢do inteira e otimizagdo convexa, diversas obras abordam estes assuntos de forma con-

junta, como os livros de [Schriver (1986) e Boyd e Vandenberghe| (2004)). A apostila de

Ferreira ¢ Wakabayashi| (1996) é um bom material introdutério em portugués. Um ou-

tro texto recomendado para saber mais foi desenvolvido por Pendavingh (2015) para um

curso de otimizagdo linear.

Em teoria dos grafos, as obras consideradas referéncias do assunto sdo os livros de

Szwarcfiter] (1986) e Bondy e Murty| (1982), que contém diversas caracteristicas e pro-

priedades de grafos. Uma obra mais recente € o livro de |Chartrand e Zhang (2009), com

énfase em problemas de coloracdo em grafos (chamada pelo autor de teoria cromatica de
grafos).

Por fim, existem muitas outras aplicagdes de geometria de distancias. Um conjunto

de trabalhos da drea pode ser visto no trabalho de Mucherino et al|(2013)). Um survey da

teoria e aplicagdes de geometria de distancias foi elaborado por [Liberti et al.|(2014). H4

também uma obra que explora relacdes entre otimiza¢do convexa e geometria de distan-

cias euclidianas, desenvolvida por Datorro| (2013)) e disponivel livremente.
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Apéndice C
Coloracao classica de vértices

Neste apéndice, serd apresentado um complemento da revisdo apresentada no Capitulo
Desta vez, a coloracdo cldssica (VCP) serd abordada, sendo que, para a mesma, também
serd mostrada uma definicdo formal de tal problema, bem como modelos de programacdo
inteira e algoritmos exatos e aproximados da literatura.

Muitos dos resultados disponiveis para o VCP podem servir como base para novos
métodos de resolucio para o BCP e coloragdes com distancias, € como a coloragdo clés-

sica € a mais estudada na literatura, torna-se interessante conhecer seus resultados.

C.1 Definicoes

Para um grafo ndo direcionado G = (V,E), uma coloragdo prépria de G consiste em uma
atribuicdo de cores (nimeros naturais) para cada elemento de V de forma que vértices ad-
jacentes ndo compartilhem a mesma cor. Uma k-colorag@o de G € uma coloracdo propria
que usa no maximo k cores, de forma que paratodoi € V, c(i) <k.

Usando estas definicdes, pode-se expressar a versao de otimizacdo do problema de

coloracdo classica de vértices em grafos, como mostrado abaixo.

Definicao C.1.1. Problema de Coloragdo de Vértices em Grafos (Vertex Coloring Pro-
blem - VCP): dado um grafo simples ndo direcionado G = (V,E), onde V é o conjunto
de vértices e E o de arestas, encontrar a k-coloracdo de G onde k seja o menor valor

possivel.

A fungdo objetivo do VCP, ou seja, o menor nimero de cores necessdrias para co-

lorir todos os vértices de G, € conhecida como nimero cromético de G, denotado por
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Figura C.1: Exemplo de instincia de multicoloragio e sua conversdo para o VCP.

x(G). Toda k-coloragdo de G onde k = %(G) é 6tima. Destaca-se que hd uma varia¢do do
VCP, denominada de multicoloragc@o, onde cada vértice pode ter uma demanda de mais
de uma cor (ou seja, o mesmo pode necessitar ser colorido com uma ou mais cores distin-
tas). Neste caso, a definicdo de k-coloragdo nao se aplica diretamente, sendo a versao de

otimizacao desta variacdo definida como se segue.

Definicao C.1.2. Problema de Multicoloragdo de Vértices em Grafos: dado um grafo
ndo direcionado G = (V,E), onde V é o conjunto de vértices e E o de arestas, e, para
cada vértice i € V, um peso w; € N, determinar, para cada i € V, w; cores distintas
(c(i,1), c(i,2), ..., c(i,w;)) tais que para toda aresta (i,j) € E, tenha-se, para todo
1<p<wiel <qg<wj quec(i,p) #c(j,q), e a quantidade de valores distintos para

cada c(i,p) (ou seja, de cores distintas usadas) seja a menor possivel.

Apesar da definicdo diferente, o problema é equivalente ao VCP. Uma instincia de
multicolorag@o pode ser convertida em uma do VCP transformando-se cada vértice i em
uma clique de w; vértices. Além disso, para cada aresta (i, j) € E, tem-se que cada um
dos w; vértices da clique associada a i serd adjacente a cada um dos w; vértices da clique
associada a j. Por meio desta transformacao, todo método de resolu¢cao do VCP pode ser
usado para multicoloragdo. A Figura[C.I|exemplifica esta técnica.

Sendo o primeiro problema de coloracdo em grafos abordado na literatura, o0 mesmo
tem sido extensivamente estudado de vérias formas, incluindo a complexidade computa-
cional do problema para algumas classes especificas de grafos, além de limites superiores
e inferiores para o nimero cromdtico. A seguir, sao mostradas algumas das caracteristicas

mais importantes relativas ao tema.
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C.2 Modelos tedricos e de programacao matematica

A forma mais comum de representar o VCP € simplesmente seguindo a definicdo do
problema tal como definida na subsec@o anterior, isto €, determinando-se diretamente
cores para os vértices que respeitem a restricdo de que extremos de uma mesma aresta
ndo usem cores iguais. Seguindo tal modelo, uma formulacdo padrdo de programacao

inteira para o VCP pode ser definida utilizando dois conjuntos de varidveis:

1 se acor k for atribuida ao vértice i;
® X —

0 caso contrario.

1 se acor k for atribuida a algum vértice;

0 caso contrario.

O conjunto de cores possiveis deve ser pré-determinado, uma vez que as varidveis sao
indexadas tanto pelos vértices quanto pelas cores (no caso das varidveis x). Ao invés de
considerar o conjunto de cores possiveis como N, pode-se limitd-lo ao intervalo [1..LS],
onde LS é um limite superior védlido dentre os mostrados na subse¢do anterior. Sera assu-
mido LS = A(G) + 1 (Welsh e Powell, 1967), por ser o limite mais conhecido, o que torna
a fun¢do de coloragdo definida como ¢ : V — [1,A(G) + 1].

A formulacao de PI é, entdo:

(PI-Col-Padrao)

A(G)+1
Minimizar )y (C.1)
Sujeitoa Y. xp=1 (VieV) (C.2)
Xk +xim <1 (Vi,jeVikm=1,2,...,A(G)+1:(i,j)eE) (C3)
Xik < Vi VieV; k=1,2,...,A(G)+1) (C4)
xxn €{0,1}  (VieV;k=1,2,...,A(G)+1) (C.5)
we{0,1}  (Vk= A(G)+1) (C.6)

A funcdo objetivo (C.1)) é a minimiza¢do do nimero de varidveis do conjunto y que

158



X11 =1 X22 =1
Cores disponiveis:

*Azul =1.

* Vermelho = 2.
* Magenta = 3.
* Verde = 4.

X33 =1 Xq1 =1

Figura C.2: Examplo de instancia do problema cldssico de coloracdo de vértices em grafos e sua solucéo
6tima com 3 cores codificada no modelo de programac@o inteira cldssico.

recebam o valor 1, o que corresponde a minimiza¢do do nimero de cores usadas. As
restrigoes requerem que cada vértice receba exatamente uma cor (sendo que, para
multicoloragdo, pode-se substituir o lado direito por w; ao invés de expandir o grafo de
entrada). O conjunto de restricoes (C.3) exigem que vértices adjacentes ndo utilizem a
mesma cor. Restri¢des (C.4)) garantem que se, para uma determinada cor k, houver uma
varidvel x;; com valor 1 (independentemente do vértice i), entdo a varidvel y; também
devera ter valor 1. Por fim, restri¢oes (C.5) e (C.6) sao de integralidade. Na Figura [C.2]
tem-se um exemplo de instancia cuja solucao é codificada como varidveis desta formula-
¢do.

A formulagio acima tem dimenséo polinomial. Existem O(|V|?) varidveis no conjunto
x e O(|V|) varidveis no conjunto y. Além disso, a formulacio possui O(|V|?|E|+ |V ||E| +
|V|) restricdes. Tal modelo pode ser adaptado para outras variacdes de coloragdes de
vértices, como serd visto nas proximas secoes. Porém, ha problemas de simetria, uma vez
que, dada uma solucgdo, outra equivalente pode ser obtida pela mera troca dos vértices que
usam uma determinada cor pelos vértices que usam outra e vice-versa. O limite inferior
obtido pela sua relaxagdo linear também € considerado fraco (Malaguti e Toth, 2010).
Apesar disso, o modelo tem sido utilizado com sucesso em algoritmos exatos (Méndez-
Diaz e Zabala, 2006f |Aardal et al., [1996)).

Uma segunda forma de representar o VCP é baseada em conjuntos independentes.
Como definido na Sec¢do [B.3] um conjunto independente de um grafo € um subconjunto
de vértices ndo adjacentes entre si. Sendo assim, € possivel colorir todos os membros de
um conjunto independente com a mesma cor, sem violar restricdes do VCP. Diz-se entdao
que cada um desses conjuntos define uma classe de cor do grafo.

E importante ressaltar, para este modelo tedrico, que o nimero de independéncia do

grafo a(G) ndo corresponde ao nimero cromético do mesmo, nem tampouco o conjunto
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Xp1.4y = 1 Xz =1
Conjuntos independentes
utilizados:

{1, 4}: Azul.
* {2, 4}: Vermelho.
* {3}: Magenta.

X{3} =1

Figura C.3: Examplo de instancia do problema cléssico de coloracio de vértices em grafos e sua solugio
6tima com 3 cores codificada como conjuntos independentes.

independente maximo corresponderd a uma classe de cor presente na solugdo 6tima do
VCP (ja que o ntimero cromadtico seria equivalente, na verdade, ao nimero de conjuntos
independentes usados). Porém, existe uma relacdo entre ambos, dada pela expressao

\%
x(G) > {u—‘ (Chartrand e Zhang, [2009; Lewis, 2016).

o(G)

Com base nesta modelagem, uma formula¢ado de programacao inteira foi desenvolvida
por Mehrotra e Trick (1996). Seja I o conjunto de todos os conjuntos independentes

maximais de G. Tem-se o seguinte conjunto de varidveis:

1 se o conjunto independente S € I receberd uma unica cor;

0 caso contrario.

O modelo € definido como:

(PI-Col-ConjIndep)

Minimizar Y xg (C.7)
Sel
Sujeitoa Y xg>1 (VieV) (C.8)
Sel - ieS
xs€{0,1}  (VS€l) (C.9)

A funcao objetivo ¢ a minimiza¢do do nimero de conjuntos independentes ma-
ximais que receberdo uma unica cor, o que equivale a minimizacao da quantidade de cores
usadas. Restri¢oes (C.8)) exigem que cada vértice do grafo deve estar presente em pelo
menos um dos conjuntos independentes que serdo utilizados como classe de cor. Por fim,
o conjunto (C.9) consiste de restricdes de integralidade. A Figura|C.3]mostra um exemplo

de instancia cuja solucdo € codificada como varidveis desta formulacao.
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Apesar de esta formulagdo ter O(|V|) restrigdes, a mesma tem um nimero exponen-
cial de varidveis. Como hd uma para cada conjunto independente maximal do grafo,
ha 0(3|V|/ 3) varidveis no modelo completo (seguindo o mesmo limite da quantidade de
conjuntos independentes de um grafo (Moon e Moser, |1965)). No entanto, este modelo
foi usado com sucesso no desenvolvimento de algoritmos branch-and-price, como sera
mostrado mais adiante. Além disso, a formulacdo nio sofre do mesmo problema de si-
metria da anterior, pois as cores nao sdo diretamente atribuidas, ja que os vértices de cada
conjunto independente podem usar qualquer cor, desde que, caso pertencam ao mesmo
conjunto, usem as mesmas cores €, em caso contrario, usem cores diferentes (Mehrotra e
Trick, |1996; Malaguti e Toth, [2010).

Outra forma de modelar o VCP envolve a defini¢cdo de representantes assimétricos,
proposta por Campélo et al.| (2008) e que também € baseada baseado no conceito de
classes de cores (ou seja, conjuntos independentes).

Seja Wy a classe de cor contendo os vértices que usam a cor k. Para cada classe Wy, um
vértice i € W, € escolhido para representar a mesma. Para evitar simetria entre vértices na
mesma classe de cor, uma ordem < € definida tal que, se i < j, entdo j ndo pode represen-
tar a classe da cor de i, e a varidvel x;; € fixada com valor 0. Considerando o complemento
G = (V,E) do grafo G = (V,E) (onde V=V e E = {(i,j) : i,j €V and(i,j) ¢ E},
verifica-se que < induz a uma orientaciio de G, uma vez que vértices adjacentes no com-
plemento podem utilizar a mesma cor.

Seja N(i) o conjunto de vértices adjacentes a i e N(i) seu complemento (ou seja,
N(i) =V \ (N(i)U{i})). Além disso, define-se N' (i) = {j e N(i) : i< j}, N (i) =
{j €N(i) : j=<i}, G"(v) o subgrafo induzido contendo apenas os vértices de N (i) e
G~ (v) o subgrafo induzido contendo apenas os vértices de N (i). A orientagdo induzida
por < em G € aciclica, logo, hd dois conjuntos especiais de vértices: S={s : N (s) =0}
e T ={t : N" () =0}, cujos subgrafos induzidos sio cliques.

Para utilizar o modelo teérico com uma formulagao de programacao inteira, considera-

se variaveis:

1 seo vértice i € V representa a classe da cor de j € N(i);
[ x,-j =

0 caso contrario.
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1 seoVvérticei € V também esti em S;
X;;j caso contrario.

A formulacio € definida como:

(PI-Col-ReprAssim)

Minimizar Y x; (C.10)
1%
Sujeitoa Y x;>1 (VieV\S) (C.11)
JEN (i)

in i <V (VieV\T; LCN'(i) : clique induzida tem tamanho 1 ou 2)

JEL

(C.12)
xij €{0,1}  (VieV; jeN()) (C.13)
yi €{0,1} (VieV) (C.14)

A funcdo objetivo (C.I0) consiste na minimiza¢do do nimero de vértices cujo repre-
sentante de sua cor na coloracdo € ele préprio, o que equivale a minimizar a quantidade de
cores usadas, ja que vértices representados por outros compartilhardo as mesmas cores.
Tal fung¢do também pode ser reescrita como Y;cy \ sXii + |S|, pois vértices no conjunto
S (chamados de origens) ndo podem ser representados por outros. Restri¢des (C.T1)) ga-
rantem que cada vértice deve ser representado por si mesmo ou por um outro vértice nao
adjacente. O conjunto exige que vértices adjacentes entre si, mas que nio sdo a
um determinado vértice adicional, tenham representantes diferentes. Por fim, as restri-
¢oes (C.13) e (C.14) sdo de integralidade. A Figura |[C.4 mostra um exemplo de solugao
codificada por este modelo.

Esta formulagdo possui O(|V|? — |E|) varidveis, j4 que hd uma para cada aresta do
complemento do grafo de entrada. O maior conjunto de restrigdes ¢ (C.12)), onde ha
O(|V|([V|> = |E|)) = O([V]> = [V||E|) elementos. Assim, o modelo tem tamanho poli-
nomial, além de ndo ter problemas de simetria pela defini¢do da ordenacido <. Campelo
et al. (2008) também apresentaram um estudo poliédrico da formulacdo e restri¢des adi-
cionais que definem facetas, de forma a utiliza-la em algoritmos branch-and-cut, como

feito para o problema de coloragdo fracionaria (Campelo et al.,|[2009).
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Adjacentes no grafo original:
nao podem usar a mesma cor.

Representantes:

A T
. X1 = 1
* 1: Representa 1 e 4. —‘: X14 =1
* +2: Representa 2. ———— Xy = 1
e * 3: Representa 3. ——— X33 =1

Figura C.4: Examplo de instancia do problema cldssico de coloracdo de vértices em grafos e sua solucdo
6tima com 3 cores codificada utilizando representantes assimétricos e grafo complementar.

O 1ltimo modelo tedrico para o VCP foi proposto por Burke et al.|(2010) e € derivada
de um particionamento do grafo em cliques, baseando-se também em conjuntos indepen-
dentes. Dessa maneira, dado um grafo G = (V,E), tem-se que cada clique do mesmo
corresponde a um conjunto independente do complemento G do grafo, e cada vértice da
clique deverd usar uma cor diferente dos demais (enquanto que, em uma clique de G,
todos os vértices da mesma usardo a mesma cor). Particionando-se os vértices do grafo
complementar G em k subconjuntos (Hy, H,, ..., Hy) tais que os subgrafos induzidos pe-
los mesmos formam cliques, tem-se que o menor k para o qual existe tal particionamento
€ igual ao numero cromatico do grafo original G.

Seja G' = (V',E’) um grafo induzido por uma particio H = {Hy, H,, ..., Hy} em
cliquesde G,onde V' =HeE' ={(D,F) : (i,j)€E; D,F € H;D#F;i€D;j€cF}. Tal
particionamento € dito reversivel se, para cada D € H, todos i € D sao indistinguiveis, ou
seja, sdo adjacentes uns aos outros e t€m a mesma vizinhanga. Cada D € H € um supernd,
onde 0 mesmo representa mais de um vértice do grafo original. Considerando G’ como
entrada de um problema de multicoloracdo, onde cada vértice recebe mais de uma cor, a
solu¢do desta multicoloracio equivale a da coloragdo cldssica no grafo G original.

Para este modelo tedrico, uma formulagdo de programacao inteira do mesmo usa va-

riaveis:

(
1 seacor k for atribuida ao superné D € H;
XDk =
0 caso contréario.
\
4
1 se acor k for atribuida a algum superno;
Yk = 3
0 caso contrario.
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Superné {1, 2}

Cores1e?2
Xpon =1 g
Xr22=1 0 g
Xap =1 o1
. . Xayr = 1
Supernd {3} @ Superno {4}
Cor 3 Cor1

Figura C.5: Examplo de instancia do problema cldssico de coloragdo de vértices em grafos e sua solugdo
6tima com 3 cores codificada utilizando particionamento reversivel em cliques.

A formulacdo é definida entdao como:

(PI-Col-PartClique)

A(G)+1

Minimizar )y (C.15)
s

Sujeitoa Y. xpr=|D| (VD€ H) (C.16)

k=1
xpk+xrm <1 (VD,F €H; kym=1,2,...,A(G)+1: (D,F) € E)

(C.17)

Xpr < Vi (VDEH; k=1,2,...,A(G) +1) (C.18)

xpr € {0,1} (VDEeH; k=1,2,...,A(G)+1) (C.19)

v € {0,1} (Vk=1,2,...,A(G) +1) (C.20)

Este modelo é praticamente igual ao cldssico aplicado no grafo G’, mas considerando,
como conjunto de cores, o intervalo [1..A(G) + 1] ao invés de [1..A(G") + 1] (que equivale
a[l..|H|]). Porém, como discutido anteriormente, o particionamento reversivel em cliques
deve ser multicolorido ao invés de receber apenas uma coloragdo classica, logo, o lado
direito do conjunto de restri¢des (C.16) é modificado de forma que cada superné D receba
|D| cores, o que assegura que cada vértice do grafo original receba uma cor. A Figura[C.3|
mostra um exemplo de solugdo codificada por este modelo.

Existem O(|V(G)||H|) varidveis no conjunto x e O(|H|) varidveis no conjunto y, de
forma similar a formulagd@o cldssica. H4 também O(|H|+ |V (G)||E’'|) restrigdes. Este
modelo evita problemas de simetria, uma vez que as cores atribuidas a cada superné
podem ser distribuidas de qualquer modo aos vértices internos. A formulagdo foi utilizada

com sucesso em problemas de agendamento de horérios (timetabling), no entanto, foi
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apenas implementada diretamente com um resolvedor geral de programacao inteira e nao
em um algoritmo especifico.
A Tabela fornece um sumario das formula¢des de programacao inteira descritas

para a coloragdo classica.

Tabela C.1: Formulagdes de programacéo inteira para a coloracdo classica de vértices.

Formulacio Variaveis Restricoes Referéncias
PI-Col-Padrdo - Padrio o(vV|?) O(VP|E|+|V||E|+ V) -
PI-Col-ConjlIndep - Mehrotra e Trick
Conjuntos independentes (1996/12007)

PI-Col-ReprAssim -
Representantes O(|V|*> - |E|) O(|V|?—|V||E|)

o373 o(v|)

Campeélo et al.

o (2008} 2009)
assimétricos
PI-Col-PartClique - , Burke et al.
Particionamento em cliques O(VIIH1) O([H|+IVIIE) (2010)

C.3 Algoritmos exatos e aproximados

A seguir, serdo brevemente apresentados alguns dos principais algoritmos propostos na
literatura para a coloracdo cldssica de vértices, com o objetivo de encontrar 0 ndimero
cromaético do grafo.

Os primeiros algoritmos apresentados serdo exatos. Um dos primeiros da literatura
foi proposto por Brown (1972), baseado na técnica de backtracking, onde cada vértice
tem uma lista de possiveis cores e a coloracdo € construida vértice a vértice até atingir
uma solugdo completa. Tal algoritmo foi posteriormente melhorado por Brélaz (1979),
que introduziu o conceito de grau de saturacdo de um vértice, equivalente a quantidade
de vértices vizinhos que ja estdo coloridos, sendo usado em um algoritmo branch-and-
bound, denominado de DSATURpggp que colore o grafo de acordo com uma ordem de
vértices seguindo os graus de saturacdo. Esse, por sua vez, também foi posteriormente
melhorado com regras alternativas de desempate de vértices com mesmo grau de satura-
cao por Sewell (1996)) e |Segundo (2012) e com técnicas de atualizagdo de limite inferior
por Furini et al.| (2016) para que o gap de otimalidade seja reduzido a zero mais rapida-
mente.

Outras abordagens exatas para o VCP foram desenvolvidas com base em programacao

inteira. Um algoritmo branch-and-price foi desenvolvido por Mehrotra e Trick (1996) a
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Tabela C.2: Algoritmos exatos para a coloracio cldssica de vértices.

Referéncia Estratégia algoritmica
Brown|(1972) Backtracking
Brélaz|(1979) DSATURggp - Branch-and-bound
Sewell|(1996) Regra de desempate para DSATURgg 5
Mehrotra e Trick|(1996) Branch-and-price (formulacgao por conjuntos independentes)
Méndez-Diaz e Zabala|(2006) Branch-and-cut (formulagdo cldssica)
Lucet et al.|(2006) Decomposicio linear
Segundo|(2012) Regra de desempate para DSATURpgg 5
Furini et al.|(2016) Limites inferiores para DSATURpg g

partir da formulac¢@o por conjuntos independentes (PI-Col-FormIndep), tomando proveito
de seu nimero exponencial de varidveis, as quais sdo selecionadas por meio de geracao
de colunas cujo subproblema envolve a determinacdo de um conjunto independente méa-
ximo ponderado. Tal algoritmo também foi posteriormente explorado em multicoloragao
(Mehrotra e Trick, 2007).

Um método exato seguindo a técnica de branch-and-cut foi proposto por Méndez-
Diaz e Zabala (2006), usando a formulacdo padrdo (PI-Col-Padrao), onde sdao usadas
desigualdades validas adicionais baseadas em conjuntos independentes, cliques, buracos,
caminhos e bloqueios no grafo de entrada.

Uma ultima abordagem exata distinta das anteriores foi proposta por |[Lucet et al.
(2006), baseada em decomposicao linear, onde o grafo de entrada é decomposto em sub-
grafos menores de acordo com um conjunto fronteira, que contém vértices comuns a
ambos os subgrafos, os quais sempre usardo as mesmas cores em ambos os subgrafos.
Uma vez que o nimero de configuragdes possiveis é exponencial, Lucet et al. propdem
aplicar a decomposicao linear apenas com k ou menos blocos.

A Tabela|C.2]fornece um resumo das referéncias citadas de algoritmos exatos para o
VCP.

Em contraste com a quantidade de algoritmos exatos presentes na literatura, muitas
heuristicas e meta-heuristicas foram propostas ao longo dos anos para a coloracao clés-
sica, com variados graus de sucesso. Devido a similaridades entre algumas delas, o foco
serd em mostrar, para diferentes tipos conhecidos de heuristicas e meta-heuristicas, os
principais trabalhos da literatura.

Um algoritmo heuristico construtivo muito conhecido na literatura ¢ o DSATURy,
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proposto por Brélaz (1979) (citado na subsec¢do anterior como base para um método
exato), que segue o paradigma guloso e onde o potencial de um vértice a ser selecionado
para ser colorido segue os graus de saturacdo da solucdo parcial. Outra heuristica cons-
trutiva bastante usada é o o método RLF (Recursive Largest First), proposto por Leighton
(1979), onde uma cor € selecionada por vez e o algoritmo identifica conjuntos indepen-
dentes no grafo cujos membros receberao tal cor, repetindo o processo ao incrementar a
Cor.

A primeira meta-heuristica aplicada a coloragdo de vértices foi proposta por (Chams
et al. (1987), sendo um simulated annealing (SA) aplicado ao espago de solu¢des confli-
tantes (ou seja, onde ha solucdes infactiveis). A cada iteracdo em uma dada temperatura,
novas solugdes sdo geradas aleatoriamente da vizinhanga bésica (onde um vértice tem sua
cor alterada).

Outros algoritmos usando simulated annealing foram propostos por Johnson et al.
(1991)), que forneceram trés implementagdes do método, variando o espaco de solucdes
(vélidas ou conflitantes) e vizinhangas, todas com resfriamento exponencial e com a adi-
cdo de dois parametros: porcentagem minima de movimentos aceitos para cada tempe-
ratura e quantidade de vezes que tal porcentagem minima deve ser atingida para que o
processo chegue ao congelamento.

Uma variacdo interessante do simulated annealing é o quantum annealing (QA) que
insere flutuagdes quanticas artificiais (conceitos vindos da mecénica quantica) ao SA,
sendo que um algoritmo desse tipo para a coloracdo de grafos foi proposto por Titiloye e
Crispin| (2011), onde sdo usadas solu¢des conflitantes inicialmente aleatdrias.

Hertz e Werral (1987) propuseram o algoritmo TABUCOL, que é uma busca tabu para
a coloracao de vértices. O método também usa solugdes conflitantes e procura minimizar
a quantidade de conflitos até atingir uma coloracdo vdlida. Apesar da aparente simpli-
cidade, muitos outros algoritmos usam o TABUCOL como busca local em suas fases de
melhoria de solucao.

Outro método que usa busca tabu foi proposto por|Lim et al.| (2005)), baseado também
na meta-heuristica Squeaky Wheel Optimization (SWO), onde sequéncias de vértices sao
usadas para definir prioridades e as solugdes sao melhoradas por meio de busca tabu em
uma vizinhanga de troca entre pares nas sequéncias de vértices.

Blochliger e Zufferey| (2008) desenvolveram o algoritmo PARTIALCOL, que € uma
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busca tabu que trabalha no espaco de busca de solugdes parciais, ou seja, que contém
vértices nao coloridos, e usa vizinhangas que tentam atribuir cor a vértices ndo coloridos,
removendo violacdes. O método usa dois esquemas para a lista tabu, de acordo com a
solucdo atual e movimento na vizinhanca.

Uma busca tabu pseudo-reativa foi proposta por Chalupa|(2011), que usa um esquema
tabu dindmico similar ao de |Blochliger e Zufferey| (2008), porém, altera os parametros
utilizados para o célculo do periodo tabu ao invés do mesmo diretamente. Assim, se a
busca estiver presa em uma regido do espaco de solucdes, os parametros sdo alterados
para aumento do periodo tabu.

Meétodos hibridos combinando simulated annealing e busca tabu foram propostos mais
recentemente. |Yesil et al.| (2011) propuseram um algoritmo SA com backtracking que
também usa uma lista tabu. O procedimento utiliza solu¢des parciais, as quais sdo co-
dificadas como sequéncias de vértices e separadores. Vértices delimitados entre dois
separadores usam a mesma cor, € o objetivo é aumentar o tamanho das solugdes parciais,
de forma que todos os vértices estejam na sequéncia. A constru¢do de novas solucdes
¢ feito por backtracking de acordo com os vértices ndo coloridos, e as solu¢des parciais
geradas sdo colocadas na lista tabu.

Outro algoritmo combinando SA e busca tabu foi desenvolvido por Pahlavani e Eshghi
(2011), onde sdo usadas solugdes conflitantes e a solugdo inicial é obtida por uma estra-
tégia gulosa. O SA usado € cléssico, usando a vizinhanga bésica e o critério de aceitagao
de Metropolis. A cada iteragdo, € usada a busca tabu com vizinhanga bdsica de troca de
cores, com periodo tabu dindmico, proporcional ao nimero de conflitos da solugdo atual.

Diversas meta-heuristicas baseadas em busca local sem busca tabu como procedi-
mento principal também foram propostas na literatura. Caramia e Dell’ Olmo| (1999) pro-
puseram o algoritmo HCD, que também procura evitar movimentos repetidos durante a
exploracdo da vizinhanca, mas usa prioridades de vértices ao invés de lista tabu para isso.
O método explora o espaco de k-coloracdes validas, mas aceita solugdes piores que a me-
lhor encontrada de forma a visitar mais por¢oes do espaco de busca. O método HCD foi
posteriormente melhorado, dando origem ao algoritmo CHECKCOL, proposto por (Ca-
ramia et al. (2006). Nele, é introduzido um esquema de checkpointing, onde, depois de
algumas iteragdes, o algoritmo € reiniciado (como um método multistart).

Laguna e Marti| (2001)) propuseram um GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search
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Procedure, ou Procedimento de Busca Gulosa Aleatdria Adaptativa) para colorir grafos
esparsos, utilizando solu¢des conflitantes. A fase construtiva trabalha construindo uma
classe de cor por vez e usa uma lista restrita de candidatos baseada no grau dos vértices.
A fase de melhoria tenta fundir classes pequenas de cores e, posteriormente, aplica busca
local na solugdo gerada.

Uma busca local iterada (em inglés, iterated local search - ILS) foi desenvolvida por
Paquete e Stutzle| (2002), a qual explora solugdes conflitantes, sendo a inicial definida
aleatoriamente. O método utiliza trés vizinhancgas que reduzem conflitos e alteram cores
dos vértices, além de quatro operadores de perturbacdo para escapar de 6timos locais,
incluindo um baseado em busca tabu (diversificagdo direcionada).

Avanthay et al. (2003)) propuseram um algoritmo de busca em vizinhangas variadas
(em inglés, variable neighborhood search - VNS), onde seis tipos de movimentos sao
usados de forma a escapar de 6timos locais. As solu¢des usadas sdo do espaco das con-
flitantes, onde a inicial é definida aleatoriamente. Cada iteracdo do VNS usa uma das
vizinhancas. Trés sdo baseadas em vértices, onde um vértice conflitante recebe a me-
lhor cor possivel, e as outras trés s@o baseadas em classes de cores. Como busca local, o
método aplica execucdes do TABUCOL (Hertz e Werra, |1987) em cima da solucio en-
contrada apds explorar a vizinhanca. Para fugir dos 6timos locais, o algoritmo efetua uma
perturbacdo que consiste em procurar uma solugdo aleatdria na vizinhanca atualmente
considerada.

Trick e Yildiz (2007) propuseram um algoritmo de busca em vizinhanga grande (em
inglés, large neighborhood search - LNS), que também utiliza solugdes conflitantes. A
solugdo inicial é aleatdria e as vizinhangas sdo derivadas de trabalhos em visdo compu-
tacional de tamanho exponencial. Para determinar o melhor movimento da vizinhanca, o
algoritmo determina cortes mdximos em subgrafos definidos de acordo com a coloragdo
atual e a vizinhanca.

Uma busca em espago varidvel foi proposta por Hertz et al.|(2008)), além das vizinhan-
cas, a fun¢do objetivo também € alterada. Trés espacos de busca sao usados, baseados nos
algoritmos TABUCOL, PARTIALCOL e em orienta¢des aciclicas do grafo. Destaca-se
que esse método ndo utiliza critério de perturbacdo, uma vez que o uso de espagos de
busca distintos ajuda na exploracao de regides distintas de solucdes.

Um algoritmo genético com busca local foi proposto por |[Fleurent e Ferland (1996),
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onde o espaco de busca do algoritmo € o de solu¢des conflitantes com conjunto fixo de
cores) A populacio € ordenada de acordo com a fungdo de fitness (nimero de conflitos) e
a selecdo de um individuo € aleatéria. No método, s@o usados dois ipos de codificacdes
de solu¢do, cada uma com operadores genéticos proprios. Um operador adicional de
cruzamento, utilizdvel em ambas as codificacdes, faz com que um filho use a mesma
coloracao do pai 1, onde vértices conflitantes no mesmo passardo a usar a cor do pai 2
caso a mesma remova o conflito. O algoritmo de melhoria (busca local) ¢ o TABUCOL.

Outro método hibridizando algoritmo genético e busca local foi proposto Dorne e Hao
(1998Db)), onde também sao usadas solugdes conflitantes com conjunto fixo de cores. Os
individuos seguem a codificacdo por string de Fleurent e Ferland (1996) e a populacdo
inicial € obtida por uma variante aleatorizada do algoritmo RLF. A selecao de individuos
para o cruzamento € feita aleatoriamente, com uma probabilidade dada como parametro,
e o cruzamento em si usa o operador UIS (Unified Independent Sets, ou Conjuntos In-
dependentes Unificados), o qual une classes de cores com mais vértices em cada pai. O
processo de mutagdo envolve um processo de busca tabu com caminho aleatério.

Galinier e Hao| (1999) propuseram um algoritmo evoluciondrio hibrido, utilizando so-
lucdes conflitantes. A populacio inicial é obtida por uma adaptacio do DSATURy, com
conjunto de cores € fixo, levando alguns vértices de cada solu¢do a ndo terem cor fac-
tivel, recebendo entdo uma cor aleatdria que serd conflitante e, ao final, € aplicada uma
busca local. A selecdo de pais na populagdo é feita de forma aleatdria e o cruzamento é
realizado pelo operador GPX (Greedy Partition Crossover, ou Cruzamento de Particiona-
mento Guloso), que consiste em selecionar, a cada passo, um dos pais (pai 1 se o passo
for impar e pai 2 se for par) e encontrar a maior classe de cores no mesmo. Tal classe vai
para o filho e os vértices da mesma sdo removidos de ambos os pais. Ao final, vértices
nao coloridos no filho recebem cores aleatérias. A busca local utilizada para melhoria
de solucdes € o algoritmo TABUCOL adaptado para esse método hibrido, que também
substitui o operador de mutacao.

Um método de duas fases, chamado de MMT, que envolve conceitos evolutivos e
programacdo inteira, foi proposto por Malaguti et al.| (2008)), onde sdo usadas solugdes
parciais. A primeira fase é a evolutiva, na qual sdo gerados os limites iniciais. A po-
pulacdo inicial é determinada por uma adaptacdo do DSATURy e um algoritmo guloso

classico com ordens aleatdrias de vértices. Uma busca local € aplicada em cada solugao
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inicial gerada, consistindo em uma busca tabu com vizinhanga que muda a cor de um
vértice e remove as cores de vértices vizinhos que forem iguais a atribuida. O operador
de cruzamento € uma modificagdo do GPX de|Galinier e Hao| (1999) A segunda fase en-
volve otimizag¢do por colunas, com base no modelo de programagdo inteira por conjuntos
independentes (PI-Col-Conjlndep) de Mehrotra e Trick (1996), onde as colunas usadas
sao determinadas pelas solugdes da fase evolutiva.

Mabrouk et al.| (2009) propuseram um algoritmo genético com busca tabu e proces-
samento paralelo, onde o conjunto inicial de cores e a populagdo sdo determinados por
uma aplica¢gdes do algoritmo (Leighton, [1979). A selecdo de individuos é baseada em
torneio e o cruzamento € feito pelo operador PMX (Partially Mapped Crossover, ou Cru-
zamento Parcialmente Mapeado) onde duas coloracdes, representadas como permutagdes,
sdo cortadas em dois pontos e os filhos sdo gerados com base na mistura de partes de cada
coloracao, nos quais € aplicado procedimento de conserto para remover inconsisténcias.
A mutacdo baseia-se em busca tabu O paralelismo do algoritmo € implementado com o
modelo de mestre e escravos, no qual um processador é denotado como mestre e distribui
as tarefas aos outros. A populacdo € dividida entre os escravos, que fardo cruzamentos e
mutacdes, e repassardo os resultados ao mestre para avaliagcdo e reorganizacao.

Outro método que combina algoritmo genético com busca tabu € a heuristica MACOL,
proposta por [Lii e Hao (2010), que usa colora¢gdes com conflitos. A populacdo inicial é
gerada por uma heuristica baseada em chances de cada vértice ndo poder ser colorido no
futuro se ndo receber uma cor na iterag@o atual. O cruzamento € feito pelo operador AM-
PaX (Adaptive Multi-Parent Crossover, ou Cruzamento Adaptativo com Multiplos Pais),
que é baseado no GPX, porém usando mais de dois pais para determinar um filho. Uma
busca tabu € aplicada em seguida, baseada na desenvolvida por Galinier e Hao| (1999) e
no TABUCOL.

Fister et al.|(2011) propuseram um algoritmo de evolucdo diferencial especifico para
determinar se um grafo possui ou nao uma 3-coloracdo, chamado de HSA-DE (Hybrid
Self-Adaptive Differential Evolution, ou Evolucdo Diferencial Hibrida Auto-Adaptativa).
Cada solug@o consiste em um vetor de |V| ndmeros reais, onde o i-ésimo valor do ve-
tor indica a dificuldade para colorir o vértice i (ou seja, define a ordem dos vértices). A
decodificagdo das solugdes é baseada no DSATURy com base nos vetores gerados. A

mutagdo envolve trés solugdes aleatorias, onde uma nova € gerada com a soma do vetor

171



de uma solucao a diferenca ponderada dos outros dois vetores selecionados. Para o cruza-
mento, um vetor solugdo € gerado baseado em dois pais (um da populacio e outro gerado
da mutacdo), onde, para cada posicdo do mesmo, com uma dada probabilidade, o valor
da mutacdo € copiado (caso contrdrio, o valor da solu¢@o da populagdo € copiado). Para
melhorar as solucdes, € utilizada uma busca local em uma vizinhanga de troca de posicoes
de vértices nas permutagdes geradas.

Um algoritmo evolutivo multiagente foi proposto por Chalupa (2011)), que se destaca
por usar apenas mutacdo e ndo cruzamento. Neste método, cada agente é uma solucao
com tempo de vida limitado, e a populacdo inicial consiste em solucdes aleatorias. Cada
agente passa por uma busca local, que consiste no TABUCOL e também determina o
tempo de vida da solucdo de acordo com a melhoria. Uma lista elite é usada para arma-
zenar as melhores solugdes, para a qual cada agente s6 pode passar uma solucao.

Um método baseado na extragdo de conjuntos independentes do grafo por meio de
um algoritmo genético com busca tabu foi proposto por (Wu e Hao (2012), sendo cha-
mado de EXTRACOL. O método consiste em duas fases, pré-processamento e coloracio,
0 que torna necessario o uso de coloragdes parciais na primeira fase, que serdo estendidas
para solugdes completas na segunda. O pré-processamento consiste na aplicacdo de uma
busca tabu adaptativa para identificar o melhor conjunto independente maximal possivel.
A funcao objetivo desta busca tabu € a quantidade de arestas entre os vértices selecio-
nados como conjunto independente (caso seja 0, entdo os vértices formam um conjunto
independente valido). A vizinhanca usada envolve trocas entre pares de vértices dentro e
fora do conjunto independente.

Abbasian e Mouhoub (2013) desenvolveram um algoritmo paralelo genético hierar-
quico, onde a busca € realizada no espago de solucdes conflitantes e sdo usados vérios
processos mestre (denotando ilhas), cada um com seus escravos. Os mestres se reportam
a um processo coordenador, que recebe solugdes validas dos mesmos. Os individuos con-
sistem em um vetor de |V| inteiros, onde o i-ésimo elemento € a cor de i. O cruzamento
utilizado € o PSC (Parental Success Crossover, ou Cruzmento de Sucesso Parental), onde,
para cada um dos dois pais, determina-se, para cada vértice, o nimero de conflitos do
mesmo e, entdo, cada vértice do filho recebera a cor usada no pai que tenha menos con-
flitos para o vértice. Sao usados dois tipos de mutagdo: o primeiro seleciona um vértice i

aleatorio e troca as cores de seus vizinhos que estejam usando a mesma cor, enquanto o
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segundo apenas troca a cor de um vértice por outra aleatdria.

Costa e Hertz| (1997) propuseram um dos primeiros algoritmos de coldnia de formigas
para a coloracgdo classica, denominado de ANTCOL. As solugdes usadas correspondem a
k-coloragdes vélidas, de tal modo que cada formiga gera uma solu¢do por meio de adapta-
coes dos algoritmos construtivos DSATURy e RLF bem como por outros procedimentos
gulosos e aleatdrios. Os métodos construtivos baseiam-se em uma tabela que corresponde
a experiéncia adquirida pela colonia a cada construgdo (trilha de feromoénios), Quanto me-
lhor a soluc¢d@o, mais as proximas solucdes tenderdo a usar essa caracteristica memorizada.

Uma melhoria do ANTCOL foi proposta por Salari e Eshghi| (2005), cujo algoritmo
resultante € chamado de MMGC. Nele, € utilizada uma outra fun¢do objetivo, a maximi-
zacdo da soma dos quadrados da quantidade de vértices em cada classe de cor, o que leva
o algoritmo a encontrar solu¢des que usam menos cores. O método também usa heuristica
na selec@o do primeiro vértice a ser colorido no métodos construtivos. Por fim, o MMGC
adiciona uma busca local ao algoritmo utilizando uma vizinhanca definida por cadeias de
Kempe. Tanto a fungdo objetivo quanto a vizinhanga sao baseadas no simulated annealing
de|Johnson et al.|(1991).

Outra melhoria do ANTCOL foi desenvolvida por Dowsland e Thompson| (2008),
onde sdo adicionados diversificagdo, melhorias no algoritmo construtivo e busca local. A
diversificagdo envolve a utilizacdo de duas fungdes de avaliagdo de solugcdo e multipli-
cadores de trilhas de feromonios que criardo uma tendéncia de vértices nao coloridos a
serem selecionados. A construgdo de solucdes € baseada no GRASP de Laguna e Marti
(2001), de modo a usar constru¢do gulosa aleatéria para obter conjuntos independentes
maximais que minimizem o nimero de arestas induzidas para os vértices nao coloridos. A
busca local € baseada em embaralhamentos de vértices, arvores de decisio e no algoritmo
TABUCOL.

Um outro algoritmo de colonia de formigas foi desenvolvido por Plumettaz et al.
(2009) com base na busca tabu PARTIALCOL de Blochliger e Zufferey (2008). O al-
goritmo também usa coloragdes parciais e, nele, cada formiga efetua uma busca local
além da construcio, que consiste na aplicagdo do PARTIALCOL a solu¢do obtida. Apds
esse procedimento, € repassada, para iteragdes futuras, a informacao de vértices que usam
a mesma cor (o que define a trilha de feromonios).

Outra meta-heuristica populacional € a busca dispersa (scatter search), que difere dos
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algoritmos genéticos por selecionar um subconjunto da populacdo, chamado de conjunto
referéncia, que € dividido em conjunto de melhores e de diversificadas para aplicar ope-
radores de combinacao entre solucdes e também por substituir individuos da populacio
pelo fitness e pela diversidade. Para o VCP, Hamiez e Hao (2002) propds um método
desse tipo, que trabalha no espacgo de solucdes conflitantes. A populacdo inicial € obtida
gerando-se coloragdes com k cores com modificagdes aleatdrias. selecionando, para cada
cor, um vértice aleatdrio e impedindo que seus vizinhos possam usar a mesma cor. Cada
solucdo é melhorada aplicando-se iteracdes do algoritmo TABUCOL. Para atualizacdo do
conjunto referéncia, se uma nova solugdo for melhor que a pior do conjunto de melhores,
entdo a nova entra no lugar da pior. Caso contrario, se a sua diversidade for maior que
a da menos diversa conjunto de diversificadas, esta dltima € removida e a nova solugdo
entra em seu lugar. A combinacdo de solugdes € realizada por uma generalizacdo do GPX
a um numero arbitrdrio de pais.

Um método que também usa populag@o de solucdes € a otimizacdo por nuvem de
particulas (particle swarm optimization - PSO). |[Hsu et al.| (2011) aplicaram tal meta-
heuristica a coloracdo de grafos, onde hé varias particulas movendo-se em um espaco
|V|-dimensional. Cada particula tem um vetor de |V| velocidades e de |V| posi¢des e
a sua posicdo € usada para determinar a cor do vértice. As velocidades sdo atualizadas
de acordo com as melhores solu¢des que cada particula encontrou. Como a PSO € um
método tradicionalmente continuo, uma tradugcdo quaterndria é usada para mapeamento
ao espaco discreto de cores, na qual a cor € determinada pela relacdo de um valor aleatério
com uma constante real entre 0 e 1. O algoritmo aplica a estratégia chamada de walking
one, que estende a traduc@o quaterndria de modo que vértices com muitos conflitos criem
tendéncia a mudar de cor. Para evitar convergéncia prematura, € aplicada uma turbuléncia
que aumenta a velocidade de vértices caso que estejam com a mesma baixa em uma
particula.

A Tabela [C.3| fornece um sumdrio dos trabalhos citados nesta subse¢do em ordem

cronoldgica de publicagdo.
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Tabela C.3: Algoritmos aproximados para a coloracio classica de vértices.

Referéncia

Estratégia algoritmica

Brélaz|(1979)
Leighton|(1979)
Chams et al.|{(1987)
Hertz e Werra|(1987)
Johnson et al.|(1991)
Fleurent e Ferland|(1996)
Costa e Hertz|(1997)
Dorne e Hao|(1998a)
Caramia e Dell’Olmo|(1999)
Galinier e Hao|(1999)
Laguna e Marti|(2001)
Hamiez e Hao|(2002)
Paquete e Stutzle|(2002)
Avanthay et al.|(2003)
Lim et al.|(2005)
Salari e Eshghi|(2005)
Caramia et al.|(2006)
Trick e Yildiz|(2007)
Blochliger e Zufferey|(2008)

Dowsland e Thompson|(2008)

Hertz et al.|(2008)
Malaguti et al.|(2008)
Mabrouk et al.|(2009)
Plumettaz et al.|(2009)

Lii e Hao|(2010)
Chalupa|(2011)
Fister et al.|(2011)
Hsu et al.|(2011)
Pahlavani e Eshghi|(2011)
Titiloye e Crispin|(2011)
Yesil et al.|(2011)
Abbasian e Mouhoub|(2013)

DSATURg: Algoritmo guloso de graus de saturagdo
RLF: Algoritmo guloso recursivo
Simulated annealing classico
TABUCOL: Busca tabu
Simulated annealing em trés espacos de busca
Algoritmo genético + busca tabu
ANTCOL: Coldnia de formigas
Algoritmo genético + busca local
HCD - Busca local com prioridades de vértices
Algoritmo genético + busca tabu
Procedimento de busca gulosa aleatéria adaptativa (GRASP)
Busca dispersa (scatter search)

Busca local iterada (ILS)

Busca em vizinhangas variadas (VNS)
Squeaky Wheel Optimization (SWO)
MMGTC: Colo6nia de formigas + busca local
CHECKCOL: HCD com checkpointing
Busca em vizinhanga grande (LNS)
PARTIALCOL: Busca tabu
Colonia de formigas + diversificagdo + busca tabu
Busca em espacos variados (VSS)

MMT: Algoritmo genético + programacao inteira
Algoritmo genético paralelo + busca tabu
Colonia de formigas + busca tabu
MACOL: Algoritmo genético + busca tabu
Algoritmo evolutivo multiagente / busca tabu pseudo-reativa
HSA-DE: Algoritmo genético + busca local para 3-coloracdo
Otimizag¢ado por nuvem de particulas (PSO)
Simulated annealing + busca tabu
Quantum annealing
Simulated annealing + backtracking + busca tabu

Algoritmo genético paralelo hierdrquico
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