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RESUMO

Este trabalho apresenta alguns conceitos primitivos de conjuntos, além de algumas defini-
coes de fungdes indispensdveis para constru¢do do tema. A justificativa para o seu estudo €
propor mais uma forma de viabilizar o Ensino-Aprendizagem de Andlise Combinatdria, uma
vez que boa parte dos docentes de matematica da Educac@o Bésica consideram Combinatoria
um conteido complicado de ser ensinado e compreendido de uma forma que apresente algum
sentido real para os discentes, que sdo induzidos 2 memorizacdo mecanica de férmulas prontas
e a aplicacdo das mesmas a resolu¢cdo de imensas listas de exercicios na tentativa de compreen-
der tal contetido. Neste sentido, primeiramente, apresentaremos alguns conceitos e definicdes
de conjuntos e func¢des que servirdo como base para a constru¢do do nosso trabalho, servindo
também como auxilio para o professor trabalhar o ensino de combinatdria em sala de aula, da
maneira que propomos neste projeto de ensino, fazendo aplicacdes de combinatéria com uma
visao de conjunto. Ao longo do trabalho iremos abordar alguns tépicos de anélise combinatdria
sem, inicialmente, mencionarmos férmulas, ou seja, trabalharemos sempre exemplos simples e
de facil compreensdo para a construcao das féormulas, dando a estas algum sentido concreto e
real, em vez de sé apresentd-las com a finalidade de memorizagdo. E mais imperativo fazer o
aluno trabalhar um problema construindo a solucdo do mesmo por meio dos conceitos que se-
rao propostos e aplicd-lo na questdo, ao invés de memorizar um determinado exercicio ou outro,
porque sabemos que desta maneira, quando deparar-se com um outro problema que envolva um
novo conceito, ndo serd capaz de resolvé-lo. Pensando nisso, propomos alguns projetos e ativi-
dades que podem ser trabalhados em sala de aula com o auxilio do Software Livre Educacional
Geogebra - versdo 6.0.529. Por fim, abordamos situagdes problemas com o objetivo de instigar
nossos leitores a visualizar outros problemas de combinatdria de maneira que possa sugerir ou
propor solucdes interpretativas baseadas na linguagem dos conjuntos, além de efetuar solucdes

algébricas, tendo como base os principios, conceitos e defini¢des de contagem.

Palavras-chave: Combinatéria, Conjunto, Fung¢des, Cardinalidade, Permutacdes, Arranjos,

Combinagdes.



ABSTRACT

This work presents some primitive concepts of sets, as well as some definitions of indispen-
sable functions for the construction of the theme. The justification for his study is to propose
another way to make Combinatorial Analysis Teaching-Learning feasible, since most Mathe-
matics teachers of Basic Education consider Combinatorial a complicated content to be taught
and understood in a way that has some meaning. real for students, who are induced to the
mechanical memorization of ready formulas and their application to the solving of huge lists
of exercises in an attempt to understand such content. In this sense, firstly, we will present
some concepts and definitions of sets and functions that will serve as the basis for the cons-
truction of our work, also serving as an aid for the teacher to work the combinatorial teaching
in the classroom, as we propose in this teaching project. , making combinatorial applications
with an overview. Throughout the work we will cover some topics of combinatorial analysis
without first mentioning formulas, that is, we will always work with simple and easy to unders-
tand examples for the construction of formulas, giving them some concrete and real meaning,
instead of just presenting them. them for the purpose of memorization. It is more imperative
to make the student work on a problem by constructing its solution through the concepts that
will be proposed and apply it to the question, rather than memorizing a particular exercise or
another, because we know that when we come across a problem. Another problem that involves
a new concept will not be able to solve it. With that in mind, we propose some projects and
activities that can be worked out in the classroom with the help of Geogebra Educational Free
Software - version 6.0.529. Finally, we approach problem situations in order to prompt our re-
aders to visualize other combinatorial problems. so that it can suggest or propose interpretative
solutions based on the language of the sets, besides making algebraic solutions, based on the
principles, concepts and definitions of counting.

Keywords: Combinatorics, Set, Functions, Cardinality, Permutations,  Arrange-

ments, Combinations.
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LISTA DE SIMBOLOS

Conjunto dos nimeros inteiros.
Conjunto dos nimeros inteiros ndo negativos.
Conjunto dos niimeros inteiros nao nulos e ndo negativos.
Conjunto dos nimeros racionais.
Conjunto dos nimeros irracionais.
Conjunto dos nimeros reais.
Poligono.

Igual.

Diferente.

Congruente.

Aproximado.

Semelhante.

Maior.

Menor.

Intersec¢ao.

Unido.

Pertence.

N3ao pertence.

Paralelo.

Perpendicular.

Média Geométrica.

Média Proporcional.

Segmento AB.

Medida do segmento AB.
Medida do angulo ABC.

Angulo B.

Opostos pelo vértice.

Triangulo.

Area do tridngulo.

Area do Circulo.

Area do Quadrado.

Indica o fim de uma demonstragao.
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Capitulo 1

APRESENTANDO A PROPOSTA DO
PROJETO

1.1 Introducao

Andlise Combinatéria ou simplesmente Combinatoria, ¢ um dos mais importantes topicos
da matematica discreta, devido ao seu vasto campo de aplicabilidade. Além do mais, permite
a criacdo de situagdes-problema que podem ser discutidas através da construgdo e discussao de
ideias, favorecendo o desenvolvimento da capacidade critica-argumentativa em diversos niveis
de ensino, do Médio ao Superior. Pensando nesta amplitude do conhecimento, dedicamos este
projeto a professores, discentes dos cursos de Licenciatura em Matemdtica e, principalmente,
aos estudantes do Ensino Médio. E um dos nossos objetivos, € auxiliar estes personagens a
superar lacunas no ensino e na aprendizagem de combinatdria, desenvolvendo a no¢do de que
os métodos e formulas matemdticas podem ser uteis e podem surgir a partir da discussao de
exemplos e aplicacdes de resultados basicos, instigando o aluno a perceber que os conceitos e
férmulas sdo meros coadjuvante para a resolucdo de problemas, mas que o entendimento cons-
trutivo deles facilita a solu¢do. Em outras palavras, ndo devemos condenar a apresentagdo dos
conceitos e formulas, mas sim, o uso excessivo destas. Fazendo com que o discente saiba o que
estd fazendo com elas, por meio da assimilagdo efetiva dos conceitos e aplicagdes, € uma das
maneiras de fazer isso € quando construimos uma representacio grafica, por meio de esquema,
arvore de possibilidades, tabelas, produto cartesiano e enumeracdo de possibilidades (agrupa-
mentos para solucdo), estamos praticando o exercicio do raciocinio combinatdrio, com base no
que chamamos de "Registros de representacdo semidtica e funcionamento cognitivo do pensa-

mento""

. Mas € impossivel, até seria contraproducente, s6 enumerar e discutir resultados sem
apresentar algumas provas. Por isso, no Apéndice, apresentaremos uns dos mais importantes
principios da matematica, conhecido como Principio da Indugcdo Matemdtica - PIM, o que foi
bastante util para as demonstragdes feitas no nosso trabalho. Contudo, evitamos provas que

requeiram resultados ou técnicas muito avangadas para o contexto.



Com base no que acabamos de argumentar, este trabalho encontra-se dividido em cinco ca-
pitulos. No primeiro, apresentamos a proposta do projeto composta pela justificativa, objetivos,
contribui¢do e relevancia do estudo. No segundo capitulo, relembramos alguns conceitos e
defini¢des de Conjuntos e Fungoes, ja bastante vistos por professores, alunos e graduandos
de matematica desde o Ensino Fundamental. Todavia, a finalidade dele é servir como base e
auxilio para o desenvolvimento do projeto, além de sanar possiveis dividas sobre conceitos e

defini¢des de alguns conjuntos e funcdes especiais ou reelembrar tais descrigdes.

O terceiro capitulo, trata dos dois principais Principios de Contagem: Principio Aditivo
(Principio Bésico da Contagem) e Principio Multiplicativo (Principio Fundamental da Con-
tagem - P.F.C.). Logo em seguida, trabalhamos no ponto principal do nosso projeto, intitulado
"Um Estudo de Andlise Combinatoria Via Teoria dos Conjuntos'’, tendo o principio multipli-
cativo como ancora deste estudo e, considerando o Principio da Inclusdo-Exclusdo como parte

relevante, pois, estd diretamente relacionado com o tema do nosso trabalho.

No quarto capitulo, trabalhamos alguns projetos de ensino para sala de aula, com o auxilio do
Software Livre Educacional Geogebra - versao 6.0.529, fazendo uma relagdo entre combinat6-
ria e geometria e, implicitamente, usando a linguagem de conjutos. Uma vez que os elementos
da geometria estruturam-se em conjuntos, como por exemplo, pontos, arestas, faces, vértices e
etc. Neste capitulo, também sdo propostos projetos e atividades que podem ser trabalhados de
uma forma mais geral com alunos, graduandos e professores. Faremos isso, com base o que
chamamos de "trabalho documental dos professores”(ver em [7]]). A abordagem documental
estuda o trabalho dos professores a partir de suas interacdes com os recursos pedagdgicos e
tecnolégicos, fazendo uma relagdo entre teoria e pratica, desempenhando um papel essencial no

desenvolvimento profissional dos professores.

Por fim, no quinto e dltimo capitulo, abordamos situacdes problemas relacionados com o
tema do nosso trabalho, com o objetivo de instigar nossos leitores a visualizar outros problemas
de combinatdria de maneira que possa sugerir ou propor solugdes interpretativas baseadas na
linguagem de conjuntos. Além disso, apresentamos algumas solucdes algébricas para os pro-
blemas, tendo como base os principios, conceitos e definicdes de contagem. Fechamos nosso
trabalho com as consideracdes finais, relatando um pouco das dificuldades encontradas para o
desenvolvimento do projeto, pontos relevantes do tema e a inten¢@o de organizar os principais
resultados do trabalho para uma possivel publicagdo como proposta de Ensino-Aprendizagem
de combinatoria.

L0 termo Registro de Representacdo Semidtica é usado para indicar diferentes
tipos de representagdo como, por exemplo, escrita em lingua natural ou em lingua
materna, escrita algébrica, tabelas, grdficos cartesianos e figuras.



As transformagoes de representacbes em outras transformagdes semioticas estdo
no coragdo da atividade matemdtica. As dificuldades dos alunos para compreender
matemdtica surgem por conta da diversidade e complexidade dessas transformacaes.
Para estudar esta complexidade, as representacoes semioticas devem ser analisadas,
ndo a partir dos objetos ou dos conceitos matemdticos que representam, mas a partir

do funcionamento representacional que € proprio do registro no qual sdo produzidas.

1.2 Justificativa do Estudo

O norte principal que nos levou a escrever sobre este trabalho €, viabilizar e disponibilizar
uma proposta diversificada, ampla e atraente de Ensino-Aprendizagem de Andlise Combina-
toria Via Teoria dos Conjuntos, que possa ajudar os personagens ja citados a obter mais uma
visdo de compreensao efetiva de conceitos matematicos e a assimilagdo do real significado do
raciocinio combinatério baseado nos seus principios. Uma vez que o ensino de combinatdria
na maioria das escolas do nosso Brasil, limita-se ao uso excessivo de férmulas para calcular o
que estd sendo cobrado em determinados problemas, sem proporcionar aos alunos a verdadeira
compreensdo e interpretacdo necessdria para as solucoes criativas dos mesmos. Continuar nesta
estratégia, vai de encontro com os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) que frisam, entre
outros aspectos, a importancia da constru¢do do raciocinio combinatoério na formagao dos alu-
nos do Ensino Médio e o cuidado que néds, docentes, temos que ter ao procurar desenvolvé-lo.
Infelizmente, o que contribui ainda mais para o empobrecimento do ensino de combinatdria
sdo publicacdes de mais trabalhos abordando apenas a resolug¢do de problemas desse contetdo
através da aplicacdao de férmulas sem sentido construtivo, o que torna o ensino deste tépico

mecanico.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo Geral

Construir conceitos combinatoriais, através de estruturas que simplifiquem o desenvolvi-
mento do raciocinio combinatério baseado nos seus principios, via teoria dos conjuntos, pro-

pondo o uso de uma ferramenta tecnoldgica que possa consolidar o aprendizado.

1.3.2 Objetivos Especificos

1. Compreender de maneira efetiva e real os conceitos combinatoriais;

2. Identificar os conceitos de Andlise Combinatdria em situacdes-problema;



3. Propor e utilizar, a medida do possivel, a linguagem dos conjuntos nas resolugdes de

situacOes-problemas;

4. Relacionar outros topicos da matematica com Combinatdria, tendo auxilio de uma ferra-

menta tecnoldgica com aplicagdo para sala de aula.

1.4 Contribuicao e Relevancia

Com o desenvolvimento do nosso projeto, buscamos tirar conclusdes por meio de constru-
¢do de estruturas de agrupamentos formulando conceitos de Andlise Combinatoéria, elaboragao
de teorema, propostas de demonstracdes diversificadas de propriedades e de proposi¢des, abor-
dando nossa proposta de ensino baseada na teoria dos conjuntos. Outro ponto relevante que
podemos destacar, € a relacdo que buscamos fazer entre combinatéria e a geometria, utizando o
Geogebra e os conceitos combinatoriais e geométricos. Ao fazermos isso, pudemos relacionar
teorias (Conjuntos, Combinatéria, Geometria); pratica pela pratica (Construgado de figuras e s6-
lidos geométricos, com a utilizacdo do Geogebra); e prética e teoria, pois com a utilizagdo do
Geogebra, deduzimos férmulas, como por exemplo, a que calcula o nimero de diagonais de um
poligono, sendo estd diferente daquela que aprendemos no Ensino Fundamental. Além disso,
propormos ideias de aulas praticas com auxilio de ferramentas tecnoldgicas que hoje em dia
sdo consideradas fundamentais no processo de Ensino-Aprendizagem. E esta maneira de estu-
dar combinatdria, torna-se uma proposta ampla e atraente, uma vez que boa parte dos conteudos

matematicos estruturam-se na linguagem de conjuntos.



Capitulo 2

CONJUNTOS E FUNCOES

Como acontece em vdrios estudos ou teorias, o passo inicial € dado por conceitos ndo defi-
nidos e, neste tabalho, para comecar adotamos a idéia primitiva de conjuntos dada pelo mate-
mético alemdo Georg Cantor? que em [14] afirmou que: "Intuitivamente, um conjunto € uma

colecdo qualquer de zero ou mais objetos distintos, sem repeti¢cdes e sem qualquer ordenagao".

2Georg Ferdinand Ludwig Philip Cantor, filho de pais dinamarqueses, nasceu em
S. Petersburgo, Riissia, em 1845. Estudou na Suica e na Alemanha e desenvolveu sua
carreira na Universidade de Halle. Faleceu no hospital de doengas mentais de Halle,
em 1918.

2.1 Conjuntos: Nocoes Primitivas

Ao longo deste trabalho vamos considerar os conceitos primitivos e iniciais de Conjuntos,

elementos e a relacdo de pertinéncia.

Conjuntos: Sao estruturas que agrupam objetos, constituindo uma base para construir estru-
turas mais complexas, listando estes objetos por propriedades. Por outro lado, um conjunto ndo

necessariamente € constituido por objetos que compartilham mesmas caracteristicas.

Os objetos no conjunto sao chamados de elementos ou membros que se supdem sempre

distintos entre si, constituem-se na entidade basica, nao definida formalmente.

2.1.1 Relacoes de Pertinéncia e de Continéncia
1.1.1 - a) Relacao de Pertinéncia

Escrevemos a € A (lé-se: a pertence ao conjunto A) para indicar que a é elemento do con-
junto A. Caso contrdrio, a ¢ A (1é-se: a ndo pertence ao conjunto A) para indicar que a néo
pertence ao conjunto A. Note que as letras maitsculas sdo usadas para representar conjuntos e



as mindsculas para indicar os elementos dos conjuntos.
Nota: A relacdo de pertinéncia se dé entre elementos e conjuntos.

Podemos quando possivel denotar também conjuntos por extensdo, listando todos os seus

elementos, em qualquer ordem, separados por virgulas e entre chaves, como por exemplo:
Conjunto das vogais V=1{a, ¢, i,0,u },ondeac Veb ¢V,
Conjunto dos digitos que formam a nossa base numérica A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Um outro conjunto fundamental para o desenvolvimento do nosso trabalho €, o conjunto dos
nimeros naturais N = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, ... }

Outra maneira de descrever um conjunto € por constru¢do ou propriedade. Por exemplo, o
conjunto dos Pares = {x | x € ndmero par } — € o conjunto de todos os elementos x, tal que

x é niimero par. Logo, a forma geral de defini¢do de um conjunto por propriedade é {x | P(x)}

Usamos geralmente esta anotagdo quando € para descrever conjuntos, que seja, impossivel
listar todos os seus elementos. Por exemplo, o conjunto Q" de todos os nimeros racionais po-

sitivos pode ser escrito como QT = {z e R | x = g}, para todos os inteiros positivos p € g.

. Conjunto Unitario — € constituido por um unico elemento.

Exemplo 2.1. Conjunto de todos os niimeros que tem as propriedades de serem pares e primos

positivos € o conjunto unitdrio {2};

. Conjunto Vazio — é um conjunto desprovido de elementos, pode ser representado de duas

maneiras: { } ou &. E em termos de propriedades, pode ser definido de vdrias formas.

Exemplo 2.2. Conjunto de todos os niimeros naturais que sdo pares e impares, é o conjunto

vazio{ } ={x € N | = par e impar}.

. Conjunto Universo — define o "contexto de discussdo"e é normalmente denotado por U.

Podemos definir o conjunto universo para qualquer conjunto A.

E importante saber em qual universo estamos trabalhando, por exemplo, se U € o conjunto
dos nimeros naturais, entdo a equagdo = + 7 = 1 ndo tem solucdo. Mas, se U fosse o conjunto

dos numeros inteiros, entdo a equagao teria como solugdo r = —6.



1.1.1 - b) Relacao de Continéncia

E a relacdo entre os conjuntos. Permite introduzir os conceitos de subconjunto ¢ igualdade

de conjuntos.

Definicao 2.1. (Ver em [14]) O conjunto A é um subconjunto de B se, somente se, todo elemento
de A for também um elemento de B. Usamos a notacdo A C B para indicar que A é um

subconjunto de B.

Nesse caso, também é comum dizer que A estd contido em B (A C B). Caso contrdrio,

tem-se que A ndo estd contido em B (A ¢ B).

Dizemos também que A € subconjunto proprio de B (A & B), quando A esta contido pro-
priamente em B, ou seja, A C Be A # B, seexisteb € B talque b ¢ A

Podemos considerar também a notagdo B contém propriamente A (B 2 A).
Exemplo 2.3. Note como podemos usar a relacdo de continéncia entre os conjuntos:
a) {a,b} C{b,a} b){1,2,3} CN c){1,2,3} CN dNCZ

e)NCZ HNoCN g) I CN

Definicao 2.2. (Ver em [|14]) Dois conjuntos sdo iguais se, e somente se, eles tém os mesmos
elementos. Ou seja, se A e B sdo conjuntos, entdo A e B sdo iguais se, e somente se, (V¥ x(x €

A & x € B). Escrevemos A = B, se A e B forem conjuntos iguais, ou seja, A = B se, e somente
se, ACBeB CA.

Exemplo 2.4. Igualdades e relacoes verdadeiras

a){1,2,3}={zeN|z>0ex <4} b)N={x€Z |z >0}

2.1.2 O conjunto de partes

A partir de um conjunto dado, podemos pensar em um novo conjunto, cujo os elementos sao

os subconjuntos ou partes do conjunto inicial.

Um conjunto pode ser dividido de vérias formas diferentes, mas para que haja utilidade é ne-

cessdrio que esta divisdo ndo produza conjuntos vazios, € que nao haja repeticao de elementos.

Definicao 2.3. (Ver em [14]) Dado um conjunto A, o conjunto de partes de A é o conjunto de

todos os subconjuntos de A. Indicamos o conjunto de partes de A por p(A).

Exemplo 2.5. O conjunto das partes de A = {a, b, c} é,
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p(4) = {9, {a}, {0}, {c},{a, b}, {a, c}, {b,c}, {a, b, c}}.

Observacio 2.1. Note que o conjunto vazio @ e o proprio conjunto A = {a, b, c} sdo elementos

desse conjunto de subconjuntos.

Observacdo 2.2. Escrevemos {a} € p(A);{b,c} € p(A);{a,b,c} € p(A), e ndo {a} C
©(A);{b,c} C p(A);{a,b,c} C p(A). Veja também que & C p(A) e & € p(A).

Exemplo 2.6. Qual o conjunto das partes do conjunto vazio? Qual o conjunto das partes do

conjunto {@} ?

O conjunto vazio tem exatamente um subconjunto, ou seja, ele mesmo. Consequentemente,
p(2) = {2}

O conjunto { D} tem exatamente dois subconjuntos, ou seja, & e o proprio {@}. Consequen-
temente, p({2}) = {2, {D}}

Nota: Se um conjunto tem n elementos, entdo o seu conjunto de partes tem 2" elementos.

Demonstraremos esse fato de varias maneiras no capitulo seguinte.

2.1.3 Operacoes entre conjuntos: Unido e Intersec¢io
1.1.3 - a) Uniao

Dados dois conjuntos A = {0,1,4,9,16} e B = {1,2,4,6,12,24}, podemos escrever o
conjunto C formado pelos elementos que pertecem a A ou pertencem a B ou a ambos. Assim,
C ={0,1,2,4,6,9,12,16,24}. O conjunto C é chamado unido de A e B e, é indicado por
A UB (Ié-se: A uniao B).

De modo geral, dados dois conjuntos A e B, a uniado A U B € o conjunto formado pelos
elementos de A mais os elementos de B:
AUB={z |z € Aouzx € B}
Assim, a unido de todos os elementos da parti¢cdo, recompde o conjunto original (| p(A) = A).

Observacao 2.3. Este "ou"da unido ndo é o "ou"de exclusdao da linguagem usual: "vamos a
praia ou ao shopping". Ele significa: se x € AUB, entdox € A oux € B oux pertence a

ambos.

1.1.3 - b) Interseccao

Dados dois conjuntos A = {0,1,4,9,16} e B = {1,2,4,6,12,24}, podemos escrever o

conjunto C formado pelos elementos que pertecem simultaneamente a A e B, ou seja, pelos
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elementos comuns a A e B. Assim, C = {1,4}. O conjunto C é chamado intersecgcio de A e B

e, ¢ indicado por A N B (I1é-se: A interseccao B).
De modo geral, dados dois conjuntos A e B, a intersec¢do A N B € o conjunto formado pelos
elementos que pertencem simultaneamente a A e a B:
ANB={z |z €¢Aex € B}

Observacao 2.4. Se AN B = &, entdo os conjuntos A e B sdo chamados disjuntos.

2.1.4 Produto cartesiano

Primeiramente dizemos que um par ordenado consiste de dois elementos z e y, por exemplo,
tomados numa determinada ordem, z € o 1° elemento e, consequentemente, y € o 2°. Sua
designagdo é (z, y). Dizemos também, que dois pares ordenados sdo iguais (z,y) = (z, w) se,

esomentese,r = ze y = w.

Definicao 2.4. Dado dois conjuntos ndo vazios A e B, chamamos de produto cartesiano de A
por B, 0 novo conjunto formado por todos os pares ordenados (x,vy), em que © é um elemento

de A e y é um elemento de B, tomados um a um.

Simbolicamente temos,
A xB={(z,y)/z € A,y € B} (lé-se: A cartesiano B).

Produto cartesiano de n conjuntos A; X As X --- X A,, — Produz €nuplas ordenadas

(a1, as, ..., ap).

Duas énuplas ordenadas sdo iguais (ay, as, ..., a,) = (b1, b2, ..., b)), sem =nea; =b;, 0 <

1 < n.

Temos como um caso particular importante, quando A; = Ay, = --- = A, = A e por sua
vezZ, A XA X -+ - xA=A"

2.2 Funcoes: Conceito e Tipos

2.2.1 O conceito de funcao

Definicao 2.5. (Ver em [2)]) Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios, uma fungcdo de A em B
consiste em associar cada elemento x € A a um tnico elemento y € B tal que (x,y) € A X B.

Se f ¢ uma funcdo de A em B, escrevemos f : A — B.



e Dizemos também que y é a imagem de x pela fungdo f e denotamos pory = f(x), e o con-

Junto formado por todos os y é chamado de conjunto imagem da fungdo e indicamos por Im( f)

e O conjunto A é chamado de dominio da func¢do e denotamos por D(f), e o conjunto B de

contra-dominio e escrevemos C D(f)

2.2.2 Tipos de funcoes
1.2.2 - a) Funcao Injetiva ou Injetora

Definicao 2.6. (Ver em [2|]) Uma funcdo f : A — B é Injetiva quando elementos diferentes de
A sdo associados a elementos diferentes em B, ou seja, temos a relacdo um para um. Assim,
podemos escrever que f € injetiva quando x1 # x2 € A = f(x1) # f(22) € Bou f(z1) =
f(z2) € B= 1z, = x5 €A.

Exemplo 2.7. f(x) = —3xz, temos que f é injetora, pois elementos distintos, 1 e xo, perten-

centes ao dominio, tém imagens —3x, e —3xo, também distintas.

Exemplo 2.8. g(z) = x* — 3. observe que g(—2) = 1 e g(2) = 1, ou seja, elementos diferentes
pertencentes ao dominio, v1 = —2 e ro = 2, tém imagens iguais. Logo, a fun¢do g ndo é

injetora.

1.2.2 - b) Funcao Sobrejetiva ou Sobrejetora

Definicao 2.7. (Ver em [|14)]) Uma funcdo f : A — B é Sobrejetiva se, e somente se, para todo

elemento y € B houver um elementos x € A tal que f(x) = vy, isto é, quando Im(f) = B

Exemplo 2.9. Seja a funcdo f de R em R definida por f(x) = x— 2, temos que [ é sobrejetora,
pois todos os elementos do contra-dominio estdo associados com algum elemento do dominio,
ou seja, CD(f) = Im(f) =R

Exemplo 2.10. Seja a funcdo g de R em R definida por g(z) = x* + 2x + 1. Se pegarmos
y = —2 € CD(g), ele ndo estard associado a nenhum elemento x pertencente ao dominio.

Portanto, a fungdo g ndo é sobrejetora.

1.2.2 - ¢) Funcao Bijetiva ou Bijetora

Definicao 2.8. (Ver em [14]) Uma funcdo f : A — B é Bijetiva se ela for, simultaneamente, in-
jetiva e sobrejetiva. Quando isso acontece, dizemos que hd uma bijecdo ou uma corespondéncia

biunivoca(relacdo um para um) entre A e B.

1
Exemplo 2.11. Seja a fungdo f de R em R definida por f(z) = 3% + 1, temos que f ¢ bijetora,

pois, é injetora e sobrejetora simultaneamente.

Exemplo 2.12. Seja a fungdo h de R em R, definida por h(x) = x?, temos que h ndo é bijetora,

pois, embora seja sobrejetora, ela ndo é injetora.
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2.3 Cardinalidade de um conjunto

Definicao 2.9. (Ver em [14|]) Se existir uma bijecdo entre dois conjuntos A e B, dizemos que os

conjuntos tem a mesma cardinalidade e denotaremos que a cardinalidade de A ¢ igual a de B

por #A = #B.

Por esse motivo, se dois conjuntos tem a mesma cardinalidade, entdo eles sdo equivalentes

(segundo Cantor) e escrevemos A ~ B, satisfazendo as propriedades:
1. A ~ A (propriedade reflexiva);
2. Se A ~ B, entao B ~ A (propriedade simétrica);
3.Se A ~BeB ~ C, entao A ~ C (propriedade transitiva).

. Conjunto Enumerdvel (Contdvel): um conjunto é enumerdvel quando ele é vazio ou
quando existe uma bijecao entre ele e um dos subconjuntos dos Numeros Naturais N, assim,
dizemos que eles t€ém a mesma Cardinalidade ("nimero de elementos"). Por outro lado, um
conjunto € ndo Enumerdvel quando nao é possivel estabelecer uma bijecao entre ele e os nu-
meros naturais N.

Intuitivamente, um conjunto € enumerdvel se seus elementos podem ser colocados numa lista
de modo que qualquer elemento do conjunto pode ser alcancado se avangarmos o suficiente na
lista. Nao sendo possivel colocar esses elementos em sucessdo (na forma de lista), dizemos que

o conjunto € ndo enumerdvel.

. Conjunto finito: E um conjunto que possui um nimero finito de elementos. Pode ser de-

notado por extensdo listando exaustivamente todos os elementos;

. Conjunto infinito: E um conjunto que possui um nimero infinito de elementos. Por exem-

plo, o conjunto dos niimeros paresem Z = {y = 2x e x € Z}

Definicio 2.10. Para cadan € N seja F, = {1,2,3,...,n}, temos:
(a) Um conjunto A € finito se ele € vazio ou se existir uma bijecao, entre ele e F},
(b) A é infinito se A nao for finito.
(c) A € infinito enumerdvel se A ~ N.

(d) A € ndo enumerdvel se A nao for enumeravel.

Exemplo 2.13. O exemplo mais simples de conjunto enumerdvel, é o que serve de modelo para

essa ideia: o conjunto N dos niimeros naturais.
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Exemplo 2.14. O conjunto P = {2,4,6, ...} dos niimeros pares também é enumerdvel. Neste

caso, é fdacil ver que a funcgdo f - N — P dada por f(n) = 2n € bijetora.

Exemplo 2.15. O conjunto 7 dos niimeros inteiros é enumerdvel. De fato, podemos pensar na

fungdo que associa N a Z associando os niimeros naturais aos inteiros, dada por:

n
5, sen for par

fln) =

n —1
2

, se n for impar
Prova.

1. féinjetivase f(n1) = f(n2) = ny = ny

« Para ny e ny pares = f(ny) = % e f(ne) = % Logo, f(n1) = f(ng) = % =
%:Mll:ng
« Para ny e ny impares = f(n;) = — an_lef(ng) = — WT—l Assim, f(ny) =
f(n9) = _7”&12— 1: _n22— 1:>n1—1:n2—1:>n1:n2

2. f é sobrejetiva
Seja z € Z,
* Se z = 0, entdo dn € Ntal que f(n) =0 = _n ; 1:O:>n—1:0:>n:1

x Se z # 0, entdo z > O ou z < 0.
n
Para z > 0, entdo In € N tal que f(n) = z; basta tomar — = 2z = n = 2z;

-1
Para z < 0, entdo dn € Ntal que f(n) = z; basta tomar — nT =z=>n=—2z+1;

Portanto, Como f € injetiva e sobrejetiva, f € bijetiva. W

Observacao 2.5. (Ver em [|I4|]]) Temos também outros conjuntos importantes: o conjunto QQ dos
Niimeros Racionais é enumerdvel, o conjunto dos Niimeros Irracionais 1 é ndo enumerdvel, o

conjunto dos Niimeros Reais R é ndo enumerdvel.

Observacao 2.6. Alguns autores ndo consideram o 0 como niimero natural, entdo tenha o

cuidado de checar como o termo niimero natural é usado ao ler livros.

Observacao 2.7. Os conjuntos podem ter outros conjuntos como elementos, como por exem-
plo, o conjunto {N,Z,Q,R} é um conjunto com quatro elementos, sendo cada um deles um
conjunto. Os quatro elementos desse conjunto sdo N, o conjunto dos niimeros Naturais; 7.,
o conjunto dos niimeros inteiros; Q, o conjunto dos niimeros racionais e R, o conjunto dos

numeros reais.

Observacdo 2.8. Um erro comum é confudir o conjunto & com o conjunto unitdrio {@}, cujo,

o0 unico elemento é o conjunto &.
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Capitulo 3

ABORDAGEM COMBINATORIAL VIA
TEORIA DE CONJUNTO

Neste capitulo apresentamos uma andlise com defini¢des e exemplos comparativos entre
os dois principais Principios de Contagem: Principio Aditivo (Principio Bédsico da Contagem)
e Principio Multiplicativo (Principio Fundamental da Contagem - P.F.C.). Logo em seguida,
trabalhamos no ponto principal do nosso projeto que € utilizar o principio multiplicativo como
ancora para os topicos de Combinatdria. Depois, abordamos o Principio da Inclusdo-Exclusdo
como parte relevante, pois, estd diretamente relacionado com o tema do nosso trabalho. O foco
deste capitulo, é fazer com que o aluno trabalhe um problema de Combinatdria, utilizando a
linguagem de conjunto, pois, ela € uma maneira de estudar estruturas das colecdes em suas
organizacdes. Pensando nisso, elaboramos algumas questdes nas quais utilizamos as solucdes

destas trabalhando a nossa proposta de visdo de conjunto.

3.1 Principios de contagem: Aditivo e Multiplicativo

Contar € um hébito muito antigo do ser humano. Contamos para controlar, para saber, para
conhecer, para planejar, para evoluir, para brincar e para vérias outras situacdes do dia a dia,
tanto € que a primeira técnica matemadtica aprendida por uma crianca € "contar", ou seja, enu-
merar os elementos de um conjunto de forma a determinar quantos sio seus elementos. Neste
contexto, temos a operagao de adi¢do que € sempre introduzida em conexao com um problema

de contagem.

3.1.1 Principio Aditivo

Definicao 3.1. (Ver em [11]) Seja A um evento que pode ocorrer de n maneiras diferentes e B
um outro evento que pode ocorrer de p maneiras, também diferentes. Dizemos que A e B sdo

mutuamente exclusivos, quando eles ndo podem ocorrer ao mesmo tempo, ou a realizacdo de
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um evento exclui a realizacdo do outro, entdo o niimero de maneiras de ocorrer o evento A ou

o evento B é n + p.

Nota: Evento é qualquer acontecimento onde temos no minimo um resultado. Um exemplo
mais simples e conhecido de evento mutuamente exclusivo € o lacamento simultaneo de uma
moeda e um dado enumerado de 1 a 6, onde um resultado nao depende do outro para ocorrer,
no caso da moeda temos como resultado C:cara ou K:koroa, ja para o dado temos seis possiveis
resultados 1, 2, 3,4, 5, ou 6.

Aplicando a visao de conjunto, temos:

Se A e B sdo dois conjuntos disjuntos (A N B = &), com z e y elementos, respectivamente,

entdo A U B possui = + y elementos.

A B AUB

Figura 3.1: Conjuntos representando o Principio Aditivo

Exemplo 3.1. Suponha que um membro do curso de graduacdo em matemdtica da UFAM ou
um estudante que tenha mestrado em matemdtica seja escolhido como representante para um
comité da Universidade. Quantas escolhas diferentes podem ser feitas para esse representante
se houver 46 membros do curso de graduacdo em matemdtica e 96 mestres em matemdtica e

nenhum for ao mesmo tempo um membro do curso e um mestre?

Rosolugao do exemplo:

Hd 46 maneiras de escolher um membro do curso de graduacdo em matemdtica e hd 96
maneiras de escolher um mestre em matemdtica. Escolher um membro do curso de graduagdo
em matemdtica ndo é o mesmo que escolher um estudante que é mestre em matemdtica, porque
nenhum deles é ao mesmo tempo um membro do curso e um mestre. Logo, pelo Principio

Aditivo temos que hd 46 + 96 = 142 maneiras possiveis de escolher esse representante.

Agora apresentamos um outro principio bdsico de contagem, conhecido como Principio

Fundamental de Contagem ou Principio da Multiplicacdo.
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3.1.2 Principio multiplicativo

Definicao 3.2. (Ver em [11]]) Seja A um evento que pode ocorrer de r maneiras diferentes e
B um outro evento que pode ocorrer de s maneiras diferentes, entdo o niimero de maneiras de

ocorrer o evento A seguido do evento B é r X s.

Aplicando a visdo de conjunto, temos:

Se A e B sdo dois conjuntos com m e n elementos, respectivamente, entdo o nimero de ele-

mentos A X Bé m x n.

Interpretacao do Principio Fundamental de Contagem utilizando conjuntos

A interpretacao do Principio Fundamental de Contagem ou Principio da Multiplicacdo € dada
por meio da defini¢do de produto cartesiano de dois ou mais conjuntos. Mas, para simplificar-
mos nosso trabalho iremos analisar apenas dois conjuntos.

Por exemplo, se A = {1,2} e B = {1, 2, 3}, resulta que

A xB={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}

Representamos esse produto cartesiano com um diagrama de flechas (John Venn):

Figura 3.2: Conjuntos representando o Principio Multiplicativo

Observe que cada elemento de A parte uma flecha em direcao a um elemento de B.

Exemplo 3.2. Suponha que um membro do curso de graduacdo em matemdtica da UFAM e
um estudante que tenha mestrado em matemdtica seja escolhido como representante para um
comité da Universidade. Quantas escolhas diferentes podem ser feitas para esses dois repre-
sentantes se houver 46 membros do curso de matemdtica e 96 mestres em matemdtica e nenhum

for ao mesmo tempo um membro do curso e um mestre?
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Rosolugao do exemplo:

Hd 46 maneiras de escolher um membro do curso de graduacdo em matemdtica e hd 96
maneiras de escolher um estudante que é mestre em matemdtica. Logo, pelo Principio Funda-
mental de Contagem, temos que hd 46 x 96 = 4416 maneiras possiveis de escolher esses dois

representantes.

Exemplo 3.3. Dado um conjunto com n elementos, quantos subconjuntos podemos formar?

Uma solugdo

Seja A o conjunto que tem n elementos e indicaremos (+) para os elementos que pertencem

ao conjunto, e ( —) para os elementos que ndo pertencem ao conjunto.

(+ou—) (+ou—) (+ou—) . . . (+ou—)
\ \ \ \
A:{ ap , as , as, . .., Qn }

Ou seja, para cada elemento do conjunto temos duas possibilidades: pertencer ou ndo per-
tencer ao subconjunto.

Nota: O conjunto vazio pode ser representadopor @ ={ — , — , — . .. —h
Todo subconjunto é subconjunto dele mesmo e poderd ser representado por
A={a , a2, azs, .. .a}={+, +, +, ... ,+}

Ou seja, para construirmos um subconjunto podemos considerar o seguinte esquema.

+ =+ +
2><2><---><2J
n — vezes

Sendo assim, a resposta é 2".

Observamos ainda, que esse exemplo € resolvido de outra maneira na se¢ao 2.4 deste traba-
lho.
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3.2 Permutacoes Simples

Dados n elementos distintos a;, az, as, ..., a, , de quantos modos € possivel ordend-los?

Para responder esta questdo vamos considerar um exemplo mais simples. De quantos modos

diferentes podemos ordenar os digitos 3, 5 e 8?
358 385 538 583 835 853
Ou seja, 6 modos diferentes.

1°2° 3°
IXx2x1=6

Neste caso especifico tivemos trés modos de escolher o digito que ocupard o primeiro lugar,
dois modos para escolher o digito que ocupard o segundo lugar e por fim, apenas um modo de
escolher o digito que ocupara o terceiro lugar. Aplicando o Principio Fundamental da Conta-

gem, temos o resultado.

No caso geral temos, n modos de escolher o objeto que ocupard o primeiro lugar, (n —1)
modos de escolher o que ocupard o segundo lugar, (n —2) modos de escolher o objeto que
ocupard o terceiro lugar, e sucessivamente temos n —(rn —1) = 1 modo de escolher o objeto que
ocupard o ultimo lugar. Logo, aplicando o Principio Fundamental da Contagem, temos que o

nimero de modos de ordenar n objetos distintos é

n.mn-1).(n-2)....1=n! (3.1)

Da equacdo (3.1)), temos algumas defini¢des importantes no processo de contagem:

Definicao 3.3. Dado um niimero natural n > 2, chama-se FATORIAL de n e indica-se por n!,
o produto obtido pela multiplica¢do de n por todos os seus antecessores inteiros e positivos, de

modo sucessivo, isto é,
nl=n.n-1).(n-2)....1
Além disso, consideramos as seguintes convengoes: 1! =1e 0! = 1.

Da defini¢do de fatorial, surge um tipo de contagem que leva em consideracao agrupamentos
de elemntos ordenados, que se diferem pela ordem, estes tipos de agrupamentos, recebem o

nome de Permutagdes Simples.

Assim, podemos dizer que cada ordenagao dos n objetos € chamada uma permutacdo simples

de n objetos e o nimero total de permutacdes simples de n objetos distintos € representado por
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P,. Portanto, P, = n!, Além disso, como 0! = 1, define-se Py =1
Interpretacao de fatorial
Podemos dizer que o n! é a quantidade de permutacdes de um conjunto com n elementos.
Aplicagdo

Qual € o maior entre os numeros n! e 2" ? Isto €, um conjunto com n elementos tem mais
permutagdes do que subconjuntos ?

Solugdo deste problema estd no CAPITULO 4 — questdo 2
Permutacées simples com uma visao interpretativa de conjunto
Aplicacdo:

Seja A = {ay, as, ..., a, } um conjunto de n elementos, coma; € N e 1 <i < n. Quantas
sdo as funcdes bijetivas f : A — A?

Solugdo: Temos n modos para escolher f(ay); escollhida f(ay), teremos (n — 1) modos para

. A
a——

o fay
: f(a)

Figura 3.3: Representacdo da bijetividade

escolher f(as); jd tendo escolhido f(ay) e f(asy), ficard (n — 2) modos para escolher f(a3); . .
. para f(ay) restard apenas 1 modo.
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Arespostaén.(n —1).(n —2)..1 =n!

Portanto, podemos dizer que P, é o niimero de fungéoes bijetivas de um conjunto que possui

n elementos em si mesmo.

3.3 Arranjos

J4a vimos na secdo anterior que permutagdes simples de n elementos € qualquer agrupamento
ordenado desses n elementos. Agora, vamos analisar quantos agrupamentos ordenados de 1
elemento, de 2 elementos, de 3 elementos, . . . , de p elementos podemos formar tendo n

elementos, considerando p < n.

Considere os elementos a;, as, as, a;, entdo quantos agrupamentos ordenados diferentes po-

demos formar com 1 elemento, com 2 elementos, com 3 elementos € com 4 elementos?

- Com 1 elemento, temos:

(a1)7 ((Ig), ((13), (a4)

Ou seja, 4 agrupamentos.

- Com 2 elementos, teremos:
(a1, a2), (az,a1), (as,a1), (ay,a;)
(a1, as), (az,a3), (as, az), (a;, az)
(a1, a4), (az, a;), (as,a;), (ay,as)

Isto é, 12 agrupamentos, 4 possibilidades de escolher o 1° elemento e 3 possibilidades restantes

para escolher o 2° elemento. Aplicando o PFC, temos o resultado, 4 x 3 = 12.

- Com 3 elementos, vem:
(a1, az,as), (az,a;,as), (as,ar,az), (a;,a;r,az)
(a1, a2, 0;), (a2, a1, a5), (as, a1, a;), (ay, a1, as)
(ar, as, az), (ag, as, ar), (as,az,a;r), (a;,az2,a;)
(ar,as,ay), (ag, a3, a;), (as,az,a;), (a;,az,as)
(ar,a;,az2), (az,a;,a;1), (as,a;,a;r), (a;,as,a;)
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((11,04,(13>, ((Ig,d%,(lg), (a3aa47a2)7 (a47a37a2)

24 agrupamentos, 4 possibilidades de escolher o 1° elemento, 3 possibilidades restantes para
escolher o 2° elemento e duas possibilidades que sobram, ja tendo escolhido os dois primeiros
elementos. Aplicando o PFC, segue o resultado, 4 x 3 x 2 = 24.

- Finalmente, com 4 elementos (neste caso se iguala ao conceito de permutagdes simples):
(a1, ag, as, as), (ag, ay,as, a;), (as,ar,az,ay), (a;,a;,az, as)
(ar,az,ay,as), (ag,a;,a;,as), (as, ar,ay,az), (a;,a;,as, az)
(a1, as, az,a;), (ag,as,a;,a;), (as,az, ar,ay), (a;,az,a;r, as)

(a1, as,ay, az), (ag,as,a;,a;r), (as,ag, a;,a;), (a;,as, a3, a;)
(ar,ay,ag,as), (ag,a;,ar,as), (as, a;,a;r,az), (a;,as,ar, az)
(ar,ay,as,az), (ag,ay,as,a;r), (as,a;, az,a;), (a;,as,az, a;)

Ou seja, 24 agrupamentos também igual a quantidade de agrupamentos com 3 elementos. Ou
seja, 4 possibilidades de escolher o 1° elemento, 3 possibilidades restantes para escolher o
2° elemento, duas possibilidades que sobram, ja tendo escolhido os dois primeiros elemen-
tos e 1 possibilidade apenas para o 4° elemento. Aplicando o PFC, teremos o resultado,
4x3Ix2x1=24.

Com base neste exemplo, vamos verificar o caso geral, ou seja, o nimero total desses agru-
pamentos de n elementos, arranjados (agrupados) p a p, com p < n. Vamos indicar isto por
Ay p.

i) Para n = p, vimos acima que A,, , = P, = n!, ja estudado.

i1) Para n > p, temos n elementos distintos e vamos arranji-los p a p, através da construcao

de uma arvore de possibilidades, seguindo o raciocinio do exemplo acima dado.

1° 2° 3° . ....p-ésimo

n.n—-1).(n-2)....[n—p—-1)]

— Na primeira posi¢ao temos n, porque temos n elementos disponiveis;

— Na segunda posi¢ao teremos (n —1), porque restam (rn —1I ) elementos, ja tendo escolhido
ol°
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— Na terceira posicao vem (rn —2), pois ja tendo escolhido o 1° e o 2° elementos para ocu-

parem as duas primeiras posi¢des, respectivamente.

— Seguindo este raciocinio, na p-ésima posi¢ao sobrard apenas [r —(p —1)] elementos para
ocupd-la. Aplicando o Principio Fundamental da Contagem, teremos que o nimero total de

agrupamentos de n elementos, arranjados p a p serd dado por:
Avp=n.n-1).(n-2)....[n—(p—1)]
Como [n —(p —1)] = (n —p + 1), segue:

App=n.(n—-1).(n-2)....(n—p+1)

(n —p)!
(n —p)!

Podemos também representar A, , por meio de Fatorial, multiplicando por = 1, pois

n > p, o seu valor ndo se altera.

Avp=n.(m—1).(n~2)....n—p+1l). 22

A _n.n—-1).(n-2)....n—p+1).(n—p)!
) (n —p)!

_  n!
Anp =G py

Definicao 3.4. (Ver em [2|]) Seja A um conjunto com n elementos. Dizemos que Arranjos de n
elementos tomadosp ap (p < n) sdo agrupamentos ordenados diferentes que se podem formar
com p dos n elementos do conjunto. A quantidade total desses agrupamentos é denotada por
A, p, ou A}

Aup =54

(n —p)!

Interpretacao de Arranjo com uma visao de conjuntos

Aplicagao:

Sejam A = {ay,a, ...,a,,} € B = {by, b, ..., b, } dois conjuntos de nimeros naturais. Quan-
tas sdo as fungdes injetivas f : A — B, Comm < n?
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B

A
a —— — — “bi=fla)
a " b=fla)

ay " by=flay)

Figura 3.4: Representacao da injetividade
Solucao:

Temos n modos para escolher f(ay); escollhida f(ay), teremos (n — 1) modos para escolher
f(az); jd tendo escolhido f(ay) e f(as), ficard (n — 2) modos para escolher f(a3); . . .; para
f(am) restard (n — p + I) modos.

Logo arespostaé n.(n—1).(n—2)..(n—p+1) = (nf—"p)! = A, )

Observacao 3.1. Se vocé assimilou bem o conceito de Arranjo, pode notar que tem o mesmo
significado do Principio Fundamental da Contagem. Mas, o mais importante do que decorar
uma formula e aplicd-la, é fazer com que o aluno possa compreender o que estd sendo feito,

neste sentido estamos dando vida ao verdadeiro aprendizado do ensino de Combinatoria.

3.4 Combinac¢oes Simples

Para introduzir outra forma de contar, vamos responder a seguinte questdo: de quantas ma-
neiras podemos escolher m elementos diferentes de n elementos distintos dados, tendo que
m <n?

Consideramos primeiramente a seguinte situagdo: digamos que temos quatro elementos dis-

tintos ay, ag, ag, a;. De quantos maneiras podemos escolher 2 objetos também distintos dentre
estes 47

((l],ag), (a17a3)7 (a’lva4)’ (ag,ag), (a27a4)7 (a37a4)
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Observe que esta situacdo ¢ mesmo que dizer: "quantos sdo os subconjuntos com 2 elemen-
tos de um conjunto com 4 elementos?"

Assim, podemos dizer que quando falamos de combinag¢des simples, estamos diretamente
tratando da relagdo entre conjunto e subconjunto.

Logo, cada subconjunto com m elementos € chamado de uma combinagao simples de classe
m dos n elementos a;, ag, as, ..., a,. Interpretando a questdo acima exposta dando uma visao
de conjunto, temos:

Quantos sdo os subconjuntos com m elementos do conjunto { a;, ag, as, ..., a, }?

Para responder esta questao vamos verificar novamente um exemplo mais simples. Considere
um conjunto com 5 elementos {a;, as, as, a;, as }, vamos calcular o nimero de combinag¢des
simples com 3 elementos, ou seja, o nimero de subconjuntos com 3 elementos.

<a17a27a3)7 (a17a27&3)7 (a17a2aa4)7 (alaaQaaE'))a (al>a37a4)
(alua’37a5>7 <a27a37a4)7 (a’27a37a’5)7 (a27a47a5>7 (a37a47a5)

Mas, observe o seguinte, que cada combinac¢do simples de 3 elementos da origem a 6 arran-
jos, permutando-se de todos os modos possiveis seus 3 elementos.

Tomemos como exemplo a combinagdo (a;, az, as), permutando todos os seus elementos,
encontramos 0s arranjos

(CL], az, Clg), <a17 asg, a2>’ (0’27 ayp, 0’3)’ (Clg, asg, al)’ (0'37 ay, 0'2)’ (a37 az, al)-

Isto significa que o nimero total de Arranjos Simples de 5 elementos distintos tomados 3 a

3 é 6 vezes o nimero de Combinacdes Simples tomados 3 a 3, ou seja:
As53=06.Cs;

Como 6 foi obtido fazendo Permutacdes Simples de 3 elementos, digamos a;, as, ag, isto €,
P; = 6. Dai segue que:

As3=P3.C53
Ou,
C _As3 _ 3 1_5.4.3_20_
537, T (5-3)131 " 2.3 — 2~
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Definicao 3.5. (Ver em [2]) Seja A um conjunto com n elementos. Dizemos que Combinagoes
Simples de n elementos tomados m am(0 < m < n) sdo os subconjuntos de A com exatamente
m elementos que se podem formar com os n elementos dados. Lembrando que subconjuntos

diferem entre si ndo pela ordem, mas apenas pela natureza de seus elementos. A quantidade

. Ve n
total desses subconjuntos é denotada por Cy, ,, Cy ou ( )
m

C — An,m — n! L — n!
nm = p. T (n—-m)!m! ~ m!n—m)!

(Ver em [8)]) Por outro lado, se m > n, a defi¢do se estenterd para seguinte forma:

!
(n) _ m,pammgn

m 0 ,param >n

Portanto, podemos dizer que o nimero de arranjos de n elementos distintos tomados m a m
estd sempre na mesma razao para o nimero de combinagdes destes n elementos tomados m a

m e esta razao é exatamente P,,.

Outro ponto que podemos destacar é que, do mesmo modo que se obtém a férmula da com-
binacdo por meio da divisdo de um arranjo pela permutacdo, podemos resolver problemas de
combinagdes simples sem uso de férmula, calculando o arranjo sem a férmula (aplicando o

P.E.C.) e dividindo o resultado pelas permutagdes dos elementos escolhidos.

Exemplo 3.4. Num grupo de 12 alunos pré-selecionados para representar uma escola em um

campeonato de xadrez, de quantos maneiras diferentes podemos escolher 3?

Resolugdo do exemplo: Para escolher o 1° aluno temos 12 possibilidades; Para escolher
0 2° aluno, jd tendo escolhido o 1°, teremos 11 possibilidades; Para escolher o 3° aluno, nos
restam 10 possibilidades. Aplicando o P. F. C. temos 12 x 11 x 10 = 1320

Como a escolha digamos dos alunos (ABC), foram contadas 6 vezes, que corresponde a

P; = 6, devemos dividir o resultado por 6. Logo, a resposta é % = 220.

Teorema 3.1. Dado um conjunto A, vazio ou com n elementos distintos, o niimero de Arranjos
destes n elementos tomados m a m (A, ), estd sempre numa mesma razdo para o niimero de
Combinagées desses n elementos tomados m a m (C,_ ) e esta razdo é exatamente o niimero

de Permutagoes de m (P,,), comm < n, isto é,

An7 m

= Pm
Cn, m

Prova. Faremos essa prova por indugdo sobre n, mantendo m fixo e consirando m < n.
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1) Para n = m, temos:

_ n! _ m! _m! _ m! __ ]
A”vm T (n-m)! T (m—m)! T 0 1 =m:
A, m!
= ———=—=m!' =P,
Com 1
_ n! _ m! _ m! _ m! _
C”vm T ml(n—m)! T m!(m—m)! T ml0! T m! 1

Nota: Este caso vale quando o conjunto A for vazio.

ii) para m < n, entdo exite um k natural tal que n = m + k. Dai,

n! m ! m !
An,m = (nf'm)! = (n£+l—ci_fl)n)! = A @
= BB : =m! =P,
(m+k)! (m+k)! Co.m (m + k)!
o L (mtk) (mtk)! _—
Com = winmyl = mimikem)! = mi&d k! m!

Portanto, pelo Principio da Indugio Matematica ——

= P,, é verdadeira param < n.
n, m

Falamos sobre o Principio da Indu¢cdo Matemdtica no Apéndice.

Agora apresentaremos uma outra solucdo para o exemplo abordado na secdo 2.1 deste capi-
tulo:

Dado um conjunto com n elementos, quantos subconjuntos podemos formar?
Solugdo por Arvore de possibilidades: considere ( S ) pertence ¢ (N) ndo pertence.

Para um conjunto com 3 elementos { a;, as , az },temos como resultado 23 = 8.

a, CA
.~
s~ N
s
/ AN
a, €A a, € A
s~ N s/ \N
4, €A a, €A a; €A a, €A

yan 7\ FEERN [
S_ N S/ N S,:‘ N S| ~.N

(. aya) {ay, a0} ay,a) {ag) . a) {a)) {a) O

Figura 3.5: Arvore de possibilidades
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Se desenvolvermos a drvore acima para um conjunto { a; , ay , az , . . . ,a, }
chegaremos ao resultado esperado 2".

Para generalizarmos esse resultado, conectando-o ao tema de combinatéria, vamos analizar

a proposi¢ao abaixo:

Proposicio 3.1. (Ver em [14]) Sen > 0, entdo | (”> _on,
m

m=0

Demonstracao: 1. Um conjunto com n elementos tem um total 2" subconjuntos diferentes,

como jd vimos. Cada subconjunto tem ou zero elemento, ou um elemento, ou dois elementos

n . - . n .
. ou n elementos. Hd (0) subconjuntos que ndo tem quaisquer elemento, ( 1) subconjun-

tos com um elemento, (2) subconjuntos com dois elementos ... e < ) subconjuntos com n
n

> (n)

m=0

elementos. Portanto,

€ o niimero total de subconjuntos de um conjunto com n elementos. Isto mostra que

> ()=

m=0

Agora apresentamos duas propriedades muito tteis para facilitar os calculos nas resolugdes

de problemas e nas demonstracdes em combinatdria.
Propriedade 3.1. Para quais quer 0 < m < nvale que Cy, ;y = Cy, n —m

S _ n! _ n! _ n! _ n! _
Demonsu‘agao’ 2. C”: m — m!m-m)! = m-m)!m! — (mn—-m)!(m!+n—-n) = (n—m)![n—(n—-m]
Cn, n—m-

Usando interpretagdo de conjunto: Dado um conjunto com n elementos distintos, para cada

subconjunto de m elementos constrido, sobra um de n — m elementos.

Essa propriedade é conhecida como igualdade das combinagoes complementares, que é

muito ttil para facilitar os cdlculos.

—1 -1
Propriedade 3.2. Para quais quer 0 < m < n vale que (n ) + (n ) = (n)

m—1 m m

Prova. Usando a linguagem interpretativa de conjunto
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Seja A um conjunto com n elementos distintos, considere v € A. O niimero de subconjuntos

z n Ve ya N 7’ .
de A com m elementos é ( > Esse niimero ¢é igual a soma do niimero de subconjuntos nos
m

: . . o n—1
quais x figura ] com o niimero de subconjuntos nos quais x ndo figura .
m

Prova. Por Algebra

(n—1>+(n—1) - (n—1)! (=1  mn—1)+ (n—m)n-—1)

m—1 m - Dli(n—m)! mlin—m—1)! ml(n —m)!
(n—m)!(m+n—m) n! n
a m!(n —m)! h m!(n —m)! h (m)

Essa propriedade é conhecida como Relagdo de Stifel, que é muito iitil para vdrias demons-

tragoes em Combinatoria.

Proposicio 3.2. (Ver em [14]) Se n > 0, entdo E (=)™ (n) = 0.
m
m=0

Demonstracao: 3. Vamos fazer essa demonstragdo pelo Principio da Inducdo Matemdtica so-
bre n.

i) Primeiramente vamos verificar paran = 1.

m=0

(—1)2+11=1-241=0

n
n
iii) Agora para algum n natural qualquer, suponhamos Z(—l)’"( ) = 0 verdadeira.

m
m=0

Vamos mostrar que esta igualdade é vdlida para (n + 1) . Assim temos:
n+1 n+1
n+l1 n+1 n+l
1" = 1" 3.2
(") = (") e (") 62)

m=0 m=1
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Aplicando a Relacdo de Stifel na iiltima parcela da equagdo (3.2)), segue que:

S ) Q- e () Eor()

Reescrevendo o niimero 1, na soma temos:

Aplicando a hipdtese de indugcdo na 1° e na 3 parcela, e, a definicdo estendida de combina-

¢do na 2¢ parcela, temos o resultado:

i(—mm(,’;) i (_1)“1("';1) +:1i=11<_1)m (mn_1> =0+0+0=0

m=0

n+l1
+1
Portanto, Z(—l)m (n ) = 0. Ou seja, a igualdade é vdlida para n + 1. Logo, pelo

m
m=0

Principio da Inducdao Matemdtica ela é verdadeira para todon > 0

Interpretacio de Combinac¢oes Simples com uma visao de conjunto

Agora vamos relembrar a defini¢do de fun¢do estritamente crescente:

Definicao 3.6. (Ver em [|12|]) Uma fun¢do f é dita estritamente crescente num conjunto I quando

para qualquer par de pontos ay e as, com ay < as, tem-se f(a1) < f(as).

Sejam A = {ay, as, ..., a,,} e B = {by, by, ..., b, } dois conjuntos de nimeros naturais. Quan-

tas sdo as fungdes f : A — B estritamente crescente?
Solucao:

Aplicando a defini¢do acima, temos que o conjunto Imagem de f terd exatamente n elemen-

. . . n .. , ,
tos e isso poderd ser escolhido de ) modos. Feito isso, s6 havera um modo de formar a
m
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n
funcdo, pois, se a1 < as = f(a1) < f(az). Logo arespostaé C, , = (m) = %

Até agora estudamos um conjunto com n elementos distintos e formamos os diversos agru-
pamentos possiveis, tomando p elementos de cada vez. Nestes agrupamentos vimos que se
diferenciaram entre si ou pela ordem em que estavam colocados os elementos ou pela natureza
de alguns deles. Quando atendeu as duas condicdes, trabalhamos os Arranjos; quando se aten-
deu somente a segunda condicdo, estudamos as Combinagoes Simples; no caso em que n =p,
todos os elementos entram em cada grupo e estes diferenciaram-se apenas pela ordem, com este

tipo de agrupamento analisamos as Permutagoes.
Resumindo, dado um problema, se:
* p =n, o problema é de Permutagdo;

* p < n, o problema é de Arranjo, se os agrupamentos diferem entre si pela natureza ou
pela ordem dos elementos.

* 0 < p < n, o problema é de Combinagdo, se os agrupamentos diferem apenas pela natu-
reza dos elementos.

Mas, lembre-se, que nada disso terd sentido se vocé nao tiver assimilado o verdadeiro signi-
ficado do raciocinio combinatério, através do entendimento baseado no conceito de conjuntos
e no Principio Fundamental de Contagem.

Agora iremos analisar outros tipos de agrupamentos onde os elementos nem todos sdo dis-
tintos.

3.5 Permutacoes com elementos repetidos

Para introduzirmos esta se¢do, vamos estudar algumas estruturas de palavras chamadas ana-
gramas, que sio palavras com ou sem sentido, formadas a partir da troca de posicdes das letras
de uma palavra de sentido.

Considere a palavra pop. Vamos listar todos os anagramas desta palavra.

(pop) (opp) (ppo)

Temos 3 anagramas.
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Se os "p’s"fossem diferentes, digamos p; # ps, teriamos 6 agrupamentos.

Analise agora a palavra baba. Vamos listar todos os anagramas desta palavra
(baba) (bbaa) (baab) (abab) (aabb) (abba)

Total de 6 anagramas.

Se tivermos 4 elementos diferentes, digamos a, b, ¢, d. Encontramos 24 anagramas.

Se tivermos uma palavra com maior quantidade de letras e estas se repetem em maior nu-

mero, teremos mais dificuldade em listar todos os anagramas. Entdo vamos generalizar o nosso

problema.
Se ha r elementos, com r; iguais do tipo 1, r» elementos iguais do tipo 2, . . . , ry ele-
mentos iguais do tipo m, onde r; +r, + ... + r, = r, entdo todas as permutacdes distintas

geradas por esses elementos recebem o nome de Permutacoes com Repeticdo e essa quantidade
¢ denotada por P!>

Entdo, quantas permutagdes com r elementos existem?

Se afirmarmos que s@o r! permutacdes, estaremos calculando as permutacdes simples des-
ses r elementos, ou seja, estamos contando permutacdes de elementos iguais como se fossem

diferentes, mas sabemos que existem elementos repetidos.

Assim, para descontarmos o que foi contado a mais, devemos dividir pelo nimero de permu-

tacdes de cada elemento igual presente no conjunto.
Prozeetm = Permutacdes com Repeticdo

Vamos verificar isto.

Considere os elementos a, a, a, b, ¢, ¢, d nem todos distintos. Qual é a quantidade de agru-

pamentos que podemos obter, fazendo permutacdes com estes 7 elementos?

Observe que sdo sete posi¢des para colocar os sete elementos;

Digamos que vamos colocar primeiro as letras "a’s", entdo devemos escolher 3 posi¢des en-
tre as 7 disponiveis, isto é, C; 3. Colocados os "a’s", vamos colocar os "c’s", como resta 4

posigdes, temos: Cy . Agora para colocar a letra b, teremos C,, ;. Por fim, a letra d, temos C;, ;

Logo,
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Gz . Cuo . Gy . Cpy

7! 41 2! 1
31(7=3)! * 2(a—2)! *  T(2—1D)! * T(1-1)!
7! 41 2! 1
314 - PIPTE mr - 1o
7 1 1 1
3l 2! 1 i
Repetir 3a’s  Repetir2c’s umb umd
7 p32ll
s = b7

Seguindo com o mesmo raciocinio, no caso geral temos, para ry + ry + ... + 7, =71,

r! (r=r1)! (r—ri—ro— ... —r(m_1))!

ril(r—ri)! " ral(r—ri—r2)!” " " rl(r—ri—ra— ... —rm)!

Prlar27'~~7r'm
T

= Cr,rl . C(T’—T1),7”2' 'C(r—rl—rg—...—rm),r

_ r! _ r!
T orplrgl OV T el !
Assim, o nimero de permutagdes com elementos repetidos, cujas repeticoes satisfazem r; +

ry + ... + 1, = r é dada por

PT17T27"-77‘m — ’f'—'
r rilral e

3.6 Combinacoes Completas ou com Repeticao

Vamos introduzir este topico através da seguinte situagdo-problema: Hoje € seu aniversa-
rio, mas infelizmente vocé€ estd sem condicdes financeiras de fazer uma grande comemoragao.
Contudo, para ndo passar em branco vocé convida apenas alguns familiares e amigos mais pro-
ximos e decide comprar 5 pizzas em uma pizzaria que oferece 8 sabores. De quantas maneiras

€ possivel comprar estas 5 pizzas?

Analisemos o seguinte, como sdo 5 pizzas a serem compradas e levando em consideracao
que vocé pode pedir algumas pizzas do mesmo sabor, pois, muitas vezes um sabor é mais prefe-
rivel que outro, seria errado vocé contar as maneiras usando Cg 5 = 56. Porque, isto € o niimero

de maneiras de comprar 5 pizzas de sabores diferentes, dos 8 sabores oferecidos pela pizzaria.

Este problema € um tipico caso de combinac¢des completas ou com repeti¢do, que consiste
no numero total de modos de escolher p elementos distintos ou ndo entre n elementos dados.
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Representamos combinag¢des completas ou com repeticio por CRE.

Para chegarmos a resposta do problema acima, analisamos um caso mais simples. Vamos

listar todas as combinag¢des completas de classe 3 dos elementos a, b, ¢, d tomados 3 a 3:

aaa bbb ccc ddd abc bcd
aab  bba cca dda abd
aac  bbc ccb ddb acd
aad bbd ccd ddc

Ou seja, CR; = 20.

Voltemos a compra das 5 pizzas. Para efetuarmos a compra, devemos escolher valores para
as variaveis x1, xs, ..., rg, onde x; € a quantidade de pizzas que vamos comprar do sabor 1, x5
¢ a quantidade de pizzas que vamos comprar do sabor 2, . . . , xg é a quantidade de pizzas que
vamos comprar do sabor 8. Os z1, 23, ..., g devem ser nimeros maiores ou iguais a zero (intei-
ros ndo negativos), pois, ndo tem sentido serem ndmeros negativos, uma vez que representam

quantidade de sabores das pizzas.

Como sabemos que a soma total das pizzas deve ser 5, independente da quantidade dos
sabores que iremos escolher, entdo € o mesmo que tomar uma solucao em inteiros nao negativos
daequacdo r1 + o+ 23+ x4+ 25+ 26+ 27+ 28 =5

Portanto, podemos interpretar combinagoes completas ou com repeticdo de duas maneiras:

1*) CR% € o nimero de modos de escolher p elementos, distintos ou ndo, de um total de n
elementos dados;

2%) CR, é o nimero de solugdes (em inteiros ndo negativos) da equagdo z1+x2+...+x, = p.

Temos um esquema bem simples para encontrar algumas solugdes destas equagdes, conhe-
cido como bola-barra. Onde, cada bola representa uma unidade no valor da incognita e cada
barra é usado para separar as unidades. Neste esquema, o nimero total de bolas é dado por p

e o numero total de barras que vocé coloca no esquema seréa (n —1), veja como funciona:
CRg:$1+IE2+I’3+ZL‘4+JI5+ZL‘6+JZ7+ZL‘8 =35
Uma solugao:
T ) T3 T4 Ty Tg Ty s
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A Solu¢do {(1,1,0,1,0,1,0,1)} - significa uma pizza do sabor 1, uma pizza do sabor 2,
nenhuma pizza do sabor 3, uma pizza do sabor 4, nenhuma pizza do sabor 5, uma pizza do

sabor 6, nenhuma pizza do sabor 7 e uma pizza do sabor 8.

Outra possivel solugdo:
21 s s 24 s 6 7 s
1 1 \ \ b I 1 \
oo/ / [ e | e ] [/ e/

A Solugdo {(2,0,0,1,1,0,1,0)} - significa duas pizzas do sabor 1, nenhuma pizza do sabor
2, nenhuma pizza do sabor 3, uma pizza do sabor 4, uma pizza do sabor 5, nenhuma pizza do

sabor 6, uma pizza do sabor 7 e nenhuma pizza do sabor 8.

Analisando o esquema bola-barra, temos que para formar uma representacdo, devemos
arrumar em fila 5 bolas (pois em cada possivel solugdo, o total de unidade nas incégnitas é
5,jAque x1 + x9 + x3 + x4 + x5 + 6 + 7 + x5 = 5 ) e mais 7 barras para separar as 8

incognitas. Ou seja, o modo de fazer isso é

5,7 121 S
P5+7_7!5!_C12

Assim,
CR; = C;, =792

No caso geral, para calcular CR? | isto é, o nimero de solucdes inteiras e nio negativas da
n

equagdo r; + x2 + ... + x, = p, onde temos p bolas e (n —1) barras é

p _pbhm—-1) _ (m+p-1)!  ~p
CR" o PII:+(" =1) = p! mn-1)! — Cn+p —1

Interpretaciao de Combinacoes Completas com uma visao de conjunto

Aplicacdo:

Sejam A = {ay,as, ...,a,,} e B = {by, by, ..., b, } dois conjuntos de nimeros naturais. Quan-

tas sdo as fungdes f : A — B crescentes?

Solugdo: Para nos auxiliar na resolucdo da questio, vamos reelembrar a defini¢do de fungao

crescente:
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Definicao 3.7. (Ver em [12]) Uma funcdo f é dita crescente num conjunto I quando para qual-

quer par de pontos ay e as, com ay < as, tem-se f(ay) < f(as.

Aplicando a definicdo acima, entdo basta escolher m elementos, ndo necessariamente dis-
tintos, no Contra-Dominio para formarem a Imagem da funcdo, o que pode ser feito de CR}
modos. Escolhidos os elementos, s6 haverd um modo de estabelecer a correspondéncia entre A

m (n4+m—1)!

e B. Logo, arespostaé CR} =CJ, | = iy

3.7 Pricipio da Inclusao-Exclusao

Em Combinatétia ndo poderiamos deixar de falar sobre um importante principio de conta-
gem que estd diretamente realacionado com o tema do nosso trabalho, este principio é conhecido
como "Principio da Inclusdo-Exclusdo”. Na primeira subsec¢do deste capitulo, fizemos uma re-
feréncia a um principio elementar de contagem que estabelece que o nimero de elementos da
unido de conjuntos disjuntos é a soma dos nimeros de elementos de cada conjunto (Principio
Aditivo).

Na sua versao mais geral, o principio da inclusdo-exclusdo, afirma que a unido de dois con-
juntos, ndo necessariamnete disjuntos, satisfaz a seguinte expressdo em termos de sua cardina-
lidade:

#(AUB) =#A + #B — #(ANB)

Uma das maneiras de justificar este fato é: suponha que haja z elementos comunsa A e B, e
que além disso, temos x elementos que pertence a A e ndo a B, e y elementos que pertence a B,

mas nio a A, como mostra a figura abaixo:

A B

Figura 3.6: Unido de dois conjuntos ndo disjuntos
Da observagdo da figura, temos: #(AUB) =x+z+y
Por outro lado, temos também que,
#A+#B —#(ANB) = (x+2)+(z+y) —z=x+z+y=#(AUB)

Para trés conjuntos A, B, C, o Principio da Inclusdo-Exclusao afirma que
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#AUBUC)=#A+#B+ #C —#ANB)—#(ANC)—#BNC)+#ANBNC)

Antes de justificar este fato, vamos considerar as seguintes propriedades:
Associativa: «( AUB)UC =AU (BUC) *x(ANB)NC=ANBNC)
Distributiva: «xA U (BNC) = (AUB)N(AUC) *AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
Assim, temos que:
#AUBUC] = #[(AUB)UC]

= #(AUB) + #C — #[(AUB) N C]

=#A+ #B — #(ANB) + #C — #[(ANC)U (BN C)]

=#A+#B —H#ANB)+ #C —#(ANC) —#BNC)+#ANBNC)

=H#HA+#B+H#C —H#ANB)—#(ANC)—#BNC)+#ANBNC)

A figura abaixo ilustra esta formula

ANB

Figura 3.7: O Principio da Inclusdo-Exclusdo para trés conjuntos mutuamente ndo disjuntos

Cabe ressaltarmos também, que essa expressao ainda conta os elementos que aparecem em
um conjunto uma sé vez. Um elemento que ocorre em dois conjuntos também €é contado uma
vez, pois este elemento aparecerd em uma das trés intersec¢des dos conjuntos. Todavia, os ele-
mentos que aparecem nos trés conjuntos nao serdo contados por essa expressdo, porque eles
aparecem nas trés interseccoes dos conjuntos. Isso estd ilustrado no painel b) da figura 2.9.
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Portanto para retificar esta ndo contagem, adicionamos os nimeros de elementos da inter-
seccdo dos trés conjuntos. Essa expressdo final conta cada elemento uma sé vez, sempre que

ele estiver em um, dois ou trés conjuntos.

C C C
a) Contagem dos elementos b) Contagem dos elementos ¢) Contagem dos elementos
por A+B+C POr A+B+C—(AN B)—(AN C) pPOrA+B+C—(ANB)—(ANC)
—-BNC) —-BNC)+(ANBNC)

Figura 3.8: Contagem de elementos

Para quatro conjuntos A, B, C, D, terfamos:
#AUBUCUD| = #A + #B + #C + #D—
[#(ANB)+#(ANC)+#(AND)+#(BNC)+#(BND)+#(CND)]
+H#ANBNC)+ (ANBND) +#(ANCND)+#(BNCND)]

—#(ANBNCND)
Vamos genaralizar esta férmula para » conjuntos nio mutuamente disjuntos através do se-

guinte teorema:

Teorema 3.2. (Ver em [|14]) Considere A{,As, ...,A, como conjuntos finitos e
JAi=4104,0---UA,, [)Ai=41NA4:0---NA,.
i=1 i=1

Entao,

#(JAa) = D #@)— Y #Ana)+ Y #Ana;nd) - ()" #()4)

i=1 1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<k<n i=1

(3.3)

Prova. Vamos demonstrar essa férmula, aplicando o que ja estudamos na se¢do de combi-

nacoes e verificando que um elemento da unido € contado exatamente uma vez pelo lado direito
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da equacdo acima (Observe a Figura 2.9). Suponha que a seja um elemento de m dos conjun-
tos Ay, As, ..., Ay, em que 1 < m < n. Nosso objetivo é contar esse elemento a partir da
Proposicao 2.2 da secdo 2.4, assim temos:

Cno—Cu1+Cpno— ...+ (—1)"Cium =0

Dai segue que,

1=Cpo=Cni—Cpno+ ... +(=1)"*1Cp (3.4)

Este elemento a é contado C,,; vezes por Z #(A;), é contado C, o vezes por Z #(A; N
A;). Em geral, é contado C, », vezes pelo somatério envolvendo m dos conjuntos A,. Entdo
substituindo estas expressdes na equagao (3.4), obtemos que cada elemento na unido é contado
exatamente uma vez pela expressdo do lado direito da equacdo (3.3)). Isso demonstra o Principio
da Inclusdao-Exclusdo. W

Nota: O Principio da Inclusdo-Exclusdo fornece uma férmula para o ntimero de elementos
na unido de n conjuntos para cada nimero inteiro positivo n. Ha termos nessa férmula para o
nimero de elementos na intersec¢do de todo subconjunto ndo vazio da colecdo de n conjuntos.

Assim, ha 2" — 1 termos nessa formula.

Exemplo 3.5. De quantos modos podemos iluminar uma sala que possui n lampadas?
Solucao:
Para cada ldmpada que temos na sala, teremos que tomar duas decisoes, se ficard ligada ou

desligada. No entanto, temos uma situacdo em que a sala ndo ficard iluminada, que é deixando

desligada todas as lampadas. Portanto, a resposta é 2" — 1.

Exemplo 3.6. Numa prova com trés questoes (q,,q, qs), verificou-se que: 5 alunos acertaram

as trés questoes; 15 alunos acertaram as questoes q, e qs; 17 alunos acertaram as questoes q,

e q,, 12 alunos acertaram as questoes q, e qs; 55 alunos acertaram a questdo q,; 55 alunos

acertaram a questdo q,; 64 alunos acertaram a questdo q,; 13 alunos erraram as trés questoes.
a) Quantos alunos fizeram a prova (Aplique o Principio da Inclusdo-Exclusdo)?

b) Faca o diagrama de Venn com a representcdo do conjunto Universo e seus subconjuntos.

Solugao:
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Considere A como sendo o conjunto dos alunos que acertaram a questdo q,, B o conjunto
dos alunos que acertaram a questdo q,, C o conjunto dos alunos que acertaram a questdo q e

N o conjunto dos alunos que erraram as trés questoes.

a) Temos:
#A = 55; #B = 55; #C = 64; #ANB) =17; #ANC) =15;
#BNC) =12 #ANBNC)=5;

Daf segue que,
#AUBUC)=#A+#B+#C —#ANB) —#ANC)—#BNC)+#ANBNC)
=50+50+64—-17—-15-1245=135

Como 13 alunos erraram as trés questoes. Asssim, o total de alunos é 135 + 13 = 148.

b) Considere N, como o nimero de alunos que erraram as trés questoes

A B 55 ==
ANB \ 17 =
,/"/__ B __H“\-;\ | f//.,_ T .'
/~\anBnc, \\ \ / 5 \
/ -
/" ANC BNC\ {./ 15 2\
|| - . 1 ~ |I - ||
\\ / N \ / 13 erraram
\\ / \\ / As 3 questdes
\ y N\ 64 /
\\\ C ' / .\\.. /'//
*“-—--/ U ~— U=148

Figura 3.9: O conjunto Universo e seus subconjuntos
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Capitulo 4

PROJETOS DE APLICACAO
UTILIZANDO O GEOGEBRA

Este capitulo € constituido por projetos que podem ser usados ou adaptados para o uso em
sala de aula. Sugere que sejam acompanhados de atividades desenvolvidas com o uso do Soft-
ware Livre Educacional Geogebra - versdo 6.0.529. Além disso, recomendamos que sejam

feitas pesquisas independentes para construcdo de atitude critica do ensino da matematica.

O nivel de dificuldade entre projetos e dentro deles € varidvel. O primeiro projeto €, de todos,
o mais detalhado e tem por finalidade ilustrar como adaptar este texto, construindo a dire¢ao

para uma sequéncia orientada de atividades para a sala de aula.

Objetivos do Projeto 1. Os objetivos principais dos Projetos sdo: 1) fazer com que o aluno
relacione Combinatoria com a Geometria; 2) Fazer com que o aluno deduza formulas geomé-

tricas mais conhecidas através da andlise combinatéria.

Projeto 1. Vamos encontrar o niimero de diagonais dos Poligonos regulares mais conhecidos,
comecando com o tridngulo equildtero e terminando com o icosagono. Facamos isso aplicando
combinatoria e em seguida vamos fazer a construcdo dos poligonos e das suas diagonais utili-

zando o Geogebra.

Desenvolvimento do Projeto 1.

i) Aplicando combinatoria:

Temos que para cada segmento que formamos de um poligono, dentre lados e diagonais,
precisamos de dois vértices, ou seja, C, 5. Como sabemos que cada poligono pode ser
classificado de acordo com a quantidade de vértices ou lados que ele possui, temos que
o niimero de diagonais (D,) é dado por: D, = C, 2 — n, onde C, 5 é o total de segmentos
dos poligonos dos quais n é o niimero de lados, que também pode ser interpretado como

a quantidade de vértices.
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ii) Construgdo no Geogebra.

1° passo: construcdo de dois controles deslizantes r e n. O primeiro vai de 0 a 10 e incremento
0,1, o segundo de 3 a 20 e incremento 1. O controle deslizante r vai determinar o raio
de uma circunferéncia onde os poligonos vdo estar inscritos, o controle deslizante n a
quantidade de lados desses poligonos.

(o] Projeto 1 - Dissertagdo - GeoGebra - o IEE
. b o N oa- + e
R A~ 004 N (e S Q=
o "° N , H aex i
3 G 20 (3 n=3
® r=1 H 5
0 el r— 0
® r=1 4
-
+

Figura 4.1: Janela do Geogebra com os controles deslizantes

2% passo: Na barra entrada, construa uma lista de pontos com o seguinte comando:

2
Ly = Sequéncia|Girar|(r,0), i—w], i,0,n).
n

Este comando cria um conjunto de pontos em torno da origem e que distam r dela.

[#] GeoGebra Classic - O
R S SOl P AN Y o5c Q=
° n=3 = n=3 5 I:\: AaC % I @
8 (Pr— 20
® s [
r=2 H r=2
e
@ 0 s LNC) N
L = Sequéncia Gi 0),i 27).i.0 : ’
o Ui ssinen(6u (011 27) 100)
2
— {(2,0), (-1, 1.73), (-1, -1.73), (2, O)} °
+ 1
=10 -9 -2 =7 -6 =5 -4 =3 -2 =1 0 1 ; 3 4 5 6 7
-1
L ]
-2
a Py

Figura 4.2: Janela do Geogebra com o conjunto de pontos
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@ GeoGebra Classic - U
R]r 7LD OO LN =@ SC Q=
n=5 n=5 ¢ @ (#) % § =
3 —— 20 - =
® 5
r=2 H r=2
S
@ 0 —— 10 @ 4
N . S2@\ . : 3
PR Sequencm(Glrar((r.O).l T)"'U‘ n)
2l e
— {(2,0), (0.62, 1.9), (-1.62, 1.18), (-1.62
L4 1
+
=10 -9 8 -7 -6 5 -4 3 -2 1 0 1 eZ 3 4 5 6 7
° -1
L e
a a

Figura 4.3: O conjunto de pontos

3? passo: Construa um poligono que contém a lista que acabamos de contruir. Digite na barra

entrada: Poligono|L|

Vocé pode excluir os eixos, como preferir.

@ GeoGebra Classic = Y .
R A7 00 &N =28 e Q=
n=s e n=5 La s
® 3 20 () —
r=2 H r=2
® 0 10 5 ——

o - sennen(orm(i011 2500

— {(2,0). (0.62, 1.9), (-1.62, 1.18), (-1.62,

poll = Poligono(Ly)
@
— 951

Figura 4.4: Janela do Geogebra com o Poligono construido

4° passo: Construa uma segunda lista que deve conter todas as diagonais que partem de um
tinico vértice. Digite na barra entrada:

Ly =Sequéncia|Segmento|Elemento[Ly, 1], Elemento[Ly,1]],i,3,n — 1].

41



GeoGebra Classic

) . 5o Q=
n=5 =) n=5 AC & I @
O 3 el — 20@ *.
r=2 H r=2
@ 0 il — —

@ L1 = Sequéncia (Gurar((r,o)‘i zn—ﬁ) i,0, n)
— {(2,0). (0.62. 1.9), (-1.62, 1.18), (-1.62
poll = Poligono(L;)

@

— 951

@ L, = Sequéncia(Segmento(Elemento(Ly, 1), Efen

— (38,38}

Figura 4.5: Janela do Geogebra com todas diagonais que partem de um vértice do Poligono
construido

Mova os controles deslizantes n e r para ver a quantidade de diagonais.

GeoGebra Classic

0 10 () ®

e b Sequén:ia(Girar((r.G)‘i %’).on)
— {(2.0), (1.53, 1.29), (0.35, 1.97), (-1, 1.7

poll = Poligono(L)
@
— 1157

@ L, = Sequéncia(Segmento(Elemento(Ly, 1), Efen
— {2.57, 3.46, 3.94, 3.94, 3.46, 2.57}

Figura 4.6: Todas diagonais que partem de um vértice do Poligono construido

5% passo: Agora vamos construir as diagonais que partem de todos os vértices. Digite na
barra entrada:

L3 = Sequéncia[Sequéncia|Segmento|Elemento|Ly, j], Elemento|Ly,i + j]],,2,n —
2,5, 1,n — 2).

Oculte a Ly e Ly e deixe exibida apenas a L3, pode-se mudar a cor e a espessura das
diagonais do poligono ou do proprio poligono.

Finalmente estd pronta a nossa constru¢do e vocé pode ocultar a Ls e exibir a Lo e vice-

versa, movendo o controle deslizante n para ver a quantidade de diagonais que parte de
um vértice e de todos os vértices.
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<@
R]oA A~ L0004 N =4

@

@

n=8 =N
3 — — 20@

r=2 :
0 ) —— 10@

Ly = Sequéncia (Girar((r,o)‘i ZT’). U‘n)

— {(2,0), (1.41, 1.41), (0, 2), (-1.41, 1.41),

poll = Pol igono(L;)

- 1131

L» = Sequéncia(Segmento(Elemento(Ly, 1), Efen
— {2.83,37, 4,37, 283}

Ly = Sequéncia(Sequéncia(Segmento(Elemento(

— {{1.53, 1.53, 1.53, 1.53, 1.53}, {2.83, 2.83

GeoGebra Classic - s IEN
ST Q=
n=8 @_ ol E @
r=2
e
l'/.ﬂ.\‘\
AT
RK “"A\
L.

Figura 4.7: Janela do Geogebra com todas diagonais que partem de todos os vértices do Poli-
gono construido

Observe as duas figuras abaixo: uma mostra todas as diagonais que partem de um tinico

vértice e a outra mostrando todas diagonais que partem de todos os vértices do Poligono cons-

truido.

]

(%]

Ao 004

n=10
3 — — 20@
r=2 :
0 @ 10 ()

L, = Sequéncia (Girar((r.c)‘i ZTH) I,U:n

— {(2,0), (162, 1.18), (0.62, 1.9), (-0
poll = Poligono(L,)

— 1176

L> = Sequéncia(Segmento(Elemento(L;. J‘[;.
— {2.35,3.24, 3.8, 4, 3.8, 3.24, 2.35}
L= Sequéncia(Sequéncia(Segmento(E;én'

— {{2.35,3.24, 38, 4, 3.8, 3.24, 2.35},

NER

GeoGebra Classic - o IEH
n=10 W () P =
° =
r=2
————
L]

Figura 4.8: Todas diagonais que partindo de um dos vértices do Poligono construido
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‘GeoGebra Classic

- s IEN
] . & e a= .
R 70O 4L N =2 Q =
n=20 =N n=20 @ | ‘ 7@
8 ® 20 ®
r=5
r=5 :
- o L ] LCNC)
L= Sequéncia((}irar (0. ZHJ)N,"
— {(5, 0), (4.76, 1.55), (4.05, 2.94), (2
poll = Poligono(Ly)
@

— 77.25

L» = Sequéncia(Segmento(Elemento(Ly, 1),
— {3.09, 4.54, 5.88, 7.07, 8.09, 8.91, 9.

L, = Sequéncia(Sequéncia(Segmento(Eie

— {{3.09, 4.54, 5.88, 7.07, 8.09, 8.91, 9

Figura 4.9: Todas diagonais que partindo de todos os vértices do Poligono construido

Projeto 2. Agora iremos contar quantos dados (cubos) diferentes podemos formar escrevendo

em suas faces niimeros de 1 a 6. Descrevendo a contagem por combinatoria e depois fazendo a
construgdo no Geogebra.

a) Supondo uma face de cada cor;
b) Supondo faces iguais;

¢) Supondo que as faces sdo iguais e que a soma dos pontos das faces oposta seja igual a 7.

Desenvolvimento do Projeto 2.
i) Utilizando Combinatoria:

a) A face F1 pode ser escolhida de 6 modos, a face F2 de 5 modos, e assim sucessivamente.
Logo, o niimero de possibilidades é 6! = 720;

b) Primeiramente, fazendo a conta para faces de cores diferentes, temos 720 (pelo item a).
Agora como as faces sdo indistinguiveis, por possuirem a mesma cor, o mesmo dado foi
contado vdrias vezes. Por exemplo, o dado que tem FI para cima e F6 para baixo é
igual ao dado que tem F6 para cima e F1 para baixo. Esse mesmo dado aparece outra
vez com F1 para frente e F6 para trds, com F1 na esquerda e F6 na direita, e assim por
diante. Resumindo, o mesmo dado foi contado tantas vezes quantas sdo as posicoes de
colocd-lo. Entdo teremos: 6 modos de escolher a face de cima, escolhida a face de cima
restard 4 modos de escolher a face da frente. Aplicando o P.F.C., temos 6 X 4 = 24. Logo

taé — = 30
aresposia e 24
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c) Um dado com faces de cores diferentes pode, agora, ser numerado de apenas 6 x 4 X 2 = 48
modos. Pois, temos 6 opgoes para a escolha da F1 (que automaticamente determina a
Fo6), 4 opcoes para F2 (que automaticamente determina a F5) e duas opgoes para F3

2

(que automaticamente determina a F4). Porém, como as faces sdo iguais, cada dado é

contado 24 vezes, como no item anterior. Portanto, a resposta é — = 2

24
ii) Construgdo no Geogebra: Para construi o cubo devemos exibir a janela de visualizacdo 3D
do Geogebra, entdo clique no menu ""Exibir"' e escolha a op¢do "janela de Visualizagdo

3D"', se preferir feche a outra janela que exibe os dois eixos.

1° passo: Na barra de ferramentas do Geogebra, clique no icone "Pirdmide'’, no qual po-
demos criar de forma rdpida alguns poliedros mais simples e entre eles o cubo. Clique
na opg¢do do cubo, e na janela 3D, clique em dois pontos que serd o tamanho da medida
das arestas do cubo, aqui no nosso caso, serd os pontos (0,0,0) e (2,0,0). Vocé poderd
aumentar ou diminuir o zoom no icone ao lado e mover a janela de visualizagdo.

o Projeto 2 - GeoGebra - o mum

R oA A D ('!5 - o @ £ N aec ) Q =
+ ! E) A Piramide £
1 prisma

14} Fazer extrusao para Piramide ou Gone

'a Extruséo para Prisma ou Cilindro

4 cone ‘
5 ciingro 3

"‘} Tetraedro

@ Cubo
4@' Planificacao

Figura 4.10: Janela de visualizagdao 3D do Geogebra

o Projeto 2 - GeoGebra - Y mmam
Q-A/“\ﬁhclf‘e :-@é,'mc'{a ) QE
® A = Intersegio( EixoZ, EixoX) =N =N

— (0,0,0)
o B = Ponto(EixoX)

— (20,0 ®
O a = Cubo(A, B, C) :

— 8

b=1 H
. 0 —— | @
@ ¢ = Planificagio(a, b) i

— 24

Figura 4.11: Cubo planificado
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2° passo: Para exibir a planificacdo do cubo, clique no icone do ''cubo'' na barra de ferra-
mentas e a ultima opgdo é a ""Planificacdo'’, clique com o cursor do mouse em cima do
cubo, entdo exibird a planificacdo, e automaticamente criard um Controle Deslizante na
janela de dlgebra, no qual vocé poderd clicd-lo com o botdo direito e escolher a op¢do
"Animagdo''. Mude a cor das faces, clicando em cima delas com o botdo do mouse, se

preciso mova os €ixos.

@ Projeto 2 - GeoGebra = - .

B+ B> d@L N D o q =
A = Intersegdo(EixoZ, EixoX) =N =N
— (0,0,0)

B = Ponto(EixoX)

© — (2,0,0) ®©
e Cubo(A, B, C)

— 8

b=077 H

0 m——e— 1 (5)
® ¢ = Planificagio(a, b) :

-2

Figura 4.12: Cubo animado

3? Remova os pontos (clicando em cima deles), nomeie as faces, coloque o cubo numa posigdo
conveniente e a cor desejada para uma melhor visualizacdo, remova os eixos. Assim,
estard pronta nossa construgdo.

] Projeto 2 - GeoGebra -

-A/}b(j!‘jg:-AQ‘i.\'Ascd} < Q

A = Intersecio(EixoZ, EixoX) =N \E\ Ll

i

— (0.0,0)

B = Ponto(EixoX)

— (2,0,0) ®

a = Cubo(A.B.C)

- 8

b=0.84 :

0 — ®
¢ = Planificaco(a, b)

@

-2

Figura 4.13: Cubo desejado
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Atividade 1. Quantos dados diferentes podemos formar escrevendo em suas faces niimeros de
1 a 6, supondo faces de mesma cor. Descreva a contagem por Combinatoria e depois fazendo

a construgcdo no Geogebra.
a) Dodecaedro regular,
b) Icosaedro regular.

Atividade 2. Encontre a soma dos angulos internos de um poligono Regular de n lados, consi-
deren > 3.

a) Descreva a contagem por Combinatoria;

b) Faga a construcdo no Geogebra.
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Capitulo 5

APLICACAO NA RESOLUCAO DE
PROBLEMAS

Neste capitulo abordamos situacdes problemas com o objetivo de instigar nossos leitores a
visualizar outros problemas de combinatéria de maneira que possa sugerir ou propor solucdes
interpretativas baseadas na linguagem dos conjuntos, além de efetuar solugdes algébricas, tendo

como base os principios, conceitos e definicdes de contagem.

1*) (UFF-RJ) Dado o conjunto P = {{0},0, @, {@}}, considere as afirmativas:

D{0}eP Im{0}cP I @ P

Com relacdo a essas afirmativas conclui-se que:

a) todas sdo verdadeiras; b) apenas a I € verdadeira; c) apenas a II € verdadeira;

d) apenas a I1I € verdadeira; e) todas sdo falsas;

Solugdo: O conjunto P tem a seguinte estrutura P = {0} U {@} U {{0},{D}}. Assim, com
base nela, podemos dizer que todas as afirmativas sdo verdadeiras. Logo, a alternativa a) é a

correta.

2%) Qual é o maior entre n! e 2" ? Isto é, um conjunto com n elementos tem mais permu-

tagdes ou mais subconjuntos?
Solugdo:

1) Primeiramente observamos que para 0 < n < 4, vale que:
21 > 1! , 22 > 2! e 23 > 3!,
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Enquanto que:
2t <4l 16 < 24 e 25 <5l 32<120.

ii) Considere a proposicdo P(n): 2" < n! . Vamos provar por inducdo sobre n que para

n > 4 P(n) é verdadeira para todo natural maior que 3.
Paran =4, vimos em 1) que P(n) é verdadeira;

Agora suponha P(n) vdlida para algum n > 4, vamos mostrar que P(n) é verdadeira para

(n + 1), ou seja,
o+l 99 < opl <(m+1)n!=m+1)!

Logo, P(n + 1) é verdadeira. Portanto, pelo Principio da Indugcdo Matemdtica P(n) é verda-
deira para todo n > 4.

|
n n+1 9
3%) Prove que + =n-.
2 2
Solucao
ny n+1\ n! N (n+1)! _n(n—l)(n—2)!+(n+1)n(n—1)!
2 2 ) 2n-2) 2mn+1-2)0 2(n-2) 2l(n —1)!
_ n(n—1) (n+l)n _ n(n —1) + (n+1)n _ n[(n —1) + (n+1) _ n(2n) _ 9
=—5 t 3 = 2 = 2 =T =N
]

4*) Se um conjunto C possui 7 elementos distintos, quantos sdo os subconjuntos com 3 ele-
mentos do conjunto C.

Solucdo: Digamos que os 7 elementos distintos do conjunto sejam ey, ey, €3, €4, €5, €5 € €7.

7! 7.6.5.4]
= = 35
31(7—3)l 3l

Usando Combinagdo (;) =
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5%) Uma equipe de Futsal é formada por 5 jogadores de linha (sendo um goleiro) e 7 jogado-
res, no maximo, como reservas. O Futsal € praticado em quadra retangular de piso rigido, com
medidas que variam de acordo com a categoria. O tempo de duracdo de uma partida € de 40
minutos, cronometrados, divididos em dois periodos de 20 minutos cada, com tempo maximo
de 10 minutos para descanso entre ambos, para as categorias Principal e Juvenil. No intervalo
do primeiro para o segundo tempo, o técnico planeja fazer até trés substitui¢des. Quantas for-
macodes distintas podem iniciar o segundo tempo, sendo que ele dispde de 7 atletas que jogam
em qualquer posicao?

a) Responda com argumentos combinatdrios;

b) Use a férmula.

Solucao do item a:

1) Considere que os jogadores A, B, C, D e E estavam jogando no 1° tempo e os jogadores
F, G H, 1 ], K e L estavam no banco. Se o técnico optar em fazer uma substituicdo, ele tem
5 possibilidades de escolha para o jogador que ird sair e 7 possibilidades para o jogador que
ird entrar, ou seja, 5 X 7 = 35 formagdes distintas;

i) Se ele decidir fazer duas substituicoes, escolhendo dois atletas entre os jogadores A, B,
C, D e E, ele pode escolher os pares que saiem de Cs o = 10 modos, substituindo-os por pares
que entram de C7 5 = 21 maneiras. Assim, ele pode fazer um total Cs 52 X C7 o = 10 x 21 = 210

formacoes diferentes.

iii) Se ele optar em substituir trés jogadores, serdo 10 x 35 formagoes distintas. Porque hd

10 possibilidades de escolher o trio de jogadores que ird sair e 35 para o trio que ird entrar.
Portanto, a resposta é 35 + 210 4 350 = 595 formacades distintas.
Sendo que faltou o caso em que o técnico decide ndo fazer substituicdo.
Retificando a resposta temos, 595 + 1 = 596 formacdes diferentes.
b) Solugao item b.

C5,1.C771 + C5,2.C772 + C573.C773 + 1 = 596.
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6%)
Casa das Onze Janelas
ou Palacete das Onze
Janelas ou Museu de
Figura 5.1: Casa das Onze Janelas Arte Casa das Onze
b Janelas ¢ um edificio
historico da cidade
brasileira de Belém, no
estado do Pard.

Trata-se do Museu de
Arte Moderna e Con-
tempordnea mais impor-
tante da cidade de Be-
lém e do Estado do Pard,
é também um ponto tu-
ristico da cidade de Be-
https://pt.wikipedia.org/wiki/Palacete_das_Onze_Janelas  [ém, construida no sé-
culo XVIII como mora-
dia por Domingos da
Costa Barcelar, senhor

De quantos modos diferentes os de engenho. Hoje em

servidores que trabalham na limpeza dia, desde 2002, a edifi-

e manunten¢ao do Museu, poderdao cagdo abriga o Museu de

escolher de como ele ficard aberto? Arte Casa das Onze Ja-
nelas.

Solugao:

Para cada janela do prédio, eles terdo que tomar duas decisoes, se ficard aberta ou fe-
chada. No entanto, hd apenas um modo em que ele ficard fechado. Logo, a resposta é
211 1 =2048 — 1 = 2047.

7*) Prove que um produto de p inteiros consecutivos € sempre dividido por p!
Solugdo:

Seja a um inteiro qualquer, entdo temos que analisar trés casos: S6 consecutivos positivos,

SO consecutivos negativos e consecutivos positivos e negativos:

1) Se a ¢ positivo e seus consecutivos também sdo, entdo fazendo o produto de p inteiros
a.(a+1).(a+2). .. .(a+p—1)edividir por p!, tem que resultar exatamento em um quociente

inteiro:

a.(a+1).(a+2)

at+p—1 é um nteiro,

i1) Se a ¢é negativo e seus consecutivos também sdo, entdo fazendo o produto de p inteiros

a.(a—1).(a—2)....(a—p+1)edividir por p!, também tem que dar um quociente inteiro:
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a.(a+1).(a+2)

p!. ... .(a—p+1) _ (_l)pcp

—a—p+1 é um inteiro;

iii) Se o produto contém inteiros positivos e negativos, ele é igual a zero e, portanto, inteiro.

8%) Na figura abaixo temos uma pequena parte do mapa da cidade de Sergipe, do ponto
Azul que estd localizado na esquina da Av. Pedro Calazans com a Rua Sao Cristévao ao ponto
vermelho localizado na esquina da Rua Itaporanga com a Rua Araud temos 12 quadras. A linha
pontilhada vermelha indica um dos caminhos que uma pessoa pode seguir para ir do ponto azul

até o vermelho.

Figura 5.2: Parte do mapa da Cidade de Sergipe

Rio Sergif
jJipe
\ LG1 I
Av. Ilvo do Prado
Av. lvo do Prado ¥ ©
Q E .
i o
\ =) F L —
I s 2
g =
- =r |
ar
o
(= =
=
= ] anlire) r —. raua
: | : =
-“' % I 2
S 8 = =
Z 1 . = L
. = 8 S =
; oS- —
S O 73
i = o
=T = -

https://www.google.com.br/maps/place/R.+Jodo+Pessoa,+262+-+Centro,+Aracaju+-+SE,+49010-130/ @-
10.910297,-37.0578651,15z/data=!4m5!3m4!1s0x71ab365373f06ed:0xcdd240a6ac83eff!8m2!3d-10.910297!4d-
37.0491104

Quantos caminhos diferentes, com 0 mesmo comprimento que o tragado (suponha que as
quadras sejam homogéneas), existem para uma pessoa ir do ponto azul ao vermelho?
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Solucao:

Para uma pessoa ir do ponto azul ao vermelho, ela deve andar 3 quadras para direita e 4
quadras para cima. Vamos dividir o percurso em 7 etapas, numeradas de 1 a 7, em que cada
etapa é andar uma quadra para direita(D) ou para cima (C). O caminho indicado pela linha

tracejada da figura seria formado pelas etapas:
1-C,2-D,3-D,4-C,5-C,6-C,7-D

Para formar um desses caminhos basta escolher as 3 estapas D entre as 7 possiveis. Por

exemplo, se escolhermos as etapas 19, 2¢ e 6° para D, as demais serdo C e teremos o caminho:
1-D,2-D,3-C,4-C,5-C,6-D,7-C
Nota: Aqui o aluno deve perceber que ele acabou de aplicar a propriedade da igualdade

das combinagcoes complementares

Na escolha das 3 etapas, temos tantas possibilidades quantos sejam os subconjuntos de
{1,2,3,4,5,6,7} com 3 elementos, ou seja C? = 35. Portanto, como existem 35 subconjuntos,

hd 35 caminhos distintos para uma pessoa ir do ponto azul ao vermelho.
Outra solucdo:

Como hd um total de sete etapas, na qual 3 para direita e 4 para cima. Entdo basta calcular

. . 7!
o niimero total de permutacdes com repeticdo, isto é, P?A = M =35

92) E dia das criancas e Carlos decide presentear seus 5 sobrinhos: Pyetro, Gustavo, Ana,
Jhulia e Gabriel Lucca; sendo que ele dispoe de 7 presentes. Como ele fard essa distribui¢ao de
modo que cada um receba pelo menos um presente e todos estes devem ser distribuidos?

a) Supondo que todos os presentes sejam iguais.

b) Supondo que todos os presentes sejam diferentes.

Solugdo do item a:

Jd tendo distribuido um presente para cada um dos sobrinhos, sobrard 2 presentes, para se-
rem distribuidos entre os cincos novamente. O modo de fazer isso é x1+ To + 13+ T4+ 15 = 2

, ou seja, encontrar o niimero de solugcbes ndo negativas da equagdo. Logo, a resposta é
CR:=C;=15
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Solugao do item b:
E preciso fazermos suposigoes:

1) Vamos supor que um dos sobrinho fique com 3 presentes e os demais com 1, entdo para
escolher este sobrinho, teremos 5 possibilidades. Os presentes dos demais podem ser distribui-
dosde 7 x 6 X 5 x 4 = 840 modos. Os outros 3 presentes que sobrarem, ficard com o sobrinho

suposto. ;

1) Agora vamos imaginar que dois dos sobrinhos fiquem cada um com exatamente 2 presen-

tes. O modo de escolher esses sobrinhos é C5 5 = 10;
O modo de escolher os presentes dos outros trés sobrinhos é 7 X 6 x 5 = 210.

Para escolher os presentes de um dos sobrinhos a receber 2 presentes, pode ser feito de
C42 = 6 modos. Depois desta escolha, sobrard 2 presentes, que serd dado ao outro sobrinho,
ou seja, restard apenas um modo de fazer isso. Logo, a resposta é 5 x 840+10x 210 x 6 x 1 =
16800.

10*) Mostre que o nimero de subconjuntos de um conjunto de n elementos com nimero par

de elementos € o mesmo que o nimero de subconjuntos com um nimero impar de elementos.
Solucao:

Seja A um conjunto com n elementos. Como A é ndo vazio, entdo o niimero de subconjuntos
deA é

n n

(Ver o bindmio de Newton em [[14]) 2" = (1 + 1)" = Z (g) P1nP= Z (”)
)4

P
p=0

Note que (’;) é a quantidade de subconjunto de p elementos de um conjunto com n elementos.

Precisamos demonstrar que

n

Z (;l ) (Para p impar)

(Para p par) Z (’;)

p=0 p=0
Observe que:
D2 =+ =3 (=2 () +> ()
p=0 p=0 p=1

p par p impar
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{ {
X + Y

n n

o= —1r=> () —warmr=>" (" -> ()=

p=0 p=1
p par p impar

N

1, sep for par

— 1, se p for impar

Pois, ( =1 =
Somando i) e ii), temos:
M +0"=X+X+Y-Y=2"=2X=X=2""1
De i) segue que X +Y = 2" = 2"l 4 Yy = 2" = ¥ = 27!

Portanto, X =Y. Assim, o enunciado da questdo é verdadeiro.

X -Y

11%) Sejam A = {ay, ay, ...,a,} e B = {by, bs, ..., b, } dois conjuntos de niimeros naturais.

a) Quantas sao as fungdes f : A — B?

b) Quantas sdo as funcdes sobrejetivas f : A — B? Comn >

casos particularesm=n e n=m+1).

Solugao do item a:

m (Considere somente o0s

A imagem de cada elemento de A, pode ser escolhida de m modos. Logo a resposta é m"

Solucao do item b:

1) Para m = n, teremos o niimero de funcoes bijetivas, pois supondo que #A = #B = m,

f(az); jd tendo escolhido f(ay) e f(az), ficard (m — 2) modos para

f(an) = f(am) restard apenas 1 modo.

Arespostaém.(m — 1).(m — 2)...1 = m!
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i) Paran =m + 1 , temos que dois elementos de A terdo a mesma imagem em B e a cor-
respondéncia entre os demais (n — 2) elementos de A e os demais (m — 1) elementos de B serd
bijetiva.

— Escolha dos dois elementos de A que terdo a mesma imagem Cy, o = Cpi1, 2;
— O modo de escolher a imagem dos dois elementos de A é m vezes;
— O modo de escolher as imagens dos demais elementos de A é (m — 1)! vezes

Logo, arespostaé Cyy1,2.m.(m—1)! = Cuyq 2. m!

12%) Seja A um conjunto e suponha que 2) represente o conjunto de todos os subconjun-

tos de 2 elementos de A. Quais dos seguintes enunciados é verdadeiro?

o(49)-6)-0)

(49)>(0)-)
(5 (-0
(3= ()C)

) AUB A U B
a = ;
2 2 2
A afirmagdo é falsa. De fato, vamos verificar através de um exemplo que ndo vale em geral

a seguinte inclusdo AUB C A U B
g 9 9 2)

Seja A = {1,2,3} e B = {4,5,6}. AUB = {1,2,3,4,5,6} e um dos seus subconjuntos
A
com 2 elementos é o subconjunto {1,4}. Mas sabemos que <2> = {{1,2},{1,3},{2,3}} e

(];> = {{4,5},{4,6},{5,6}}.
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A B AUB
Logo, {1,4} ndo é um elemento de (2) U (2) , apesar de ser um elemento de ( )

2
AUB A B
b .
(77)2 ()0 C)
A afirmacdo é verdadeira, pois sabemos que dados A e B, dois conjuntos quaisquer, sempre
vale A C (AUB)eB C (AUB).

I ACAUB BCAUBA'AUBDAUB

ogo, | 5 e o |-Assim, N ) 5 )

) ANB A ﬂ B
c = .

2 2 2

Vamos mostrar que valem duas inclusoes:
1%) Para quaisquer conjuntos A e B, vale sempre sempre que (ANB) C Ae (ANB) C B.
Lo (ANBY _ (A) _(ANBY _(B\ . (ANB\ _(A\ (B

0go, ) ) 5 5 |- Assim, 9 =1, 5 |-

) . ) A B )
2%) agora vamos mostrar a inclusdo contrdria. Se (2 N 5 = O, entdo a inclusdo

A B ANBY\ . : . ( .
5 N 5 - 5 é imediata, porque o conjunto & € subconjunto de qualquer con-
B

A A B
Junto. Por outro lado, se (2> N (2) # &, entdo existe {p,q} € (2) e{p,q} € (2)

Portanto, temos: p,q € Aep,g e B=pe (ANB)eqgec (ANB).

ANB A B ANB
Assi . Logo,
sszm,{p,q}e( 5 ) 080 (2>m<2>c< 5 >
ANB A B
d - )
(157) <) C)
Do item c) e utilizando o fato que a intersecdo é sempre subconjunto da unido. Logo, vale:

(5 ()r(0)=()-0)

Outra solucdo por Cardinalidade:

Seja A = {ay,as,a3,...,am} e B = {by,by,b3,....,0p},com2 <m <n.

Paran = m.
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i) A e B disjuntos, temos que ANB = &, logo #(ANB) =0e,

*#(AUB):#A+#B:m+n:m+m:2m:>#(AUB) = (Qm) =

2 2
2!(2’2:'1 i 2m(212n!(;’i>_(2;1)z!— 2)! _ 2m(21;1 —D m:
[0 (O] = () +4(5) = ()4 (%) - s+ s -
m! m! B m! mm—-1)(m-2)! .
2!(m—2)!+2!(m—2)! _22!(m—2)! B (m —2)! =m" —m;

Logo, a afirmativa a) é falsa e a b) é verdadeira, pois, 2m*> —m = m?> +m? —m > m?> —m

x(ANB) =2 = #(A 2 B) = <#(A20 B)> = (g) = 0, por definicdo;

()0 ) e [)n )] -

Assim, a afirmativa ¢) é verdadeira e por sua vez, é facil ver que a afirmativa d, também

2

e.

ii) A e B ndo-disjuntos:

x Se tivermos 1 elemento pertencente a A N B, temos:

#(AmB):m#(A“B) _ <#<AﬂB>)

1
0 5 = < > = 0, por definicdo.

2

x Se tivermos 2 elementos pertencentes a A N B, teremos:

som1=5(45%) - (47) () -

x Se tivermos 3 elementos pertencentes a A N B, entdo:

snom == 5(417) - (47) () -

Continuando com esse mesmo raciocinio para k elementos pertencentes a A N B, com

k <m, temos:
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swom-t= (13- (7))

k k-1 k-1
Aplicando a Relagdo de Stifel em <2) = (2 B 1) + ( 5 >

Logo, para k elementos pertencentes a A N B, temos:

7)) () (D) (7))
(k—1)(k —2)(k — 3)! (k—1)(k—2)2(k — 1)+ (k— 1)(k — 2)

Nk—syn k- UE -

k—1+ 5 5

(k—DR2+(k=2)] _(k=1k) K-k

2 2 2

(3) (B = (FAPD) < (5 -

Logo, as afirmativas c¢) e d continuam sendo verdadeiras.

« #(AUB) = #A+#B—#(ANB) = m+n—k = m+m—k = 2m—k = #(A - B)

2

(#(AUB)) B (zm—k)  (2m—k)!  (2m—k)2m—k)—1][2m—k)—2]!

2 B 2 2(2m — k) — 2]l 2![(2m — k) — 2]!

2m—k)[(2m—k)—1]  (2m—k)?>—(2m—k)  4m*—4dmk +k* — (2m — k)
B 2 B 2

2 2 2
Ktk :m2—|—m2—2mk—m+k +k :m2—2mk+m2—m+k ;_k

(8 -+ )+ (- () 0)- () -
(5)+)- () o)) omom e

Assim, a afirmativa a) continua sendo falsa e a b) verdadeira, pois,

om? —2mk —m +

K+k K +k
>m° —m — .
2 2

m? — 2mk +m?> —m +

Portanto, com base nestas andlises, podemos afirmar que as afirmativas dos itens b), c)

e d) sdo verdadeiras.
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CONSIDERACOES FINAIS

Durante o desenvolvimento deste trabalho, encontramos algumas dificuldades relacionadas
a bibiografias especificas que abordassem a nossa proposta de ensino. Contudo, entre uma e
outra biografia, sempre foi possivel destacar topicos importantes relacionados com o projeto.
Assim, somando estes pontos com ideias cultivadas e desenvolvidas no curso de Matemadtica
Discreta, aliadas a sugetdes pontuais recebidas durante o periodo de orientacdo e elaboracio
desse trabalho, pudemos enriquecer o0 mesmo com conceitos, defini¢des, exemplos e aplicacdes

que foram fundamentais para a sua construcao e conclusio.

Ja sabendo que Andlise combinatdria é um dos mais importantes topicos da Matemdtica Dis-
creta, devido ao seu vasto campo de aplicabilidade, buscamos abordar situagdes-problema que
pudessem ser discutidas através da construgdo e discussao de ideias, favorecendo o desenvolvi-
mento da capacidade critica-argumentativa em diversos niveis de ensino. Por isso, propomos vi-
abilizar e disponibilizar esta proposta diversificada, ampla e atraente de ensino de combinatdria
baseada na Teoria dos Conjuntos, que visa auxiliar professores, discentes dos cursos de Licen-
ciatura em Matemadtica e, principalmente, aos estudantes do Ensino Médio, a superar lacunas
no ensino e na aprendizagem de combinatéria. Outra finalidade deste projeto, é fazer com que
estes personagens acima citados desenvolva a nocao de que os métodos e formulas matemaéticas
podem ser tteis e podem surgir a partir da discussdo de exemplos e aplicagdes de resultados
basicos, como pudemos verificar. Mas € impossivel, até seria displicente, s6 enumerar e discu-
tir resultados sem apresentar algumas provas. Todavia, buscamos evitar neste trabalho, provas
que apresentassem resultados ou técnicas muito avangadas para o contexto. Propomos também,
alguns projetos de ensino para sala de aula, com o auxilio do Software Livre Educacional Ge-
ogebra - versdao 6.0.529, fazendo uma relacdo entre combinatdria e geometria, utilizando da
tendéncia tecnologica como ferramenta facilitadora do aprendizado.

Portanto, apresentamos este trabalho como uma alternativa de ensino que possa ajudar pro-
fessores e graduandos a obter mais uma visao de compreensao efetiva de conceitos matematicos
e a assimilacdo do real significado do raciocinio combinatério baseado nos seus principios. A
fim de proporcionar aos discentes a verdadeira compreensao e interpretacio necessaria para as
solugdes criativas de problemas, que frisam, entre outros aspectos, a importancia da construcao

do raciocinio combinatdrio na formagdo dos mesmos e o cuidado que nds, docentes, temos que
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ter ao procurar desenvolvé-lo.

Assim, esperamos que esta proposta de ensino conduza nossos leitores a visualizar outros
problemas de combinatéria de maneira que possa sugerir ou propor solucdes interpretativas
baseadas na linguagem de conjuntos, tendo como base os principios, conceitos e defini¢des de
contagem. Por fim, ficaremos na expectativa de que ele seja aplicado como proposta ou ideia de
ensino a ser trabalhado em sala de aula e também na expectativa para sua aprovacao e publicacdao
pela revista do professor de matemadtica, pois, consideramos uma proposta facilitadora para o

Ensino-Aprendizagem de Combinatoria.
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APENDICE - Principio da Inducio
Matematica (PIM)

Como ja comentamos neste trabalho, a primeira experiéncia que a maioria de nds temos com
a Matematica € por meio do processo de contagem, primeiramente enumerando objetos sem
atribuir significado algum e depois aprendemos a formar sequéncias para contar estes objetos
que serdo chamados elementos de um conjunto. Estas mesmas etapas de aprendizado devem
ser empreendidas ao se estabelecer a fundamentagcao matemadtica para formacao de um dos con-
juntos mais importantes que temos, o Conjunto dos Niimeros Naturais (N). Assim, olhando os
nimeros naturais como uma simples sequéncia, estamos diante do que chamamos de niimeros
ordinais. E para descrever matematicamente a estrutura dos nimeros naturais, no sentido de
numeros ordinais, é feita uma lista de propriedades essenciais, chamadas de axiomas, que espe-
cificam a estrutura da sequéncia. Giuseppe Peano(1858 - 1932) propds 4 axiomas, baseado na
no¢do de sucessor de um nimero natural (intuitivamente, o que vem logo depois dele na lista
dos niimeros naturais). No entanto, 0 axioma que iremos abordar neste apéndice, € o quarto, o
que foi bastente util para as demonstracdes feitas no nosso trabalho, e ele tem o seguinte enun-

ciado:

Seja X um conjunto de ndmeros naturais, isto €, X C N. Se 1 € X e se, além disso, o

sucessor de cada elemento de X ainda pertence a X, entdo X = N.

Este axioma € chamado de Axioma da Inducdo. Ele fornece um processo de contagem para

garantir que um determinado subconjunto X de N, inclui na verdade, todos os elementos de N.

O Axioma da Indugdo pode ser reescrito como abaixo, usando a linguagem de propriedades.

Nesta forma, ele € chamado de Principio da Inducdo Finita ou da Inducdo Matemdtica.

Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n. Suponhamos que:
i) P(1) é valida;
ii) Paratodon € N, a validez de P(n) implica a validez de P(n + 1).

Logo, P(n) é vdlida para todo n € N.
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