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Resumo

Neste trabalho, consideramos a equacao nao linear de Schrédinger
~Au+V(z)u=f(u), zcRY

com v € H'(RN)\ {0} em que N > 3, V é uma fungdo ndo periédica que muda de
sinal e f é uma funcao assintoticamente linear no infinito. Além disso, V possui um
limite positivo no infinito e o espectro do operador L = —A + V' tem infimo negativo.
A existéncia de solugao fraca é estabelecida empregando a teoria espectral, o teorema de
Linking sob a condicao de Cerami e a iteracao ente solucoes transladadas do problema no
infinito associado.

Palavras-chave: Linking, sequéncia de Cerami, equagao de Schrédinger.



Abstract

In this work, we consider the nonlinear Schrodinger equation
—Au+V(z)u = f(u) em RY

with u € H'(RY) \ {0} where N > 3, V is a non-periodic function that changes sign
and f is a asymptocally linear function at the infinity and the spectrum of the operator
L = —A +V has negative infimum. The existence of a weak solution is established by
employing spectral theory, the Linking theorem under the condition of Cerami and the
iteration between traslated solutions of the problem at infinity.

Keywords: Linkig, Cerami sequence, Schréodinger equation.
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Introducao

Este trabalho estd baseado no trabalho de Maia, Junior e Ruviaro [I4] e tem como
objetivo principal resolver e mostrar a existéncia de uma solucao fraca nao-trivial u €

H'(RY) para o problema
(P) ~Au+V(z)u=f(u), x=cRY

em que N > 3, V é um potencial continuo e nao peridédico que muda de sinal, com limite
assintotico V., e f uma funcao assintoticamente linear no infinito.
Para encontrar a solugao fraca de (P)) utilizaremos o método variacional que consiste

em associar o problema (P)) ao funcional energia I : H*(RY) — R definido por

1

I(u) = —/ (|Vul> + V(z)u?®)dz — / F(u)dzx, u e HY(RY),
2 RN RN

em que F' é a primitiva de f. Entende-se como solugao fraca do problema uma funcao

u € HY(RY) que é ponto critico do funcional energia, definido acima. Ou seja,

I'(u)p = /RN(VUVQO + V(z)up)dr — - flu)yp de =0V ¢ € H'(R").

Para isto, aplicaremos o teorema de Linking [17] com condigao de Cerami como em [15]

e [16]. Tsso sera possivel usando uma solucdo ground state positiva uy do problema limite
(Px) ~Au+Vou=f(u) xcRY,

projetado em um subespago de H'(RY) de dimensao infinita com codimensao finita.
Ademais, é importante estimar as iteracoes das translacoes de ug para obter a geometria
de linking (Lema [4.1)).

Nessa linha de trabalho, Kryszew e Szulkin em [21] e Pankov [22] provaram a existéncia
de uma solugdo nao trivial para o problema nao auténomo com f(x,u) em (P]), admitindo
f(z,s) superquadratica em s com hipoteses de periodicidade. Szulkin e Weth em [23]
estudaram a existéncia e multiplicidade de solugoes para o caso nao autoénomo com V

e [ periodicas em z e s — f(z,s)/|s| estritamente crescente em (—o0,0) e em (0, 00).



Jenjean e Tanaka em [24] estabeleceram a existéncia de uma solugao positiva para
no caso definido, V(z) > a > 0 e f assintoticamente linear no infinito, f(s)/s = a >0
quando s — oo com a > inf o(—A+V), em que o(—A+V') denota o espectro do operador
autoadjunto —A + V.

Vamos decompor o espaco H!(RY) em uma soma direta de dois espagos E* e E~, em
que um deles tem dimensao finita, e assumiremos uma condicao de nao quadriticidade
(hipotese (f3)). Admitiremos que a fungao s — f(s)/s é crescente para s > 0 e a partir
disso sera possivel comparar os niveis de energia c e ¢, 0 primeiro dado pela estrutura
de minimax, e o segundo ¢é o nivel de energia do problema limite e com isso aplicaremos
o Lema de Splitting.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: No Capitulo 1, apresentamos de
forma breve resultados de Analise Funcional, Espacos LP, Convergéncia Fraca, FEspacos
de Sobolev, Teoria Espectral e o Principio de Compacidade de Lions que serao ferramentas
necessarias nos capitulos posteriores.

No Capitulo 2, apresentaremos o problema variacional indefinido nao periodico e as-
sintoticamente linear com as condicoes estabelecidas para o potencial V' e para a nao
linearidade de f. E também a abordagem variacional utilizada.

O Capitulo 3 é dedicado a provar a limitacao da sequéncia de Cerami para o funcional
I associado ao problema , que serd de grande importancia para a demonstracao do
resultado principal.

No Capitulo 4, abordaremos a geometria de Linking e apresentaremos as estimativas
para as translagoes de wug, provaremos o lema de Splitting e por fim demonstraremos o
teorema principal, que garante a existéncia de solucao fraca para o problema .

No Apéndice A, enunciremos e demonstraremos o Teorema de Linking sob a condicao

de Cerami. E no Apéndice B apresentaremos a prova de um resultado técnico.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Breve Descricao da Teoria de Medida

1.1.1 Espaco Mensuravel

Definicao 1.1. Uma o-dlgebra no conjunto U é uma familia X de subconjuntos de U que

satisfaz as sequintes propriedades:
(I) 0, U € X.
(Il) Se A€ X, entio A® =U\A€X.

(I1II) Se A, € ¥ para todo n € N, entao |J A, € X.

n=1

Sendo assim, os elementos de ¥ sao chamados de conjuntos mensurdveis e o par (U, X)) é

chamado de espaco mensurdvel.

Exemplo 1.1. Fizado um conjunto X, as familias abaizo sao o-dlgebras sobre X :
(a) o conjunto das partes P(X) de X e {0, X};
(b) A interse¢ao de qualquer familia de o-dlgebras sobre X.

Definicao 1.2. A o-dlgebra de Borel By de um espaco métrico ou topoligico U € a o-
dlgebra gerada pelos conjuntos abertos em U (ou, equivalentemente, pelos fechados em U ).
Os conjuntos pertencentes a By sao chamados conjuntos de Borel de U ou, simplesmente,

borelianos de U.

Exemplo 1.2. Seja X = R. A o-dlgebra de Borel B é a o-dlgebra de R gerada pelos

intervalos abertos, que também pode ser gerada pelos intervalos fechados.



1.1.2 Funcoes Mensuraveis

Notagdo 1.1. Denotaremos a reta estendida por R = R U {—o00, +o0}.

Definiciao 1.3. Seja (U,X) um espago mensurdvel. Uma fungio f : (U,X) — R ¢

Y-mensurdvel se, para cada o € R o conjunto {x € U; f(x) > a} estd em X.

Observacao 1.1. Os conjuntos abaizo também podem ser utilizados na definicao de

fungao mensurdvel:
(i) {z € U; f(z) = a}y
(i) {z € U; f(z) < a}s
(iii) {x € U; f(x) < a}.
Notagao 1.2. Denotamos por M(U,X) o espago das fungées mensurdveis.

Observacao 1.2. Sejam f, g funcées em M(U,X) e ¢ € R. Entao as funcoes f +

g, cf, [-g el|f| sio mensurdveis.

O Lema a seguir nos mostra que, se uma sequéncia de fun¢des mensuraveis converge

pontualmente para uma funcao f, entao f é mensuravel.

Lema 1.1. Seja (f,) uma sequéncia de fungoes em M(U,X). Entao as fungoes definidas

abaizo sao mensurdveis.
() f(@) = in f (o)

(1I) F(z) = sup f,();

neN
(1) [*() = iminf f,(z);

(IV) F*(z) = limsup f,(x).

neN

Demonstragao. Veja Lema 2.9 em [5]. O

1.1.3 Medida

Dado um espaco mensuravel (U,X), vamos considerar as fung¢oes definidas sobre %
e que assumem valores no conjunto dos reais extendido R, as quais, munidas de certas

propriedades, serao chamadas de medidas.

Definicao 1.4. Uma medida no espaco mensurdvel (U, X) € uma funcio p: ¥ — R que

satisfaz as sequintes condicoes:

(1) u(0) =0;



(1I) 11(A) > 0 para todo A € X.

(I1II) Se (A,)2, € uma sequéncia de conjuntos dois a dois disjuntos de 3, entao
p(UAn) = nlAn).
n=1 n=1

A medida p € dita finita se p(U) < oo, € dita o-finita se existem conjuntos (A,)02, € 3
tais que U = |J A, e p(A,) < oo para todo n. O termo (U, X, 1) € chamado espago de
n=1
medida.
Exemplo 1.3 (Medida de Dirac). Seja U # 0 um conjunto qualquer, e tome % := P(U).
Fizado um ponto xo € U, definimos a medida de Dirac 6, : P(U) — [0, +00) por:

1, sexg € I,

510(E) =
0, sexg ¢ E.

Notagao 1.3. Os conjuntos X € ¥ com a propriedade w(X) = 0 sdo chamados de
conjuntos de medida nula. Diremos que uma propriedade é y — q.t.p. se tal propriedade

vale em U exceto em um conjunto de medida nula.

1.1.4 Integral

Nesta secao, vamos considerar um espago de medida fixo (U, X, 1), denotaremos a

colegio das fungoes X-mensuraveis nao negativas de U por MT = M*(U, X).
Defini¢ao 1.5. Uma fungio p € M(U,X) € simples se a imagem de ¢ € finita.

Proposicao 1.1. Uma fun¢io ¢ € M(U,X) € simples se, e somente se, pode ser unicamente

escrita na forma

(1.1) p=> a;Xg,
j=1

em que ai, s, . .., a, Sao distintas, By, Fo,..., B, € X, U = U e E,NE,, =0 sem #n.
n=1

A relagao (1.1) é chamada de representagao candnica de .

Defini¢do 1.6. Se ¢ € uma funcgdao simples em M™T(U, %) com a representacao candnica
(1.1), defina a integral de @ com respeito a u por

(1:2) [ =3 anE)

5



Definig¢ao 1.7. Seja f € MT(U,X). A integral de f com respeito a ju € por definigao,

/fd,u:sup{/godu:goésimplese()gcpgf}.

Se E € u, a integral de f sobre E com relagio a pu €

/Efduz/fXEdu.

1.1.5 Funcoes Integraveis

Notagao 1.4. Dada uma funcio f : U — R, em que U # 0 é um conjunto qualquer,
denotaremos por [ a parte positiva de [ e por [~ a parte negativa de f, e serao definidas

por
f(x) =sup{f(x),0}, [~ (x) =sup{—f(z),0}.
Além disso, temos que

f=fr=felfl=f"+f".

Definigao 1.8. O conjunto L = L(U, %, p) das fungdes integrdveis a Lebesgue com respeito
a medida p consiste no conjunto de todas as fun¢oes mensurdveis f tais que as suas partes

positiva e negativa possuem integral finita, isto €,

L:L(U,E,u):{fGM(U,Z);/l]f+du<ooe/Uf_du<oo}.

Se f € L, entao sua integral com respeito a medida p é definida por:

/U fp = /U Frdp - /U fdp

Se E € Y, entao a integral de f sobre E € definida por:
[ san= [ gwdu= [ fidn- [ fodn
E U U U

lsexe
em que Xg € a funcao caracteristica do conjunto E € ¥, definida por Xg(z) =

0sex ¢ E.
Enunciaremos agora o Teorema da Convergéncia Dominada Monotona, Lema de Fatou

e Teorema da Convergéncia Dominada, que possuem uma grande utilidade no decorrer

deste trabalho. Suas demonstragdes podem ser encontradas em [5].

Teorema 1.1 (Teorema da Convergéncia Monotona). Seja (fn)nen C L uma sequéncia

de fungoes integraveis tal que



(a) i<fo<. . . <fu<for1n <. .. p-qgtpemU;
(b) sup/ frn < 00;
N U

entao f,(x) converge em U (u-q.t.p) para um limite finito que denotaremos por f(x), onde

feLle
/ fip = lim [

Lema 1.2 (Lema de Fatou). Seja (fn)nen C L uma sequéncia de fungoes integrdveis tais
que

(a) Para todon € N, f, >0 p-q.t.p;

(b) sup/fn < 00
N
Entao,
/hm inf f,du < hm mf/ frdp
U

n—o0

Teorema 1.2 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,)nen C L uma

sequéncia de funcoes integrdveis tal que
(i) fu(x) — f(z) p-q.t.p, em que f é uma funcio mensurdvel;
(ii) existe g € L tal que, para todo n € N,

|fu(@)] < g(x), p—qtp x€lU.

Entao, f € integravel e, além disso,

/ fdp = lim [ fydu.
U n—oo U

1.2 Espacos L?

Nesta secao, apresentaremos a definicao de espacos LP, algumas propriedades e teoremas
importantes que podem ser encontrados em [4], [5] e [6].

Definicao 1.9. Sejam U um conjunto mensurdvel e 1 < p < co. O espago LP(U, %, 1) €
definido como o espago das fungoes f: U — R mensurdveis cuja poténcia | f|P € integrdvel

em U, munido com a sequinte norma:

1/p
1l = 11l = ( / \um) |

LP(U,E, p) =A{f : U — R mensurdvel e || f]|, < oco}.

Isto €,

7



Para simplificar a notacdo, escreveremos LP(U) para denotar o espago LP(U, >, u)
sempre que nao houver perigo de confusdo. Vale ressaltar que o espaco LP(U), 1 <

p < +00, € um espaco vetorial de Banach.

Observagao 1.3. Quando p =2, L*(U) é um espago de Hilbert com o produto interno

(o = [ S@iat@rn
Definicao 1.10. Para o caso p = 0o, definimos
L®(U) ={f:U =R, f é mensurdvel e ||f||oc < oo}
em que
[flloo := inf{C": | f(z)] < C q.t.p em U}.

Defini¢ao 1.11 (Funcdo Localmente Integravel). Seja 1 < p < oo e U um subconjunto
aberto do RN. Dizemos que f : U — R ¢é localmente integravel em LP(U), se f for uma

funcao mensurdvel tal que

/ @)z < oo,
K

para todo conjunto compacto K C U.

Denotaremos o espago das fungées localmente integrdaveis em U por Li (U).

Notacao 1.5. Dado 1 < p < oo, denotaremos por p' o expoente conjugado de p dado por

Além disso, consideraremos é =0.
Teorema 1.3 (Desigualdade de Holder). Sejam p,q > 1 tais que % —I—é =1e((U2%pu)

um espago de medida. Se f € P(U) e g € LY(U). Entao

fge I\U) e / Faldz < £l
U

Teorema 1.4 (Desigualdade de Interpolagao para normas LP). Supoha que 1 < s <r <

t<ooe

1 6 (1-46

RE)
ros t

Suponha também que v € L*(U) N LY(U). Entao, u € L"(U) e

Teaon el Loy

luller@) < [lul



Demonstragao. Podemos reescrever r como r = 0r + (1 — 0)r com 6 € [0,1]. Assim

/|u|7“dx—/|u|'9r|u|(1 Ordg.

Considere p = Observe que p > 1 e ¢ = p/, e isso implica que 6 < 2.

e—req:m

1 0 1—40
Como por hipotese, — = — + ( ; ), temos > = 0 + ;(1 —0) > 6. Logo, p > 1. Da
ro s r
mesma forma, mostra-se que ¢ > 1. Além disso,
1 1 @ 0 1—-46 1
—+—:—T+(1—9)£: —4—u r=-r=1
P q S t S t T

Dessa forma, |ul® € LP(U) e |u|*=9" € LI(U), e pela desigualdade de Holder

temos
1
/ ’u‘er‘u|(l—9)rd:€ < (/<|u’6r pdx> (/ ’u‘(l 0)7“ de)
U U
J (1;9)7“
= (/(|u|9r 9rdx) ( (Ju| 30y Ta= 9>de)
U

[l @y < [lullf

e portanto,

Ls(U Hu“Lt(U)

O

Teorema 1.5. Sejam (U )men uma sequéncia em LP(U) e u € LP(U) tais que u,, — u.

Entao, existe uma subsequéncia (U, )ken de (Um)men € existe h € LP(U) tais que
(1) Um, (x) = u(z) ¢.t.p em U.
(ii) |tum, (z)| < h(z) para todo k € N e q.t.p em U.

Definicao 1.12. Seja X um espacgo vetorial normado. Dizemos que o funcional linear

f: X — R € continuo, ou limitado, se:

If1l' = sup{[f(2)[; llz] =1} < oo.

Definicao 1.13. O conjunto formado por todos os funcionais continuos definidos por

f: X — R serd chamado de dual do espaco X e representado por X*.
Notagao 1.6. O dual do espago LP(U) serd denotado por (LP(U))*.

Teorema 1.6 (Representaca de Riesz). Sejam 1 < p < 0o e p € (LP(U))*. Entao, existe



uma tinica fungio w € LY (U) tal que

(o, f) = /U ufdp, Vf € IP(U).

Além disso, temos
lully = llellwrwy)-

em que

[ ot 151 =1}
U

Agora apresentaremos a versao do Teorema de Representacao de Riesz para o caso em

lell oy = sup {

que p = Q.

Teorema 1.7. Seja p € (L'(U))*. Entao existe uma tinica fungio u € L>°(U) tal que

<so,f>=/qu d Vi e LU).

Além disso,

[ulloo = llellzrwy)--

1.3 Convergéncia Fraca

Nesta secao, abordaremos de forma breve uma nocgao de convergéncia fraca, que sera
baseada em Botelho [6].

Definicao 1.14. A topologia fraca no espaco normado X € a topologia gerada pelos

funcionais continuos ¢ € X*, e serd denotada por o(X, X*).

Defini¢ao 1.15. Dizemos que uma sequéncia (T,)nen em X converge fracamente para
x quando p(x,) converge para p(x) para todo ¢ € X*. Além disso, denotaremos essa

convergéncia da sequinte forma x, — x.

Teorema 1.8. Em um espaco reflexivo, toda sequéncia limitada possui subsequéncia

fracamente convergente.

Exemplo 1.4. Sao exemplos de espacos reflexivos: espacos normados de dimensao finita,

0 espago HY(RYN), entre outros.

1.4 Espacgo de Sobolev

Nesta secao, sera abordada o espaco no qual este trabalho sera desenvolvido, o Espaco
de Sobolev, assim como algumas propriedades. Os resultados e demonstracoes omitidas

podem ser encontrados em [18].
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1.4.1 Derivada Fraca

Notagao 1.7. Denotaremos por C*(U) o conjunto das funcdes reais diferencidveis.

Definicao 1.16. O suporte da funcao f: U — R € dado por

supp(f) = {z € U; f(x) # 0}.

Uma funcio f é dita ter suporte compacto se seu suporte é compacto em RY, e o suporte

€ compacto se, e somente se, for limitado, pois jd € fechado.

Definigao 1.17. Definimos por C§°(U) o conjunto das fun¢oes u : U — R cujas derivadas
parciais de todos as ordens sao continua e cujo suporte € compacto. Denominamos a
fungao ¢ € C3°(U) de fungao teste.

Definicao 1.18. Seja um vetor a = (g, - -+ , ) com oy um numero inteiro nao-negativo.
Entao, a é chamado de multi-indice de ordem |a| = a;+- - -+ a,. Dados um multi-indice

a e uma fungdo u € C§(U), definimos

ololu(x)

- aalxl .o .8047an‘

D%u(x)

Se |a| =0, definimos D*(u) = u.

Definigao 1.19. Dados um aberto U C RY, uma fungio u € Li,.(U) e um multi-indice

loc

a, dizemos que v € L}, .(U) é uma a-ésima derivada fraca de u se
[ w@D*ota)ds = (1) [ v@otyin, o e CE)
U U
Denotaremos D%u 1= v.

1

L(U), quando existe,

Observacao 1.4. A a-ésima derivada fraca de uma funcao u € L

€ unica a menos de um conjunto de medida nula.

1.4.2 Espaco de Sobolev

Definigao 1.20. Sejam U C RY um aberto, 1 < p < oo e k € NU{0}. Definimos o
espago de Sobolev WHP(U), como sendo o espaco das fungoes u € LP(U) tais que qualquer

derivada fraca de u, até a ordem k, é uma fun¢ao de LP(U), isto é,

WkP(U) = {u € LP(U) : D*u € LP(U), para todo multi-indice o com |a| < k}.
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O espago de Sobolev W*P(U) ¢ um espago normado com a seguinte norma:

Z || D*u|| oy, se 1< p < oo

| <k

Z || D%u|| oo 1y, se p = o0.

|| <k

Hunkap(U) =

Teorema 1.9. Se u,v € W"P(U) entdo

(a) D € WEIelP(U), para todo multi-indice o tal que || < k e DP(D%u) = D*Fy
sempre que |B| + |a| < k;

(b) D*(\u+ pv) = AD%u + uDPv, YA, i € R;
(¢c) Se U C U € um aberto, entio u € WHP(U);

(d) Se p € C*(U), entao ou € WEP(U) e para todo multi-indice o = (ay,. .., ) tal
que o] < k, vale

em que o) = ajlag!. ... a,! e (B1,...,0,) = B < « significa B; < «;, para todo
1=1,...,n.

Observacao 1.5. (i) Valem as sequintes inclusées
Cee(U) c WhP(U) c LP(U).
(i) Se k =0 para cada p tal que 1 < p < oo, temos que
WO (U) = L*(U).

(i4i) Quando p = 2, denotaremos WEP(U) por H*(U), isto é, H*(U) = Wk2(U). Para
k=1, temos

ou
E)xi

HYU) =Wh(U) = {u e L*(U); € L*(U) parai=1,--- n} :

Além disso, o HY(U) é um espago de Hilbert e tem o seguinte produto interno
(u,v) :—/ VuVv 4+ woldz.
RN
Definicio 1.21. O espago WiP(U) € definido como sendo o fecho de C°(U) na norma
|- [lwea, isto €,
Foorrl-lwe.e
Wy (U) == Cg(U) ™.
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Analogamente, o espago HY(U) é o fecho de C°(U) em H*(U).

Definicao 1.22. Se 1 < p < n, o expoente critico de Sobolev é dado por

Teorema 1.10. Sejam U C RY limitado, N > 1, k > 1 entdo
(i) WEP(U) é um espago de Banach para 1 < p < oc.

(i1) WEP(U) € um espago reflexivo para 1 < p < 0o

1.4.3 Imersoes de Sobolev

Defini¢ao 1.23. Sejam (X, | - ||x) e (Y, || - ||ly) dois espacos vetoriais normados com

X CY. Dizemos que X estd imerso continuamente em Y se existe C' > 0 tal que
[z]ly < Cllz]lx, V2 €X.

Nesse caso, escrevemos X < Y.
Diremos que a tmersao de X em Y € continua € equivalente a dizer que a aplicagao

identidade i : X — 'Y dada por i(x) =z, v € X, € continua.
Teorema 1.11. As sequintes imersoes sao continuas:

HY(RY) — LP(RM), 2<p<oo, N=1,2,
HYRY) — LP(RY), 2<p<2, N2>3.

Definicao 1.24. Sejam (X, || ||x) e (Y| - |ly) espagos de Banach, X C Y. Dizemos que

X estd imerso compactamente em Y, escrevemos X CC Y, se:
(a) ||ully < Cllu|lx, ue X para alguma constante C > 0;
(b) Cada sequéncia limitada em X € pré-compacta em Y.

Mais precisamente, a condig¢io (b) significa que, se (up)nen € uma sequéncia em X com
sup ||un||x < 00, entdo alguma subsequéncia (tin)nen C (Un)nen converge em'Y para algum
n

limite u.

Teorema 1.12. Se U C RY ¢ um aberto limitado de classe C', entio a sequinte imersio
é compacta:
HY(U) cc LP(U), 1<p<2.
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Teorema 1.13 (Desigualdade de Poincaré¢). Sejam 1 < p < oo e U C RY aberto e

limitado. Entao, existe uma constante C' > 0 tal que
||U||Lp(U) < CHVUHL?(U) Yucé€ Wol’p(U)
Em particular, o espago de Sobolev WYP(U) possui a sequinte norma:

Jullwssw) = IVullo.

1.5 Breve Descricao de Funcionais Diferenciaveis

Nesta secao, apresentaremos propriedades e teoremas importantes sobre funcionais

diferenciais e esta baseado nos livros [19] e [20].

Definicao 1.25. Sejam X um espaco de Banach, U C X aberto e ¢ : U — R um
funcional. Dizemos que ¢ tem deriwada de Gatéaux em x € U, se para todo h € X emiste

um funcional linear T : U — R tal que

=0.

(1.3) lim o(x +th) —p(x) —Th

t—0 t

Quando a derivada de Gatéaux existe, ela € o unico funcional linear que satisfaz (|1.3).
Notagao 1.8. Denotaremos a derivada de Gatéauz por Dp(z).

Definicao 1.26. Sejam X um espaco de Banach, U C X aberto e ¢ : U — R um
funcional. Dizemos que ¢ tem derivada de Fréchet em x € U, se para todo h € X emiste

um funcional T € X* tal que

(1.4) iy PEHR) = (@) = Th

- 0.
(= il

Quando a derivada de Fréchet existe, ela € o tnico funcional linear que satisfaz ((1.4).
Notagao 1.9. Denotaremos a derivada de Fréchet por ¢'(z).

Observagao 1.6. (i) Toda funcao constante em um aberto de um espago de Banach é
Fréchet-diferencidvel e tem derivada nula.

(i1) Sejam H um espago de Hilbert e o : H — R com ¢(z) = ||x||*>. Entdo, ¢ é Fréchet-
diferencidvel e ©'(x)(h) = 2(x, h) para todos x,h € H.

Para o proximo lema, considere inicialmente os seguintes espagos normados LP(U) N

Li(U) e LP(U)+L(U). Estes espagos sao munidos com as seguintes normas respectivamente

lelloAg = llully + llullg
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[ullpy g = mt{{jofl, + [lwlly : v e L2(U), w € LI(U), u = v +w}.

Lema 1.3. Suponhamos que 1 < p, q,7,5 < 0o, f € C(R,R) e |f(u)] < c(|ulP/™ + |u|/®).
Entao, para todo w € LP(U) N LYU), f(u) € L"(U) + L*(U), o operador

A LP(U)NLYU) - L"(U) + L*(U)
u > f(u)
€ continuo.

Lema 1.4. Considere
ww) = [ Flude,
RN
em que

F(u) = /0 (.

Suponhamos que f € C(R,R), |f(u)| < c(JulPr T +]u[P2™!) com1 < p1—1 < py—1 < 2*—1
e N > 3. Entao, o funcional 1 é de classe C*(H*(RY),R) e

(' (u),h) = - f(u)hdz, ¥ he H'(RM).

Demonstracao. Vamos mostrar a existéncia e continuidade da derivada de Gatéaux. Sejam
r € RN et e[0,1]. Considere

g:10,1] = R tal que g(s) = F(u(x) + sth(z)).

Note que

§(s) = flu() + sth(z))th(z).

Segue do Teorema do Valor Médio que existe A € [0, 1] tal que

9(1) —9(0) _ Flu(z) + th(z)) — F(u(z))

t t
f(u(z) + Asth(z))th(z)
t
= f(u(x) + Asth(x))h(z).
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Assim, como s, \,t € [0,1] evale 1 <p; — 1 <py—1<2*—1, temos

|F(u(x) + th(z)) = F(u(z))]
t

= [f(u(z) + Asth(z))h(x)]

|f(u(z) + Asth(z))||h(z)]

c(|u(z) + Asth(z) [P~ + |u(z) + Asth(x)|P>~1)|h(z)]
c[2 7 (Ju(@) = + [Ath(z) [ )

+ 2727 (Ju () P27+ [Ath(x) 27| )]

c[2 7 (Ju(@) [~ + [h(2) )

+ 227 ([u(@) [+ [h(2) )] R ()]
cllu(@)[P = ()] + [A(z) P

+ [u(@) [~ A(x)| + [h(z)[P2].

VAN VAN |

IN

IN

Considere
p(x) = c(fu(z) P ()| + [h(2) [P+ Ju(@)[P2 ()] + [ h(z)[P2).

Pela Desigualdade de Holder, Teorema [1.3] temos

p1—1

p1—1

_ (/RN ]u(x)|p1dx) " </RN|h(x)]p1dm>;1

(1.5) =l 1 7llpy -
ol < ([ (i) = ([ )
I (L) ([ mora
- (/RN ]u(x)|p2d:13) " (/RNm(x)ymdx)”
(1.6) = [lullB2 Al

Entdo, usando as desigualdades (1.5), (1.6) e a imersdao de Sobolev H'(RY) — LP(RY),
obtemos

/RN p(x)de = C/RN(IU(QE)I’“_IIh(x)I + (@) + [u(@) [~ ()] + [h(2)[")dz

< c(llullps = 1Al + IRA5: + B2 12l + [1R[15) < oo

P p2
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Portanto, p(z) € L'. Pelos teoremas do Valor Médio e Convergéncia Dominada, Teorema,

[1.2] temos
Y(u+th(z)) —(u)

(¢'(u), h) = lim

t—0 t
. Jan F(u+th)de — [y F(u)dz
) t
— lim (F(u+th) — F<u))dx
t—0 RN t
= f(u+ 0.h)hdx
RN
= (u)hdzx.
RN

Agora provaremos a continuidade de ¢’. Seja u, — u em H'(RY). Como H'(RM) —
LP(RY) quando p € [2,2"], entdo u, — w em LP* N LP2. Usando o Lema[L.3} com p = py,
r= pf’il, q=pres= pfﬁl, concluimos que f(u) é continua em L% + LP;%. Usando a
Desigualdade de Holder, Teorema [1.3] e a imersao de Sobolev, obtemos

(¢ (un) — ' (u), h)| =

f(up)hdx — f(u)hdx

[ () = uns

< Ol f (un) = fW)llpy gl Al

Dessa forma, fazendo n — oo, obtemos
(¢’ (un) — ' (u), k)| — 0 uniformemente em ||A[| g1 ryy < 1.

Portanto, ¢/ ¢ continua e v é de classe C*. 0

1.6 Teoria Espectral

1.6.1 Espectro de um operador autoadjunto

Defini¢ao 1.27. Sejam H um espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador
linear com dominio D(A) denso em H. O operador A* : D(A*) C H — H € definido por

v € H e existe um elemento w € H

veDA) < { tal que (Au,v) = (u,w) Yu € D(A)

A'v=w Vve DA
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de forma que, pela densidade de D(A) em H, w € dnico elemento associado a v pela

defini¢ao de D(A*).

Vamos mostrar a unicidade de w. Suponha que exista outro w tal que (Au,v) = (u, W)
para todo u € D(A). Entao

(u,w) — (u,w) =0
(u,w—w)y =0V u e D(A).

Pela densidade de D(A) em H existe uma subsequéncia {u,,} € D(A) tal que u,, — w—1w.
Dessa forma,
(U, w —w) =0V m € N.

Fazendo m — oo, temos

(w—w,w—w) =0

|lw—w||*=0=w—w=0,

o que prova a unicidade de w.

Dizemos que o operador é autoadjunto quando A = A*. Note que, se A = A*, entao
(Au,v) = (u, Av) para todos u,v € D(A). Porém, essa equagdo nao é o bastante para
dizer que o operador é autoadjunto, pois podemos ter D(A) C D(A*). Segue disso que, se
(Au,v) = (u, Av) para todos u,v € D(A) dizemos que o operador é simétrico, e se além
disso D(A) = D(A*) o operador é chamado de autoajdunto.

Definicao 1.28. Dizemos que o operador B ¢ uma extensao do operador A quando
D(A) € D(B) e A = B em D(A). FE quando a extensdo € inica, o operador € dito
autoadjunto essencial.

O operador A* é fechado, pois dados v, € D(A*) tal que v, = v em H e A*v, — f

em H. Temos que
(Un, Au) = (A%v,,u) ¥V u € D(A).

Passando o limite, temos que
(v, Au) = (f,u) Y ue D(A).

Assim v € D(A*) e A*v = f. Isso mostra que A* é continua e pelo Teorema do Gréfico
Fechado em Botelho [6], teremos que A* é fechado. Além disso, temos que ker(A*) =
Im(A)*.

Lema 1.5. Seja A : D(A) C H — H um operador autoadjunto definido em um espago
de Hilbert real. Para X € R, temos que A— X : D(A) C H — H ¢é um isomorfismo se, e
somente se, existe ¢ > 0 tal que ||(A — X )u|| > c||u|| para todo uw € D(A).
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Demonstragio. Se A — X : D(A) C H — H é um isomorfismo, temos que (A — \I)~!
é definido em H e é um operador fechado, pois A : D(A) C H — H é fechado e inversa
de operador fechado é sempre fechado. Do Teorema do Gréfico Fechado, mostramos que
(A—X)~': H — H ¢é limitado e existe uma constante M > 0 tal que

(A= \)"Yo|| < M]v|| Vv € H.

Considere v = (A — Al )u para todo v € D(A), isso significa que |[(A — A )u|| > 55 ul|.
Por outro lado, se existe ¢ > 0 tal que ||(A—X)u|| > c||u|| para todo u € D(A) teremos

que A=\l : D(A) C H — H éinjetivae que (A—XI)™': R(A—XI) — D(A—X\I) = D(A)

é limitado. Visto que esse operador é fechado e limitado em seu dominio, entdo R(A—\I)

deve ser um subespaco fechado de H. Temos que
[R(A — AD)]* = ker(A — \I)*

em que ker(A— A )* = ker(A—\I) = {0}, pois A— Al é autoadjunto e injetivo. Portanto
R(A — \I) = H pois D(A) ¢é denso e fechado. O que prova que A— X : D(A) C H — H

é um isomorfismo. O

Defini¢ao 1.29. Seja A : D(A) € H — H um operador autoadjunto. Definimos o

resolvente de A como o conjunto
p(A) ={NeR;A— X :D(A) — H é um isomorfismo }
e o espectro de A como o conjunto
o(4) = R\ p(A),

Os elementos de p(A) sao chamados regulares de A. O especto pontual é dado pelo
conjunto
0p(A) ={X € R; ker(A—\I) #{0}}

e seus elementos sao chamados de autovalores de A. O espectro discreto de A é o conjunto
04 ={X € 0,(A);dimker(A — X\) < oo e A € um ponto isolado de o,(A)}
e seu complemento em o(A) é chamado de espectro essencial de A, e denotador por

e(A) =0(A)\ g4(A).
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1.6.2 Operador de Schrodinger

Nesta secao, apresentaremos o operador de Shcerodinger, suas propriedades e alguns

resultados importantes. A integra dos resultados pode ser encontrada em [I] e [2].

Definigao 1.30 (Operador de Schridinger). Dado V' € L*®(RY), definimos o operador
de Schrédinger L : D(L) C L*(RY) — L*(RY) gerado pelo potencial V por

D(L) = H*(RY) e Lu = —Au + V(x)u para todo u € H*(RY).

Agora, enunciaremos um lema que seré utilizado na demonstracao do préximo teorema.

Lema 1.6. Sejam v,w € L*(RY) tais que
/UAZd$ = /wzdx V 2z € C(RY).

Entdo, v € H*(RY) e Av = w.

Teorema 1.14. Para V € L®(RY), o operador de Schridinger L : D(L) C L*(RY) —
L*(RY) gerado pelo potencial V é autoadjunto.

Demonstragao. Afirmamos que H*(RY) ¢ denso em L?(RY). Para provar isso, devemos

Il 2 g
mostrar que para todo u € L*(RY) existe uma sequéncia u, € H2(RY) tal que u, —5

u. Temos que WLQ(RN
L*(RY) existe uma sequéncia (uy,)nen C Cg°(RY) tal que |[u, — ul| 2@~y — 0. Por outro
lado, C°(RY) € H?*(RY) e entao u, € H*(RY). E assim, provamos nossa afirmagao.
Dessa forma, o operador de Schrodinger L* : D(L*) C L*RY) — L*RY) esta bem
definido. Além disso, para todo u,v € H*(RY),

- L*(RY). Dessa igualdade, temos que para todo u €

/ (Lu)v dx = / (—Au+ Vu)v dx = / (—Auv + Vuv) dx
RN RN RN

= / (—Avu + Vou) do = / (—Av + Vo)u dx
RN

RN

onde —Av+Vv € L?(RY). Isso mostra que H*(RY) C D(L*) e que L*v = —Av+Vv = Lv
para todo v € H?(RY). Por outro lado, se v € D(L*), entdo v € L*(RY) e existe um
elemento w € L*(RY) tal que

[RN(Lu)v dr = /RN ww dz Yu € D(L) = H*(RM).

Portanto,
/ (—Au+ Vu)v dx = / uw dr Vu € C§°(RY)
RN

RN
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e entao

/RN v(Au) dr = / (Vv —w)u dz Yu € C°(RY)

RN
onde v e (Vv —w) € L*(RY). Pelo Lema Av = Vv —w. E isso mostra que
D(L*) c H*(RY). O que completa a prova. O

Definiremos, agora, o nimero A que desempenha um papel fundamental, pois caracteriza

o menor valor do espectro de L. Para qualquer V € L>®°(RY), considere

A:inf{/ (|Vu|2+V(:1:)u2)dx:uGHl(RN)e/ u2dx:1}.
RN RN

O proximo resultado mostra que o espectro do operador L nunca é vazio e, além disso,

caracteriza seu infimo, relacionando com o nimero A.
Teorema 1.15. Seja V € L*(RY). Entao,
(1) o(L) C [A, +00);
(ii)) A € o(L);
Em particular A = inf o(L).
Lema 1.7. Seja V € L>(RY). Entdao,
(1) A=~V > —o0.
(2)
A = inf {/RN(NuR +V(2)u?) dr:u € CF(RY) e /RN u? dr = 1}

e também temos

A:inf{/ (Lu)udx:uEHz(]RN)e/ u2dx:1}.
RN RN

(3) Se w € HY(RY) com/ uw? dr =1 e/ (|Vul> + V(2)u®) dov = A, entdo u €
RN RN

H*(RN),u € ker(L —AI) e A € 5,(L).

Lema 1.8. Seja V € L®(RY). Para ¢ > 0, seja X um subespago de H'(RY) tal que
(1.7) / (|Vul* + V(z)u?) dov < (1 — 5)/ w? dv ¥V u € X.
RN RN

Entao, dim X < oo.
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Definiciao 1.31 (Supremo e Infimo Essencial). Seja f um funcional, definimos supremo
essencial como

esssup f :=inf{a € R; pu(xz: f(z) > a) =0}.

E o infimo essencial como
essinf f :=sup{b € R; u(z: f(z) <b) =0}.

Teorema 1.16. Seja V € L>=(RY)
(i) Entao o.(L) C [l,00);

(ii) Se P}im ess sup |V (z) —1| =0, entao o.(L) = [l,00).

Teorema 1.17. Seja V € L=(RY) e considere £ < em que | = }%im ess ‘ ilnfRV(x), Para
—00 z|>

cada p € (0,+/1 = &), existe uma constante C, dependendo de & e de yu, tal que
[u(z)] < Cfluflace™

para todo v € RY desde que u € ker(L — XI) para algum \ < €.

Teorema 1.18. Se uma fungao mensurdvel localmente limitada V (x) € tal que 1|11‘n inf V(z) >
T|—00

l, entdo o operador L = —A + V(x) é semi-limitado inferiormente e tem um espectro
discreto em (—o0,l), de modo que para qualquer € > 0 o espectro de L em (—oo,l — ¢)

consiste num numero finito de autovalores de multiplicidade finita.
Para demonstrar esse teorema se faz necessario enunciar o seguinte Lema:

Lema 1.9. Seliminf V(z) > a e u € D(L), entao

|| =00
(L, u) = /RN(\VUF V@) ul) da < oo
Demonstra¢ao do Teorema[l.18 Vamos provar que, para ¢ > 0, a dimensao do subespago
S :={u € D(L); (Lu,u) < (I —&)||ul|*}

¢ finita. Pelo Lema [1.9] esta desigualdade é equivalente a

/RN(’V“’Q +V(@)|ul*)de < (1 -e) /RN Juf*da

/RN(\VuI? + V(z)|u|?)dz — (1 — 5)/R u|?de < 0

/ (Va2 + (V(z) -1+ &)uf2)dz <0, ueS.
]RN
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Sejam R > 0 tal que V(x) > | — £ para |z| > R e V(x) > m para todo ponto x € RY.
Entao,

02/;@0Vw”+www—z—@mex+/‘ (IVul? + (V(z) =1 — &)[ul?)dz

|z|>R

> / (|Vu|2—|—(m—l+6)|u|2)dx+/ (]Vu|2+(l—g—l+€)|u|2)da7
lz|<R

|z|>R

:Amﬂwm+m—uwmmm+/

lz|>R

(IVal? + SJul?)da
Assim,

/ Vul2de +/ (1Vul? + S[ul?]de < 0/ luf?dz, we S,

jo|<R le|>R 2 je|<R

se C >0e(C >1—m—e. Seja B o operador restricaio da funcao de S na bola
Kr = {z :|z| < R}, ouseja B : S C L*(RY) — L*(Kg). Esse operador é continuo
em L?(RY) e injetivo pela dltima estimativa. Para provar que S tem dimensao finita,
vamos mostrar que o subconjunto BS, que é o operador B aplicado no conjunto S, tem
dimensao finita. Segue da tltima estimativa que ||u|| g1 (xy) < Clluflr2(ky), v € BS. Além
disso, H' CC L?(Kpg). Dessa forma, a bola unitaria no espago BS N L*(Kg) ¢ compacta.
Portanto, BS tem dimensao finita e, como B ¢ injetivo, podemos concluir que S tem

dimensao finita.

O

1.7 Principio de Concentracao-Compacidade de Lions

O objetivo desta secao é enunciar e provar o Lema de Lions que sera utilizado em alguns
teoremas importantes no decorrer do trabalho. Além deste, ainda teremos mais dois lemas
que completam o Principio de Concentracao-Compacidade de Lions. Entre eles, o Lema

Splliting que tem uma grande importancia na demonstracao do teorema principal.
Lema 1.10 (Lema de Lions). Sejar > 0 e 2 < ¢ < 2*. Se (up)nen € uma sequéncia

limitada em H'(RY) e se

sup / lup|? =0, n — o0
yERN J B(y,r)

entio u, — 0 em LP(RY) para 2 < p < 2*.

Demonstragao. Consideremos o caso N > 3. Seja ¢ < s < 2* e u € H'(RY). Pela
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Desigualdade de Interpolagao, Teorema obtemos

/ lu|*dz = / || =N8 | o d
B(yr) B(yr)

(1—X\)s s
() )

B(y,r) B(y
(1-X)s

GERSE * )
= (/ |u|qd93) (/ lu|? da
B(y,r) B(yr)

. (1-X) As
= ”uHLQ(B(y,r))HUHLQ*(B(ZJW))

)

2

¥|

1
em que —— + 5 = 1. Segue dessa igualdade que

(1-X)s As

1—A A 2%(s — A A
( )s s N (s S) + g\s

AL —1
q + 2% q.2*
2"s —2"As + gAs = q.2" = A(gs — 2%s) = q.2" — 25
Ao 478 2
q— 2% s

Agora, usando a desigualdade de Sobolev, temos que

S 1-)\)s
/ lul*dz < CHUH(Lq(B)(y,T)) (/ (lul* + |Vu|2)dx>
B(y,r) B(y,r)

Fazendo \ = %, obtemos

[N

S 1-)\)s
/ ufdz < 0||u||<Lq(B>(W))/ (Jul? + |Vul?)da.
B(y,r) B(y,r)

Cobrindo RY por bolas de raio r, de modo que cada ponto de RY esta contido no maximo
em N + 1 bolas, tem-se

(1-X\)s

/ |ul*dx < (N + 1)C sup [/ |u\q] ' / (Jul* + |Vu|?)dz.
RN B(y,r)

yeRN RN

Segue disso que, dada uma sequéncia (uy,),en de HY(RY)

(1-XN)s

/ |un|®de < (N 4+ 1)C sup {/ |un|q} ’ / (|un|2 + |Vun|2)dx
RN B(y,r)

yGRN RN

e fazendo n — oo, teremos que u, — 0 em L*(RY). A prova quando 2 < s < ¢ é feita de

forma analoga. Dessa forma, como 2 < s < 2*, pelas desigualdades de Hoélder, Teorema
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e Sobolev temos que u, — 0 em LP(RY) para 2 < p < 2*. O

1.8 Existéncia de Solucao Ground States

Nesta secao, apresentaremos um resultado de grande importancia apresentado por
Berestycki e Lions em [7] e que sera utilizado para garantir a existéncia de uma solugao
com propriedades boas para o problema limite ainda a ser enunciado.

Considere o problema

(1.8) — Au = g(u) em RN, v € H'RY), u #0.

A funcao g satisfaz as seguintes condicoes:

i —oo<liminf@§limsu @:—m<0'
(i) p ,
s—0t S s—0+ S

N +2
(ii) —oo < lim sup&f) <0, em que | = _+;
s—0+t S —2

S
(iii) Existe ¢ > 0 tal que G(s) = / g(s)ds > 0.
0

Teorema 1.19. Suponhamos que N > 3 e que g satisfaz as condicées de (i) a (iii). Entao
o problema (1.8) tem uma solugdo u tal que

(a) u>0 em RY;
(b) w € radial, isto é, u(x) = u(r) em que r = |z| e u é decrescente com respeito a r;
(c) ue C*(RYN);
d u e a derwada de ordem 2 tem decaimento exponencial no infinito:
|D%u(z)| < Ceo%l z e RN

para algum C,0 >0 e |o| < 2.
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Capitulo 2

Problema Variacional Indefinido Nao

Periddico e Assintoticamente Linear

Vamos considerar o problema eliptico

(P) —Au+V(r)u= f(u) zeRY

com um potencial V' continuo, nao-peridédico que muda de sinal, com um limite assintotico
Vs no infinito e uma funcao f assintoticamente linear no infinito. Com o intuito de
aplicarmos o Teorema de Linking sob a condicao de Cerami, abordado no Apéndice A,

usaremos uma solucao de energia minima positiva ug do problema limite
(Ps) ~Au+Vou= f(u) ze€RY

projetada em um subespaco de H'(RY) de dimensao infinita com codimensao finita. Para
o problema (P), consideraremos N > 3,u € E := H*(R") e o potencial V satisfazendo

as seguintes condigoes:

(V1) VeCORY R)e —Vy < V()< Vs, com Vy, Vs > 0;
(V2) ‘ l‘im V(z) = Vi

(V3)  0¢o(L) e info(L) <0, em que o(L) é o espectro do operador L = —A +V

(Vi) V() <V — Cre " em que C; > 0e 0 < v <V V.
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As condicoes que consideramos na nao-linearidade de f sao as seguintes:

() fec'®m®) e i g

) L )]

|s]—o0 ’S|

=m > Vi e |f(s)]/Is] < m Vs € R\ {0}:

(f3) Se F(s) = /OS ft)dt e Q(s) = %f(s)s — F(s); entao, para todo s € R\ {0}

F(s) >0, Q(s)>0e lim Q(s) = +o0

S5—00

(f1) Existem Cy >0e 1< p; < pg tais que p1,pa <2 —1e |f(k)(s)| < Co(|s|Pr=F 4 |sP2=F)
para k € {0,1,2,3} e s € R;
(f5) A func¢io s+ f(s)/s é crescente em s € (0, +00).

Observacao 2.1. A funcio f € C3(R,R) na condicio (??) pode ser utilizada quando f €
CL(R,R) e a condicido (??) pode ser considerada apenas para k € {0,1} como feitos nos artigos
de Elson-Maia e Katib-Maia.

Exemplo 2.1. Considere f(s) = ms? s € R comm > Vao. Vamos mostrar que f satisfaz as

1+s2°
hipdteses - -

. fls) ms* 1 . ms? . - s
Note que ll_r% . = lim T4 s S%m = 0, ou seja, a condigao é satisfeita.
Também temos que
S [ ms | 1 s 1
= _—= 1 — =
|s|—o0 |5 |00 |14+ 82| || |s|looo |1+ 83| ]
e
[f) _ | ms® |1 msP® 1 El§ s
= —_— = — = < ; < 1,\7 6 R 0 5
I I A T A T SRV}

entao, a condicao é satisfeita.
Para mostrar a condicdo (f3]), devemos determinar F(s) e Q(s). Note que

s s 3
F(s):/o f(t)dt:/o 1”itt2dt:%(s2—1og(sz+1)),
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1, ms3 m

= i(m)s + 5 (5% = log(s* 4+ 1))

Q) = 5 () + F(5)

_1 ms*

= 5( )+@(s2—log(52+1))

1+ s2 2

passando Q(s) ao limite quando s — oo temos

. . 1. ms* m, o 9
dim Qs) = lim 155 5) + 5 (87 ~los(s™ 1)) =
Temos que lim /(s) = 0. Assim, se 3 — p; > 0 temos que lim |f(s)] = 0. Também temos
s—0 8 s—0 |3|p1

que lim £()l

|s|—soo |5]

|f(s)] <els|Pr + Ce|s|P?. Faga C = max{e, C:} e entdo

= m. Dessa forma, para 1 < py < 2* —1,pp > 3 existe C. > 0 tal que

[f(s)l < C(Is[” +[s]72).
Para k£ = 1 teremos que
FD () = £/ ()] < C(ls[ =" + |71,
e de forma andloga, quando k = 2,3 tem-se

FP(s)] < ClsP =2 + |s[7272)
FP(s)] < ClsP = + |72

2.1 Abordagem Variacional

Voltando ao problema (P). Considere uma sequéncia (vg)gen C C§O(RY) tal que vy, — v €
H}(RY) e seja u € C2(RY) uma solugdo classica, temos

—Auvy + V(z)uvg, = f(u)vg

- Auvgdx + V(z)uvgdr = (u)vpdzx
RN RN RN

Aplicando a formula de Green ([I8], Theorem 3, Appendix C) resulta que
(2.1) VuVugdr + V(z)uvgdr = (u)vde.
RN RN RN

Quando k — oo, temos

VuVuy dxr — VuVu dx
RN RN

Com efeito, segue da desigualdade de Holder, Teorema que

— 0.

VuVurdr — VuVudx
RN RN

/ (VuVu, — VuVo)de
RN
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S/ |VuVv, — VuVo|dz
RN

= /N |Vu(Vog — Vo)|dz
R

< [IVull2[[Vor = Vo2

< [|Vullzllvk = [ g1 @y

Também temos '/ V(x)uvg dz — / V(x)uv d:c‘ — 0 quando k — oo. Usando mais uma vez
RN RN
a desigualdade de Hélder, Teorema [1.3] e imersdao de Sobolev, resulta que

/RN V(z)uvg dx — /]RN V(z)uv dx

< /RN |V (z)uvy, — V(z)uv|dx

< [V(@)ull2lox = vl

< |V (z)ullzllok — vl g1 @y
Fazendo k — oo na equagao ([2.1)) obtemos

VuVu dx + V(z)uv dx = (u)v dx
RN RN RN

/ (VuVv 4+ V(z)uv)dz = f(u)v dz
RN RN

Esta ultima igualdade representa a formulacao fraca para o problema . Associaremos a

equacao um funcional energia I : ' — R definido por

1
I(u) = / (|Vul|® + V(z)u?)dx — / F(u)dx
2 RN RN
com u € E. A solugdo fraca do problema sera uma funcio u € H'(R™) que é ponto critico
do funcional energia definido acima.
Segue das condic¢bes e que os autovalores do problema de autovalor

(2.2) — Au+V(z)u= I, ue L*RY)

tem uma sequéncia de autovalores Ay < Ao < A3 < ... < A < .... Fazendoe =V > 0 no
Teorema temos que o espectro de —A + V(x) em (—o0,0) possui uma quantidade finita de
autovalores. Ou seja, o problema de autovalor (2.2)) possui uma sequéncia finita de autovalores
Al < A9 < A3 < ... < A <0, com multiplicidade finita.

Denote por ¢; a autofungao correspondente a \;, i = {1,2,...,k}, em HY(RY). Considere
E~ :=span{¢; :i=1,2,...,k} e Et := (E7)*, podemos ver que £ = E* @ E~. Pelo Teorema,
o espectro essencial de —A 4V (z) esté contido no intervalo [V, +00). Logo dim B~ < oo,
pois para cada A; < 0 tem multiplicidade finita.

Agora apresentaremos outra forma de provar essa mesma afirmacao. Vamos supor que

dim E~ = co. Dado & < Vo, entao podemos escolher uma sequéncia de autofungoes {¢;,;n € N}
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tal que
¢i, € ker(=A +V(x) = \I); || lla=1e / Gi, i, dr =0 Y m,n € N com m # n.
RN

Teremos que {¢;,;n € N} sao linearmente independente, pois dim E~ = oo. Por outro lado,

para cada g € B, existe um nimero finito de nimeros reais ci,- - - , ¢ tal que

k
g = Z Cn¢in'
n=1
Portanto, ¢;, € H'(RY) e

/ (IVg|* + Vg?*)dx = / (=Ag + Vg)gdax
RN RN

k k
= / (Z CmAmqsim) (Z Cn¢2n> dx
RN m=1 n=1

k

= Z Cmanm/ ¢’Lm¢)lndaj
RN

m,n=1
k k
~Yndzedd=¢/ g
RN
n=1 n=1

Pelo Lema temos que dim £~ < co. O que é uma contradigao.
Tendo feito essas consideragoes, toda funcao u € E pode ser escrita como v = u™ + u~ de
forma tnica, onde uT € ET e u~ € E~. Pela condicdo temos que 0 ¢ o(A + V), assim,

pelo Lema 1.2 de Costa-Tehrani [3], podemos introduzir um novo produto interno em F,

/ (VuVv + V(z)uv)dx seu,v € BT
RN

{u,0) = —/ (VuVv 4+ V(z)uv)dr se u,v € E~
RN
0 seuc ETeve E-
tal que a norma correspondente || - || é equivalente a || - ||z norma usual em E = HY(R"), ||ul|g =

(Jul? + |Vul3)Y/2. Alem do mais, o funcional I pode ser escrito como
Loz Ly —i2

(2.3) Iu) = Sllu™ |7 = Sllu”[|" = [ F(u)de
2 2 RN

para toda fungdo u = u™ +u~ € E. Quando estivermos considerando V., denotaremos a norma

da seguinte maneira:
(2.4) fullve = [ (0P + Vicu)da
R

de tal forma que é equivalente a norma || - ||]. Chamamos a atencdo para o fato de que, como
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Ai # 0 para todo i € {1,2,...,k} segue de (P) e pela definicdo de ¢; que

/ ut (z)v” (x)dr =0

RN
para toda fungdao ut € ET e v~ € E~. De fato, para todo u € E* e v € E~ temos
/ (VuVv + uv)dzr = 0,

RN
pois Et = (E7)*. Por Costa-Tehrani [3], se u € E* e v € E~ tem-se
Jull? = ol = | (9t o) + V(@) +0))da

_ /RN(WUP +V(@)u?)de + 2/

(VuVv + V(z)uv)dz + / (Vo> + V(2)v*)dz.
RN RN

E isso implica que
(2.5) / (VuVv 4+ V(z)uv)dr =0
RN
Da equagao (2.2)) temos que

—A¢; + V(CL’)¢Z =\, <= (V@Vu + V(a:)czﬁzu)dx =\ oiu dr, Y uc€ E™.
RN RN

Pela igualdade (2.5)), para A; # 0 temos / ¢iu dr = 0 e assim, por linearidade, / wy dr =
RN RN

0, uc EY, ve E.

Com isso, concluimos que

/ wv do = V(z)uv dx = VuVv dx = 0.
RN RN RN
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Capitulo 3
Limitacao da Sequéncia de Cerami

Nesta secao, apresentaremos de forma breve a definicdo de Sequéncia de Cerami, que serd
abordada com mais detalhes no Apéndice A, também enunciaremos e provaremos o Lema que
garante a limitacao dessa sequéncia em FE, o que serd de grande importancia para a demonstracao
do resultado principal desse trabalho.

Dado (X, | - ||) um espaco de Banach, dizemos que um funcional I € C'(X,R) satisfaz a
condi¢ao de Cerami (C) se cada sequéncia (u,)neny C X com |I(uy,)| < M para alguma constante
M >0, e ||[I'(un)||g+(1 + ||unl]) — 0 tem uma subsequéncia u,, — u em X.

Como consequéncia das hipoteses - temos que, dado € > 0 e 2 < p < 2%, existe
C: > 0 tal que

(3.1) [F(s)| <els? + Celsl” e [f(s)] < els| + CelsPP~".

De fato, de existe 0 < r < 1 tal que, para |s| < r temos

li_r}r(l)jés)—()é 'fis)' <e=|f(s)| <elsl.

Para |s| > r, de temos que

i SO ’f”’ <m = |f(s)| < mls].
$—00 ‘5‘ s
Note que,
1

_ — 1
|s| = s|P~1 < C.|s|P~! em que C. = max {}

|s|p—2 r<s<i | |s[P—2
Assim, temos
If(s)| < els| +ml|s| <el|s| +mC.|s[P~t = e|s| + Ce|s[P~L.

Segue de (f3) que,

F(s) = /Os f)dt = [F(s)] < /OS |f(t)|dt = / (elt| + C.|tP~ )t

s
0
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2
<els|* + C¢|s|P.
Antes de enunciarmos o préximo resultado enunciaremos o seguinte Lema, que é um dos
resultados do Principio de Compacidade de Lions.

Lema 3.1. Se (vy)nen € uma sequéncia limitada em E, entao (vp)nen satisfaz wm dos sequintes
casos:
(i) Vanishing: para todo r > 0, limsup sup / v, |2d2 = 0.
n=o0 yeRN JB(y,r)

ou

(ii) Nonwanishing: existem r,n > 0 e uma sequéncia (Yn)neny C RY tais que

lim sup v |2da > 1.

n—oo B(y,,“r)
Demonstracao. Mostraremos que, se o primeiro item nfo for satisfeito, entdo, consequentemente,

o segundo item serd valido. Para tanto, suponhamos que exista r > 0 tal que

limsup sup / v, |2da # 0.
B(y,r)

n—oo ycRN

Entao, pelas propriedades de limite superior, existe M > 0 tal que para todo n > 1 tem-se

sup / v |2dz > M.
yERN J B(y,r)

Isso implica que existe uma sequéncia (yy,)neny C RY tal que

1
M- —-< / v, |2 daz.
n B(ynﬂ“)

Considerando n = % > 0 e tomando o limsup acima, obtemos

n—oo

n < lim Sup/ v, |2daz.
B(yn,r)
Como queriamos. O
Lema 3.2. Seja (un)neny C E uma sequéncia tal que
I(up) = ¢>0e [[I'(un)|| g+ (1 + |Jun]]) — 0 quando n — +oc.

Entao, (up)nen possui uma subsequéncia limitada.

Demonstragao. Suponha por contradigao que ||uy| — oo. Considere v,, = HZ—:”, logo |jup|| =1. A
sequéncia (vp)nen € limitada, contudo, vamos mostrar que tanto (i) quanto (ii), do Lema[3.1] ndo
serao validas. Primeiro suponha que o item (ii) seja valido. Escreva f(s) = ms+ (f(s) —ms) =

ms + foo(s). Pela equivaléncia das normas || - || e || - || g, existem constantes C1,Cy > 0 tais que
(3.2) |lw] < Ch]|w||g < Cq||w|| para toda funcao w € E.
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Seja (Yn)neny C RY a sequéncia dada pelo item (ii) do Lema Como a sequéncia (un)nen €
uma sequéncia de Cerami, e considerando ¢, = ¢(z — yy,) para qualquer ¢ € C5° (RN), segue da
estimativa (3.2)) que

|2 (tn) | < (I () | 5= | 6| < Cll T (un)]
= Ci|| I (un) || &= | ¢ll 2 — 0.

E*

De ||un|| — oo, a medida do conjunto 2, := {x € RY; |u,(z)| # 0} é positiva para n suficientemente

granfe. Dessa forma,

_ 14 R
= <U1J1r - U1I7 ¢n> - f(un)¢ndx = <U7JLF - 2}777 ¢n> - wﬁbnd«x
RN [|un| RN [l
= <U1J1r - U127 ¢n> - mvn¢ndx - 7foo(un) ¢nd$
RN RN [|un|
_ Joo(un) Joo(un)
= (v} — n) — n nd - nd - nd
ot =) = [ oot = [ T oo = [ SR o
. _ Joo(un)
- <U1J1r — Upn» ¢n> - RN mvn¢ndx - /Qn U Un¢nd$

Considere 0, (z) = vo(z +yn) € Un(x) = un (T +yn). Note que (Tp)nen ¢ limitada em E. De fato,

de (3.2)) segue que

[9n]] < C1l|tnlle = Cillvnlle < Callvn|| = Ca.

Passando a uma subsequéncia, temos que

oy, v em E
(3.4) oy, — 0 em L2 (RY)

On(z) = o(z) q.t.p em RV,

Seja K = supp(¢). Pelas hipoteses e (f2), |F()I/I-| ¢ uma funcdo limitada em R\ {0}
com |f(s)/|s] <m,¥ s # 0. De (3.4) e pelo Teorema existe uma fungdo h € L'(K) tal que

|0 ()| < h(z) em quase todo ponto em K. Relembrando que foo(s) = f(s) — ms, obtemos

Fooliin) - | | fooliin)]
‘ i T Jal

(3.5) |Tallo] < 2mh(z)¢ € L (K).

Notemos que v # 0, do item (ii) do Lema e das estimativas ((3.4))
/ ??dr = lim v2dx = lim sup/ v2dx = lim Sup/ v2dx > n > 0.
B(0,r) B(0,r) B(yn,r)

n—00 B(0,r) n—00 n—00

Pela hipotese (fi), foo(s)/s — 0se |s| — oo, da desigualdade ([3.5) e do Teorema da convergéncia

34



dominada de Lebesgue [1.2] segue que

RN Uy, K Un
Joo (On | in]])

—— Uppdx — 0
K Onlln]

Assim, das estimativas (3.3)), (3.4), (3.6) e do Teorema de Mudanca de Variavel, temos

1
(3.7)  on(1) = mll(un)¢n
= <U7—1’,— — Uy, ¢n> - mup¢pdr — foo(un) Pndx
RN RV |[Unl|
= / (Vo Vo, + V(z)v)¢,)dr + / (Vu, Vo, + V(x)v, ¢p)dx
RN RN
MUy Gpdx + o, (1)
RN
/R (VU VO — ) + Vol — yn)ds
+ (Vu, Vo(x —yn) + V(z)v, p(x — yp))dx — / Mmupd(x — yn)dz + o, (1)
RN RN
/RN (4 yn)Vo(x) + V(z + yp)vt (z + yn)o(z)dz
+ [ (T @+ 9 V0@) + Vi )o@+ ) oe)

mun(z + yn)d(2)dz + 0n (1)
RN

= / (VoIVo+ V(x4 y,)o! ¢)dx + / (V0,, Vo + V(x+ yn)v, ¢)dx
RN RN

— muppdr
RN

Agora vamos analisar os possiveis casos para a sequéncia (Yn)nen:
Caso 1: |yn| — .

Nesse caso, a hipotese garante que V (z +y,) converge para V,, em quase todo ponto em
RN, quando n — co. Da igualdade (3.7)) temos

(3.8) on(1) = /K (V5 V6 + (Voo + 0a(1))i5F 6)da
+ /K(V@:qu + (Voo + 0n(1))0,, ¢)dx — /Kmﬁngbdx

Fazendo n — oo em 0,(1) e relembrando as estimativas (3.4)), entdo para cada funcao ¢ €
C§°(RY) obtemos

/ (V(@T = 07)Vo+ Voo (37 — 57 )¢)dx — migdr = 0
RN RN
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isto é, ¥ # 0 é uma solucdo fraca do problema —A% + Voo = md em RY. Como V, # m e nio
existe uma autofuncio do Laplaciano em RY isso ¢ uma contradicdo. Portanto, o item (ii) do
Lema nao é verdade neste caso.

Caso 2: (yn)nen € uma sequéncia limitada. Pela estimativa (3.2)), temos

Ch Ch

- . 1
Jiall = Gl = G lunlle > - lreall

que tende para o infinito quando n — co. Segue das estimativas (3.4)) que

N [ )

em quase todo ponto em €

com u(Q2) >0e Q C B(0,7). Como |G| — oo, temos que Uy, (z) — 0o em quase todo ponto em
Q. Entao, o Lema de Fatou e a hipotese (fs)) nos dao

linrggf /RN (;f(un)un - F(un)) dx

— liminf <1 F ()it — F(ﬂn)> do
n—oo RN 2

> /Q lim inf @f@n)an - F(ﬂn)> da

= +00

No entanto, isso contradiz o fato de que

L ) — Flun) ) dz = T(un) — T (wn)n = ¢ + on(1).
LG ) ;

Importante ressaltar que, essa igualdade é valida pois estamos considerando (uy)yen como uma
sequéncia de Cerami. Caso estivéssemos considerando como uma sequéncia de Palais-Smale
essa igualdade nao seria verdadeira. Portanto, o Caso 2, ndo é valido para a sequéncia (yp)neN
implicando que o item (ii) do Lema nao se aplica a sequéncia (vy,)neN.

Por outro lado, suponha que o item (i) do Lema seja satisfeito para a sequéncia (vp)pen-
Como a sequéncia (uy)pen ¢ uma sequéncia de Cerami, temos que I’ (u, )u,, — 0 e I'(uy)u,l — 0.
Dessa forma,

ub 1 n

(59 (D) = Tlun) o = g ()%

_ ”;H«u: gty - /R o)

vt [ (A
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e, de forma andloga,

Uy, 1
(3.10) on(1) = I'(up)—2~ = I'(up)v,
lunll® llunll

= —|lv, ||* - /RN (fgin)vnvg> dx.

Subtraindo a equagao (3.10) de (3.9)), temos

(1) = I 1= [ (ﬁj"*) dat ol - [ (f Z“vnv;) dn
2 4 s — / (f (un) (it —m) iz
RN

—lonl? = [ (Pt - ) a

Portanto,

(3.11) /RN <f(“")vn(u,t - vn)> dz — 1.

Un

Pela imersao de Sobolev, existe uma constante pg > 0 tal que
(3.12) ol > po w2 g,
para qualquer w € E. Dado 0 < e < %,uo, pela hipotese , existe § > 0 tal que

£ (s)]

“—= <epara 0 #|s| <.

5]

Para cada n € N, considere o conjunto Q, = {z € RV : |u,(z)| < 6}. Entdo, da estimativa
(3:12) e pela desigualdade de Hélder, Teorema [1.3]

/ (f(“n)vn(v; - v;>> dr < 6/ [onl v = vy |dz
Qu \ Un e

< 5(||Un”L2(RN)HU:{HB(RN) + HUHHL2(RN)HU;HLQ(RN))

2¢e 2¢e
< 2ef|vnllFa@yy < lloal® = = < 1.
Ho
Da convergéncia dada em (3.11)), concluimos que
(3.13) lim inf/ <f(“")vn(v,t — vn)> dz > 0.
n—oo RN\QT,, u’l’b

Como a fungao |f(+)|/] - | € limitada, pela desigualdade de Holder, Teorema com expoente
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p/2 > 1, obtemos

/ (f(un)vn(v;i_ B U’r?)) dx < / f(un)Un(’U"r — v ) dx
e EN\Q, | Un
=C oallot = vy |da
RN\Q"/
<C opPdr < CM(RN/Q")(p_2)/p||UnHi/szn).
RN\Q,,

Assumindo o item (i) do Lemae usando o Lema de Lions garantimos que [|v, || Lpryy — 0.
Sendo assim, passando a uma subsequéncia, de (3.13]) obtemos

(3.14) w(RY\ Q,) — co.

Agora, consideramos dois subconjuntos disjuntos de RV \ Q. A hipétese implica que existe
R > 0 tal que, se |s| > R, entao

1

§f(s)s — F(s) > 1.

Sem perda de generalidade, assumimos que 0 < § < R. Para cada n € N, consideremos A,, :=
{x € RN : |u,(z)| > R} tal que

¢+ on(1) = I(un) — %I’(un)un > /

An

(54 un(nl) = Flan(o)) o> u(4,),

que implica que a sequéncia (u(A,))nen é limitada. Consideremos também B,, := {z € RV :
§ < |un(z)| < R}. Como B, = (RN \ Q,)\ 4, e u(4,) < 0o, temos

PRV Q) = p(An) + u(By).
Segue das estimativas em (3.14) e da limitacdo da sequéncia (u(A4y))nen que
(3.15) pu(Bp) — 0.

Como o intervalo [0, R] é compacto e as fungoes f e F' sdo continuas, pela hipotese (f3)) temos
(%f(s)s — F(s)) > 0. Portanto, da convergéncia dada em (3.13)),

que § := in

f
s€[0,R]

/RN <;f(1m)un - F(tm)) dx > /n <;f(un)un - F(un)> dz > Su(Bn) — oo.

Novamente, temos uma contradicdo com o fato de que

L ) — Flun) ) dz = T(un) — T () = ¢ + on(1).
/RN (2 ) 2

Dessa forma, o item (i) do Lema nao é valido para a sequéncia (vy)nen. Concluimos que,

passando a uma subsequéncia, (uy)nen € limitada. O
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Capitulo 4
Ponto Critico Nao Trivial

Teorema 4.1 (Teorema de Linking). Seja E = ET®&E~ um espago de Banach com dim E~ < co.
Sejam R > p >0 e u € ET um elemento fizo tal que ||u| = p. Defina os sequintes conjuntos:

M:={w=tu+v; |Jw|<R; t>0,v € E"}
My:={w=tut+v; v- €E; |w|=R; t>0ou |w|| < R,t=0}
N, = {w € B*; ]l = p}

Seja I € CY(E,R) tal que

b:=inf] >a:=max]I.
N, Mo

Entao, ¢ > b e existe uma sequéncia de Cerami de nivel ¢ para o funcional I, no qual

;= inf I I:= M, E); = Id}.
¢ = Inf max I(y(w)), {y € C(M, E); ~m, = Id}

Para aplicar o Teorema de Linking, vamos considerar o problema limite (P, citado anteriormente,
e o funcional energia I, associado a (Pa)), dado por

1

Ino(w) = 2/RN(NM|2 +wa2)dx—4N F(w)dx

para todo w € E. Seja ug € E uma solucao positiva, continua e radial da equacao tal que
Io(up) = coo > 0. Como Voo < m a existéncia de ug é provada por Berestycki e Lions em ([7],
Theorem 1.1).

Para simplificar notacdo, dado w € F e y € RV, escrevemos wt (- — y) (ou w™ (- — y)) para

denotar a projegao em E™ (respec. E7) da translagio w(- — y).

Observacio 4.1. Se w e v sio funcdes em L2(RN) ¢ vdlido que
/ w(x —y)v(xz)de — 0 se |y| — oc.
RN

De fato, dados ¢ > 0 e v, w fungdes em L*(RY) temos que existem C,k > 0 tais que

vl 2@yy < O, |lw]| 2@y < o0 0 que implica ka(o)c w?(z)dr < ¢/2C. Podemos reescrever a
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integral inicial como
/ w(z — y)v(x)dx = / w(x —y)v(z)de + / w(zx — y)v(x)dz.
RN By, (0)° By(0)

Analisando cada integral, pelas estimativas acima e pela desigualdade de Hélder, Teorema 1.3

temos
/ w(z —y)v(z)dr < [[w(z = y)llz2B, 09 1V 22(B.0))
By (0)°
3 9
= llwll2 s 10ll2(Br(0)) < 55C =3
e

/ w(z — y)o(@)dz < [w@ - )0l l2so)
By (0)

Note que, para y suficientemente grande, obtemos ||w(z —y)|2(p,(0)) < €/2C. Com efeito, para
y suficientemente grande temos que By (y) C Bg(0)¢. Segue que

oz — )2, 0 = / (e - y)de
By (0)

—/ w?(x)dzx
By (y)
< / w?(x)dr < -

Dessa forma, ka(o) w(z—y)v(x)de < §. Eportanto [pn w(z—y)v(z)dz < €, para |y| suficientemente

grande.

Daqui por diante, para R > 0 e y € R vamos considerar os seguintes conjuntos:

M={w=tuf(-—y)+v7; |w| <R, t>0,v €E }e
Moz{w:tug'(-—y)—i—v_; v €ET, |Jw||=R, t>0o0u|w| <R, t=0}

Lema 4.1. Existem R >0 ey € RN com R e |y| suficientemente grandes tais que I|p, < 0.

Demonstracdo. O subespaco My é igual a uniao disjunta de M7 e Ms no qual

My ={w=tug(-—y)+v; v €E7; [[w| <R, t=0}e
My ={w =tug(-—y) +v7; v~ € E7; [lw| = R, t > 0}.

Como M; C E~, segue que I(w) < 0 para cada w € M;. De fato, como w € E~, temos que

I(w) = —%HU*HQ _ /RN Fw)da < 0.

Agora, vamos mostrar que, dados R > 0 e w € My com ||w|| = R, teremos que I(w) < 0, quando
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R > 0 for suficientemente grande. Escreva

w= kuuj—,, = Jwla(z) = [[wl|Aw)ug (- — y) + v (w)).

Sendo assim, obtemos

I{w) = I(Jlwa(w))

= Sl = I = 3wl )= [ P(lwlat)ds
= [lw]? Bv(wnum- ~yIP - §|v—<w>uﬂ] - F(%@ﬁw))ww)?dx

_lwz 2wt (- — 2 _ o~ (w2 — F(Ru(w))ﬂwzx
= Sllwl [A( g = IP = o~ ()] 2/RN(RU(W))2 (w)’d

Para simplificar notacao, escreva A\, u e v~ no lugar de A\(w),u(w) e v~ (w), respectivamente.

F 1 F
Afirmacao 4.1. lim ﬂ =-me ﬂ
s—oo g2 2 2

m
< —

_2'

S

Demonstracao. De fato, pela regra de L’Hopital e pela hipotese temos que

F(s) = lim F'(s) = lim @ :1 lim @ _m

s—oo  §2 $—00 (52)’ s—o0 28 2 5500 8 2

Segue da hipotese (f2) que [f(s)|/[s| <m = |f(s)] < mls|. Assim

P =15 [ < 1 i< o [Ciiar -

g2

— [m!sﬂ = %

1
|52
Da Afirmacao temos a seguinte desigualdade

7 < —u* € LYRY)

’ F(Ru)
(Rw)?

m
2

e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue [1.2

(4.1) Jim. /RN <]Z](£;‘2) - ”;) w2dz =0

para todo w € E tal que ||| = 1.

Como Ms esté contido em subespago de dimensao finita F, w = ||w|[u € My com ||a| = 1,
é provado no Apéndice B que o limite (4.1)) é uniforme em w. Além disso, relembrando que
S~ ud (z — y)v—dz = 0, temos que

42 1) = Gl {2 - P - o - [ o on(r)

= ol {0 = I = oI = [ o= )+ o P+ on(1)
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1 -
= Sl N ug ¢ = »)lI* = v 11” - m/RN N (ug ) (x — y)do

—m (v7)%dz + op(1)}
RN

—_

< gl Rl ¢~ 9P = [ N - )i +on(1)}

\V]

Pela hipétese (Vi]), V(z) < Vi para todo x € R, segue que

(43) o=l = [ (Ve =) + V(@) o =)o
< [ (V@ = ) + Vol = )
= g (- = ), < ol = ).

Como I, é invariante por translagdo, entdo ug e uo(- — y) s@o pontos criticos do funcional I.
Portanto, I’ (uo(- — y))uo(- —y) = 0, isto &,

(14 o=l = [ | Flute = g)ua(e — g)da.
Das estimativas e , segue que
(145) o=l < [ funle =)ol = y)d.

Substituindo a desigualdade (£.5) em (£.2)), somando e subtraindo a integral m S ud(z —y)du,

obtemos

(46) I<w>sl||wr2{v =l =m [ <u3>2<m—y>dx]+oR<1>}

§f|| ]2{)\2[/ f(uo(z —y))uo(x —y dm—m/ da:}—i—oR(l)}

= SlwlP( [ e = p)uote — p)do —m RNuou—y)dm

tm | (e —y) — ()@~ y))da] + or(1)

= Sl @) —m [ )i

RN

+m RN[U%(Z) (ug)*(2)ldz] + or(1)}

Vamos estimar as seguintes integrais:

(4.7) fup(2)up(z)dz —m ud(2)dz e
RN RN
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(4.8) | 8 =) = (2w = )

Temos que ug € radial e continua, segue que a funcao f(ug(+))/uo(-) assume um maximo, digamos

em z9 € RY. E como |f(s)/s| < m para todo s > 0, entdo

fluo(2))up(z)dz —m ud(z)dz = /RN <f(u0(z)) - m> ud(z)dz

RN RN UO(Z)

_ [ f(uo(0)) 2
= (P ) ol < =
no qual vy = 3 <m - fgi)o((x?)))) HuOHQLQ(RN) > 0. Em outras palavras, existe v > 0 tal que

(4.9) f(uo(2))up(z)dz —m ud(2)dz < —.

Para estimar a integral (4.8]) serdo necessarias algumas afirmagoes. Antes disso, sabendo que

Jen ud (z — y)ug (z — y)dz = 0 e que ug = uf +uy temos

[ 8 =) = e =l = | [t e =)+ (@ =) = @)@~ e

RN
= [ 62 =)+ ) =) = (0w~ p)lda
(4.10) = /]RN (ug ) (z — y)dz.

Afirmacao 4.2. A integml/ (ug )?(z — y)dz — 0 quando |y| — oc.
RN

Demonstragao. De fato, como {¢1,...,¢r} € uma base de autofunc¢ées do subespaco E~, a
Observagio e a hipoétese nos garantem que, dado € > 0, para cada ¢ € {1,...,k} existe
M; > 0 tal que se |y| > M;, entao

(up(x —y), ¢i) = % /RN Vug(x — y)Voi(z)dr + % /RN V(x)ug(x — y)oi(z)dr < e.

Fazendo M = max{My, ..., M} segue que
(4.11) (up(z —y), ¢3) <eVie{l,...,n} se |yl > M.

Como u; (- —y) € E~ é uma combinagao linear dos vetores ¢1, ..., ¢, digamos

k

up (z—y) =Y &(y)di(x),

=1
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segue de que existe M > 0 tal que, se |y| > M, entdo
(4.12) lug (- = 9)II* = (ug (- =), ug (- = y)
= (uo(- =), uy (- —y))
= (uo(- — y),i&(y)@('»
< ek(max{lﬁll(;)l, s 1))

Afirmacao 4.3. FEziste uma constante C > 0 que nao depende de y tal que
(4.13) max{|¢1(y)],- -, (1)} < C para todo y € RY.

Demonstra¢ao. Dado que dim E~ < oo, pela equivaléncia de normas em espagos de dimensao

finita, existe D > 0, que nao depende de y tal que

2

> D(max{[&1(y)], - .. [&(y) 1)

Voo

> &y)ei()
i=1

Dessa forma,

k 2

> &iy)ei()

=1

> D(max{|&(y)], - - [& W)}

(4.14) luoll?, > llug (- = )l =

Voo

Escolhendo C' = ||u0H%/OO /V/D > 0, chegamos no resultado esperado. O
Agora, substituindo (4.13)) em (4.12), obtemos
lug (- = 9)|I* < ekC para |y| > M.

Como as normas || - ||y, e || - || sdo equivalentes em F, segue que |luy (- — y)|lv. — 0 quando

ly| — oco. Portanto,

1
(4.15) (ug)(x — y)dz < ——|lug (- = y)||¥.. = 0 quando |y| — oc.
RN V-
[e.e]
O que conclui a Afirmacao .2 O

Substituindo as estimativas (4.9), (4.10) e (4.15) em (4.6, obtemos
1
I(w) < QHsz{)\z[/ f(uo(2))uo(2)dz —m | uj(z)dz
RN RN
e [ (o= 9)dal + or(1)}

(4.16) < S w2y + oy (1)] + or(1)}

N =
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para R suficientemente grande.
Para concluir a prova deste lema vamos analisar os seguintes casos para os valores de A:
Caso 1: Consideraremos \* < 1/(C|lugl|},_), em que C' > 0 & uma constante que nao depende
de y;
Note que w = ||w||(Ayf (- —y)+v7) e F é uma funcio nio negativa, pela hipétese (f3)), temos

(417) Iw) = gl O2 (=)l = o717 = [ Flo)da

1 _
< SIwlPO g ¢ = 9)IP = o= 11%)-

Uma vez que |[Aud (- —y) +v7||? = 1, segue A?|jud (- — y)||> + |[v~||* = 1. Entdo, a desigualdade
(4.17) pode ser reescrita como

1 -
I(w) < SllwlPN¥[lug (- = ) I* = o7 [1%)
1 _
= SIwlPCllug ¢ = o) + N lug ¢ = oI = Xllug (- = )| = o7 [%)
1
= 5 lwlPCAlug (- = )" = 1).

Pela equivaléncia de normas e pela invariancia da norma || - ||y, por uma translacao, existe C' > 0

que nao depende de y, tal que
2llug (- = y)1* < Clluo(- = y)IIt,, = Clluoll?,

Assim, para
) 1 1

< <
Clluolly,, ~ 2llug (- = y)I?

temos que I(w) < 0 e o lema esta provado para esses valores de \.

Caso 2: X2 > 1/(Clluoll}..);
Denotaremos por ko := A2 > 1/(Cllug||3,_) > 0. Escolha y € RY com [y| suficientemente
grande tal que —y + 0},(1) < —3. Entdo, podemos reescrever a desigualdade (4.16]) como

HwlP=222 + op(1))

H(w) <3 2

Como —\? < —kg, entdo escolhendo R suficientemente grande tal que —kog+or(1) <0, obtemos
1 1
I(w) < Zll|P[-X*3 + or(1)] < Zllw|*[—kog +or(1)] <0

e o lema esta provado para A tal que A2 > kg. E, com isso, concluimos a prova do Lema. O

Lema 4.2. E vdlida a sequinte desiqualdade:

€ < Coo i= inf{Io(w) : w € HYRN)\ {0}, I’ (w) = 0}.
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Para provar este lema, precisamos de alguns lemas auxiliares, que serdo enunciados e provados

a seguir.

Lema 4.3. Eziste p € (1,2] com a sequinte propriedade: Para qualquer Cs > 1 existe uma
constante Cy > 0 tal que a desigualdade

|P(ut ) — F(u) — F(v) — fu)o — f(w)u] < Calun]?
é vdlida para todo u,v € R com |ul, |v| < Cs.

Demonstragio. Seja p = p1 e p = min{3(p + 1),2}. Note que implica que |f®)(u)| <

C|ulP=" se 0 < |u| < C3. Provaremos esse lema para o caso que u,v > 0. Segue que

|F(u+v)—F(u) — F(v) — f(uw)v — f(v)ul
:/( (s+v) = f(v) = ['(s)o — f(s))ds

o

[e=]

o
o

f(
[ e n - o) - £e)ards
[

= / / (f"(s+t)— f"(t))dtdrds
0o Jo Jo
+t
= / / / " (w)dwdtdrds
o Jo Jo Ji
< C’/ / / / wP~3dwdtdrds
o Jo Jo Ji
< C’l/ / / [(s 4 t)P~2 — tP=2]dtdrds
0o Jo Jo
< ég/ / [(s+7r)P~t — P~ — P~ Ydrds
0o Jo

IN

63/ (s + )P — P —vsPL — sP|ds
0

IA

|C‘4[(u + )P — Pt Pt P — Py
2 p—1 D p+1

e et (14842 A

_’04[C5u (1+u+u2+...+up1+vp+up+l

) — Pt P Py — uvp]

< ‘04 (up+1 +uPv+uP % PP P 4 P P Pl Py uvp)‘

< Cyfuv]®,
em que Cy := max{éj},jzl,...,S. O
Lema 4.4. Se py > p1p > 0, entdo existe C > 0 tal que todo x1, x5 € RY,
/ e tilz—z1] —polz—z2| g, < CeHlzi—z2|
RN
Demonstracdo. Observe que
palzy — @2| + (p2 — p)|w — z2]

46



< |z — o] + [z = 22]) + polz — a1 + |z — 22

= 1l — 21| + polr — 22l.

Dessa forma,

/ e tale=ail g—pale—val g < / ¢ ralo—za| (na—pn)|o—al g
RN RN

= e_‘ul‘ml_mﬂ—l dx
RN e(nz—p1)|z—z2|

< C€N1|1’1—752“

O

Notemos que o conjunto M definido no Teorema [4.1] ¢ fechado, limitado e esta contido em um
conjunto de dimensio finita, a saber, no espaco Rug( —y) @& E~. Portanto, M é um conjunto

compacto, o que implica que, para todo y € RV, existe wy =v, + tyuar(- —y) € M satisfazendo

- +
glg\);[(w) = I(vy +tyug (- —vy)),

pois I é um funcional continuo.
O resultado a seguir mostra que os valores t, sao uniformemente limitados em y por constantes

positivas se |y| é suficientemente grande.

Lema 4.5. Ezistem A,B € R que ndo dependem de vy, tais que 0 < A < t, < B para |y|

suficientemente grande.

Demonstragdo. Como wy = v, + tyud (- —y) € M, e o ntimero R dado pelo Lema é maior

que 0 e nao depende de y, temos

R? > |lwy||* = vy II* + 5 ]lug (- = »)II?
> tyllug (- = y)I* + t5llug (- = 9)II* = llug (- = )II?
2 2 — 2
= ty(luo(- = 9)[I” = llug - = »)II%)-

Conforme provado na Afirmacgao podemos tomar |y| suficientemente grande para garantir

que
_ C
lug (- = 9)II* < 5 lluolli.
em que C > 0 ndo depende de y e satisfaz ||ug(- — y)||? > CHUOH%/N. Portanto,

R? > ti([luo(- = )I* = llug (- = 9)[1%)
C t2C
> 2(Clluoll, — 5 luoli,) = L lluoll,
isto é, temos t:%/ < 2R2/(C||u0|]%/oo) = B2
Por outro lado, pelas estimativas dadas em (3.1) com 2 < p < 2*, para € > 0, existe Cz > 0
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tal que, se uw € E* com |lul| = p > 0, entdo

1 2 1 2 2
(418) 1) = gl = [ Plu)de > 5% = ellllfagen, = Cellllqan,

Pela Imersao de Sobolev e pela equivaléncia das normas ||-|| e || || g, existem constantes C5, Cg > 0

em que a equagao (4.18)) pode ser reescrita como

1
p* — eCs]lul]® — Co|lulP = §P2 —eCsp” — Cop?

Seja € > 0 tal que D, := % —¢eCs > 0. Escolhendo p > 0 suficientemente pequeno tal que
D.p? — Cgp? > 0,isto &, 0 < p < (Da/Cﬁ)l/(p*Q), obtemos

(4.19) I(u) > Dep* — CopP == po > 0

em que py nao depende de y e |lu|| = p para todo u € ET. Portanto, tome ty > 0 tal que
Itoug (- — y)|| < p < R para concluir que I(toug (- —y)) > po > 0. Consequentemente,

I(vy + tyug (- = y)) = max I(w) > I(toug (- = y)) > po,

isto é,

t?; + 2 L. 19 - +

5”“0 =yl - §Hvy [ . F(v, +tyug (z —y))d
= I(vy +tyug (- —y)) = po.

Uma vez que F' é ndo negativa, temos

2
Ll (- I 2 po.

Isso mostra que
2po — A2

t
Clluoll?,,

Y

2
y
em que C' > 0 ndo depende de |y| e satisfaz ||ud (- — y)||> < C’||u0H%/oo. O lema esta, portanto,
provado. O

Agora vamos apresentar a prova do Lema

Demonstragio do Lema[{.Z Para simplificar notagao, denotaremos ugy(z) = ug(xz — y), C uma
constante positiva que ndo é necessariamente a mesma em todas as situacoes. Pelas defini¢coes

dos funcionais I, I, e das normas || - || e || - ||v.., temos

t2 1, _ _
(4.20) I(vy +tyug,) = Zllug,I® — 5 llv; IIQ—/RN F(v, + tyug,)dz
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2
< Dl + 3 [ v Ve e [Pt

RN
/ F(tyuoy) — F(v, + tyu07y))dac

2 2
<2 / F(tyuoy)de + = (V(2) — (Vo )ud ydx
2 RN ’

/ F(tyuoy) — F(v, + tyuaty))d:z
12
< Lultyuny) + % [ (Vie) = Vi) da

+ /RN [F(tyuoy) — F(v, + tyu(’iy) + F(v, —tyug,)ldz.

Agora vamos analisar a tltima integral desta desigualdade. Fazendo w, = v, —t,ug y» qUeremos

estimar Z, definido a seguir

| ( (v, —t uOy) + F(tyuoy) — F(v, "‘tyug,y))dﬂ

/RN(F(vy — tyuay) + F(tyugy) — F(v; — tyug, + tyug, + tyuaty))dx

/RN(F(wy_) + F(tyuoy) — F(w, +tyuoy))dz| :=T,.
Note que
7, < /]RN [(F(wy ) + F(tyuoy) — F(w, + tyuoy))|de
= [Py +tyun,) = Flwy) = Fltyu,)lds
= [V ) = Fwy) = Fltyung) = £y oy = ftyun,)u,
+ f(wy )tyuoy + f(tyuoy)w, |dx
< /R | F(wy +tyuoy) = Flwy) = Fltyuoy) — fwy )tyuoy — f(tyuoy)w, |de

+ [ A ltolde+ [ 15t |luylde.
RN R™

Temos que w, = v, —tyu,, € M e podemos reescrever w, como combinagdo linear das
b

Y Yy Y
autofungoes ¢1,. .., Pk, pois v, ,uy, € E7. Como dim £~ < oo, podemos repetir a estimativa
feita em (4.14) usando w, no lugar de Ug,, €0 Lema para mostrar que existe C' > 0 que nao

depende de y tal que

k k
w, ()] = vy, () = tyug, (@) = D ni@)di(@) =ty Y Gy)ei()
=1 =1
k k
< > ly) — BGw)ei@)| < 3 Inily) — BG(w)l|oi(x)]
i=1 1=1
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k

< D (@)l + | = BGw)) i)

1

i

N

< ) (max{[ni(y)[} + Bmax{[G(y)[})|i(x)]

:k
(4.21) =C3 1o \<c§}ww@|—

para todo z € RY. Visto que ug, € L>(R") e supondo, sem perda de generalidade, que D > 1,
temos |ug,(2)| < D para todo x € RY. Agora, podemos usar a hiptese e aplicar o Lema
para obter uma constante C' > 0 tal que

I, < /RN |F(wy_ + tyuoy) — F(wy_) — F(tyuoy) — f(wy_)tyuo’y - f(tyuo,y)wﬂdx
oty [ 1f@ oy ldo [ 10,y |do
RN RN
< / Clw, ¥ [tyuoyl"dr + mty/ [wy |[uo,y|dz + m/ |tyuoyllw, [dx
RN RN RN
_ Ctg/ |wy—|“|uo,ywd:c+mty/ |wy—|u0,y|dx+mty/ o lluo g e
RN RN RN
(4.22) = Ctéj/ [wy, M| uo | dz + 2mty/ [wy |[uo,y|dx
RN RN

com p > 1 dado pelo Lema Vamos considerar £ = A} < 0 < V4 no Teorema [L.17] desse

modo é valido que qualquer autofuncao ¢;,7 =1, ..., k, satisfaz
[¢i()| < Ce

para todo z € RY e para algum /Voo < 6 < /Vo — €. Portanto, da primeira desigualdade de

(4.21), para um |y| suficientemente grande, temos
lw, ()] < Ce % para todo z € RY.

Como ug é uma solugdo radial do problema (P.)) dado por Berestycki e Lions [7], temos que
lug(x)| < Ce=VVl#l para todo 2z € RY. Segue do LemaM que

4.23 w, ||ug.y|de < C e 01zl g=vVoolz—yl g, < Ce™V Veolyl,
RN v Y RN
Analogamente, pelo Lema [f.4] temos

(4.24) / |wy | |ug y|"dx < C/ e—onlzl g—nvVoolz—yl g,
RN RN

< CeMVVeoltl < Ce=VVeoltl  pois > 1.
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Aplicando as estimativas (4.23) e (4.24) em (4.22)) temos

(4.25) T, < Ce VVeclil

em que a constante C' > 0 nao depende de y, pois t, é uniformemente limitado pelo Lema

Queremos agora estimar a integral

ty 2
= (V(z) = Voo )ug , (w)dz.
2 RN ’
Pela hipotese (V4)), segue que
¢ t2
(4.26) Yo (V(x) = Vee)ud , (x)de = 2 / (V(z+y) — Vao)ud (z)de < —Ce™ W
2 RN Y 2 RN

para |y| suficientemente grande, com C' > 0 que ndo depende de y. Assim, segue das estimativas
({4.25) e (4.26) que (4.20) pode ser escrito como

I(v, + tyuafy) < Ioo(tyuoy) — Ce MW 4 Ce=VVeeltl,

Temos que 0 < v < v/ Vo, pela hipotese . Isso significa que —Cle ¥ 4 Ce VVltl < 0. E
portanto,

— +
I(vy + tyuo’y) < I?Zag( I (tug)
para |y| suficientemente grande.

Afirmacao 4.4. O mdzimo max I (tug) € atingido em t = 1.

De fato, seja ug a solugao dada por Berestycki e Lions, Teorema ([1.19)), ou seja, ug é positiva,
radial e simétrica. Entao,

d d ul|?
e lolt) = {”g' - / F(tu)dm}
_ 2
=l [ fttuyu do
=t fwu de — /RN f(tu)u dx

RN

:t/RN [@—fizu)}uz dz.

f(u)

Pela hipotese (f5)), temos que == ¢ estritamente crescente. Dessa forma, se t > 1 entdo tu > u.
U

U tu U tu

Logo 1) £(t) fw) _ tu

U U tu

d
; implica que %Ioo(tu) < 0. Se 0 <t < 1entdo tu < u. Logo
U

implica que aloo(tu) > 0. Portanto, I (u) = maxy~o Ioo(tu). Segue da definicio do valor de
c >0 que

c< max I(w) = I(v, +tyug,) < ngg{]oo(tuo) = Io(ug) < Coo.
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O que mostra a estimativa desejada. O

Lema 4.6 (Lema de Splitting). Seja (ug)ren uma sequéncia limitada em H'(RN) tal que
(4.27) I(ug) = ¢ >0 e ||[I'(up) |(1 + |Jug||) = 0 em H-LRY).

Entao, passando a uma subsequéncia se necessdrio, existe uwma solucao ug de @, um numero

1 m

m € N, m fungdes u',...,u™ e m sequéncias de pontos (yi) c RN 1 < j <m satisfazendo uma

das sequintes alternativas:
(1) up — up em HE(RY) ou
(2) W sio solugées nio triviais de (Pxl), tais que:
(a) 1yl = o0 e lyf — yj| = 00,i # j;

(b) uy —Zuj(- —yi) — ug em H'(RVN).
j=1

m

(c) ¢=1I(ug)+ Zfoo(uj).
j=1
Demonstra¢ao. Uma vez que (ug)geny € limitada, passando a uma subsequéncia, existe ug €
HY'(RYN) tal que up — up. Como I é um funcional C!, entdo ||’ (ug)||(1 + |lugll) — |11 (uo)||(1 +
|uol|) em H~Y(RN) e por hipotese, temos que || I'(uz)|/(1 + ||ux|) — 0. Por outro lado, pela
unicidade de limite e como (1 + [Jug||) # 0, temos I'(ug) = 0 em H~H(RYN). Seja uj == uj, —ug €

H'(RY) vamos mostrar os seguintes resultados para k — oo

(4.28) e = lusll? = lluol® + ok (1)
(4.29) Io(up) — ¢ — I(ug)
(4.30) I' (u}) = 0 em HY(RYN)

Para provar (4.28]), notemos que u,lC + uop = (ug — up) + up = ug. Assim
lug + uoll* = (ug + wo, ug + uo) = [luglli, + [luoll® + 2(uj, uo).

Como uj, — 0 e usando o Teorema de Representagao de Riesz temos que (up, ug) = g(up) — 0
para todo g € H~1(RY). Logo

lurl® = Nkl + lluol® + 2(ug, uo) = lugl¥., = llurl® — lluoll + o(1).

Agora, vamos provar a equagao ([£-29). Note que uy, — ug implica u}, — 0 em H}(RY). Assim,

up — up em L2 (RY) ul — 0 em L2 (RY), up(z) — up(x) g.t.p em RY e ul(z) — 0 ¢.t.p em

RN, Além disso, usando a equacio (4.28) e as definigdes de I e I, temos

1 1
Too(ud) = Tlaue) + I(w0) = 5o, = [ Puh) do =GP+ [ Pl do
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1
+ 3 ol - / Flup) dz
RN

1
2

—ou(1) = [ [F(uh) = F(w) + Plw)] da

(k¥ = llull® + fluoll*) —/ [F(uy,) = F(ux) + F(uo)] du
RN

em que 0(1) — 0 quando k — co. Agora, mostraremos que — [pn [F(u}) — F(ug) + F(ug)]dz =
or(1). Veja que, dado, € > 0 podemos escolher Bp(0) tal que

/ [[Vug|® +udldr < e.
RN\Bp (o)
Aplicando o Teorema do Valor Médio, a propriedade e a desigualdade de Hélder , obtemos

- / F(ub) — Flug) + F(ug)de = / (F g + tuo)uo + F(ug)) da
RN\Bp (o) RN\Bp (o)
< / [F g + tuoyuo + Cluo* + fuol*V)]da
RN\ Bp o)

< |1 f (ug + tuo) ||2lluoll2 + C([|uolls' + [luoll5*)luoll2
< luoll + C(fluol|P* + [luol”*) ||uol|
<e+C.=C:

Segue de (f4) que

/ F(u})dz < oo; F(ug)dz < oo F(up)dx < 0.
Bp(0) Bp(0) Bp(0)

Dessa forma,
—/ [F(up) — F(ug) + F(up)]dz € LYRM).
Bp(0)

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada usando os fatos que F' é continua, ug(z) —
ug(x) g.t.p em RY e ul(z) — 0 ¢.t.p em R, temos

/ [F(ul) = F(ug) + F(uo)]dz — 0.

Bp(0)

E, entao,

(4.31) Too(up) — I(ug) + I(ug) = og(1).

Como I(ug) — ¢ e fazendo k — oo na equagao (4.31) obtemos
Io(u}) — ¢ — I(ug).

Vamos provar a convergéncia dada em (4.30)). Segue das equagoes (4.28), (4.27) e da desigualdadede
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Cauchy-Scwharz que para todo ¢ € H'(RY)

erllell = (I (ur), )| = [(I'(uo + up), )|

=l +uboipd = [ S+ ) da
=l + (ko) = [ Funkpdo— [ fabedot [ e da
+ [ subgdo= [ ot ub)e dal
RN RN
= (w0 9) + Tielub)oh = [ (o ud) = Fluo) = Sl dal
> (o)) = [ 1160+ ub) = Fun) — fubllds

RN

Agora, vamos mostrar que [ | f(uo + up) — f(uo) — f(u},)|dz — 0. De forma analoga as contas

feitas anteriormente, temos que dado € > 0 podemos escolher Bp(0) tal que

/ ([Vuo|? + 12]de < .
RN\ Bp (o)
Assim, pelo Teorema do Valor Médio e pela propriedade

/ | Fluo +ub) — F(ud) — F(uo)lda = / (o + Oubyul — flug)lda
RN\Bp (o) RN\Bp (o)
< / [1F (o + Bubyub| + | (o) ]da
RN\Bp o)

< / (1 (o + Bub)laak] + 1C(uplPt + uo|P)]da
RN\Bp (o)

< [1f (uo + Oug)l2llupll2 + C(lluoll5 + lluol5*)
<C..

Novamente aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada usando o fato que f é

continua, que ug(z) — ug(z) g.t.p em RY e ul(z) — 0 g.t.p de RY temos

[ o+ ub) = f(ud) + S — 0
Bp(0)
Dessa forma,
exllell > (I (up), ©)| — eklloll = (T (up)s ] < erlloll = Iho(up) — 0 em HH(RY).

Como (u},)ren é limitada, entdo

d := limsup sup/ lup|? da.
Bi(y)

k—o0
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Se 6 =0, segue do Lema de Lions que
(4.32) uj, — 0 em LP(RN), p € (2,2%).

Pela propriedade e pelas equagdes ([4.30) e ([4.32) concluimos que uj, — 0 em H'(RY). De
fato

T (ugyug, = b2 / flubyud de
]RN

> bl = [ CQu + o) da

> [lugll® = C(lugllg* + llugl5?)-

Como I'(u}) — 0, entdo fazendo k — oo na desigualdade acima temos que ||ui||*> — 0 o que
implica uj — 0 em H'(RY). Note que, a convergéncia forte de (u}) em H'(RY) implica na
convergéncia forte de uy, para ug em H'(RY). Provando o primeiro caso do Lema.

Provaremos o segundo caso. Para § > 0, existe uma sequéncia (y;i)k:eN c RV tal que

0 < lim lup|? dx :/ lup|? da.
2 yeRN Jp(y) Bi(y)

Defina a sequéncia (v} )ken C RY por v} = ul(- + y}). Como ui é limitada em H'(RY), entéo
(vi) também ¢é limitada. Assim, passando a uma subsequéncia, existe u! € H'(RY) tal que
vi = ul em HY(RY) e vi(z) — ul(z) em quase todo ponto em RY. Fazendo uma mudanga de

varidvel obtemos

5< | Pdo= [ julasbP o= [ k)P do.
2 il B1(0) B1(0)

Aplicando o Lema de Fatou [1.2]

liminfé < liminf/ vi(z)? do = 0 < / liminf v} (2)? dz = / ut(z)? da.
k—oo 2 k=0 J B (0) 2 By(0) k—oo B1(0)

Logo uw # 0. Além disso, como u}{ — 0 em H'(RY) segue que, passando a uma subsequéncia,

podemos assumir que (yi)ycgy possui uma subsequéncia tal que |y}| — oo. Agora, vamos

mostrar que I’ (u') = 0 em H1(RM). De fato, tome ¢ € C°(RY). Sendo |yi| — oo, entédo

podemos encontrar ko tal que ¢ = d(z — y;) em C§O(RY) para todo k > ko, além disso,

llok]l = ||¢]]. Como consequéncia de vale que

[(Ih (uh), d)] = [{Is (vp), 9)] + 0k (1)
= [(I (up(x + yi)), &())] + o (1)
= (I (ug(2)), p(z — yp))| + ok(1)
= [(Io(up), dr)| + 0x(1) = 0x(1)

Entdo, u! & solugdo de (Px)). Defina u?(z) := uj(z) —ul(z —y}) e u2(-+y}) = v} +ul e fazendo
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1

os calculos analogos feitos para u!' em u?, obtemos

g ll* = llurll = a1 + ok (1),
Io(u}) — ¢ — I(ug) — I(u'),
I' (u?) = 0 em HHRM).

Repetindo esse mesmo argumento sucessivamente, obteremos uma quantidade finita de solugoes
u/ do problema (Ps)) que satisfazem o segundo caso do Lema. Se a quantidade de solugoes fosse
infinita, entao no item (c) teriamos que c iria para o infinito, o que ¢ uma contradi¢do. Portanto,

existem m solugoes para o problema (P, satisfazendo, assim, a segunda parte do Lema. O

Teorema. Sob as hipdteses - € —, o problema tem uma solucdao fraca u em
HY(RNM).

Demonstragiao do Teorema Principal. Como citado anteriormente, para R > 0 e y € RY foram

considerados os seguintes conjuntos:

M={w=tuf(-—y)+v7; |w| <R, t>0,v € E }e
My={w=tuf(-—y)+v ;v €E, |u| =R, t>0o0u ||w| <R, t=0}.

Além isso, vamos considerar o conjunto:
N, ={w € E*; |jw| =p > 0}.

Vamos mostrar que ijlvlfI > max I. Pelo Lema temos que I|p, < 0, e isso implica que
P 0

max I < 0. Dessa forma, basta mostrar que inf I > 0.

Mo Np

De ([£.19) temos que, se w € ET com |lw| = p > 0 entdo I(w) > 0. Segue disso que inf I > 0
P
e portanto inf I > maxI.
N, Mo
Por consequéncia do Teorema de Linking existe uma sequéncia de Cerami (uy)nen para

o funcional I no nivel ¢ > 0. Pelo Lema (up,) possui uma subsequéncia (uy)pen limitada.
Dessa forma, a menos de uma subsequéncia, existe u € H'(RY) tal que u, — u. Do Lema
temos que ¢ < ¢, entdo pelo item (1) do Lema de Splitting un, — u fortemente em
H'(RY). De fato, temos que I(u) > 0 pois, como u é solucio de podemos escrever [(u) =

1 1
I(u) — gll(u)u = /RN <2f(u)u - F(u)> dz > 0, pela condi¢ao (f3). Entdo, se caso o item (2)

m

seja considerado valido, pelo item (c) teriamos que ¢ = I(u) + Zloo(uj) > Coo, O que é uma
j=1

contradicdo.

Portanto, u, — ue I(u) = ¢ > 0 com I’(u) = 0, pois I é um funcional C*. Assim, v € H'(RY)

é uma solugao fraca nao trivial do problema ([P)). O
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Apéndice A
Teorema de Linking

Neste apéndice, enunciaremos algumas defini¢oes e resultados necessarios para a demonstracao

do Teorema de Linking.

Definiciao A.1. Seja X um espago de Banach e ¢ € C1(X,R), dado d € R definiremos ©® como

o conjunto de todos os pontos de niveis menores ou iguais a d, ou seja,
p?={u e X; p(u) < d}

Defini¢do A.2. Dado (X, | -||) um espa¢o normado e seja S C X com o > 0, designamos por
Sa a vizinhanca fechada de S definida por

So={ueX: du,S) <a}
em que d(u,S) = inf{||ju —v||: ve S}

Definicao A.3. Seja X um espaco de Banach e I : X — R, um funcional de classe C'. Suponha

que existam ¢ € R e (up)neny C X tais que
I(un) = c e |[I"(un) || x+ (1 + |lunll) — 0,

entao dizemos que (up)nen € uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ para I, ou de forma abreviada,
(un)nen € uma sequéncia (C). para I. Além disso, dizemos que I satisfaz a condi¢io de Cerami

no nivel ¢, quando toda sequéncia (C). para I, possui uma subsequéncia convergente.

Vamos denotar a bola unitaria em RY por BN := B(0,1) = {z € RY; |z| < 1} e a esfera

unitaria, a fronteira de uma bola unitaria, por S¥=1 = {z ¢ RY; |z| =1} = oBV.

Definicao A.4. Seja A um subconjunto de um espago topoldgico X. Uma retragio de X em A
¢ uma aplicacio R : X — A tal que R(x) = x para todo x em A.

Teorema A.1l (Teorema da Nao Retracio). Nio existe uma retra¢io continua de BY em SN~
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Lema A.1 (Lema da Deformacdo). Sejam X um espaco de Banach, p € C'(X,R),S C X,c €
R e, > 0 tais que

(A1) (V u €@ (e — 26, ¢+ 2e]) N S25) : (1+ [Jul)) | (w) ]| x+ > 82/d
Entao, existe n € C([0,1] x X, X) tal que
(i) n(t,u) =u set =0 ou se u ¢ o (jc—2¢,c+ 2¢]) N Sas
(1) n(1,¢*NS) C *
(111) n(t,-) = u é um homeomorfismo de X,V t € [0, 1]
() |In(t,u) —ul| <4,V ueX
(v) o(n(-,u)) € nao crescente, ¥ u € X
(vi) p(n(t,u)) <,V ueptnSsVite (0,1].

Teorema A.2. Sejam X um espaco de Banach, My um subespaco fechado de wm espago métrico
M eTyC C(My,X). Defina

I'= {7 € C(MaX), 7‘M0 € FO}
Se p € CY(X,R) satisfaz

(A.2) + 00 > c:= inf sup p(y(u)) > a:= sup sup @(yo(u))
V€L ueM Y0€l0 ueMo

entdo, para todo € € (O, %) ,0>0evyel tais que
(A.3) sup(p o) <c+e,
M

eriste u € X tal que
(a) ¢ —2e < p(u) <c+ 2
(b) dist(u,v(M)) < 26;

(c) (1 + [lulllle'(u)]lx+ < 82/6.
Demonstracdo. Suponhamos que existe € € (0, %) ,WVo>0,VyeTl esuppoy < ¢+ ¢ para
M

cada u € X,c—2e < p(u) < c+2e mas (1+ [lul])|l¢'(u)]x+ > 5. Logo, as hipéteses do Lema
sao satisfeitas com S := y(M). Assumimos que

(A.4) c—2>a
Assim, existe n € C([0,1] x X, X). Definamos
8:M— X
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w = Bu) =n(1,v(u))
Para todo u € My, e para cada g € I'g, temos por e da desigualdade (A.4) que
() <a<c—2e.
Segue disso que Yo(u) € ¢~ !([ec — 2¢, ¢ + 2¢]) N Sas. Pelo item (i) do Lema temos
Blu) =n(1,70(w) = y0(u)

logo B € T. Segue de que
y(u) € T Y u e M.

Entao, pelo item (i7) do Lema [A 1] obtemos

p(Bu) = ¢n(,7(u)) <c—e Vue M.

Logo, sup,car ¢(B(u)) < ¢ — € o que é uma contradicao pela defini¢ao de c.

0

Teorema A.3. Sejam X um espaco de Banach, My um subespaco fechado de wm espago métrico

M eTy C C(My,X). Defina
I'={yeC(M X); vlm €To}
Se p € CY(X,R) satisfaz

+0o0 > ¢ := inf sup ¢(y(u)) > a:= sup sup p(yo(u))
vl ueM o€y ue My

entdo existe uma sequéncia (un)neny C X satisfazendo

e(up) = ¢, (L+ [[ul)ll¢’(un)llx+ — 0.
Em particular, se ¢ satisfaz a condi¢io (C)¢, entdo ¢ é um valor critico de .

Demonstragao. Pelo Teorema , para € € (0, %) existe u € X tal que

c—2 < p(u) <c+2ee (L+[[ul)¢'(u)llx- < 8e/0.

Para cada n € N considere ¢ = 5. Entdo, existe u, € X tal que
c—a c—a
c— < (up) <ct+ ——
n n
e
8(c—a)

1 ! . <
1+ a1 ) - < =
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Assim, quando n — +00, temos

c< lim ¢(uy) <ce

n—-+4o00

i (1 [lun ) ()l - < 0.

Portanto, o(u,) — ¢ e (1 4+ ||ug|)||¢’(un)||x+ — 0. O

Teorema A.4 (Teorema de Linking sob a condicao (C).). Seja X =Y &Z um espago de Banach
com dimY < co. Seja p>1r >0 e seja z € Z tal que ||z|| = r. Defina

M ={u=y+Xz: |Ju| <p, A>0, yeY}
={u=y+Xz: yeY |u|l=per>0oulul| <pe=0}
N, ={ueZ; ||u|=r}

Seja ¢ € CH(X,R) tal que
b :=inf = .
111\[1T p>a H]{%xgp

Entao ¢ > b e existe uma sequéncia (C). de ¢ com

¢:= Inf maxo(y(u)) T = {y € C(M,X) : y|n, = id}

entao ¢ é um valor critico de .

Demonstra¢ao. Mostraremos primeiro que ¢ > b. Para isso, vamos provar que, para todo v €
I, v(M)N N, # (. Denote por P a projegao sobre Y tal que Pz = {0} e por R a retragio de
Y & Rz \ {z} sobre My. Se v(M)N N, =0, entdo a aplicacao

r .M — M()
u > R(Py(u) + [[(I = P)y(u)llr™"2)

é uma retracao de M sobre M. De fato, para u = y + Az € My segue que

R(Py(u) + (I = P)y(u)|lr~"z)
Py(y +A2) + (I = P)y(y + Az)llr~*2)

r(u) = R(
(
(P(y+ A\2) + [y + Az — Py + A2)|[r2)
(
(

y+ ly+ Az —ylr'2)

R
R
R
Ry +Azllr™"2) =y + Az =,

0 que é uma contradicao pelo TeoremalA.1] Assim, v(M)NN, # 0. Entdo, existe v € y(M)NN,
tal que

m > = > i = 0.
AE}X(SD o) = p(v(u) = p(v) = 1]{[1590 b
Portanto,

— inf >b
c ;Ielrggﬁw(v(u» >
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isto ¢, ¢ > b. Considerando ¢ = 5=, pelo Teorema existe uma sequéncia de Cerami (C).

em que c é um valor critico de . O
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Apéndice B

Convergéncia uniforme da estimativa
(4.1

Seja 0B1 o bordo de Bj, em que By é uma bola aberta de raio 1 em um espaco de dimensao

finita gerado pelas fungoes v F(-—=1v), ¢1,..., 0, Queremos provar que
F
lim m_ (Jf) widr =
R—oo JpN 2 (RU)

uniformemente para u € 0Bj.

F(ku
Paracada R = k € N, considere Ji : 9B; — R o funcional dado por Ji(u) = / (7; — (k(: 2 )> w2 dz.
RN u

A continuidade da funcao F mostra que Ji é um funcional continuo para cada k fixo. A Afirmacao

e a equivaléncia de normas nos mostram que existe uma constante C' > 0 tal que

1], (- )

2 (ku)?

Ji(@) < |Je(w)| =

<
RN

para todo w € dB;. A continuidade do funcional Ji no conjunto compacto 0B nos garante que,

[al*dz < mlulf < C

para k fixo, o funcional Jj assume o méximo em uy € 0B .
Considere (uy) a sequéncia desses maximos. Como ||ug| = 1 para cada k, e o espago gerado
pelas funges ug (- —y), ¢1, - , ¢ ¢ de dimensdo finita, existe & € dB; tal que, passando a uma

subsequéncia se necessario,
(B.l) U — U
fortemente na norma || - ||. Para todo u € 9B; e para cada k, temos 0 < Ji (@) < Jx(ug), isto &,

wp e[ (3 ] (3 )

para todo w e para cada k. Tomando o limite k& — oo, primeiro note que ug(z) — @(z) em
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quase todo ponto em RY. Dessa forma, se ii(x) # 0 segue que |kii(x)] — oo se k — oo.
Consequentemente, a hipotese (fo) nos da

—>uk(:c)2—>056k:—>oo,

(B:3) 2 " (hun(a))?

pois o primeiro termo converge para zero e uy ¢ limitado. Se @(x) = 0, entdo o primeiro termo
sera limitado e também teremos (B.3]). Pela convergéncia forte em (B.1l), existe uma funcdo
h € Ll(RN ) tal que, passando a uma subsequéncia se necessario,

m Fkug())

(B.4) 0< <2 — WW) u(z)? < mlui(z)| < h(z) € LHRY).

Finalmente, por (B.3)) e (B.4), o Teorema da Convergéncia dominada nos garante que

. m  Flkug)\
1 — = =0.
kgrolo RN < 2 (k:uk)2 ) ukdx 0

Fazendo k£ — oo, temos

. m  F(ka)\ _
1 o dz = 0.
e RN<2 (ka)?)u v=0

Entao, da desigualdade apresentada em (B.2)), podemos concluir que

(B.1) lim /RN (7; - Zgg@) w2dx =0

uniformemente em w € 0B.
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