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RESUMO

Neste trabalho apresentaremos o Movimento Browniano do ponto de vista da teoria de
Rough Path, abordagem desenvolvida por Terry Lyons na década de 1990. Tal teoria
oferece uma alternativa conveniente ao céalculo estocéstico de It6 no estudo de equacgoes
diferenciais estocasticas. Como pré-requisitos, construiremos o Movimento Browniano
classico através do Teorema de Extensao de Daniell-Kolmogorov e introduziremos os

conceitos de integrais de Itd e Stratonovitch.

Palavras-chave: Movimento Browniano, Rough Path, Relacoes de Chen, Integral de

Ito, Integral de Stratonovitch.



ABSTRACT

In this paper we will present the Brownian Motion from the point of view of the Rough
Path theory, an approach developed by Terry Lyons in the 1990s. This theory offers a
convenient alternative to the It6 stochastic calculation in the study of stochastic diffe-
rential equations. As prerequisites, we will build the classic Brownian Movement using
the Daniell-Kolmogorov Extension Theorem and introduce the concepts of It6 and Stra-

tonovitch integrals.

Keywords: Brownian Motion, Rough Path, Chen relations, Itd Integral, Stratonovitch
Integral.
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Introducao

O intuito desse trabalho é apresentarmos o conceito de movimento browninano sob o
ponto de vista da teoria de rough path’s, inicialmente desenvolvida por Terry Lyons na
década de 1990.

No Capitulo 1, apresentamos algumas preliminares da teoria cléssica de probabili-
dade, como os conceitos de esperanca condicional e processos estocasticos. Neste capi-
tulo também abordamos dois resultados fundamentais na demonstracao da existéncia
do movimento browniano classico: o Teorema de Existéncia de Daniell-Kolmogorov e o
Teorema de Continuidade de Kolmogorov.

No Capitulo 2, abordamos o conceito de Martingale bem como demonstramos a exis-
téncia do movimento browniano, além de propriedades basicas inerentes a esse processo.

No Capitulo 3, introduzimos as nocoes de integral de It6 e integral de Stratonovitch.

No Capitulo 4, apresentamos os conceitos de caminhos com p-variacao finita, as
notacoes das integrais iteradas utilizadas, bem como a demonstracao as relagoes de
Chen.

Por fim, no Capitulo 5, demonstramos o resultado principal do texto: o movimento
browniano é um p-rough path com 2 < p < 3. Além disso, sao provadas alguns resultados

preliminares, como a importante Desigualdade de Garsia-Rodemich-Rumsey.



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentamos algumas das defini¢oes e resultados béasicos
conhecidos na teoria classica de probabilidade, utilizando um pouco de teoria da medida.
Boa parte das demonstragoes serdao omitidas. Desta forma, recomendamos Evans [2],

Capfitulo 2 para mais detalhes.

1.1 Espacos de Probabilidade

Definigao 1.1. Uma o-algebra é uma colecao F de subconjuntos de €2 com as seguintes

propriedades:
i) 0, Qe F;
(ii) Se A € F, entdo seu complemento A® := Q\ A € F;
(iii) Se Ay, As, ... € F, entdo ey Ak, Urey A € F.
Definicao 1.2. Seja F uma o-algebra de subconjuntos de {). Denominamos
P:F —0,1]
uma medida de probabilidade quando:
(i) P(0) =0,P(R2) = 1;

(ii) Se Ay, Ag,--- € F, entdo

o)< Smn



valendo a igualdade caso os A; sejam dois a dois disjuntos.
Definicao 1.3. A tripla
(Q, F,P)

é denominada espaco de probabilidade, onde ) é nao-vazio, F é uma o-algebra de sub-

conjuntos de 2 e P é uma medida de probabilidade em F.
Além disso, estabelecemos que
(i) Um conjunto A € F & denominado evento;
(ii) P(A) é a probabilidade do evento A ocorrer;

(iii) Se P(A) = 1, diremos que “A ocorre com probabilidade 17, ou “quase certamente”
(g.c.).

Exemplo 1.1. A menor o-algebra contendo todos conjuntos abertos de R? é denominada

o-dlgebra de Borel, denotada por B. Se assumirmos que f é nao-negativa, integravel,

que [po fdz=1e
P(B) = /Bf(x)dx

para cada B € B, entao (R%, B, P) definird um espago de probabilidade. Denominamos

f de funcao densidade da medida de probabilidade P.

1.1.1 Variaveis Aleatérias e Funcao de Distribuicao

Podemos pensar em espacos de probabilidade como uma construcao essencialmente ma-
tematica que, no entanto, nao é “diretamente observavel”. Estamos interessados em
construir aplicacoes X de Q em R? cujos valores podemos observar. Para isso, introdu-

zimos o conceito de varidveis aleatdrias, um dos objetos essenciais em nosso estudo:
Definigao 1.4. Seja (2, F,[P) um espago de probabilidade. A aplicagao
X:Q—R?
é uma varidvel aleatoria n-dimensional se para cada B € B, tivermos
XYB) e F.

Equivalentemente diremos que X é F-mensurdvel.



Observagao 1.1. Por hora, denotamos “X” ao invés de “ X (w)”. Além disso, denotamos

P(X~Y(B)) como P(X € B), que indica a probabilidade de X tomar valores em B.
Exemplo 1.2. Seja A € F. A fungao indicadora de A,

1 sew € A

Xa(w) =
0 sew¢A,

é uma variavel aleatoria. De fato, observe que

0, se0¢Belé¢B
AL, se0eBelé¢B
, se0¢ BeleB
Q, se0eBeleB

Xa' (B) ={w € Q| xa(w) € B} =

Em qualquer caso, x;'(B) € F.

Exemplo 1.3. Mais geralmente, se Ay, As, ..., A, € F,comQ =", Ai,ear,as,. .. an

sao nimeros reais, entao

m
X = E aiX A;
i=1
¢ uma variavel aleatoria, denominada funcao simples.

Assumiremos também o conhecimento de algumas propriedades padroes em teoria
de medida como, por exemplo, que soma e produtos de varidveis aleatérias sao também

variaveis aleatorias.
Lema 1.1. Seja X : Q — R” uma variavel aleatoria. Entao
F(X)={X"YB)|B <€ B}

¢ uma o-algebra, denominada o-dlgebra gerada por X. Esta é a menor sub-o-algebra de

JF com respeito a qual X é mensuravel.

Observacao 1.2. E essencial entender que, em termos probabilisticos, a o-algebra F(X)
pode ser interpretada como “contendo toda informagao relevante” sobre a variavel alea-

toria X.



Definicao 1.5. Seja X : (2 — R" uma variavel aleatoria com valores em R™. Denotamos
E(X) = / X dP
Q
a esperanca (ou expectativa) de X e
V(X) ::/ |X — E(X)|?dP
)
a varidncia, onde | - | denota a norma Euclideana.

Uma nocao importante é a de independéncia entre variaveis aleatérias. De modo

geral, vale a seguinte definicao:

Definigao 1.6. Sejam X; : Q — R" variaveis aleatorias (i = 1,2,...). Diremos que
as variaveis aleatorias Xq, X5, ... sao independentes se, para todo inteiro k > 2 e para

todos conjuntos de Borel By,..., By C R",
]P(Xl € Bl,Xg c BQ, o, X € Bk) = P(Xl c Bl)P(XQ S Bg) . ]P(Xk c Bk)
Isso é equivalente a afirmar que as o-algebras {F(X;)}:2, sdo independentes.

Teorema 1.1. Sejam Xq,...,X,, varidveis aleatorias independentes tomando valores

em R com E(|X;|) < oo (i =1,...,m). Entdo E(]X;--- X,,|) < oo e
E(X; - X)) =E(Xy) - E(X,).

Consideremos agora x = (z1,...,x,) E R" ey = (y1,...,yn) € R". A notacao z <y

significa, neste caso, que x; < y; parat=1,...,n.

Definicao 1.7. Seja (€2, F,P) um espago de probabilidade e suponha X : 2 — R™ uma

variavel aleatoria.
(i) A fungao de distribuicao de X é a funcao
Fx :R" — [0,1]
definida por

Fx(z) =P(X <z) paratodo z € R".



(ii) Mais geralmente, se Xi,...,X,, : Q& — R" sao variaveis aleatorias, a funcao de

distribuicao conjunta é a fungao
Fx,,..x,  (R")™ —=[0,1]
definida por
Fx . x,(@1,...,xm) =P(X1 <z1,..., X < )
paratodo xy € R"e k=1,...,m.

Definicao 1.8. Suponha X : 2 — R” uma variavel aleatéria e F' = F'x é sua fungao de

distribuicao. Se existir uma funcao integravel nao negativa f : R” — R tal que

1 Tn
F(x)—F(xl,...,xn)_/ / Fas e yn)dyy, - . . dyy,

entao f ¢ denominada funcao densidade de X.

Segue dai entao que
P(X € B) = / f(z)dz para todo B € B. (1.1)
B

Essa é uma férmula interessante, uma vez que a igualdade no lado direito é uma integral

ordinaria a qual sempre podera ser calculada explicitamente.

Lema 1.2. Seja X : 0 — R" uma variavel aleatoria, e assuma que sua funcao de
distribuicao F' = Fx possui densidade f. Considere g : R” — R e que g(X) ¢é integravel.

Entao

Blo(x) = | ga)f (s

Defini¢ao 1.9. Seja (2, F,P) um espago de probabilidade. Uma varidvel aleatoria

X : Q — R é Gaussiana (ou normal) se, e somente se, X possui densidade na forma

fx(@) = \/%e_x;y (x € R).

Assim, diremos que X possui média m e variancia o2 e denotaremos

X ~ N(m,o?)



Neste caso,

1 *° z—m)?
E(X):/QXd]P:/R$fX($)de= \/W/ xe_<202> dr =m

V(X) = E[(X —m)?] = / (2 — m)? fx(2)da = _;m? / T @ —m)te T 4y = o2

De modo mais geral, se X : 2 — R" possui densidade

1
(2m)" det C)172

fx(z) = e~ 2(@=—m)-C7! (@=m) (x € R") (1.2)

para algum m € R" e alguma matriz simétrica positiva definida C', diremos que X
possui distribui¢ado Gaussiana (ou normal) com média m e matriz de covariancia C.

Escreveremos

X ~ N(m,C).

1.1.2 Alguns métodos probabilisticos

Apresentamos algumas ferramentas probabilisticas tteis para o entendimento de algumas

passagens no texto.

Comecamos com a seguinte estimativa:

Lema 1.3 (Desigualdade de Chebyshev). Seja X : Q — R™ é uma variavel aleatéria tal

que
E[|X|’] < oo para algum p > 0. (1.3)
Entao,

1
P(|X| >\ < EE(\X!”) para todo A > 0. (1.4)

Demonstracao. De fato, temos que

E(X]7) = / | X[PdP > / | X[PdP > NPP(|X| > A).
Q {IX[=A}



Definicao 1.10. Seja A;,..., A,,... eventos em um espaco de probabilidade. Entao o

evento

m U A, = {w € Q|w pertence a uma quantidade infinita dos A,,’s}

n=1m=n

é denominado “A,, ocorre infinitamente”, ou, abreviadamente, “A,, 0.7.”.

Lema 1.4 (Borel-Cantelli). Se

> P(A,) < o0
n=1

entao
P(A, o0.i.) = 0.

Demonstragao. Sabemos que A, oi. =(_, .~ A,. Assim, para cada n, pela sub-

aditividade de P,

P(A, 0.i) <P ( D Am> < f: P(A,,).

m=n
Portanto, fazendo n — oo, o limite do lado direito é nulo, uma vez que > P(A4,,) < oo

por hipotese. O

1.2 Esperanca Condicional

Defini¢ao 1.11. Considere (2, F,P) um espago de probabilidade. Para qualquer va-
riavel aleatoria integravel X e qualquer evento B € F tal que P(B) # 0, a esperanca

condicional de X dado B é dada como

E(X|B) = ﬁ/BXdP'

Defini¢ao 1.12. Considere (2, F,P) um espago de probabilidade. Sejam X e Y variaveis
aleatorias definidas em Q. A esperanca condicional de X dado Y é qualquer varidvel

aleatoria Z, F(Y)-mensuravel, tal que

/XdIP’:/ZdIP’ para todos A € F(Y).
A A



Definicao 1.13. Seja X : 0 — R™ é uma variavel aleatoria integravel no espaco de
probabilidade (Q,U,P) e suponha F C U uma sub-o-algebra. Definimos a esperanca

condicional E(X|F) como uma variavel aleatéria F-mensuravel tal que
/ XdP = / E(X|F)dP (1.5)
A A
para todo A € F.

E importante destacar ainda que a esperanca condicional é inica, a menos de eventos

com probabilidade zero, conforme indica o resultado seguinte.

Teorema 1.2. Seja (2,U,P) um espago de probabilidade e X uma variavel aleatoria
integravel. Entdo para cada sub-o-dlgebra F de U, a esperanca condicional E(X|F)

existe e é inica a menos de F-mensuraveis conjuntos de probabilidade zero.

Valem ainda as seguintes propriedades acerca da esperanca condicional:

Teorema 1.3. Sejam X e Y varidveis aleatorias integraveis em (Q,U,P) e F uma sub-

o-algebra de U. Temos que
1. E(X]Y) =E(X|F(Y)).
2. E(E(X|F)) =E(X)
3. E(X) =E(X|W), onde W = {(},Q} é a o-algebra trivial.
4. Se a,b sao constantes, entao

E(aX + bY|F) = aE(X|F) + bE(Y|F) q.c.
5. Se X é F-mensuravel, entao
E(X|F) =X g.c.
6. Se X é F-mensuravel e XY integravel, entao
E(XY|F) = XE(Y|F) q.c.

7. Se X ¢é independente de F, entao

E(X|F)=E(X) q.c.



8. Se W C F, temos
E(X[W) = E(E(X]F)W) = E(E(X|W)|F) ¢.c
9. A inequacdao X <Y g¢.c. implica
E(X|F) <E(Y|F) ¢c
Demonstracao. Demonstremos cada um dos itens acima:

1. Segue direto da definicdo, ja que Y é F(Y)-mensuravel.

2. Tomando A = Q em (1.5, temos
mmxv»:/EuuwP:/szEa)
Q 9)

3. No caso W = () segue que

E(X|Q) = g/mm /XW E(X

O caso W = () é claro, ja que tudo se iguala a zero.

/4. Para todo A € F, temos

/(aE(X|f)+bE(Y\]—"))dIP’ - a/E(X|F)dIP>+b/E(Y|F)dIP

= a/XdIP’+b/YdP
A A

_ /A (aX + bY)dP

B

Como [,E(X|F)dP = [, XdP e X é F-mensuravel, entdo segue pela unicidade
que E(X|F) = X g.c..

6. Pela unicidade ¢.c. de E(XY|F), basta mostrarmos que

/ XE(Y|F)dP = / XYdP  paratodo A € F.
A A

10



Consideremos X = )" bixp,, onde B; € F parai = 1,...,m. O caso geral segue

por aproximacao de funcoes simples. Temos que:

/X]E(Y|f)d1p> = Zb/ E(Y|F)dP
A i=1 AﬁBi

eF
m

= Zlb /AmBi Y dP

1=

= > b / xB,Y dP
=1 JA

— / > bixpY'dP = / XY dP.
AT A

. Assumamos que W C F e tome A € WW. Entao
/ E(E(X|F)[W)dP = / E(X|F)dP = / XdP = / E(X [W)dP,
A A A A
ja que A € W C F. Entao E(X|W) = E(E(X|F)|W) q.c..

. Assumamos novamente que W C F e tome A € W. Por definicao, [, E(X|F)dP =
[ X dP para todo A € Fe [, E(X|W)dP = [, XdP para todo A € W. Logo,

/ E(X|F)dP = / E(X|W)dP para todo A e W C F.
A A

Por defini¢io novamente, [, E(X|W)dP = [, E(E(X|W)|F)dP. Portanto,
EEXW)|F) =EX|W) q.c.

Além disso, por (i), temos que E(E(X|W)|F) = E(X|W) ja que E(X|W) é W-

mensuravel, logo F-mensuravel.

. Suponha que X <Y. Observe que

/IE(Y|]—“) - / E(X|F)dP = /(Y — X)dP >0
A A A
para todo A € F. Defina A = {E(Y|F) — E(X|F) < 0}. Este evento pertence a

F e P(A) = 0. Portanto, E(X|F) < E(Y|F) g.c.

11



1.3 Espaco de funcoes e processos estocasticos

Nos basearemos em Baudoin [I], pagina 6-10, como referéncia as notacoes dadas nas

definicoes e resultados desta secao.

Seja o (Rso, RY), d > 1, o conjunto das fungoes de Rsq em R?. Denotamos 7 (Rxq, R?)

a o-algebra gerada pelos conjuntos cilindricos

{f € ’Q{(RZ()?RCI)?f(tl) € ]17 s 7f<tn) S ]n}7
onde t; € Rsg e I = [[0_,(ak, b, com i =1,... n.

Observagao 1.3. A o-dlgebra 7 (R, R?) ¢ também gerada pelas familias
{f € & (Rx0,RY), f(t1) € By,..., f(ta) € B},
onde ty,...,t, € Rsg e By,..., B, sdo os conjuntos de Borel em R

Estamos também interessados em processos formados por caminhos continuos. Neste
caso, usaremos o espago das fungoes continuas %' (Rsg, R?) munido de uma o-algebra

B(R>g, R?) gerada por

{f € €Rs0,RY), f(t1) € I, ..., f(tn) € 1.},

) d .
onde novamente consideramos t; € Rsq e I; = [],_,(aF,b}], com i =1,... n.

Proposigao 1.1. A g-algebra de Borel de €(]0, 1], R) é a mesma que a o-algebra gerada

pelos conjuntos cilindricos.

Definicao 1.14. Considere o espago de probabilidade (€2, . #,P). Um processo estocds-
tico d-dimensional é uma familia (X;);>o de varidveis aleatorias em R? que sdo mensu-

raveis com respeito a .%.

O processo (X¢)i>o pode também ser visto como uma aplicacao
X(Cd) < %(Rzo,Rd), t-)Xt(W)

As aplicagoes t — X;(w) sdo chamadas de caminhos do processo e a medida de proba-

bilidade definida por
H(A) = P(X(A)), A € 7 (Rog, RY)

¢ chamada de lei (ou distribuicao) de (Xt)i>o.

12



Exemplo 1.4. Parat > 0, detonamos por ; a aplicagao que leva fungoes f € o7 (R, RY)

em f(t):
m f = f(2).

O processo estocastico (m)ier.,, definido em (o (Rxo, R), 7 (Rx0,R?), 1), & denominado

processo candnico assoctado a X.

Definicao 1.15. Um processo (X;);>o ¢ dito mensurdvel se a aplicacao
(t,w) = Xi(w)
¢ mensuravel com respeito a o-algebra B(R>o) ® .Z. Isto significa que
para todo A € B(R%), temos {(t,w), X;(w) € A} € B(Rx) ® .F.

Vale observar que os caminhos de um processo mensuravel sao fungoes mensuraveis de

RZO em Rd.

Definigao 1.16. Se um processo X toma valores em % (R, R?), isto ¢, se os caminhos

de X sao funcgoes continuas, entao tal processo ¢ dito continuo. Neste caso, a aplicacao
X :(Q,7) = (€(Rso, RY), B(Rs, R))

¢ mensuravel e a distribuicao de X ¢ uma medida de probabilidade no respectivo es-
pago de chegada (%' (R>o, RY), Z(R>0,R)). Além disso, um processo continuo também
é mensuravel no sentido da Definigao [I.15]

1.4 Teorema de Daniell-Kolmogorov

O teorema de extensao de Daniell-Kolmogorov é uma forma nao-construtiva de assegurar
que colegoes de distribuicoes finito-dimensionais irao definir, sob determinadas hipoteses,
processos estocasticos em espacos de probabilidade. Este resultado pode ser tutil para
assegurarmos a existéncia do Movimento Browniano, um dos principais objetos definidos
neste texto. A demonstragao deste resultado é bastante técnica e nos restringiremos ao

caso unidimensional.
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Definigao 1.17. Seja (X;);>0 um processo estocéstico e t1,...,t, € Rs,. Para conjuntos

de Borel By, ..., B, C R, definimos
Py, (Br X xB,) =P[Xy, € By,..., Xy, € B,

Mais geralmente, definimos Py, ;. (uma medida de probabilidade em R") por
Pyt (B) =P[(Xy, ..., Xy,) € Bl, BCR" Borel.

Dizemos que Py, 4, & a distribuigio finito-dimensional do processo (X¢)>o.

n

Considere tq,...,t, € Rsge7:{1,...,n} — {1,...,n} uma permutagio. As distri-

buigoes finito-dimensionais de um dado processo satisfazem as seguintes propriedades:
(1) (Invaridncia por permutagoes)

Ptl,...,tn<A1 X X An) = Pt AT(I) X e X AT(?’L))7 Az € %(R),

T(1)7“"t7'(n)(
(2) (Invaridncia por projecoes)

Ip)tl,...,tn(Al X X An—l X R) = ]P)tl tn—1 (Al X X An—1)7 Az S %(R)

-----

Antes de enunciarmos e provarmos o Teorema de extensao de Daniell-Kolmogorov,
recordaremos o Teorema de Carathéodory, muito utilizado para construcao de medidas,
e provaremos um lema sobre existéncia de uma sequéncia de conjuntos compactos que

nos sera util.

Definig¢ao 1.18. Considere {2 um conjunto nao-vazio. Uma familia &/ de subconjuntos

de €2 é dita uma dlgebra quando as seguinte propriedades sao satisfeitas:
(1) Qe o
(2) Se A,B € &/, entdo AU B € <
(3) Se Ae o/, entao 2\ A € .

Teorema 1.4 (Teorema de Carathéodory). Seja 2 um conjunto nao-vazio e ./ uma
algebra. Considere o() a o-algebra gerada por «7. Se iy é uma medida o-aditiva em

(Q, 27), entdo existe uma tnica medida o-aditiva p em (€2, 0(7)) tal que para A € &7,
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Lema 1.5. Seja B, C R™",n € N uma sequéncia de conjuntos de Borel que satisfazem
Bn+1 C Bn X R

Suponha que, para todo n € N, a medida de probabilidade P, é dada em (R", Z(R"))

e que tais medidas de probabilidade sao compativeis, no sentido de que
Po(A; x - x Ap g XxR) =P, (A1 x -+ x A1), A; € B(R)
e satisfazem
P.(B,) > ¢,

onde 0 < € < 1. Entao existe uma sequéncia de conjuntos compactos K, C R",n € N

tal que
(i) K, C By;
(ii) Kp41 C K, xR

(iii) P,(K,) >

N ™M

Demonstracao. Para cada n, podemos encontrar um conjunto compacto K} C R" tal

que

K:CB, e Po(B,\K*)<

Considere
n—1
K, = (ﬂ K x R’H‘) NK;.
i=1

Primeiramente, observamos que

n—1 n—1
K, = (ﬂ K} x R’H’) NK; = (& xR NK;

i=1 i=1
¢ limitado e fechado em espaco de dimensao finita, logo compacto.

O item (i) segue facilmente ao notarmos que, se z € K, entdo z € K} C B, e daf
K, C B,. Podemos demonstrar (ii) da seguinte forma. Seja z € K, ; C R""! onde

= (x1,...,Tn,Tps1). Logo, x € K} ex €, Kf x R isto é, z € K x RvH!
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paratodol=1,...,n. Considere 2 € K xR""! onde & = (zy,...,7,) coml=1,...,n.

Temos que
n—1
ie (K xR (1.6)
1=1
Como z € K x R, temos que
zeK, (1.7)

De (1.6) e (1.7) segue que & € K,,. Portanto, K, ;1 C K, X R, como queriamos. Além
disso, temos que
Pn(Kn) = Pn<8n) - Pn(Bn \ Kn)
= Pn(Bn) - ]P)n(Bn \ (ﬂyz_lle‘* X Rn_i) N K:)

> PN(BH) - Pn(Bn \ (Kf X Rn_l)) - Pn<Bn \ (K:;—l X R))
> Pu(By) —Pi(Bi\ Ki) = = Pu(B, \ K3) (1.9)
€ 15
> €= 92 T on+1
1 1
= eg—¢ Z+---+2n+1
<Y (1)) =12
s 1 _1
> ¢ 28 = 25.
Portanto, vale (iii). O

Com estes resultados em mente, passemos agora ao teorema principal desta secao:

Teorema 1.5 (Teorema de Daniell-Kolmogorov). Suponha que sdo dados, para cada

t; € Rsp,2 = 1,...,n, uma medida de probabilidade P;, , em R". Assumamos que

~~~~~

estas medidas satisfazem

.....

Entdo existe uma tnica medida de probabilidade P em (« (R, R), 7 (R, ,R%)) tal que
parat; € Ryge A; € Z(R),i=1,...,n, tem-se

]P)(ﬂ'tl € Al; e 77Ttn - An) = ]P)tl 77777 tn(Al X - X An)
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Demonstracao. Considere o cilindro

Cirotn(B) = {f € (R, R), (f(t), ..., f(Ln)) € B}

onde t; € R>p, 2 =1,...,n, e B é um conjunto de Borel em R". Definimos
P(Cuy,...t (B)) = Pr,..1,(B)

Temos que P estd bem definida e satisfaz P(«7 (R>o,R)) = 1. Além disso, o conjunto
</ de todos os possiveis cilindros Cy, 4, (B) satisfazem as condigdes do Teorema de
Carathéodory. Assim, resta mostrar a sigma-aditividade de P. Considere entao uma

sequéncia (C,)nen de cilindros dois a dois disjuntos tais que, se C = |J _C, é um

neN
cilindro, entao

P(C) =) P(Cy).

De fato, seja Dy = C \ U\_, Cn, N € N. Como

P(C) =P (Dy) +P (U cn> , (1.10)

n=0
entdo devemos mostrar que limy_,., P(Dy) = 0.

Primeiramente, observe que, se R > S, entdo D C Dg. Assim, P(Dg) < P(Dg). Ou
seja, a sequéncia (P(Dy))yen € decrescente e positiva, logo convergente. Vamos supor

por um instante que P(Dy) > ¢ para chegarmos na contradicdo de que () yoy Dy # 0.

Como Dy é um cilindro, o evento |Jycy Dy envolve uma sequéncia contavel de

tempos t; < --- <t, <.... Assumamos que Dy possa ser escrito como

Dy ={f € Z(R>o,R), (f(t1),---, f(tn)) € Bn},

onde By C R™, n € N, é uma sequéncia de conjuntos de Borel tais que B,,.1 C B, x R.

Pelo Lema [1.5] existe uma sequéncia de compactos K, C R", n € N, tal que
(i) K, C By;
(i) K, C K, X R;

(111) Ptl,...,tn (Kn) Z

N ™
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Como K, é nao-vazio, tome

Por compacidade, (z7),en possui uma subsequéncia convergente (x{l("))neN, digamos

(z1'™) "2 2, € K. Analogamente, a sequéncia (z]'™, 231™)

,xél("))neN "% (21, 22) € K. Continuando com

neN possui uma sub-
sequéncia convergente, digamos (27'™
este processo, pelo Axioma da Escolha, obtemos uma sequéncia (x,),en tal que para

todo n,
(x1,...,2,) € K.

Como (z1,...,zy) € Ky C By, temos que o evento

{fe dRLR), (f(t1),...,f(tn)) = (z1,...,2N) € By}

pertence & Dy, o que nos fornece a contradigao esperada. Portanto, limy_ ., P(Dy) =0

e segue por ([1.10)) a o-aditividade de P. O

Gracas ao seguinte corolario, fica claro a utilidade do Teorema de Daniell-Kolmogorov

na construgao de processos.

Corolario 1.1. Considere que ¢ dado para cada t; € R>¢,7 = 1,...,n uma medida de

probabilidade P, ;. em R". Vamos assumir que tais medidas satisfazem as hipoteses

contidas no Teorema de Daniell-Kolmogorov. Entao existe um espaco de probabilidade
(Q,.#,P) munido de um processo (X;):>o tal que a distribuicao finito-dimensional de

(X¢)i>0 € dada pelas medidas Py, ;

Demonstracao. Escolhemos
(Qv ﬁ’ ]P) = (W(Rzoa R)v y(RE()v R)? P)

onde P é a medida de probabilidade dada pelo Teorema de Daniell-Kolmogorov. O
processo canonico (m);>o definido em o7 (Rxo,R) (ver Exemplo [1.4) por m(f) = f(t)

satisfaz as propriedades desejadas. O

Aplicaremos o teorema principal desta secao quando quisermos provar a existéncia
de processos estocasticos com dadas distribuicoes finito-dimensionais. Tomemos como

exemplos os denominados processos Gaussianos, definidos a seguir.
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Definigao 1.19. Um processo estocéstico (X;);>o tomando valores reais definido em
(Q,.Z,P) é um processo Gaussiano se todas as distribuicoes finito-dimensionais de X

sao variaveis aleatorias Gaussianas.

Definicao 1.20. Seja (X;);>0 ¢ um processo Gaussiano. Definimos a fun¢do covaridancia

R(t,s) = Cov(Xy, X;) = E[(X; — m(t))(Xs — m(s))],

onde m(t) .= E(X;) é a funcido média.

Como
R(t,s) = E[(X;—m(t))(Xs —m(s))]
= E[(Xs —m(s))(Xy —m(t))]
= R(s,t),
entao a fun¢ao covariancia é simétrica. Além disso, é positiva. De fato, para aq,...,a, €

Ret,...,t, € Rsg, temos que

n

Y aaR(tit) = Y aaB[(X, —m(t) (X, — mlt)))] (1.11)

- E Z a;( Xy, — m(t:))a;(Xe, — m(tj))]
= E (Z ai(Xti - m<tz))> (Z aj(th - m(tj>>>]
- E (i a; (X, — m(tﬂ)) > 0.

Vale o seguinte resultado:

Proposicao 1.2. Sejam : Ryp = Re R : Ryp x Ryg — R uma fungao positiva e
simétrica. Entao existe um espago de probabilidade (€2,.%,P) e um processo Gaussiano

(X¢)t>0 neste espaco cuja funcdo média é m e cuja fungdo covariancia é R.

1.5 Teorema de Continuidade de Kolmogorov

O Teorema de Daniell-Kolmogorov é uma ferramenta 1til para assegurar a existéncia de

espacos munidos com processos estocasticos. Contudo, este teorema nada afirma acerca
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da continuidade destes processos. Para isto, o Teorema de Continuidade de Kolmogorov
assegura que, sob certas condi¢oes, um processo estocastico é continuo, a menos de uma

modificacao.

Definigao 1.21. Uma fungdo f : Rsg — R? é dita Hélder com expoente o > 0 ou

a-Hélder se existir uma constante C' > 0 tal que
1f @) = f(s)ll < CJt —s]*
para t,s € Rxo.
Tomando a = 1, observamos que f é Lipschitz, em particular continua.

Definigao 1.22. Um processo estocastico (Y;)i>0 € uma modificacdo de (X;)i>o se, para

t>0,
P(X,=Y,) =1

Definicao 1.23. Diremos que o processo X e Y possuem a mesma distribuicao finito-
dimensional se, para quaisquer inteiro n > 1, nameros reais 0 < t; <ty < --- <1, < 0

e A € B(R™), temos

P(Xt,..., Xt,) € A =P[(Ysy,...,Y:,) € 4]

Desta forma, se um processo é uma modificacao do outro, entao ambos possuem a

mesma distribuicao finito-dimensional.

Teorema 1.6 (Teorema de Continuidade de Kolmogorov). Seja «, €, ¢ > 0. Se um

processo d-dimensional (X;).cp,1] definido no espaco de probabilidade (2, .7, P) satisfaz
E(]| X, — X,||*) < c|t — s|** (1.12)

para s,t € [0,1], entdo existe uma modificacdo de (X;)cjo,1) continua e cujos caminhos

sao y-Holder para todo v € [0, £).

Demonstracao. Para simplificar, considere d = 1. Seja

k
=13 k=0,...,2"
S EALE

20



7= 2.

neN
Seja v € [0, £). Temos que

£
o

1<kE<2n

P( max [Xi —Xea|>277) = ]P’( U X — X 227") (1.13)

1<k<2n
on
< ZPUXQA” — X[ 2277 (1.14)
k=1
CE([ Xk — X )
< Z 2"277% Bl (1.15)
k=1
ol =
k=1
2n C‘Ln|1+e o
S ZQ{W =c2 (e 70‘).
k=1

A igualdade em (1.13)) se justifica da seguinte forma. Considere o evento

A= max | X — Xea| >277"
1Sk§2n on on

Se w € A, entdo existe k tal que ‘Xzi (W) — X1 (w)] > 277, Isto ¢, existe k tal que
n 2n
w € A, onde

A = {w} |‘X2£n — ng;n1| > 2—’7”}‘
Assim, A C |J Ag. Além disso, como claramente

max |X2Ln(w) - X

1<k<an

(w)] > |X2in(w) — X (W) =27

k-1
2n PI

onde w € Ay, prova-se a inclusao | J Ay C A.
Em (1.14), utilizamos a o—aditividade da medida P, em (1.15) aplicamos o Lema
e em ([1.16) utilizamos a hipotese ((1.12)). Assim, como € — ya > 0, deduzimos que

< 0o0.
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Desta forma, pelo Lema de Borel-Cantelli, podemos encontrar um conjunto Q* € .% tal
que P(Q*) =1 e, para w € QF, existe N(w) tal que para n > N(w),

max | X & (w) — X (w)] <277
1§k§2n on on

Em particular, existe uma variavel aleatoria C' finita quase certamente de forma que,
para cada n > 0,

max |X & (w) — X%(u}ﬂ <Cc2m,

1<k<2n on

Afirmamos que os caminhos do processo X restrito a Q*, isto é, X sao v-Holder em

Q*7
2. De fato, tome s,t € . Podemos sempre encontrar n tal que

1
|s —t] < —.
2n

Tomemos agora uma sequéncia estacionaria e crescente (si)g>, convergente para s,

onde s, € 9, e

(k+1)

|ska1 — skl =27 ou 0.

Da mesma forma, podemos encontrar uma sequéncia analoga (x)r>, convergente para

t de forma que s, e t, estejam proximos em Z,. Desta forma

Xe— Xy = Z(st'ﬂ - st-) + (Xsn - th) + Z(th o th‘+1>’

i=n i=n

onde os somatoérios acima sao finitos. Desta forma,

X, - X,| < C2m42) C27 Y

k=n
< 2022—”/’“
k=n
< —20 27T
- 1-2—

Portanto, os caminhos em X|_, sdo v-Holder em 2. Para w € Q*, considere t —

Q*
Yi(w) a tnica fungao continua que se identifica com a aplica¢ao t — X;(w) em 2. Caso

w ¢ O, tomamos Y;(w) = 0. Assim, (Y)icpo1] ¢ a modificacdo que procuramos do

processo (X¢):e[o,1]- O
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Capitulo 2
Movimento Browniano

Em 1826, Robert Brown, um botanico e fisico escocés, observara o movimento irregular
de pequenas particulas de polen suspensas em agua. Brown percebeu dois fatos interes-
santes neste seu experimento: o caminho de uma particula dada era muito irregular e,
além disso, os movimentos de duas particulas distintas era aparentemente independen-
tes. Surge entao o que mais tarde serd conhecido como movimento Browniano, exemplo

principal de processo estocastico apresentado neste texto.

No nosso caso, apresentaremos a existéncia do movimento Browniano como con-
sequéncia do Teorema de Daniell-Kolmogorov e do Teorema de Continuidade de Kolmo-
gorov. H& também a abordagem de construcao explicita, quando tal processo é visto,
por exemplo, como combinacao entre variaveis aleatorias independentes com distribuicao
gaussiana e integrais de funcoes de Haar, base ortogonal do espaco de Hilbert L2. Para

uma leitura com mais detalhes desta abordagem, indicamos Misturini [6], pagina 8.

2.1 Martingales

Nas defini¢oes a seguir, o tempo pode ser continuo ou discreto.

Definicao 2.1. Dada uma varidvel aleatoria X definida em (2, F), denotemos por
o(X) a o-algebra gerada por X. Isto ¢, a menor o-algebra a qual torna X mensuravel.
Analogamente, dado um processo estocastico (X;);>0, 0(Xs,0 < s < t) denota a o-

algebra gerada pelas varidveis aleatorias X, para 0 < s <t.

Definigao 2.2. Uma familia de sub-o-algebras (F;):>¢ é chamada de filtra¢io no espaco
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mensuravel (Q, F) se (F;)i>0 € crescente, isto é,
0<s<t = F,CF.

Definigao 2.3. Um processo estocéstico (X;)i>o ¢ adaptado a filtracao (F;)i>o se, para

cada tempo t > 0, a variavel aleatoria X; é mensuravel em relagao a o-algebra F;.

Todo processo é adaptado a sua filtracdo natural F, = 0{X,,0 < s < t}, também

denominado historia do processo até o tempo t.

Definigao 2.4. Um processo estocastico (X;);>o adaptado a filtracdo (%;)i>o € dito
progressivamente mensurdvel com respeito a filtracdo (%;)i>0 se, para cada t > 0 e

A e BR),
{(s,w) € [0,t] x Q, X (w) € A} € B([0,1]) ® F,.

Definicao 2.5. Seja (€2, F,P) um espaco de probabilidade e (F;)ier uma filtracdo. Um
processo estocéstico (X;)er a valores reais definidos em (€2, F,P) é dito um martingale

em relagao a filtragao (F;)ier (e & medida P) se:
1. E[|X;]] < oo para todo t € T}
2. (Xi)ier é adaptado a filtragao (Fy)ier;

3. E[Xi|Fs] = X5 g.c. para todo t > s.

Quando nao mencionarmos a filtracao, subtende-se que se trata da filtracao natural
Fi = 0{X,0 < s <t} A condicio 3 expressa a nogao de que, tendo a informagao
do processo até o tempo s, a melhor estimativa para o estado futuro no tempo t > s é
justamente o ultimo valor observado, Xj.

Certamente um dos exemplos mais importantes de martingales trata-se do movimento

browniano, como veremos mais a frente (ver Proposicao [2.3)).

2.2 Existéncia do Movimento Browniano

Definigao 2.6. Um processo estocéstico B(-,-) : Q x [0,00) — R é denominado movi-

mento browniano ou processo de Wiener (unidimensional) se é um processo Gaussiano
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com funcao média

e funcao de covariancia
E(BsB;) = min(s, t).
Aqui, utilizamos como notagao By = By(w) = B(w, t), fixado w € .

Observagao 2.1. Vale ressaltar que R(s,t) := min(s,t) define uma fun¢ao de covari-
ancia. I simétrica uma vez que min(s,t) = min(¢, s). Além disso, é positiva. De fato,

para aj,...,a, € Rety, ... t, € Ry,

Zaiajmin(ti,tj) = Zaiaj/ X0, (8)X[0,¢,)(5)ds
0

i,j=1 i,j=1

- / (Z az‘an[O,ti](S)X[o,tj](8)> ds
0

2,j=1

— /Ooo (Z aix[oil.](s)) (Z an[mt]-}(S)) ds

1= 7j=1

" 2
= / (Z%X[O,tﬁ(ﬂ) ds 2 0.
0

i=1
Definicao 2.7. A distribuicdo de um movimento browniano, que é uma medida no

espaco das fungoes continuas €' (R>o, R), é denominado medida de Wiener.

Podemos também definir o movimento browniano para o caso n-dimensional:

Definicado 2.8. Um processo estocéstico n-dimensional (Bi);>o ¢ denominado movi-

mento browniano se
1 n
(Bt)tZO = (Bt s By )t20>
onde (B})¢>0 sdo movimentos brownianos independentes unidimensionais.

Certamente tal definicao s6 faz sentido se este objeto, de fato, existir. Podemos
assegurar isso como decorréncia do Teorema de Existéncia de Daniell-Kolmogorov e do

Teorema de Continuidade de Kolmogorov.
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Teorema 2.1. Existe um espago de probabilidade (€2, F,P) munido de um processo

estocastico, o qual € um movimento browniano.

Demonstracao. Pela Proposicao existe um espago de probabilidade (Q, F,P) e um

processo Gaussiano (X;);>o com fun¢ao média
E[X:] =0
e funcao de covariancia
E[X;X;] = min{s, t}.
Além disso, paran >0e 0 < s <t
E[(X; — X,)*] =

S (= )" (2.1)

Assim, pelo Teorema[I.6] existe uma modificacdo (B,)i>o de (X;)i>0 cujos caminhos sdo
v-Holder, onde v € [0, "2—;1) Desta forma, temos também que o movimento browniano

¢ localmente y-Hélder para todo v < 1. O

Vejamos com mais detalhes o passo dado em (2.1 através da seguinte Proposicao:

Proposigao 2.1. Seja (X;);>¢ um processo estocastico gaussiano contido no espaco de

probabilidade (2, F,P). Vale que
a2(t—s)
E [6a(xt—xs)] _ =

Demonstrag¢ao. Sabemos que (X, Xs) ~ N(0,C), onde C denota a matriz de covariancia

que, neste caso, é dada por

o E[X?]  EX.X| t min{t,s}| |t s
E[X.X,] E[X2 min{¢, s} s s 5|

onde s < t, sem perda de generalidade. Assim, det C' = ts — s%. Além disso,
1 1 -1

t—slf
s

c =

Por (1.2) e pelo Lema , temos que
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E [ea(Xt—XS)]

Em 1) tomamos z = x —y.

que fR

E [ea(Xz*Xs) _

Por outro lado,

Tomando k = 2n, teremos

22 —20y+ §y?

a(z—y) 6_ 2(t—s)
= ey dxdy
R2 (2m)2(ts — s?)
@+ -1)y?
T 2(t—s) 9)
// dxdy (2.2)
R2 t — 8)
az_ G Dy” +(L*1)y
/ / o P L (2.3)
Z .
R2 27 t— 3 Y
,f/ i [Ea e
= ——— [ " WEdy | e ndy 2.4
2my/s(t —s) Jr R
A/ 2
— 27r e~ 2(t 2(t—s) (]2
S7T\/ t—s
/ _Ga(t=s)? | o®(t=s)
— 2(t—s) 2 (25)
27T t
a2(t75) e 2(t 5)
— T3
\/_\/ t—s
a?(t—s) / e~ w?
R VT
ag(tfs)
—= e 2

Em 1) utilizamos o fato de que fR e % dy = v27ms. Em

Assim,

1) fizemos a substituicdo u = z — a(t — s). Em , fizemos w = \/ﬁx/ﬁ e o fato de
e dw = /7. Assim, por um lado temos que
Z(t s) i (12 t—s iazn (t—g)n
n! 2nn '
n=0 n=0
ok k
(X1 —Xs) ot (Xy — X5)
E[e J=E > —
k=0
2n X, — X 2n 2n
g | X)) o
(2n)! 2nn!
2n (QTL)' a2’n n
E(X, — X, = 2L O )
]

Segue entao (2.1)).
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O seguinte resultado ¢ muitas vezes utilizado na literatura como definicao formal de
movimento browniano. E interessante notar que esta caracterizacao pode ser entendida

como consequéncia dos resultado pré-estabelecidos até aqui.

Proposigao 2.2. Seja (B;);>0 um movimento browniano unidimensional. Temos que:

1. By = 0 quase certamente;
2. Para todo 0 < s <t < 00, B; — Bs ~ N(0,t — s);

3. Os incrementos em intervalos de tempo disjuntos sao independentes. Ou seja, para
tempos 0 <t; < --- <t,, as varidveis aleatoérias B;,, By, — By, ..., B, — B, , sao

independentes.

Observacao 2.2. O item 3 nos fornece a informacao de que o movimento browniano
satisfaz a propriedade de Markov. Isto significa que, dado um momento presente B,
qualquer outra informagao do que ocorre no processo antes do tempo s é irrelevante na

predicao do que ird ocorrer com o processo apds o tempo s.

Demonstra¢ao. Como movimento browniano, (B;);>o ¢ um processo Gaussiano com fun-
¢ao de covariancia E[ByB;| = min{s, t}, para todos s,t € [0,00). O item I segue do fato
de que By ~ N(0,0). Assim, By = 0 quase certamente.

Como B; — Bs é o incremento sobre o intervalo [s,t|, entdo o mesmo ocorre ocorre
sobre o intervalo [s—s,t—s] = [0,t—s|. Assim, B;—Bs; ~ B;_s—By ~ By_s ~ N(0,t—s),
ja que By = 0. Isto prova 2.

Para mostrar 3, utilizaremos o fato de que variaveis aleatérias gaussianas sao inde-
pendentes se, e somente se, sao nao-correlacionadas (ver Apéndice A de [7]). Assim,

basta provarmos que
E{(B;, — By,_,)(By;, — By,_,)] =0, quando t; <t;.
De fato,

E[<Btz - Bti71)<Btj - Btjfl)] = E[BtiBtj - Btiletj - Btz‘Btjfl + Bt¢71Btj71]

- tz - ti,1 - tl +ti,1 - O
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Proposicao 2.3. Seja (Fi)i>o a filtracdo natural do movimento browniano (Bi)>o.

Entao, (By)i>0 ¢ um martingale.

Demonstracao. Verifiquemos que sao satisfeitas as condicoes impostas na Definicao [2.5

De fato,

1. Para cada t > 0, E[|B;|] < oo, pois B; ~ N(0,1);
2. (Bi)i>0 ¢ adaptado & (F;)>o (filtragao natural);

3. Se t > s entao

E[B|Fs] = E[(B: — Bs) + Bs|.F]
= E[(Bt - Bs)|fs] + ]E[BS|‘FS]
— E[(B; — B,)] + B, =0+ B, = B, (2.7)

onde utilizamos o fato de (B; — B;) ser independente da o-algebra F; (por defini¢ao de

incrementos independentes) e By ser F,-mensuravel, juntamente com as propriedades 5

e 7 do Teorema [1.3] O

Por tudo isso, sabemos entao que as trajetorias do movimento browniano sao con-
tinuas, quase certamente. Além disso, com probabilidade um, estas trajetorias nao sao
diferencidveis em nenhum ponto. De fato, se By = xg, 0 comportamento futuro (By);s
depende apenas deste fato e ndo leva em conta de que forma o processo (By)icpo,s Se
aproximou de xg quando ¢ aproximou-se de s. Assim, ndao ha por que esperar que este
processo se desenvolva a partir de zy de forma que haja uma reta tangente neste ponto.

Sugerimos Evans [2], Se¢do 3.4, para mais detalhes.
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Capitulo 3
As Integrais de 1t6 e de Stratonovitch

O objetivo deste capitulo é estabelecer uma rapida introducao as defini¢oes de Integral de
It6 e Integral de Stratonovitch. Os detalhes das demonstracoes, propriedades adicionais
e construgoes alternativas podem ser vistos em Baudoin [I], paginas 140-144 e (Oksendal
I7], paginas 21-37.

Considere L?(€2, (F;)i>0,P) 0 espago de Hilbert munido da norma

u|? = E (/ uids)
0

e formado pelo conjunto dos processos (u:):>o que sao progressivamente mensuraveis

com respeito a filtracdo (F;):>o e tais que

E(/ uids) < 00.
0

Denotemos por & C L*(€2, (Fi)i>0,P) o conjunto dos processos (u;);>o que podem ser

escritos como
n—1
Uy = Z EX(ti,ti_g.ﬂ(t)?
i=0

onde 0 <ty < --- < t, e F; sdo varidveis aleatorias F;,-mensuraveis tais que E(F?) < oo.
O seguinte teorema nos fornece a definicao basica do que chamaremos de integral de

Ito.

Teorema 3.1. Seja (B;);>o um movimento browniano. Existe uma tnica aplicagao

linear

T: L*(Q,(F)is0,P) = L*(Q, F,P)
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tal que

(i) para u = Z?:_ol FiX(tiﬂfiH] S g’
Z(u) = Z Fi(Bi 11 — By,); (3.1)

(ii) para u € L*(Q, (F)i>0, P),
E(Z(u)?) =E (/OOO uids) : (3.2)

A aplicagdo Z é denominada integral de It6 e, para u € L*(, (F;)¢>0,P), usaremos a

notacao

Z(u) ::/ usdBs.
0

Demonstracao. Denotemos AB), = By, ., — By, Entao:

0 sei#j

E[F;F;AB,AB;| = o
E[F?](tjs1 —t;)  sei=]

De fato, para cada i, F? e AB? sao independentes e possuem esperanga finita, também

F?AB? tem esperanga finita. Por Cauchy-Schwarz segue que, para cada i e 7,
E[|FF;AB;|] < oo.

Supondo (sem perda de generalidade) i < j, temos que AB; e F;F;AB; sao independen-
tes. Assim,
E|F,F,AB,AB;] = E[F,F;AB;| E[AB,] = 0.
< =0

Desta forma, os termos ¢ # j se anulam e

[n—1

n—1 2
E <ZFiABi> = E|Y FF,ABAB,
=0

L4,7=0

[n—1
= E|> F’AB;

L +=0

= E (ni F?(tiy: — ti)>

_ E(/Oooufds>.
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A ideia para provar a densidade de £ é a seguinte. Para u € L*(Q, (F})i>0,P), a
sequéncia (urx(o,,)(Jue|))i>0 converge para u. Além disso, se u € L*(Q,(F;)0,P) &
um processo limitado, entao u é limite de processos limitados neste mesmo espaco, cujas
trajetorias possuem suporte contido num conjunto compacto fixo (considere por exemplo
a sequéncia (ugx[o)(t))>0). Nestas condicdes, a sequéncia (+ ftt_% UsdsX(1 o) (t))t>0

converge para u. Por fim, u é limite de processos que pertencem a £. Podemos ver isso

ao tomar, por exemplo, a sequéncia (2;’20 UiX(i7ﬂ](t>)t>0. ]

Valem também as seguintes propriedades:

Proposigao 3.1. Sejam u,v € L*(Q, (Fi)i>0, P). Temos que

E (/Ooo utdBt> =0 (3.3)
E ( /0 " wdB, /0 h 'utdBt) ~E ( /O N utvtdt> . (3.4)

Demonstracao. Para provar 1} basta observar que, se u; = Z:.L;Ol FiX(ttiia] (1),

E (/Ooo usst) = gE[Fi(Bml — Byl

- ZE[E(E(BtiH - Btz‘)|]:tiﬂ

n—1

- ZE[FZ'E(BMH = BulFi)]
=0
n—1

- ZE[FZ E(Bti+1 — By,)| = 0.
=0

=0

Para justificar (3.4), utilizamos a isometria de It6 em (3.2]) nos processos v+ v e u — v.

De fato,
(/ UtdBt/ UtdBt) =
0 0
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1 00 0o 2 0o oo 2
= —|E (/ UtdBt -+ / ’UtdBt) — (/ utdBt — / UtdBt)
4 0 0 0 0

—E

o ([t -5 [( [0 - wan) )
E [ Ooo(ut + vt)th] _E Vooo(ut - WdtD

UOOO (e + 00)? — (g — 0)?) dt]

]

Tendo a definicao de integral de Tt6 em maos, a integral de Stratonovitch torna-se
simples de definir. Para isso, introduzimos os conceitos e variacao e covariacao quadra-

tica.

Definicao 3.1. Seja (X;):>0 um processo estocastico no espago de probabilidade (€2, F, P).

Para cada t > 0 e para toda sequéncia de subdivisdes A, [0, ¢] tais que

lim |A,[0,4]] = 0,

n—oo

a varia¢ao quadrdtica desse processo, denotada por (X),, é definida como
(X} = Jim y (X — X )%
k=1

Tal limite, quando existe, é definido usando convergéncia em probabilidade. Mais ge-
ralmente, considerando agora outro processo (Y;)¢>o, definimos a covaria¢io quadrdtica,

(X,Y);, dos processos X e Y como
(XY )= lim 3 (X = Xy )V = Vi)
k=1

Vale observar que a covariagao quadratica pode ser escrita em termos da variacao

quadratica por meio da identidade

(X,YV)i= s (X +Y) = (X)e —(Y)e) .

N | —

Finalizemos com a definigao da integral de Stratonovitch.
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Definicao 3.2 (Integral de Stratonovitch). Sejam (Xi)i>0 e (Yi)i>0 semimartingales

continuos. A integral de Stratonovitch de (X;);>0 com respeito a (Y;);>0 é dado por

t t
1
/ X,0dY, = / XsdYs + = (X, Y),.
0 0 2
onde
(1) fot XsdY; é a integral de 1t6 de (X¢)i>0 com relagao a (Y)i>o0;
(2) (X,Y); é a covariagao quadratica no tempo t entre (X;);>0 ¢ (Y)i>0-

Observagdo 3.1. A Definic¢ao [3.2] continua valida ao tomarmos X,Y : [0,7] x Q@ — R
como processos de Wiener, uma vez que o movimento browniano ¢ um exemplo de

semimartingale continuo.
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Capitulo 4

Introducao a Teoria de Lyons para

Rough Paths

Em 1998, Terry Lyons [5] introduziu a teoria de rough path. Tal teoria possui inspiragoes
na teoria topologica de K. T. Chen sobre caminhos de integrais iteradas. A teoria de
rough path nos fornece uma visao diferenciada ao tratarmos de solugoes de equacoes
diferenciais estocasticas (EDE) ao considerarmos ndo apenas um caminho em si, mas
também as integrais iteradas associadas a esse caminho. Do ponto de vista da teoria
de EDE classica, na qual a teoria de integrais sobre martingales é crucialmente usada,
isso é bastante surpreendente. Ao contrario do trabalho desenvolvido por Chen, estamos
interessados em trajetérias com baixa regularidade, uma vez que nossos interesses sao
aplicagoes probabilisticas. O movimento Browniano ¢ um importante exemplo de rough
path, como veremos no proximo capitulo. Antes disso, apresentaremos alguns resultados

gerais necessarios para o fundamentarmos nossa abordagem.

4.1 Caminhos continuos com p-varicao finita

Seja s < t. Denotemos A[s,t] o conjunto das subdivisdes do intervalo [s,t]. Assim,

IT € Als, t] pode ser escrito como
D={s=tg <ty <---<t, =t}

Definigao 4.1. Um caminho continuo z : [s,t] — R? possui p-variac¢do limitada em
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s, ] se

n—1 1/p
1 |p-var, s, = ( sup Y [le(thi1) —w(tk)Hp) < 0.

HeA[st] .2,
O espaco dos caminhos continuos com p-variacao limitada z : [s,t] — R? sera denotado

por CP ([s,1], RY).

Exemplo 4.1. Se z : [s,t] — R% é um caminho a-Hdlder, entdo x possui 1/a-variagao
finita. De fato, supondo que para todos a,b € [s,t] tem-se ||z(a) — 2(b)| < Cla — b|*,
com C,a > 0 e tomando uma particao II de [s, t], segue que

n—1 @ n—1 @
( sup > [l tk+1)—5€(tk)||l/o‘) < (sup > o ||tk+1—tk||)

HeAlst] = 0 SISANER )

( wp S b tku)

HeA[st] .= 0

= Cls—t|* < 0.

A Proposicao a seguir nos diz que a nocao de p-variagao so é interessante quando

consideramos p > 1.

Proposicao 4.1. Seja = : [s,t] — R? & um caminho continuo com p-variagao finita,

sendo p < 1. Entao x é constante.

Demonstracao. Temos, para s < u < t,

[z (u) = z(s)] < iHﬂf(tm)—w(tk)ll

= i |l (thr1) = ()Pl (tien) — ()7

k=0

< (max]later) — a(t)]') (Zux ) — tk)||p>
S (maXHI(tk—i—l) - x(tk)Hl p) ||I||p var,[s,t]"

Como z é continua no compacto [s, t], entdo x é uniformemente continua nesse intervalo.

Tomando uma sequéncia de subdivisoes com comprimento tendendo a 0, concluimos que

[ (u) — ()] = 0.

Portanto, x é constante. ]
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Proposigao 4.2. Seja x : [s,t] — R? um caminho continuo. Se p < p/, entdo
|2l prvar,fs.) < | [|p-var,fs.g-
Como consequéncia,
cr ([s,t],RY) CP-var ([s,t],RY).

Demonstracao. Considere 1, ntimeros reais tais que v, > 0. Entao, para ¢ > 1, vale

que

> wp < (Z m) . (4.1)

De fato,

Z (Zﬂﬂl g (ZND)

ar = 1, ja que

Zag < maxaj, ! (Z ak) (max am,)?" 1<,

Seja ay = thkd’l >

=1
Considere uma partigio IT de [s, t] e 1 == sup S r_y [|#(ter1) — ()] > 0, temos por
IeA[s,t]
(4.1) que
n—1 n—1 ,
’ P
sup > fa(tesn) —z(@)I” < sup Y () — 2t
MeA[st] 12, MeA[st] 2,
o’
n—1 p
< | sup Y fla(teen) — 2t
HeAlst] =,
Portanto,
n—1 /v n—1 1/p
sup Y[z (the) —x(@)IP ] < | sup Y (b)) — 2@ )
IIeA[s,t] k=0 ITeA[s,t] =0

O

Teorema 4.1. Seja p > 1. O espago CP**([0,T],RY) munido da norma ||z(0)| +

(||| p-var,jo,7] € um espaco de Banach.
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Demonstracdo. Para simplificar, consideremos o caso em que p = 1. Seja 2™ € C*v ([0, T, R%)
uma sequéncia de Cauchy. Para simplificar, denotemos y(t) := " (t) — 2™(¢). Pela desi-

gualdade triangular:

Iy < [ly(2) = yO)I[ + [ly(O)]]-

Como [0,7] = [0,t] U [t, T, temos

ly(8) = y(O)| < D lly(tira) =y (),

onde 0 =ty <t; <---<tj=1t<tjp; <---<t,=T. Assim,

ly@I < lly0)l + 2 [y(ti41) = y(@)|

< [yl + 1yl 1var o,y (4.2)

Desta forma, tomando o supremo do lado esquerdo de (4.2) e retomando a notacao

inicial, segue que
2" — 2™ |loo < Jl2"(0) — 2™ (O)|| + l2" — 2™ [[1-var,j0,7-

Logo, =™ converge uniformemente para um caminho continuo x : [0,7] — R Vamos

provar que x € C1([0, T],R%). Considere novamente

N={0=ty<t1 <---<t,=T}

uma partigao de [0, T]. Pela convergéncia uniforme, existe m > 0 tal que ||[2—2™||o < 5

%.
Novamente pela desigualdade triangular, temos que
n—1 n—1 n—1
(i) =@l < D lle(teen) = 2™ )|+ D la™ () — 2@l + 2™ 1var 0,17
k=0 k=0 k=0
S 1 + sup ||$n|’1—var,[O,T]
Portanto, tomando o supremo, temos
qul—var,[(],T] S 1+ sup ”xnul—var,[O,T} < 00,
ja que 2" € C1v¥ ([0, T],R?) é Cauchy. Isto prova o queriamos. O
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4.2 Relacgoes de Chen

Consideremos a equacao diferencial ordinaria

0+ [ vtwr)ase) (43)

onde V;,7 = 1,...,d, sao campos de vetores suaves em R" e f : R” — R uma funcao
de classe C*. Seja x : [0,7] — R Vamos supor que z € C* por um instante. Pelo

Teorema Fundamental do Célculo e por mudanca de variaveis, temos

f®) = Flyls) + / AL (y(7))]

— )+ [ Y0 S Vi) s
5 =1 I=1
t d d ‘ dIl
= fu)+ [ Y Vir)a ) (rdr
= S0+ [ S Vise )

= +Z/Vf (7)

Por aproximacao, tal resultado também é véalido quando x € C1Va" ([O,T],]Rd). Nova-

mente pela formula de mudanca de variaveis, desta vez para V; f(y(s)), temos

fly() = f(y(s)) Z sz(y<8))/ da’(u) + Ra(s, 1),

onde

/S/VVf ))da? (v)da (w).

Aplicando novamente este procedimento, obtemos, apos N passos, que

3,7=1

Fl) = oo+ X Vol J e st

k=1 I=(i1,..., ix)

para algum termo residual Ry(s,t). Aqui, utilizamos a seguinte notac¢ao:
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(1) Ak[s,t] = {(t1,... tp) € [s,t]F, s <t; <ty < oo <ty <t}

(2) se I = (iy,...,i) € {1,...,d}* é uma palavra de comprimento k,

Assumindo por um instante que Ry(s,t) — 0 quando N — oo, somos levados a formula

de expansao formal
) =S +Y. X GVl [t
k=1 I=(i1,...,ix) AFs,i]

Isto nos diz que, ao menos informalmente, toda informacgao dada por x sobre y esta

contida no conjunto das integrais iteradas [ A[s.] dx!

Considere R[[X7, ..., Xy4]] a algebra ndo-comutativa sobre R das séries formais com

d indeterminantes, isto é, o conjunto das séries

—yoJrZ Z (TR D, CHD. €A

k=1 Ie{1,..

Definirmos a assinatura de um caminho z € C'™¥" ([0, T], R?) da seguinte forma:

Definicao 4.2. Seja x € OV ([O, T], Rd). A assinatura de x é a série formal
S@a=1+> Y (/ de)Xil...Xik, 0<s<t<T.
k=1 1e{1,.. apk N/ A s

A assinatura goza de interessantes propriedades algébricas. Muitas destas proprie-

dades baseiam-se a partir das denominadas relacoes de Chen, como veremos a seguir.

Lema 4.1 (Relagdes de Chen). Seja z € C*¥([0,T],R?). Para qualquer palavra
(11, ... ,1n) € {1,...,d}" e quaisquer 0 < s <t <u < T,

/ dp(iin) — Z/ dl,(z'l,...,ik)/ dx(ikﬂ,...,z'n)’
A" [s,u] 0 ¥ AF[s,t] A=kt )

onde utilizamos a convencio de que fAO[O q dx’ = 1.

Demonstracao. Vamos provar que

— LnJ AF[s, 1] x ARt ). (4.4)
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Para uma nogao intuitiva de que, de fato, (4.4)) é verdade, facamos n = 2. Sabemos que,

por definicao,
A?[s,t] = {(t1,t2) € [s,u] x [5,u],0 < s <t <ty <u}.

Assim, terfamos

As,u] = | AF[s 1] x A7ty

= (As,t] x A%[t,u]) U (A's, 1] x At u]) U (A?[s, 1] x A[t, u])
= A?[t,u] U (A'Ys, 1] x A'[t,u]) U A?[s, ]
= A%s,t]UA[t,u] U (Als, 1] x At u)

onde utilizamos a convencao A° = 1.

Figura 4.1: Interpretagao grafica da igualdade A?[s, u] = A%[s, t] U A%[t, u] U (Al]s, t] x
Allt,u))

Considere, sem perda de generalidade, s = 0 e u = 1. Tome z € A"[0,1]. Entdo
x = (t1,ta,...,t,), onde 0 < t; <ty < --- < t, < 1. Fixemos t € [0,1]. Queremos
mostrar que existe k tal que x € AF[0,¢] x A"7F[¢, 1]. Se existe k tal que t; <t < tp,q,
onde k € {1,...,n— 1}, entdo (t1,...,t;) € A¥[0,¢] e (tpy1,...,tn) € A" [t 1]. Se nao
existe tal k, entdo ha duas possibilidades: k = 0, caso em que t € [0,¢;), ou k = n, caso

em que t € (t,,1]. De qualquer forma, segue que

A"[s,u] C O AF[s 1] x A"kt ).

k=0
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A inclusao contraria é clara. Desta forma, segue (4.4). Portanto, podemos inferir que

/ Jplimin) / Jopi1in)
A" [s,u] Ur—o AF[st] x An—F[t,u]

n

= > / da(i1-in) (4.5)
0 ¥ AF[st]x A=kt u]

n

= Z / dx(ilv'”?ik) / dx(ik+17"'7in)
Ak [s,t] An—k[t )

k=0

Note que podemos considerar a igualdade em (4.5) uma vez que as possiveis interse¢oes

contidas em (J;_, A*[s, ¢] x A"7*[¢,u] tém medida nula. O

Para facilitar a notacao, serd conveniente escrevermos

dSC@k = (/ dCL'I) Xil . X,L .
/Ak[s,t] Z AF[s,1] *

Ie{1,....d}*

Assim, podemos reescrever as relagoes de Chen da seguinte forma:

Lema 4.2 (Relagoes de Chen 2). Seja x € C¥([0,T],RY). Para qualquer palavra
I=(i1,...,ix) €{1,...,d}* e quaisquer 0 < s <t <u<T,

/ de®F =
AF[s,u]

Demonstracao. Por definicao e pelo Lema (4.1J),

k

Z/ da:®j/ dz®*=7),
AJ[s,t] Ak=i[tu]

J=0

/ dz®* = Z (/ de)Xil...Xik
Ak [s,t] )k Ak[s,t]
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- Z Z /St] ot il"'Xij'

J=0 Ie{1,...d

' / dx(ij+1,..~yik)Xij+1 e X’Lk
Ak—j[t ul

— Z Z / X X,

] 0 (117 [8 t]
Z / plet )X11+1 e ‘Xik
z]+1 ..... ik Ak ][t u]
k
=0 AJ[s,t] AF=J[tu]

como queriamos

Vale notar também que a definicao de assinatura pode ser reescrita como

o0

S@)se =1+ / dx®F.
( ) ' Zl Ak[st]

k

Além disso, das relagoes de Chen derivam a seguinte propriedade de assinatura:
Lema 4.3. Seja x € C™([0,T],R?). Para0 < s <t <u < T,
S(@)su = S(2)545 ()t

Demonstracao. Pelo Lema

S(@)su = 1+Z/ dz®*

temos que
00 oo 00 oo oo k
S(x)S,tS(x)t,u = Z Q; Z b = Z ajbl = Z Z ajbl = Z Z ajbk—j
j=0 =0 7,0=0 k=0 j+I=k k=0 j=0
o k ook
= Clobo + Z Z ajbk_j =1+ Z Z Cljbk_j.
k=1 j=0 k=1 j=0

Voltando & notagao dada em (4.7)), temos por (4.6) a igualdade almejada.
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Capitulo 5

O Movimento Browniano como Rough

Path

Neste tltimo capitulo, veremos como a teoria de rough paths pode ser usada no estudo
do movimento Browniano. De fato, tal processo estocéastico é quase certamente um p-
rough path, com 2 < p < 3. Para isto, comecamos com uma adaptacao do resultado

devido a Garsia, Rodemich e Rumsey [4].
Teorema 5.1 (Desigualdade de Garsia-Rodemich-Rumsey). Seja T' > 0 e considere
I {(S,t)’O < S,t < T} —>R20

um funcional continuo simétrico (I's; = I';5), que se anula na diagonal (I't; = 0) e tal

que existe uma constante C' > 0 de maneira que para todo 0 <t; <---<t, <T,

n—1
Lo, <C (Z Fti,tt_‘_l) : (5.1)

i=1
Entao, para ¢ > 1 e a € (1/q,1), existe uma constante K > 0 tal que, para todo
0<s<t<T,

e, < K|t — 5| 1// lquudv. (5.2)

Demonstracao. A demonstracao se dard em duas etapas.
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Parte 1. Assuma primeiramente que T'=1, s =0 e t = 1. Vamos provar que

q
F01<K// |u_v|1+aqdudv
: 5.3
/|u—v|1+aq (53)

/ dv—// |U_U’1+aqdudv.

Podemos encontrar to € (0,1) tal que I(tg) < fo fo mdudv De fato, se para todo

Defina

Assim,

to € (0,1) tivéssemos I(ty) > fo v)dv entao

/0 I(s)ds > /0 (o),

uma contradi¢do. Agora, construiremos uma sequéncia decrescente (t,,),>0 por inducdo

da como segue. Se escolhermos t,,_1, tomamos t,, € (0, %tn_l) tal que

41(t, 1)
_w gud T a(t,) < —nml)
)< 1// |U_U’Haq wdo, (t) < 2

LY R (5.4)
‘S _ tn71‘1+aq

onde
Jn—1(s) =

Podemos sempre encontrar tal t,,. Se isso nao fosse verdade, terfamos (0, %tn—l) = AUB

1
A = {t € (0, §tn—l) - 1/ / ’u_v’Haqdudv}
1
B = —t,,_ —_— 5.
{t c (O, 2tn 1) ,Jn 1(t) > tnfl }

Assim, terfamos que
—————dudv < / t)dt < / / = U|1+aqdudv (5.5)

onde p denota da medida de Lebesgue. Portanto, se u(A) > 0, segue por (5.5) que

com

1(A) < ft,—i. Similarmente,
I(t,—1)

. /J ()dlf</01 Jn1(s)ds

Stnl
- [ e = 10

4u(B)

IN
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Assim, p(B) > 0implica pu(B) < 1t,_1. Isto contradiz o fato de que (0, 3¢,_1) = AUB, ja
que teriamos p((0, %tn_l)) = %tn_l enquanto u(AUB) < p(A)+u(B) < 2-}175”_1 = %tn_l.

Portanto, t,, esta bem definida caso t,,_; esteja. Temos entao que

4](tn—1) / /
n1(tn) < < T ———dud
J 1( ) tn—l tn 1 n 2 U_U|1+aq uaw:

Logo, pela definicao de J,_1, temos

Fg”’t"’l < / / ——  dudv
|tn - tn_1|1+ozq o n ltn 2 ’U - v|1+o¢q

16]t, — tp_1|' T
q
Ftn,tn71 S n 1tn 2 / / "LL - fU‘lJraq dUdv

Como t,-1 € (0, 3t,—_2), temos qu

8’15 _ tn 1’H—ozq
q
Ui, < / / = v|1+aq ————dudv

«@ /q
8|ty — tn 1|q+ !
Lty < 2/q / / |u—v|1+a —% ___dudv (5.6)

Pela subaditividade de I" e por (5.6), segue que

< 8 ’tl —tl 1"1 la
Logy <C thm 1 <CZ 2 u_v‘lquudv
-1

Além disso, é possivel mostrar que existe uma constante C' > 0 tal que

t —t_q |t o
e A L) 5.7)

2/
tl

De (b.7)), temos a seguinte soma telescopica:

|tl - tl 1|a+1/q ~ = a—1 a—1 ~,a—1
Z 2/q g C (tl—l /q _ tl /Q) — Cto /q'
b= =1
Assim,
L 5 a1/g 1,1 I 1/q
Loy < C8aCty ————dudv
v " (/0 /0 | — wftred )
1 1 T¢
g _ Cuw
Low < Ky /0 /0 = U‘Haqdudv
onde K, = 8C9C939"". Similarmente, utilizando o mesmo argumento acima sobre o

funcional I'1_4 1+, temos que

tol S KQ/ / ‘U _U‘1+aqudU
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Finalmente, fazendo uso novamente da subaditividade de I', garantimos a existéncia de

uma constante K tal que

q
F01§K// |u_v|1+aqdudv.

Parte 2. Considere agora, de modo geral, o funcional I : {0 < s,t < T} — Ryp e
0 < s <t <T fixos. Definamos o funcional reescalado f‘u,v = Dgu(t—s), s+o(t—s) definido

para 0 < u,v < 1. Pela Parte 1 (observando que fo,1 =Ts4), temos

g, < K// |u—v]1+af1dUdU
s+ut s), stu(t—s)
K/ / o — ] Fes dudv

Tomando 4 = s+ u(t —s) e 0 = s +v(t — s), segue que

q
Fs,t

IN

uU—S v—s du dv
u = , v= , du= , dv=
t—s t—s t—s t—s
Assim,
1
M, < K . dudv
st = / / =
|1+°‘q I i
= SSE / / [ Troq ————dudv
q
= — 5|t Las —dudd
| / / ’u f} 1+agq
ag—1
< — s / / u_v|1+aqudU
segue entao (5.2]), como queriamos. O

A integral que utilizaremos para vermos o movimento browniano do ponto de vista da
teoria de rough path sera a integral de Stratonovitch, e nao a integral de It6 (ver Friz [3],
péagina 16, para uma discussao com mais detalhes). Se (B;)i>0 ¢ 0 movimento browniano
d-dimensional, podemos definir indutivamente as integrais iteradas de Stratonovitch
fogtlg---gtkgt o dBZl1 0---0 dBZ:. Numa notagao mais concisa das integrais iteradas pela

algebra das séries formais,

> (/ odBI>Xi1...Xik.
k Ak[srt]
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Além disso, param > 1et > 0,

E(/ odBZio---odBZ:
0<ty < <tp<t

Para demonstracao do resultado principal, precisamos também da seguinte proposi-

m) < 0. (5.8)

Gao:

Proposigao 5.1. Seja T > 0, 2 < p < 3 en > 1. Existe uma variavel aleatoria
finita e positiva C' = C(T,p,n) tal que E(C™) < oo para todo m > 1 e, para todos
0<s<t<T,

n 1/k
> / odB®k|| < Ot — s|'P.
1 AF[s,t]
Demonstracao. Considere o funcional
n 1/k

F57t =
k=1

(5.9)

/ o dB@k
Ak [s,t]

e vamos provar que a condigao (5.1) é satisfeita (note que a simetria e a nulidade na

diagonal de I, é clara). Pelas relaces de Chen (Lema [4.2)),

/ o dB®* = Z / OdB®i1---/ o dB®iN-1
Ak[tlytN] Ail[t17t2] AiN?l[tN—liN}

i1+ tiv 1=k

Desta forma,

/ o dB%*
Ak[tl,tN]

= Z / odB®i1___/ odB@’iN—l
Al [tl,tQ] AiNfl[tN_l,tN]

i1+ tiy 1=k

< E / odB®i1___/ odB@'iNfl
ity 1=k ||V A [tte] AN=L[ty_y,tN]
< E / o dB®1 / o dB%®N-1
intetin =k 1Y AT [t ta] A'N=1[ty_q,tN]
i1 IN—1
< 2 : Ft17t2 e FthlvtN

i1t tiv 1=k

< (Fthtz +eee FtN—htN)k'
ok ||
fAk[tl,tN} odB H

Como I'y, 41y = > 1, ‘ , segue que

N-1
Ftl,tN S n <Z Fti,tt+1> .

i=1
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Fazendo uso da Desigualdade de Garsia-Rodemich-Rumsey, com ¢ > 1 e a € (1/q,1),

garantimos a existéncia de uma constante K > 0 tal que para todo 0 < s <t < T,

th < K|t — 5" 1/ / ’u — v|1+aqudU'

Pela propriedade de reescalonamento Il-] do movimento browniano e por (5.8) temos que,

para alguma constante K > 0,

E(T?,) = Klu—v|"?,

//|u—v|1+ dudv < oo

quase certamente, quando o — 5 < % O resultado segue do teorema de Fubini. O

Como consequéncia,

Lema 5.1. Sejam (B});>o ¢ (B?)¢>0 movimentos brownianos independentes. Entao
(B, B*); = 0.

Demonstracao. De fato,

n

B\ (By — By )(BY ~ B )

k—1
k=1

= E| > (By— By )(BY — By )(By — By (B — By, )
=

= E Z E[(Btlg - Btlgfl)(BtQZ - BtQZA)(BtIl" - Bltllil)(Btg? - Bf{bl)u:tk]] :
Lk l=1

Caso | > k, por independéncia e pela F;, -mensurabilidade,

E|> El(By — By (B — B )(Bip — By (B ~ Bflnl)lﬂk]]
= E| ) (By — By )(Bi — By JE[(By — By )(Bjy — Bflnl)\ﬂk]]

= E|) (B — Bl )(Bp — B )E[(Biy — Bl )(Bi — B )]

= E|) (B — B )(Bp — B )E[By — Bl JE[B; — B}, |

1O processo (%Bct) N possui a mesma lei de distribui¢do de (Bi)¢>0, onde ¢ > 0.
: >0 =
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Analogamente para k > [. Assim, considerando apenas os termos em que k = [, teremos

novamente por independéncia

E| > (By— By (B — By )(By, — By )(By — By )
Lk i—1
= E|>_(By - By )(By - By )
Lk=1

(t; = ti-) (g — t5-1)

>

(ty — tZ—l)Q < Tml?X [ty —thq| — 0.
k=1

]

Para definir rough path, utilizaremos a abordagem feita em Baudoin [1], pagina 238

e Friz & Hairer [3], pagina 16.

Definicao 5.1. Sejap > 1 e x € CP™ ([O,T],Rd). Dizemos que x é um p-rough path
(geométrico) se existe uma sequéncia z,, € C** ([0, T],R?), com x,, — = na norma de

p-variagao, e tal que, para cada € > 0, existe N > 0 tal que

p]
Z /dxff)j — /dx%j
j=1

para m,n > N. O espago dos p-rough paths serd denotado por QP([0,77], R?).

<e
var,[0,T

1/j
p_
J

Com isso em maos, podemos agora passar ao teorema principal do texto.

Considere o intervalo [0,7] e uma sequéncia D,, de subdivisoes de [0,7] tal que
Dy C D, e ||D,]] — 0 quando n — co. Um exemplo seria uma sequéncia de subdivi-
soes por numeros diddicos. A familia F,, = o(By,t € D,,) é uma filtracdo. Denotemos
por B™ um processo ponto-a-ponto linear obtido de B por interpolagao ao longo das

subdivisoes D). Isto &, para t} <t <1} |,

th o —t t—t"
Bf = 5By + ———— B .
ti+1 - ti ti-i—l - ti

Teorema 5.2. Quando n — 0o, quase certamente

1/2
— 0. (5.10)

18" = Bllpvaro.7) + H / dB"®? — / o dB®”

£-var,[0,T]
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Particularmente, os caminhos do movimento browniano sao, quase certamente, p-rough

paths para 2 < p < 3.

Demonstracao. Pela Propriedade de Markov do movimento browniano, temos para ¢ <

t< t?—&-b
E(Bt | .Fn) - ]E(Bt | Bt?a Bt?+l)' (511)
Além disso,
E(B, | By, B )_M _,_i — B» (5.12)
B T |

Logo, por (5-11) e (512).
E(B; | Fn) = By

Segue imediatamente que B — B;, quando n — co. Da mesma forma, para ¢ # j,

t t
]E( / B;‘ngyfn) = / B™dB™. (5.13)
0 0

De fato, para 0 <t < T e £ > 0 pequeno, temos pela independéncia de B e B/ que
E(B}(Bl;. — B])| Fu) = E(B} | F)E(Bly. — B | Fu) = B (Bi:L — B).

Assim, (5.13)) segue do fato de que a integral de It6 é limite, em L?, de somas de Riemann.
Segue entao, quase certamente,

t t
lim [ B™dB™ = / BldB!.
0

n—o0 0

Novamente pela independéncia de B’ e B?; a covaria¢ao quadratica (B*, B?); é zero, pelo

Lema 5.1} Como consequéncia, as integrais de It6 e Stratonovitch coincidem:

t t
/ BldB! = / oB'dB!.
0 0

Para i = j, temos [; o BidB! = (B})?. Desta forma, afirmamos que

t t
lim (Bf, / Bg®ng> - (Bt, / Bs®ost). (5.14)

quase certamente.
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Para provar a convergéncia desejada nas normas de variacao, precisamos de uma
estimativa de Holder.
Pela Proposicao , sabemos que existe uma variavel aleatoria finita K; (que per-

tence & L™ para todo m > 1) tal que para todo i # 5,0 < s <t <T,

t
/ (B! — BY)o dBJ| < K|t — s|*/P.

Como
B ([ panz) = [ - mds,
deduzimos que

t
/ (B — BY)ABM| < Kot — s,

onde K, é uma variavel aleatoria finita que pertence a L™ para todo m > 1. Similar-

mente,
1Bf = BY|| < Kyt — s['/7.

Combinando a convergéncia ponto-a-ponto com estas estimativas Holder uniformes, te-

mos o resultado desejado.
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