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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema
—Au+V(z)u = f(u), ue Hy(Q),

em que N > 2, RM\Q é limitado e assumindo algumas condicdes para V e f, mostra-
mos que este problema possui uma solucao fraca positiva. A existéncia dessa solucao
foi garantida em um dominio exterior através de algumas técnicas variacionais, técnicas
de compacidade, um argumento topologico e uma fungao baricentro.

Palavras-chave: Variedade de Nehari, Dominio Exterior, Sequéncia de Palais -
Smale, Baricentro.



Abstract

In this work we study the problem
—Au+V(z)u = f(u), ue Hy(Q),

where N > 2, RV\Q is limited and assuming some conditions for V and f, we show
that this problem has a positive weak solution. The existence of this solution was
guaranteed in an external domain through some variational techniques, compactness
techniques, a topological argument and a baricenter function.

Keywords: Nehari Manifold, Exterior Domain, Palais - Smale Sequence, Bari-
center.
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Convergéncia fraca;
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Gradiente de u;

Laplaciano de u;

Fecho de X;

Fecho de X é compacto
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Distancia de u ao conjunto X;

Expoente conjugado de p;
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Suporte da fungao f;
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— inf T
cv = inf v(u)

Coo = ug/l\;oo Io(u)

ut(z) = max{u(x),0};

u” (z) = max{—u(x),0}.

Derivada fraca com multi-indice;

Expoente critico de Sobolev;
Espaco de Sobolev W12(RV);
Espaco de Sobolev Wol’z(Q);
Espaco dual de H!(RY);
Norma usual de LP(Q);

Norma usual de L*(2);
Norma usual do espaco H'(RN);
Norma alternativa do espaco H'(£2);

Norma alternativa do espago H'(RY);
Variedade de Nehari em H{(2)\{0};
Variedade de Nehari em H'(RV)\{0};

Infimo de Iy em Ny;

Infimo de I, em Nio;
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Introducao

Neste trabalho faremos um estudo baseado no artigo de Khatib e Maia [18], que sob
certas condigdes garante a existéncia de uma solugao fraca positiva u € Hg () para o problema

(Py) —Au+V(z)u= f(u), ue H}(Q)

em que N > 2, R¥\Q ¢ um dominio regular, limitado e ndo ha restricbes quanto ao seu
tamanho, nem qualquer suposi¢do de simetria. O termo ndo linear f é uma funcdo ndo
homogénea, assintoticamente linear ou superlinear no infinito. Além disso, o potencial V' é
uma funcao positiva ndo necessariamente simétrica.

Trabalharemos com o problema na sua forma variacional, isto é, estudamos o funcional
Iy associado ao problema (Py), definido por

Iy (u) = ;/Q (IVul? + V(z)u?) do — /QF(u)dJ:, u € H}(Q).

Nosso objetivo é encontrar uma soluc¢do fraca para o problema (Py) a qual serd um
ponto critico nao trivial para o funcional Iy,. Usaremos uma abordagem desenvolvida por
Evéquoz e Weth [16], Clapp e Maia [13] e Maia e Pellacci [21], em que é encontrada uma
solugao positiva, ampliando os resultados de existéncia obtidos nos célebres artigos de Benci e
Cerami [12]| e Bahri e Lions [3], para nao linearidades ndo homogéneas em geral, superlineares
ou assintoticamente lineares na infinito em um dominio exterior.

Neste trabalho, a existéncia de uma solug¢ao u para o problema (Py) serd garantida de
dois modos: quando ¢y que é o nivel minimo de energia do funcional Iy for atingido e quando
nao for atingido. No primeiro caso, a solu¢ao u sera garantida na Variedade de Nehari Ny e
no segundo caso, a solugdo u sera garantida em HJ(Q) com Iy (u) € (v, 2cy).

O interesse em estudar o problema (Py) surgiu devido o desafio em desenvolver argu-
mentos convenientes num dominio ilimitado como resolver a falta de compacidade no dominio
exterior. O trabalho pioneiro sobre problemas assintoticamente lineares foi feito por Stuart
e Zhou [24] que assumiram a condi¢do de simetria radial que reduz a dificuldade de mostrar
compacidade uma vez que o problema fica definido em R.

Clapp e Maia [13], trabalharam com o problema (Py) sendo f assintoticamente linear
no infinito. Elas mostraram a existéncia de uma solucdo ground states em que o nivel minimo
de energia ndo ¢ atingido e consideraram f € C3. Trabalharemos com o mesmo problema
(Py ), porém definido em um dominio exterior e considerando menos regularidade para f.

O problema

(Pso) —Au+ Voou = f(u), ue HY(RY)

é o caso autonomo do problema (Py), quando V(x) = V € uma constante positiva. Esse
problema foi resolvido por Berestycki e Lions [8] com solugao radial, simétrica e positiva.
Nossa principal contribuigao neste trabalho é estender o resultado de Bahri e Lions [3]
para f nao homogéneo, sem suposicao de simetria em V ou em €. Observe que aqui {2 é um
conjunto geral aberto em R com complemento limitado que pode incluir varios buracos em
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uma bola ou apenas um conjunto de pontos {0}. Além disso, permitimos a nao linearidade f
seja uma funcido em C*, melhorando as hip6teses em [13] e [21] onde foi considerado em C3
por razoes técnicas (ver Lema 3.3 em [13]).

Para resolver o problema (Py ), esta dissertagdo esta estruturada da seguinte forma:

No Capitulo 1 estudamos a solugdo do problema limite (P,,) para apresentarmos al-
gumas técnicas em dominios exteriores, tais como: estimativa de decaimento exponencial e
também a projecdo sobre a Variedade de Nehari.

No Capitulo 2 resolvemos a falta de compacidade do nosso dominio exterior através
da sequéncia de Palais - Smale para o funcional [y, juntamente com o Lema de Splitting no
intervalo (cso,2¢x), €M que Coo € 0 nivel minimo de energia.

No Capitulo 3 consideramos um argumento topolégico e uma aplicacdo baricentro para
mostrarmos o resultado principal desta dissertacao.

No Apéndice fizemos um estudo dos resultados auxiliares de Analise Funcional, Espaco
de Sobolev e Métodos Variacionais.



Capitulo 1

Problema limite assintoticamente
linear ou superlinear

Vamos considerar o problema
—Au+V(z)u= f(u), uec H}Q)

onde N > 2, Q ¢ um aberto e RV\Q C By (0) ¢ uma bola de raio k centrada na origem de
RN, RV\Q ¢ limitado, u € HE(Q) e V é um potencial satisfazendo as seguintes condigdes:

(V1) Vel%Q),inf V(z)>0 e lim V(z)=Vy;
€N |z| =400
(V2) V(z) < Ve +Ce M onde C >0 e > 2{/Vx.

As condigdes que vamos considerar para a ndo linearidade f sdo:

(f1) f € CH([0,00));

(f2) Existem C' > 0,1 < p; < ps tais que p1,ps <2 —1 e

|fB ()] < C(|s]PrF + |s[P2F)
para k € {0,1} e s > 0;

(f3) 51520@ >m > Voo;
(£ Se F(s) = [ 1)t e Q)= ()5~ F(o)
entao slirglo Q(s) = +o0;

s

(fs) A fungao < f'(s) para s > 0;

s
A ultima condigdo que consideramos para resolver o problema (Py) é:

(U) O problema limite (Ps) possui tnica solugdo, radial e positiva

14
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/

Observacao 1. Note que Q(s) := 3f(s)s — F(s) > 0,¥s > 0, pois por (fs), (fgs)) =
w > 0. Portanto,

fs)s—28(s) = [ 1wy~ 270
0
= [ o -2sw
_ /Os[f’(t)t — F(0)dt > 0.
Observacgao 2. Note que f(s) > 0, para s > 0. De fato, por (f2), temos 0 = f(0) = f/(0).

Por outro lado,
7(0) = tim LSO _yp S

s—0 s—0 s—0 S

E por (fs), f(s)/s > 0. Assim, podemos escrever f(s) = G ) para todo s > 0.

S
A seguir, apresentaremos dois exemplos que garantem que as condigoes estabelecidas

para o problema (Py) nao sao vazias.

Exemplo 1.1. Considere o modelo superlinear f(s) = sP,p € (1,2* —1).
Afirmamos que f satisfaz as hipdteses (f1) a (fs).

De fato, sendo f uma fungdo polinomial, entio f € C1([0,0)).

Como p € (1,2 — 1), para k =0, tome p1 =p e py = 2*_%, assim

[f(s)] < C(Is[” +[s]*2).
Analogamente, para k =1

1) = |psP~ Y < plslPt + st < (st o s .

Note que
sPHlp — gptl
Qls) = —F———
2(p+1)
implica que
—1)sPT!
lim u = +o00.
$—00 2(p + 1)

Como £ = op—1 ¢ f'(s) = psP~!, entio @ < f'(s) para s > 0.

S

Exemplo 1.2. Vejamos que o modelo f(s) = ﬁ%, b € (0,Vgh) assintoticamente linear
satisfaz as condigoes (f1) a (fs).

Observe que f ¢ o quociente de funcdes polinomiais, entio f € C1([0,00)).
Para k =0, temos dois casos a considerar.

Se s > 1, entdo

i i ! p1 p2
|f(s)] = 11052 S < 5!8! < C(|sPr + |s[P?).
Se s <1 e tomando p; € (1, min{2* —1,2}), obtemos
83 33 3
O = ] < [ = o7 < I < s 152,

Quando k =1 e assumindo que s > 1, temos

$2b+3
52

stb + 3s?
4

stb + 352

‘f/(s)’: (1—|—b82)2

<

‘ <|b+3| <C(ls|Pr + |s|P2h).
S
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Da mesma forma, se s <1,

4 2
5%b+ 3s
) = e
(1 +bs?)
B s2 (s?b+3)
(14 bs?) (1 + bs?)
L (43)
= |—(s
(1+0bs?)
2
< |=—(b+3
- (1+b32)( + )‘
2
s
< Cl——
- ' (1+bs?)
_ 83 1
N (14+bs?) s
1
< ]3]
s
1
< CO(lsl +1s17) |-
= C(s + s
Note que
f(s) 5” . s 1
S 1+ bs? s%HJPOOI-i-bSQ b_m> >
e
54 s t3 54 s t3
= — dt = lim ——— — [ ——=dt =
Q) = 3 o9) /0 1+ bt s+o0 2(1 + bs?) /O o™=t
. : 2_ 2.2
i que J§ el = Bt
FE portanto, @ > f'(s) para s > 0, pois
52 B sth+3s%2  $%(1+bs?) — st + 357
1+bs2  (1+0bs2)2 (1 + bs?)?
B 52 4 bs* — bs 4 352
N (1 + bs?)?
452
= ———5>0.
(1+bs?)?
Observagao 3. O problema (Pa) tem tnica solug¢io se assumirmos que:
(U") P(s) = ;}{%ﬁ ¢ decrescente em s € (T,+00), em que T € o tinico nimero positivo tal
que @ =V
De fato, seja g(u) = —Voou + f(u) com u € HY(RY), temos

i) g é continua em (0,00);
i) g(u) <0 para u < T, pois

flw) _ f(7) f(w)

< == — Voo < 0;
u

iii) g(u) > 0 para u > T, pois

W) S0 S
u T u
iv) g€ CY(r,00), com 1(s) = # = jﬁ%&g é decrescente em (T,00).

Pelo Teorema D.1 de Serrin e Tang [23], o problema (Ps) possui unica solugdo radial.
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1.1 Formulagao fraca do problema (Py)

Considere a sequéncia (vgy) C C$°(9) tal que v, — v em H ().
Entao,
—Auvy, + V(2)uv, =

/ Auvkd:c+/V uvkdm—/f Jugdx.

Pela formula de Green, obtemos

(1.1) / Vu - Vugdz —|—/ V(z)uvgdxr = / f(u)vgdz.
Q Q Q

Agora observe que para k — 0o, temos

— 0.

/ Vu - Vudx — / Vu - Vudz
Q Q

Com efeito, segue da Desigualdade de Hélder que

/ Vu - Vurdr — / Vu - Vvdzx
Q Q

< / |Vu - Vo, — Vu - Vo|dzx
Q

= / |Vu(Vo, — Vu)|dx
Q

< Vullzl[Vog = Volfa.

Por outro lado, | [, V(z)uvgdz — [, V(z)uvdz| — 0 quando k — oo, pois usando novamente
a Desigualdade de Hélder, resulta que

/ V(z)uvpdr — / V(z)uvdz| < / |V (z)u(vg — v)|dx
Q Q
< [V(@)ullzllox = vll2-
Além disso, | [, f(u)updz — [, f(u)vdz| — 0 quando k — co. Segue novamente da Desigual-

dade de Hélder que

u)ukdx—/ﬂf(u)vda: < /|f(u)ukda:—/f(u)v\dx
< /\f (ugp — v)|dz
< [lf@)llz2lfur = vll2.

Fazendo k — oo na equagao (1.1), obtemos

/QVu-Vvdm—l—/QV(x)uvdx:/Qf(u)vdx.

Com as hipoteses estabelecidas para o problema ( Py ), apresentaremos o resultado prin-
cipal desta dissertacao que consiste em mostrar a existéncia de uma solucdo fraca positiva
para o problema (Py) em um dominio exterior.

Teorema 1.1. Sob as suposi¢oes (V1) a (Va), (f1) a (f5) e (U), o problema (Py) tem uma
solugio positiva u em Hg(Q).
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1.2 Abordagem variacional e estimativa de decaimento
exponencial

Note que pela Observagio 2, f(s) > 0 para s > 0 e vamos definir a extensdo f(s) :=
—f(—s) para s < 0 que é uma funcdo impar e suave. Se u € H&(Q) é uma solugao positiva
para o problema (Py) com a f estendida, entdo u serd uma soluc¢do positiva do problema com
a f original.

A constante C representara as varias constantes que aparecerfo nas estimativas.
Usaremos a seguinte notacao

<u,v>q= / (Vu - Vo + V(z)uv)dz, |ul|d = /(Vu|2 + V(x)u?)dz.
Q Q

Nossa suposigao sobre V implica que ||-||q é uma norma em H&(Q) que é equivalente a padrao.
Escrevamos

<u,v >= / (Vu - Vv + Veuv)dz, |ul|? = / (|IVul? + Voou?)da
RN RN

e nossa suposicdo em V,, implica que || - || ¢ uma norma em H'(RY) que é equivalente a
norma padrdo. Se u € H}(Q) podemos definir u = 0 em RV\Q, de fato H}(Q) ¢ HY(RY)
veja Breziz [10]. Uma solucao fraca do problema (Py) ¢ um ponto critico do funcional

1
Foto) = gl = [ Pz, we (@)
Pelo item (i7) da Observacao 14 e pelo Lema (A.4), obtemos

(1.2) Totw) = Fptw)u = ully = [ flujuda,
Assim, definamos a Variedade de Nehari

Ny = {u € Hy(@)\{0} : Jy(u) = 0},
e o nivel de energia minimo associado ao funcional Iy é dado por

cy = inf Iy (u).
v UENV V( )
Seja ¢ um funcional de classe C? em H&(Q) e definamos restri¢ao natural para o fun-
cional ¢.

Definigao 1.1. Uma restri¢do natural para o funcional ¢ é uma Variedade M C H} () com
a propriedade de que todo ponto critico de ¢ restrito a M é um ponto critico de H&(Q)

Essa definicdo serd de grande utilidade, pois posteriormente mostraremos que a Varie-
dade de Nehari é uma uma restrigdo natural.
Denotamos da mesma maneira I, Joo, Noo € Coo para a defini¢do com a constante Vo, no
lugar de V(z). Agora, apresentaremos uma das desigualdades mais utilizadas nessa disser-
tagdo que consiste em controlar a solugdo do problema (P ) e a sua derivada de primeira
ordem. Seja w uma solugao unica de (Pa) e por Berestychi e Lions [8], essa solucdo é radial
e positiva. Afirmamos que para todo x € RY, a seguinte desigualdade é verdadeira

(1.3)  C+a)) "7 eVl < [ID®w(z)| < O +|z)~ 2 e VVlel Kk =0,1.
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De fato, considere R suficientemente grande, entao para |x| > R, a Proposi¢ao D.1 de Gidas,
Ni e Nirenberg [17] com k£ = 0,1 e o Teorema D.2 de Berestycki e Lions [8], garantem que

ID®w(w)| < Be™VVlel (14 [2]) =75 2] = o0,

e*vvook”‘ ~ , . . ~
Por outro lado, observe que -“——x— é continua e positiva. Assim, para |z| < R, a fungéo

(I+lzh "2
e*vvoo|“7‘
—£——%— atinge o seu maximo e o seu minimo. Logo,
(L+al) "7

67\/ VOO|1|
C<——F5+<
(1+fzf) 2

Ademais, w(x) é de classe C? e positiva. Logo,
CeVVlel(1 4 |2))~ "2 < DWyw(z) < Ce VVlal(1 4 |z])~ "=

A partir de agora daremos inicio as construgoes das propriedades para resolvermos o problema
(Py). No Lema 1.1, estudaremos algumas caracterizacoes da Variedade de Nehari.

Lema 1.1. (a) Eziste p > 0 tal que ||ullq > p para todo u € Ny;

(b) Ny € uma subvariedade C' fechada em H}(S);

(c) Se uw € Ny, a fungdo t — Iy (tu) € estritamente crescente em (0, 1] e estritamente decres-
cente em (1,00). Em particular,

Iy(u) = max Iy (tu) > 0.

Demonstragio. (a) Por (1.2), temos que para todo u € HJ ()

2 J—
Jul3 /Q f(u)ude
> Jul - /Q \f (w)ulda

Jul3 - /Q CulPt + [uf?)uds.

Jv(u)

V

(1.4)

v

Como 2 <p;+1<py+1,existet € (0,1) tal que p1 +1 =2t + (1 —¢t)(p2 + 1). Assim, para

p= %, q= %_t, usando a Desigualdade de Holder

/|up1+1dx — /’u‘QtM(lt)szdx
Q Q
1 1
([aurryas)” ([ quo-oryas)”
—t
(/ |u dm) </ u|p2+1d:13>

(1—t)(p2+1)
p2+1 :

IN

= [ull3lull;

Usando a imersdo continua H'(RY) < LI(RY) para 2 < ¢ < 2* e a Desigualdade de Young
ab < ap + 1bq = ta'/t + (1 — )b/ (=1 temos

/ |u[Pr Tt da
Q

HuH LO|ul)G P2

IN

& () + (1= )(Cllu§ )=

IN



(1.5)
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t —
= Zllullh+ (1= O .

E novamente pela imersao de Sobolev

(1.6)

Logo, aplicando (1.5),

Jy (u)

v

v

v

/RN ulP> e = JJulP21) < Cfluf%H
(1.6) e (1.4) obtemos
Jull— [ €Ol +
July, — C [é\ung + (1= )Y A=Y |y 22t — c\ungﬁl]

w%—ﬂw%—cﬁu—ncwkﬂ+mwﬁ“}
ulld — tlu|? — Ol
1 —t)[ul|d - CflulP2".

Se u € Ny, entao Jy (u) = 0. Assim,

0> (1—t)|lullg —

Como po > 1 temos

1

Logo, p = (%)Prl.

+1
Callully

+1 +1
Cllull™ = Cllullg™ = A = t)|ully, = al
Q

> (1-—1t).

1

fullo > (S52) ™

(b) Como Jy (u) é continua e

JyH(0) = {u € Hy(@)\{0}; Jv(u) = 0} = Ay,

entdo Ny é fechado em H}(Q). Além disso, derivando o funcional Jy em u e aplicando em

v e HE Q)

Se v = u, entao

Jy(u)u =2 < u,u >q —/

Note que [[ul|g = [q f(

Jy(u)o =2 < u,v>q — / [f' (w)u+ f(u)]vdz.

Q

[fwm+fwmm%=ww%—éwmmﬁ+ﬂmmm

Q

w)udz, pois u € Ny e pela propriedade (f5), concluimos

2 / F(w)udz — / F(uyulds — /Q F(w)uds
/ f(u)udz — / f(uw)u’dz

- / f(u) — f(wyuluds < 0
Q

para todo u € Ny. Sendo J{,(u)u < 0, temos que 0 é valor regular de Jy : H} () — R e
Jy € C1, entdo pelo Teorema D.3 de Biliotti [9], temos que Ay é uma subvariedade de classe
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C' em H}(Q).
(c) Sejam u € Ny, Q1 :={z € Q;u(z) > 0} e Q™ := {z € Q;u(z) < 0}. Entao,

%I(tU) = Z{HMQH% —/QF(tu)dw}

= thull— [ f(ewude

=t /Q flu)udz — /Q f(tu)udz
= t/Q [f(u)—f(iu)] udx
= t/ [f(u)—ffttu)]qum

fw)

Pela propriedade (f5), temos que é estritamente crescente em u € (0,00) e estritamente
decrescente em u € (—00,0).

De fato, podemos notar que se u > 0, entdo f'(u)u — f(u) >0 e

(ﬂ@)ﬁ_ﬁmm—fW> 0
= 3 > 0.
u u
Logo, @ é crescente. E se u < 0, entdo @ é decrescente. Com efeito, como f é impar,
entdo a sua derivada é par. Considere v = —u > 0, temos
F\" _ fo)(=o) = f(-v) 1
U —v —v
_ f@)() i) 1
v —v
!/
— 1
_ SO -ie) 1,
v —v
Logo, @ é decrescente quando u < 0. Por outro lado,

u u?

<ﬂm>g:fmm—fmx

Portanto, f/(u)u — f(u) < 0 se u < 0.
Dessa forma, se t € (0,1) e u € (0,00), entdo tu < u. Logo
%Iv(tu) >0. Sete(0,1) eu € (—00,0) temos u < tu < 0. Assim,

fltu) _ f(u)

< —=,
tu U

f(tu) fu) - :
v < —, implica que

Logo, 41y (tu) > 0.
Agora, se t € (1,400) e u € (—00,0) obtemos u > tu. Pela condi¢do (f5) concluimos que
fltw) %u) Portanto, &Iy (tu) < 0. Da mesma forma, se t € (1,+00) e u € (0,+00) temos

tu
SQu) o fw)

S > T isto e, %Iv(tu) < 0. Além disso, observe que para todo u € Ny, vale

Iy (1lu) = Iy (u) = r?agdv(tu) > 0.
>
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O préximo lema nos permite levar uma funcdo nio linear em C? para uma funcio nio
linear em C!, que melhorou as hipéteses em Clapp e Maia [13] e Coffmam e Marcus [14] que
estava considerada em C3.

Lema 1.2. Para todo 0 <v <p1 —1 e p >0, existe C, > 0 tal que se 0 < u,v < p, entdo
F(u+v) — F(u) — F(v) — f(u)v — f(v)u > —Cp(uv) 2.

Demonstra¢ao. Se u =0 ou v = 0 a desigualdade é trivial. De fato, suponhamos que u = 0,
temos

F(v) = F(0) = F(v) = f(0)u — f(0)0 > =C,(0)'*3.
Por (f2), temos f(0) =0, logo C,(0) > 0. Além disso, por (f5), f é crescente, entdo

u+v

/ " fw)dw > [t = fe.

u

Asgsim,
u+v
Fu+v) — F(u) :/ fw)dw > f(u)v.
u
Segue da Observacao 2, que para todo 0 < v < p; — 1, temos

()

‘8‘510 BEZ =0, entdo f(s) = o(|s|'™), quando |s| — 0.

Defina

Agora para 0 < v < u < p,

Flut+v) = F(u) — F(v) = f(u)v—fo)uz—-F(v) - f(v)u

r ,U2+1/ B Ly
= - + Cy(uv) ™2
_2 +v U1+%ul+% U1+%u% p( )

- -[55 (O)" + ()| Gtwrt.

124+ v

Note que (%)% <le (%)H% < 1. Logo,

Fluto) = F) = Fo) = fw =Sz - |5 (5) 75+ (1)) Gyt

> - <;’> G (uv) 5.
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Lema 1.3. Se ps > p1 >0, existe C >0 tal que ¥V 1,20 € RN,

/ e tile—a1| g—palr—z2| 1, < C1o—p1lT1—T2|
RN

Se po > p1 >0 e pz > g >0, existe C > 0 tal que para todo x1,xo, x5 € RY,

/ e tle—a1] g—pole—a| o—pslr—z3] g, < o~ (1 —22|+|z2—23|+|ws—21])
RN

Demonstracdo. Inicialmente observe que

palry — x| + (p2 — p1)|r — 22| < pa(le — 21| + |2 — 22) + (H2 — 1) |2 — 22
= | — 21| + polr — 2al.

Assim, podemos escrever
—prley — x| = (p2 — p)|w — @2 2 —pu |z — 21| — pofw — waf.
Desse modo, temos

/ e Hle—z gmpale—za| g < / e~ tilri—wa| = (pe—p)lz—x2] 7.
RN RN

= e*’“'zl*“'—l dx
RN elp2—p1)|z—m2|

/ e mle=22l gy
RN

_ el

IA

De forma similar obtemos a segunda igualdade, isto é,

(1.7) palry — wo| + (p2 — )| — z2| <l — 21| + po|r — 22|,
(1.8) pilwe — wsl + (us — pa)| — x3| < polw — 2| + psle — a3,
(1.9) palrs — xi| 4 (u3 — p)|o — 3] < pa|o — 21| + pslr — x3).

Somando as desigualdades (1.7), (1.8) e (1.9), resulta que

pa(|z1 — @a| + w2 — 3] + |23 — 21|) + (H2 — 1) |7 — 22| + (3 — p11) |7 — 23|+
+(pz — p1)|w — 3] < 2|z — 21| + 22| — 22| + 2137 — 23]

Asgsim,

—_

1
—Eh(ay = @l + s — |+ [es — 21]) = S (2 — )l — @] + (s — o) — 3] +

[\

+(pz — pa)|r — z3]] = —pa|r — 21| — palr — 22| — pslr — 23],

Com isso,

e tile—a1| g—palr—z2|  —pslr—as] 7. < e 5 (w1 —w2|+lwe—zsl+lzs—21]) 0 7
RN RN

— (e T (zi—aa|t|za—ws|+lzs—z1])
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O objetivo do Lema 1.4 é estudar o comportamento de uma funcao especifica e mostrar
que ela é negativa. Essa fungao terd grande utilidade quando demonstrarmos a projecao sobre
Nehari. De inicio, considere A € (0, 1], r € (0,00) e defina ¢ : [0,1] x (0,00) — R pondo

32 2 flraw) o
d(A, )= A (||w” /RN R w dx) .

Para que ¢ esteja bem definida em A = 0, considere ¢(0,7) = 0. Como a norma é uma fungao
continua e pelo Lema A .4, concluimos que ¢(\,r) é continua. Note que por (f5), podemos
concluir que ¢(A,r) é decrescente com respeito a r. De fato,

p(A\, 1) = N2 (/RN f(w)wdx — /RN Ww%x)
S

o[ (KoY,

Assim, quando r — oo, temos ¢(A,r) < 0.

Para mostrarmos o decrescimento de ¢(\, ) com respeito a A, seja rA > 1. Usando novamente

a propriedade (f5), temos que f é crescente, entao % > % Logo

f(rdw) f(w)
ol = [ 20 < g - wide = u]? ~ fu]? = 0.

Portanto, ¢(\,r) ¢ decrescente com respeito a A. Feito isso, mostraremos o proximo lema.
Lema 1.4. Existem Sy < 0 e Ty > 0 tais que
¢(}\,T)+(ﬁ(1—)\,7")§50<0, VTZTO7)‘€[071]'

Demonstrag¢ao. Como a funcao ¢(\,r) é continua, entdo existe uma constante A tal que para
todo r € (0,00) e A € [0, 1], obtemos

AN, 7) < A%|wl|? := AN2.

Observe que w é solugdo do problema (Ps), entdo [|w|? = [pn f(w)wdz.
Desse modo,

b\, 1) = A2 < | J(w)wds f(M“’)w?d:z> = A2 URN (f(“’) - fm“”) w2dx] .

RN TAwW w rAW

Agora analisaremos o comportamento da ¢.

o , . f(raw)
Inicialmente para o caso superlinear, temos que lim
r—00 AW

resulta que f é nao-decrescente, entdo usando o Teorema da Convergéncia Mondtona obtemos

(110)  lim ¢(A,7) = A? lim URN <f(w) - f(m”)) dex] =00 A€ (0]

r—00 w r)\w

= oo e da propriedade (f5),

ese A=1, lim ¢(1,7) = —oc.
T—00

L : . AW )
Para o caso assintoticamente linear, temos lim L) = a e usando (f5), concluimos que f

r—oo AW
é nao-decrescente. Segue do Teorema da Convergéncia Mondtona que

lim ¢(\,r) = A% lim [/RN (f(w) - f(M“’)> w2d:z]

r—00 r—00 w rAw

A [/RN (f(w)—a> w2dm] == —BX\ <0, VA€ (0,1].

w
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Devido a simetria com respeito a A, consideraremos \ € [0, %] Escolha )y € (0, %) tal que
ANE < B(1— )2
B

De fato, como 0 < Ay < %, entdo (1 — X\g)? > %. Assim, para A\g < 4/ g1, obtemos
B B 1/(B B
A 2 A—=—=-| — 1— 27.
M <ATH T3 4<2><( M)
Por continuidade de ¢, existe 79 € (0,00) tal que

B

(;5(1 - )\0,7’0) = —5(1 - )\0)2.

Entao, para todo A € [0, Ag] e todo r > max{rp, 2}, temos (1 —A) > 1e

BOLT) + 91— A7) < AN+ 91~ Xo, 1) = AN — £ (1 o) <0,

Por outro lado, se A € [Ag, 3], fixando ry > /\io para todo r > ri, temos que 7(1 — A) > 7\ >
rAg > r1Ag > 1.
Portanto,

AN 1)+ d(1 = A7) < (Ao, ) + (1 — Ao,7) <0, VA€ P\oé] er>rp.

Seja Ty := max{ro,r1} e Sp := )\m[%ﬁ] d(N, To) + ¢(1 — X\, Tp) < 0. Concluimos que
€10,

dA, 1)+ (1 —=A1) <o\, Tp) + o(1 — N\, Tp) < Sp, Vr>Tpee0,1].
O

A ideia dos proximos resultados é apresentar algumas caracterizagoes de w que é uma
solucao radial positiva de (Py). Para isso, trabalharemos com cépias da solugao do problema
(Ps) transladadas. Seja yo € RY com |yo| = 1 e Ba(yo) := {x € RY : |z —yo| < 2} e
escrevemos para cada y € 9Ba(yp),

wit := w(z — Ryo), wf =w(r — Ry), R>0.

Lema 1.5. Se ¢ >0 e R > 0 sao suficientemente grandes, entio
a)

/ lwit|%dz < CR™1z ¢ VVeR ¢ / |wf\qu <COR 77 ¢ 1VV=R,
B2 (0) Bak (0)

b)

/ \Vwlt|?dx < CR™1"7 ¢ VV=R ¢ / \wa\qu < CR "7 ¢~ VVk
Ba (0) B2k (0)

Demonstra¢ao. Para provarmos o item a) consideremos 2K < 1/2R, temos
1 1
(1.11) iR =R-— §R < |Ryo| — |z| < |r — Ryo| < 1+ |z — Ryo|, Vx € Bag(0).

Combinando as desigualdades (1.3) e (1.11), temos

[ ufide = [ e - Ryl
By (0) Bak (0)
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C [(1+ |z — Ryo|) ™"z e VVeclo—Ruoljagy,
By (0)

Como R/2 <1+ |z — Ryo|, V x € Bag(0), entdo

/ lwlt|%dz < C R1"5 e aVVeclz—Ruol gy
Bak (0) Bk (0)

Note que
[Ryol — lal < |~ Ryol = ~(1Ryol ~ lel) > Iz ~ Ruol.
Assim,
/ lwl|%de < CR % o1V Voo (Rlyol=lzol) 7
B (0) Bz (0)
< CR "7 o~ 0V Voo (R—|x0l) g,
Bak (0)
— R % o~V Voo R ,a/ Voo ol g,
Bz (0)
_ CR—qN;le—q\/@R/ o1V Voolzol g,
B (0)
< CR 77 e VVxR,

Para provarmos a segunda desigualdade, seja 2K < 1/2R, tal que
1 1
(1.12) §R =R— §R <|Ry| —|z| < |r—Ry| <1+ |x— Ry|, V& By(0).

Segue das desigualdades (1.3) e (1.12) que

/ \wflqda? = / |w(x — Ry)|?dx
Bar (0) B2k (0)

< C (14 |z — Ry[)*¥e*M|“*Ry‘]qdm.
Bsk (0)

Fazendo célculos anédlogos aos da primeira desigualdade, concluimos que
N-—1
/ ]w5|qd:): <CR 777 ¢ WVl
Bsk(0)

Provaremos o item b).
Usando a desigualdade (1.3), obtemos

/ \Vwl|idz = / |Vw(z — Ryo)|%dx
Bak (0) B2k (0)

C (1+|x— Ryg|)_q%e_q‘/@‘x_Ryo|daz.
B (0)

IN

Pelo item a), temos
/ \Vwi|9dz < CR 17 ¢~aVVaoR,
By (0)
A prova da segunda desigualdade segue de forma analoga.

Lema 1.6. Sejam p > q > 1, entdo

[ lrwirae < cres e [ il < Rt e m s,
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Demonstra¢io. Note que

(113) se |r| > R, entdo R < |z|+1,Vz € RN
' se |z| < R, entdo 2R — R < |R(y —yo)| — |z| <1+ |z — R(y — vo)|,¥V = € RY.

Fazendo novamente uma mudanca de variavel e aplicando a desigualdade (1.3), obtemos

| twflyds = [t = Ru)(w(s = Ry))Pdo

RN

(w(z = Ryo + Ryo))*(w(z — Ry + Ryo))"dx

(w(z))*(w(z — R(y — o)) dx

(14 |~ e VV=ll(1 1 | — Ry — yo)|) P T e PV Vlo—RG—w0)l gy

Il
T~

zZ

(1+ ]m\)ﬂJ%e*q\/ﬁ\xI(l +|z— Ry — yo)\)*p¥efp\/@|1*3(y*yo)\dx
x(0)

+ / (14 |z)) 0 T eV l2l(1 4 |z — R(y — yo)|) P 7 e PYVecle=Ry=v0)l gy
Bk (0)

I
S

Usando a desigualdade (1.13) e
1 N-—-1

(14]z) 9" <tle(+]e—Ry—y)) = <1,

resulta que

w9 (wEYPde < e~ VVelel(1 1 g — R(y — yo)|) P 7 e PV Vecle—Ry=w0)l g
0 Y
RN

Bk (0)
+ / (14 |z|) 177 =9V Veolalg=pVVacle—R(y=v0)l gy
% (0)

< / e—q\/@\JCIR—p%e—p\/VooIJ:—R(y—yo)ldx
Bk (0)

n / - 0VVasl] v Vacla— Ry—30)] g
B5(0)

Note que —p < —q e —|R(y — yo)| > —2R, entao

IN

/ (wé%)q(wf)pda: C(efq\/@\R(y*yo)\R*Q%) + C(efq\/KIR(y*yo)lR*q¥)
RN

N—

_ C(e—qx/KQRR—q—l)+C(e—q\/@2RR—q%)
—1

)
= (e VV2RR—atFhy,

Zl\)

_ QC(e_qngR_q

N ‘

[

A segunda desigualdade segue de forma anéloga. O

Como em Bahri e Li [2], trabalharemos com uma combinagao convexa de duas copias
de w que & solucio de (Ps), veja Clapp e Maia [13], Evéquoz e Weth [16] e Maia e Pellacci
[21]. Além disso, multiplicaremos a solugdes transladadas por uma funcio de classe C! que
permite preservar a regularidade das solucoes transladadas.
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Definicao 1.2. Considere

Z8, = ol + (1= Nwf, Xel0,1], R>0

Uﬁy = Z/}\{,yw

onde 1 € C®(RY) ¢ uma funcio cut-off crescente e radialmente simétrica dada por

0 7| < K,
YPr)=q0<yp <1 K <]|z|<2K,
1 |z| > 2K.

Note que K ¢ o raio da bola By (0) que contém RN\Q. Nds podemos considerar Uij € H'(Q)
€ Ufy é nula fora de €.

Lema 1.7. Para R > 0 suficientemente grande temos

/(V(w) — Vo) (whep)2dz < CR-(N=D=2VVeoR,

Q

/(V(ﬂﬂ) — Vi) (wlp)2de < CR-(N-D 2V VRt
Q

/(V(UC) — Va)wpuwfpde < CR-(N-De2VVeeR,
Q

Demonstra¢ao. Observe que pela condicao (V3), temos

V(z) — Ve < Ce !

e
7> 2/ Ve = % - \/LT’O > 0.
Provaremos a primeira desigualdade. Como wf := w(z — Ryp) e ¥(z) < 1,V z € , entdo
[ V@ —vawlvrar = [ (V@) = Va)wle - Ryo)iPda
< [ ie) - Ve wf e
(1.14) < /R el u(a — Ryo))Pda.

Agora aplicando a desigualdade (1.3) em (1.14),

(1.15) / (V(z) — Vo) (witep)?dx < / e M1 4 |2 — Ryo|) =NV 2VVecle— R0l g
Q

RN
Defina v = % — —V‘;‘x’ > 0, podemos reescrever a equagao (1.15) como
(1.16) / e Ml 4|z — Ryo‘)f(Nfl)efQ\/@\:pryd
RN\BUR(RZJO)

(1.17) +/ e (1 + |z — Ryo|)~ NV —De 2V Vool R0l
By r(Ryo)



Como |z — Ryo| > vR em RM\ B, r(Ryo), entdo

@ — Ryo| > vR => 1+ |z — Ryo| > vR = (1+ |z — Ryo|)~""V <

Aplicando o Lema 1.3 com puo = v > pu1 = 2/ Vi, obtemos

(1.16) < ezl p=(N=1) ,=2v/Vao|z—Ryol

‘/RN\BVR(R:‘/O)

CR—(N—1)6—2\/K|RyO|
—  OR-(N=1) ;~2v/Vac|Rl[yo|

(1.18) = CR WD 2Vl

IN

(vR)~WN-1),

29

Por outro lado, | — Ryo| > |Ryo| — |z| > R|yo| — vR = (1 — v)R para todo = € B,g(0),
fazendo uma mudanca de variavel e usando o fato que (1 + |z|)~ V=1 < 1, temos

(1.17) < / e (1 + |z — Ryo|)~(N—De2VVaclo— R0l gy
By r(Ryo)

— / e~ VP H Yol (1 4 |2 — Ryo + Ryo|) ™V —Ve2VVeclo—Ryo+Byol g,
Bl/R

_ / e~ aHRwl (1 4 )= (N=1) g=2vVaclel g
Bl/R

< / o+ Ryol g —2v/ Vool g

B Bl/R

< / VIR =2V Veolal gy

_ R / —2VVlel g
BI/R(O)

vR
= 6_7(1_”)]%/ / e_QdeSy dr
0o [JoB.(0)

= e—v(l—V)R/VR / 1 ds
0 0B,(0) 62\/K|y| v

vR [
< e VUMR / / ds, | dr
0 [/oB(0)

vR
= 6_7(1_”)}2/ wn ()N~ Ldr
0

dr

vR
— Ce—v(l—V)R/ N1,
0

R N
= _’Y(l_y)R Q
Ce [

(1.19) = CeWI-MERN,

Note que

v(l—v)sz(;M/VVi (5 + VV)R > (Voo + V/Veo) R
Asgsim,

(1.19) < Ce YWU-VIERN

=2v/VxR.
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Ce 2VVeo RpN
Ce—?mRR—(N—l)RN—IRN
Ceo2VVeo Rp—(N-1)
O

A ideia do Lema 1.8 é fazer uma aproximacao de uma func¢ao regular em H 1(RN ) por
uma fungio em HE(Q).

Lema 1.8. Se R — oo, entdo U/{?y - Zﬁy — 0 em HY(RN).

Demonstra¢do. Para R suficientemente grande, afirmamos que

(1.20) g’ = Vw72, 0 < CRTN e 2V,
(1.21) Vg — Vowd (325, 0 < CR- OV Ve 2Pk,
(1.22) wlt — wwfy‘jz(BmO)) < CR- (- 2VVR,
(1.23) IVl — Vowd (32, ) < CR™ Y Ve 2k,
Como

ZE, = i+ (1-MNwl, xe[0,1], R>0
e usando a norma de H'(RY), temos

UL, = 2351 = 128 — 23,
= [Awg'y + (1= Nwy — dwg’ — (1= Aw,|
= wffy = Mg + (1= Nwlp — (1= Nyl
IA(wgiep — wg) + (1= A (wyfp — w]]|
IA(wgep — wih) || + (1 = X)(wy'yp — w])|
A (wg's = wi) | 11 (Ba (0)
+ (= N)(whe — w1 By 0)-

Aplicando a norma do espaco L? e as desigualdades (1.20), (1.21), (1.22) e (1.23), obtemos

IN

”Uﬁy B Zﬁyn

IA

Mlwg' = i’ ? + [Vwg' — Viwg|?
1
(1= N|wy' = pwi? + [Vw) — Vyuw[]2
= Mg’ — vwliia s,y 0 + IV0 = VYUl Z2(5, 0)
(1- )\)|wg}/% - ¢w5’%2(32;{(0)) + |waf B wa:’}/%|%2(BZK(O))]
(1 - NCR (V=D 2VVacR | o p=(N=1)=2VVecR]3
o [/\[Csz(Nq)e%\/KRJF (1- /\)[CR—z(Nfl)efM@R]%
CR—(N—l)e—Z\/@R.

_l_
SIS

IN -+

+

Isso mostra que
Uf?y — Zf:y — 0 quando R — oc.
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Para completar a demonstracao vamos provar as afirmacées. Usaremos o Lema 1.5 para
obtermos (1.20), isto é,

\wé?' - ¢w§|i2(32K(o)) = [(1- ZZ))U’(I)%‘%%BM(O))

= [ - vulPds
BQK(O)

- / 11— )Pl da
BQK(O)

< / Clwl|?dx
BQK(O)

< CRi(Nil)(fiQmR-

Provaremos (1.21). Observe que 1 € C°, entdo as suas derivadas existem e sdo continuas.
Logo, existem constantes positivas, tais que

IVywl| = [(V)wi + o(Vwd)|
(Vo) wg| + [ (Vwd)]
[(V)[Jwg| + [ (Vwd))|

Clu] + C|(Vug)|

VAN VANVAN

(1.24)

em Bs(0). Com isso, temos que

Vwg = Voug[izs,.0) = / \Vwlt — Vowl|*dz
Bk (0)

< [ jivufl+ [VoufiPds
By (0)

< / 1Vwl| + Cluwl] + C|Vwlk|2dz
Bor (0

_ / (14 C) V| + Clwl|*dz
Bk (0)

_ / (14 C)2|Vuwll? + 201 + C)Ci |Vl [wl]| + C1 [wh 2)dee
Bk (0)

< C \Vwit|?de + C vagfnwgfydﬁ/ lw2d.

Bk (0) Bak (0) Bok (0)
Agora usando o Lema 1.5 e a Desigualdade de Holder
R R|2 —(N-1)_—2VVaoR R, R
’vwo wao |L2(B2K(0)) S CR e + C |V'LUO Hwo |d.’,1:'
By (0)
+ CR (D 2VVeckt
= OR W-De2VV=R | \Vwttw|de + CR~N-1)=2VVeoR
Bk (0)
< CRONDeER o[ VufiPaoi([  jufld)?)
Bak (0) B2k (0)
b OR-(ND2TR
< OR-(N TR

Lema 1.9. Para cada r > 0, Joo(rUfy) — JOO(TZ){Zy) — 0 quando R — 0.
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Demonstracao. Por definicdo de Jy

|JOO(TU)}3y)_JOO(TZ)IEy)’ = ’”TU)I\%,y

? - /R TEURIrUR, de

[ N B

IN

||rU/€y — rZ)lEyH2 + ‘/RN [f(rZﬁy)rZﬁy — f(rUﬁy)rU)Ify] dx| .

Usando o Lema 1.8, concluimos que

pois

||TU)I\%,y - TZ§y||2 = OR(1)7

R R |2
lim 17Uy — 1230,

— R R 12 _
oot 1 =0 = “TU)\,y - T'Z)\7yH = OR(l)

Assim, é suficiente mostrar que

[ 028028~ R U = [ (028 e 2~ 2 25 e = on(),

B2 (0)

Observe que,

[

c

c

I
Ug\m\m\gg\m\m\\
=

2B )zl — fUR)UR Jde = /B 22— seUT Ul s
frzi rzi, — frUE ) rUf Jda

frzf )z, — f(rZ ) Z3 wlda

frzf oz, — f(rZ o) Z3E wlda

frzf )z, — f(rZ3 ) Z3 w)da

frzi )z, — f(rZ w2 \da

frZi gz, — frZ3 )r 25 pplda

[(rZ3 P + | Z3E, [P2)r Z3Y, — (rUR, [P + 1Oy [P2)rUR, Jde

2k (0)

Il
e

\SU\
=

[(rZ, [Pt + 23, P2 )r 23, — (IrZ3E Pt + |r 2o P2)r 237 ¢l de

Byk (0)

[z, [Pt + 123, [P2)r 23, — (Wl|r 23, P+ [llr 2y P2 )r Z3E ) de

N
=

[z, [Pt + 123, P2)r 23, — (Wllr 23, P+ [llr 2y P2)r Z3E ) de

2k (0)

0)[I?“Zﬁz,ylp1+1 + 238 P = ([l 23, P+ [l 2y P da

(1= Dz, [ + 23 P2+ da

Byk (0)
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= / |1_w‘(’TZ§\%y|pl+1+ \ery|pz+1>d$
B2K(O) ’ )
< / C(|128, P + |28 P de
BQK(O) 9¢ s
- /B 0) C(uwg + (1= Nwy P+ g + (1= Aw P de
2K
< C (Jwf + w4 [l + wh P+ de
Bar (0)
< C (Jwf P+ [l P 4wl P P de
B2 (0)
< 2CR DN A DVIRR 4 9O R- DR o (e DV R
< 20R™ "% ¢ VVal L o0R™ 5 VIR

CR_(N_I)e_%/@R.

O

A seguir, apresentaremos e demonstraremos a projecao sobre Nehari que consiste em
mostrar que uma combinagao convexa de duas copias da solugio do problema (Ps.) em H}(€2)
pode ser projetada na Variedade de Nehari através de uma fungao conveniente. Neste lema
também serd provado que a Variedade de Nehari é nao vazia.

Lema 1.10. Ezistem Ry > 0 e Ty > 2 tais que para cada R > Ry, y € 0Ba(yo) e A € [0,1],
eriste um unico Tfy tal que

T/\I?yU;fy €My,
Tfy €10, To] e T/{?y € uma fungdo continua de varidvel \,y e R. Em particular, para A = %

temos Tfy — 2 quando R — oo uniformemente em y € 0Ba(yo).

Demonstragdo. Inicialmente, note que, para cada u € Hg(Q), u > 0, pela propriedade (f5)
temos que f é crescente e

J lrull® = fo fOru)ru
Vﬁgu) = {g dz
= g - [ L
Q r
B f(ru)u2
- Hu\Q—/dea:.

Assim, para r € (0,00), temos que Jvlru)

Jy (ru)
2

é estritamente decrescente. Dessa forma, se existe

e € (0,00) tal que

disso, w > 0 para r suficientemente pequeno. Em seguida, vamos mostrar que para R

suficientemente grande e algum Ty > 0,

= 0, entdo 7, serd unico devido a injetividade de f. Além

Jv(rUg,) <0, Vr>T.
. . . R R R _ . ) R R
Isso implica que existe T}’ € [0,Tp) tal que JV(T)\yU)\ y) =0, isto ¢, T}", Uy", € Ny. Para
u,v € HY(RN), r € (0,00) e como f é crescente, temos

Joo(Tu  + rv):Hru—i-mHQ—/ flru+rv)(ru+ rv)dx
RN

= 7°2||u||2 +2r2 <uyv > 4—7“2||v\|2 — / j;(ru +rv) (ru+ rv)2d:1:
RN

ru 4 rv)
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= r([ul* +2 < u,v > +[v]?) M(r2u2 + 2w + r?0?)da
(rv + ru)
< P(Jul?+2 < o> +of?) - i@ﬂi%ﬂﬁm
~ (ru+1v)
_ frutrv) o0,
ry (ru+ rv)?
< r2(ful?+2 < u,v > +|v))? - MUQCZZL‘
(ru 4+ rv)
_ Frutr0) o gy
gy (ru+10)
< Pl 42 <uwos ol - [ A0 [ 10 2,
RN (ru) rN (V)

Seja u := Awf e v = (1 — )\)wf, fazendo uma mudanca de varidvel e usando o Lema 1.4, o
produto interno do L? e o Lema 1.6, obtemos

Joo(rAwl + (1 — Nwh) 1
0 o LR+ 2 < ol (1= Ml > (- W
1

2 =

T
R
- [ e g - [ DS - el
< N2+ 201 = A) < wglwg > +(1 = A)?[lwy|?
R
- /[, Jrawg) i&l}“;f ) (a2~ . [l = Dwy) ((1 - A))“;g L1 - Nl de
— 1)+ O((1— ), ) + 20 (1 = A) < wf, wl >
< So+2M(1-)N) < wéz,wf >
= Sp+2X1-)) /RN wglw,fdw
< So+2M1— M\ (CR 7 e VVeh)
= So+ogr(l), Vr>T,, Xe]0,1],
pois .
2A(1 — A) lim CR™ 7 V=R _

R—o0 1

Como 2A(1 — A\)(CR™ e ~VVeoR) njo depende de y, entdo ogr(1) — 0 quando R — oo
converge uniformemente em y € dBs(yp). Observe que

Jv(rUE)  J(rUR)
(1.25) = +/Q(V(af)—Voo)(Ufy)2d93
De fato, note que
WU WURJ  SGUR)GUER)
2 = 2 0 2
G T ST L BT
= 2 )
Voo (rUE )2 Voo (rUE )2
_ /()"y)dx—l—/ de
Q r? Q r?

V(rUL )22 V(z)(rUE )2
L oy I
RN Q

r2 r2
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rUE rUE Vo (rUE )2 Voo (rUY,)?
o JOUR)X A,y>d$_/<x,y>dx+/ Voo (rUX,)”
Q RN

RN 72 2 2
V(rUE )2
_ /(V(x)—voo)(Ugyde/ ’(r;,y)dfc
Q -
rUR Y (rUE Vi (rUE
- il A’y)z( A’y)d:c+/ #dw
RN r RN r
V(rUE |2 + Voo (rUE )2
= [ vy [ TR,
Q -
R R
B f(TU/\jy)2(TU)\7y) o
RN r
- / (V@) - Vi) U e 4 WOl [ JOUROUR)
Q Y r2 N )

Joo (rUY:
= [ (V@) = Vi)W + "),

Assim, da equagao (1.25) e do Lema 1.9 resulta que

Jv(T‘U)]fy)

5 < Sp+ogr(l), Vr>Ty, Ae€][0,1].

r

Por outro lado, existe Ry > 0, tal que og,(1) < 0. Entao,

Jy (rUE S,
V(TQM’)<2°<0, Vr>Ty, Ael0,1] R> Ro.

Portanto,
Jv(rUs,) <0, vV r>Tp.

Mostraremos que Ny é ndo-vazio. Considere ¢ : R? — R definida por ¢(u,v) = f(u +v) —
f(u)— f(v). Como f é diferenciavel, entao pela Desigualdade do Valor Médio, existe ¢ € (0,1)
tal que

flutv) = f(u)
f'(u+tv)v < Co.

p(u,v) <
(1.26) <

Por outro lado, usando o fato que v > 0 e a propriedade (f2),

pu,v) = —f(v)
(1.27) > —C(vPt +0vP?).

Combinando as desigualdades (1.26) e (1.27), obtemos
(1.28) —C" +7) < —f(v) < p(u,v) < flu+v) — f(u) < f'(u+tv)o < Cu.

Segue da desigualdade (1.28) e do Lema 1.6 que

/ cp(wé?‘,wf)wézdx < C wé%wfdx
RN RN

< CR T e VR — p(1)




v
|
Q
=
=
i
e
|
2
=
|
QS
=
=

Portanto,
R , R\, R
| Ittt wlbyufids = on(1),
e pela simetria de u e v, temos

| Jetlt wlbyufids = on(1).

Desse modo,

R R R R R R R R R R
/ (ol W) (Wl + wl)dz < / o(wl, wRywl|dz + / p(wh, W)k dx
RN RN RN

= OR(l).
Como
0 [ letuft wlduf + wflde < or()
entao,
(1.29) [ ot wf) wff + wlds = on(1),
R

Usando o produto interno do L?, o Lema 1.6 e a equacdo (1.29), temos

Joo(wé?‘ + wf) = Hwé“2 + waQ — /]RN f(wé?‘ + wf)(w(]f” + wf)dm

= P+ 2 < wffwff > P = [ o+ w el +uf)da

Py f +wB)de + / Fwl) (wl + wP)de
RN RN

— [ PRy wf + wR)de + / S (wlt + wP)dz
RN RN

= P+ 2 < wffwff > - [ ol )+ wlio

- [ pufar— [ ol

- [ swflae = [ pfofds

= Joo(wl®) + Jm(wf) +2 < wl, wf > —/ o(wl, wf)(wé% + wf)d:c

RN
— | ffwide — [ flw)wide
RN RN
= Joo(wl) + Joo(wf) + / wé%wfd:c — / o(wit, wf)(wé% + wf)dx
RN RN

- [ fabulde - [ lhefa
RN RN

< Joo(wd) + Jeo(wll) + CR™5 e VYR 4 op(1)
= Joo (W) + Joo (W) 4+ 0g(1).

36
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Como w é solugio de (Pa), entdo Joo(w{t) = 0. Assim,
Joo(w(]f + wf) < ogr(1).
Segue do Lema 1.9 que
(1.30) Joo (wlt + wf)w) = Joo(wl? + wf) = og(1) quando R — oo.

Portanto,

§7y Y

WUE) = Jlwf + 0oy + [ Via(ff + vl
R
Pela equagao (1.30), obtemos

WEUE,B) = [ Vel +wf0)Pde -+ on(0).

Observe que pelo Lema, 1.7
/ Voo (w + wih)y)?dz < / Voo (Wi + wlh)2dz < op(1).
RN RN

Logo,

(1.31) JV(2U§y) < op(1).

Afirmamos que T fy ¢ continua e converge uniformemente em y € dBa(yo). Para provarmos a

continuidade usaremos o Teorema da Funcdo Implicita. Seja g : Rt x HY(RY) — R de classe
C! definida por g(t,u) = tl|ul|* — [z~ f(tu)udz. Considere (to,uq) tal que g(to,ug) = 0 e
ug > 0. Para ug € Ny, temos

t
t3|yu0||2:/ f(touo)tguod:c.
RN 0

Logo,
loug
fuol? = [ L4 g
R

Derivando a fungao g em relacgao a t e aplicando a propriedade (f5), temos

d(t
Alto, ) ZHWP_/<WWW%W
dt RN
t
= Muodw - f’(touo)ugdx
RN t() RN
= / |:f(t(]u(])u0 — f,(to’tm)ug] dx < 0.
RN to

Pelo Teorema da Funcdo Implicita, a fungio & : H'(RY) — R* definida por ¢ = t(u) é de

classe C1 onde ty = t(ug) e T)\Ry = t(zf\%y) é tnico tal que t ¢ de classe C'. Como a fungio

N y) — Z/]\?’y é continua, entao Tfy é continua. Em particular, para A = 1/2, temos Tﬁy — 2.
) ’ 29

Suponhamos que Tfy /4 2, entdo existe R, - oo e T}, = Tf’; — T em que T # 2. Observe

27 2

que se TnUf’; € Ny, entao J(Uf’;) — 0, mas J(2Uf’;) # 0 o que contradiz a equacgao (1.31).
27 27 27

Logo, Tfy — 2. O

27



Capitulo 2

Compacidade

Neste capitulo queremos resolver a falta de compacidade devido nosso problema esta
em um dominio ilimitado. Para isso, apresentaremos e demonstraremos alguns lemas, dentre
eles o Lema de Splitting, para provarmos o Corolario 1 e mostraremos também que Iy satisfaz
a condigao de Palais - Smale em uma série de niveis.

Lema 2.1. Seja (ug) uma sequéncia em Ny. Se Iy(ux) — d, entdo (uy) € limitada em
Hi ().

Demonstracdo. Inicialmente, note que
Iy(ug) = Iv(ug) — Iy (up)uy,
1
(2.) = lul® = [ P~ fulP+ [ fuds
Q Q

Como (ug) C Ny, entdo |lugl|* = [ f(ur)urdz. Assim, pela Observacao 14, a equagao (2.1)
resulta

) = 5 [ fuds— [ Fds = [ fguds+ [ fuds

= /fukukda:—/ F(ug)dx
= /Q[2f<uk>uk_ F(u )]d$>0

Desse modo, como Iy : H}(€2) — R ¢ continua, entdo d > 0. Fixando D > d, suponhamos
2vD

por contradi¢io que ||ug|| — oo. Considere (vgy) C Hg(Q) tal que vy, = tguy com ty = Tl

Temos
2\/5
e ]

Logo, (vx) é limitada. Segue do Lema 1.1 item (c), que a funcao ¢ : (0,00) — R definida por
E(ty) = Ytsurl|® — Jo F(trur)da é crescente em t; € (0,1] e decrescente em tj, € (1,00) e,
além disso,

_yupluel _ o

ox|l = [[teul =
[ ur|

Iv(uk) = max Iv(tkuk) > 0,
tp>0
em outras palavras, o maximo de Iy é atingido quando ¢t = 1. Logo,

Iy (ug) > Iy (trug) = Iy (vg).

Portanto,

t 2
D > Iy(up) > Iy(vp) = ”“2”“’ —/QF(Uk)dx

38



39

|8
_ Tl _/F(vk)dx
2 0
4D
= — — | F(vg)dx

2 0
= 2D—/F(Uk)dx.
Q

Assim, D < [, F(v)dz. Pela propriedade (f2), temos

Dg/QF(vk)dx - /Q[/kaf(t)dt} dz
< /Q Uok Cr + ]t!m)dt} da

— / (COHPE + [£72)2 o
Q
ZL/WWMM+WN%WHI
Q
= C/ |vk|p1+1daz+(]/ o |P2 T da
Q Q

+1 +1
Cllokllp, 1 + llvellz)-

Veja que vy, = tpuy € H}(Q) € HY(RY) implica que vy, = ﬁT\/ﬁuk’ = 2/D, entdo klim ||vk\|giﬁ >
—00

0. Assim, usando a contrapositiva do Lema de Lions, obtemos

sup [ Jufds £ 0
Bi(y)

yeRN
existe 0 > 0 tal que

sup / log|*dx > 6.
yERN JB1(y)

Como RY & completo, existe uma sequéncia (y;) C RY tal que

(2.2) / vidr = sup / log |2 > 6.
Bi(yk) yeRN J B1(y)

Considere uy(x) := ug(z + y) € vg(z) = vg(z + yx). Visto que (vy) é limitada, entdo 7y é
limitada em H}(Q) C HY(RY). Sendo H}() reflexivo, entdo passando a uma subsequéncia,
temos v, — v em H}(RY) e pela imersdo de Sobolev, concluimos que i, — v em LIZOC(]RN) e
Uk (z) — v(z) ¢.t.p. em RY. Portanto,

lim vi(z)dr = lim vi(x + yp)de
k=00 By (y) k=00 /By (0)
= lim 02 (x)dx
k—oo /B, (0)

Pela equagao (2.2), temos
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entdo v(x) # 0 e existe um conjunto de medida positiva A em B1(0) tal que v(z) # 0 para
todo & € A. Observe que

lig(z)] = |ug(z + yg)| — o0,V x € A,

entdo |ux(z)| — oo em A. Pela Observacdo 14, temos 3 f(u)u — F(u) > 0 se u € RV\{0}.
Pela propriedade (f3), H}(Q) € HY(RY) e aplicando o Lema de Fatou, obtemos

1
D> lim Iy(u;) = lim [f(uk)uk — F(uk)} dx
k—o0 k—oo J 2
1
= lim [ f (g )y, — F(u}g)} dx
k—o0 2
1
> lim mf [ f () uy — (u}c)} dx
k—o00 2
1 -
> hm inf [ f(ug )iy — (uk)} dx.
Ak—)oo 2

Como |ug(x)| — oo em A, entao

k—o00

1
/ lim inf [Qf(dk)dk — F(dk)] dx — 0.
A
Portanto, D > oo, mas isso ¢ uma contradi¢do, pois consideramos D fixo. Dessa forma, (uy)
¢ limitada em H}(€2). O
Lema 2.2. Sobre os niveis de energia temos a sequinte propriedade: cy,Coo > 0.

Demonstragio. Seja (ur) C Ny tal que Iy (ug) — cy. Pelo Lema 2.1, (ug) é limitada em
H(9). Segue do Lema 1.1 item (a) e da propriedade (f2) que

0<p? < |ul} = /Q f (g )ugdz

IA

/ Curl?* + [ug P yupda
(9]

= [ ClueP T e
Q

41 +1
= O(llurllpy Ty + luelbz i)

Dessa forma, lim |jugllp,+1 # 0 e lim |jugllp41 # 0. Como H}(Q) ¢ HY(RY), usando a
k—o00 k—o0

contrapositiva do Lema de Lions, obtemos

sup / vide > 0.
y€RN J Bi(y)

Assim, existe § > 0 tal que

sup / U,%dl‘ > 4.
yeRN J B1(y)

Como RY ¢ completo, existe uma sequéncia (y;) C RY tal que

/ uide = sup / uide > 6.
B1(0) yeRN JBi(y)

Logo, ug # 0, pois

/ uidr > 0.
Bi(yk)
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Agora, considere a sequéncia ug(x) := ug(x + yi). Passando a uma subsequéncia, temos

dy, — u em HYRY), 4y, — uem L2 (RY) e dy(x) — u(z) ¢.t.p. em RY. Portanto,

lim up(z)dr = lim g (x)dx :/ u?(z)dzx.
F=o0 S B (k) o0 JB1(0) B1(0)
Como klirn ui(z)dr > 0, entdo fBl(O) u?(z)dz > 0. Logo, u(x) # 0 e existe um conjunto de
—00

medida positiva A tal que u(z) # 0, Vo € A. Pela Observacao 14, temos %f(u)u — F(u) >0
se RV\{0}. Como H}(Q) ¢ HY(RY) e aplicando o Lema de Fatou resulta que

cv = lim Iy(u) = lm [;f(uk)uk - F(“k)} dx

k—o0 JO

lim B Fi )i — F(u}c)} do

k—00 QO

k—o0 A

> lim inf [;f(z[k)z[k — F(?[k):| dx

k—o0

_ /[;f(u)u _ F(u)ldz > 0.
A

> /A Jim inf [;f(dk)dk—F(dk)} dz

Analogamente, obtemos ¢, > 0. O
Lema 2.3. Se u é uma solugao de (Py) com Iy (u) € [cy,2¢cy), entdo u nao muda de sinal.

Demonstragio. Como u € HJ(Q) é solugio de (Py), entdo I{,(u)u = 0. Assim, ||[ul? =
Jo f(w)udz. Pelo Lema 1.1 item (a), temos u # 0. Considere

Q" ={uec HY(Q);u(x) >0} e O~ = {uc HY(Q);u(z) < 0}.

Desse modo,
0=1I(u)(u") = <uut > —/ fu)utdz
QtuQ-
= <ut+u,ut > - fw)utdz — fuw)utda
Qt Q-
= <utut >+ <u,ut > - fluMuTdx —/ fu )utda
Qt Q-
= 1P [ pttde = gy ().
QO+

Similarmente obtemos Jy (u~) = 0. Agora suponha que u™ # 0 e u~ # 0, entdo

Iy(u) = Iy(u™4u”)
1
= ||u++u_\|2—/ F(u® +u)dx
2 QruQ-

= <u++u,u++u>—/ F(ut +u™)dx
QtuQ-

1
= Sl P2 <t > - [

Fu™ +u™)dr — / F(ut 4+ u™)dx
O+

= SRl = [ Patde— [ P
= Iy(ut) + Iy(u).
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Como cy := inf Iy (u), temos
UENV

Iv(u) =TIy (u") + Iy(u”) > ey + cv = 2cy
o que é uma contradi¢do, pois por hipotese Iy (u) < 2cy . O
Observacao 4. Analogamente podemos mostrar que o Lema 2.3 vale para o funcional 1.
Observagao 5. O gradiente de Iy em u pode ser escrito como
Viy(u) = Vay Ly (u) + tVJy (u).
De fato, por Ambrosetti e Malchiodi (segao 6.1) [1], temos
<V Iv(u),v >=< VIy(u),v > YVveT,(Ny)

ou
<V Iv(u) — VIy(u),v >= 0,V v € T,(Ny)

em que T,(Ny) = {v € H}(Q); J,(u)v = 0}.

Considere o funcional V,, Iy (u) — VIy(u) : Ny — R. Pelo Teorema de Hahn - Banach
podemos estender o funcional ¥V, Iy (u) — VIy(u) para todo o espago H} ().

Além disso, observe que

ker(J{, (u)v) = {v € HH(Q); J{,(u)v = 0} = Tu(Ny).

Portanto, ker(Ji, (u)v) C ker(Vay, Iv(u) — VIy(u)). Segue do Lema A.2 que existe t € R tal
que
Vi, Iv(u) — VIy(u) = tJi, (u)v

ou
ViIv(u) = Vi, Iy (u) + tJi, (u)v.

Lema 2.4. Se (uy) € uma sequéncia de Palais - Smale no nivel d para o funcional Iy, restrito
em Ny, entdo existe uma subsequéncia de (ug) de Palais - Smale no nivel d em H} ().

Demonstragio. Seja (uy) uma sequéncia de (PS)g para Iy em Ny . Pelo Lema 2.1, passando
a uma subsequéncia, temos que (uy) é limitada em H3(Q). Considere

(2.3) va(uk) = VNva(uk) + t,VJy

e observe que aplicando a Desigualdade de Hélder e a Imersao de Sobolev, obtemos

/ L (ug)ug — f(ug)]vda
Q

< /Q 1 (wug + f(u)]ode

= /f’(uk)ukvdx—i-/f(uk)vdx]
L Q Q

< /C’(]uk]pl_l—i—\uk\pz_l)ukvdx—i-/C(]uk]p1+|uk|p2)vdx}
L/ Q Q

= || [ ot +apyode + [ e + rumvdm]
L/ Q Q

< / C(|uglP* + |ug|P?)vdx
Q

= C/ ]uk]plvdx—i-C’/ |ug |P2vdx
Q Q
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IN

p1 p2
Clllurllpr vl ey + lluelip ol _s2)

C([lurli§ l[vlle + llullGv])
= Ol(lucllgy + luel&)llvlle]
= Cv|lq-

IN

Vamos mostrar que V.Jy (ug) é limitada. Recordemos que

Ty (ur) = g — /Q flug)upda.

Assim, usando a Desigualdade de Cauchy - Schwarz, temos
| < Vdy(ug),v>a| = |2 <ug,v> —/Qf'(uk)ukvdx —/Qf(uk)vdac]
< 12 < ug,v > +/Qf’(uk)ukvd1: —/Qf’(uk)ukvdm|
= R<uo>+ [ (Fln - felds

< R<upo>|+] /Q [ (), — F(up)ode]

< 2uelelvile + Cllvle
= (2luklle +CO)vlla
= Clvllg, VYveHI(Q).
Sendo VJy (uy) e (uy) limitada, temos
Vv (ue)ue| < [[VIv (ur)u || ukllo-
Passando a uma subsequéncia podemos escrever

| (ug)ug| — p > 0.

Vamos mostrar que p > 0. Resulta do Lema 1.1 item (a) e da propriedade (f2) que
o< <lulf = [ fluuds
< [ Ol + ™ uda
— /Q CurP 1 + Jup P2 de

Como HY(Q) ¢ H'(RN), lim [uk||?' 7] # 0 e lim [ug|?2T] # 0, segue da contrapositiva do
k—o0 P k—o0 p2

Lema de Lions que

sup / uzdx # 0.
yeRN JB1(y)

Dessa forma, existe § > 0, tal que

sup / uidx > 9.
yeRN J B1(y)

Como RY & completo, existe (yx) € RV tal que

/ urdr = sup / uidz > 6.
Bi(yk) yeRN J Bi(y)
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Considere as sequéncias g (x) := ug(r 4 yx) € () := vi(z + yx). Como @ (x) limitada em
HY(RN), H'(RV) ¢ reflexivo, passando a uma subsequéncia, temos @, — v em H'(RY). Além
disso, usando a imersao de Sobolev podemos concluir que @y — uem L2 (RY) e iy () — u(x)
g.t.p em RY. Portanto,

0 < lim urdr = lim up (z + yp)da
k=00 J By (yk) k=00 J B1(0)
= lim 3 (z)dx
k—00 B1(0)
= / uj (z)de.
B1(0)

Sendo fBl(o) u?(x)dr > 0, entdo u # 0. Logo, existe um conjunto de medida positiva A
em B;(0) tal que u(z) # 0, para todo x € A. Pela propriedade (f2), se u # 0, entdo
f'(w)u® — f(u)u > 0. Aplicando o Lema de Fatou, obtemos

p = lim |VJy(ug)ugl
k—ro0

= Jim 2ol [ (£ )+ fnlde

k—o00

k—o00

Q
= lim Q/Qf(uk)ukdx—/Qf’(uk)u%da:—/gf(uk)ukda:

k—o0

= lim /Qf(uk)ukdm—/gf'(uk)uidsv

~ lim /Q () — (g )dez

k—o00

= lim [ [f'(ugp)ui — f(up)ug]de

k—oco Jo

= lim [ [f()in — (k)i de
— 00 Q

> lim inf/{\[f/(dk)de — f(udy )iy ]dx

k—o00

> / lim inf[f (up)up® — f (i) g]de
A

k—o0

= /[f/(uk)ui — f(ug)ugldz > 0.
A
Fazendo o produto interno na equagao (2.3) com uy, obtemos

0=Viy(up)ur = <V, Iv(ug)+t:VJy(ug),ug >
= <V dv(ug),up >+t VJy (ug)ug
= op(1) + tV Iy (ug)ug,

e entdao, ty — 0. E novamente da equagao (2.3), deduzimos que VIy(ux) — 0 quando
VNva(uk) — 0. O

Observacao 6. Pelo Lema 2.4 a Variedade de Nehari € uma restri¢cdo natural para o funcional
Iy.

Lema 2.5 (Splitting). Seja (ux) uma sequéncia limitada em HE(Q) tal que

(2.4) Iy (ug) — d e I, (u) — 0 em HH(Q).
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Passando (uy) a uma subsequéncia, existe uma solugdo ug de (Py) e um nimero m € N
com m fungdes w, ..., wy, em HY(RN) e m sequéncias de pontos (yi) € R, 1 < j < m,
satisfazendo:

a) ug — ug em HE(Q) ou
b) w; sao solugdes nao triviais do problema limite (Px);

¢) |yl = o0 ey, —yp| = +oo, i # j;

d) up — ij — ug em HY(RN);
=1
' m

) d=Ty(uo) + 3 Tolwy).

=1

Demonstrag¢do. Como (uy) ¢ limitada, passando a uma subsequéncia, existe ug € Hg () tal
que up — up em HJ(Q). Assim, I{,(ur) — I{,(uo) em H1(2). Por hipétese, I, (u) — 0
em H~1(2), entdo por unicidade do limite, concluimos que I{,(ug) = 0 em H (). Defina

up = u, —ug € HY () C H'(RY) e vamos mostrar os seguintes resultados quando k — oo:

(2.5) lull? = llugll® = [[uol® + ox(1);
(2.6) Io(uy,) = d — Iy (uo);
(2.7) I' (u}) = 0 em H1(Q).

Vamos provar a equagao (2.5). Observe que u,lC + ug = (ug — up) + up = ug. Entao,
lupll? =< wk — o, up —uo > = Jugl® = [lur]|* + uol* =2 < up, uo > .
Como u,lg — 0 e aplicando o Teorema da Representacao de Riesz, temos
<up,ug >= f(up) = 0,¥Y fe H Q).
Portanto,
lur]|* = [l + [luoll? +2 < up, uo > == [lug? = llusll* = [luol|® + ox(1).

Para provarmos a equagio (2.6), veja que ug — ug implica uj — 0 em H}(€2). Assim, uy — ug
em L2 (), ut — 0em L2 (Q), ug(z) = ug(z) ¢.t.p. em RN e ul(z) — 0 g.t.p. em RY. Além
disso, usando a equagao (2.5)

() = Iy () + Iy (o) = glubl? = [ Plubde = 5+ | Flu)ds

+ glwl? = [ P

= Sl = ol + el = [ [P = Fu) + Plao)ldo
(2.8) - /Q [F(ub) — F(ug) + F(ug)]dz.

Agora mostraremos que

_ /Q[F(u;) — Flug) + Flug)ldz = og(1)
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em que og(1) — 0 quando k — +oo. Veja que dado € > 0, podemos escolher Bp(0) tal que
/ [[Vug|? + udldr < e.
RN\Bp(0)
Aplicando o Teorema do Valor Médio, a propriedade (f2) e a Desigualdade de Holder, obtemos
o (Pah - Fw) + Flds == [ {ft tu)u + Flu)do
RN\Bp(0) RN\Bp(0)

= —/ [f(uk + tUO)’LLU + /uo f(t)dt]dx
RN\Bp (0) 0

< - / [F s+ o)t + C(luolP+ + fuglP )] dx
RN\Bp(0)

< 11, + tug) alluolla + CluolZ uolla + l1uo 122 uoll2)

< Ce+Ce

= (e.

Por (f3), temos

/ F(u})dz < oo, F(ug)dr < 0o e / F(up)dz < 0.
Bp(0) Bp(0) Bp(0)

Assim,
_ / (F(ul) — Flug) + F(ug)lde € L'(9).
Bp(0)

Segue do Teorema da Convergéncia Dominada, da continuidade da F', de up — ug ¢.t.p. em
RY e u,l€ — 0 ¢.t.p. em RY que

_/ [F(ug) — F(ug) + F(ug)]dz — 0.
Bp(0)

Como Iy (u) — d e fazendo n — oo na equacgao (2.8), obtemos
Ioo(ui:) —d— Iv(uO).

Além disso, para provarmos a convergéncia (2.7) afirmamos que f(ug + uj) — f(ut) — f(uo)
em H}(Q2). De fato, por analogia ao caso anterior, temos que dado ¢ > 0 podemos escolher
Bp(0) tal que

/ ([Vo|? + 12]de < .
R¥\Bo (0)

Assim, pelo Teorema do Valor Médio e pela propriedade (f2), temos

/ f(uo+ud) — flud) — F(uo)lde = / f (o + tud) — F(uo)]lda
RN\Bp(0)

RN\Bp (0)

IN

/ (o + tub) + f (o))
RN\Bp(0)

A

< / I[f (wo + tug) + C|uol™ + uo|?))]|de
RN\Bp(0)

I1f (uo + tug)||2]|uollz + Clluo|5* + Clluo||5?
Ce+ Ce

IAINA
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< Ce.

Novamente, segue do Teorema da Convergéncia Dominada, da continuidade da F', de uy — ug
gtp. em RN e uk — 0 ¢.t.p. em RY que

[ lsh) = stu) = fGudlields o
Bp(0)

Como I{,(up) = 0, combinando a equacdo (2.5) e a Desigualdade de Schwarz, temos que para

toda p € H}(Q)

exllell

Portanto,

v

v

>

< Iy (ug)yp > | = | < I(uo + ub).o > |
| < g +ubp > —/ f (o + ul)pdz
Q
| <wup,p>+4< u,i,go > —/ I (ug)pdz —/ f(u,lﬁ)godx
Q Q
/ f(uo)pdzz + / f(ud) o — / Fluo + ub)pda]
Q Q Q
| < I (up), o > + < If (up), ¢ > +/Qf(u())<pd:v
/ £ (o) pdz: — / f(uo + ub)pda]
Q Q
| < If(uo), o > + < Iy (up), ¢ >
/Q [ o+ ub) — Flug) — f(ub))oda]
| < I} (o) + Iy (), o >
/Q o+ ub) — Flun) — F(ub)lpd]
| < I (o) + Ty (ud), o > |
| / o+ ub) — Flun) — F(ub)pd]
Q

| < Lo(up), o> | =

/Q [ (o +ud) — F(uo) — f(ul)pda
| < I (ub)p > | - /Q 1 (o + ub) — F(uo) — F(ub)]plde

| < I (ud)o > | — ol /Q U uap + 1ad) — fuo) — f(ub)]|da

| < Lo(up)sp > | = erlloll.

| < I (up), 0 > | < 2eilloll = I{(uy) — 0 em H™H(Q).

Como (u}) ¢ limitada, entdo

k—o0

d:= limsupsup/ lup|*da.
Bi(y)

Se § = 0, segue do Lema de Lions que

(2.9)

up — 0 em LP(RN),p € (2,2%).
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Pela propriedade (f2) e por (2.9), concluimos que uj;, — 0 em H} ().

De fato,
() = [ulf?— /Q F(ub gz
> a2 - /Q C(lubl?" + [ub|P2)uds
(2.10) = 2 — 5 — b

Como I{,(ut) — 0, entdo fazendo k — oo na desigualdade (2.10), temos que |luj[?> — 0 em
H} ().

Note que a convergéncia forte de (u}) em H} () implica na convergéncia forte de (uy) para
up em H} (). Assim, provamos o primeiro caso do lema.

Provaremos o segundo caso. Se § > 0, existe uma, sequéncia (yi) C RY tal que

§< lim \u,lﬂ\zdx:/ up|*da.
2 verY Jpi(y) Bi(u})

Defina a sequéncia (vi) C RY por v} = ul(-+y}l). Como u} ¢ limitada em H'(RY), entdo v}
¢ limitada. Logo, existe u! € HY(RY) tal que vi — u! em HY(RY) e v} — u! g.t.p. em RY.
Fazendo uma mudanca de varidvel obtemos

1)
0o / il Pde = / ik (z + yh)Pda
2 B B1(0)

= / vi(x)*dz.
B1(0)

Aplicando o Lema de Fatou,

J )
liminf — <liminf/ vp(z)?dr = ~ </ lim inf v} (x )de:/ u'(x)%dx.
B (0) 2 B1(0)

k—o00 k—o0 B1(0) k—o00

Logo, u! # 0. Além disso, como uj, — 0 em H'(RY), entdo podemos assumir que (y ) possul
uma subsequéncia tal que |yi| — co. Agora vamos mostrar que I. (u') =0 em H1(RY). De
fato, tome ¢ € C°(RY). Sendo |yi| — oo, entdo podemos encontrar ng tal que ¢y := ¢p(x—y})
em C°(RY) para todo k > ko, além disso, ||¢x|lo = ||#||. Como consequéncia de (2.7), temos

| <I(u'), 0> = | <I(vg), o> |+ ok(1)
= | < I(up(@+uh) o(x) > |+ ox(1)
x)), d(x — yp) > |+ o(1)
= |<I’ ), b > | + ox(1)
= ox(1).

Entdo, u' ¢ solugdo de (Px). Defina ui(z) := ui(z) —ul(z —y}) e ud(. +yl) = vi +ul e
1, ,2

fazendo céalculos andlogos para u* e u®, obtemos

1

upl? = [lugll® = lJu'|* + ox(1);
Ino(u}) = d — Iy (ug) — Io(u');
' (u2) = 0 em H-Y(Q).

Repetindo sucessivamente o mesmo argumento, obteremos uma quantidade finita de solucoes
do problema (P) que satisfazem o segundo caso do lema. Se a quantidade de solugdes for
infinita, entao no item e), d vai para o infinito, o que é uma contradicdo. Portanto, existem
m solucoes de H'(R™) que satisfazem o segundo caso do lema. O
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Lema 2.6. O problema (Ps) ndo tem solugio u tal que Ing(u) € (Coo,2Co0)-

Demonstragiao. Com as suposigoes da f e considerando f impar, por Berestychi e Lions [8],
o problema (P) tem solucdo positiva tal que Ioo(w) = coo. Veremos que w € tnica. Se u é
uma solucao de (Ps) tal que Ioo(u) € [coo, 2¢x), entao pelo Lema 2.3, u ndo muda de sinal
e por Berestychi e Gallouet [7], u é radialmente simétrica. Por (U), o problema (Ps,) tem
solucdo tnica e positiva. Assim, u = w e I (u) = co 0 que é uma contradi¢do. Logo, (Px)
nao tem solugao em Io, € (Coo, 2¢00)- O

Corolario 1 (Compacidade). Se ¢y ndo € atingido, entdo cy > coo € Iy satisfaz a condigdo
de (PS) em Ny para todo d € (oo, 2¢s0).

Demonstragio. Seja (ux) uma sequéncia de (PS) para Iy em Ny. Segue do Lema 2.1 e do
Lema 2.4 que (uy) é uma sequéncia limitada de (PS) em H}(2). Como cy = ir}\f/’ Iy (u),
ueENy

existe (uj) C Ny tal que Iy (uj) — cy. Aplicando o Principio Variacional de Ekeland, existe
(uj) C Ny tal que Iy (a;) — cy e I{,(4;) — 0. Agora usando o Lema de Splitting, se d = ¢y

m

nao é atingido, temos cy = Iy (ug) + ZIOO(wj) e entdo cy > Coo. Se d € (Cooy2¢x0) € (ug)
i=1

nao possui uma subsequéncia convergente, entdo pelo Lema de Splitting, temos

200 > d =TIy (ug) + Y Loo(w;) >

i {O—i—mcoo:mcooseuozo
i=1

CV + MCoo > Coo + Moo = (1 +m)coo se ug # 0.

Observe que
200 > MCsy = 2>mseug=20
2000 > (M4 1)coo = 2> mse ug #0.

Logo, em ambos os casos m < 2 e portanto m = 1. A condigdo 2c¢s > (m + 1)cs implica
que é impossivel obtermos m = 1 para ug # 0. Segue que ug = 0. Assim, Iy (up) — Ioo(w).
Mas por (U), a solugao é tinica. Logo, w; = w e existe uma solu¢do w do problema (Ps,) com
d = I(w1) = Io(w) o que contradiz o Lema 2.6. Portanto, Iy satisfaz a condi¢do de (PS)
em Ny para todo d € (Cxo,2C0). O

Observagao 7. Se 0 < Vy < V(x) < Vo, entao cy < ¢. Se d = cy, pelo Lema de Splitting
temos cy > coo 0 que € uma contradicdo. Logo, up — ug em H}(Y). Para I'(ug) = 0 e
I(up) = cy >0, up é uma solu¢ao de (Py) e cy € atingido.



Capitulo 3

Existéncia de uma solucao positiva

O objetivo deste capitulo é provar o teorema principal desta dissertacdo. Para isso, uti-
lizaremos a combinacgdo convexa de duas copias da solugdo w de (Pa) projetada em Nehari,
a aplicacao baricentro e o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.

Definimos, para R > 0, |yo| =1 e y € 9B2(vo),

ER = f(w(])%)wfdzv :/ f(wf)wé%dm.
RN RN

Observagao 8. Inicialmente egp = er(y) dependente de y, mas para R suficientemente

grande, as estimativas em £r sao independente de y.

Nos Lema 3.1 e Lema, 3.2, iremos estimar a funcado er cujo objetivo é torna-la suficien-
temente pequena quando R — oo, para mais adiante usarmos a notacdo o(eg).

Lema 3.1. Eziste C > 0 tal que
er < CR "7 e 2Vl

para todo y € 0B2(yo) e R > 0 suficientemente grande.

Demonstragao. Pela propriedade (f2) e fazendo uma mudanca de varidvel, temos

Ry, R R R R
[ falyofde< [ CUufP +lofi)ofds

= C\wé%\plwfda: + /]RN C\wé%]mwfdx

RN

= Clw(x — Ryo)|P*w(xz — Ry)dx + / Clw(x — Ryo)|P*w(z — Ry)dx
RN RN

= Clw(z)P*w(x — Ry + Ryo)dz + / Clw(z)P*w(x — Ry + Ryo)dz.
RN RN

Como pg > p1 > 1, usando a desigualdade (1.3), o Lema 1.3 ¢ 0 Lema 1.6 com p =p; e ¢ = 1,
obtemos

Clw(z)P*w(x — Ry + Ryg)dx < CR™ "7 e 2VV=R
RN
/ Clw(z)[P?w(x — Ry + Ryp)dz < CR™ "z ¢ VR,
RN
Note que o lema acima implica que

er — 0 quando R — oo uniformemente em y € 0B2(yp).

20
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Lema 3.2. Fziste C > 0 tal que para todo s, t > %, y € 0Ba2(yo) e R suficientemente grande

f(swé%)twfdm >CR "z e 2R,
RN

Demonstrag¢ao. Para |x| < 1 e R suficientemente grande, temos

(3.1)

L+|z| <14z - Ry —v) < 1+[z+ R(y—yo)l
< 14 |z[+ Rly — yol
< R+R+2R

<

4R.

Aplicando a propriedade (f5), a desigualdade (3.1) e a estimativa de decaimento (1.3), temos
que existe C' > 0 tal que

v

v

Y

v

v

f(SwéQ)] R, R
— twtd
[ sul swy tw, dx

f(swé%)twfdx = /

RN RN

st /]RN {f(sw]é%)} wé%w;fdac

1 f(%w(j)%) R R
4/RN[ lwé% wowyd:n

Lw(x
1/ [ min fw] w(z)w(r — R(y — yo))dx
B1(0)

4 x€B1(0) %’LU(I’)

E min M wlz ) w(z — B .
4 zeB,(0) %w(@a) /Bl(o) (z)w( R(y — yo0))d

¢ 1+ )"z eVl 4+ |2 — Ry —yo)|) "2 e VVeloRlu=wl gy
B;1(0)

C AR T e VVelely g5+ o=V Va Rly=wol g
B;(0)

C Ri%efmzl%dx
B;1(0)

CR™"7 ¢ 2k,

Observacao 9. Se s,t =1, entdo eg > C’R—%Q—Z\/@R‘

O objetivo do Lema 3.3 é estabelecer uma estimativa que serd usada na prova da Pro-

posicao 1.
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Lema 3.3. Para todo b > 1, existe uma constante C, tal que

\ st = sufonufuds| < Cls - 1n

para todo s € [0,b],y € Ba(yo) e R suficientemente grande.

Demonstragdo. Fixando u € RY e considere a funcio g : [0,b] — R dada por g(s) = sf(u) —
f(su). Pela propriedade (f2), temos

g'(s) = fu) = flswu < f(u)+ f(su)u
< |f )]+ C(sul~ ul + [sulP*~ul)
= [f@)]+C™ Hulf* + sP27HulP2)
< @)+ C(ul” + [ul??),¥ s € [0,1].

Observe que g(u) = uf(u) — f(u?) e g(1) = 0. Pelo Teorema do Valor Médio, existe t € (0,1)
tal que
()] = |sf(u) = f(su)| = lg(s) —g(1)]
= lg'®)lls — 1]
< [l )]+ C(lult + [ul??)]ls — 1.

Como v < 1, entao

| Issug)

f(swii)|wyivpda < / [1f (wi)| + Clwg P + [wg'[P2)]s — 1w, d

= |s—1 [/ |f (wi) |wRdx+/C ([wglP + g P wyde

< Js—1] / C(wlP + |l P2)uwPda
Q
+ |s—1\/c<\w§\pl+yw§|m)w5dx
Q
< |s— 1|0/RN P wf + [whPwfde.

Aplicando o Lema 1.6, temos
/ s (wf) — Flswl)whpds < Cls — 1|0(er) < Cls — 1er, Vs € (0.8, € dBa(yo).

O

Nos proximos dois resultados iremos controlar a projegao sobre Nehari. Com elas, sera
possivel construirmos fungdes que auxiliam na prova do teorema principal.

Proposicao 1. Eriste Ry > 0 e, para cada R > Ry, um nimero n =ngr > 0, ng = or(1) tal
que
I (TR U) < 2c00 —m, A€[0,1], y € OBa(yo).

Demonstra¢do. Denotaremos, por simplicidade,
5= T/{?y)\, t:= T/{?y(l —A).

Sejam s,t € (0,7p). Pelo Lema 1.10, se R ¢ suficientemente grande, temos

Iy (swiy  + twa) stwé%w + twfz/JHQ — /Q F(swity + twa)
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% / |V (swlap + twfw)\z + V(z)(swiy + twfw)Q]dx

/ (swo Y+ twa)

Q

3 VGl + 2V (suf) V(ewffi) + V(o) Flda

1/9V(x)[(swé%1/})2 + QSwé%wtwfw + (twf¢)2]d:):

2
[ Flowfio + wffv)is
S/ IV (swita)| dx—i—st/ V(swity)V twfw)dx
= / IV (wfv)| 2z + 2 / V (x)(wip)?dx + st / V(z)witwpda
Q
V( )(w Rw)%zx—/ F(swffv + tw]p)da
/|v Jap) 2dx/v 1/;2dx+/V Sap)2da
/F(swé‘% dx+/F sw{fzp)dwr/ IV (w)ip) Pde
Q
t2 Rypy2 whp)?
d Vo d
Vi (wft)2da + & / Fods - [ F
2
- / Ywity)?de + — 5 /Q V(z)(whip) da
St/ V(witp) (sz/))dx—i—st/

Q

(twli)da + /Q F(twf)da

Veowgpw pda — /Q F(sw + twli)da
/ f(swiy)twfipde + / flswiy)twfipda
/Q ftwiy)swfvde + /Q ftwlip)switpde
st /Q Vaow§pw,da + st / Voow§ipwfpda
/yv (witp)| 2dx—i—/V (wite)?dx — /Qngfz/;
/|v (witp))| 2d1:+/V (wit)?da — /QF
. / ) (il + & / Ve (w0l
st /Q V (wi )V (wyip)da + st /Q Vow(fpw,pda
st /Q (V(x) = Voo )wiibw pda
[ 1P Gsufisnelfi)e - Psufio) - Fefe) — ffv)liy

(twa)swo W)dx
/ f(swq 1!) twRQ/)dac — / f( twR@ZJ )swy Ropda.



Somando os termos da linha (3.2), obtemos

/yv By 2dz +

_|_

2

/V 1/) dm—/F

2 Jo

1

/ ]V(swo)\Qd:c—F / |V(sw0)| dx
2 IRN 2 RN

1 1
/ Vo (swit)?dx + = / Vio (swit)2da:
2 RN 2 RN

/ F(swl)dz + / F(swlt)dx

/]V \da:+ /V dx

/RNF(swow)dx
82
Totsuf) + 5 [ (96l = [Vl )is
82
S Vel Vao(wf))da
RN

| (Flsuf) = Flsuwf)da
82
Lol + 5 [ (9l Ve

82

> (IV(swyv)[? = |V (wg)[*)de

2 JBge(0)

2

5] (Velsuf)? = Vao(wf))de
Byk (0)

2

5| (Velsuf) = Vao(wf))de
B3 (0)

/ (F(sull) — F(swf))da
Bk (0)
/ (F(sull) — F(sul))da
BSK(O)

82

etsul) + 5 [ (Vi) - [V(i)P)ds
Bsx (0)
2
5] (Velsuf) = Vao(wf))de
Bak (0)

/ (F(swl) — F(swly))da
Bk (0)

Pelo Lema 1.5 com ¢ = 2 e pela equacao (1.24), temos

2

5 (VP -

B2 (0)

IN

2
S
Vul e+ 5 [ ) = Vaclul)de
2K

%CR—(N—ne—z\/@R

O(ER)a
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pois
~(N-1) ,~2VVaR B
lim CR = lim R7¥ = 0.
R—oo OR™ 2 6 -2V VR R—oo

Por outro lado, pelo Teorema do Valor Médio, existe A(x) € (0,1) tal que

(3.9) /B | Flu) — Flouftu))as = / Flswl + Ax)swl) (swlf — swltp)dr.

Bog (0)

Dessa forma, aplicando a propriedade (f2) e o Lema 1.5, temos
39 < [ floult+ Asul)( - )sof)ds
B2k (0)

(|8w§ + A(x)sw§|p1 + |swé{ + A(x)sw{f\m)(swﬁ)daz

A
S
=
@

< / C(swlPt + |A(x)swlPt + [swllP* + | Alx)swll?)(swl)da
By (0)

< / CswllP + |swl P+ |swl P + |swllP) (swl)da
By (0)

< / C(swlPt + [swl P de,
Boi (0

portanto
(3.2) = Loo(swl) + o(cR)-
R

Como wg é uma solugdo do problema limite (Ps,) e pelo Lema 1.1 item (c), temos I (swg) <
Coo- De forma anédloga obtemos a soma para a linha (3.3). Assim,

(3.2) + (3.3) < 2¢o + 0(eR).
Pelo Lema 1.7, obtemos
t2
(3.4) + (3.6) = / witp)de + — 5 /Q(V(x) — Voo) (w)e)da
+ st/Q(V(x) — Voo)wyp ¢wf¢dm
CRf(N71)672\/@R
= 0(€R).
Agora aplicando o Lema 1.2 na equacgao (3.6), existe 0 < v < p; — 1 tal que
= [ PG+ tuff) = Flsufv) = Plewlfs) = fsufo)lts = feufbsufids
< / O, (switep + twa)1+2d:U
= Gt [ ifwufv)tide

Cylst)' % [ () (wf) o
Q

CR- (%52 (0+5) 204 5)VVa R

IN

o(eR).
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Observe que
(3.5) +(3.8) = st/ f(wkap) Rwdx—/fsw0¢ tw%dx—/ftw% switda
3 | Sofivar+ 5 [ flli
— / f(swi)twpde — - / f(swii)tw)ipda
- 3 /Q ftwiy)swiipdr — - / ftwlip)swipda
= 5 [Istfo) = peufolvdn+ 5 [ ) - feufvyfids
- / f(swiy)twpde — - / ftwip)swhipda.
Pelo Lema 3.3, existe uma constante C' > 0 tal que
5 [ lsff) = flsufiofvde + 5 [ ) - fedfolofs < s =1 +1t=1en,

para todo s,t € [0,Tp], y € 0Ba(yo) e R suficientemente grande. Além disso, pela equagdo
(3.2), afirmamos que

/ f(swite) tle/Jdl' + / f( twa )switpda

= f(swy )twRda: + - L / f(tw Yswitdx + o(eR).
2 RN

2 RN
De fato,
1 R 1 R 1 R
~ [ f(swl Y)tw, pdr = f(swit Y)tw, bdr + f(swit V)tw, pd
2 Jo 2 JBaxc(0) 2 JBgc0)
1/ Ry, R
= = f(swy' )tw, dx
2 JBs,0) (oo ey
-1 f(swg”)twfdx-i-O
2 RN
(3.10) -1 f(swé%)twfdx—i—o(aR).
2 RN
Da mesma forma, temos
(3.11) ;/ f(twffw Yswhpdr = = / f(tw, B swltdr + o(er).
Q

Combinando as equagoes (3.10) e (3.11) obtemos o resultado desejado. Pelo Lema 3.2, existe
uma. constante Cy > 0 tal que

1 1
= f(sw(}f)twfdx + / f(twf)swé%dm > CoeR,
2 RN 2 RN

para todo s,t > 1 , Yy € 0Ba(yp) e R suficientemente grande. Observe que pelo Lema 1.10, se
A= resulta que s,t — 1 quando R — oco. Com efeito,
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e
1 1 1

lim (1 - 2)TF = lim ~TF =-2=1.

At )y = i 5T =5
Para Ry > 0 suficientemente grande e 6 € (0, %) suficientemente pequeno, temos

C
Clls =1+t =1]) < .

Assim,

C C
(3.5) + (3.8) < —Coer + 7061-2 +o(er) = —7081% + o(er),

para todo A € [ — 4,3 + 6], y € 9Ba(yo) e R > Ry. Portanto,
R, R Co
(3.12) Iy (swy + twy’) < 2c00 — 5 R + o(eR),

para todo \ € [% -0, % + 9], y € 9B2(yo) e R > Ry.
Por outro lado, para todo A € [0, 5 — 6] U [5 +6,1], y € OBa(yo) e R suficientemente grande,
se Tfy <2, entao s = Tfy € [0,1 — 24], pois

s:Tfy/\§2)\e2[0,%—5]:[0,1—26}
out:Tfy(l—)\) € [0,1 — 24], pois
t:Tfy(l—A)gz(l—A)ez[o,%—a]:[o,l—zé].

Se Tfy >2e )€ [3+6,1], entdo s = Tfy)\ € [1+ 26,00 out = Tfy(l —A) € [1+4 26, 00].
Com isso, s ou t pertencem ao conjunto [0,1 — 26] U [0, 00| e pelo Lema 1.1 item (c), temos
Io(rwll) = coo € existe v € (0, cx0) tal que

Io(rwd) < coo —7, ¥ re[0,1—25U]0,00].

Além disso,

(34)+ ...+ (3.8) < o(er) — 2er + o(er)

Logo,
(3.13) Ty (swi + twf) < 2¢ +0(eg) =7+ O(eRr) = 2¢0 — v + O(eR).
Combinando as equagdes (3.12) e (3.13), obtemos

Iy (swi + twf) = Iv(Tfy)\wé% + T)}fy(l - )\)wf)
IV(Tfy(/\wé% +(1- )\)wf))
- IV(TfyU;fy)
2¢o0 — O(eR)
2¢o0 —0p(1)
200 — .

IA A
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Observagao 10. Note que A > 2\/V, em (Va) € a menor constante se encontrarmos o limite
superior no Lema 1.7 com decaimento exponencial de ordem e 2V Vel

Lema 3.4. Para algum § > 0, existe Ro > 0 tal que
Iy (T, UR,) < coo + 0,
para A =0 e todo y € OBa2(yo) e R > Ra. Em particular, cy < cx.

Demonstra¢do. Afirmamos que

R = Ll + T [ (v v witeas
De fato,
MTEUE) = SITefl = [ Pfuliv)ds
= % /Q (IV(T5Lwi) > + V(@) (1o wii)? da — QF(T(fwaqp)dx

1 R R, 2 1 R R \2
— Q/RN Voo (To 3wy ) dx + 2/RN Voo (T wy ) “dx

= 3 /R Vi) P+ /}R Ve T ol da

- % /Q (V(2) = Vo) Ty, wliep)?da — /R N F(T3E wi)da

= 5 | IVl + Ve T folde — [ POl

+ 5 [ V@) = Ve Tl

= Tl = [ P+ 5 [ (V) = Ve Tyl
= Lo(TRwh) + W [ i) = Vet .

Note que da Proposicdo 1, temos
(3.2) = Lo (swil®) + o(er).

Assim,

IV(Tg?yU(fy) < Ioo(Tgfwaw) +o(eR) + /]R N(V(x) — Voo)(T({?wazp)de.

Pelo Lema 1.1 item (c¢) e pelo Lema 1.7, concluimos que

Iy (T(fyU(fy)

IA

R
max Log (swy"y) + or(1)

A

Coo +0oR(1).

O

No préximo lema, utilizaremos algumas propriedades da aplicacao baricentro 8 que
podem ser encontradas de forma detalhada no Apéndice D.
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Lema 3.5. Se ¢y ndo € atingido, entio cy = co € existe § > 0 tal que
B(u) #0, VYV ueNyn I‘C;X’J”S
onde I‘C;""Hs ={u € H}(Q),Iy(u) < coo + 5}

Demonstra¢ao. Se cy nao é atingido, entdo pelo Corolario 1, cy > ¢ € pelo Lema 3.4,
cy < Coo- LOgo, ¢y = Coo. Por contradigdo, assumimos que para cada k € N existe (vg) C Ny
tal que Iy (v;) < cv + 3 e B(vx) = 0. Pelo Principio de Ekeland, existe uma sequéncia (uy)
de (PS)4 para Iy em Ny de nivel d = ¢y tal que |lup — vg|| — 0. Pelos Lemas 2.1 e 2.4,
passando a uma subsequéncia, temos que (ug) é (PS)g limitada para Iyy. Como cy nao é
atingido, segue do Lema de Splitting que existe uma sequéncia (yx) C RV tal que |yx| — oo
e |lug —w(- — yr)|| = 0, onde w é uma solugao radial ground state positiva ou negativa de
(P). Seja Uy (x) := vg(x + yr). Observe que pela convergéncia forte de (uy), concluimos que
Ok (z) = w(x). Usando a propriedade da aplicagdo baricentro, temos

—yr = B(vk) — Yk = Bloe(- + yi)).

Segue da continuidade da aplicagdo baricentro que

lim B(0x) = B( lim o) = B(w).

k—o0 k—o0
Como w é solugao radial, entao f(w) = 0 o que & uma contradicao. O

Construimos todas as ferramentas para aplicar um argumento topoldgico analogo ao
encontrado em Clapp e Maia [13] para provar o resultado principal. Provaremos o Teorema
principal desta dissertacao.

Demonstrag¢do do Teorema 1.1. Se cy é atingido para Iy em algum u € Ny, entdo o problema
(Py) possui uma solucao u e pelo Lema 2.2, u é uma solugdo nao trivial. De fato, como
cy = iIJl\f[ Iy (u), existe uma sequéncia (u;) C Ny e u € Ny tal que

ueNy

ug = u e Iy(ug) = Iy (u).
Pelo Principio Variacional de Ekeland, existe uma sequéncia (vg) C Ny tal que
Iy(vg) = Iy(u) e I (vg) — I, (u) = 0.

Logo, u & ponto critico de Iy em Ny . Como Ny é uma restricao natural, entdo u é ponto
critico em H{ (). Portanto, u é uma solugdo néo trivial do problema (Py).

Assumimos que cy nao é atingido. Segue do Lema 3.5 que ¢y = . Vamos mostrar
que Iy tem um valor critico em (¢, 2¢x ). Pelo Lema 3.5, podemos fixar 6 € (0, %) tal que

Blu) #0, YueNy NIt

Pela Proprosicao 1 e pelo Lema 3.4, podemos escolher R > 0 suficientemente grande e com
nr =1 € (0, %) tal que

(TR R ) < 2000 — 1, YA € [0,1] e Vy € 0B2(y0),
VIS YAy = Coo+ 0 paraA=0eVy e 0B (y).

Para esse R > 0, defina

a: Ba(yo) = Ny N .7‘2/-6""777 pondo a((1 — ANy + Ayo) = TfyUfy
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com A € [0,1], y € 9Ba(yp)-
Por contradigdo, assumimos que Iy nao tem valor critico em (¢, 2¢o). Como no Corolério
1, Iy satisfaz a condi¢ao de (PS) em Ny para todo nivel em (cso, 2¢o0), existe € > 0 tal que

IV Ay Iv (w)|| > &,YVu € Ny N I;l[coo +6,2¢00 — 7).
Podemos aplicar o Lema da Deformacao, isto é, existe uma aplicacdo continua
p: Ny N o Ny 0 Ige™?
tal que p(u) = u, Yu € Ny N I Defina
I'=(Bopoa): By(yy) — RY.

Pelo Lema 3.5, I'(z) = (Bopoa)(z) # 0. Assim, a fungdo h : Ba(yp) — 0B2(0) dada por
h(z) = 2&:%53‘ ¢é continua, pois é uma composicdo de funcoes estd bem definida. Além disso,
se y € 9Ba(yp), entao

R 17R R R
a(y) = ToyUoy = ToyZoy¥
Ty?, [0.wg + (1 — 0)w) e
= TEwiy e Nyn ="
e pela propriedade da funcao baricentro, temos

(Bopoa)y) =Bp(ay) = Bp(Ty,Us,))
= B(T§,wi)
(
(

Considerando o homeomorfismo dado por

podemos construir a aplicacao
hoh: Ba(yo) — 0Ba(yo), h(h(y)) =y, Yy € dBa(yo)

que é continua e possui ponto fixo. Mas essa aplicacao nao existe pelo Teorema do Ponto
Fixo de Brouwer. Logo, Iy tem um ponto critico u € Ny com Iy (u) € (€oo, 2¢0). Pelo Lema
2.3, u ndo muda de sinal e como f é impar, —u ¢ ainda uma solugdo do problema (Py ). Isto
prova que (Py) tem uma solucao positiva. O]



Apéndice A

Resultados auxiliares de Analise
Funcional

A.1 Teoria da Medida

A.1.1 Espaco Mensuravel

O objetivo desta subse¢o é apresentar o Teorema da Convergéncia Mondtona, o Lema
de Fatou e o Teorema da Convergéncia Dominada. Para isso, introduziremos algumas defini-
¢oes e propriedades bésicas da teoria de medida. Esta subsecao foi baseada em Bartle [4] e
Botelho [11].

Definicao A.1. Uma o-dlgebra no conjunto Q0 é uma familia ¥ de subconjuntos de € que
satisfaz as sequintes propriedades:

(i) 0, Qex;
(i) Se A€ %, entio A® :=Q— Ae¥;
(i13) Se A, € ¥ para todo n € N, entao |J A, € X.

n=1
Neste caso, o par (Q,X) é chamado de espago mensurdvel. Cada elemento da o-dlgebra é

chamado de conjunto mensurdvel.

Definicao A.2. Dada uma colegcdo F de subconjuntos de 2 a intersegdo de todas as o-dlgebras
que contém F é ainda uma o-dlgebra, chamada de o-dlgebra gerada por F, e denotada por
Y(F). Note que X(F) € a menor o-dlgebra em Q0 que contém F. Quando (Q,7) é um espago
topoldgico, a o-dlgebra X(7) é chamada de o-dlgebra de Borel de Q2 denotada por B = B().
Os elementos de B sdo chamados de conjuntos de Borel ou borelianos.

A.1.2 Fungoes Mensuraveis

Notacao 1. Denotaremos a reta estendida por R = R U {—o0, +-00}.

Definicao A.3. Seja (0, %) um espago mensurdvel. Uma funcio f : (2,8) — R é -
mensurdvel se, para cada o € R o conjunto {x € Q; f(z) > a} estd em X.

Observacao 11. Na definicio de funcao mensurdvel poderiamos utilizar qualquer um dos
conjuntos abaizro:

(i) {x €Q; f(z) > a};
(i) {x € Q; f(x) < a};
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(i15) {z € Q; f(z) < a}.
Denotamos por M(€2,X) o espago das fun¢oes mensuraveis.

Teorema A.1l. Sejam f, g funcoes em M(Q, %) e c € R. Entio as fungoes f+g, cf, f-g
e |f| sado mensurdveis.

A.1.3 Medida

Definicao A.4. Uma medida no espaco mensurdvel (Q,Y) é uma funcdo pu: ¥ — R que
satisfaz as sequintes condi¢des:

(i) u(0) =
(ii) u(A) >0, para todo A € ¥;
(14i) Se (An)n 1 € uma sequéncia de conjuntos disjuntos dois a dois de X, entdao

n(U An) = 3 u4n)
n=1 n=1

A medida ,u é dita finita se 1(Q) < oo, € dita o-finita se existem conjuntos (A,)s0, € ¥
tais que 1 = U Ay e p(Ay) < oo para todo n. O termo (2,%, 1) € chamado espago de

medida. e

Notacgao 2. Os conjuntos E € ¥ com a propriedade de pu(E) = 0 sao chamados de conjuntos
de medida nula. Diremos que uma propriedade é q.t.p. se tal propriedade vale em E exceto
em um conjunto de medida nula.

A.1.4 Funcgoes Integraveis

Notacao 3. Dada uma funcdo f, denotaremos por f+ a parte positiva de f e por f~ a parte
negativa de f que serdo definidas por:

fH(z) = max{f(z),0} e f~(2) = max{~f(x),0}.
Além disso, temos que
f=f=felfl=f"+5".

Definicdo A.5. O conjunto L = L(Q, %, 1) das fungées integrdveis a Lebesque com respeito
a medida | consiste no conjunto de todas as funcoes mensurdveis f tais que as suas partes
positiva e negativa possuem integral finita, isto €,

—L@.Ep) = {f e M) [ frdu<oce [ fdu<oc)
Q Q
Se f € L, entao sua integral com respeito a medida v € definida por:

/Q fp = /Q fdu - /Q fd.

Se E € X, entdo a integral de f sobre E ¢é definida por:

/Efdﬂz/EfxEduz/EfIEdu—/EfXEdﬂ-

Teorema A.2 (Teorema da Convergéncia Monétona). Seja (frn)nen C L uma sequéncia de
fungoes integrdveis tal que
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(1)) i < fa< .. < fon< for1 <..;qtpem§;

(i) sup [ £ < ox,

neN

entio fn(x) converge em Q para um limite finito que denotamos por f(x), a funcao f pertence

ale
/fdﬂz Y}ggo/fndﬂ-

Lema A.1 (Lema de Fatou). Seja (fn)nen C L uma sequéncia de fungées integraveis tal que
(i) para todo n, fn, >0 q.t.p.;

(i1) sup/fn < 0.

neN

Para quase todo x € Q, se liminf f,(z) < 4+o00. Entao, f € L ¢
n—oo

/liminf fulz) < lirginf/fn.

n—oo

Teorema A.3 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (fn)neny C L uma
sequéncia de fungoes integrdveis tal que

(1) fn(x) = f(x) ¢.t.p., em que f é uma fungcdo mensurdvel;
(1) existe g € L tal que para todo n,

|fn(z)] < g(x),q.tp, Vel

Entao f ¢é integrdvel e, além disso,

[ fin=Jim [ fud
A.2 Os espacos L?

Nesta secao definiremos o Espago LP, estabeleceremos a Desigualdade de Hélder e alguns
resultados de topologia fraca que tiverao bastante utilidade neste trabalho. Esta subsecdo foi
baseada em Bartle [4] e Botelho [11].

A.2.1 Definicoes dos Espacgos L*

Defini¢ao A.6. Definimos LP(Q2, %, 1), com 1 < p < 00, o espago de Banach das fungies
[+ Q@ — R mensurdveis cuja poténcia |f|P € integrdvel em 2, munido com a norma ||f||, =

1
(Jo fPdp) 7, dsto €,
LP(Q, 2, u) ={f: Q@ — R; fé mensurdvel e ||f]|, < co}.
Por simplicidade, utilizaremos a notacao LP(€)) para denotar o espaco LP(Q, %, ).

Observacao 12. Quando p = 2, L*(Q) é um espago de Hilbert com o produto escalar

< f,9>120)= /Qf(x)g(x)d,u.
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Definicao A.7. Para o caso p = 0o, definimos
L*Q)={f:Q—R; f é mensurdvel e, ||f]|co < 00}

com
| flloo :==1nf{C : |f(x)| < C q.t.p. em Q}.

Definicao A.8. Seja Q C RN, Dizemos que uma funcdo f: Q — R ¢ localmente integrdavel
em ), quando f € integrdvel a Lebesgue em todo compacto K C 2, isto €,

/K|f|da:<oo.

O espaco das funcoes localmente integrdveis € denotado por Lloc(Q)'

Notagao 4. Seja 1 < p < oco; denotamos por p' o expoente conjugado de p tal que

1 1
p P
Teorema A.4 (Desigualdade de Young). Sejam a,b nimeros reais nao negativos com 1 <

1.1 _ ~
p<ooelg+l7—1. Entao,

1 1
abgfap+7bp.
p p

Teorema A.5 (Desigualdade de Hélder). Sejam f e g fungées mensurdveis. Se fg € L'(Q),

. [ italae < ([ \fl”) (f g\p’)”l’.

Agora faremos um estudo resumido sobre o dual do espaco LP para introduzir o Teorema
da Representacao de Riesz.

Definicao A.9. Seja X um espaco vetorial normado. Dizemos que o funcional linear ¢ :
X — R € continuo, ou limitado, se:

¢l = sup{l(z)|; [|=[| =1} < oo

Definicao A.10. O conjunto formado por todos os funcionais lineares continuos definidos
por ¢ : X — R serd chamado de dual do espaco X e representado por X*.

Teorema A.6 (Representacao de Riesz). Sejam 1 < p < 0o e ¢ € (LP())*. Enlao existe
uma tinica fun¢do u € LY (Q) tal que

o(f) = /Q wfd, ¥ f € IP(Q).

Além disso, temos
ully = 1¢l(r@))
onde

1ll(zr (@) =Sup{’/uf dp|; [1flzoi) = 13-
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A.3 Convergéncia fraca

Nesta secao vamos abordar brevemente a noc¢ao de convergéncia fraca. Os contetidos
aqui apresentados também foram baseados em Botelho [11].

Defini¢ao A.11. A topologia fraca no espago normado E, denotada por o(E, E*) é a topologia
gerada pelos funcionais lineares continuos ¢ € E*.

Definigao A.12. Seja (x,,) uma sequéncia em E. Dizemos que (xy,) converge fracamente para
x quando @(x,) converge para o(x) para todo ¢ € E*. Denotaremos a convergéncia fraca por
Ty — .

Observacido 13. Seja Q um subconjunto aberto, limitado, suave de RN e 1 < p < co. A
sequéncia (up)n>1 C LP(Q2) converge fracamente para u € LP(QY), isto é,

U, —~u em LP(Q)
se

/unvdzr — /uvd:n, Vo e LV (Q).
Q Q

Teorema A.7. Em um espacgo reflexivo, toda sequéncia limitada tem subsequéncia fracamente
convergente.

Lema A.2. Sejam E wm espaco vetorial e @, @1, ..., pn funcionais lineares em E tais que
Niz ker(p;) C ker(p). Entdo, existem escalares ai, ..., a, tais que ¢ = Zaiapi.
i=1
A.4 Breve descricao do calculo diferencial de funcio-
nais em espaco de Banach

Esta secao tem como objetivo introduzir um lema que garante a diferenciabilidade do
funcional Iyy. Os conteudos aqui apresentados foram baseados em Willem [25] e Kurdilla [19].

Definicao A.13. Sejam X um espaco de Banach e ¢ : Q@ — RN wum funcional com Q C X
aberto. Dizemos que ¢ tem derivada de Gatéaur em x € ), se para todo h € X existe um
funcional T € X* tal que

=0.

(A1) lim o(x +th) —p(x) —Th
' t—0 t

Quando a derivada de Gatéauxr em x € ) existe, ela é o Unico funcional linear T’ que satisfaz

(A.1).
Notacao 5. Denotaremos a derivada de Gatéauz por Dp(x).

Definicao A.14. Sejam X um espaco de Banach e o funcional ¢ : Q@ — R com Q C X
aberto. Dizemos que ¢ tem derivada de Fréchet em x € §, se para todo h € X existe um
funcional T € X* tal que

oz +h)—@(x)—Th

lim = 0.
||hl|—0 1A

(A.2)

Quando o derivada de Fréchet em x € S existe, ela € o unico funcional linear T que satisfaz
(A.2).
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Notagao 6. Denotaremos a derivada de Fréchet por @' (x).

Definicao A.15. Dizemos que ¢ € de classe C1 em ), e neste caso escrevemos ¢ € C1(Q,R),
se a aplicagao derivada ¢’ : Q — X* é continua.

Observagao 14. (i) Toda fun¢io constante em um aberto de um espago de Banach é Fréchet-
diferencidvel e tem derivada nula.
(13) Sejam H um espago de Hilbert e

¢:H =R com p(z) = ||z||
Entao, ¢ é Fréchet-diferencidvel e ¢'(x)(h) =2 < x,h > para todos z,h € H.

Para o proximo lema considere inicialmente os seguintes espagos normados LP(Q)NL7(€2)
e LP(Q) + L9(Q2). Estes espagos sao munidos com as seguintes normas respectivamente

lellp g == llellp + llulq

lullpy/ g == f{ o[l + [Jwllg : v € LP(Q),w € LYQ),u = v+ w}.

Lema A.3. Suponhamos que 1 < p, q,r,5 < oo, f € C(R) e |[f(u)| < c(|ulP/™ + |u|?/*®).
Entao, para todo w € LP(Q2) N LY(Q), f(u) € L"(2) + L*(Q2) o operador

A:LP(Q)NLIQ) — L"'(Q)+ L(NQ)
u = f(u)
é continuo.

Lema A.4. Considere

Y(u) = | Flu)da,
RN
em que

F(u) :/ f(t)dt.
0
Suponhamos que f € C(R), |f(w)| < C(lu/P~1 + [uP2=t) com 1 <p; <ps<2*—1eN >3.
Entio, o funcional ¥ € de classe C*(H'(RV),R) e
< (u),h >= f(u)hdzx.
RN

Demonstra¢do. Vamos mostrar a existéncia e continuidade da derivada de Gatéaux. Sejam
x € RN et c0,1]. Considere

g:10,1] — R pondo g(s) = F(u(z) + sth(x)).

Note que
9(0) = F(u(x)),
9(1) = F(u(x) + th(z))

g'(s) = f(u(z) + sth(z))th(x).
Segue do Teorema do Valor Médio que existe A € [0, 1] tal que

9(1) —9(0) Fu(z) +th(z)) - F(u(z))

t t



Asgsim,

|[F'(u(z) + th(z)) = F(u(z))]

Considere

+ IAN + A+ A A

f(u(x) + Asth(x))th(z)
t

= f(u(x) + Asth(x))h(x).

|f (u(z) + Asth(z))h(z)]

| (u(z) + Asth(z))||h(z)|

O(|u(z) + Xth(z) [P~ + |u(x) + Ath(x) P2~ 1) |h(2)]
@ (Ju(@) = + [Ath(z)1 1)

227 (Ju(@) P21 + [Mth(x)[P27) ()]

O (Ju(@)" + [h(z) )

227 (Ju(x) [P+ [h(z) P2 7)) ()|
C(Ju(@)["~Hh(z)| + [h ()™

[u(@)[P2 ()| + [h(x)[P2).

p(x) = C(lu(@)" @) + [h(@) P + Ju(@)[2~ A(@)] + [h(2)[P).

Pela Desigualdade de Holder, temos

/ ()P )| de
RN

(A.3)

[ @)l
RN

(A4) -

IN

([ (a7 1dw)
(/ Ju( x)mdx) g

Pl

(f N<|u<x>|m—1)“‘1dsc>”¥?< ()

1
( |p1da:) ( / \h(a \pda;)“
RN

[ 1Hh\|p1~

([ )
( [, ki) :

leall22 1 lpe -

Entdo, usando (A.3), (A.4) e a imersao de Sobolev H'(RY) «— LP(RY), obtemos

/ p(z)de = C/ (Ju(@) P~ ()| + [a(@) [P + [u(@)[P2 7 h(@)] + [h(z)[P2)dz
RN
o(

IN

By~ Bllpy + IBIES + llullp2 = 1Al + [1AI52) < oo

67

Portanto, p(z) € L'. Pelo o Teorema do Valor Médio e pelo Teorema da Convergéncia

Dominada, temos

<¢'(u),h >

P(u+th(z)) — P(u)

lim

t—0 t

’ Jan Fu+th)de — [on F(u)dx
1550 t

lim (F(u+th) — F(u)) de

t—0 RN t
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— lim flu+ th)thdx
t—0 RN t

_ / lig LR,
R

N t—0 t

= (u)hdz.
RN

Agora provaremos a continuidade de ¢’. Seja ux, — v em H'(RY). Como H*(RY) — LP(RY)
quando p € [2,2*], entao u,, — u em LP* N LP2. Usando o Lema (A.2), concluimos que p = py,
D

Pl P2
r= B9, g=p2es= ;. Logo, f(u) é continua em L#1~T 4+ Lr2~1. Usando a Desigualdade
de Holder e a imersao de Sobolev, obtemos

| < ¢/(un) - W(U)’ h > | = f(un)hdx - (U)hdx
RN RN

- / (F(un) — F(u))hdz
RN

= f(up)hdx — f(u)hdz
RN RN

Cllf (un) = f(W)llpy qllPll -

IA

Dessa forma, fazendo n — oo, obtemos
| < (un) = ¢'(u),h > | = 0.

Portanto, ¢ é diferenciavel. O



Apéndice B
Derivada Fraca e Espaco de Sobolev

O enfoque deste Apéndice é definir Derivada Fraca, Espaco de Sobolev e introduzir
algumas de suas propriedades. Esta se¢do foi baseada em Evans [15].

B.1 Derivada Fraca

Notacao 7. Denotaremos por C°(Q) o conjunto das funcoes diferencidveis.
Definicao B.1. O suporte da funcao f: Q2 — R é dado por
supp(f) :={x € ; f(x) # 0}.

Uma funcao f € dita ter suporte compacto se seu suporte é compacto para ) C RN e, 0 suporte
€ compacto se, e somente se, for limitado.

Definicao B.2. Definimos por C5°(2) o conjunto das funcoes u : Q@ — R cujas derivadas
parciais de todas as ordens sao continuas e cujo suporte é compacto. Denominamos a funcao
© € C3°(R2) de funcdo teste.

Definicao B.3. Dado um aberto Q@ C RN, uma fun¢io u € L} () e um multi-indice o,
dizemos que v € L}, () € uma a-ésima derivada fraca de u se

/ u(x)DY¢(x)dx = al/ z)dz,Y ¢ € CF ().
Q

Observacao 15. A a-ésima derivada fraca de uma funcdo u € L}OC(Q), quando existe, €
Unica a menos de um conjunto de medida nula.

B.1.1 Propriedades

Teorema B.1. Se u,v € WEP(Q) entdo

(i) D € Wk=1ebP(Q) | para todo multi-indice o tal que |a| < k e DP(D*u) = D* By sempre
que |B] + |o| < k;

(i) D*(Au+ pv) = AD% + uD%, VA, p € R,

(iii) Se Q C Q é um aberto, entdo u € Wk’p(Q)

B.1.2 Espaco de Sobolev

Definicao B.4. Sejam Q C RY um aberto, 1 < p < oo e k € NU{0}. Definimos o espago
de Sobolev WP (Q) como sendo o espago de todas as fungies u € LP(Q) tais que existe a
derivada D*u para todo multi-indice || < k e pertence ao espago LP(Q).
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Na defini¢ao acima, D% denota a derivada no sentido fraco.

Teorema B.2. O espaco WHP(Q) ¢ um espaco de Banach com a seguinte norma

P

Z/Dau|p , se 1 <p<oo

[ullwrr) = q \Jal<k

> DUl (s s€ p = o
|| <k

Em particular, o espaco de Sobolev WP(Q) é equipado com a norma
[ullwe @) = [lullr) + [[VullLe)-
Teorema B.3. O espaco WHEP(Q) ¢ reflexivo se 1 < p < co.
Notacdo 8. Para p =2, escrevemos H*(Q) para indicar o espago W*2(Q).
Definicao B.5. O espaco

ou

HY(Q) = WH(Q) = {u e TA(9); o

€ L*(Q) para i € {1,...,n}}

com o produto interno

< u,v >i= / (Vu - Vo + uv)dx
Q

1
2
] = </ Vul? + |u2dx>
Q

Definicao B.6. Se 1 < p < N, o expoente critico de Sobolev é dado por
Np
N-—-p

€ com a norma correspondente

€ um espaco de Hilbert.

B.1.3 Imersao de Sobolev

Definicao B.7. Sejam X, Y espacos normados tais que X C Y. Dizemos que X estd imerso
continuamente em Y , e denotamos por X — Y, quando a aplicacao inclusao i : X — 'Y dada
por i(x) = x, € conlinua, e

llully < C|lullx,u € X para alguma constante C .
Teorema B.4. As sequintes imersoes sao continuas:

HY(RY) — LP(RYN), 2<p<oo, N=1,2,

HYRYN) — LP(RY), 2<p<2, N2>3.

Definicao B.8. Sejam X e Y espacos de Banach, X C Y. Dizemos que X estd imerso
compactamente em Y, e escrevemos X CC Y, se:

(i) Jully <Cllullx, v € X para alguma constante C;
(ii) cada sequéncia limitada em X € precompacta em Y .

Mais precisamente, a condigao (i) significa que se (uy) € uma sequéncia em X com supy, ||ug||x <
0o, entao alguma subsequéncia (ty) C (ux) converge em'Y para algum limite u € Y.

Teorema B.5. Se Q C RN ¢ um aberto limitado de classe C, entdo a sequinte imersio €
compacta:
HY(Q) cc LP(Q), 1<p<2~.



Apéndice C

Resultados Auxiliares de Métodos
Variacionais

Neste Apéndice introduziremos a sequéncia de Palais-Smale, apresentaremos o Lema
de Lions, o Principio de Ekeland e o Lema da Deformacao Quantitativo que nos ajudaram a
resolver a falta de compacidade do problema (Py ) no dominio exterior. O Lema da Deforma-
cao Quantitativo também foi utilizado na prova do teorema principal. Esta secao foi baseada
em Willem [25].

Definicao C.1. Seja X um espaco de Banach ¢ I : X — R, um funcional de classe C'.
Suponha que existam ¢ € R e (ug) C X tais que

Iug) = c e ['(w)ll =0,

entao dizemos que (up) € uma sequéncia Palais - Smale no nivel ¢ para I, ou de forma
abreviada, (uy) € uma sequéncia de (PS). para I. O funcional I satisfaz a condi¢io de Palais
- Smale no nivel ¢ quando toda sequéncia (PS). para I possui uma subsequéncia convergente.

Lema C.1 (Lema de Lions). Sejam r >0 e 2 < q¢ < 2*. Se (ug)r € uma sequéncia limitada
em HY(RN) e se

sup / lug|9dx — 0,k — oo
yeRN JB(y,r)

entio up, — 0 em LP(RY) para 2 < p < 2*.

Lema C.2 (Lema da Deformagdo Quantitativo). Sejam X wum espaco de Banach, S C X,
§>0eS;={uecX:dist(u,S) <d}. Sejam ainda I € C1(X,R), c€R e e >0 tais que

4
17 ()| x> g,vu € I™Y([c — 2, ¢ + 2€]) N Sas,

em que I ([c —2e,c+2e]) N Sas = {v € X : ¢ —2¢ < I(v) < c+ 2} Entdo existe
n:[0,1] x X — X continua tal que para todo uw € X et € [0,1], valem

i) n(0,u) = u;
ii) n(t,u) =u, se u g I~ ([c — 2&,c+ 2¢]) N Sas;

iii) n(1,1°7 N S) € (I°* N Sp).
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Lema C.3 (Principio de Ekeland). Sejam X um espago de Banach, ¢ € C1(X,R) limitado
inferiormente e £, > 0. Se
p(v) <infp+e,

existe u € X tal que

8
pw) Sinfp+2e, [P < 5 e flo—ul <2

C.1 Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

O objetivo desta secao é enunciar o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. Os resultados
apresentados foram baseados em Willem [25].

Notacao 9. Denote a bola unitdria em RN por BY := B(0,1) = {x € RV;|z| < 1} ¢ a esfera
unitdria (a fronteira da bola unitdria) por SN =1 := {x € RY;|z| =1} = 0BY.

Definicao C.2. Uma retra¢do de um espacgo topoldgico X em um subespago Y € uma aplicagdo
continua v : X =Y tal que r(y) =y para todo y €Y.

Exemplo C.1. A aplicacio ¢ : B1(0)\{0} — S dada por ¢(x) = % ¢ uma retragdo.

= Tal
Teorema C.1 (Teorema da Nio - Retragdo). Nao hd retragio continua r : BN — SN—1L,

Teorema C.2 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer’s). Toda aplicacio T : BN — BN tem
um ponto fizo.



Apéndice D
Resultados A

D.1 Variedade Suave e Grupo de Lie

Nesta secao apresentaremos de forma breve a definicdo de Variedade Suave e Grupo de
Lie com o objetivo de desenvolvermos com maior exatidao a proxima secdo. Esta secao foi
baseada em Biliotti [9] e Lee |20].

Sejam H um espacgo de Banach e M um espaco topologico. Uma estrutura diferencidvel
de classe C* em M, modelada em H, é uma familia D = {(%;; ¢);i € I} onde:

i) ; é um aberto de H, ¢;(£2;) é um aberto de M e M = U;c1¢i(%);
i1) cada ¢; : ; — M é um homeomorfismo sobre um aberto ¢;(£2;) e, para cada i,j € I
com (%) N $;(Q) # 0, as aplicagdes ¢; ' o ¢; sdo de classe C;
i1i) D é maximo em relacdo as condigoes acima.

Definigao D.1. Uma variedade diferencidvel de classe C* modelada em H; é um par (M, D),
onde:

i) M é um espaco topoldgico de Hausdorff e paracompacto;

ii) D ¢ uma estrutura diferencidvel de classe C* modelada em H.

Além disso, se H ¢ um espago de Hilbert, entdo diremos que M € uma variedade Hilbertiana
de classe C*.

Definicao D.2. Um grupo de Lie é uma variedade suave G que é ainda um grupo no sentido
algébrico, com a propriedade de que a aplicacdo de multiplicacio m : G X G — G e a aplicacdo
tnversa i : G = G, dada por

m(g,h) = gh, i(g) =g ",

sao ambas suaves.

D.2  Aplicacao Baricentro Generalizada no Espaco
LP(RY)

O objetivo desta secio é fazer um estudo resumido de uma aplicacio no espaco LP(RY)
cujas propriedades nos auxiliaram a mostrar a existéncia de uma solucao fraca positiva do
problema (Py). Esta secao foi baseada em Bartsch e Weth [5] e Lee [20].
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Notagdo 10. O(N) ={A € M(N x N); AT = A~}

Definicao D.3. Seja G € um grupo e M ¢ um conjunto. Uma ac¢do a esquerda de G em M
¢ uma aplicacio G X M — M, escrevemos (g,p) — g * p satisfazendo

g1 % (92 %p) = (g192) *p,Yg1,920 € Gepe M

exp=pVpeM
onde e € o elemento neutro em G.
Definicao D.4. Sejam G um grupo de Lie e M, N variedades suagves com G- agdes suaves

a esquerda ou a direita. A aplicacao F : M — N € dita equivariante com respeito a G-agdes
se para cada g € G,

F(g*p)=gx*F(p) (a¢do a esquerda),
F(px*g) = F(p) *g (a¢io a direita).

Seja v € RV e considere a translagio 7, : RV — RY dada por 7,(x) = x +v. O grupo
de isometrias de RN ¢é definido por

G={ro0A:RY 5 RN,y e RV Ac O(N)}.

Uma acdo a esquerda em RY induz a uma acio no espaco de aplicacdes RY — M, em que M é
um subconjunto qualquer. Assim, g*u :=wuog ' parau:RYN — M e g € G. Explicitamente
isso significa que

(g*u)(x) = wo(A™H(zx—v)),
pois

(g % u)(x) og )z
(1o 0 A)7H) ()

o (AT (1™ (@))))

o (A Nz —v))).

Defini¢dao D.5. Seja 5 : LP(RV)\{0} — R¥. Dizemos que B ¢ a aplica¢do baricentro gene-

ralizada em LP(R™) se B é continua e G-equivariante, isto é, (g * u) = g(B(u)), para todo

g€ G eue LP(RY).

Observagdo 16. Para b € RN, A € O(N) e u € LP(RV)\{0}, a defini¢io anterior implica
que

i) Blu(z —v)) = Bu(z)) +v;

i) Bluo A1) = A(B(u).
Para provar (i), basta considerar A = I e para provar (ii), basta considerar v =0, isto
€ To=1.

Portanto, para uma funcido par, especificamente uma funcio radial v € LP(R™)\{0},
temos que f(u) = 0. De fato, sendo u uma funcao radial, entao para todo x € RY, temos

Blu(z)) = Bu(lz])) e Blu(—x)) = B(u(|z])).

Considere A = —1, entédo

Blu(z)) = Bu(—x)) = Bu(Az)) = A7 (B(u(x))) = —B(u(z)) = Blu(x)) =0.



Exemplo D.1 (veja Cerami e Passaseo [12]). Seja u € HY(RV)\{0}. Defina a aplicacdo

-1 u u > 0 00

+
~ U)|loo ~
i) = ) - V=] e om),
Entdo, o baricentro da fungio u € HY(RN)\{0} dada por

1 -
Bu) = TR /]RN zu(z)dx

€ continua e satisfaz as segquintes propriedades:

i) Blu(z—y)) =Bu)+yVyeRY,

i) B(Tu)=PB(u)VT > 0.
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A partir de agora, os resultados apresentados foram baseados respectivamente em Serrin

e Tang [23|, Gidas, Ni e Nirenberg [17], Berestycki e Lions [8] e Biliotti [9].

Consideremos a equacao eliptica quasilinear
(D.1) Apu+ f(u)=0em RY n>m > 1,

em que Ayu = div(|Du|™ 2Du) é o operador Laplace degenerado.

Teorema D.1. A equacao (D.1) admite no mdzimo uma solug¢io ground states se, para

algum b > 0,
i) f € continua em (0,00), com f(u) <0 e f(u) >0 para u > b;
ii) f € CY(b,00), com g(u) = uf'(u)/f(u) é ndo crescente em (b,00).
Considere o problema

(D.2) Au+m?u = f(u) em RN n > 2. m > 0.

Proposicdo D.1. Seja u(x) > 0 uma solugio de classe C? de (D.2) tendendo para zero no

infinito e assumimos que g(u) = O(u®) para algum o > 1 préximo de uw = 0. Entao,

u(z), |Vu(x)| = O(e_|x‘/]a:|%) no infinito.
Considere o problema
(D.3) —Au = g(u) em RY, uw € H}(RY),u # 0.

A funcdo g satisfaz as seguintes condigoes:

i

—00 < liminf@ < lim supﬁ =-—m < 0;
s—0+ S s—0t+ S
i)
g(s) N +2

—oo0 <limsup —+ <0, em que | = ——;
_— s—>0+p Sl f— ) q N_27
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ii) Existe o > 0 tal que G(a) = [ g(s)ds > 0.

Teorema D.2. Suponhamos que N > 3 e que g satisfaz as condigoes de i) a iii). Entdo o
problema (D.3) tem uma solugcdo u tal que

i) u>0em RY;

1) u € esfericamente simétrica, isto é, u(x) = u(r), onde r = |x| e u é decrescente com
respeito a r;

iii) ue C*RN);
) u e a sua deriwvada de ordem 2 tem decaimento exponencial no infinito:
|D%u(z)| < Ce ol 2 e RN
para algum C, 6 >0 e |a| < 2.

Teorema D.3. Sejam M e N variedades diferencidveis de classe C* modeladas em H' e H?
respectivamente e seja f : M — N uma aplicacio de classe C*. Dado y € N se, para cada
p € f~1(y), o diferencial de f no ponto p € sobrejetor e seu niicleo é o complemento em TyM,
entio Z = f~(y) é uma subvariedade de M de classe C* e o seu espaco tangente é dado por

Tp,M = ker(dfy)

para cada p € Z.
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