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"Now faith is the substance of things hoped for, the

evidence of things not seen.

For by it the elders obtained testimony.

By faith we understand that the worlds by the word
of God were created, so that what is seen was not made

than is apparent.”

"ORA, a fé € o firme fundamento das coisas que se

esperam, € a prova das coisas que se nao véem.
Porque por ela os antigos alcancaram testemunho.
Pela fé entendemos que os mundos pela palavra de

Deus foram criados; de maneira que aquilo que se vé

nao foi feito do que € aparente.”

Holy Bible
Biblia Sagrada



Resumo

A presente tese é dedicada ao estudo das subvariedades biharmonicas nos espacos forma
quaternionicos. Apos dar a condicao de biharmonicidade para subvariedades destes
espagos, estudamos diferentes casos particulares para os quais obtemos estimativas de
curvatura. Encontramos a relagao entre o campo de bitensao da aplicagao de inclusao
de uma subvariedade do espago projetivo quaternionico de dimensao quaternionica n e
o campo de bitensao da inclusao de seu correspondente tubo de Hopf na esfera unitaria
de dimensao 4n+3. Estudamos sobre subvariedades com curvatura média paralela e
pseudo-umbilicas biharmonicas do espaco projetivo quaternionico e obtivemos alguns

resultados de estabilidade deste tipo de subvariedade.

Palavras-chave: Subvariedades biharmonicas; Espago projetivo quaternionico; Fi-

bragao de Hopf quaternionica. Estabilidade.



Abstract

The present thesis is devoted to the study of biharmonic submanifolds in quaternionic
space forms. After giving the biharmonicity conditions for submanifolds in these spaces,
we study different particular cases for which we obtain curvature estimates. We find the
relation between the bitension field of the inclusion of a submanifold in the n-dimensional
quaternionic projective space and the bitension field of the inclusion of the corresponding
Hopf-tube in the unit sphere of dimension 4n+3. We studied biharmonic with parallel
mean curvature and pseudo-umbilicas submanifolds of the projective quaternionic space

and we obtained some stability results for this type of submanifold.

Keywords: Biharmonic Submanifolds; quaternionic projective space; quaternionic Hopf

fibration. Stability.
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Introducao

A nocao de aplicagoes biharmonicas foi sugerida em 1964 por Eells e Sampson [21]
como uma generalizacao natural das tradicionais aplicagoes harmonicas. Uma aplicagao
f:M— M entre duas variedades Riemannianas, com M compacta, é harménica se for
ponto critico do funcional energia E(t), que é obtido integrando o quadrado da norma
da diferencial df. Se a variedade dominio nao for compacta, entao aplicacoes harmonicas
sao definidas como solugoes da equacao de Euler-Lagrange 7(f) = 0, onde 7(f) = trV/df
é o campo de tensdo de f e V/ é a conexao no fibrado induzido por f em M. Uma

imersao isométrica ¢ minima se, e somente se, for uma aplicacao harmonica.

Uma aplicagao biharmonica entre variedades Riemannianas, com dominio compacto,
¢ um ponto critico do funcional bienergia Fs(t) que, por sua vez, é obtido integrando o
quadrado da norma do seu campo de tensao. Para o caso nao compacto, aplicacoes
biharmonicas sao definidas como aquelas cujo correspondente campo de bitensao é
nulo, ver Eq. , donde concluimos que toda aplicacao harmonica é trivialmente
biharmonica. Contudo, reciproca nem sempre é verdadeira. De fato, existem varios
exemplos de aplicagoes biharmonicas nao harmonicas em diferentes espacos ambientes.
Indicamos o trabalho de Y.-L. Ou [37] para mais detalhes. Aplica¢oes biharmoénicas nao

harmonicas sao chamadas de aplicagoes biharmonicas-préprias.

Nas duas ultimas décadas, importantes progressos tém sido obtidos no estudo de
propriedades geométricas e analiticas de aplicagoes biharmonicas. Uma atencao especial
vem sendo dada ao estudo de subvariedades biharmoénicas, ou seja, subvariedades cuja
aplicacao de inclusao é uma imersao isométrica biharmonica. E um passo fundamental
conhecer a geometria destas subvariedades em espacos forma. Nesta direcao diversos
resultados foram provados em diferentes espacos ambientes, como os espacgos forma reais
[2, 7, 8, 9], espagos forma complexos [10], espacos forma Sasakianos [11], 3-variedades

homogéneas [15], produtos de espagos forma [12], dentre outros.



Um problema interessante é saber sob quais condig¢oes geométricas uma subvariedade
biharmonica de uma variedade Riemanniana é minima. O primeiro passo é analisar este
problema no espaco Euclidiano, para este caso, indicamos o trabalho mais atual de B.Y.
Chen [2]. Em seu programa de estudos sobre as subvariedades biharménicas do espago
Euclidiano Chen obteve alguns resultados satisfatérios, o que o levou a propor a seguinte

questao: Qualquer subvariedade biharmonica no espaco Fuclidiano € minima?

Devido a alguns resultados de inexisténcia de subvariedades biharmonicas-préprias
em espagos forma reais de curvatura seccional nao positiva (ver, por exemplo, [5] [7, [16]).
A questao proposta por Chen foi generalizada por Caddeo, Montaldo e Oniciuc em
[25] como segue: Qualquer subvariedade biharmonica numa variedade Riemanniana com

curvatura seccional nao positiva € minima?

Embora a questao proposta por Chen permaneca em aberta, a sua versao generali-
zada ¢é falsa. De fato, L. Tang e Y.L. Ou [22] construiram exemplos de hipersuperficies
biharmonicas-préprias (de curvatura média nao constante) em um espago de dimensao
5 de curvatura seccional negativa nao constante. No entanto, quando o espago ambiente
é um espaco forma de curvatura constante nao positiva, a versao generalizada ainda é

um problema em aberto.

As técnicas utilizadas por Chen para obter resultados de inexisténcia de subvarieda-
des biharmonicas-préprias nos espacos Euclidianos foram adaptadas por Oniciuc et al. e
resultou na classificacao de subvariedades biharmonicas-proprias em diferentes espacos
ambientes de curvatura positiva (ver [7]-[12], [25] e [26]). Nés usamos essas técnicas
para estudar as subvariedades biharmonicas-préprias dos espacos forma quaternionicos.
Em particular, damos uma atencao especial para ambientes de curvatura seccional qua-
ternionica positiva. Uma motivacao parcial para isto sao os resultados de inexisténcia
deste tipo de subvariedade em espacos forma quaternionicos de curvatura seccional qua-

ternionica nao positiva, como destacamos na Observacao [2.3|

Cabe destacar que as subvariedades quaternionicas (também chamadas invarian-
tes) e as subvariedades complexas, por serem minimas, sdo trivialmente subvariedades

biharmonicas de uma variedade Kahler quaternionica.
Voltamos nossa atencao aos casos especiais das subvariedades anti-quaternionicas e

subvariedades totalmente reais. Calculamos as equagoes que caracterizam as subvarieda-

des anti-quaternionicas biharmonicas e as subvariedades totalmente reais biharmonicas



dos espacos forma quaternionicos. Mais precisamente, obtemos os seguintes resultados:

Teorema 1 Seja M™ uma subvariedade anti-quaternionica de um espaco forma qua-

ternionico Efy(4c). Entdao, M ¢é biharménica se, e somente se,

AYH +trB(-, Ag) —c(m+9)H =0
Zgrad(|H|?) + 2trAg.y = 0.

Teorema 2 Seja M™ uma subvariedade totalmente real de um espaco forma quaternionico

En(4c). Entao M € biharmonica se, e somente se,

AYH +tr(B(-, Ag)) — emH — 3¢S0 _ (H+ F?H) =0
grad|H|* + 2tr(Ay.g) = 0.

Os detalhes técnicos destes dois teoremas podem ser conferidos na Segao Como
aplicacao do Teorema 1 nés recuperamos um resultado de inexisténcia para o caso em que
o0 espaco ambiente é um espacgo forma quaternionico de curvatura seccional quaternionica
constante nao positiva (ver Corolario e estudamos as subvariedades biharmonicas-
proprias do espaco projetivo quaternionico HP™. O espaco projetivo quaternionico é um
modelo de variedade Kéahler quaternionica de curvatura seccional quaternionica cons-
tante igual a 4. Além disso, nés consideramos a projecao natural 7 : S*+3 — HP" da
esfera Euclidiana unitaria S***3 sobre HP" definida pela fibracao de Hopf quaternionica
S? — S35 HP", que define uma submersao Riemanniana. Usando esta fibracao
construimos um exemplo (previamente anunciado por W. Zhang [39]) de subvariedade
biharmonica-prépria de HP™. Sendo M uma subvariedade real de HP™ e denotando por
M := 7~1(M) o tubo de Hopf sobre M, nés obtivemos a férmula que relaciona o campo
de bitensdo da inclusdo de M em HP" e o campo de bitensdo da inclusdo de M em

S*+3 ver Teorema [3.1]

Como aplicagao dos Teoremas 1 e 2, nds estudamos as subvariedades biharmonicas-
préprias com curvatura média paralela (PMC), as subvariedades biharmonicas-préprias
com curvatura média constante (CMC) e as subvariedades biharmonicas-préprias pseudo-
umbilicas em HP". Na classe das subvariedades biharmonicas-préprias PMC de HP"
encontramos uma limitacao inferior para o quadrado da norma da segunda forma fun-
damental, como consequéncia, obtemos uma estimativa para a curvatura escalar da sub-
variedade em termos do quadrado da norma de seu campo de vetores curvatura média,

a saber:



Proposicao 1 Se M™ é uma subvariedade anti-quaternionica biharmonica-propria PMC

de HP", entao |B|?> > m +9. Em particular, se m = 3n, entdo
Scalyr < 9n*(1+ |H|?) +18n — 9.

Proposicao 2 Seja M™ uma subvariedade totalmente real biharmonica-propria PMC

de HLP™. Entdo |B|*> > m. Em particular,

Scalyy < m*(1+ |H|?) — 2m.

Para o caso em que a subvariedade anti-quaternionica biharmoénica é compacta, ob-

temos a seguinte limitacao para |H|*.

Teorema 3 Seja M™ uma subvariedade anti-quaternionica biharmonica-propria com-

pacta de HP™. Entao:
(a) Existe um ponto p € M tal que |Ag(p)]? < (m + 9)|H(p)|?

ou

9
(b) |Ag|* = (m+9)|H|?. Neste caso, a subvariedade M é PMC, com |H|?* € (0, %]

Na classe das subvariedades pseudo-umbilicas biharmonicas-préprias de HP™, obti-

vemos os seguintes resultados.

Proposicao 3 Seja M™ uma subvariedade anti-quaternionica pseudo-umbilica biharmonica-

propria de HP™. Entdo |B|*> > m|H|*>. Em particular, a curvatura escalar de M satisfaz
Scalyr < m*(1+ |H*) + m(17 — |H|*) — 36n.

Proposicao 4 Seja M™ uma subvariedade anti-quaternionica de HP™ com curvatura

média constante nao nula. Entao temos as sequintes observacoes:

9
(a) Se M ¢é biharménica-prépria, entao |H|* € (07 %}

(b) Se |H]2=""2

umbilica e V+H = 0.

, entao M € btharmonica-propria se, e somente se, M ¢é pseudo-



A primeira e a segunda variacao da bienergia de uma aplicacao biharmonica-prépria
entre variedades Riemannianas foram calculadas por G.Y. Jiang [I7] e como aplicagao
ele estabeleceu algumas condicoes para que uma subvariedade biharmonica estédvel do
espago projetivo complexo seja uma subvariedade minima. Noés adaptamos as técnicas
desenvolvidas por Jiang e encontramos algumas desigualdades envolvendo o quadrado
da norma do campo de bitensao de uma subvariedade compacta biharmonica-propria
estavel de HP™. Com essas desigualdades obtemos a seguinte limitacao para a funcao

densidade de energia de uma tal subvariedade.

Teorema 4 Seja f : M — HP"™ uma subvariedade biharmonica-propria compacta de
HP" com |7(f)|? constante. Se M ¢é estdvel, entdo a fungdao densidade de energia e(f)

satisfaz




Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo fixamos as notagoes e apresentamos alguns resultados da teoria classica
de geometria Riemanniana. No que segue todas as variedades sao consideradas conexas

e, quando necessario, orientadas pelo elemento de volume.

1.1 Fibrados Riemannianos

Um fibrado vetorial (real suave) sobre uma variedade diferenciavel M é uma
variedade diferencidvel F, juntamente com uma aplicacao diferenciavel e sobrejetiva

7w ' — M satisfazendo as seguintes condigoes:

(a) Para cadap € M, o conjunto E, = 7 *(p) possui uma estrutura de espago vetorial

real k—dimensional.

(b) Para cada p € M, existem uma vizinhanca U C M de p e uma aplicacao dife-
rencidvel ® : 771 (U) — U x R* tais que:
(i) Para cada q € U, a restrigao de ® a E, é um isomorfismo linear entre E, e
{q} x R* munido com a estrutura canonica de espaco vetorial real.
(it) Se my : U x R¥ — U denota a projecao sobre o primeiro fator, entdao ™ =

mpo®:n Y (U)—=U.

Nas notagoes acima, dizemos que M ¢ a base do fibrado, E é o seu espaco total e

E, ¢ a fibra de E sobre p. O natural k ¢ o posto de E (ou de 7) e, se k = 1, dizemos



que E é um fibrado de linhas. Por fim, ® é uma trivializagao local, ou uma carta de

fibrado de E sobre U.

Seja m : F — M um fibrado vetorial sobre M. Uma se¢ao local sobre um conjunto
aberto U C M é uma aplicacao diferenciavel n : U — E tal que mon = Idy; se U = M,
dizemos que 7 é uma segao global ou simplesmente segdo de . O conjunto I'(E) das

segoes de E (ou de 7) se torna um C*° (M )-mdbdulo sobre o anel das fungoes diferencidveis

sobre M, pondo, para f € C*(M) en € I'(E),
(fn)(p) = f(p)n(p),vVp € M.

O fibrado tangente T'M de uma variedade diferenciavel n-dimensional M é um fibrado
vetorial de posto n sobre M e o conjunto dos campos de vetores X(M) de M pode ser
identificado com o conjunto das segoes de T'M.

Uma ferramenta importante na construcao de fibrados vetoriais é dada pelo lema

abaixo. Para mais detalhes veja Neto [I, Lema 1.9].

Lema 1.1 Sejam M uma variedade diferencidvel, k € N e, para cada p € M, E, um
espago wvetorial real k-dimensional; sejam também E = [[E, a soma topoldgica dos

espagos E, em: E — M a aplicagao tal que w(E,) = p. Suponha, ainda, dadas:
(a) Uma cobertura aberta {Uy}aca de M.

(b) Para cada o € A, uma bije¢io ®,, : 7= (U,) = U, x R” cuja restricao a cada E,
¢ um isomorfismo linear entre E, e {p} x R¥, munido da estrutura candnica de

espaco vetorial real k-dimensional.

(¢) Para o, 3 € A tais que U, N Us x R* para si mesmo, tem a forma

(P00 ®5")(p,v) = (9, gap(P)V).

Entdao, E tem uma unica estrutura de variedade diferencidvel tal que w: E — M € um

fibrado vetorial de posto k tendo as aplicacoes ®, como trivializagcoes locais.

Usando o Lema (1.1 encontramos novos exemplos de fibrados vetoriais, dentre os

quais destacamos:



Exemplo 1.1 Dados fibrados vetoriais ng : E — M e g : I — M de postos k e [,

respectivamente, o fibrado de homeomorfismos de E em F sobre M € o fibrado
Hom(E; F) = U,epyHom(E,; F),

onde Hom(E,; F,) é o espago vetorial kl-dimensional das transformagoes lineares de E,
em F,. Uma se¢io de Hom(E; F') é simplesmente um homomorfismo ® : E — F, isto
€, uma aplicagcdo diferencidvel ® de E em F tal que mpo ® =g e ®|g, : B, = F, €

uma transformacao linear, para todo p € M.

Exemplo 1.2 Seja ng : E — M um fibrado vetorial de posto k. O fibrado dual de E
¢ o fibrado
B =pen k).

A cada se¢ao n € T'(E) corresponde uma se¢ao n* € I'(E*), que associa a cada p € M
o funcional linear ny : E, — R, dual algébrico de n, € E,. Em particular, o fibrado
cotangente T*M de uma variedade diferencidvel M € o fibrado dual do fibrado tangente
TM de M. Uma se¢io w € U'(T*M) de T*M ¢é uma 1-forma diferencial sobre M.

Exemplo 1.3 Sejam g : £ — M e np: FF — M fibrados vetoriais sobre M. Entao o

produto tensorial

E®F =l,eu(E, ® F))

admite uma estrutura de fibrado vetorial sobre M. Uma se¢ao de E®@ F é um campo

tensorial sobre M.
Aproveitamos estes exemplos para lembrar a seguinte defini¢ao

Definigao 1.1 Se E ¢ um fibrado sobre M, uma k-forma diferencial sobre M com va-

lores em E é uma secdo do fibrado A*M @ E.

Finalizamos esta lista de exemplos com o que define o fibrado pull-back por uma
aplicacao entre variedades diferenciaveis. Tal fibrado é de fundamental importancia
na teoria das imersoes isométricas e aparecerd com muita frequéncia no decorrer deste

trabalho.



Exemplo 1.4 (fibrado induzido) Sejam f : M™ — N™ uma aplicacdo diferencidvel
entre variedades Riemannianas e tp : F'— N um fibrado vetorial de posto k. O fibrado
pull-back, ou fibrado induzido, pela aplicagio f € o fibrado vetorial wp-1p : f~'F —
M, onde

f7UF = penFrp) = {(p,v);p € M, v € Fyg)}.

Uma métrica Riemanniana em um fibrado vetorial 7 : E — M é uma aplicacao

C*°(M)-biliniear, simétrica e positiva definida
g:T'(E)xT'(E) — C*(M).

Uma conexao (linear) em um fibrado vetorial 7 : £ — M ¢é uma aplicacdo R-

bilinear

V: X(M)xT'(E) — TI(E)
(X;m) ¥ Vxn
satisfazendo, para f € C*°(M), X € X(M) e n € I'(E), as seguintes condi¢oes:

(@) Vixn= fVxn.
(b) Vx(fn) = fVxn+X(f)n.
Para cada secao n € I'(E), a aplicagao
Vn: X(M) — T(F)
X — Vxn

é C°(M)-linear e seu valor em um ponto p € M sé depende dos valores de 7 ao longo
de qualquer curva tangente a X,. Neste sentido, dizemos que uma secao n de I'(E) é

paralela se Vi = 0.

A derivada covariante de V7 é dada por

VVn(X,Y) = Vx(Vn(Y)) — Vn(VY)

A divergeéncia de V7 é definida tomando o trago nesta iltima equagao, como segue

n

d’lUV?? = Z (veivein - VV%@iW)?

i=1



onde {ei,...,e,} é um referencial ornotnormal local em M e VM ¢ a conexdao Rieman-
niana de M. Segue das propriedades das conexoes envolvidas que divVn independe do
referencial ortonormal local escolhido, de modo que divVn estd bem definido como secao
de FE.

O tensor curvatura de um fibrado vetorial 7 : E — M com conexao linear V ¢é a
aplicacao R-trilinear

R:X(M) x X(M) x T(E) — I'(E)

definida por
R(X,Y)n =VxVyn—VyVxn— Vixym.

Seja 7 : £ — M um fibrado vetorial munido de uma métrica g = <-, > Uma conexao
V:X(M)xTI'(E) = I'(E) ¢ compativel com a métrica se, para todos X € X(M) e
n,§ € I'(E), tivermos

X(n,6) = (Vxn,€) + (0, Vx¢).

Um fibrado (vetorial) Riemanniano é um fibrado vetorial 7 : £ — M, munido

com uma métrica Riemanniana g e uma conexao V compativel com g.

O trago-Laplaciano de um fibrado Riemanniano 7 : £ — M, com conexao V, é o
operador A : T'(E) — I'(F) definido por An = —divVn.

Por um abuso de linguagem é comum nao nos referirmos a aplicacao © : F —

M quando estamos trabalhando com fibrados cuja aplicacao é a natural, mas sim as

variedades F e M.

1.2 O campo de tensao e aplicacoes harmonicas

Seja f : (M™,g9) — (M ,§) uma aplicacdo diferencidvel entre duas variedades Ri-
emannianas. Entao, a diferencial de f pode ser pensada como uma se¢ao do fibrado

T*M ® f~*TM, de 1-formas com valores em f~'TM, como segue
df (X) = [, X,VX e T(TM).

Munindo T*M @ f~'TM com a norma de Hilbert-Schmidt, temos a igualdade

|df|2 = Zg(f*eu f*ei)7
=1

10



onde {ey, e, ...,e,} é um referencial ortonormal em M.

A segunda forma fundamental da aplicacao f, denotada por By, é a derivada cova-

riante Vdf, que é uma secio de @?T*M ® f~'TM, tal que VX,Y € I'(TM),

By(X,Y) = (Vdf)(X,Y) := (Vxdf)(Y)
= Vdf (V) — df (VxY)
= Vg df (V) — df (VxY).

Aqui, V.V.V/ e V sdo as conexdes Riemannianas nos fibrados TM,TM, fflT]\Z/ e
T*M ® f~YTM, respectivamente. O campo de tensio da aplicacio f, denotado por
7(f), é o trago de sua segunda forma fundamental By. Se {e;}/; é um referencial

ortonormal local em um aberto U C M, entao 7(f) é a secao de f~YTM dada por
7(f) =Y Brlee) = (Vedf)(e).
A densidade de energia da aplicagao f é a funcao diferenciavel e(f) : M — R definida
por

1

e(f) = Sl

e, se a densidade de energia de f é (Lebesgue) integravel sobre M, definimos a energia

de f como o niimero real

Nesse caso, dizemos também que a aplicagao f tem energia finita.

Uma variacao de f é uma aplicacao diferenciavel
F:(—e€)x M — M,e>0,

satisfazendo F'(0,p) = f(p), para todo p € M. Uma variagdo de f serd denotada por
{fits, —€e <t < ¢, onde f;(p) = F(t,p). Dizemos que {f;}; é uma variagdo propria se
existir um compacto K C M tal que f, = f em K¢, para todo —e < t < €. Nesse caso,

se f tem energia finita, entao

E(f:) = /KC e(f)dMJr/Ke(ft)dM < to00,

11



e fica bem definida uma funcgao diferenciavel
F:(—¢€) = R, t— E(fp),

denominada o funcional energia associado a variacao {f;};.
Uma aplicacao f : (M™, g) — (M,g) de energia finita é chamada uma aplicagao
harmonica se f for ponto critico do funcional energia associado a toda variagao propria

{fi}e.

Eells e Sampson [21] provaram que uma aplicacio f : (M™, g) — (M, §) é harmonica
se, e somente se, 7(f) = 0. Na linguagem do calculo das variagoes, dizemos que 7(f) =0
¢ a equacao de Euler-Lagrange do problema variacional de minimizacao da energia de
uma aplicagao. Note que quando f é uma imersao isométrica com campo de vetores cur-
vatura média H, temos 7(f) = mH. Portanto, a imersdo f é uma aplicacdo harmonica

se, e somente se, M é uma subvariedade minima de M.

Para mais detalhes desta secao, referimos & referéncia [21].

1.3 O campo de bitensao e aplicacoes biharmonicas

De maneira anédloga a segao anterior, dada uma aplicagao diferenciavel f : (M, g) —
(M, g) entre duas variedades Riemannianas, a fungao diferencidvel

1

exlf) = I

¢ chamada a densidade de bienergia de f. Se f for tal que sua densidade de bienergia é

(Lebesgue) integravel sobre M, definimos a bienergia de f como o ntimero real

By(f) = /M e2(f)dM.

Nesse caso, dizemos também que a aplicagao f tem bienergia finita.

Definicao 1.2 Uma aplicacio diferencidvel f : (M, g) — (M,§) entre variedades Rie-
mannianas de bienergia finita é btharmonica se f for ponto critico do funcional bie-

nergia associado a toda variagcdo propria { fi}e.

Se {f:}+ é uma variacao prépria de f, definimos o campo variacional de { f;}; como

a secao compactamente suportada %hzo de f~YTM, tal que

d t dt
o) ~ (0. L))

12



onde o segundo membro acima, %(p)h:g € TypyM denota o vetor velocidade da curva
diferenciavel ¢t — f;(p) no instante ¢ = 0.
A férmula da primeira variagao associada ao funcional bienergia (também chamada

primeira variagao da bienergia) foi obtida por Jiang [16], como segue

Teorema 1.1 [16, Theorem 3] Seja f : (M,g) — (M, §) uma aplicagio diferencidvel
com bienergia finita. Se {fi}+ € uma variagdo propria de f com campo variacional v,

entao
d -
=2 /M 9( = Ar(f) = trR(df. 7(f))df. v)dM. (1.1)

Definigao 1.3 Para uma aplicacio diferencidvel f : (M, g) — (M, §) entre duas varie-

dades Riemannianas, definimos o campo de bitensao 1o(f) de [ por
n(f) = —AT(f) — tr(R(df, 7(f))df). (1.2)

Segue imediatamente da primeira variacdo da bienergia que, se f : (M, g) — (M, §)
é uma aplicagdo com bienergia finita e 75(f) = 0, entao f é biharmonica.

Note que, se f : (M™, g) — (M, §) é uma imersio isométrica, entao
7(f) = m(— AH — tr(R(df, H)df)). (1.3)

Observacgao 1.1 A equacao de FEuler-Lagrange associada ao funcional bienergia € de-
finida por 7o(f) = 0. Portanto, ampliamos a no¢ao de biharmonicidade, considerando
biharmonica toda aplicagcio f : (M,g) — (M,g) tal que T2(f) = 0 (f ndo necessaria-

mente com bienergia finita).

Para detalhes do contetddo desta segao, indicamos a referéncia [16].

Segue da Defini¢ao que toda aplicagdo harmonica é biharmonica. As aplicagoes
biharmoénicas nao-harmonicas sao chamadas de aplicagcoes biharmoénicas-proéprias,
e as subvariedades com aplicagao de inclusao biharmonica-prépria sao chamadas sub-
variedades biharmonicas-préprias. Observamos ainda que no contexto das subva-
riedades do espaco Euclidiano, a definicao de subvariedade biharmoénica dada na Ob-

servagao (1.1 coincide com a dada por Chen [2].

13



1.4 Variedades Kahler quaternionicas e suas subva-

riedades

Uma variedade Kahler quaternionica é uma tripla (M ,V, §) constituida por uma va-
riedade Riemanniana (M, §) e um subfibrado V de posto 3 do fibrado dos endomorfismos

H om(TM :TM ) do fibrado tangente T M de M, com as seguintes propriedades:

(a) Em qualquer vizinhanca coordenada U de M, existe uma base local {Ji, J, J5},

denominada base canonica local de V), tal que
(1) Cada Ji, k = 1,2,3, é uma estrutura quase Hermitiana em U com respeito
a métrica g,

(id) JoJpsr = Jope = —Jps1Jp, kmod3, parak =1,2,3.

(b) V é paralelo em Hom(TM;TM) com respeito & conexdo Riemanniana V de M.
Isto significa que se J é uma segao de V, entao VxJ é também uma se¢ao de V |

para qualquer campo de vetores arbitrdrio X em M.

A condicao (b) é equivalente a seguinte condi¢ao: existem trés 1—formas locais wy, wsy
e ws tais que
VXJ1 = W3<X)J2 — WQ<X)J3
ijg = —W3(X)J1+W1(X)J3 (14)
VXJ3 = WQ(X)Jl — Wl(X)J27

para cada campo de vetores X em U.

Observe que, se M™ = (M ,V,g) é uma variedade Kéhler quaternionica, entao M é
necessariamente de dimensao real 4n (n > 1).

Uma variedade Riemanniana é uma variedade Kahler quaternionica se, e somente
se, seu grupo de holonomia é um subgrupo de Sp(1) - Sp(n) (ver [20] 30]). Wolf [20]
classificou espagos simétricos que possuem estruturas Kahler quaternionicas.

A partir de agora, a menos que explicitamente indicado, nos referiremos a M™ como
uma variedade Kéhler quaternionica de dimensao quaternionica n (isto é, a dimenséo
real de M é igual a 4n). Seja M uma subvariedade real de uma variedade Kéhler qua-

ternionica M. Para todo X € TM e todo & € TM*, temos as seguintes decomposicoes

I X = PX + Ni X, (1.5)
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Ji§ =T + Fi€, (1.6)

onde P.X e NpX sao as componentes tangente e normal de J, X, respectivamente,
enquanto que T3¢ e Fi.& sao as componentes tangente e normal de J,.&, respectivamente,
para k=1,2,3.

Como cada Jj, é uma estrutura quase complexa, elas satisfazem J? = —Id. Entdo, a

partir de ([1.5)) e (1.6) deduzimos que os operadores Py, Ny, Tk, F}, satisfazem as seguintes

relagoes
P:X + TN X = —X, (1.7)
NP X + FyN, X =0, (1.8)
P.Thé + T Fpé = 0, (1.9)
FR¢ + NiTié = =€, (1.10)
g(NX, &) = —9(X, Tig) (1.11)

para todo X € TM e todo £ € TM*. Além disso, P, e Fj, sdo anti-simétricos.

Para detalhes do contetido desta segao, indicamos os trabalhos de Alekseevsky &

Marchiafava [6] e Tsukada [23].

1.5 Variedades 3-Sasakianas

Uma estrutura Sasakiana, ou uma estrutura métrica de contato normal, em uma
variedade Riemanniana (M, g) é um campo de vetores Killing £ de comprimento unitério

satisfazendo a condigao (ver [33], [35])
V;Vigh = &l — gy,

¢" sendo componentes de ¢ e g;; componentes de g, onde & = &"gp; e V; denota a
conexdao Riemanniana de (M, g). Entao £ é chamado uma estrutura Sasakiana ou uma

estrutura métrica de contato normal em (M, g).

Uma estrutura 3-Sasakiana ou uma 3-estrutura métrica de contato normal em uma
variedade Riemanniana (M, g) é um conjunto {&, n, (} formado por trés estruturas Sasa-

kianas &, e ¢ de M, que sao mutuamente ortogonais e satisfazem as seguintes condigoes

¢l =28 [¢.&=2n, [§n]=2C
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Observe que, se uma variedade Riemanniana M admite uma estrutura 3-Sasakiana,
entdo M é necessariamente de dimensao m = 4n+3 (n > 0). Além disso, a distribui¢ao
G gerada por &, 1 e ( é integravel, e cada variedade integral de D é totalmente geodésica
e de curvatura constante 1 (ver [0]). Em adi¢ao, suponha que a distribuigao G é regular.
Entao, denotando por B o espago quociente M /G e admitindo que a projegdo natural
m . M — B é diferenciavel e de posto 4n em todo ponto, temos que B se torna uma
variedade diferencidvel de dimensao 4n = m—3. Neste caso, dizemos que M é um espago
fibrado Riemanniano com estrutura 3-Sasakiana, e cada variedade integral maximal de

G é chamada uma fibra.

Seja M um espaco fibrado Riemanniano com estrutura 3-Sasakiana. Projetando a
métrica g de M sobre a variedade B = M/G, e a denotando por gp, obtemos que
(B, gg) se torna uma variedade Riemanniana, chamada o espaco base do espaco fibrado

Riemanniano com estrutura 3-Sasakiana.
Finalizamos esta se¢ao com as duas seguintes proposicoes que relacionam a teoria

das variedades Kéahler quaternionicas com a teoria das variedades 3-Sasakianas, e serao

bastante uteis para o entendimento do que veremos no Capitulo

Proposicao 1.1 (M. Falcitelli, S. Ianus & A.M. Pastore [24]) Dada uma varie-
dade Kdhler quaternionica M* . Qualquer hipersuperficie orientdvel N*"t3 de MAn+4

admite uma estrutura 3-Sasakiana.

Proposicao 1.2 (T. Ichiyama, J. Inoguchi & H. Urakawa [31]) O espaco base
(B, gg) de um espago fibrado Riemanniano com estrutura 3-Sasakiana admite uma es-
trutura Kdhler quaternionica {gg,V'}, isto € (B, gp,V) € uma variedade Kdhler qua-

ternonica.

1.6 O espaco projetivo quaterniéonico

Considere a esfera unitdria S**3 de dimensdo 4n + 3 (n > 1) no espago Euclidiano
R**+4 que ¢ identificado com o espaco quaternionico H"*! de dimensao quaternionica
n+ 1. A Proposigao garante que S admite uma estrutura 3-Sasakiana {&, n, (},
como segue. Em H""! temos trés estruturas quase complexas naturalmente definidas.

Sejam 2 = (21, ..., Z,11) € H"™ e i, j, k as unidades quaternionicas, definimos

Iz = (iz1, ..y izp11), Jz=(jz1,,Jznr1) e Kz=(kz1,....kz,11).
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S4n+3

Denotando por N o vetor normal exterior de S*"*3 em cada ponto p € , e sendo

¢ S35 R o mergulho isométrico natural, obtemos a tripla de campos de vetores

{&,m, ¢} definidos em S$***3 por
—I(N)=u& —JIN)=wun e —K(N)=uc. (1.12)

Agora, seja G = {z € H; |z| = 1} o grupo das isometrias agindo em S***3 pela multi-
plicacio, e denote por HIP" o espago quociente S*3 /G. Entao HP™ admite uma estru-
tura diferencidvel de modo que a projecao natural 7 : S¥*+3 — HP" ¢ uma submersao,

S4n+3

tendo como espago total e HP™ como base. Como G age de forma propriamente

S 43 segue que HP™ admite uma métrica g tal que 7 torna-se uma sub-

descontinua em
mersao Riemanniana, conhecida na literatura como fibragao de Hopf quaternidnica.
Com respeito a esta métrica, usando a Proposicao (veja também a Proposicao 2.6 de
[24]) obtemos que HP™ torna-se uma variedade Kéhler quaternionica com curvatura sec-
cional quaternionica 4, denominado o espaco projetivo quaternionico de dimensao

(quaternionica) n. Dada a importancia para resultados posteriores, explicitaremos a se-

guir a estrutura Kéhler quaternionica de HP™ obtida via fibracao de Hopf quaternionica.

Denotemos por H,S*""3 e span{&,n, (} os subespagos horizontal e vertical de T,,S*"*3,

respectivamente. Entao, em cada p € S**3, temos
TpS4n+3 — HpS4n+3 D Span{€p7 Nps gp}

Ademais, como m é uma submersao Riemanniana existe um isomorfismo entre os
espagos H,S"*3 e T, HP". Consequentemente, para cada campo de vetores X em
HP" existe um tnico campo de vetores X em S**3 denominado o levantamento
horizontal de X, tal que 7, (X*) = X. E conhecido que como subespaco de R4,
H,S**3 ¢ {I, J, K }-invariante (veja por exemplo Abedi & Nazari [I3, Proposition 1]).
Consequentemente, ™ dé origem a uma estrutura Kahler quaternionica para HP"™ para

a qual cada base canonica {I’,J’, K'} de HP"™ é dada por
I'X =n,(IX"), JX=r(JX"), KX-=mr(KX"),

para qualquer campo de vetores X tangente a HP™.

Usando a féormula de Gauss para os campos de vetores verticais &,7,( e para um

campo de vetores horizontal FE de T,S*"*3 obtemos

Dp =VEgl, Dgpn=Vg( e Dg(=VEg( (1.13)
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onde D denota a conexao Euclidiana de R*t* ¢ V denota a conexao Riemanniana de

Sit3. Agora, usando as relagoes (1.12) e (1.13)), concluimos que

Vié = —DpIN = —(DpI)N — I(DgN) (1.14)
= w3(E)n —wa(E)C — IE.

similarmente, temos

Observe ainda que, como a derivada de Lie do levantamento horizontal £ = X de um

campo de vetores em relacao a um campo de vetores vertical é zero, temos
VEf = VgE VE77 = V,IE (¢ VEC = VCE (1.16)

A métrica Riemanniana g de HP" ¢é induzida por g(X,Y)orm = g(X V) e sua
conexdo de Levi-Civita V é dada por VY = T, (V <n Y ), para quaisquer campos de
vetores X e Y tangentes a HP". Entdo (?XY)H é a parte horizontal de VgunYH e

consequentemente, podemos escrever
Ven VT = (Vx¥) "+ g(Vea Y €+ g(Vxn ¥ i+ g(VnY™,0)C. (117)

Por (1.14]) e (1.15]), temos que

g(v)_(HYHaf) = _g(YH>v)_{H€> = g(}_/Haj)?H) = g(}_/Haj,X)
g(Vxa Y™ ) = —g(Y" Vgun) = g7, JX") = g(Y", J'X)

g(V)’(HYH7 C) = _g(YH7 VXHC) = g(YHu KXH) = .g(YH? K/X)
De modo que ((1.17)) se torna
Vin ¥ = (VV) " 4+ gV IXT)e + gV JX )y + gV KXT)C. (1.18)

Para mais detalhes desta secao, referimos a referéncia [13].
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Capitulo 2

Subvariedades Biharmonicas dos

Espacos Forma Quaternionicos

Neste capitulo nés encontramos as equacgoes que as subvariedades anti-quaternionicas
e as totalmente reais de um espaco forma quaternionico devem satisfazer para que sejam
subvariedades biharmonicas e, de imediato investigamos as equagoes biharmonicas para
essas subvariedades no caso em que elas possuem campo de vetores curvatura média

paralelo.

2.1 Espacos forma quaternidénicos

Sejam M uma variedade Kéhler quaternionica, p € M e X € TpM . A secao

quaternidonica gerada por X ¢ o subespaco de dimensao 4 em TpM definido por
Q(X) = span{ X, 1 X, ), X, J3X }.

Se para todos p € M, X € T,,]\Zf eY,Z € Q(X), a curvatura seccional é constante
K(Y,Z) = ¢, entao dizemos que M é uma variedade Kéhler quaternionica de curva-
tura seccional quaternionica constante ¢. Em adicao, uma tal variedade é chamada um
espago forma quaternidnico e a denotamos por Efj(c). E conhecido que o tensor cur-
vatura de um espago forma quaternionico Ef;(c) tem a expressao (veja por exemplo [30]):

~ C

R(X,Y)Z = 4{9(}/, Z2)X = §(X, 2)Y + > §(LY, Z) X (2.1)
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3
~ S G(0X, 2) Jk.Y+QZg (X, JkY)JkZ}
i=k k=1

para XY, Z € TE}(c).

2.2 Subvariedades biharmoénicas dos espacos forma

quaternionicos

O principal ingrediente no estudo das subvariedades biharmonicas é a decomposigao
do campo de bitensao com respeito as suas componentes normal e tangente. O resultado
a seguir foi obtido em [2] e [5] no contexto das subvariedades em espagos formas reais, e
em [36] para hipersuperficies gerais, e devido a sua importancia para o nosso trabalho,

apresent aremos a prova.

Lema 2.1 Sejam M™ uma subvariedade de uma variedade Riemanniana M e v : M —
M a inclusio candnica. Denotemos por B a sequnda forma fundamental de M™ C M,
por A o operador de Weingarten e por H o campo de vetores curvatura média de M™

em M. Entao M™ ¢é biharmonica se, e somente se,

~ 1
A+H 4+ trB(-, Ag) +tr ( R(de, H)dt) =0,
(- Ag) + tr (R(de, H)do) 0

- T
mgrad(|H|?) + 2tr Ag.py + 2tr (R(dL, H)dL) —0,

onde V*+ e AL denotam, respectivamente, a conexdo normal e o traco-Laplaciano no

fibrado normal TM~* de M.

Demonstracao: A partir de (1.3), a subvariedade M™ é biharmonica se, e somente se,
AH +tr(R(-,H)-) =0.

Considere { X}, um referencial ortonormal local de campos em M™, geodésico em um

ponto p € M™. Usando as equacoes de Gauss e de Weingarten, obtemos em p,

=— Zm: Vi Vi H
=1

= >V (— AuXo + Vi H) )
=1
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. { — Vi AuXi — B(Xi, AnX;) — Ags g Xi + v;vgﬂ}
=AYH +trB(-, Ag) + trV Ay +trAg.y.
Além disso, por uma conta direta, obtemos em p

tT’VAH

|

@
I
—

Vx, AuX;

(Vi AnXs, X;)X; = Y Xi{AuXi, X;) X,

2,j=1

I
IMS

-

<
Il
—_

Xi(B(X;, X)), H)X; = Y Xi(Vh X;, H)X;

ij=1

S

<
I
—_

I
:MS

[(V4 V5 X0 ) 4+ (V5 X, Vi ) } X

=

<
Il
—_

Il
IMS

{<VX Vi, Xi, H) + (B(X,, X;), VL H) bX

=

.
Il
—_

I

(Vi Vi, Xi H)X; + ) Agy nXi.

i=1

.
Il
—

I

5]

Como para cada 1 < j < m,

m

> (VK Vi X H) =

=1 %

Ms

(X, X;)X;, H) + (V' Vi X, H) |

1

I
Ms

=1

[
Ms

{(n
{ (X, H)X;, X;) + (Vi B Xi,XZ-),H>}
{(r

(Xi, H)Xi, X;) + (Vi B(X;, X)), H>}

=1

Il

=1

obtemos

VA=Y {<R(XZ-,H)X1»,XJ->X]- + %Xj|H|2} S+ trAg. .

ij=1
Substituindo esta expressao em AH, obtemos que ¢ é biharmonica se, e somente se, a
Equagao é satisfeita. O

No caso em que o espago ambiente é um espago forma quaternionico Ef(4c), de

curvatura seccional quaternionica 4c¢, nés obtemos o seguinte resultado
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Proposicao 2.1 Seja M™ uma subvariedade de um espaco forma quaternionico Ef(4c)
com sequnda forma fundamental B, operador de Weingarten A e campo de vetores cur-

vatura média H. Entao M™ é biharmonica se, e somente se,

ATH +trB(-, Ag) — emH + 3¢, NyTpH = 0 2.9
2grad(|H[?) + 2tr Ay + 6¢35_, PTLH = 0,

onde os operadores Ny, Ty e Py sdo os dados nas decomposi¢oes ([1.5)) e (1.6]).

Demonstracao: O tensor curvatura de um espago forma quaternionico é dado pela

Equacao (2.1). Seja {X;}™, um referencial local em M™. Temos
tr(B(- H)-) = e {g(H, X)X, = §(X,, X)H
i=1

+» 9(JuH, X;)Jp X,

B
w || w

1

— (e Xi, X)L H

k=1

3
+23 g(x., JkH)JkXi}

k=1

3
= —cmH + 3¢ Jy(TeH)
k=1
3
= —cmH + 3¢y {PT.H+ NI, H}.

k=1
Como P,TpH é tangente e N,T,H é normal, pela identificacao das partes tangente e
normal na Equacao ([2.2]) obtemos o resultado da proposicao. 0

A seguir destacamos algumas classes de subvariedades de uma variedade Kahler

quaternionica: Sejam M uma variedade Kéahler quaternionica e M™ uma subvariedade

de M. Entao, (Veja [28, 38]):

a) M é chamada uma subvariedade quaterniénica de M se M satistaz J(T,M) C
p
T,M, para qualquer secao J € V e qualquer ponto p € M.

(b) M é chamada uma subvariedade totalmente real de M se M satisfaz J(T,M) L
T,M, para qualquer J € V e qualquer ponto p € M.
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(¢) M é chamada uma subvariedade totalmente complexa de M se existe um subfi-
brado Vy de posto 1 de V tal que J(TM) C TM,¥J € Vye J(T'M) L TM para
JeVeld L.

(d) M é chamada uma subvariedade anti-quaterniénica (ou anti-invariante) de M se

M satistaz J(Tle) 4 TpLM, para qualquer secao J € V e qualquer ponto p € M.

As subvariedades quaternionicas e as totalmente complexas de uma variedade Kéahler
quaternionica sao exemplos triviais de subvariedades biharmonicas. De fato, essas
duas classes de subvariedades sao minimas, i.e., harmonicas e, consequentemente, sao
biharmonicas. Para verificar tal afirmacao, reportamos aos trabalhos de Funabashi [28]

Proposition 2.2] ¢ Chen [4, Lemma 4].

Estabeleceremos agora os principais resultados desta se¢ao, a saber: encontramos as
equagoes que as subvariedades anti-quaternionicas e as totalmente reais de um espaco

forma quaternionico devem satisfazer para que sejam subvariedades biharmonicas.

Teorema 2.1 Seja M™ uma subvariedade anti-quaternionica de um espaco forma qua-
ternionico Ef(4c). Entdo, M™ € biharmonica se, e somente se,

A+*H 4+ trB(-, Ag) —c(m +9)H =0
(- An) = ) (2.4)

Dgrad(|H|?) + 2trAy.y = 0.

Demonstracao: De fato, basta observar que se M™ é uma subvariedade anti-quaternionica

de um espaco forma quaternionico Ef,(4c), entdo temos Fy, = 0 em (1.6 e a partir de

(1.10) o resultado segue. O

Teorema 2.2 Seja M™ uma subvariedade totalmente real de um espaco forma qua-
ternionico B (4c). Entao M™ € biharmonica se, e somente se,
AYH +tr(B(-, Ag)) — emH — 3¢ 30 _(H + F2H) =0

(2.5)
grad|H|* + 2tr(Ay.y) = 0.

Demonstracao: De fato, se M™ é uma subvariedade totalmente real de um espaco
forma quaternionico Ef(4c), entdo P, = 0 em ([L.5) e a partir de ((1.10) obtemos o
resultado. ([l
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Hipersuperficies reais sao exemplos tipicos de subvariedades anti-quaternionicas, en-
quanto que as curvas diferencidveis sao exemplos de subvariedades totalmente reais.
Shibuya [38, Lemma 5.3] mostrou que uma subvariedade de uma variedade Kéhler qua-
ternionica nao pode ser totalmente real e anti-quaternionica ao mesmo tempo. De fato,
se M™ é subvariedade anti-quaternionica e totalmente real ao mesmo tempo de uma va-
riedade Kahler quaterniénica M™ de dimenséo real 477, entdo obtemos imediatamente

que m < m em > 3m, o que ¢ uma contradigao.

Observacao 2.1 No caso complexo, a condicao correspondente para anti-quaternionica
¢ anti-holomorfa. Além disso, € possivel que uma subvariedade de uma variedade Kdhler

seja totalmente real e anti-holomorfa ao mesmo tempo.

Uma classe especial de subvariedades consiste das subvariedades com curvatura
média paralela (PMC), que sao aquelas tais que VXH = 0. Para esta classe de

subvariedades os Teoremas [2.1] e 2.2] se escrevem como segue.

Corolario 2.1 Seja M™ uma subvariedade anti-quaternionica PMC de um espaco forma

quaternionico Ef(4c). Entao M™ é biharmonica se, e somente se,
trB(-,Ag) = c¢(m +9)H.

Corolario 2.2 Seja M™ uma subvariedade totalmente real PMC' de um espago forma

quaternionico Efy(4c). Entao M™ € biharmonica se, e somente se,

tr(B(-, Ap)) = cmH + 3¢ (H + FH).

=1

Neste cenario também reobtemos o seguinte resultado:

Corolario 2.3 (Ichiyama, Inoguchi & Urakawa [34]) Seja M*"~' uma hipersuperficie

de um espago forma quaternionico Ef(4c) com curvatura média constante nao nula H.

Entao, M*"~1 € biharmonica se, e somente se,
|B|? = 4c(n + 2).

s

Observacao 2.2 Em particular, a norma da sequnda forma fundamental de M*"=1 ¢

constante.
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Demonstracgao: Pelo Teorema , uma hipersuperficie M4~ de E¥ (4c) ¢ biharmoénica

se, e somente se,
AYH +trB(-, Ay) — c(4n +8)H = 0
2grad(|H[?) + 2tr(Ay.y) = 0.
Se M tem curvatura média constante, a segunda equacao é trivialmente satisfeita e a

primeira se torna

trB(-, Ay) = c(4n + 8)H.

Além disso, denotando por A = A, o operador de Weingarten com respeito a uma segao

unitaria (local) 7 no fibrado normal, temos Ay = HA, que implica
trB(-, Ay) = HtrB(-,A) = H|B|*.
Finalmente, como H é uma constante nao nula, obtemos |B|? = 4c(n + 2). O

Observacao 2.3 Uma consequéncia imediata do Coroldrio € o fato de que nao exis-
tem hipersuperficies biharmonicas-proprias CMC em um espago forma quaternionico de
curvatura seccional quaternionica nao positiva. No Capitulo @ nos preocuparemos ape-
nas com o0s casos onde o espaco ambiente € um espaco forma quaternionico de curvatura
seccional quaternionica positiva. Uma motivacao parcial para isto é que o Coroldrio

exclui o caso ¢ < 0.
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Capitulo 3

Subvariedades Biharmonicas do

Espaco Projetivo Quaternionico

Considere uma fibracdo = : M — M compativel com a fibracio de Hopf quaternionica
7 . $" — HP" dada na Segdo [I.6, onde M é uma subvariedade real de HP" e
M = 7=Y(M) é uma subvariedade de S***3. Mais precisamente, 7 : M — M ¢é uma

fibragao com fibras totalmente geodésicas tais que o seguinte diagrama comuta:

Mty Sin+3
-l
M —-~HpP"
Esta submersao tem muitas propriedades interessantes como, por exemplo, preservar
harmonicidade (ver Shibuya [38]). Muito embora esta submersao nao preserve biharmo-
nicidade (ver Loubeau & Oniciuc [14]), ela nos fornece o estereétipo de construgao de

subvariedades biharmonicas em HP™, como veremos a seguir.

3.1 Equadores generalizados M, (r,s) em HP"

Em [19] Lawson introduziu o conceito de equador generalizado Mgﬁq, que é minimo

em HP". Um equador generalizado ng é 0 espago base da fibragao S* — My,\ 54443 —

ME  onde

p,q’

dp+ 3 4qg + 3
Myp 34013 = S4p+3(\/ 4n—+2> X S4q+3<\/ m>7 com p+qg=n-—1,
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é o toro de Clifford. Assim, chamamos Mgﬂq(r, s) o equador generalizado na categoria
biharmonica, que nao é sempre minimo. Como o toro de Clifford generalizado em S**+3

tem curvatura média constante, o mesmo acontece com M,' (r, s).

E conhecido que uma subvariedade M, de dimensao m, da esfera Euclidiana é

biharmoénica-prépria se, e somente se, a seguinte equagao é satisfeita (ver por exem-
plO [5]7 [7]_[9] € [12])7
ALH +trB(-, Ag) — mH =0
(3.1)
Bgrad(|H[?) + 2trAg.gy = 0.
Além disso, se assumirmos que M tem campo de vetores curvatura média paralelo, entao

a equacao biharmonica se torna
trB(-, Ag) = mH. (3.2)

Usando o Corolario , obtemos que MEq(r, s) é uma subvariedade biharménica~
prépria de HP™ se, e somente se, | B|> = 4(n + 2). Por outro lado, sabemos de [19] que
|B|> = |B|> -6, onde B é a segunda forma fundamental do toro de Clifford generalizado
em S, Combinando com o fato de que |B|* = <§>2(4p+ 3)+ (2)2(4q + 3), obtemos

que Mgﬂq (r,s) é uma subvariedade biharménica-prépria de HP™ se, e somente se,

<;)2(4p+ 3) + <£)2(4q +3)=4(n+2)+6.

3.2 A fibracao de Hopf quaternionica e a equacao

biharmonica

Consideremos novamente uma fibragao m : M — M compativel com a aplicacao de
Hopf 7 : S4"*3 — HP". Iremos agora encontrar a relacao entre o campo de bitensao da

inclusao ¢ e o campo de bitensao da inclusao ¢. Para tanto, iniciamos com o seguinte

Lema 3.1 Sejam X = X7 € T(TM), onde X € T(TM), e V = VH e I (.7'TS"+3),
onde V € F(TlTHP”). Entao

V&V = (V
- (v

N+ 9V, IX)E + g(V, IX)n + g(V, KX)C
V)" 4 (@7, I'X) om)e + (3(V, K)o m)n + (9(V, K'X) 0 m)C.

Bl S

onde V* e V* denotam as conexoes nos fibrados 1= TS*+3 ¢ ;= THP", respectivamente.
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Demonstracao: Este resultado segue imediatamente da equagao ((1.18)). U

A partir do Lema [3.1] temos

g(Ve. )" IX) = g(ViV IX) — g(V, IX)g(€, IX)
—9(V,JX)g(n, I1X) — g(V, KX)g(C, IX)
=g(V4V, IX). (3.3)

Similarmente,

g(Ve V)" JX) = g(ViV, JX), (3.4)
g(Ve V) KX) = g(ViV, KX).

Para os resultados a seguir é conveniente usarmos as seguintes notagoes: ¥, = I,

‘1’2:J7‘I’3:K7¢1:fa¢2:U77/13:<-

Lema 3.2 Se V=V ¢ F(flTS‘mH), comV € F( *1THP"), entao

3 m
AV = (AV +2Zdw \Ifk Z V‘I’kT k+3v_z\1jk(\llkv)T
k= =

m 3
+> g(V, (Dx, Wi) X))y — Z{ZQ Vo U X5) (w2 (Xi)Prsn — wk+1(Xi)¢k+2)}
=1 k=1 \i=1

onde A* e A sdo os traco-Laplacianos agindo nas seg¢oes de 1= (TS 3) e t=(THP™),

respectivamente, enquanto V' denota a componente de V tangente a M.

Demonstracao: O trago-Laplaciano AV é dado por

—AW = Z{VXVXV VVMXV}%—Z{V%V%V Vou sV}

=1 k=1

onde {X;}™, é um referencial ortonormal local de campos tangentes a M, 1 < m <
4n — 1. Calculamos cada termo separadamente. Primeiramente, a partir do Lema 3.1},

temos que
i o o H
Vi Vi,V = (VL— Ve V)
¥ Z {9((V5% V)" WX+ Xig (Vo WX+ gV, XD Vit |

Usando as igualdades (3.3]) e (3.4)) e a compatibilidade da métrica, obtemos
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3 3
Vi, Vi,V = (V?QV%Z.V)H +2 Z 9(Vx,V, e Xi) Uy + Z g(V, Vg, Ui Xi)ty
=1

k=1
3
+ > g(V, U Xi) Vi, .
k=1

Veja que

3 3 3
D (Vo VU Xo)e = > g(V, Dx, U Xo)the = > g(V, (D, W) X, + (V' Xi) )by
k=1

k=1 k=1

Entao,

3
Vi, Vi,V = (Vg@_vg@\_/)H +2 Z (VX % ‘I’kX ?ﬂk + Zg DX V) Xo)vk  (3.5)
=1

k=1
3 3
+ gV WV X))+ ) g(V, WeXo) Vi
k=1 k=1

Prosseguindo, temos

\H
cuxV = (v;MX V) D (Vo u VA X (3.6)
’ k=1
Usando . e obtemos que
m 3
AWV = (A" +Z{2Zg(vxv\pkx %Z’HZ ,(Dx, W) X;
i=1 | k=1 k=1
3 3
+ g(V, \Ifk(VS(,.Xi - V%Xi))wk + Zg(va \Ikai)VSka}
k=1 k=1
3
Vi VLY,
k=1
3 m
= —(AZV)H + 2{2 ZQ(V} V, U X))y
k=1 \ =1

+ 3 g(V, U Xi) Vi + VY, v;,kv}‘
Para finalizar esta primeira parte, usando - - temos que

Vi Uk = Wi (Xi) Vg1 — Wig1 (Xi)ry2 — Wi X,

29



e entao,

3 m
AV = —(ATV)" ¢ Z{z > g(Vi VX )y

+ Z 9V WL X5) (Wrera (Xa)¥hr1 — Wi (Xi)Yrs2)

+3 e (TV) '+ v;kv;bkv}

Agora calcularemos os termos extras da equacao acima

()=

D g (Vi Vo eXs) =Y {=Xig (WV, X;) — g (V, Vi, Ui X)) }

g =
-3 {0 — g (V. (B 00X + 0(T5, X)) (3.7
=
= i{—Xig (UV, X;) — g(V, (Dx, U) X;)
=
+ (WY, (7(1)) + g (V, VAX{,XZ-)}
— (WY (1) — div(1V) T = 3 g(V. (D W) X)),
=
Finalmente,
Vi,V =H(V, V) + ig( LV = H(V, V) = —W,V.
=
que nos d

LYY = V.

O

Antes de fornecer a relagao entre os campos de bitensao, precisamos calcular o traco

dos operadores curvatura. Um deles fica imediatamente

—trRS" (de, 7(0))de = (M + 3)7(0) (3.8)
—tr R*P" (dz, 7(2))dr = m7(2) — 3 Z U (Upr (1)) (3.9)
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Estamos agora em posicao de enunciar o principal teorema desta secao, a saber.

Teorema 3.1 Seja M wma subvariedade real de HP" de dimensio m e denote por
M := 7Y M) seu correspondente tubo de Hopf. Se denotarmos por t : M — HP" e
L M — S*t as respectivas inclusoes, temos que

(@) =7a() =4 Wk (T (1) ") + 2 div (Wi (e) ") . (3.10)

k=1 k=1

Demonstracao: A expressao do campo de bitensao ([1.2)) juntamente com (3.8)) nos d&
72(0) = —=AT() + (M +3)7(0).

Como 7(¢) = 7(2)#, usando o Lema [3.2] juntamente com (3.9) temos

3

(1) = — (A @) =2 > div(Uer(e) ) — 37() + Y U (Ter(1)T) + (M + 3)7(1)
- —(AZT(Z»H -2 Z div(yr(2) ")k + mr(e) + Z U (Tgr(0)")
= (1 (0))" + 4 Z Uy (\IfkT(L)T) -2 Z div (\I/kT(L)T)’g/Jk.

k=1

Usando o levantamento horizontal, podemos escrever (3.10) da forma

k=1 k=1

Ademais, se cada W7 () for tangente a M, entdo 75(z) = 0 e cada (divy (V) 7(1)") =

0 se, e somente se, 7(¢) + 127(¢) = 0.

3.3 Subvariedades biharmonicas PMC de HP"

A proposicao a seguir é motivada pelo Corolario 2.3} Ela nos dd uma limitagao
inferior para o quadrado da norma da segunda forma fundamental de uma subvariedade
anti-quaternionica biharmonica prépria PMC de HP" e, como consequéncia, obtemos
uma estimativa para a curvatura escalar da subvariedade em termos do quadrado da

norma de seu campo de vetores curvatura média.
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Proposicao 3.1 Seja M™ uma subvariedade anti-quaternionica de HP™, com seqgunda
forma fundamental B. Se M ¢é biharmonica-prépria PMC, entao |B]*> > m +9. Em

particular, se m = 3n, a curvatura escalar de M satisfaz

Scalyr < 9n*(1+ |H|?) +18n — 9.

Demonstragao: Assumindo primeiramente que H(p) # 0 em cada ponto p € M,

obtemos
|Anl* = ZQ(AH%AH@) = i 9(Amei,e;)’
= S (Bl er), HY: < |HPIBP G.11)
Por outro lado, usando o Corolério obtemos que

[Aul> = §(Auei, Anes) Zg (1, Ages), H) = (m + 9)| H|?.

i=1
Como |H|? ¢ nao nula, por meio de (3.11)) obtemos |B|*> > m + 9. Agora, usando a

expressao do tensor curvatura R de HP™ na equacao de Gauss,
(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)ZW) + (B(X,W), B(Y, Z)) — (B(X, Z), B(Y,W)),

e tomando o trago, obtemos

Ricy(Y,Z) = (m = D)g(Y, Z) + 3 _§(PY, P Z)

k=1
m

+mg(H,B(Y,2)) = Y _§(B(eY), Blei, Z)).

i=1
Considerando agora um referencial ortonormal local {n,}*" ™ de campos de vetores

normais a M, temos para cada k = 1,2,3 que

9\, Z) = g(Y, Ji2)
An—m dn—m

= (P + > GO ) PiZ 4 3 GAY, ns)ns )
=1

In—m

= G(PY, Pe2) + > §(JeY10)3 (2, a),

a=1
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e, usando o fato de M ser anti-quarternionica, obtemos

An—m

J(PY, P2) = §(Y,2) = > §(Y, Jina)d(Z, Jina).

a=1

Substituindo na expressao do tensor de Ricci acima, obtemos

Riew(Y,2) = (m—1)3(Y. 2)

+3 Z { 9(Y, Jina)g(Z, sza)}

0%

=1
+mg(H, B(Y,Z)) =Y §(B(e:,Y), Bles, Z)).

=1
Tomando o trago novamente, encontramos

dn—m

Scaly; = m(m — 1) +3Z{m— Z | Jal }+m2|H|2—|B|2
=m*(1+|HJ*) + 17m — 36n — |B|*. (3.12)
Tomando m = 3n e usando que |B|?> > m + 9, segue que
Scalpyr < m*(1+ |H|?) +4m — 9.

O
No caso particular em que M é uma hipersuperficie de HP™ nés reobtemos o Co-

rolario e, a partir de (3.12)) e do Corolario , conseguimos o seguinte resultado

Proposicao 3.2 Seja M**~' wuma hipersuperficie real de HP™ com curvatura média

constante nao nula H. Entao M é biharmonica propria se, e somente se,
Scalyr = (4n — 1)*(1 + |H|*) + 28n — 25.

Analogamente a Proposicao [3.1, quando M é uma subvariedade totalmente real de

HP™ obtemos

Proposicao 3.3 Seja M™ uma subvariedade totalmente real biharmonica-propria PMC

de HLP™. Entdo |B|?> > m. Em particular,

Scalyy < m*(1 + |H|?) — 2m.
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Demonstracao: Usando o Corolario 2.2 na expressao

m

[Aul> = " §(Anei, Anes) = > §(Blei, Ape;), H), (3.13)
=1

=1

obtemos

3
|Aul> =m|H? +3) §(H + F}H,H)
k=1

3
= (m+9)[H? =3 |FH.
k=1

Como |H|? > |F,H|?, obtemos, por um lado,

3
(m+9)H[ = 9H? < (m+9)[H[* =3 |FH[* = |Ay],

k=1

e, por outro lado (veja a demonstragao da proposi¢ao anterior),

3
[Anl® = (m+9)|H]? =3)  |RH|* < [H]’|B.

k=1
Como H ¢ nao nulo em todo ponto, segue dai que m < |BJ?.

Agora, usando a expressao do tensor curvatura de HP™ na equagao de Gauss, e

tomando o traco, obtemos

Riew(Y, Z) = (m+ 1)3(Y, 2) + 3 §(PY, P,2)

NE

1

+mg(H,B(Y,Z)) = » (B(ei,Y), B(ei, Z)).

M=r

=1

Tomando o trago novamente, encontramos
Scalyr = m(m — 1) + m?|H|? — | BJ?.
Como |BJ? > m, segue que
Scalyy < m(m —2) +m? H|? = m*(1 + |H|*) — 2m.

O

Quando uma subvariedade anti-quaternionica biharmonica é compacta, encontramos

a seguinte limitagao para |H|2.
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Teorema 3.2 Seja M™ uma subvariedade anti-quaternionica btharmonica-propria com-

pacta de HP™. Entao:
(a) Emiste um ponto p € M tal que |Ag(p)]* < (m + 9)|H(p)|?

ou

(b) |Ag|? = (m+9)|H|?. Neste caso, a subvariedade M é PMC com |H|* € (0,

m—+9

o

Demonstragao: Seja M™ uma subvariedade anti-quaternionica biharmonica-propria

de HP™. A primeira equagao de (2.4) implica que

AYH = (m+9H —tr(B-, Au(-).

Tomando o produto escalar com H e substituindo na férmula de Weitzenbock

1 2 _ L ol g2
2A]H| = (AYH, H) — |V H|?,

obtemos

1
FAH = (m + 9)H[* = [Ay[* — [V H["

Como M é compacta, integrando a Equacao (3.15) em M deduzimos que

[ lon+ o) = jauplav > 0

(3.14)

(3.15)

Donde provamos o item (a) e a primeira parte do item (b). Seja agora p um ponto

arbitrario de M e seja {X;}/*, uma base ortonormal de T,M tal que Ay (X;) = \X;.

Temos
m m

Z A= Z (ApX;, X;) = m]H|2,

ou, equivalentemente,

|H|2 _ ZZTZI )‘l
m

Entao, o quadrado da norma de Ay se torna

|Ag]? = zmjxf.
=1

Substituindo na Equagao (3.15]) obtemos

2@1 Ai Em: 2 Lrr2 (2@1 )\i)g
+ 9 1= = - + V- H > 1=
(m +9) m it = m

=1

+ |[VEH
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Portanto,

(m+9)|H|? >m|H|* + |V-H|> > m|H|*".

Assim,
9
HP € 0,
m
Além disso, integrando ([3.15)), obtemos V+H = 0 e concluimos a prova. U

3.4 Subvariedades pseudo-umbilicas biharmonicas de

HP"

Observando que no espago projetivo quaternionico nao existem subvariedades to-
talmente umbilicas além das totalmente geodésicas (ver B.Y. Chen [3]), consideremos
as subvariedades pseudo-umbilicas, isto é, as subvariedades de HP" satisfazendo
Ay = |H|?I. Ainda motivados pelo Corolério , e também pela Proposicao , obte-

mos o seguinte resultado.

Proposicao 3.4 Seja M™ uma subvariedade anti-quaternionica pseudo-umbilica bihar-
monica prépria de HP™. Entdo |B|*> > m|H|*. Em particular, a curvatura escalar de
M satisfaz

Scalyy < m?(1+ |H|?) + m(17 — |H|?*) — 36n.

Demonstracao: Como visto na demonstracao da Proposicao |3.1, a curvatura escalar

de M tem a expressao
Scalyy = m*(1 + |H|?) + 17m — 36n — |B|*.

Usando que |Ag|? < |H|?*|BJ?, e do fato de M ser pseudo-umbilica, obtemos que
mlH|" = §(|H[Pe;, |H[e:)) = Y §(Anes, Ane:) = |Aul* < |H|*| B,
i=1 i=1
Isto é, m|H|?> < |B|*. Substituindo na expressao da curvatura escalar de M, obtemos
que
Scalpyr < m(m — 1) + 18m — 36n + m? | H|* — m|H|
=m*(1+ |H*) + m(17 — |H|*) — 36n.
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U

Se a condi¢ao de compacidade no Teorema|3.2]for substituida pela condigao de fungao
curvatura média constante, usando a mesma técnica da demonstracao do Teorema |3.2]

obtemos a seguinte

Proposicao 3.5 Seja M™ uma subvariedade anti-quaternionica de HHP™ com curvatura

média constante nao nula. Entao temos as sequintes observagoes.

9
(a) Se M € biharménica-prdpria, entio |H|* € (0, %}

m-+9

(b) Se |H|? = , entdo M € biharmonica-propria se, e somente se, M € pseudo-

umbilica e V+H = 0.

Demonstragao: Se M™ é uma subvariedade anti-quaternionica biharmonica-propria

de HP™. A primeira equagao de (2.4) implica que
(AMH,H) = (m+ 9)|HP — |Ag]

Usando a férmula de Weitzenbock (3.14)) e o fato que |H| é constante, obtemos

(m+9)|H|> = |Ag|* + |ATH|. (3.16)

Seja p um ponto arbitrario de M e seja {X;}7*, uma base ortonormal de T,M tal

que Ay (X;) = N X;. Temos em p que
|H|2 — Z:il )\1
=

A=
=1

Substituindo em (3.16]) obtemos

Zm - Lezs (2@1&')2 1772
9) V-H == 4+ |V H|".
(m +9) 2_: CHIVEH > S V|
Portanto,
(m+9)[H[> > m|H|* + V- H|* > m|H|*,
entao,
9
HP € (0,7
m
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m-+9

Agora, assuma que |H|? = ——. Se M é biharmoénica-prépria, entao todas as desigual-
m
dades acima sao igualdades e, consequentemente, \; = ... =\, e V*H =0, i.e., M é
m+9

pseudo-umbfilica e VX H = 0. Reciprocamente, se |H|? =

e M ¢é pseudo-umbilica

com V+H = 0, entdo temos

ATH +trB(-, Ax(-)) — c(m + 9)H = 0,

e
m 2
Egmd(|H| )+ 2trAy, g = 0.
Consequentemente, pelo Coroldrio [2.3] M é biharménica. Isto conclui a prova. 0]

Concluiremos este capitulo, e também a tese, com alguns resultados que tratam da

estabilidade das subvariedades biharmonicas-préprias de HP™.

3.5 Subvariedades biharmonicas estaveis de HP"

Vimos na Secao [1.3| que as aplicagoes biharmonicas f : M — N com bienergia finita
sao precisamente os pontos criticos do funcional bienergia. Em particular, fixada uma
tal f, a fim de investigar se ela é um minimo do funcional bienergia Ey : (—e€,¢) — R
associado & variacdo prépria f, : M — N, cumpre calcular a derivada segunda £, (0).
Nesse sentido, o resultado de interesse é a férmula para a segunda variacao da bienergia

de uma aplica¢ao biharménica, obtida por Jiang [I7], a saber:

Teorema 3.3 Seja [ : (M™,g) — (M™,§) uma aplicacio diferencidvel entre variedades
Riemannianas, M compacta, e seja {fi;}+ uma varia¢io arbitrdria de f com campo

vartacional v. Entao a sequnda formula de variacdo de %Eg(ft) ¢ dada como seque

1 d?

§@E2(ft)

=0 /M ‘ —Av - Z R(df (ey), U)df(é’i)‘sz

) /M (o0 3 (Vareo ), m(1))0

=1

+ > (VenR) (df (e:), v)df (e)

VL

1

7

(r(f), v)T(f) (3.17)

+
mofl

@
Il
—



+2 R(df(e:), 0)Ve,r(f)
i=1
+23 R(df(er), T(f))Veiv>dM.
i=1
A partir da segunda féormula de variacao temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.1 Uma aplicagio biharménica f : (M™,g) — (M™,§), M compacta, é

estavel se %j—;Eg(ft) ¢ nao negativo para toda variagdo {fi}s de f.

Observe que, pela defini¢ao da bienergia, qualquer aplicacao harmonica é biharmonica
estdvel. Isto também pode ser visto como segue: Como 7(f) = 0, para qualquer campo

de vetores V' de qualquer variacao { f;}; temos

1 d?

5@@(]‘})

=0 /M | — Av— iilfi(df(ei),v)df(ei)fdM > 0.

O teorema a seguir nos da uma limitacao superior para o quadrado da norma do
campo de bitensao de uma subvariedade compacta biharmonica-prépria estavel de HP™.
Sua demonstragao é feita usando uma técnica de Jiang [I7]. Em seu trabalho, Jiang
procurava obter condigoes para que uma subvariedade biharmonica estavel do espago

projetivo complexo CP™ fosse trivial (isto é, fosse harmonica).

Proposicao 3.6 Seja f: M — HP"™ uma subvariedade biharmoénica-propria compacta
de HP™. Se M ¢ estdvel, entao |7(f)|*> < 9v/2e(f)|VT(f)| em pelo menos um ponto de
M.

Demonstracao: Como HP" é um espaco simétrico, temos VR = 0, e entao ([3.17))

se torna

1 d?

§@E2(ft)

=0 /M ’ —Av— Z RE(df (ey), U)df(Q‘)‘QdM
B /M (v, R () 0r()
+ QZRHPn(df(ei)’v)Veﬁ(f) (3.18)

+23° RO (df (e, T(f))Veiv>dM.

=1
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Em especial, como M é biharménica, se tomarmos v = 7(f), o primeiro termo e o
primeiro integrando do segundo termo de (3.18)) se anulam, e entao obtemos

1 d?

5 a2,

o _4/M (), iRHP"(df(ei),T(f))Veﬁ(f)>dM. (3.19)

Usando a expressao do tensor curvatura de HP"™ e observando que 7(f) é ortogonal ao

espago tangente de M e a J(7(f)), para qualquer se¢ao J na estrutura quaternionica de

HP", a equagao (3.19) se torna

1 2 02_4/< Xm:{ (df(e), Vo (F))7(f)

3 a2 ) 2
+ Z () Teldf (e2)) (3.20)

+ 22 (df(eq), Tr (D)) (Ve (£)) } yaM.
Veja que, para cada i,

<df<€z)’ veiT(f)> = ei<df(ei)7 T(f)> - <veidf(€i)’ T(f)> = _<veidf(6i)7 T(f)>

E entao, somando em 7, obtemos

> {df(e), Ver(f)) = =I7(/)I*

=1

Substituindo em (3.19)), obtemos que

0:4/ [— |4+3ZZ<J1<: df (e)), 7(f)) (T Ve 7(f), (f)>}dM.

=1 k
(3.21)

1 d?
S Bu(f)

Para cada 7 e cada k, pela desigualdade de Schwarz, temos

(Jdf (&), T(£))( TV e (£),7(f)) <

V rdf(es), Jdf () (£ BV e (5, eV e (£ 7()
=T f)|2\/<df(6z>7 df(ez>><vez7—(f)7 v61‘7—(f)>‘

Tomando a soma sobre 7 e k novamente, e usando a desigualdade de Shwarz, obtemos

que

>3 (udf (e () AV e (). 7)) < 3l ()P- v/ 2e(HIV ()
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Substituindo em ({3.21)), temos

<4/ IT(HIP(9v2e(/)IVT(f)] = [7(F)|?)dM.

Por fim, como M é uma subvariedade biharmonica-prépria estavel de HP™ concluimos

que, em pelo menos um ponto p € M, |7(f)* < 9+v/2e(f)|VT(f)|. O

1 d2
2 dt2

Proposicao 3.7 Seja f : M — HP™ uma subvariedade biharmonica-propria compacta

de HP™ com |7(f)|* constante. Entdo vale que
1
FeDITNIE < IV < 2e(NI(HP
Demonstracao: Calculando o Laplaciano da densidade de bienergia es(f) de f, temos

Aea(f) = FAIFNP = V()P = (Ar(1),7(7)

Usando que |7(f)|? é constante e que M ¢é uma subvariedade biharmonica-prépria, ob-

temos que
VTP = — (¢rR™Y(df, 7 (F)df, 7(f)) -

Denotemos por K™ (df (e;) A 7(f)) a curvatura seccional do plano gerado por df (e;) e

7(f). Como este plano é ndo degenerado, para cada i, temos (ver Ishihara [30])

(RE(df, 7(D)df, 7(f)) = K57 (df (e:) A () (df (eq), df (e:)) I (f)I*.
Lembrando que a curvatura seccional de HP" satisfaz (ver Ishihara [30])

< KR (df(es) AT(f)) <1,

|

obtemos
Se(NIT(F)P < — (B (df, (F)df, (1)) < 2e(PIr(DP
Assim, temos
SeNIFP < VTP < 2e(1) ()P
([l
Teorema 3.4 Seja f: M — HP" wma subvariedade biharménica-prépria compacta de

HP" com |7(f)|* constante. Se M ¢ estdvel, entio a fungdo densidade de energia e(f)

satisfaz




Demonstracao: Pela Proposicao |3.6] existe um ponto p € M tal que

0 <|r()F <9v2e(H)VT(£)I.

Usando a Proposigao [3.7, obtemos

[T(NIF < 9v2e(NIVT()] < 18e(f)IT(f)].

Entao,
0 < [7(NI(18e(f) = I7(N)]).

Como |7(f)| > 0 segue que 18¢e(f) — |7(f)| > 0.
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