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Área de concentração: Geometria Dife-

rencial.

Manaus - AM

Fevereiro/2020



Ficha Catalográfica

M538p    Propriedades genéricas de autofunções e autovalores de
operadores elípticos na forma divergente em variedades
Riemannianas / Abraão Caetano Mendes. 2020
   52 f.: il.; 31 cm.

   Orientador: Marcus Antonio Mendonça Marrocos
   Tese (Doutorado em Matemática) - Universidade Federal do
Amazonas.

   1. Operadores elípticos. 2. propriedades genéricas. 3. Condição
de Dirichlet. 4. Condição de T-Neumann. 5. Condição de T-Robin. I.
Marrocos, Marcus Antonio Mendonça II. Universidade Federal do
Amazonas III. Título

Ficha catalográfica elaborada automaticamente de acordo com os dados fornecidos pelo(a) autor(a).

Mendes, Abraão Caetano

1



2



“Não sabes, não ouvistes que o Eterno Deus, o SENHOR, o Criador dos

fins da terra, nem se cansa, nem se fatiga? Não se pode esquadrinhar o

seu entendimento.

Faz forte ao cansado, e multiplica as forças ao que não tem nenhum

vigor.

Os jovens se cansam e se fatigam, e os moços de exaustos caem,

mas, os que esperam no SENHOR renovam as suas forças, sobem com

asas como águias, correm e não se cansam, caminham e não se fatigam.”

Isáıas 40:28-31.
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Alexandre e Abigail, e ao meu sobrinho Kauã Benjamin.
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aqui em Manaus como em Santo André também.
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peŕıodo Abril/2018 a Fevereiro/2020. O meu muito obrigado também.



Resumo

Neste trabalho, provamos propriedades genéricas de autovalores e autofunções de famı́lias

a dois e três parâmetros de operadores eĺıpticos na forma divergente em variedades Ri-

emannianas compactas com bordo. Assumiremos as condições de fronteira de Dirichlet,

T-Neumann e T-Robin. As principais ferramentas que utilizamos foram desenvolvidas

por K. Uhlenbeck em [Generic Properties of Eigenfunctions, Amer. J. Math. 98 (1976)

1059-1078].

Palavras-chave: Operadores eĺıpticos, propriedades genéricas, condição de Dirichlet,

condição de T-Neumann, condição de T-Robin, autovalores, autofunções.



Abstract

In this work, we prove generic properties of eigenvalues and eigenfunctions to two

and to three parameters families of the elliptic operators in the divergence form on

compact Riemannian manifolds with boundary. We assume the Dirichlet, T-Neumann

and T-Robin boundary conditions. The main tools that we used were developed by K.

Uhlenbeck in [Generic Properties of Eigenfunctions, Amer. J. Math. 98 (1976) 1059-

1078].

Keywords: Elliptic operators, generic properties, Dirichlet condition, T-Neumann con-

dition, T-Robin condition, eigenvalues, eigenfunctions.
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Introdução

Neste trabalho abordamos o tema “Multiplicidade Genérica de Autovalores”, o qual teve

origem no artigo “Genericity of Simple Eigenvalues for Elliptic PDE’s”, de J.H. Albert

(1975). Usando Teoria da Perturbação, Albert [3] mostrou que todos os autovalores do

problema eĺıptico em questão são simples, isto é, os autoespaços são unidimensionais em

um conjunto residual. Dáı o termo simplicidade genérica.

Este tema ficou popularizado no célebre artigo da renomada matemática estadu-

nidense Karen Uhlenbeck (Prêmio Abel 2019) “Generic Properties of Eigenfunctions”

(1976) [27], no qual, Uhlenbeck mostrou que as seguintes propriedades são genéricas para

uma certa classe de operadores eĺıpticos autoadjuntos de segunda ordem numa variedade

compacta M :

A. Os autovalores são simples;

B. 0 é valor regular das autofunções no interior de M ;

C. As autofunções são funções de Morse no interior de M ;

D. 0 é valor regular da derivada normal das autofunções no bordo ∂M .

No entanto, ao invés de usar resultados da Teoria da Perturbação, abordagem usada

por Albert [3], Uhlenbeck utilizou Teoria da Transversalidade, usando argumentos de

transversalidade paramétrica inspirados pelo famoso Teorema de Sard-Smale [25]. No

final, o resultado obtido por Albert aparece como uma simples aplicação dos resultados

obtidos por Uhlenbeck, mostrando assim que as ferramentas da Teoria da Transversali-

dade são mais adequadas para demonstrar propriedades genéricas de certas funções que

são soluções de EDP’s.

Podemos dividir o tema “Propriedades Genéricas de Autofunções e Autovalores” em

pelos menos dois casos: os sem simetria, e os com simetria. Para os casos sem simetria
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podemos mencionar, entre outros, os seguintes trabalhos:[3, 9, 5, 8, 18, 27]. Já para os

casos com simetria, podemos citar, entre outros, os seguintes trabalhos: [19, 20, 29].

Neste trabalho contemplamos as seguintes famı́lias de operadores eĺıpticos de segunda

ordem na forma divergente:

1. o operador Lb := L+ b, onde L é um operador eĺıptico de segunda ordem autoad-

junto e o parâmentro b pertence ao espaço de funcões Ck(M) .

2. o operador Laplaciano drifting ∆η,g := ∆g−〈∇gη,∇g〉 onde consideramos a métrica

g e a função drifting η como parâmetros;

3. o operador (η, T )−divergente Lη := div(T∇)−T (∇η,∇), onde T é um (0, 2)−tensor

simétrico definido positivo (ver [14]). Neste caso o parâmetro é a função η;

Consideramos o “Problema de Autovalor com Peso” em cada famı́lia de operadores

eĺıptico, isto é,

Lu+ ωλu = 0

onde L é um operador eĺıptico e ω é a chamada função peso (dos autovalores λ), dáı o

nome “Problema de Autovalor com Peso”.

Em alguns casos, vamos trabalhar também com as seguintes condições no bordo: de

Dirichlet; de T−Neumann [23]; e de T−Robin; e, utilizando técnicas de Daniel Henry

[16], e fazendo uso direto dos resultados obtidos por Uhlenbeck [27], vamos mostrar que

as mesmas Propriedades A, B, C e D são genéricas para os problemas eĺıpticos com os

quais iremos trabalhar.

Este trabalho está dividido da seguinte maneira:

No Caṕıtulo 1, apresentamos algumas noções básicas sobre a Teoria de Fredholm:

operador de Fredholm, ı́ndice, aplicação de Fredholm; apresentamos a definição de con-

junto residual, que é uma interseção enumerável de abertos e densos de um espaço

topológico (X, τ), e a definição de propriedade genérica: dizemos que uma propriedade

P é genérica quando P é verdadeira para um conjunto residual Γ ⊂ (X, τ).

Apresentamos também os teoremas de transversalidade paramétrica usados por Uh-

lenbeck para demonstrar as propriedades A, B, C e D [27]. Logo em seguida, apresenta-

mos alguns fatos básicos sobre operadores eĺıpticos e o Teorema da Continuação Única

Fraco [27].
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Como iremos trabalhar na seção (2.3) com o operador (η, T )−divergente Lη [14],

também damos algumas noções básicas sobre tensores em variedades Riemanninas [17,

21, 26]. Apresentamos algumas fórmulas do η−divergente, que o leitor pode encontrar

na tese de R. Mesquita [18], e o Teorema de Du Bois-Raymond, cuja demonstração o

leitor pode encontrar em [7], o qual será usado frequentemente ao longo deste trabalho.

E no final do caṕıtulo, apresentamos as propriedades genéricas abstratas demonstra-

das por K. Uhlenbeck em [27], as quais vamos demonstrar para os problemas eĺıpticos

para os operadores citados anteriormente.

No caṕıtulo 2 apresentamos os resultados sobre as propriedades genéricas A, B, C e

D para os seguintes problemas eĺıpticos:

Na seção (2.1), trabalhando com o operador Lb = L + b, onde L é um operador

eĺıptico autoadjunto de 2o ordem e b é um termo de ordem zero (em [27] o termo b é

o único parâmetro de variação), para o problema de autovalor com peso, conseguimos

demonstrar os seguintes resultados:

Teorema 0.1 (Propriedade A.) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta

e conexa. Então os autovalores do operador Lb para o problema de autovalor com peso

são genericamente simples relativamente ao conjunto B1 × B2.

onde o parâmetro b mora no conjunto B1 = Ck
0 (U) ↪→ Ck(M), U é qualquer conjunto

aberto de M , e a função peso ω mora no conjunto B2 = {ω : M → R, ω > 0} ⊂ Ck(M).

Teorema 0.2 (Propriedades B, C e D.) Sejam M uma variedade Riemanniana com-

pacta, conexa e com bordo ∂M , U ⊂ M aberto, L um operador eĺıptico autoadjunto

de segunda ordem. Então as propriedades B, C e D são genéricas para o operador

Lb = L+ b para o problema de autovalor com peso, com condição de Dirichlet no bordo,

relativamente ao conjunto B1 × B2.

O destaque destes resultados é que eles dependem de dois parâmetros de variação: do

termo de ordem zero b e da função peso ω.

Na seção (2.2), vamos trabalhar com o operador Laplaciano drifting

(1) ∆(g,η) := ∆g − g(∇gη,∇g)

3



para o problema de autovalor com peso. Em [18] R. Mesquita provou a propriedade A

para o Laplaciano drifting, com condição de Dirichlet no bordo, onde o parâmetro de

variação é a métrica g.

Queremos chamar a atenção do leitor para o fato que agora estaremos trabalhando

com variedades Riemannianas com peso (M, g, dm), onde dmg = e−ηdMg, η é a chamada

função drifting, e usaremos as fórmulas do η−divergente [18].

Nossa proposta é variar a métrica g por métricas conformes à g do tipo g = µg, onde

µ : M → R, µ > 0, é o chamado fator conforme, e também estaremos variando a função

drifting η e a função peso ω.

Primeiramente, definimos o novo Laplaciano drifting para ser

(2) L(g,η) = ∆− g(∇η,∇)

onde ∇ e ∆ são calculados segundo a métrica conforme g.

Neste sentido, conseguimos demonstrar os seguintes resultados:

Teorema 0.3 (Propriedade A.) Seja (M, g, dmg) uma variedade Riemanniana com-

pacta, conexa e com bordo ∂M . Então os autovalores do operador L(g,η) para o problema

de autovalor com peso são genericamente simples relativamente ao conjunto B×B×B.

E

Teorema 0.4 (Propriedades B, C e D.) Sejam (M, g, dmg) uma variedade Rieman-

niana compacta, conexa e com bordo ∂M . Então as propriedades B, C e D são genéricas

para o operador L(g,η) para o problema de autovalor com peso, com condição de Dirichlet

no bordo, relativamente ao conjunto B × B × B.

O destaque aqui é que nossos resultados sobre as propriedades A, B, C e D dependem de

três parâmetros de variação: do fator conforme µ, da função drifting η e da função peso

ω, e todos estes parâmetros moram no conjunto B = {γ : M → R, γ > 0} ⊂ Ck(M).

Na seção (2.3) vamos trabalhar com o operador (η, T )−divergente [14]:

(3) Lη := div(T∇)− T (∇η,∇)

onde T é um (0, 2)−tensor simétrico definido positivo, numa variedade Riemanniana

(M, g, dm) compacta, conexa e com bordo, onde dm = e−ηdM . Nesta seção, a função

drifting η e a função peso ω desempenharão o papel dos nossos parâmetros de variação.
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Este operador foi bastante estudado no paper de J. Gomes e J. Miranda [14], onde o

leitor pode encontrar as principais definições e propriedades do operador L, um tipo de

teorema de Stokes tensorial:

Teorema 0.5 Sejam (M, g, dm) uma variedade Riemanniana compacta, T um (0, 2)−tensor

simétrico definido positivo e f ∈ C∞(M). Então

(4)

∫
M

L(f)dm =

∫
∂M

T (∇f, ν)dµ

onde dm = e−ηdM , dµ = e−ηd(∂M) e ν é um campo de vetores normais unitários ao

longo de ∂M .

resultados sobre estimativas de autovalores do operador L e a própria motivação da de-

finição do operador. Outros tipos de resultados sobre o operador L (limites superiores

tipo-Reilly de autovalores em subvariedades de espaços Euclideanos com densidade, au-

tovalores de operadores tipo-Paneitz e problemas de Steklov generalizados) podem ser

encontrados no artigo de J. Roth [23].

Primeiramente conseguimos demonstrar a propriedade A com condição de Dirichlet

no bordo:

Teorema 0.6 Seja (M, g, dm) uma variedade Riemanniana compacta, conexa e com

bordo ∂M . Então os autovalores do operador Lη para o problema de autovalor com

peso, com condição de Dirichlet no bordo, são genericamente simples relativamente ao

conjunto B × B.

E logo em seguida, apresentamos uma aplicação para o operador Laplaciano drifting

∆η = ∆− 〈∇η,∇〉:

Corolário 0.1 Seja (M, g, dm) uma variedade Riemanniana compacta, conexa e com

bordo ∂M . Então os autovalores do operador Laplaciano drifting ∆η para o problema

de autovalor com peso, com condição de Dirichlet no bordo, são genericamente simples

relativamente ao conjunto B × B.

Depois, conseguimos demonstrar a propriedade A com a condição:
∂u

∂νT
= 〈T∇u, ν〉 = 0

em ∂M ; batizamos esta condição de T−Neumann, pois, a mesma é um tipo de condição

de Neumann tensorial, já que a mesma depende do tensor T :
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Teorema 0.7 Seja (M, g, dm) uma variedade Riemanniana compacta, conexa e com

bordo ∂M . Então os autovalores do operador Lη para o problema de autovalor com

peso, com condição de T−Neumann no bordo, são genericamente simples relativamente

ao conjunto B × B.

Em seguida, aplicamos para o operador Laplaciano drifting ∆η, com condição de Neu-

mann no bordo:

Corolário 0.2 Seja (M, g, dm) uma variedade Riemanniana compacta, conexa e com

bordo ∂M . Então os autovalores do operador Laplaciano drifting ∆η para o problema

de autovalor com peso, com condição de Neumann no bordo, são genericamente simples

relativamente ao conjunto B × B.

A seguir, demonstraremos a propriedade A com a condição:
∂u

∂νT
+ βu = 0 em ∂M ;

batizamos esta condição de T−Robin, pois, a mesma é um tipo de condição de Robin

tensorial, já que a mesma depende do tensor T :

Teorema 0.8 Seja (M, g, dm) uma variedade Riemanniana compacta, conexa e com

bordo ∂M . Então os autovalores do operador Lη para o problema de autovalor com

peso, com condição de T−Robin no bordo, são genericamente simples relativamente ao

conjunto B × B.

Em seguida, aplicamos para o operador Laplaciano drifting ∆η, com condição de Robin

no bordo:

Corolário 0.3 Seja (M, g, dm) uma variedade Riemanniana compacta, conexa e com

bordo ∂M . Então os autovalores do operador Laplaciano drifting ∆η para o problema

de autovalor com peso, com condição de Robin no bordo, são genericamente simples

relativamente ao conjunto B × B.

Demonstramos, a seguir, as propriedades B, C e D para o operador Lη, com condição

de Dirichlet no bordo:

Teorema 0.9 Seja (M, g, dm) uma variedade Riemanniana compacta, conexa e com

bordo ∂M . Então as propriedades B, C e D são genéricas para o operador Lη, para o

problema de autovalor com peso, com condição de Dirichlet no bordo, relativamente ao

conjunto B × B.
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Aplicamos este resultado para o operador Laplaciano drifting ∆η e conseguimos as pro-

priedades B, C e D para o mesmo:

Corolário 0.4 Seja (M, g, dm) uma variedade Riemanniana compacta, conexa e com

bordo ∂M . Então as propriedades B, C e D são genéricas para o operador Laplaciano

drifting ∆η, para o problema de autovalor com peso, com condição de Dirichlet no bordo,

relativamente ao conjunto B × B.

O destaque desta seção é que conseguimos a propriedade A para os problemas de Dirich-

let, T−Neumann e T−Robin, e as propriedades B, C e D para o problema de Dirichlet,

e aplicamos todos os resultados obtidos para o operador (η, T )−divergente Lη para o

operador Laplaciano drifting ∆η, e todas as propriedades genéricas obtidas dependem

de dois parâmetros de variação: da função drifting η e da função peso ω.

Para um entendimento mais claro sobre os resultados que iremos apresentar ao longo

deste trabalho, as principais referências são: o paper de K. Uhlenbeck [27], as teses de

doutorado de R. Mesquita [18] e de J. Miranda [11], o paper de J. Gomes e J. Miranda

[14] e o livro de Daniel Henry [16].
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo iremos apresentar algumas definições, resultados e notações que nos aju-

darão a ter um bom entendimento do restante do trabalho, e principalmente, a desen-

volver um ambiente de forma a facilitar os principais resultados a serem apresentados e

demonstrados de uma forma clara, lógica e construtiva. Sendo assim, iremos omitir al-

gumas demonstrações de alguns resultados que irão ser apresentados aqui neste caṕıtulo,

mas, sempre iremos apontar onde estas demonstrações poderão ser encontradas.

Para um melhor entendimento sobre os assuntos que iremos abordar neste caṕıtulo,

recomendamos ao leitor as referências [7, 17, 18, 21, 26, 27].

Definição 1.1 (Ponto regular e valor regular) Seja f : M → N uma aplicação C1

entre duas variedades diferenciáveis. Dizemos que x ∈ M é um ponto regular de f se

(df)x : TxM → Tf(x)N é sobrejetiva. Dessa forma, dizemos que y ∈ N é um valor

regular de f se todo ponto x ∈ f−1(y) é um ponto regular de f .

Definição 1.2 (Operador de Fredholm, [27]) Um operador linear F : M → N en-

tre espaços de Banach é de Fredholm se o seu núcleo tem dimensão finita, e sua imagem

é um subespaço fechado de codimensão finita.

Definição 1.3 (́Indice, [27]) O ı́ndice de um operador de Fredholm é definido como a

diferença entre a dimensão do núcleo e a codimensão da imagem.

Definição 1.4 (Aplicação de Fredholm, [27]) Uma aplicação diferenciável entre duas

variedades de Banach é de Fredholm se em cada ponto a derivada é um operador de

Fredholm.
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Se a aplicação é Cr e o domı́nio é conexo então o ı́ndice é constante (o conjunto dos

operadores de Fredholm é aberto e o ı́ndice é localmente constante), ou seja, o ı́ndice

neste caso não depende dos pontos do domı́nio [12].

Teorema 1.1 (Sard, [24]) Se f : Mm → Nn é uma aplicação C∞, então a imagem

do conjunto dos pontos cŕıticos de f tem medida nula.

Corolário 1.1 O conjunto dos valores regulares de uma aplicação C∞ é denso.

Definição 1.5 (Conjunto Residual) Seja (X, τ) um espaço topológico. Um conjunto

Γ ⊂ X é residual ou genérico se Γ é uma interseção enumerável de abertos densos de

X, isto é, se Γ pode ser escrito da forma Γ =
⋂∞
i=1 Wi, onde cada Wi é um aberto denso

do espaço topológico X.

Definição 1.6 (Propriedade genérica) Uma propriedade que é verdadeira para um

subconjunto residual Γ ⊂ X é chamada genérica.

Teorema 1.2 (Sard-Smale, [25]) Seja F : M → N uma aplicação de Fredholm entre

duas variedades de Banach separáveis. Se F é Cr para r > ı́ndice(F ), então os valores

regulares de F formam um conjunto residual em N .

Definição 1.7 (Transversalidade) Uma aplicação diferenciável f : M → N é trans-

versal a Z ⊂ N , e escrevemos f t Z, se para todo x ∈ M tem-se que ou f(x) /∈ Z ou

(df)x(TxM) + Tf(x)Z = Tf(x)N .

Proposição 1.1 ([12]) Seja f : M → N uma aplicação Ck. Se f é transversal a

Z ⊂ N , então ou f−1(Z) é vazio ou é uma subvariedade de M de codimensão igual à

codimensão de Z em N .

Em outras palavras, a noção de transversalidade inclui a noção de valor regular como

um caso especial.

Teorema 1.3 (Teorema da Transversalidade 1, [1]) Seja ϕ : H × B → E uma

aplicação Ck, H, B e E variedades de Banach com H e E separáveis. Se 0 é um valor

regular de ϕ e ϕb = ϕ(, b) é uma aplicação de Fredholm de ı́ndice < k, então o conjunto

{b ∈ B : 0 é valor regular de ϕb} é residual em B.
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Teorema 1.4 (Teorema da Transversalidade 2, [27]) Sejam Q,B, X, Y e Y ′ vari-

edades de Banach separáveis, Y ′ ⊂ Y com X, Y e Y ′ de dimensão finita. Seja π : Q→ B
uma aplicação de Fredholm de ı́ndice 0. Então se f : Q ×X → Y é uma aplicação Ck

para k > max(1, dimX + dimY ′ − dimY ), e se f é transversal a Y ′, então o conjunto

{b ∈ B : fb = f |π−1(b) é transversal a Y ′} é residual em B.

1.1 Teoria básica sobre operadores eĺıpticos.

É um resultado da teoria básica de operadores eĺıpticos que se os coeficientes de um

operador L são Ck então (veja [2]):

1. As aplicações (L+ λ) : Hp
k(M)∩Hp

1,0(M)→ Hp
k−2(M), k ≥ 1, são de Fredholm de

ı́ndice zero;

2. As autofunções de L são soluções u ∈ H1,0(M) de (L + λ)u = 0, e pela teoria da

regularidade pertencem a Hp
k(M);

3. Os autoespaços são de dimensão finita e geram L2(M).

Teorema 1.5 (Teorema da Continuação Única Fraco, [4]) Seja L um operador eĺıptico

de segunda ordem com coeficientes C3. Se Lv = 0 num domı́nio aberto e conexo D, e

se v = 0 num subconjunto aberto de D, então v é identicamente nula em D.

1.2 Funções de Green em variedades Riemannianas.

A clássica teoria das funções de Green tem uma extensão à variedades. Se L é um ope-

rador eĺıptico autoadjunto de classe C3, nós achamos uma solução fraca de L(G(y, .)) =

δy +u, onde u satisfaz Lu = 0, u ∈ H1,0(M), e δy é a distribuição sobre C0(M) dada por∫
M
δy(x)f(x)dµ = f(y), a qual mora no espaço de Sobolev Hq

−1(M) das funções, dual a

Lp1,0(M) para p > n, p−1 + q−1 = 1.

G(y, .) é única se nós assumimos
∫
M
G(y, x)u(x)dµ = 0 para toda u ∈ H1,0(M) tal

que Lu = 0. G(y, x) é chamada uma função de Green modificada (veja [27]) sobre M .

A seguir, apresentamos as propriedades básicas de G, assumindo que L é autoadjunto e

tem coeficientes no mı́nimo de classe C3.
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Propriedades das funções de Green modificadas ([27]): Seja ∆ = {(x, x) ∈
M ×M ;x ∈ M}. Então existe uma função G de classe C3 sobre M ×M \ ∆ com as

seguintes propriedades:

(a) G(y, x) = G(x, y);

(b) G(y, .) ∈ Hq
1,0(M) para q < (n− 1)−1 onde n = dim(M);

(c) G(x, y) = 0 para x 6= y, x ∈ ∂M ;

(d)
∫
M
G(y, x)Lf(x)dµ = f(y) se

∫
M
u(x)f(x)dµ = 0 para todo Lu = 0, u ∈ H1,0(M),

f ∈ C2(M) ∩H1,0(M);

(e)
∫
M
G(y, x)u(x)dµ = 0, para todo Lu = 0, u ∈ H1,0(M).

1.3 Noções Básicas sobre tensores em variedades Ri-

emannianas

Definição 1.8 (Tensor) Um (1, r)-tensor em uma variedade diferenciável M é uma

aplicação

(1.1) T : χ(M)r → χ(M)

multilinear sobre o anel C∞(M) das funções diferenciáveis em M , onde χ(M) é o con-

junto de campos de vetores de classe C∞ em M . Enquanto que, num (0, r)-tensor, o

contradomı́nio é C∞(M). Formalmente,

(1.2) T (Y1, . . . , fX + hY, . . . , Yr) = fT (Y1, . . . , X, . . . , Yr) + hT (Y1, . . . , Y, . . . , Yr)

para todos X, Y ∈ χ(M) e f, h ∈ χ(M).

Exemplo 1.1 O tensor métrico g : χ(M) × χ(M) → C∞(M) que faz corresponder a

cada ponto p ∈ M e a cada par X, Y ∈ TpM , o produto interno de X e Y na métrica

Riemanniana de M , isto é, gp(X, Y ) = 〈X, Y 〉p, é um (0, 2)-tensor e suas componen-

tes no referencial {∂i} são os coeficientes gij da métrica Riemanniana no sistema de

coordenadas dado.
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Mais geralmente, dado um (0, r)-tensor T em uma variedade Riemanniana (M, g), po-

demos identificá-lo com um (1, r − 1)-tensor T ∗, via a métrica Riemanniana g, fazendo

(1.3) g(T ∗(Y1, . . . , Yr−1), Yr) = T (Y1, . . . , Yr)

Para simplificar a notação, e desde que não tenhamos perigo de confusão, vamos omitir

o “ * ”no (1, r − 1)-tensor T ∗ correspondente ao (0, r)-tensor T .

Em particular, o tensor métrico g será identificado com o (1, 1)-tensor identidade I

em χ(M).

A importância da teoria de tensores em variedades Riemannianas é que as noções

básicas de derivada covariante, derivada de Lie, produto interno, traço e divergência

podem ser estendidas à tensores, e, a partir disso, muitos cálculos que geralmente são

feitos em coordenadas locais, podem ser feitos em caráter tensorial o que, em muitos

casos, pode ser bastante vantajoso.

Para um melhor entendimento da teoria de tensores em variedades Riemannianas,

recomendamos as referências [17, 21, 26].

1.4 Fórmulas do η−divergente e Teorema de Du Bois-

Raymond.

Para o próximo caṕıtulo, no qual veremos as propriedades genéricas do espectro do

operador (η, T )−divergente, iremos usar as fórmulas do η−divergente e o Teorema de

Stokes para variedades com peso (que podem ser encontradas em [11, 18]), e o Lema de

Du Bois-Raymond [7].

Vamos definir o operador η−divergente em χ(M) como segue:

(1.4) divη = div − dη

onde dη denota a diferencial de η. Pela linearidade de dη e pelas propriedades usuais

da divergência de campos de vetores, valem as seguintes igualdades, para quaisquer

f ∈ C∞(M) e X, Y ∈ χ(M):

(i) divη(X + Y ) = divηX + divηY ;

(ii) divη(fX) = fdivηX + g(∇f,X);
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(iii) div(ε−ηX) = ε−ηdivηX.

Teorema 1.6 (Teorema de Stokes para variedades com peso:) Seja (M, g, dm) uma

variedade Riemanniana compacta e com bordo ∂M . Então

(1.5)

∫
M

divηXdm =

∫
∂M

g(X, ν)dµ

onde dm = ε−ηdM , dµ = ε−ηd(∂M), ν é um campo de vetores normais unitários exte-

rior ao bordo ∂M e X é um campo de vetores tangentes compactamente suportado em

(M, g, dm).

Agora, vamos considerar um (0, 2)−tensor T simétrico definido positivo numa variedade

Riemannianna (M, g, dm), de modo que o seu (1, 1)−tensor correspondente seja simétrico

e definido positivo.

Definição 1.9 Definimos o η−divergente de um (1, 1)−tensor T em M como o (0, 1)−tensor

dado por:

(1.6) divηT = divT − dη ◦ T

Novamente pela simetria de T temos:

(1.7) div(T (X)) = (divT )(X) + 〈∇X,T 〉

e

(1.8) 〈∇fX, T 〉 = f〈∇X,T 〉+ T (X,∇f)

O lema a seguir relaciona o operador (η, T )−divergente Lη com o (0, 1)−tensor divηT

[18, 11]:

Lema 1.1 Sejam η, f : M → R funções suaves, T um (0, 2)−tensor simétrico e Z ∈
χ(M). Então vale:

(1.9) divη(T (fZ)) = f〈divηT, Z〉+ f〈∇Z, T 〉+ T (∇f, Z)

em particular, se Z = ∇h para alguma h ∈ C∞(M), então:

(1.10) divη(T (f∇h)) = f〈divηT,∇h〉+ f〈∇2h, T 〉+ T (∇f,∇h)
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A seguir, apresentamos uma das nossas principais ferramentas que iremos usar em várias

demonstrações ao longo deste trabalho:

Teorema 1.7 (Teorema de Du Bois-Raymond, [7]) Seja u ∈ L1
loc(Ω) tal que

(1.11)

∫
M

uϕdM = 0,∀ϕ ∈ C∞0 (Ω)

então u = 0 quase sempre em Ω.

Ao longo deste trabalho, vamos fazer uso do seguinte lema:

Lema 1.2 Sejam M compacta, λ um número real e ω, f, g : M → R funções C2, com ω

e λ tendo o mesmo sinal (> 0 ou < 0), e T um (0, 2)−tensor simétrico definido positivo,

tais que

(1.12) 〈∇f, T∇g〉 = ωλfg

então f = 0 ou g = 0.

Demonstração: Seja p ∈M tal que f(p) 6= 0. Consideremos a curva integral α em M

tal que α(0) = p e α′(s) = T∇g(α(s)). Definindo β(s) = f(α(s)), encontramos

β′(s) = 〈∇f(α(s)), α′(s)〉 = 〈∇f(α(s)), T∇g(α(s))〉 = ω(α(s))λf(α(s))g(α(s)) =

λω(α(s))g(α(s))β(s)

Logo, β(s) = β0 expλ
∫ s
0 ω(α(t))g(α(t))dt. A última igualdade nos diz que β é ilimitada em

M ; mas isto não pode ocorrer, pois, β é cont́ınua e M é compacta.

1.5 Propriedades Genéricas Abstratas

A referência para esta seção é o paper de K. Uhlenbeck [27].

Ao longo deste trabalho queremos mostrar que as seguintes propriedades são genéricas

para uma certa classe de operadores eĺıpticos numa variedade Riemanniana compacta

M :

A. Os autovalores são simples;

B. 0 é valor regular das autofunções no interior de M ;
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C. As autofunções são funções de Morse no interior de M ;

D. 0 é valor regular da derivada normal das autofunções no bordo ∂M .

Seja (Lb) uma famı́lia de operadores eĺıpticos de segunda ordem autoadjuntos, onde o

parâmetro b mora num subconjunto aberto de um espaço de Banach.

Vamos considerar a seguinte esfera unitária

Spk = {u ∈ Hp
k(M) ∩H1,0(M) :

∫
M

u2dm = 1}

e a seguinte aplicação ϕ : Spk × R× B → Hp
k−2(M) dada por

ϕ(u, λ, b) = (Lb + λ)u

de onde também podemos considerar a aplicação ϕb = ϕ(., ., b) onde b está fixo.

Lema 1.3 (Lema 2.1 de [27], pg. 1064.) ϕb é uma aplicação de Fredholm de ı́ndice

zero.

Lema 1.4 (Lema 2.2 de [27], pg. 1064.) O ponto (u, λ, b) ∈ ϕ−1(0) se e somente se

u é uma autofunção de Lb com autovalor λ. A autofunção u mora num autoespaço de

dimensão 1 se e somente se u é um ponto regular de ϕb.

Lema 1.5 (Lema 2.3 de [27], pg. 1064.) Os autoespaços de Lb são unidimensionais

se, e somente se, 0 é valor regular de ϕb.

Teorema 1.8 (Teorema 1 de [27], pg. 1064.) Seja ϕ : Spk×R×B → Hp
k−2(M) uma

aplicação C2. Se 0 é um valor regular de ϕ, então o conjunto {b ∈ B : os autovalores de

Lb são simples } é residual em B.

Em outras palavras, os autovalores de Lb são genericamente simples.

Definição 1.10 O mapa de B nos operadores eĺıpticos sobre M , b 7→ Lb, determina uma

aplicação de B nos coeficientes do operador (em coordenadas locais suaves). Chamamos

esta aplicação de mapa de coeficientes.

Para mostrarmos as propriedades B, C e D sempre iremos fazer uso da seguinte pro-

posição:
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Proposição 1.2 (Proposição 2.10 de [27], pg. 1068.) Suponha que o mapa de co-

eficientes de B nos coeficientes com a topologia Cn+1 é Cn+1. Além disso, nós considera-

mos a diferencial D2ϕ : Tb(B)→ Cn−2(M) numa solução de ϕ(u, λ, b) = (Lb + λ)u = 0.

Seja J = Im(D2ϕ) e assuma que W ∈ L1(M), W ∈ C2(M \{y}) e
∫
M
W (x)j(x)dµx = 0

para todo j ∈ J implica W = 0 num subconjunto aberto de M . Então, as propriedades

B, C e D são genéricas para o operador Lb, relativamente ao conjunto B.
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Caṕıtulo 2

Propriedades genéricas do espectro

de alguns problemas eĺıpticos

Neste caṕıtulo, apresentaremos os principais resultados deste trabalho.

Nosso principal objetivo é mostrar que as propriedades A, B, C e D (ver seção (1.5))

são genéricas para as seguintes famı́lias de operadores eĺıpticos descritas abaixo, para as

quais estaremos trabalhando com o problema de autovalor com peso:

1. Para a famı́lia de operadores Lb = L+ b, com parâmetro de variação no termo de

ordem zero (seção (2.1)), valem as propriedades A, B, C e D (ver seção (1.5)), e

dependem de dois parâmetros de variação: o termo de ordem zero b e a função

peso ω;

2. Na seção (2.2), mostraremos que as propriedades A, B, C e D (ver seção (1.5))

são genéricas para o operador Laplaciano drifting, onde estaremos perturbando a

métrica g por métricas conformes à métrica g, a função drifting η e a função peso

ω, ou seja, agora as propriedades genéricas dependem de três parâmetros variando

simultaneamente.

3. Para o operador (η, T )−divergente [11, 14] (seção (2.3)), mostraremos que a pro-

priedade A é genérica com condições de fronteira de Dirichlet, de T-Neumann ou

T-Robin, e as propriedades B, C e D são genéricas também, com condição de

Dirichlet no bordo. E todas as propriedades genéricas obtidas dependem de dois

parâmetros: da função drifting η e da função peso ω.
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No que diz respeito à Teoria Espectral no caso com peso nos autovalores, temos as

mesmas propriedades básicas de quando estamos no problema de autovalor clássico, isto

é, os autovalores são discretos, os autoespaços têm dimensão finita.

Vamos considerar o problema de autovalor com peso:

(2.1) (L+ ωλ)u = 0

Como estamos supondo ω > 0 temos

(2.2) (L+ ωλ)u = 0⇔ (
1

ω
L+ λ)u = 0,

onde w : M → R é uma função positiva de classe Ck.

Como estamos considerando um problema de autovalores mais geral é necessário jus-

tificar por que os teoremas abstratos da Uhlenbeck apresentados na seção 1.5 continuam

válidos. Considere as duas aplicações

(2.3) Φ1(u, λ, ω) = (L+ ωλ)u

e

(2.4) Φ2(u, λ, ω) = (
1

ω
L+ λ)u

definidas nos espaços de funções convenientes. É fácil ver que Φ−1
1 (0) = Φ−1

2 (0), além

disso, a diferencial DωΦ1 é sobrejetiva se e somente se DωΦ2 também é. Portanto, todos

os resultados da seção 1.5 são válidos para Φ1.

2.1 Propriedades genéricas do espectro do operador

Lb = L + b para o problema de autovalor com

peso.

Nesta seção, queremos trabalhar com uma versão ”generalizada”de uma aplicação que

aparece no paper de Uhlenbeck [27] intitulada como ”Perturbação dos termos de ordem

zero” (pg. 1074), onde agora, trabalhando via o problema de autovalor com peso,

estaremos variando não somente o termo de ordem zero de um operador eĺıptico, como

também a função peso, e assim mostrar que, para este caso, as propriedades A, B, C e

D são genéricas também.
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2.1.1 Propriedade A.

Seja L um operador eĺıptico de segunda ordem autoadjunto qualquer, com coeficientes

suaves, sobre uma variedade Riemanianna (M, g), compacta, conexa e com bordo ∂M .

Seja B1 = Ck
0 (U), onde U é qualquer conjunto aberto de M (B1 será o nosso conjunto

de variação dos termos de ordem zero b), e seja também B2 = {ω : M → R, ω > 0} ⊂
Ck(M) o conjunto de variação das funções peso ω.

Considerando a inclusão B1 = Ck
0 (U) ↪→ Ck(M), isto é, assumindo que cada b ∈ B1

seja identicamente nula em M \ U , e considerarando a seguinte famı́lia de operadores

eĺıpticos autoadjuntos:

(2.5) b 7→ Lb = L+ b

Vamos considerar o seguinte problema de autovalor com peso:

Lbu+ ωλu = Lu+ bu+ ωλu = 0 em M .

Seja ϕ : Spk × R× B1 × B2 → L2(M)

(2.6) ϕ(u, λ, b, ω) = Lbu+ ωλu = Lu+ bu+ ωλu

Novamente, queremos mostrar que:

Proposição 2.1 0 é valor regular de ϕ.

Demonstração: Suponhamos que 0 não seja valor regular de ϕ. Então existe (u, λ, b, ω) ∈
ϕ−1(0) tal que (u, λ, b, ω) é ponto cŕıtico de ϕ. Ou seja, Dϕ(u,λ,b,ω) não é sobrejetiva.

Dϕ(u,λ,b,ω)(v, s, g, h) = (Lb + ωλ)v + sωu+ gu+ hλu

Como Im(Dϕ(u,λ,b,ω)) 6= L2(M) e Im(Dϕ(u,λ,b,ω)) é subespaço fechado em L2(M),

temos que existe W ∈ L2(M) \ Im(Dϕ(u,λ,b,ω)) ortogonal a Im(Dϕ(u,λ,b,ω)).

Vamos considerar:

(i) s = g = h = 0 implica que
∫
M
W (Lb + ωλ)vdM = 0;

(ii) v = s = h = 0 implica que
∫
M
WgudM = 0.

Agora, usando o item (ii) temos:

(2.7)

∫
M

gWudM = 0,∀g ∈ Ck(M)
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Pelo Teorema de Du Bois-Raymond (1.7), Wu = 0 em M .

Seja q ∈M tal que u(q) 6= 0. Pela continuidade de u temos que existe uma vizinhança

U ⊂ M de q tal que u não se anula em U . Logo, devemos ter W (U) = 0. Como W é

uma autofunção de Lb, chegamos a uma contradição, pois, pelo Teorema da Continuação

Única Fraco (1.5), W seria idendicamente nula em M .

Portanto, 0 é valor regular de Φ.

Teorema 2.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e conexa. Então os

autovalores do operador Lb para o problema de autovalor com peso são genericamente

simples relativamente ao conjunto B1 × B2.

Demonstração: Como 0 é valor regular de Φ, então, pelo Teorema (1.8), os autovalores

do operador Lb são genericamente simples relativamente ao conjunto B1 × B2.

2.1.2 Propriedades B, C e D.

Vamos considerar o seguinte problema de autovalor com peso, com condição de Dirichlet

no bordo:

Lbu+ ωλu = 0 em M ; u = 0 em ∂M ;

Vamos considerar a variedade de Banach de todas as autofunções

(2.8) Q = {(u, λ, b, ω) ∈ Spk × R× B1 × B2 : Φ(u, λ, b, ω) = 0}

onde Φ : Spk × R× B1 × B2 → L2(M) é dada por

(2.9) Φ(u, λ, b, ω) = Lbu+ ωλu = Lu+ bu+ ωλu

A caracterização do espaço tangente de Q é:

T(u,λ,b,ω)Q = {(v, s, g, h) ∈ H1,0(M)× R× Ck(M)× Ck(M) :
∫
M
vudM = 0,

(Lb + ωλ)v + sωu+ gu+ hλu = 0}.

Nosso objetivo é provar o seguinte teorema:

Teorema 2.2 Sejam M uma variedade Riemanniana compacta, conexa e com bordo

∂M , U ⊂ M aberto, L um operador eĺıptico autoadjunto de segunda ordem. Então
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as propriedades B, C e D são genéricas para o operador Lb = L + b para o problema

de autovalor com peso, com condição de Dirichlet no bordo, relativamente ao conjunto

B1 × B2.

Demonstração: Vamos olhar para o espaço ortogonal de DΦ(η,ω)(g, h) = gu + hλu

em L1(M), onde DΦ(η,ω) é a derivada de Φ na direção dos parâmetros η e ω. Seja

W ∈ L1(M) tal que

(2.10)

∫
M

W (gu+ hλu)dM = 0,∀g, h ∈ Ck(M)

fazendo h = 0 temos:

(2.11)

∫
M

W (gu)dM = 0,∀g ∈ Ck(M)

Pelo Teorema de Du Bois-Raymond (1.7) temos:

Wu = 0, em M

Como u não pode ser identicamente nula, por ser uma autofunção, existe um aberto

em M no qual W se anula. Logo, estamos dentro das hipóteses da Proposição (1.2), e,

portanto, valem as propriedades B, C e D.

2.2 Perturbação da métrica, da função drifting e da

função peso.

Nesta seção, queremos mostrar que as propriedades A, B, C e D (1.5) valem para o

operador Laplaciano drifting ∆(g,η) = ∆g − g(∇gη,∇g) para o problema de autovalor

com peso, onde estaremos variando a métrica g da variedade Riemanniana (M, g, dmg)

por métricas conformes à métrica g, do tipo g = µg, onde µ : M → R e µ > 0, e

estaremos variando também a função drifting η e a função peso ω. Ou seja, estaremos

trabalhando agora com três parâmetros variando simultaneamente: µ, η, e ω.

2.2.1 Relações básicas para métricas conformes.

Seja g uma métrica conforme à métrica g, ou seja, g é do tipo g = µg, onde µ : M → R

e µ > 0.
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Valem as seguintes expressões para o gradiente, o Laplaciano e o operador Laplaciano

drifting, calculados na métrica g:

(i) ∇u =
1

µ
∇u;

(ii) ∆u =
1

µ
(∆u+ (n− 2)g(∇u,∇h)), onde h é uma função tal que µ = e2h.

(iii) Se definirmos o novo Laplaciano drifting para ser

(2.12) L(g,η) = ∆− g(∇η,∇)

então

(2.13) L(g,η) =
1

µ
{∆ + (n− 2)g(∇,∇h)− g(∇η,∇)}

2.2.2 Explicação do problema.

Vamos considerar o seguinte problema de autovalor com peso:

(2.14) L(g,η)u+ ωλu = 0

em M , onde (M, g, dmg) é uma variedade Riemanniana, compacta, conexa, e com bordo,

onde dmg = e−ηdMg, η é a função drifting, g = µg é a métrica conforme à métrica g,

onde µ : M → R e µ > 0, e ω é a função peso.

Queremos deixar bem claro para o leitor que, quando falamos ”perturbação da métrica

g por métricas conformes à g”, queremos dizer que estaremos perturbando o fator con-

forme µ, pois, para cada escolha de µ temos uma nova métrica conforme g = µg, ou

seja, queremos dizer com isso que os nossos parâmetros de variação são, de fato, o fator

conforme µ, a função drifting η e a função peso ω, e cada um destes três parâmetros

pertencem ao conjunto B = {γ : M → R, γ > 0} ⊂ Ck(M).

Antes de partirmos para as demonstrações das propriedades A, B, C e D (1.5),

queremos esclarecer que iremos trabalhar com a equação

J(η,h)u+ µωλu = 0, em M

onde J(η,h) = ∆ + (n− 2)g(∇,∇h)− g(∇η,∇), a qual é equivalente à equação (2.14) e

que por isso possuem os mesmos espectros.
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2.2.3 Propriedade A para o operador L(g,η).

Seja Φ : Spk × R× B × B × B → L2(M)

(2.15) Φ(u, λ, µ, η, ω) = J(η,h)u+ µωλu

Queremos mostrar que:

Proposição 2.2 0 é valor regular de Φ.

Demonstração: Suponhamos que 0 não seja valor regular de Φ. Então existe (u, λ, µ, η, ω) ∈
Φ−1(0) tal que (u, λ, µ, η, ω) é ponto cŕıtico de Φ. Ou seja, DΦ(u,λ,µ,η,ω) não é sobrejetiva.

Como Im(DΦ(u,λ,µ,η,ω)) = {DΦ(u,λ,µ,η,ω)(v, s, f, g, θ)} 6= L2(M) e Im(DΦ(u,λ,µ,η,ω)) é

subespaço fechado em L2(M), temos que existe W ∈ L2(M)\Im(DΦ(u,λ,µ,η,ω)) ortogonal

a Im(DΦ(u,λ,µ,η,ω)).

Temos algumas situações a considerar:

(i) s = f = g = θ = 0 implica que
∫
M
W (J(η,h) + µωλ)vdmg = 0;

(ii) v = s = f = g = 0 implica que
∫
M
Wµθλudmg = 0.

O item (i) nos diz que W é uma solução fraca (e, portanto forte) de (J(η,h) +µωλ)W = 0

em M , W = 0 em ∂M . Portanto, W é uma autofunção de J(η,h) e é Ck também.

Agora, usando o item (ii) temos:

(2.16)

∫
M

θe−ηWµ2λudMg = 0,∀θ ∈ Ck(M)

onde usamos o fato que dmg = e−ηdMg = µe−ηdMg

Pelo Teorema de Du Bois-Raymond (1.7), λµ2e−ηWu = 0 em M .

Como estamos trabalhando com autovalor não-nulo, temos que Wu = 0 em M .

Seja y ∈M tal que u(y) 6= 0. Pela continuidade de u temos que existe uma vizinhança

U ⊂M de y tal que u não se anula em U . Logo, devemos ter W (U) = 0. Como W é uma

autofunção de J(η,h), chegamos a uma contradição, pois, pelo Teorema da Continuação

Única Fraco (1.5), W seria idendicamente nula em M .

Portanto, 0 é valor regular de Φ.
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Teorema 2.3 Seja (M, g, dmg) uma variedade Riemanniana compacta, conexa e com

bordo. Então os autovalores do operador L(g,η) para o problema de autovalor com peso

são genericamente simples relativamente ao conjunto B × B × B.

Demonstração: Como 0 é valor regular de Φ, então, pelo Teorema (1.8), os autovalores

do operador L(g,η) são genericamente simples relativamente ao conjunto B × B × B.

2.2.4 Propriedades B, C e D para o operador L(g,η).

Vamos considerar o seguinte problema de autovalor com peso, com condição de Dirichlet

no bordo:

L(g,η)u+ ωλu = 0 em M ; u = 0 em ∂M ;

Vamos considerar a variedade de Banach de todas as autofunções

(2.17) Q = {(u, λ, µ, η, ω) ∈ Spk × R× B × B × B : Φ(u, λ, µ, η, ω) = 0}

onde Φ : Spk × R× B × B × B → L2(M) é dada por

(2.18) Φ(u, λ, µ, η, ω) = J(η,h)u+ µωλu

Nosso objetivo é provar o seguinte teorema:

Teorema 2.4 Sejam (M, g, dmg) uma variedade Riemanniana compacta, conexa e com

bordo ∂M . Então as propriedades B, C e D são genéricas para o operador L(g,η) para o

problema de autovalor com peso, com condição de Dirichlet no bordo, relativamente ao

conjunto B × B × B.

Demonstração: Vamos olhar para o espaço ortogonal de Im(DΦ(µ,η,ω)) = {DΦ(µ,η,ω)(f, g, θ)}
em L1(M), onde DΦ(µ,η,ω) é a derivada de Φ na direção dos parâmetros µ, η e ω. Seja

W ∈ L1(M) tal que

(2.19)

∫
M

WDΦ(µ,η,ω)(f, g, θ)dm = 0,∀f, g, θ ∈ Ck(M)

Fazendo f = g = 0 em (2.19), usando as fórmulas do η−divergente e o Teorema de Du

Bois-Raymond (1.7) temos:
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Wu = 0, em M

Mas, como já sabemos isso implica em dizer que existe um aberto em M no qual W se

anula. Ou seja, estamos dentro das hipóteses da Proposição (1.2), e, portanto, valem as

propriedades B, C e D.

2.3 Propriedades genéricas do espectro do operador

(η, T )−divergente.

Nesta seção vamos dar algumas definições sobre o operador (η, T )−divergente, proprie-

dades que iremos usar e enunciar o Teorema de Stokes para variedades com peso quando

estamos trabalhando com um (0, 2)−tensor T simétrico definido positivo numa variedade

Riemanniana (M, g, dm), onde dm = e−ηdMg, com η ∈ C∞(M), um tipo de teorema

de Stokes tensorial. Para mais detalhes, propriedades e a própria motivação do tensor

(η, T )−divergente, recomendamos ao leitor o paper de J. Gomes e J. Ferreira [14].

Definição 2.1 A divergência de um (1, 1)−tensor T numa variedade Riemanniana (M, g)

é definida como o (0, 1)−tensor dado por

(2.20) (divT )(v)(p) = tr(z 7→ (∇T
z (v)(p))

em que p ∈M , v, z ∈ TpM , ∇ denota a derivada covariante de T e tr o traço calculado

na métrica g.

Se T é um (1, 1)−tensor e f ∈ C∞(M) então (divT )(∇f) = 〈divT, df〉.
Seja T um (0, 2)−tensor simétrico definido positivo em M , tal que o seu (1, 1)−tensor

correspondente seja simétrico definido positivo também. Vamos definir um operador que

é uma extensão tensorial do Laplaciano drifting (:= ∆− g(∇η,∇)):

Definição 2.2 Seja T um (1, 1)−tensor simétrico definido positivo em (M, g). Defini-

mos o operador (η, T )−divergente por

(2.21) L(f) := div(T∇f)− T (∇η,∇f)

para toda f ∈ C∞(M).
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Ele aparece como o traço do (1, 1)−tensor sobre M dado por

(2.22) τη,f = ∇T (∇f)− T (∇f,∇η)

n
I

Além disso, o operador L tem a forma divergente: L(f) := divη(T (∇f)). É imediato

das propriedades do divη e da simetria de T que

(2.23) L(fh) = fL(h) + hL(f) + 2T (∇f,∇h)

para todas f, h ∈ C∞(M).

Teorema 2.5 (Teorema de Stokes tensorial para variedades com peso) Sejam (M, g, dm)

uma variedade Riemanniana compacta, T um (0, 2)−tensor simétrico definido positivo,

e f ∈ C∞(M). Então

(2.24)

∫
M

L(f)dm =

∫
∂M

T (∇f, ν)dµ

onde dm = e−ηdM , dµ = e−ηd(∂M) e ν é um campo de vetores normais unitários ao

longo de ∂M .

Assim, a fórmula de integração por partes é dada por

(2.25)

∫
M

hL(f)dm = −
∫
M

T (∇h,∇f)dm+

∫
∂M

hT (∇f, ν)dµ

para todas f, h ∈ C∞(M). Logo, o operador L é autoadjunto no espaço de todas as

funções em L2(M,dm) que se anulam no bordo ∂M .

Portanto, o problema de autovalores

Lu+ λu = 0 em M ; u = 0 em ∂M ;

possui um espectro real e discreto 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk... → +∞, e cada autovalor é

repetido de acordo com sua multiplicidade [14].

2.3.1 Propriedade A com condição de Dirichlet no bordo.

Vamos considerar o seguinte problema de autovalor com peso, com condição de Dirichlet

no bordo:

Lηu+ ωλu = 0 em M ; u = 0 em ∂M ;
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onde Lη = div(T∇)− T (∇η,∇) é o nosso operador (η, T )-divergente, e que já sabemos

que o mesmo é autoadjunto no espaço de Hilbert L2(M,dm) com domı́nio H2(M,dm)∩
H1,0(M,dm).

Vamos definir a seguinte aplicação Φ : Spk × R× B × B → L2(M) dada por

(2.26) Φ(u, λ, η, ω) = Lηu+ ωλu = div(T∇u)− T (∇η,∇u) + ωλu

Queremos mostrar que:

Proposição 2.3 0 é valor regular de Φ.

Demonstração: Suponhamos que 0 não seja valor regular de Φ. Então existe (u, λ, η, ω) ∈
Φ−1(0) tal que (u, λ, η, ω) é ponto cŕıtico de Φ. Ou seja, DΦ(u,λ,η,ω) não é sobrejetiva.

DΦ(u,λ,η,ω)(v, s, g, h) = (Lη + ωλ)v + sωu− T (∇g,∇u) + hλu

Como Im(DΦ(u,λ,η,ω)) 6= L2(M) e Im(DΦ(u,λ,η,ω)) é subespaço fechado em L2(M)

(pois a aplicação Φ é de Fredholm, logo a derivada em todo ponto ponto tem imagem

fechada de codimensão finita), temos que existe W ∈ L2(M) \ Im(DΦ(u,λ,η,ω)) ortogonal

a Im(DΦ(u,λ,η,ω)).

Vamos considerar as seguintes situações:

(i) s = g = h = 0 implica que
∫
M
W (Lη + ωλ)vdm = 0;

(ii) v = s = h = 0 implica que
∫
M
WT (∇g,∇u)dm = 0.

O item (i) nos diz que W está no complemento ortogonal da imagem do operador,

logo, está no núcleo do operador adjunto; como estamos trabalhando com operadores

autoadjuntos, W pertence ao núcleo do próprio operador, ou seja, W é uma solução

fraca (e, portanto forte) de (Lη + ωλ)W = 0 em M , W = 0 em ∂M . Portanto, W é

uma autofunção de Lη e é Ck também.

Agora, usando o item (ii) temos:

0 =
∫
M
W 〈∇g, T∇u〉dm =

∫
M
〈∇g, e−ηWT∇u〉dM

Neste ponto vamos usar as fórmulas para o divη:

divη(gWT∇u) = eηdiv(e−ηgWT∇u) = eη(gdiv(e−ηWT∇u) + 〈∇g, e−ηWT∇u〉).

Agora, usando o Teorema de Stokes tensorial para variedades com peso (2.5)
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∫
∂M

gW 〈T∇u, ν〉dµ =
∫
M
divη(gWT∇u)dm =

∫
M
eηgdiv(e−ηWT∇u)dm

+
∫
M
eη〈∇g, e−ηWT∇u〉dm.

onde a última integral é igual a zero pelo item (ii).

Logo, temos que:

(2.27)

∫
M

gdiv(e−ηWT∇u)dM =

∫
∂M

gW 〈T∇u, ν〉dµ

Agora, usando o fato que W = 0 em ∂M , temos:

(2.28)

∫
M

gdiv(e−ηWT∇u)dM = 0,∀g ∈ Ck(M)

Pelo Teorema de Du Bois-Raymond (1.7), div(e−ηWT∇u) = 0 em M .

0 = div(e−ηWT∇u) = e−ηdivη(WT∇u) = e−η(WdivηT∇u+ 〈∇W,T∇u〉)

Isto implica que

(2.29) 0 = WLηu+ 〈∇W,T∇u〉

⇒ 〈∇W,T∇u〉 = ωλWu.

O que não pode acontecer, pelo Lema (1.2).

Portanto, 0 é valor regular de Φ.

Teorema 2.6 Seja (M, g, dm) uma variedade Riemanniana compacta, conexa e com

bordo. Então os autovalores do operador Lη para o problema de autovalor com peso, com

condição de Dirichlet no bordo, são genericamente simples relativamente ao conjunto

B × B.

Demonstração: Como 0 é valor regular de Φ, então, pelo Teorema (1.8), os autovalores

do operador Lη são genericamente simples relativamente ao conjunto B × B.

Como corolário, temos a seguinte aplicação para o operador Laplaciano drifting ∆η,

com condição de Dirichlet no bordo:

Corolário 2.1 Seja (M, g, dm) uma variedade Riemanniana compacta, conexa e com

bordo. Então os autovalores do operador Laplaciano drifting ∆η para o problema de

autovalor com peso, com condição de Dirichlet no bordo, são genericamente simples

relativamente ao conjunto B × B.

Demonstração: Basta fazer T = tensor métrico g em (2.26) e aplicar o Teorema (2.6).
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2.3.2 Propriedade A com condição de T−Neumann no bordo.

Vamos considerar o seguinte problema de autovalor com peso:

Lηu+ ωλu = 0 em M ;
∂u

∂νT
= 0 em ∂M ;

onde Lη = div(T∇)−T (∇η,∇) é o nosso operador (η, T )-divergente, e
∂u

∂νT
= 〈T∇u, ν〉;

com isto, a nossa condição de fronteira é ”tipo”Neumann, uma espécie de condição de

Neumann tensorial [23].

Seja Ψ : Spk ∩ {
∂u

∂νT
= 0 em ∂M} × R× B × B → L2(M)

(2.30) Ψ(u, λ, η, ω) = Lηu+ ωλu = div(T∇u)− T (∇η,∇u) + ωλu

Queremos mostrar que:

Proposição 2.4 0 é valor regular de Ψ.

Demonstração: Suponhamos que 0 não seja valor regular de Ψ. Então existe (u, λ, η, ω) ∈
Ψ−1(0) tal que (u, λ, η, ω) é ponto cŕıtico de Ψ. Ou seja, DΨ(u,λ,η,ω) não é sobrejetiva.

DΨ(u,λ,η,ω)(v, s, g, h) = (Lη + ωλ)v + sωu− T (∇g,∇u) + hλu

Como Im(DΨ(u,λ,η,ω)) 6= L2(M) e Im(DΨ(u,λ,η,ω)) é subespaço fechado em L2(M),

temos que existe W ∈ L2(M) \ Im(DΨ(u,λ,η,ω)) ortogonal a Im(DΨ(u,λ,η,ω)).

Vamos considerar as seguintes situações:

(i) s = g = h = 0 implica que
∫
M
W (Lη + ωλ)vdm = 0;

(ii) v = s = h = 0 implica que
∫
M
WT (∇g,∇u)dm = 0.

O item (i) nos diz que W é uma solução fraca (e, portanto forte) de (Lη + ωλ)W = 0

em M ,
∂W

∂νT
= 0 em ∂M . Portanto, W é uma autofunção de Lη e é Ck também.

Agora, usando o item (ii) temos:

0 =
∫
M
W 〈∇g, T∇u〉dm =

∫
M
〈∇g, e−ηWT∇u〉dM .

Neste ponto vamos usar as fórmulas para o divη:

divη(gWT∇u) = eηdiv(e−ηgWT∇u) = eη(gdiv(e−ηWT∇u) + 〈∇g, e−ηWT∇u〉).

Agora, usando o Teorema de Stokes tensorial para variedades com peso (2.5)
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∫
∂M

gW 〈T∇u, ν〉dµ =
∫
M
divη(gWT∇u)dm =

∫
M
eηgdiv(e−ηWT∇u)dm

+
∫
M
eη〈∇g, e−ηWT∇u〉dm.

onde a última integral é igual a zero pelo item (ii).

Logo, temos que:

(2.31)

∫
M

gdiv(e−ηWT∇u)dM =

∫
∂M

gW 〈T∇u, ν〉dµ

Agora, usando o fato que
∂u

∂νT
= 0 em ∂M , pois u é uma autofunção de Lη, temos:

(2.32)

∫
M

gdiv(e−ηWT∇u)dM = 0,∀g ∈ Ck(M)

Pelo Teorema de Du Bois-Raymond (1.7), div(e−ηWT∇u) = 0 em M .

0 = div(e−ηWT∇u) = e−ηdivη(WT∇u) = e−η(WdivηT∇u+ 〈∇W,T∇u〉)

Isto implica que

(2.33) 0 = WLηu+ 〈∇W,T∇u〉

⇒ 〈∇W,T∇u〉 = ωλWu. O que não pode acontecer, pelo Lema (1.2).

Portanto, 0 é valor regular de Ψ.

Teorema 2.7 Seja (M, g, dm) uma variedade Riemanniana compacta, conexa e com

bordo. Então os autovalores do operador Lη para o problema de autovalor com peso,

com condição de T−Neumann no bordo, são genericamente simples relativamente ao

conjunto B × B.

Demonstração: Como 0 é valor regular de Ψ, então, pelo Teorema (1.8), os autovalores

do operador Lη são genericamente simples relativamente ao conjunto B × B.

Como aplicação, temos o seguinte corolário para o operador Laplaciano drifting ∆η,

com condição de Neumann no bordo:

Corolário 2.2 Seja (M, g, dm) uma variedade Riemanniana compacta, conexa e com

bordo. Então os autovalores do operador Laplaciano drifting ∆η para o problema de

autovalor com peso, com condição de Neumann no bordo, são genericamente simples

relativamente ao conjunto B × B.

Demonstração: Basta fazer T = tensor métrico g em (2.30) e aplicar o Teorema (2.7).
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2.3.3 Propriedade A com condição de T−Robin no bordo.

Vamos considerar o seguinte problema de autovalor com peso:

Lηu+ ωλu = 0, em M
∂u

∂νT
+ βu = 0, em ∂M

onde Lη = div(T∇)− T (∇η,∇) + α, α ∈ C2(M), β ∈ C3(M), e
∂u

∂νT
= 〈T∇u, ν〉; com

isto, a nossa condição de fronteira é ”tipo”Robin, uma espécie de condição de Robin

tensorial.

Seja ϕ : Spk ∩ {
∂u

∂νT
+ βu = 0, em ∂M} × R× B × B → L2(M)

(2.34) ϕ(u, λ, η, ω) = Lηu+ ωλu = div(T∇u)− T (∇η,∇u) + αu+ ωλu

Queremos mostrar que:

Proposição 2.5 0 é valor regular de ϕ.

Demonstração: Suponhamos que 0 não seja valor regular de ϕ. Então existe (u, λ, η, ω) ∈
ϕ−1(0) tal que (u, λ, η, ω) é ponto cŕıtico de ϕ. Ou seja, Dϕ(u,λ,η,ω) não é sobrejetiva.

Dϕ(u,λ,η,ω)(v, s, g, h) = (Lη + ωλ)v + sωu− T (∇g,∇u) + hλu

Como Im(Dϕ(u,λ,η,ω)) 6= L2(M) e Im(Dϕ(u,λ,η,ω)) é subespaço fechado em L2(M),

temos que existe W ∈ L2(M) \ Im(Dϕ(u,λ,η,ω)) ortogonal a Im(Dϕ(u,λ,η,ω)).

Vamos considerar:

(i) s = g = h = 0 implica que
∫
M
W (Lη + ωλ)vdm = 0;

(ii) v = s = h = 0 implica que
∫
M
WT (∇g,∇u)dm = 0;

(iii) v = s = g = 0 implica que
∫
M
Whλudm = 0.

O item (i) nos diz que W é uma solução fraca (e, portanto forte) de (Lη + ωλ)W = 0

em M ,
∂W

∂νT
+ βW = 0 em ∂M . Portanto, W é uma autofunção de Lη e é Ck também.

Agora, usando o item (iii) temos:

(2.35)

∫
M

e−ηWhλudM = 0,∀h ∈ Ck(M)
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Pelo Teorema de Du Bois-Raymond (1.7), temos e−ηWλu = 0; como e−η 6= 0 e estamos

trabalhando com autovalor λ não-nulo, então temos Wu = 0 em M . Como u 6= 0, por

ser uma autofunção, existe uma vizinhança V ⊂M tal que u |V 6= 0, ou seja, W (V ) = 0.

Pelo Teorema da Continuação Única Fraco (1.5), temos W = 0. Contradição, pois, W é

uma autofunção de Lη.

Portanto, 0 é valor regular de ϕ.

Teorema 2.8 Seja (M, g, dm) uma variedade Riemanniana compacta, conexa e com

bordo. Então os autovalores do operador Lη para o problema de autovalor com peso, com

condição de T−Robin no bordo, são genericamente simples relativamente ao conjunto

B × B.

Demonstração: Como 0 é valor regular de ϕ, então, pelo Teorema (1.8), os autovalores

do operador Lη são genericamente simples relativamente ao conjunto B × B.

Como aplicação, temos o seguinte corolário para o operador Laplaciano drifting ∆η,

com condição de Robin no bordo:

Corolário 2.3 Seja (M, g, dm) uma variedade Riemanniana compacta, conexa e com

bordo. Então os autovalores do operador Laplaciano drifting ∆η para o problema de

autovalor com peso, com condição de Robin no bordo, são genericamente simples relati-

vamente ao conjunto B × B.

Demonstração: Basta fazer T = tensor métrico g em (2.34) e aplicar o Teorema (2.8).

2.3.4 Propriedades B, C e D para o operador (η, T )−divergente.

Vamos considerar o seguinte problema de autovalor com peso, com condições de Dirichlet

no bordo:

Lηu+ ωλu = 0 em M ; u = 0 em ∂M ;

onde Lη = div(T∇)− T (∇η,∇) é o nosso operador (η, T )-divergente, e que já sabemos

que o mesmo é autoadjunto no espaço de Hilbert L2(M,dm) com domı́nio H2(M,dm)∩
H1,0(M,dm).

Vamos considerar a variedade de Banach de todas as autofunções

(2.36) Q = {(u, λ, η, ω) ∈ Spk × R× B × B : Φ(u, λ, b, ω) = 0}
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onde Φ : Spk × R× B × B → L2(M) é dada por

(2.37) Φ(u, λ, η, ω) = Lηu+ ωλu = div(T∇u)− T (∇η,∇u) + ωλu

A caracterização do espaço tangente de Q é:

T(u,λ,η,ω)Q = {(v, s, g, h) ∈ H1,0(M)× R× Ck(M)× Ck(M) :
∫
M
vudm = 0,

(Lη + ωλ)v + sωu− 〈∇g, T∇u〉+ hλu = 0}.

Nosso objetivo é provar o seguinte teorema:

Teorema 2.9 Seja (M, g, dm) uma variedade Riemanniana compacta, conexa e com

bordo ∂M . Então as propriedades B, C e D são genéricas para o operador Lη, para o

problema de autovalor com peso, com condição de Dirichlet no bordo, relativamente ao

conjunto B × B.

Demonstração: Vamos olhar para o espaço ortogonal deDΦ(η,ω)(g, h) = −T (∇g,∇u)+

hλu em L1(M), onde DΦ(η,ω) é a derivada de Φ na direção dos parâmetros η e ω. Seja

W ∈ L1(M) tal que

(2.38)

∫
M

W (−T (∇g,∇u) + hλu)dm = 0,∀g, h ∈ Ck(M)

fazendo g = 0 temos:

(2.39)

∫
M

W (hλu)dm = 0,∀h ∈ Ck(M)

e usando as fórmulas do η−divergente e o Teorema de Du Bois-Raymond (1.7) temos:

Wu = 0, em M

Como u não pode ser identicamente nula, por ser uma autofunção, existe um aberto

em M no qual W se anula. Logo, estamos dentro das hipóteses da Proposição (1.2), e,

portanto, valem as propriedades B, C e D.

Como aplicação, temos o seguinte corolário, o qual garante as mesmas propriedades

B, C e D para o operador Laplaciano drifting, com condição de Dirichlet no bordo:

Corolário 2.4 Seja (M, g, dm) uma variedade Riemanniana compacta, conexa e com

bordo ∂M . Então as propriedades B, C e D são genéricas para o operador Laplaciano

drifting ∆η, para o problema de autovalor com peso, com condição de Dirichlet no bordo,

relativamente ao conjunto B × B.

Demonstração: Basta fazer T = tensor métrico g em (2.37) e aplicar o Teorema (2.9).
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Conclusão

Neste trabalho, apresentamos novas aplicações dos resultados abstratos de K. Uhlenbeck

[27], para os operadores Lb = L + b, o Laplaciano drifting ∆(g,η) = ∆g − g(∇gη,∇g) e

(η, T )−divergente Lη = div(T∇)− T (∇η,∇), para o Problema do Autovalor com Peso,

ou seja, a principal novidade do trabalho é a função peso com sinal definido ω nos

autovalores.

Mostramos que, sob determinadas condições sobre a função peso ω, podemos aplicar

os resultados abstratos de [27], e garantir as mesmas propriedades genéricas abstratas

de [27]:

A. Os autovalores são simples;

B. 0 é valor regular das autofunções no interior de M ;

C. As autofunções são funções de Morse no interior de M ;

D. 0 é valor regular da derivada normal das autofunções no bordo ∂M .

Uma posśıvel direção em que se pode estender os resultados do presente trabalho seria

considerar funções peso que mudam de sinal. Com essa hipótese sobre a função peso

os resultados abstratos da Uhlenbeck necessitam de uma adaptação. Outra importante

direção é considerar famı́lias de operadores com simetria não trivial. Já é bem conhecido

na literatura que a propriedade A não é válida se a famı́lia de operadores possui simetria

diferente de Z2 ⊗ · · · ⊗Z2, porém no caso com simetria existe uma propriedade análoga

a dos autoespaços serem unidimensionais, a saber os autoespaços são representações

irredut́ıveis do grupo de simetria da famı́lia de operadores, ver [19, 20]. Portanto

uma direção natural que pode-se seguir é considerar a mesma questão para operadores

elĺıpticos com simetria e com peso. Além dos análogos das propriedades B, C e D em

famı́lias com simetria.
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Apêndice A

A.1 Sobre os espaços de Sobolev.

Seja Ω um aberto do M , 1 ≤ p < +∞ e m ∈ N. Se u ∈ Lp(Ω) então u possui

derivadas de todas as ordens no sentido das distribuições, porém, em geral, Dαu não é

uma distribuição definida por uma função de Lp(Ω).

Quando Dαu é definida por uma função de Lp(Ω), defini-se um novo espaço deno-

minado espaço de Sobolev. Representa-se por Wm,p(Ω) o espaço vetorial de todas as

funções u pertencentes à Lp(Ω), tais que para todo |α| ≤ m, Dαu pertence à Lp(Ω),

sendo Dαu a derivada no sentido das distribuições.

Para cada u ∈ Wm,p(Ω), definimos a norma de u pondo:

(A.1) ‖u‖pm,p =
∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|pdx

O espaço normado (Wm,p(Ω), ‖.‖pm,p) é denominado espaço de Sobolev.

Observação: Representa-se Wm,2(Ω) = Hm(Ω) devido a estrutura Hilbertiana de

tais espaços.

Proposição A.1 ([7]) O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é um espaço de Banach.

Proposição A.2 ([7]) Os espaços Hm(Ω) são espaços de Hilbert.

Para um maior aprofundamento sobre a Teoria dos espaços de Sobolev, recomendamos

ao leitor o livro de M. Cavalcanti e V. Cavalcanti [7].
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A.2 Laplaciano drifting.

Seja (M, g, dm) uma variedade Riemanniana compacta com peso, onde dm = e−ηdM e

η ∈ C∞(M). Vamos definir o operador η−divergente em χ(M), onde χ(M) é o conjunto

de campos de vetores de classe C∞ em M , da seguinte maneira:

Definição A.1 ([18])

divη = div − dη

onde dη é a diferencial de η.

Segue da linearidade de dη e das propriedades usuais da divergência de campos de

vetores que, para f ∈ C∞(M) e X, Y ∈ χ(M) teremos:

(i) divη(X + Y ) = divη(X) + divη(Y );

(ii) divη(fX) = fdivη(X) + g(∇f,X);

(iii) div(e−ηX) = e−ηdivη(X).

Podemos agora definir o operador Laplaciano drifting da seguinte forma:

Definição A.2 ([18])

∆η(f) := divη(∇f) = ∆f − 〈∇η,∇f〉

Também temos o seguinte teorema da divergência quando estamos em variedades

Riemannianas com peso:

Teorema A.1 (Teorema da Divergência, [18].) Seja (M, g, dm) uma variedade Rie-

manniana compacta orientada com bordo ∂M . Então:∫
M

∆η(f)dm =

∫
∂M

g(∇f, ν)dµ

onde dm = e−ηdM , dµ = e−ηd(∂M) e η ∈ C∞(M).

Assim, a fórmula de integração por partes é dada por:∫
M

h∆η(f)dm = −
∫
M

g(∇h,∇f)dm+

∫
∂M

hg(∇f, ν)dµ
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para quaisquer f, h ∈ C∞(M).

Portanto, o operador Laplaciano drifting é formalmente autoadjunto no espaço de

Hilbert L2(M,dm), quando todas as funções se anulam no bordo ∂M .

Para mais informações sobre o operador Laplaciano drifting e suas propriedades,

recomendamos ao leitor a tese de R. Mesquita [18].
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