Universidade Federal do Amazonas
Instituto de Ciéncias Exatas
Programa de P6s—Graduacao em Matematica
Mestrado em Matematica

Estabilizacao de Sistemas de Circuito
Fechado

André Matos de Souza

Manaus — AM
Fevereiro de 2020



Universidade Federal do Amazonas
Instituto de Ciéncias Exatas
Programa de P6s—Graduacao em Matematica
Mestrado em Matematica

Estabilizacao de Sistemas de Circuito
Fechado

por
André Matos de Souza
sob a orientacao do

Prof. Dr. Julio César Rodriguez

Orientador

Manaus — AM
Fevereiro de 2020



Ficha Catalografica

Ficha catalogréfica elaborada automaticamente de acordo com os dados fornecidos pelo(a) autor(a).

Souza, André Matos de
S72%e Estabilizacéo de sistemas de circuito fechado / André Matos de
Souza . 2020
85 f.. il. color; 31 cm.

Orientador: Julio César Rodriguez
Dissertacao (Mestrado em Mateméatica Pura e Aplicada) -
Universidade Federal do Amazonas.

1. Equacgdes Diferenciais. 2. Estabilidade. 3. Sistemas de
Controle. 4. Estabilizacdo. 5. Sistemas de Circuito Fechado. I.
Rodriguez, Julio César. Il. Universidade Federal do Amazonas lIl.
Titulo




Estabilizacao de Sistemas de Circuito
Fechado

por

André Matos de Souza!

Dissertacao apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pos-Graduagao em
Matemaética da Universidade Federal do Amazonas como requisito necessario para a
obtencao do titulo de Mestre em Matemética.

Area de Concentracio: Matemaética

Aprovada em 18 de Fevereiro de 2020.

Banca Examinadora:

Prof. Dr. José Nazareno Vieira Gomes — (Presidente)
Universidade Federal de Sao Carlos - UFSCar

Prof. Dr. Thiago Rodrigo Alves — (Membro)
Universidade Federal do Amazonas - UFAM

Prof. Dr. Moacir Aloisio Nascimento dos Santos — (Membro)
Universidade Federal do Amazonas - UFAM

10O autor foi bolsista da Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior - CAPES
durante a elaboragao desta dissertagao.



Dedico este trabalho a minha
familia por garantir um am-
biente acolhedor e incentiva-

dor durante todas as dificul-
dades.



Agradecimentos

Ao concluir este trabalho, agradeco:

A Deus em primeiro lugar, pelo dom da vida e por dar a todos a capacidade de
continuar aprendendo.

A CAPES, pelo apoio financeiro durante toda a duracio do curso.

Ao professor Julio César Rodriguez por ter aceito me orientar em um tema que
me era totalmente desconhecido e também por todo tempo e paciéncia despendidos
nestes dois anos.

Aos amigos do curso de Poés-Graduacao que sempre apoiaram, incentivaram e
inspiraram nos varios momentos da caminhada.

Aos meus pais Marcos e Aurora, meus irmaos David, Marcos e Daniel e meus
amigos, especialmente Pedro Cabral e Deborah Cristina, pelo carinho e compreensao
em todos os momentos. Nestes anos as dificuldades e obstaculos se elevavam sempre,
mas o amor de vocés sempre conseguia se elevar mais alto.

Ao Departamento de Matemética da Universidade Federal do Amazonas, em
especial & professora Flavia Morgana pela disponibilidade nos momentos cruciais, e
também ao professor Raul Rabello e a todos os Petianos da Matematica pelo apoio
continuo.



"Wahrlich es ist nicht das Wissen, sondern das Lernen, nicht das
Besitzen sondern das Erwerben, nicht das Da-Seyn, sondern das
Hinkommen, was den gréssten Genuss gewdhrt.”

"Indeed it is not knowledge, but the act of learning, not owning but
acquiring, not being there but the act of getting there, which grants the

greatest enjoyment.”
— Carl Friedrich Gauss, 1808.



Resumo

Neste trabalho damos uma introducao a teoria de estabilizacao de sistemas
de controle, com foco para sistemas de circuito fechado, para tanto utilizamos ferra-
mentas da teoria de equacoes diferenciais, em particular a teoria de estabilidade de
equacoes diferenciais, e também usamos resultados de algebra linear na forma dos teo-
remas sobre sistema de controle lineares assim como resultados classicos de analise em
R™. Os sistemas de controle sao apresentados tanto em espagos R como em variedades
diferenciaveis, portanto a fundamentacao teoérica aborda conceitos e resultados destes
dois ambientes, buscando basear os resultados finais do trabalho. As equagoes dife-
renciais e suas solucoes sao estudadas de forma rigorosa e a teoria de estabilidade de
solucoes traz os métodos mais conhecidos, como o Método de Lyapunov. Por se tratar
de uma introducao, a énfase esté sobre os sistemas de controle lineares auténomos e os
resultados obtidos para eles sao, sempre que possivel, aplicados aos casos mais gerais.
Varios exemplos sao apresentados ao longo do texto para auxiliar na compreensao dos
assuntos. Também discutimos alguns fatos sobre a teoria de Lie, abordando grupos e
algebras de Lie e algumas das aplicacoes que os relacionam.

Palavras-chave: Equacgoes Diferenciais, Estabilidade, Sistemas de Controle,
Estabilizagao, Sistemas de Circuito Fechado.



Abstract

In this work we give an introduction to the theory of stabilization of control
systems, focusing on closed-loop systems, with that intent we utilize tools of the theory
of differential equations, in particular the theory of the stability of differential equations,
and we also use results of linear algebra in the form of theorems about linear control
systems as so as classical results of analysis in R™. The control systems are presented
both in euclidean spaces and in smooth manifolds, therefore the theoretical foundation
adresses concepts and results of these two ambients, in order to support the final results
of the work. The differential equations and their solutions are studied rigorously and the
theory of estability of solutions brings the most known methods, such as the Lyapunov
method. Because it is an introduction, the emphasis is on the autonomous linear
control systems and the results obtained for them are, whenever possible, applied to
the most general cases. Many examples are presented throughout the text to assist in
understanding the subjects. We also discuss some facts about the Lie theory, adressing
Lie groups and Lie algebras and some of the maps that relate them.

Key words: Differential Equations, Stability, Control Systems, Stabiliza-
tion, Closed-Loop Control Systems
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Introducao

A Teoria de Controle é uma area da Matematica que utiliza fungoes, chamadas
controles, para manipular sistemas dinamicos. Os objetivos incluem desenvolver um
modelo para controlar tais sistemas de maneira 6tima, sem atrasos ou sobrecargas,
ou garantir que as solugoes do sistema sejam estaveis. Outros aspectos estudados sao
controlabilidade, o ato de determinar o comportamento das solugoes do sistema, e
observabilidade, que consiste em determinar o comportamento das solucoes a partir
da saida do sistema. Nesta teoria estd baseado o avanc¢o dos tipos de automacao que
revolucionaram a manufatura, aviacao, comunicagoes e outras industrias.

Apesar de sistemas de controles de varios tipos serem conhecidos desde a antigui-
dade, uma anélise mais formal da area comegou no século XIX com a andlise dinamica
do governador centrifugo por James Clerk Maxwell em 1868, no trabalho de titulo
"On Governors"[15]. A base tedrica para a operagao de Governadores e Moderadores,
mecanismos que analisam a perturbacao de um sistema, é entao descrita pela primeira
vez. A Teoria de Controle foi desenvolvida inicialmente por Edward John Routh em
1874 [16] e Adolf Hurwitz em 1895 [8], estes contribuiram para o estabelecimento de
critérios de estabilidade, em especial o matemético e fisico russo Aleksandr Lyapunov
em 1892 [14]. Apesar de a maior aplicacdo de Teoria de Controle ser em engenha-
ria de sistemas de controle, que lida com o desenvolvimento de processos de sistemas
de controles para industrias, outras aplicacoes vao muito além disso, sendo uma das
mais famosas na atualidade a estabilizacao de cameras, aparelhos de gravacao digital
e também o controle de aeronaves nao-tripuladas como drones.

Neste trabalho damos atencao a propriedade de estabilizacao de sistemas de con-
trole, em particular aos sistemas dados por equacoes diferenciais. Estas equacoes di-
ferenciais determinam um sistema dinadmico que é influenciado por uma funcao de
controle com certas propriedades desejadas. A formulacao matematica geral é dada

por
{ l’/(t) = f(t7$(t>7u(t))> (1)
y(t) = h(x(t)).

onde z(t) representa o estado do sistema, y(t) = h(x(t)) representa a saida do sistema
e f(t,z(t),u(t)) representa a dindmica, o comportamento, do sistema. Queremos usar
uma estratégia comum nessa area de estudo que ¢é a de realimentagao, onde o controle
é determinado por dados referentes aos estados ou a saida do sistema, como representa
a Figura 1.

Quando utilizamos a realimentacao de estados temos u(t) = g(z(t)) e quando
utilizamos a realimentac¢ao de saida temos u(t) = g(y(t)), este tipo de sistema ¢é de-
nominado sistema de circuito fechado, serd através deste tipo de sistema que iremos
obter resultados sobre estabilizacao de sistemas de controle.

No Capitulo 1 enunciamos os resultados principais da teoria de equacoes dife-
renciais ordinarias (EDO’s) que serdao usados no decorrer do trabalho, abordando os

12



13

teoremas que garantem a existéncia de solugoes para EDO’s e alguns casos particula-
res. Introduzimos também o conceito de Variedades Diferencidveis e estudamos como

se comportam os campos de vetores definidos neste ambiente. As referéncias principais
sao [4] [6] [11].

u(t) x(t
£y 2(t) = £t 2(t), u(t)) 2(t) h(")

9(*)

Figura 1: Sistema com realimentacao

No Capitulo 2 apresentamos a teoria de controle, definimos os objetos principais
de estudo, que sao os sistemas de controle, abordamos as principais propriedades destes
sistemas, como controlabilidade e observabilidade, assim como as condicoes para que
um dado sistema de controle apresente estas propriedades. Apresentamos também
os sistemas de controle em variedades e vemos como se apresenta a propriedade de
controlabilidade nesse ambiente. As referéncias principais sao [1] [9].

No Capitulo 3 abordamos a teoria de estabilidade para sistemas de EDO’s, tanto
lineares quanto nao lineares, apresentando através de exemplos e teoremas as condigoes
para que os pontos de equilibrio de um sistema sejam estaveis, lancando assim as bases
para o estudo da Estabilizagdo. As referéncias principais sao [4] [1].

No Capitulo 4 iniciamos o estudo da teoria de estabilizacao de sistemas de con-
trole que consiste principalmente em manipular a dinamica de um sistema de EDO’s
para garantir, quando possivel, a estabilidade de um ponto de equilibrio. As técnicas
principais sao a de controle por realimentacao de estados e a por realimentacao de
saida. O caso nao-linear é tratado brevemente, assim como o caso em variedades. As
referéncias usadas sdo [4] [3] [9].

No Apéndice A tratamos da teoria de Lie, tratamos dos grupos de Lie, que sdo um
tipo particular de variedade, e das &lgebras de Lie que estao intimamente relacionadas
com os primeiros. Também sao apresentadas aplicagoes importantes como a aplicacao
exponencial e as representacoes adjuntas. Apesar de nao ser estritamente necessario
para o trabalho este apéndice traz varios resultados ligados a alguns dos resultados
abordados no texto principal, principalmente quando falamos de campos de vetores em
variedades.



Indice de Notacoes

Im(f)

Graf(f)

M(m x n,R)

rankA

B[ZL‘O,b]

F(X,Y)
C(X;Y)
CHX;Y)

C(X;

IP(X)1<p<o0

L(X)

Y)

Subconjunto fechado dos niimeros reais;

Conjunto dos pontos atingidos pela fungao f : X — Y,
Le., Im(f)={yeY :3x € X tal que f(z) =y},

Grafico da funcdo f : X — Y, ie, Graf(f) = {(z,y) €
XxY:y=f(z)}

Conjunto das matrizes com m linhas e n colunas com en-
tradas reais;

posto da matriz A, é a quantidade de linhas ou vetores
linearmente independentes;

Conjunto de todos os pontos de R™ que estao a uma dis-
tancia b > 0 de zg € R™;

Conjunto das fungoes f: X — Y

Conjunto das fungdes f : X — Y que sdo continuas;
Conjunto das funcoes f : X — Y que possuem derivadas
até ordem k e a derivada de ordem k, f*), é continua;
Conjunto das fungoes f : X — Y que possuem derivadas
até ordem k para todo k € N, sdo chamadas fungoes suaves;
Conjunto das aplicagoes f : X — R que satisfazem

(/X f(z)? du); < 00,

onde ;1 é uma medida definida nos conjuntos mensuraveis
de X;
Conjunto das aplicagoes f : X — R que satisfazem

inf {sup{| f(x)| : & # N} N € X, u(N) = 0} < os,

onde X ¢ a colecao dos conjuntos mensuraveis de X;

Notacao que diz como a aplicagao f se comporta. Sendo f :
X —- Y eg: X — R ambas definidas em conjuntos ilimita-
dos, dizemos que f(z) = O(g(x)) se e somente se existem
M > 0er >0 tais que |f(x)] < Mg(x) para todo |z| > r.
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Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo introduzimos o conceito de sistemas de EDO’s que estarao pre-
sentes em todo o trabalho. Na primeira se¢cao damos uma visao geral sobre equagoes
diferenciais e suas solucoes, e exemplificamos através de casos particulares. Na segunda
secao definimos um ambiente mais geral de estudo, que sao as variedades diferenciaveis,
e estendemos alguns conceitos da primeira secao para este ambiente.

1.1 Equacoes Diferencias Ordinarias

Iniciamos dando uma defini¢ao, aparentemente particular, de equacao diferencial.

Definicao 1.1.1. Dada uma aplicacao f : U — R", definida no aberto U C R x R",
dizemos que

'(t) = f(t,2(t)) (1.1)
é uma equacdo diferencial ordindria em R™ definida pela aplicacao f. Uma solucao
dessa equacao é um caminho x : I — R” derivavel no intervalo aberto I C R de forma
que Graf(z) = {(t,v) € RxR" : v = z(t)} C U e também seja valida a igualdade
(1.1). A solugao é chamada uma trajetoria de f ou também curva integral da equacao.

Este tipo de equagao é dito uma equacao diferencial nao linear de 1* ordem, pois
temos apenas a primeira derivada da funcao z, porém em casos com mais derivadas
podemos recair na equacdo (1.1) com uma simples renomeagio de variaveis. Note
também que a equagao (1.1) representa uma igualdade vetorial, logo ela equivale a um
sistema de n equacoes. A aplicacdo f serd chamada a dinamica da equacao diferencial
ordinaria.

Vamos trabalhar principalmente com equacoes diferenciais autonomas, onde a
varidvel t nao aparece explicitamente. Note que qualquer EDO pode se tornar auto-
noma se considerarmos a variavel T = (t,z) € U C R"™!, este tratamento pode trazer
desvantagens para alguns estudos, porém nao sera o nosso caso.

Definicao 1.1.2. Dado U C R™ um conjunto aberto, f : U C R"” — R" uma aplicacao
de classe O, dizemos que ¢ : I C R — U C R™ é uma solucdo da equagdo autdnoma

2 = f(2(t), @ =a(t) €R™, (1.2)
quando ¢ é diferenciavel em [ e satisfaz:

i) Graf(o) ={(t,x) e IXR": z=9¢(t)} CIxU, e

15
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i) d‘z—? — He(t), Yiel.

Vejamos agora alguns resultados necessarios para que possamos estudar as solu-
¢oes da EDO (1.2)

Definicao 1.1.3. Seja D C R™ aberto, uma aplicacao f : D — R” é denominada
Lipschitziana em D quando existe uma constante L > 0 tal que

Vaz,ye D, |f(z) = fy)ll < Lz -yl

Definicao 1.1.4. Seja U C R x R” um aberto e f: U C R x R* — R", f(¢,z) uma
aplicacao. dizemos que f ¢ Lipschtitziana em U com respeito a sequnda varidvel, se
existe L > 0 tal que

v (t,$), (t7y) € Uv ||f(t,l’) - f(tvy)H < L|l’ - y|

A constante L que aparece tanto na Definicao 1.1.3 e 1.1.4 é denominada con-
tante de Lipschitz de f. Temos assim dois resultados, dependendo das propriedades
da dinamica f. As demonstracoes destes resultados estao nas respectivas referéncias
dadas.

Teorema 1.1.5. ([/] Cauchy-Peano) Sejam f : U C R x R" — R" uma aplicagio
continua no aberto U, (to,x9) € U e a > 0,b > 0 tais que R,p = [to — a,to + a] X
Blxzo,b] C U. Entao existe uma solug¢ao do problema de valor inicial

{ 2'(t) = f(t,2(t)) (1.3)

Q?(to) = X

definida no intervalo fechado [ty — a,ty + &, onde a = min{a, %}, com M > 0 uma
cota superior qualquer de |f(t,x(t))|, com (t,x) € Rap.

Demonstracao: Para a prova veja [4] pagina 387. [

Teorema 1.1.6. (/// Picard-Lindeldf) Sejam f : U C R x R" — R"™ uma aplicagao
continua, (to,z9) € U e a > 0,b > 0 tais que R, C U. Se f € lipschitz continua
em Ry entdo existe uma dnica solugdo do problema (1.3) definida no intervalo I tal
que to € I C [to — a, tg + ), a = min{a, %}, em que M > 0 € uma cota superior de
|f(t,x)| com (t,z) € Rap.

Demonstracao: Para a prova veja [4] pagina 385. [ |

Estes teoremas garantem que para cada (to,zo) no dominio da f existem um
caminho x : [a,b] € R — R e um intervalo, que denotaremos I(x) C R | tal que a
aplicacao x restrita a este intervalo é uma solugao do PVI (1.3).

Podemos entdo definir a solugao do PVI (1.3) como a aplicagao

#(t) = x0 + / [(s,2(s))ds,

mas ¢ claro que cada Problema pode ter um método de resolugao diferente ou até
mesmo nao possuir uma forma explicita, como é o caso do exemplo a seguir.
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Exemplo 1.1.7. Consideramos agora o modelo Presa-Predador de Lotka-Volterra, que
busca modelar a interacao entre duas espécies, sendo uma a presa da outra. Repre-
sentando a quantidade de presas no tempo t por x(t) e a quantidade de predadores no
tempo t por y(t) obtemos o sistema

{ 2/ (t) = a(t)(a— By(t))
y'(t) =y)(0z(t) —)

onde o, B,7,0 > 0 sao constantes que mostram a influéncia que as interacoes tém nas

duas populacoes. F possivel obter uma solucao implicita de maneira simples, ao utilizar
o sistema para encontrar o quociente j—g. A nao linearidade do sistema se apresenta

nos termos em que ocorrem o produto entre x(t) e y(t).

Com estes resultados podemos garantir a existéncia de um grande nimero de
EDOQO’s e também sabemos o formato das solucoes. Vejamos agora defini¢oes e resulta-
dos que nos ajudam a entender o comportamento destas solugoes

Defini¢ao 1.1.8. Dada f: D C R"® — R, de classe C'! no aberto D, seja z : I(x) C
R — R"™ uma solugdo do PVI (1.3), entao definimos o fluro do campo f como a
aplicagao
p: UCR"™ — R»
(t,x) = ot z)
que satisfaz a equacgao

20 = He(t.). Y (60) € U

onde U = I(z) x D
Vejamos algumas propriedades do fluxo

Proposicao 1.1.9. ([4]) O fluzo ¢ : U = I(z) x D C R"™ — R™ de um campo
f:D — R" de classe C' satisfaz as propriedades

a) ¢ é uma aplicacio C* que satisfaz a equagdo

9 _

Ot - f(@(t,x)),v (t,l') c U;

b) Fizado t € I(x) a aplicagio ¢, = ¢|p : D C R — R" é um difeomorfismo de
classe C* de D sobre si mesmo;
¢) Dados t,s € R tais que t,t + s € I(x) o fluzo satisfaz a chamada propriedade de
grupo
p(t+s,x) =p(t, (s, x));
d) Fizado t € I(x) temos
90(_tvx) = (p_l(t7x),

onde ¢t denota a aplicacio inversa de p.
Demonstragao: Para a prova veja [4] pagina 158. [

Uma ferramenta que usamos para entender o comportamento das solucoes sao as
orbitas
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Definigao 1.1.10. Seja f : D C R"” — R, de classe C', x(t) a solugao do PVT (1.3)
e ¢(t, ) o fluxo associado, dizemos que a drbita de x(t) é o conjunto

O, ={veR":3teRtal que v=2u(t) =¢(t,x) e R";}

Observacao 1.1.11. Note que, dado um PVI com xy como condigao inicial, temos
que uma solu¢do maximal & um caminho diferenciavel, denominado trajetéria de f por
Zp, € a imagem deste caminho, isto é seu gréafico, serd o que denominamos orbita.

Um tltimo resultado sobre fluxos é o seguinte

Defini¢ao 1.1.12. Dados os campos f; : D; CR" - R" i =1,2 e ¢1(t, ), pa(t, z) 08
fluxos associados, dizemos que os campos f1, fo (ou os fluxos 1, @) sdo topologicamente
conjugados se existe um homeomorfismo h : D1 — Dy tal que ps(t, h(x)) = h(p1(t, x)).

No caso em que h é um difeomorfismo, dizemos que fi, fo (ou os fluxos @1, ¢»)
sao diferenciavelmente conjugados. Caso o resultado seja valido apenas nas vizinhancas
U, C Dy, Uy C Dy, dos pontos x1 e x5 respectivamente, dizemos que h : Uy — Uy é
uma conjugacao local e os campos (ou fluxos) sao localmente conjugados nos pontos xq
€ To.

A importancia desta definicao fica clara quando estudamos determinados pontos
de uma dinamica nao linear. De modo geral temos a defini¢ao:

Definicao 1.1.13. Seja f : D C R™ — R" uma func¢ao continuamente diferenciavel no
aberto D, considere a EDO 2/(t) = f(z(t)) entao

i) p € D é dito um ponto regular de f se f(p) # 0
ii) p € D é dito um ponto critico de f se f(p) =0

Os dois proximos resultados nos dizem o comportamento da dinamica numa vi-
zinhanca de qualquer ponto em que a dinamica esta definida.

Definicao 1.1.14. Seja f : D C R® — R" uma aplicacio de classe C*, e seja T : R* —
R™, T(xq,...,2,) = (1,0,...,0) € R™ o campo constante, dizemos que o ponto o € D
tem a propriedade do fluzo tubular se existem uma vizinhanga U C D de x(, um aberto
W C R™ !, uma constante 7 > 0 e um difeomorfismo g : U — (—r,7) x W que conjuga
localmente o fluxo ¢ de f e o fluxo 7 de T, isto ¢, para todo x € g 1 ({0} x W) e |t| <r
tem-se

7(t,9(x)) = g(p(t, z))
A vizinhanca U da defini¢cao acima é chamada Vizinhanca Tubular.

Teorema 1.1.15. (///) Seja f : D — R" um campo de classe C' no aberto D C R™.
Se xg € D € um ponto reqular, entao xq tem a propriedade do fluxo tubular.

Demonstracao : Para a prova veja [4] pagina 174. [ |

Teorema 1.1.16. ([//) Sejam f : D — R™ um campo de vetores de classe C* e xg € D
um ponto de equilibrio de f. Se todos os autovalores da matriz da aplica¢io D f(xo) :
R™ — R™ possuem parte real nao-nula, entao f em xqo € localmente topologicamente
conjugado ao campo linear D f(xq) em 0.

Demonstragao: Para a prova veja [4] pagina231. [
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Desta forma podemos, ao menos teoricamente, estudar o comportamento local das
solucgoes de qualquer EDO. Estes resultados serao usados exaustivamente nos proximos
capitulos. Vamos agora estudar alguns casos particulares para a dinamica f.

Para estudar estes casos particulares precisamos de algumas definicoes e resulta-
dos classicos de Algebra Linear.

Definigao 1.1.17. Seja a matriz A € M(n,R). A matriz definida pela série

NE
|

Ak

>
Il

0
¢ denominada exponencial da matriz A e é denotada por e € M (n.R).

Note que esta série sempre converge, como pode ser inferido da desigualdade
>

k;
k=

Esta desigualdade mostra que a série que define a matriz exponencial converge pelo
critério da comparacdao. A definicdo de exponencial de matrizes nos traz algumas
propriedades.

o0

1
Z k:_ | A|[F = ell4l

k=0

Lema 1.1.18. Sejam A,B,M,0,In € M(n,R), onde O € a matriz identicamente
nula, In € a matriz identidade de ordem n e M ¢ uma matriz invertivel qualquer, i.e.
det(M) # 0. As sequintes propriedades da exponencial de matrizes sio vdlidas:

a) e =1In;

b) AB = BA = 18 = e4ebB;

¢) () = e,

d) €]V[AM*1 — MeAM—1 -

e) Aet =edA

Demonstracao: A prova segue diretamente da aplicacdo da definicdo de exponencial
de matrizes. [ |

Enunciamos agora dois famosos resultados de Algebra Linear que serdo tteis.

Lema 1.1.19. (/6]) Dada uma matriz A € M(n,C), existem matrizes M € M(n,C)
e Ji,...,Jp que satisfazem:

A = MJM™

J = diag(Jy,...,Jp)
Ji Ailn; + N;, 1 <1 < p,

onde \; € C sao os autovalores de A, ny +---+n, =n,
0 1 0

N, = - ,1<i<p e diag(J,...,Jp) =

1 '
0 J
0 0 P
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Demonstragao: Para a prova veja |6] pagina 301. [ |

Dada uma matriz A € M(n,R) definimos o polinomio p4 : R — R, dito o
polinémio caracteristico de A, pela equacao

pa(r) =det(rin — A) ="+ a1 '+ -+ aor’ + aur + g

onde det : M(n,R) — R representa a fun¢ao determinante e a; € R, 0 < i < n — 1.
Podemos entao enunciar o Teoream de Cayley-Hamilton.

Teorema 1.1.20. ([2/) Seja A € M(n,R), vale que A é um zero do operador Py :
M(n,R) = M(n,R) associado ao polindmio caracteristico pa, ou seja,

Po(A) = A" + a1 A" g A oA+ agln = O,
Demonstracao: Para a prova veja [2] pagina 341. n

A seguir temos um resultado que nos ajudard a estimar o valor da norma do
exponencial de uma matriz.

Teorema 1.1.21. Seja A € M(n,R) e v € R definido por
v :=max{ Re(\) : A é autovalor de A}.
Para cada e >0, 3c=c(e,A) > 0 tal que
HetAH < ety > 0.

Demonstracao : Utilizando a forma canonica de Jordan temos: A = MJM ™!, onde
M e J sao como no Lema 1.1.19, portanto do item d) do Lema 1.1.18 temos

etA — etMJM—l — Met? M1
Como para quaisquer matrizes A, B € M(n;C) vale ||AB|| < ||Al|||B||, segue que
e 4] = (e aH | < fiallf[et[[[p7H] = Cale]) (14)

onde C; = ||[M]|||M~Y|. Aproveitaremos a estrutura de J para realizar este céilculo.
Como a matriz J é diagonal por blocos temos

Ji Jq 0
J = N = N +o 5 = Ji+Jyt e+,
J, 0 J,

logo podemos escrever

1a, - " . n - " . n n n
et = tdiag(i e dp) Z;Hdzag(Jl,Jg, )t = z;adzag(Jl,JQ,...,Jp)
= D AU B ek ) =) Sy S+ ) )
n=0 n=0 n=0 n=0
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Para cada i € {1,...,p} temos J; = A\iIn; + N; e In;N; = N; = N;In;, donde '/ =
etPilni+Ni) — otAilni otNi  Tomando a norma de et temos

Hetfi t/\ilnietNi

< H et/\ilni

‘etNi

= |l

)

tomando esta norma matricial como a noma do supremo, definida por

VAeMmnC), |[All= sup [|Az]

flz[|=1

Para t > 0 segue

Hetk"ln" = sup ||et’\"1”"x | = sup Het’\"InixH
llll=1 llell=1
= sup ||e"z|| < sup [e™i|||z] = [e"] = etRe(h),
llzll=1 llzl|l=1

Por outro lado, como as matrizes N; sao nilpotentes, temos que existem a; € N tais
que N/ = O, assim temos, para ¢t > 0,

N > " ai n i "

7 — n _ n n

o = 5 o] 3= e < 55 v
n=0 n=0 n=0

assim He“vi ¢ uma expressao polinomial em ¢ e podemos limitar seu crescimento pela
aplicacdo exponencial, isto é, existem k; = ki(V;) > 0 e g; > 0 tais que

tN; || eit
He i = ke,

Temos entao

Heui tOiIni+N;)

< (et(Re()\i)>(ki€Eit> _ kiet( Re(X;)+e:)

< Het)\ilm

|€tN¢

= |l

Tomando € = mazi<i<p{ei}, k = mazi<;<,{k;} estas desigualdades podem ser reescri-
tas como

P
tJH _ Zetji

=1

le

- P Hetji < i kiet( Re(Ai)+ei) < i LetOr+e)
=1 i=1 i=1

Substituindo de volta na Equagao (1.4) temos
||€tAH < CluetJH < Cvlket('y—‘rs) _ C€t<7+€).

Analisaremos agora os casos particulares da dinamica e como se obtém solucgoes
nesses casos, iniciando pelo caso de equagoes diferenciais ordinarias lineares autonomas
com coeficientes constantes, que sao da forma

Z'(t) = Az(t), A€ M(n,R) (1.5)

A caracterizacao das solucoes deste tipo de sistema é dada pelo proximo teorema.
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Teorema 1.1.22. ([4]) O problema de valor inicial
' (t) = Az(t) , x(0) = xg (1.6)
onde A € M(n,R) possui uma unica solugao dada pela aplicac¢ao
z:R =R, z(t) = e
Demonstragao: Para a prova veja |4] pagina 383. [ |
Uma consequéncia importante do Teorema 1.1.22 é a seguinte.

Corolario 1.1.23. As colunas da matriz X(t) := €4 geram n solugoes linearmente
independentes para o sistema de equagoes diferenciais (1.6).

Definicao 1.1.24. Seja ty € R fixo. A funcao Matricial

Ou(t0): R — M(n,R)
t o Dyt tg) = el

é denominada matriz de transicao do sistema, ela descreve a transicao do estado xy no
tempo ty para o estado x(t) no tempo ¢ .

Note que agora podemos denotar a solugao de (1.6), com condigdo inicial x(ty) =
xg, pela aplicagdo x(t) = P (¢, to)xo, de fato temos

%(I)A(t, tQ)ZEO = %e(tito)AZL’O = %(t — to)A . G(titO)AIO = Ae(tito)A[EO = A@A(t, tO)ZL'O
(I)A(tg, to)l’o = €(t07t0)ACL’0 = SOAZEO = Xy

Isto mostra uma propriedade importante de EDO’s auténomas que é a possibilidade de
"transladar"as solucoes no tempo, portanto sempre que estamos nesse caso podemos
considerar tog = 0.

Observagao 1.1.25. Podemos ver também que a aplicagdo @ 4(¢, o)z faz o papel do
fluxo da EDO linear, portanto dados dois sistemas lineares z/(t) = Axz(t) e y/'(t) =
By(t), A,B € M(n,R) temos que os fluxos ®(t,ty) e Pp(t,to) sdo conjugados se
existe h : R™ — R" tal que ®p(t, h(z)) = h(P4(t, x)). Este resultado implica que para
sistemas conjugados, as trajetorias apresentam o mesmo comportamento.

Temos ainda de [19] pagina 71 que no caso em que h(z) = Cz, C € M(n,R),
entao vale CA = BC(C), isto é, as matrizes A e B sao similares. Logo sistemas cujas
matrizes sao similares apresentam trajetérias com o mesmo comportamento.

Dada a fungao x : R — R, podemos ter equagoes diferenciais de ordem superior,
isto é, da forma
2"(t) + ax'(t) + bx(t) =0, a,b € R.

Esse tipo de equacao pode ser resolvido da maneira que esta, através de técnicas apro-
priadas, mas também podemos reescrevé-la como um sistema de EDO’s com o seguinte
método.

Defina z,(t) = z(t) e x5 = 2/(t), temos entdo a aplicagao x : R — R?, z(t) =
(z1(t), z2(t)) e obtemos o sistema

@%D:<i.i>@£DE(w:mm,
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De modo geral, suprimindo a dependéncia em ¢, temos a equivaléncia

) o 1 0 - 0 0
dna anlz da y o o L . 0 0
Qg TOn—1 gt Tt g Haor = 0= = . : . .
@, —ap —a1 —az - —Gp_2 —Op_1
Este método também pode ser usado para equacoes nao lineares.
Exemplo 1.1.26. Considere a EDO
2"(t) + w’z(t) =0, w € R,
Esta equacao € equivalente ao sistema
21\ (0 1\ [
vh)  \—=w? 0) \xy)"
Apds alguns cdlculos pode-se verificar que A% = (=1)Fw? [, e AP = (—1)*w? A e
portanto
X (tA) LAY X kg2 2 2j12j 2 (—1)kekg2ht
t A= t A j Jt I t A
= YUy ey e =y Ry L
25! 2k + 1! ; 2k: + 1!
i= §=0 k=0 j=0 k=0
i Jw21t2j 0 0 i 1)k 2k 2k
= J=0 - k o k=0 2k+1
— 122 2k 42k+1
o e | oy R 0
= 25! 2k‘ +1)!
i szgtm 1 i (_1)kw2k+1t2k+1
w ! t
) 2 02 @D | (s S
_wz (*1)k 2k+1t2k+1 Z (1) w2 —wsen(wt) cos(wt)
(2k + 1)! 25!

Logo temos como solucio do PVI (1.6), com xq = (so,v0), a aplicagio x : R — R?,

x(t) = (socos(wt) + %sen(wt), —sowsen(wt) + vgcos(wt)>

Podemos também definir a constante o = /s3 + (*2)% e com algumas manipulagoes

podemos escrever
x(t) = (acos(wt — 0), —awsen(wt — 0))

onde 0 € [0,27] satisfaz cos(0) = = sen(f) = *>. Esta equacdo é bem conhecida
. . « aw . . . .

na fisica e representa o movimento de uma particula cujo movimento € periddico, a

constante w? € tomada assim na literatura cldssica para simplificar as notagoes da

solucao. Dois exemplos de processos modelados por esta equacao sao o Sistema Massa-

Mola, que € um sistema composto por um bloco de massa m e uma mola de constante k

e temos w? = £ outro exzemplo € o caso da simplificacio do sistema composto por um
m
bloco e um péndulo simples de comprimento | temos w? = 4 onde g ¢ a magnitude da

forca da gravidade e l € o comprimento do péndulo, sendo esta equacao vdlida apenas
para amplitudes do péndulo menores do que ou iguais a dez graus.

x7
T2

In
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Estudaremos agora sistemas lineares nao autdonomos homogéneos, estes sistemas
tem a forma

2(t) = A(t)z(t), AeF(0,1], M(n, R)). (1.7)

Teorema 1.1.27. ([}]) Seja A € C(to, t1], M (n,R)), entdo para s € [to,t1] o problema
de valor inicial

possut uma unica solucao.
Demonstragao: Para a prova veja [4] pagina 382. [ |

Este tipo de equagao, ao contrario do caso anterior, nao possui uma forma fechada
para as suas solucoes, porém uma propriedade interessante das solucoes é a seguinte.

Teorema 1.1.28. Seja A € C([ty,t1], M(n,R)). Entdo o conjunto das solu¢ides do
sistema (1.7) é um subespago n-dimensional de C([to, t1], M (n,R)).

Demonstragio: Sejam z(t) e x5(t) solucdes de (1.7) com A € C([to, t1], M(n,R)). E
claro que o caminho z(t) = 0 é uma solugao. Dado A € R temos

(1'1 (t) + )\332(25))’ = (1‘1 (t))/ + )\([L’Q(t))/ = A$1(t> + /\A[Eg(t) = A([L'1 (t) + )\zg(t)),

0 que prova que o conjunto de solugoes ¢ um subespaco.

Para verificar a dimensao deste espaco, podemos tomar n problemas z(t) =
Az;(t),1 < i < n com as n condi¢bes iniciais x;(0) = ¢; = (0,...,0,1,0,...,0). Segue
da continuidade das solucoes e da continuidade do produto interno que as n solugoes

{z1(t),...,z,(t)} s@o ortogonais duas a duas, logo formam um conjunto L.i. no espaco
das solugoes. Se tivéssemos n+1 solugoes, entao o conjunto {x1(0), 22(0), ..., 2,(0), z,4+1(0)}
seria 1.d. em R", isto é, existiriam constantes \;,1 <7 < n + 1, nao todas nulas tais

que A\z1(0) + -+ + Ap12,11(0) = 0. Tomando a aplicacio T(t) = S0 Nay(t) €

C*([to, t1], R™) vemos que esta é solugao do PVI z(t) = Az(t),2(0) = 0. Por outro lado
vemos que a aplicacdo z(t) = 0 também é solucdo deste problema e sabemos do Teo-
rema 1.1.27 que a solugdo deste problema ¢ winica, portanto Z(t) = > \ii(t) = 0 e
o conjunto {z1(t),..., 2, (t), Tpr1(t)} € 1.d. em C([ty, 1], R"™). Isto prova que o espago
solucao tem dimensao n. [ |

Observacao 1.1.29. O fato usado na prova do Teorema 1.1.28 de que a solucao iden-
ticamente nula é a tnica solu¢ao do PVI 2/(t) = A(t)x(t), z(ty) = 0, também é valido
para o caso da EDO linear homogénea e autonoma z’(t) = Ax(t), este fato é muito
usado para mostrar unicidade de solugoes em problemas que envolvam equagoes dife-
renciais.

Defini¢ao 1.1.30. Seja A € C([t,t1], M(n,R)). Denominamos sistema fundamental
toda base {z',z?% ... 2"} C C'([to, t1],R™) para o espago de solugoes do sistema (1.7).
A matriz correspondente

X(t) = (@' (t) [2*(t) | -+ [2"(1)), t € [to, t1]

é denominada matriz fundamental
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Note que isto generaliza o que ocorre no caso auténomo, pode-se também verificar
que a equacao a seguir é satisfeita

X'(t) = A()X (1), (1.8)

donde segue que det X (t) # 0, V t € [t1.t2], pois suas colunas sdo Li.. Podemos entao
fazer a conexao com o problema

2'(t) = A(t)z(t), (s) = o
, e verificar que a tnica solucao deste problema é dada pela aplicagao
z(t) = X)X () tag, t € [to.ty].

Mas além de tudo isso temos que duas matrizes fundamentais devem diferir por uma
constante nao nula, pois a solucao da equacao deve ser tinica e nao pode depender da
matriz X (isto é, da base do espago de solugoes) escolhida. Assim, se temos matrizes
fundamentais X (), Y (¢) do sistema (1.7), entdo existe uma matriz invertivel, constante
C' satisfazendo Y (t) = X(¢) - C. Podemos assim estender o conceito de matriz de
transicao para sistemas nao autonomos.

Defini¢ao 1.1.31. Seja X uma matriz fundamental para (1.7). A funcdo matricial
definida pela aplicagao (-, s) : [to, t1] = M(n,R)

Da(t,s) = X)X (s)™!
¢ denominada matriz de transi¢do do sistema (1.7).

Desta definicdo podemos denotar a solugdo de (1.7) como z(t) = Pu(t, s)xo.
Vejamos algumas propriedades da matriz de transicao.

Lema 1.1.32. As sequintes operacoes sao validas:

a) (I)A(t,t) = I,

b) ®A(t,s) = Pa(t,r)Pa(r,s);

c) Dy(t,s)™' = Da(s,t);

d) % = A(t)(I)A(t,S), Vite [to,tl].

Demonstracao: a) Pela defini¢cdo de ®,4 temos
Put,t) = X)X(H) ' =1
b) Utilizando o item a) temos

Pu(t,s) = XOX(s) ' =XH)IX(s)™"
= X)X(r) ' X(r)X(s)™ = du(t,7)Pa(r, s).

c¢) Utilizando propriedades bésicas de matrizes obtemos

B4t s) " = (X()X(s)™) L = X ()X () ! = Dals, b).
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d) Utilizando a igualdade (1.8) vale que
0P,  O(XH)X(s)™h)  dX(1)

ot ot dt

Note que a aplicagdo P4(+, s)x(s) é exatamente o fluxo da dinamica linear ndo
autobnoma, basta comparar os itens b),c),d) deste Lema 1.1.32 com as propriedades
a),c),d) da Proposicao 1.1.9 que nos da as propriedades do fluxo, o item b) da Propo-
sicao 1.1.9 pode ser facilmente verificada levando em consideragao o que foi dito sobre
a matriz fundamental X. Pode-se realizar um raciocinio analogo para o caso linear
auténomo, onde o fluxo é a aplicacio ®(t,tg)wo = et Az,

Exemplo 1.1.33. Vamos considerar a equacao de Legendre, dada por
(1 =2 (t) — 2t2'(t) + \A+ Dz(t) =0, -1 <t < 1.

Vamos considerar apenas o caso A = 1,t € (0,1). Apds a obtencao de solucoes ( ver
[5] pg.106), temos as fungoes

2 = ¢, 22(t) = 31n<1”).

1—-1

Reescrevendo a equacao como um sistema obtemos

(e A Ve o
cujas solugées sao agora

t 1+t 1 1+t t
210 = (1), 22(t) = (§ln(1_t _ 1,§ln(1_t) n 1_t2>),
e estes vetores sao l.i. pois
det | ¢ 1j—t 1 1+t1 P AN S A VI G W £ 5 A A VPR O
¢ 2ln<1_t>—1 2ln<1_t)+1_t2 _2n(1—t>+1—t2 2“(1—t>+ 12

e claramente esta expressio nao se anula para t € (0,1). Assim temos a matriz fun-
damental X do sistema (1.9) e sua inversa, dadas por

t 1+t 1—¢2 1+t 1 1—¢2 1-—¢2 1+t
t —Inl — | —1 In{ —— ) + - — In
- 1 1+t t - 21 1 _ 42
1 —In .
2 1—t 1—1¢2 12 n

O leitor € convidado a calcular a matriz de transigio ®4(t,s) = X ()X 1(s) e obter a
solugao geral x(t) = P 4(t, s)xo.

Vejamos agora o caso de sistemas nao auténomos e nao homogéneos, dados por

2(t) = AW)z(t) + f(t), A€ (0,1, M(n,R)), f € Li(fto,t,R").  (1.10)
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Teorema 1.1.34. Dados A € C([to, t1], M(n,R)), f € Li([to, t1],R"™), 29 € R", 0 pro-
blema de valor inicial

2(t) = A(t)z(t) + f(t),  =(to) =20 (1.11)

possui como unica solucao a aplicacao

x:[to, 1] CR = R, x(t) = Pult, to)zo + /t G y(t,s)f(s)ds, t € [to,t1].  (1.12)

to

Demonstragao: Seja x a aplicacao definida como em (1.12). Do item a) do Lema
1.1.32, temos z(ty) = o e do item d) segue que

() = A(t)CIDA(t,to)xo—i-/ At)DPa(t,s)f(s)ds + Pa(t,t)f(t)

to

= A()z(t) + f(t), t € [to, ta],

valendo assim a existéncia de solugdo. Suponha agora que tenhamos duas solugoes
1 e T, assim vale para £ = x1 — x9 que

#(t) = ay(t) = 25(t) = A()xr + f(t) — At)z2 — (1)

Desse modo, & satisfaz o sistema linear (1.6) com Z(ty) = x1(to) — x2(to) = xo — 9 = 0.
Visto que a tnica solucao possivel é £ = 0, temos x; = x5 ; portanto a solucao de
(1.11) ¢é tnica. |

Claramente o Teorema 1.1.27 é um caso particular deste Teorema 1.1.34 no caso
em que f =0.

Exemplo 1.1.35. Consideramos novamente a equagao do Oscilador Harmonico, po-
rém desta vez supomos que existe uma forca externa, representada por f(t), que pode
variar com o tempo mas independe da posi¢cao da mola. Neste caso, temos a equacao

(1) +wa(t) = f(t),

a qual reescrita na forma de sistema nos dd x'(t) = Ax(t) + b(t) ou, na sua forma

ezplicita,
G) = (2 o) (i) * (i)
(t

Estamos no caso em que A(t) = A, e portanto podemos utilizar a matriz de transi¢do
do Exemplo 1.1.26 e obler a solucao

gy [ ey [ Gcostet =)+ [ =D )
z(t) = e + / € b(s)ds = (—awsen(wt —0)+ ftil cos(w(t — s)) f(s)ds

to

Com isto cobrimos os casos possiveis de EDO’s que veremos neste trabalho e
como se apresentam suas solucoes.



Capitulo 2

Sistemas de Controle

Neste capitulo apresentamos de maneira breve o que sao sistemas de controle,
tanto nos espagos R™ como nas Variedades Diferencidveis. O foco serd apresentar as
defini¢oes basicas dos sistemas e suas propriedades, enunciando os principais teoremas
que serao usados para garantir as propriedades de Estabilidade e Estabilizacao. Desse
modo, este capitulo serd usado como referéncia para os resultados dos préximos dois
capitulos.

2.1 Sistemas de Controle em R"

Um sistema de controle é uma familia de Equacoes Diferenciais parametrizadas
por um parametro v € U C R, chamado controle, em que um vetor que depende do
tempo z(t) € R™ tem sua evolugdo descrita por uma equacao da forma

() = f(t,2(t), u(®)), (2.1)
onde temos

e 1(t) € R" é o vetor das varidveis de estado.

e u € U é o vetor das variaveis de controle ou ainda a entrada do sistema, que mostra
a possibilidade de influenciar o sistema. O conjunto U é um conjunto de funcoes
cujo dominio ¢ um intervalo na reta e o contra dominio é um subconjunto de R™
que satisfazem propriedades adequadas ao sistema.

e f:RxR"xR™ — R" & uma funcao conhecida que descreve a dinamica de evolugao
do sistema.

Denotamos por zy € R" o estado inicial do sistema. Em muitos problemas é também
fornecida uma condigao de contorno final z(¢;) = x; ou ainda uma condigao de contorno
transversal. A equacao (2.1) é denominada equacao de estado.

Algumas classes de sistemas de controle sao:

Sistemas Lineares: Neste caso a dinamica f é dada por fun¢oes matriciais e pode
ser escrita como

2'(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), (2.2)
onde A(t) : I C R — M(n;R) e B(t) : I C R — M(n x m;R) para todo t sdo
transformacoes lineares, ou seja, a dinamica do sistema é linear tanto na varidvel
de estado x quanto no controle u. Além disso, quando A(t) = A; B(t) = B temos

28
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0 caso autonomo e voltamos para o caso de um sistema de equacoes diferenciais
autonomo ndo homogéneo como em (1.10) e sua solugdo estd dada pelo Teorema
1.1.34.

Sistemas Afins: Ocorrem nos casos em que a dindmica é linear apenas nos controles,
estes sistemas sao descritos por

Z'(t) = F(t,z(t)) + G(t, z(t))u(t),

onde F;G:RxR" - R"ex,u:I CR—R"

Sistema Nao Lineares: E o caso mais geral, aqui temos o mesmo que no sistema
(2.1).

Vejamos alguns exemplos tratados antes, agora sob a 6tica da Teoria de Controle.

Exemplo 2.1.1. Consideramos novamente a equagao do Oscilador Harmoénico influ-
enciado por uma for¢a externa, representada agora por u(t). No Ezemplo (1.1.35)
obtemos uma equacdo da forma z'(t) = Ax(t) + b(t), que podemos reescrever como
2/ (t) = Ax(t) + bu(t), explicitamente

(i) = (e o)+ (1) o

Exemplo 2.1.2. Podemos considerar novamente o modelo Presa-Predador de Lotka-
Volterra, mas agora adicionamos fungoes de controle uq(t), us(t) que podem representar
tanto limitacoes nos recursos do ambiente, quanto bloqueios fisicos que separam as
populacoes, ou seja, podemos tomar vdrias estratégias para influenciar na interacao
entre presa e predador. De forma geral, denotando z(t) = (x(t),y(t)) obtemos o sistema
de controle 2'(t) = A(t)z(t) + Bu(t) dado por

(o) = (70" e -) ) = (0 5) (26)

Uma funcao de controle nos permite investigar varias propriedades de um sistema,
algumas delas sao: Controlabilidade, Detectabilidade, Estabilizacao e Observabilidade.
A propriedade que nos sera mais importante é a Estabilizacao de um sistema de controle
que estd intimamente relacionada com a propriedades de Estabilidade de um sistema
de EDO’s, devido a essa importancia dedicamos um capitulo para cada uma dessas pro-
priedades. Vamos agora introduzir os conceitos de Controlabilidade, Detectabilidade e
Observabilidade e alguns resultados relacionados a estes conceitos, que nos serao tteis
nos capitulos seguintes.

Nas proximas defini¢oes consideramos o sistema de controle dado por

2t = A@t)z(t) + B(t)ult)
{y@) — C(a(t) ’ (2:3)

onde z(t) : [to,t1] = R™ e u : [tg, t] — R™ sdo como em (2.1), y : [to, t1] — R? é o vetor
de observacao, que nos da informacao sobre a saida do sistema e temos os operadores
A fto, t1] = M(n,R), B : [to,t1] = M(n x m,R) e C : [to,t1] — M(d x n), que
suporemos continuos.

Primeiro discutiremos a propriedade de Controlabilidade.
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Defini¢ao 2.1.3. O sistema 2.3 é dito controldvel em [ty,t1] quando, para quaisquer
dois estados g, r; € R", existe um controle u € L*([ty, 1], R™) tal que a solugao z(t)
do PVI

2'(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), xz(to) = o,

satisfaz também a condi¢ao de contorno x(t1) = ;.

Podemos interpretar a propriedade de Controlabilidade como a possibilidade de
associar quaisquer dois elementos de I'm(z) com o controle apropriado, desta forma
pode-se efetivamente determinar o comportamento do sistema. Um exemplo de sistema
controlavel é o do oscilador harmoénico com forga externa dado no Exemplo 2.1.1. Isto
implica que dado um sistema massa-mola ou um péndulo simples podemos escolher, a
partir de qualquer posi¢ao inicial, qual serd a posigao final do sistema desde que usemos
o controle apropriado.

Observacao 2.1.4. Utilizando o Teorema 1.10 vemos que um sistema de controle
linear tem como solucao

z(t) = Pa(t, to)zo + /t D 4(t, s)B(s)u(s)ds, t € [to,t1],

to

e portanto este sistema é controlavel se o estado z; tem a forma

x1 = Pty to)zo + / 1 D4 (t1, 8)B(s)u(s)ds.

to

Enunciamos agora um Teorema que caracteriza a propriedade de Controlabilidade
para sistemas de controle lineares autonomos.

Teorema 2.1.5. Seja (2.3) um sistema de controle auténomo. Sao equivalentes as
afirmagoes:

(a) (2.3) é controldvel em [0,T] para todo T > 0;
(b) (2.3) é controldvel em [0,T] para algum T > 0;

(c) A matriz Wy := fOT e 4*BB*e~4"%ds é nao singular para um T > 0;
(d) A matriz Wy = fOT e~ BB*e~4"*ds ¢ nao singular para todo T > 0;
(e) rank[A; B] =n, onde [A; B] € M(n x n-m,R) é a matriz cujas colunas sao

[A;B] = (B[ AB| - | (A)"'B).

Demonstracao: Para a prova veja [1| pagina 44. |

O item e) recebe o nome critério de Kalman, este critério implica que a matriz
[A; B] possui n colunas l.i. e portanto gera o espago R™ O I'm(x), o que nos da pelo
menos uma intuicao de sua motivacao. Um sistema que satisfaz o critério de Kalman
também é chamado completamente controlavel. Além do critério de Kalman temos o
seguinte lema:

Lema 2.1.6. Se o sistema (2.3) é controldvel entdo rank|\ — A|B] = n para todo
X € R. Em particular, rank[A|B] = n.
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Demonstragao: Suponha, por contradigao, que ndo fosse rank[A\ — A|B] = n mesmo
sendo o sistema controlavel; existiria entao um vetor p € R p £ 0, tal que p-w = 0
para todo vetor coluna da matriz [\l — A|B] € M(n x (n +m);R). Entao pA =pX e
pB =0, donde pA*B = M'pB =0, V k € Z. Em particular, p - w = 0 para todo vetor
coluna v na matriz de controlabilidade [A; B]. Porém pelo critério de Kalman, isto nos
d& uma contradigdo com a hipotese de (2.3) ser controlavel. |

Vejamos agora a propriedade de Observabilidade.

Definicao 2.1.7. O sistema (2.3) é denominado observdvel em [to,t;] quando para
toda funcao x € C'([to, t1]; R") a condigao

Z'(t) = At)z(t), C(t)x(t) =0, YVt € [to, t1],
implicar em z(ty) = 0.
Temos os seguintes resultados sobre observabilidade
Teorema 2.1.8. ([1]) O sistema (2.3) € observdvel em [to,t1] se e somente se a matriz
t1
W(to,tl) = / @A(t,to)*C(t)*C(t)q)A(t,to)dt
to
é tal que W (ty,t1) € ST,

Demonstracao: Para a prova veja [1]| pagina 28.
|

Teorema 2.1.9. ([1]) Seja (2.3) um sistema auténomo. As sequintes afirmativas sao
equivalentes

a) (2.3) é observdvel em [0,T] para todo T > 0;

b) (2.3) é observdvel em [0,T] para algum T > 0;
c) A matriz Wy := OT eV sC*CeAsds € invertivel para algum T > 0;
d) A matriz Wr = OT e sC*CeA*ds € invertivel para todo T > 0;

e) rank[A*;C*| = n, onde [A*;C*| € a matriz cujas colunas sao
A0 = (7| A°C | | (A7),

[A*; C*] € chamada matriz de observagdo

n—1
f) ﬂ Ker(CA") = {0}
k=0
Demonstracao: Para a prova veja [1]| pagina 29. [

Podemos ainda associar ao sistema (2.3) a aplicagao

G: R — C([to, ;R
Ty > C(')@A(',to)l’g )

Note que esta é uma aplicagao entre o espaco vetorial R™ e o subespago vetorial Im/(C -
d,) C C([to, t1],R), dai temos que (2.3) é observavel se G é injetiva. Diremos que
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o ntcleo da aplicagdo G é o subespaco nao observavel N = ker(G) do sistema (2.3).
Dado agora o polinomio caracteristico de A vamos fazer a seguinte fatoracao

pa(r) =pi(r)-pa(r),

onde p} possui apenas as raizes com parte real nao-negativa e p, apenas as rafzes com
parte real estritamente negativa. A partir desta fatoracao definimos os espacos

XH(A) 1= ker(pf(A)), X (A) = ker(p3(A). (2.4)
Obtemos entao a seguinte definicao

Defini¢gdo 2.1.10. Sejam (2.3) um sistema auténomo de controle, N seu subespago
nao observavel e sejam ainda X*(A), X~ (A) como em (2.4). Dizemos que o sistema
(2.3) & detectdvel quando N C X~ (A).

A importancia destas duas propriedades para os sistemas lineares fica clara no
seguinte resultado

Teorema 2.1.11. ([1]) Seja (2.3) um sistema de controle auténomo. Entdo eriste
uma matriz nao singular P € M(n,R), de modo que o sistema
(t)x(t) + B(t)u(t)

{x/(t) =
y(t) = C)x(t)

¢ tal que as matrizes A= PAP™Y,B = PB,C = CP™!, sio da forma

QI :b-z

11 /{112 A13 1{114 Bl

. 0 Ay 0 Ayl = By | ~ ~ ~
0 0 A33 434 ) 0 ) ( 2 4)
0 0 0 Ay 0

é controldvel e o sub-sistema
12122 1‘:124 C:'2
0 Ay Cy

Demonstracao: Para a prova veja [1]| pagina 47. [ |

é observduvel.

A separacao do sistema em blocos é denominada a forma normal do sistema
original, também dita forma normal de Kalman.

Teorema 2.1.12. ([1/) Dado o sistema (2.3), as afirmagoes abaizo sdo equivalentes:

(a) (2.3) é controldvel em [ty,t;];
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(b) Nao existe nenhum v € R™\ {0} que satisfaga
B(t)*q)A(tl,t)*U = O,Vt S [to,tl];

(c) A matriz P(to,t;) := ftil O A(t1,t)B(t)B(t)* P a(ty,t)*dt € ndo singular;
(d) O sistema
d(t) = —A()x(t)
{ y(t) = B ()x(t)
é observdvel em [to, t1].

Demonstracao: Para a prova veja [1]| pagina 42. [ |

2.2 Sistemas de Controle em Variedades

O assunto de Sistemas de Controle em Variedades apresentado aqui é baseado
principalmente na referéncia [9].

J& introduzimos o conceito de Variedade Diferencidvel e ja estudamos o funciona-
mento de Campos de vetores e EDO’s definidas em variedades, vamos agora estender a
definicao de Sistemas de Controle para este ambiente e vamos ver novamente algumas
propriedades dos sistemas de controle neste cenario.

Sejam M uma variedade diferencidvel, um Sistema de Controle em M é uma
familia de Equagoes Diferenciais da forma

' (t) = X(z(t), u(t)), (2.5)

onde x : I € R — M representa os estados do sistema, v : I CR — U C R™ &
continua por partes e X : M x U — T'M é um campo de vetores em M para cada u(t)
fixado.

Vamos nos focar no sistema de controle afim, que tem a forma

((ij_:tv = X(z) +u(t)Y(x), (2.6)
onde M é uma variedade n-dimensional, XY : M — M sao campos de vetores
analiticos em M, e u : [0,+00) C R — R é uma fungao continua por partes.

Por comodidade vamos definir o conjunto dos controles admissiveis, U,y como o
conjunto U,q = {u € F([0,+00);R) : u é continua por partes (c.p.p)}. Vejamos como
sao definidas as propriedades de um sistema de controle em variedades, comecando
pela propriedade de Acessibilidade.

Definigao 2.2.1. Sejam X, Y € X>*°(M), dado y € M dizemos que y é (X, Y)-acessivel
de x € M se existem uw € U,q e T > 0 tais que T(t) = ¢(t,u, x) é solugao de (2.6) com
©(0,u,x) = z,0(T,u,z) = y. Nesse caso também dizemos que = pode ser (X, Y)-unido
ay.
Utilizando as defini¢coes acima podemos definir os conjuntos
At(z):={ye M :yé (X,Y)— acessivel de x}
A (x) :={y € M : y pode ser (X,Y) —unido a z}

Note que os conjuntos AT e A~ dependem fortemente dos campos X e Y, ainda que
estes nao estejam explicitos na notacao.

Definimos agora a propriedade de Controlabilidade para um sistema da forma
(2.6).
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Definicao 2.2.2. O sistema (2.6) é dito controldvel em [to,t1] quando para quaisquer
To,Yo € M, existe um controle u € U,y de forma que a solu¢io ¢(t,u,z) de (2.6)
satisfaz @(tg,u, ) = xg, p(t1,T, ) = Yo, onde (t,u, x) representa o fluxo associado a
dindmica de (2.6).

Uma definicao analoga que se utiliza de estruturas apresentadas anteriormente é
a seguinte:

Defini¢ao 2.2.3. O sistema (2.6), representado pelo par de campos vetoriais (X, Y),
é controldvel se AT (x) =M, Vx € M.

Ao estudar propriedades de controlabilidade do sistema (2.6) é conveniente refor-
mular o problema em termos de estruturas algébricas.

Definigao 2.2.4. Se X e Y sdo campos de vetores dados, denotamos por G(X,Y) o
grupo de difeomorfismos gerados por todos os elementos da forma e!X*T4"Y) onde
(t,u(t)) € R%

G(X,Y) é claramente um grupo com relagao a operagao de composicao de fungoes

G(X,Y) = {Z =)t € R, u € R}
= [ oekXFuY) o o gh2(XFusY) o gh(X+uY) . ¢, e R k> 0, X,Y € X°(M)}.

e O grupo G(X,Y) age em M da seguinte forma.

o: GX,Y)xM — M
(Zl‘»m) = @(th) = etZl. .

e Denotamos as orbitas que passam por x como
G(X,Y)(z) = {e%z : t € R}.
Observacao 2.2.5. G(X,Y)(x) é uma subvariedade de M com
dim(G(X,Y)(x)) = dim(L(X,Y)(z)) < dim(T, M).

Definigao 2.2.6. Chama-se o semigrupo de difeomorfismos associados a (2.6) o con-

junto
S :={7Z, =T ¢t > 0,u € R}.

Para cada x € M a semi-orbita de S através de x é o conjunto

Vejamos agora a relacao dos semigrupos de difeomorfismos com os conjuntos A
e A™.

Proposicao 2.2.7. Seja M uma variedade diferencidvel e considere o sistema (2.6)
definido em M, entdo valem as igualdades

S(x) =At(z) e S (x) = A (x)

para x € M qualquer.
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Demonstracao: Para cada x € M e qualquer Z; € S, vale que S(x) estd em uma
trajetoria de o(t,z) associado a (2.6) gerada por um controle constante por partes
(cons.p.p.).

Portanto, para cada x € M, S(z) C A*(z) (+)

As trajetorias de (2.6) geradas por controles cons.p.p. através de z sdo da forma

o(t,ug,z) = el X tuoY)

Como os controles cons.p.p sao densos em U,q, segue que A+ (x) C S(x).

De (+) segue S(x) C At (z), logo S(z) = A*(x).

Seja S7' = {Z_, : Z, € S}, entdo para cada x € M e cada Z_, € S~' vale
r € 8(Z_4(x)). Assim, S7'(x) C A (z) para cada * € M. Analogamente temos
S (z) = A= (2). |

Forneceremos agora alguns resultados que estabelecem condigoes suficientes para
a controlabilidade de um sistema de controle em variedades

Lema 2.2.8. Sejam X,Y € X*°(M) tais que L(X,Y)(x) = T, M para cada v € M.

Se S(x) = M para x em um subconjunto denso de M, entao (X,Y) é controldvel.

Demonstracao: Pelo fatode £L(X,Y)(z) = T, M paracadax € M temos G(X,Y)(z) =

M para cada x € M. Como G(X,Y)(z) é uma subvariedade de M podemos ver seus

subconjuntos abertos como interse¢oes de G(X,Y')(z) com subconjuntos abertos de M.
Sejam W, e W_, vizinhancas de X € M temos que

Sx)=G(X,V)2)NW, e S Hz)=G(X,Y)(z)nW_,

sao abertos na topologia relativa a G(X,Y)(z) e portanto contém abertos, o mesmo
ocorrendo para S(z) NU, S~'(z) N U, onde U C M ¢é aberto.

Fixe x € M tal que S(x) = M, isto é, S(z) é denso em M, e seja y € M qualquer.
Seja U, uma vizinhanga de y. Como S™'(y) N U, contém um aberto, segue que existe
z € S(x) tal que z € S7!(y). Portanto 2 € A~ (y) ey € AT(z). Isto implica que
y € S(z) e como y € M ¢é arbitrario obtemos S(z) = M para x em um subconjunto
denso de M.

Seja agora x € M qualquer. Para qualquer vizinhanca U de z, seja V o aberto
tal que V = S(z)NU. Sejay € V tal que S(y) = M. Como y € V vale y € S(x) e
temos S(y) C S(x), o que implica M C S(z). Portanto S(x) = M. |

Lema 2.2.9. Seja S o semigrupo de difeomorfismos gerado por elementos da forma

eX t >0, e e’ onde s € R. Entio para cada © € M tem-se S(x) 2 S(z), onde o
fecho € relativo a topologia da subvariedade G(X,Y)(x).

Demonstracdo: E suficiente mostrar que para cada x € M e para cada t € R tem-se

e (r) € S(z). Como nossos campos vetoriais sdo analiticos segue que para cada x
existe uma vizinhanca U, de x tal que

et(XJqu)(y) — etXetuYeZ(t,u) <y> (27)
para t suficientemente pequeno e y € U,, onde Z satisfaz:

i) Ze L(X)Y)
ii) Z(t,u) = O(t?u)
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Isto é uma consequéncia da formula de Cambell-Hausdorff na Defini¢ao 5.1.42 no Apén-
dice A. Sejam t € R dado e {t,},en qualquer sequéncia tal que ¢, > 0, Vn € N, e

lim,, o0 t, = 0. Seja {uy, freny = o

n
Para cada n € N temos et»(X*+unY)z € S(z). Substituindo isto na equacio (2.7) e
tomando o limite temos

y) — lim etnXetnunYeZ(tn,un) <y)
— lim 6tn)(etYeZ(tn,un)(y>

Zltnoun) (y))

Y)
Y)

lim et (X Hun¥)(

= Y lime
O(t%u") (
O(tnt)(

= Y lime
e lime
" (y)

= €

Assim e (y) € S(x). Portanto vale S(z) C S(x). |
Finalizamos este capitulo com os seguintes resultados sobre controlabilidade
Teorema 2.2.10. (/9/) Sejam (X,Y) um par de campos vetoriais em M tais que

i) L(X,Y)(z) =T, MV x e M;
ii) O conjunto de pontos recorrentes de X € denso em M.

Entao (X,Y) é controldvel.

Corolario 2.2.11. Sejam M = R" e X(x) = Ax, onde A € M(n;R) ¢ tal que seus
autovalores sao imagindrios puros e distintos. Se'Y € um campo de vetores em M tal
que L(X,Y)(z) =R"V z € R", entao (X,Y) € controldvel.



Capitulo 3

Estabilidade

Neste capitulo iremos estudar condi¢oes que garantem a estabilidade de pontos
criticos de EDQ’s, isto é, condicoes que garantem que a solugao de um sistema de EDO’s
assume valores proximos ao valor atingido no ponto critico quando as entradas do
sistema estao de alguma forma proximas deste ponto. Iniciamos com o caso geral, que
¢ abordado através do Método de Lyapunov e apresentamos alguns exemplos. Depois
apresentamos o caso linear que nos di varias ferramentas para entender a estabilidade
de um sistema, estas ferramentas serao muito usadas no proximo capitulo, que trata
de Estabilizagao.

3.1 Equacoes Diferenciais Gerais: O Método de Lya-

punov
Considere a EDO
v = f(@) (3.1)
em que f: D CR" — R" é um campo de vetores que satisfaz as seguintes condicoes:
D C R" & aberto ; (3.2)
0€ D, f(0)=0; (3.3)
f e CY(D;R™). (3.4)

Este sistema é autonomo, pois f nao depende explicitamente do tempo; desse modo,
podemos estudar as solugoes a partir de tg = 0. Gragas a condigao (3.4) e ao Teorema
1.1.5 podemos garantir a existéncia de solucao para o Problema de Valor Inicial

A=)
(PVI): { 2(0) = a0

Podemos estender esta solucao a um intervalo maximo de existéncia que representare-
mos por

I(zg) = [0, w(xp)).
Neste intervalo a solucao é unicamente determinada gracas ao Teorema de 1.1.6. Cha-
mamos esta solu¢do tnica de solu¢do maximal, representada por z(-, z).

A condigao (3.3) garante que 0 ¢ um ponto estacionario do sistema, pois o (PVI)
com condigao inicial o = 0 possui apenas a solu¢do z(-,z9) = 0. Além disso, sem-
pre que o campo f possui apenas um zero, por exemplo f(Z) = 0, podemos aplicar
translacoes como f(x) = f(z) — Z, para que tenhamos novamente a condicio (3.3).

37
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Vejamos algumas classificagoes dos pontos de equilibrio.
Defini¢ao 3.1.1. O ponto de equilibrio 2o = 0 do sistema (3.1) é denominado

i) Estdvel quando:
Ve>0,36>0tal que T € Bs(xo) = 2(t,7) € Bo(xg) V> 0e I(T) = [0, +00);
ii) Atrator quando:

30 >0 tal que T € Bs(xg) = tlim z(t,T) =x9=0¢ [(T) = [0, +00);
—00

iii) Assintoticamente estdvel quando é estavel e atrator simultaneamente.

Podemos reinterpretar estas defini¢cdes utilizando o conceito de distancia. Sabe-
mos que podemos escrever explicitamente os conjuntos da forma

Bi(z)={y eR":d(z,y) <r} ={y €R": \/(x1 —y1)2+ - + (z, — yu)2 <7},

parar > 0 e x € R”, onde a funcao d : R" x R” — R é uma métrica que satisfaz
algumas propriedades basicas e portanto podemos falar de proximidade de elementos
em R™. Dizemos que d(z,y) é a distancia de x a y.

Portanto, quando temos um ponto de equilibrio estavel z, existem ndmeros po-
sitivos € e J tais que as solugdes de um PVI com uma condic¢ao inicial a uma distancia
menor do que d do ponto xy permanecerao a uma distancia sempre menor do que € do
ponto xy. Enquanto que se xy é um ponto de equilibrio atrator temos que existe um
nimero positivo d tal que as solugoes de um PVI com condigao inicial a uma distancia
menor que § do ponto xg se aproximarao cada vez mais de z.

Vejamos agora um exemplo.

Exemplo 3.1.2. Consideremos o sistema nao linear de Lorenz o'(t) = f(x(t)) tal que

s(xg — 1)
flz)=rozy — a2 — 2123 |, (3.5)
T1T9 — bl’3

onder,s,b € RY. Este sistema foi utilizado por Lorenz como modelo de dimensao finita
para o fendmeno fisico da "conveccao de Rayleigh-Bérnard"que é uma simplificacdo
do clima de uma regiao limitada do espaco. Nesse caso o calor se propaga no fluido
devido as proprias diferencas de temperatura internas, sem depender de fontes externas.
Tomando os valores de r = 28 b = 8/3,s = 10 e acompanhando as trajetorias do
sistema obtemos a Figura 3.1.

Para r > 1 o sistema possut trés pontos de equilibrio e para obté-los resolvemos o
sistema f(z) = (0,0,0). E claro que Z" = (0,0,0) € solugio de (3.5). Agora, supondo
x1,To,x3 # 0, podemos fazer

xg—x120—> 1 = T9.
rey —x — 113 =0— mrz=x1(r—1) > x3=(r—1).

23 —br3=0— 1 =+\brs = 11 = +/b(r — 1).

Logo temos os pontos de equilibrio

0 b(r —1) —/b(r —1)
z=(0] ., a=|Vor—1)| ei=|-\or—1)
0 r—1 r—1
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Figura 3.1: Atrator de Lorenz

A estabilidade destes 3 pontos de equilibrio pode ser analisada estudando a apro-
ximacao linear do campo vetorial, como comprova o Teorema 1.1.16. Porém, antes de
recorrer ao caso linear, vamos estudar o Método de Lyapunov, que se utiliza de uma
funcao auxiliar para determinar o comportamento dos pontos de equilibrio de uma
Equacao Diferencial.

O método de Lyapunov que trataremos aqui nos possibilita verificar a estabilidade
de pontos criticos de sistemas gerais, em particular nao lineares, da forma

¥ = f(x). (3.6)
Essa anélise é feita com a ajuda de uma aplicacao especial que definimos a seguir.

Definicao 3.1.3. Uma funcao V : U — R, onde U é uma vizinhanca qualquer de
T = 0, é denominada fung¢io de Lyapunov para o sistema z'(t) = f(z(t)) quando
satisfaz:

i) V é continua em U e C' em U \ {T};
ii) V(z) =0,V(z) >0,Va € U\ {T};
iii) (VV(x), f(z)) <0,Vz e U\ {7}
V é denominada funcao de Lyapunov estrita quando satisfaz
iii’) (VV(x), f(z)) <0,Vz € U\ {Z}.

Observacao 3.1.4. Dada a EDO (3.6), dizemos que T é Lyapunov Estavel para f
quando existe uma funcao de Lyapunov para o ponto Z. A importancia da funcao de
Lyapuonv e a razao desta denominacao ficarao claras ap6s o Teorema 3.1.7.

As condigoes iii) e iii’) podem ser interpretadas da seguinte forma: a funcdo
(Vox):R— Rétal que

d

(Vo)1) ={VV(x(t)),2'(1)) = (VV(z(1)), f(x(1))) <0,

ou seja, a funcao de Lyapunov V' é decrescente quando restrita as trajetorias de f.
Provamos agora dois Lemas que serao utilizados na demonstracao do teorema

principal sobre a funcao de Lyapunov
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Lema 3.1.5. (Lema de Gronwall) Dadas as constantes o, f > 0, se uma fun¢io w :
[0,7] C R — R continua satisfaz

—a+/8/ s)ds, t € [0,T7,

entao podemos estimar o crescimento de w por
w(t) < e’ t €[0,T].

Demonstragao: Seja ¢ > 0 arbitrario e defina v(t) := (a + ¢)e® para t € [0,T]. A
fungao v satisfaz a equagao diferencial v = fv. Logo, v também satisfaz a equagio
integral

v(t) —a—l—&?—i-ﬁ/ s)ds, t € [0,T7.

Defina S := {t € [0,T] : w(s) < v(s) para s € [0,t]}. Por construcao, temos 0 € S.
Defina agora ty := inf{t : t € [0,7]\ S}. Suponha que t, < 7. Como w e v sdo
continuas, segue da defini¢do de S e ty que w(ty) = v(tp). Porém da desigualdade

w(to) —a—l—ﬁ/ ds<oz+5—|—6/ = v(tp)

obtemos uma contradicao a hipotese tg < T'. Temos portanto que ty; = 1. De onde
concluimos que
w(t) < (a+e)e®, t € [0,T].

Como € > 0 é arbitrario, o lema est& provado. [ |

Lema 3.1.6. Sejam D C R" aberto e f : D — D Lipschitziana continua em D com
constante de Lipschitz L. Sejam ainda v : I C R — D uma solugao de x'(t) =
f(z(t),z(0) =29, ey : I CR — D continuamente diferencidvel satisfazendo

ly(@) —2zO)| < a, ly(t) - fly®) <b, t€[0,T].
Entao vale a desigualdade
ly(t) — z(t)|| < (a+bT)e", t €[0,T).

Demonstragao: Para t € [0, 7], temos

ly(t) - 2(0)] = Hym) —0)+ [ W) - (5D

< a+/0(Hy'(S)—f(y(S))H+Hf(y(8))—f($(8))||)d8
< a—i—bt—i—/o Llly(s) — z(s)|| ds

¢
< a+bT—|—/ L||y(s) — z(s)| ds
0

Definindo w(t) := ||y(t) — z(t)||, obtemos da desigualdade acima que

¢
w(t)Sa—i—bT—i—L/ w(s)ds, t €[0,T].
0
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Utilizando o Lema 3.1.5 para a funcao w(t) com a = a+bT e B = L temos w(t) < ae’T
e assim
ly(t) = =) < (a+bT)e™, t € [0,T].

O préximo teorema deixa claro a importancia de uma funcao de Lyapunov para
a estabilidade de um sistema de EDO’s.

Teorema 3.1.7. Sejam U uma vizinhanca qualquer dext =0 eV : U — R uma funcdo
de Lyapunov para o sistema x'(t) = f(x(t)). As sequintes condi¢oes sao satisfeitas

a) T=0 € um ponto de equilibrio estdvel.

b) T =0 € um ponto de equilibrio atrator se e somente se existe uma vizinhanga W de
0 de modo que a solugao estaciondria x(t) =0 de 2’ = f(x) € a unica solug¢ao que
satisfaz

x:[0,00) = U, (0) e W e %V(m(t)) =0Vte(0,00).

Demonstracao : a) Queremos mostrar que Ve > 0,3 6 > 0 tal que, caso a solugao

z(t) satisfaga |z(0) — T| < J entdo |z(t) —T| < ¢,V t € [0,400). Para tanto tome

r > 0 tal que By, (T) C U. Defina f := mingcs, {V(x)}, que existe pelo Teorema de

Weierstrass ja que V' é continua e S, é compacta; note também que [ é positivo pois

V(z) =0« x =7 = 0. Novamente da continuidade de V' podemos definir o aberto

Us :={x € U:V(x) < B}N B,.(T) C B,(0), agora como V(T) = 0 temos T € Uy e

assim Upg é uma vizinhanca de ¥ com Ug C B, C U.

Suponha agora, por contradicao, que dado x € Ug qualquer existe T > 0 tal que

x(T) € U, em particular temos x(T) € B, e assim existe t, € [0,T] tal que z(t,) € B,.

Segue dai que

V(z(0)) = V(z) < B < V(x(t)),

porém isto ¢ uma contradigdo com a definigdo de V pois devemos ter V(x(t.))
V(z(0)). Portanto dado € > 0 qualquer tal que Bo.(T) C U temos que existe §
minges. V() tal que T é um ponto de equilibrio estavel na vizinhanca Us .

b) Seja T = 0 um ponto de equilibrio atrativo do sistema 2'(t) = f(z(t)) na
vizinhanca U. Temos entdo que existe 6 > 0 tal que V = € Bs(Z) a solu¢do x(t) com
z(0) = z satisfaz lim;, z(t) = Z. Tome § como acima e defina W = Uz N Bs.

Seja x : [0,400) — U uma solucao de z/(t) = f(x(t)),xz(0) € W, satisfazendo
LV (z(t)) =0, V¢ > 0. Temos entdo

I IA

V(z(0)) = lim V(x(t)) =V( lim z(t)) = V(0) =0,
t—-+o0 t—-+o0
e portanto x(0) = 0. Além disso a definicao de V nos da V(z(t)) < V(x(0)) = 0, o que
implica z(t) = 0 para cada t € [0, +00), como queriamos.
Reciprocamente, tome novamente Up e seja x(t) uma solugdo do PVI

a'(t) = f(z(t))
{ w0 eu, (3.7)

Como U C U, V & uma fun¢do de Lyapunov para o PVI (3.7) e assim, do item a),
tem-se que x(0) & estavel e a solucao satisfaz Im(x) C B,.
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Desta forma, cada sequéncia (t,,)neny com lim,,_, ;o £, = +00 nos da uma sequéncia
(2(tn))nen C By, logo pelo teorema de Bolzano-Weierstrass existe uma subsequéncia
convergente ((t,))nen C B, que converge para algum & € B,.

Sabemos que T = 0 € Ug, vamos supor por contradicao que & # 0, ou seja

3 (tn)neN’a nl—lgil—loo tp = t00 e nl_lﬁl_loox( ) =7 7£ 0 (38)

Note que se |Z| = r ou V(&) = [, entdo teremos a mesma contradigdo obtida em a),
isto &, existiria ¢, > 0 tal que para x(0) € Up

V(z(0) < B < V(x(ts)).

Portanto deve ser V(&) < 8 e assim & € W = Us N B,.
Considere agora a solucao z do PVI

{ i(%) - e, (3.9)

Novamente do item a) segue que I'm(Z) C B;. Como & # 0 e (V o &) é mondtona nao
crescente, temos V(z) < V(z(0)) =z, Vt>0.

Caso fosse V(z(t)) = V(2(0)) = V(z), VYt >0, teriamos (V o Z) constante e da
hipoteses teriamos Z(t) = 0, donde V(z) = 0 = & = 0. Portanto deve existir 7 > 0
com V(z(1)) < V(2(0)).

Considere agora as aplicagoes x,, : [0, +00) — U dadas por x,(t) := z(t, +1), que
sao solucoes, respectivamente, de

2y, (t) = f(xn)
{ o (0) = 2(t) ° (3.10)

Como f € C!, aplicando a desigualdade do valor médio temos

Vay,x0 € By, || f(z1) = f(22)|| < sup [|[Df(2)|[|lz1 — 22| < L,

X GE’I‘

onde L = L -sup, g ||Df(z)|. Logo f é Lipschtiziana em B,.
Por outro lado, vemos que as aplicacoes x,, sao todas de classe C? e formam uma
sequéncia convergente, pois temos de (3.8) que

lim z,(t) = lim x(t, +¢) =2, Vt>0,
n——+0o00 n—-+00
logo (x,,) é de Cauchy. Restrita a B, esta sequéncia converge uniformemente e podemos
definir y : [0, +00) — B, y(t) = limy, 1 ,(t), com y,,(t) = lim,_, 4 2, (t).
Dai segue que

() =3O = | lim_w,(0)—d| =] lim_a(ta) -l =0
/(0 = F@) = | lm (6= f( Tm_za@) =] T [#(t) — fn(e)] =0

Aplicando entao o Lema 3.1.6 obtemos a = 0,b = 0 e assim

lim |z,(t) —Z(t)| =] lim z,(t) —Z(t)| = |y(t) —z(t)| =0, t€]0,7]

n—-+o0o n—-+o0o
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Obtemos entao y(t) = &(t) em [0, 7] e segue que

nl_l)IJ{lmV(x(tn +7) = V(nl_l)IEOO (7)) =V (Z(1)) < V(2) = nl_lgloox(t”)) (3.11)
Observando novamente o fato de (V o x) ser mon6tona nao-crescente vemos que (3.11)
nao pode ocorrer. Assim devemos ter £ = 0 e qualquer PVI com condicao inicial
z(0) € W deve ter T = 0 como ponto de equilibrio atrativo |

Corolario 3.1.8. Seja V' uma funcao de Lyapunov estrita em U, uma vizinhanc¢a
de T = 0, para o sistema x'(t) = f(x(t)). Entdo o ponto de equilibrio T = 0 €
assintoticamente estdvel.

Demonstragdo: O Teorema 3.1.7 item a) garante a estabilidade de T em alguma
vizinhanga B,(0) C U. Note agora que para toda solugdo de 2'(t) = f(z(t)) cuja
imagem esta contida em B,(0), ¢t > 0, a aplicagdo (V o x)(t) é mondtona estritamente
decrescente. Seja x uma solucao qualquer do PVI

{ 2'(t) = f(z(t))
z(0) =0

tal que L(Vox)(t) = 0,6 > 0 e Im(z) C B,. Vejamos que z(t) = 0. Suponha
por contradi¢do z(t) # 0, logo existe t, > 0 com z(t,) # x(0) = 0. Como a fungao
0(t) = L(V o z)(t) é nula, vale que

tx tx d
0= / 0(s)ds = / —(Vouxz)(s)ds = V(z(t.)) — V(x(0)),

0 o ds
o que implica V (z(t,)) = 0 e assim z(t,) = 0, o que é uma contradi¢ao. Logo deve ser
z(t) = 0, do item b) segue que T = 0 é atrativo. |

Quando estamos estudando sistemas nao-lineares em geral nao temos um método
simples e direto de obter uma fun¢ao de Lyapunov, porém em alguns casos particulares
temos os seguintes métodos:

1) No caso em que o sistema modelado pela dindmica f é um sistema mecanico,
ou seja, um sistema que respeita as leis da Mecanica Newtoniana, e além disso é um
sistema conservativo, sem dissipacao de energia, podemos utilizar a lei e conservagao
de energia para encontrar a fungao de Lyapunov do sistema. Para detalhes veja

2) Podemos supor que a fungao de Lyapunov é da forma V' (z) = (2, diag(ay, . . ., a,)xz*?),
onde ag,an € N, a; € R, 1 < i <n, e utilizando o item iii) da Defini¢do 3.1.3 determi-
nar os o e os a;.

Vejamos algumas aplicagoes dos resultados obtidos até aqui.

Exemplo 3.1.9. Considere o sistema nao linear

2() = fe(t) com flar,w) = (—3962 - )

—2x9 +
Definindo a aplicacao

V(zy,x9) i= 2%+ 923, (21, 25) € R?,
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vemos imediatamente que ela satisfaz as condigoes i) e ii) da Defini¢io 3.1.3. Dada
uma solucao do sistema temos

d V(a(t) d o, Vi) d

EV(x(t)) = o, Ewl( ) T Or, a@(t)
e e R RT)

= 627(=379 — 23) + 18x9(—215 + 7)
= —182%xy — 621" — 3623 + 18z7xy
= —6(x;° +623) <0

Agora do fato de (VV (z(t)), f(z(1)) = (VV(z(t)),2(t)) = SV (x(t)) temos que V
satisfaz o item iit’) da defini¢io 3.1.3. Concluimos diretamente do Coroldrio 3.1.8 que
T =0 é um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel.

Exemplo 3.1.10. Considere agora o sistema

=gy o sonm=( 1) (2)

X2

Uma fungio de Lyapunov é dada por V(xy,13) = 23 + 23. O Teorema 5.1.7 garante
que T = 0 € um ponto de equilibrio estdvel mas nao atrator, pois dada uma solucao
qualquer z(t) vale que

d oV (x(t)

Vet ===

OV (1))
dt *

)+ =5

- fo(z(t)) = 22129 — 23120 = 0.

Logo qualquer solugdo satisfaz %V(l‘(t)) =0.

3.2 Equacoes Diferenciais Lineares: Métodos Matri-
ciais

Vamos analisar o caso particular de (3.1) em que f(x(t)) = Az(t),A € M(n,R) e

2 (t) = Ax(t) (3.12)

Do Teorema 1.1.22 ja sabemos a forma e o comportamento das solucoes, queremos agora
estudar a estabilidade do ponto de equilibrio Z = 0. Vamos apresentar resultados que
nos ajudam neste estudo.

Teorema 3.2.1. Seja o sistema (5.12). Sao equivalentes as sequintes afirmagoes:

a) O ponto de equilibrio T = 0 € assintoticamente estdvel;
b) O ponto de equilibrio T =0 € atrativo ;

c) max{Re(\) : A € autovalor de A} < 0.

Demonstracao: a) = b) Segue diretamente da Defini¢do 3.1.1: T ¢ assintoticamente
estavel, logo T ¢ estavel e atrator.
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b) = ¢) Suponha que I\ =a+if € C, a > 0 e este A seja um autovalor de A.
Se v é um autovetor correspondente, definimos

z(s) := Re(e™v), s >0,

que é uma solugao de (3.12), pois

d
(eMv) = d—eksv = AeMv = M = M Av = AeMv;
s

o mesmo valendo para as partes real e imaginaria. Agora, como « > 0 temos

li t) = i ol :
t—}—ﬁ-moox( ) t—}—&-mooe v % 0
Porém isso contraria o fato de T = 0 ser um ponto de equilibrio atrator do sistema,
portanto devemos ter o < 0 para qualquer dos autovalores de A.

¢) = a) Usando o Teorema 1.1.21 temos que a solugdo do sistema, que é dada
por z(t, zy) = e, satisfaz

(t, o) — Z|| = ||| < e, Vi >0.

Note que ¢ > 0, € > 0 e v < 0, tomando ¢ arbitrariamente pequeno e fazendo ¢t — +o00
temos

tLlinoox(t’ :EO) =0

Isto prova que T = 0 é assintoticamente estavel |

Observacao 3.2.2. Se o ponto de equilibrio T = 0 ¢ assintoticamente estavel, podemos
concluir do Teorema 3.2.1 que todas as solucoes de (3.12) convergem exponencialmente
para T = 0 quando t — 0. Isto é o que chamamos de estabilidade exponencial. Quando
o sistema é autonomo este conceito é equivalente ao conceito de estabilidade assintotica.

Observagao 3.2.3. Caso o ponto de equilibrio T = 0 do sistema (3.12) seja assintoti-
camente estavel, entao o sistema

' =Az+0b(t),t >0, (3.13)

¢ dito BIBO-estavel (Bounded Input, Bounded Output ou entrada limitada, saida
limitada). Isto &, se b € L*([0,400);R"), entdo toda solugdo de (3.13) esta tam-
bém em L*([0,+00);R™), porém isto nao vale se T = 0 é apenas estavel. Aqui
L>([0, +00); R™) = {f : [0, +00] — R™ : supess |f(z)| < oo}

Motivados pelo Teorema 3.2.1 vamos definir o que é uma matriz estavel e vamos
buscar condicoes para que uma matriz seja estével

Defini¢ao 3.2.4. Uma matriz A € M(n,R) que satisfaz
max{Re(A) : A é autovalor de A} <0

é denominada maltriz estdvel.
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Exemplo 3.2.5. A matriz

€ tal que seus autovalores sao

2 2

-1 V3 -1 V3
{ —27 —1—27}.

Portanto A é estdavel

De acordo com esta definicao, uma matriz sera estavel se todos os seus autovalores
estiverem no semi-plano esquerdo do plano complexo.

Sendo A a matriz do sistema (3.12), seus autovalores sdo as raizes do polinémio
caracteristico pa(r) = det(A —rI), que com algumas manipulagoes pode ser escrito
como:

n
pa(r) ="+ ap"".
i=1
Obtemos entao

Lema 3.2.6. Se A ¢ uma matriz estdvel, entao todos os coeficientes aq,...,a, de pa
$a0 positivos.

Demonstracao: Vejamos inicialmente o caso n = 3. Neste caso, temos
pa(r) = (r—X)(r— X)) (r — A3).

Suponha inicialmente que todas as raizes sao reais, assim a hipotese nos dé A, g, A3 <
0. Fazendo os produtos obtemos

par) = (r=A)( =) (r—A3) = (1% — (AL + A)r + M) (1 — A3)
= 7”3 — ()\1 -+ )\2 + )\3)7" + ()\1)\2 + )\1)\3 + )\2)\3)7’ — )\1)\2)\3.

Como todas as raizes sao negativas fica claro que todos os coeficientes sao positivos.

No caso em que uma das raizes possui parte imaginaria nao-nula necessariamente
seu conjugado serd outra raiz, podemos entao escrever Ay = a+if € A3 = Ay = o — i3,
com « < 0, e neste caso

pA(T) = (7" — /\1)(7’ — )\2)(7’ — Xg) = 7’3 — ()\1 + )\2 +X2)7’ + ()\1)\2 + )\1X2 + )\QXQ)T’ — )\1)\2X2
rd — (A +20)r* + (20a + & + BH)r — M (a? + 57)

e novamente podemos verificar que todos os coeficientes serao positivos.
No caso geral, denotando por \; os autovalores reais de A e por \; os autovalores
com parte imaginaria nao-nula, temos

pa(r) = H(r - A\r) H (r* = 2Re(A\j)r + M%),

e vale —\; > 0 e —2Re(\;) > 0; donde vé-se que todos os coeficientes sao resultados
de somas ou produtos dos nimeros positivos —A\g, —2Re();) e |\;|?, portanto também
sa0 positivos. [ |
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O critério apresentado por este lema nao garante a estabilidade assintotica, como
mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 3.2.7. Considere a EDO homogénea
T+i+t4+2=0
O polindmio caracteristico do sistema correspondente é
palr) =13 +ri+r41

e possui raizes —1,1, —i. Verifica-se que o ponto de equilibrio Z = 0 do sistema corres-
pondente é estdavel, mas nao assintoticamente estdvel.

Para polinomios de grau menor ou igual a 4 podemos encontrar condigoes sufi-
cientes para garantir a estabilidade da matriz A através do estudo dos coeficientes de
seu polindmio caracteristico e utilizando o teorema fundamental da algebra.

Proposigéo 3.2. 8 ([7]) Considere os polinomios p; : R — R, 1 < i < 4, dados por
pi(r) = 2 + 314 ™ e considere os conjuntos {rl}, que é a raiz de py, {r?,r3} as
raizes de py e da mesma forma {r3,r3 r3} {ri,r3,r3,ri}. Entdo, temos as seguintes
implicacoes:

ag >0 = r{ <0;

ap>0ea; >0 = Re(r?) <0 e Re(r3) < 0;

a; >0,0<i<2ea; ay>a = Re(r:{’)<0,Re(§’)<OeRe(é)<0

@i >0,0<i<3 eaz-az-al>a?+a2ag = Re(r}) <0,Re(ry) <0,Re(ri) <0 e Re(r}) < 0.

Para obter um condigdo suficiente para o caso geral de (3.12), temos o chamado
Critério de Routh-Hurwitz, que utiliza a possibilidade de fatorar polindmios a valores
complexos para estudar suas raizes. Indicamos ao leitor as referéncias [6] Cap 3, p 213,
[16] e [8].

Consideremos agora o caso particular de (3.1) em que f(x(t)) = Ax(t) + g(z(t)),

isto é, sistemas da forma
o' (t) = Ax(t) + g(x(t)) (3.14)

onde A € M(n,R) e g : R" — R”. Suponha ainda que para f : R" — R", f(z(t)) :=
Az(t) + g(x(t)), valham as hipoteses

(2.9) f(0)=0
(2.10) f e CYR™ R").

Obtemos agora um teorema que nos fornece uma condigao suficiente para garantir
a estabilidade do ponto de equilibrio do sistema (3.14).

Teorema 3.2.9. Seja A uma matriz estdvel e g : R™ — R™ uma aplicacao satisfazendo

lim
lzll>0 ||z

Entao o ponto de equilibrio T = 0 do sistema (3.14) é assintoticamente estdvel.
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Demonstracao : Das hipdteses temos que existem constantes ¢, 8 > 0 tais que HeAt H <
ce™®t ¥V t > 0; e dado ¢ > 0 existe & > 0 tal que ||g(y)|| < ellyl, para todo
y € R", |ly|]| < 4. Pela arbitrariedade das constantes podemos tomar um 0 < e < ¢™'3
e obtemos [g(y)|| < ¢8|yl

Seja z : [0,7) — R™ uma solugao local do sistema z’ = Az + g(z), que existe pelo
Teorema 1.1.6, ja que f(z) = A-x + g(x) € C'. Temos entio

o) = o)+ [ lgtetslas, (3.15)

lz@)Il < [[e*[[ll=(0 H+/ e [ llg((s))llds (3.16)
< ce ?PY|z(0)|| —I—B/O e~ A=) z(s)||ds, t € [0,T). (3.17)
(3.18)

Definindo w(t) := e**!||z(t)|| para t € [0,T), e multiplicando ambos os lados da desi-
gualdade por €2 obtemos a estimativa

w(t) < ez (0 |+ﬁ/ s)ds, t € [0,T).

Utilizando o lema de Gronwall 3.1.5 obtemos que
w(t) < cl|z(0)| e, t € [0,T).
Agora multiplicando ambos os lados da desigualdade por e=2%* temos
lz()]l < cllz(0)lle™™, ¢ € [0,T). (3.19)

Assim concluimos que a solugao local x pode ser prolongada ao intervalo [0, 00). Logo,
a estimativa (3.19) vale para T' = oo e vale

lim z(t) =0,

t——+o0
provando assim o teorema. [ |

Observacao 3.2.10. Os sistemas que satisfazem as hipoteses do Teorema 3.2.9 sao
chamados sistemas perturbados. Utilizamos o teorema acima com a ajuda da expansao
de Taylor; de fato, tomando o campo de vetores f e o ponto de equilibrio T = 0,
verificamos se o Teorema 3.2.9 é satisfeito. Tendo como hipétese que f € C1(R", R")
podemos escrever

F() = F(O +2) = F(0) + dF(0).2 + role) = dF(0).2 4 rofe). com Tim 2D

lzl|>0 |||

=0.

Desta forma denotamos A = df(0) e g(x) = ry(x), e para aplicar o Teorema 3.2.9 basta
verificar se A é uma matriz estavel.

Exemplo 3.2.11. Considere a EDO

T+ 2axr +sinx = 0.
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Esta equacao modela um sistema sujeito a oscilagoes, com constante de amortecimento
a>0, e € um caso mais geral do Exemplo 1.1.26. Vamos encontrar o sistema lineari-
zado desta EDO. Reescrevendo em forma de sistema temos o' = f(x), com

flar, ) = ( 2 ) . (3.20)

—2axrs — senx;

Claramente T = (0,0) € um ponto de equilibrio e a linearizacdo deste sistema em torno

de T nos fornece a matriz
0 1
z4=dﬂ0%=<_1 _m),

cujo polindmio caracteristico é py(\) = N + 2a\ + 1; assim seus autovalores sdo
M =—a++Va2—1el = —a—+a2—1. Note agora que se a> —1 < 0, entdo as
partes reais de \; e Ay sao negativas. No caso em que a®> —1 > 0 ambos os autovalores
serao reais e temos que

a=Va:=>a>Vai*—-1=—-a<—Vai>—1= —a+Va*—-1<0,

logo \1 < 0 e Ay < 0 por ser soma de numeros negativos. Portanto A € estdvel e Z =0
€ assintoticamente estdvel.
No caso particular em que a = 0 temos o problema do péndulo nao linear, mode-
lado pela equacao diferencial
T +sinex =0

O sistema correspondente é

¥ = f(x) com f(x) = (v9, —senzy).

E ao procurarmos os pontos de equilibrio do sistema obtemos

) =0
—senr; = 0°

f(z1,22) =(0,0) & {

Isto implica que os pontos de equilibrio sao da forma (km,0),k € Z; note que T = (0,0)
€ um destes pontos. Ao tomarmos a linearizacao do sistema mno ponto T obtemos a

matriz
Azﬁ@:<ﬂ®

cujo polinémio caracteristico é pa(\) = A\ + 1, assim seus autovalores sio {i,—i} e
portanto A nao € estdvel.

Exemplo 3.2.12. Considere o sistema de Lorenz com equacio x' = f(x) dada por
f:R? = R3,
s(xy — x1)
flz)=rzg — a2 — 2123 |, (3.21)
T1X9 — b[)f3

onde s,7,b >0 comr >1es>b+ 1. Os pontos de equilibrio foram obtidos anterior-
mente no Fxemplo 3.5 e sao

0 b(r —1) —/b(r —1)
z=(0] ., a=|Vor—1)| ei=|-\or—1)
0 r—1 r—1
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Linearizando o sistema temos

—5 s 0
Jfz)=|r—z -1 —z
Z9 1 —-b

Em particular, para os pontos de equilibrio

—s s 0
Jf@)=|r -1 0 |=A4;
0 0 —b
Jf(2) = _1 —1 —/o(r=1) | = 4;
\/b(r - 1) \/b(r - 1) —b
—5 s 0
Jf(2) = 1 ~1 bir—1) | = A

—/b(r —1) —/b(r —1) —b

Temos entao

pp(t) =det(tI — A) = (t+s)(t+1)(t+b)— (t+b)sr
t+b) 2+ (s+ Dt +s—sr) = (t+b) (> + (t+ 1)t — s(r —1)).

Note que o coeficiente independente serd —bs(r — 1) < 0, logo A ndo ¢ estdvel. Para
as outras matrizes temos

pi=p,i(t) =det(t] — A) = (t+s)(t+1)(t+b)+sbr—1)—s(t+b)+ (t+s)(r—1)b
= (P4 (s+ 1)t +s)(t+Db)+sb(r—1)—st—sb+tb(r—1)+ sb(r—1)
= 34 bt? 4 (s — Dt* + (s + )bt + 2sb(r — 1) + b(r + 1)t + st — st + bs — bs
34 (b+ s+ 1)t2 +b(s +7)t + 2bs(r — 1).

Pela Proposicao 3.2.8, precisamos provar que (b+s+1) > 0, b(s+r) > 0, 2bs(r—1) >0
e (b+s+1)(b(s+r))—2bs(r—1) > 0. Os trés primeiros sequem das nossas hipdteses
wictais. Por outro lado, utilizando a hipotese de que s > b+ 1, obtemos

(b+s+1)(b(s+1)) —2bs(r — 1)

(b* 4+ bs + b)(s + 1) — 2bs(r — 1)

b2s + b*r + brrs + bs® + bs + br — 2bsr + 2bs
b?r + b%s + bs* — brs + 3bs + br

b(br +bs + s> —sr+3s+7)

br +bs+s? —sr+3s+r
r(b+1—s)+s(s+3+0b)

r(b+1—s)

r

SO OO O oo

—s(s+3+0b)
—s(s+b+3)
(s—b—1)

VvV VVVVVYVYVYV

—s(s+b+3)

Obtemos entao que para s >b+1er <
(s—b—1)

0s pontos Z e Z sao pontos de

equilibrio assintoticamente estdveis.



ol

Finalizamos o capitulo estudando algumas igualdades matriciais que garantem a
estabilidade de sistemas lineares. Os resultados aqui obtidos serao usados na parte de
estabilizacao de sistemas.

Definicao 3.2.13. Seja M € M (n,R) uma matriz, dizemos que M é:

i) Simétrica se vale M = M*, isto é, M é igual a sua transposta, denotamos isto por

M e S,;

i) Semi-definida Positiva se vale (x, Mxz) >0, Vx € R" e M € §,,, denotaremos isto
por M € S;;

iii) Definida Positiva se vale (x, Mxz) >0, V2 € R*"\ {0} e M € S, denotaremos isto
por M € St .

Observacao 3.2.14. Podemos também introduzir uma relacao de ordem parcial no
conjunto S;7, que é a chamada ordem parcial de Lowner e é representada por »=: dizemos
que M = 0 quando M € S e dadas A, B € S; a ordem é definida por

A-B& A—-B*=0.

Da defini¢ao temos que dadas A € M(n,R) e B € M(l x n,R) vale B*B € S e se
A — B*B € S, entao vale que A € S, pois da transitividade da rela¢do temos

A-B*BeS'=A-B'B=0=>A=B*B=0=AcS/ .
Ou ainda, utilizando o produto interno, temos para todo r € R",
A—B*BeS! = (z,(A— B*B)z) > 0= (x, Av) > (x, B*Bx) = (Bx, Bx) > 0.
Vamos entao aos resultados.

Lema 3.2.15. Sejam U € M(n,R),V € M(m,R) e W € M(nxm,R). SeU eV sao
matrizes estdveis, entao a solucao unica da equacao matricial

UX+XV+W=0 (Xe€Mmnxm,R))
€ a matriz estdvel -
X = / YWetV dt.
0
Demonstragao: Pelo Teorema 1.1.21 e das hipdteses, temos que existem constantes
c1,c0 > 0 e [y, B > 0 tais que

e[| < cre™ eV < o™, >0, (3.22)

Note que para T' > 0, temos

eTUweTV —-W = eTUWeTV o €0UW€0V — /T %(etUWGtV)
0

T
- / [Ue"WetY + "We V] dt, (3.23)
0

onde usamos o fato de que uma matriz comuta com sua exponencial. Usando entao
(3.22) e o fato de que || ABC|| < [|A|||B|||C]|, temos

R . E R 520
< limg oo cre” T |W]| - limys oo coe =T = 0 '
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Tomando o limite de 7" — 400 em (3.23) obtemos

-W = / [Ue"WeY + "WeVV]dt =U / eWeVdt+ / WeVdtV = UX+XU,
0 0 0

ficando assim provada a existéncia de solugoes. Para provar a unicidade, suponha
que X1 e X5 sao solugoes de UX + XV + W = 0 e defina X := X; — X,. Logo,
X € M(n x m,R) é tal que

UX+XV =UX1 - X))+ (X1 —Xo)V =UX1+ X,V —(UXo+XoV) =W —-W =0
Temos entao

d X X . L
= (etUXetV> — UeVXetV + eV XVel =V (UX + XV)elV = ¢ (0)et = 0

e portanto a expressao eV Xe!V' & constante e em particular,
eV XeV =W XY = X.
Assim temos lim;_, o HXH = limy_, 4 |[eV XV

mos X = O. [ |

‘ e prosseguindo como em 3.24 obte-

Podemos agora relacionar estabilidade com uma equagao matricial a partir do
seguinte teorema.

Teorema 3.2.16. Dada uma matriz A € M(n,R), temos que A é uma matriz estdvel
se e somente se existe uma matriz P € S} tal que

A*P 4+ PA=—] (3.25)

Demonstracao : Se a matriz A é estavel, podemos usar o Lema 3.2.15 com U =
AV =AeW =1, donde segue a existéncia de uma matriz

o0
P = / et et A dt
0

que é estavel. Note agora que dada P temos para todo z € R”

(x, Pr) = <x,/ etA*etAdtx>:/ (e, e dt
0 0
_ / lez|dt > o,
0

e portanto P € SI. Agora do fato de A ser estavel temos que nenhum de seus
autovalores é nulo, desta forma A é invertivel, o mesmo valendo para e e assim
ez = 0 < 1 =0, donde segue P € S}H+.

Reciprocamente, se P € S satisfaz a equagao (3.25), defina

V(z) := (z, Px), x € R".
Logo, a fungao V' é diferenciavel e satisfaz V' (0) = 0,V (x) > 0,V = # 0 e ainda
(VV(z),Az) = (Px+ P*z,Ax) = (A*Px,x) + (x, PAx)
= ((A*P+ PA)z,z) = (—z,z) = —|jz|* < 0.
Isto é, V' é uma fungdo de Lyapunov estrita para o sistema x'(t) = Az(t). O Corolario
3.1.8 implica que o ponto de equilibrio T = 0 do sistema a'(t) = Az(t) é assintotica-

mente estavel. O Teorema 3.2.1 sobre sistemas lineares garante que os autovalores de
A tém parte real negativa, sendo A portanto estavel. [ |
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Observacao 3.2.17. No Teorema 3.2.16, a equagdo (3.25) pode ser substituida por
—A*P—PAeSH

Note também um segundo resultado obtido na demonstracao do Teorema 3.2.16,
dado o sistema 2'(t) = Ax(t) onde a matriz A é estavel entdo a funcdo V(z) =
[ et etAdt ¢ uma fungao de Lyapunov estrita para o sistema. A equagdo (3.25)

0
é dita a equacao matricial de Lyapunov.

Exemplo 3.2.18. Em casos de dimensao baiza nem sempre € preciso calcular a matriz
P por meio de integrais, considere por exemplo a equacao diferencial linear ¥’ = Ax,

onde (2) - (_01 _11) (Z) |

Note que pa(N\) = (A +1)2, assim A possui um tinico autovalor X = —1 de multiplicidade
2, sendo portanto estdvel. Pelo Teorema 3.2.16, aqui a equacao A*P + PA = —1I nos
dd

(F ) )G )= (5002 =( 5

que equivale ao sistema

—2a = —1
2 =2c=a
2d =b+c+1

e a solucao encontrada €

A funcao de Lyapunov correspondente € dada por:

1 1 3
V(z) = 2]+ —a129 + ~5.

Vejamos mais um critério para determinar a estabilidade da matriz de um sistema
linear autéonomo. Precisaremos da propriedade de observabilidade de um sistema de
controle (apresentada na Defini¢do 2.1.7 e caracterizada no Teorema 2.1.8). Lembre
que a formulacao do sistema de controle linear autonomo é

{x’(t) = Ax(t) + Bu(t)
yt) = Ca(t) ’

onde z(t) : [to,t1] = R" e u : [to, ;] — R™ sdo como em (2.1), y : [to, t1] — R% & o vetor
de observacao, que nos da informacao sobre a saida do sistema e temos as matrizes
Ae M(n,R), Be M(nxm,R)eC € M(dxn); Vamos ao resultado.

(3.26)

Teorema 3.2.19. Sejam A, X, W € M(n,R) e C € M(l x n,R) satisfazendo

o A*'X + XA=-W;
o W—-C*CeStH;

e O sistema (3.26) é observdvel.

Entao a matriz A é estdvel se e somente se X € ST,
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Demonstracao : Seja A uma matriz estavel. Como X satisfaz a equacao matricial
A* X+ XA =—W, temos do Lema 3.2.15 que X = [;* eV Welldt; Assim para z € R”
temos

(x,Xzx) = <$,/ etA*WetAdtx>:/ (e"a, Wetz)dt
0 0

> / (M, 0Oty dt = / " |cet et
0 0

Como o sistema (3.26) é observavel, concluimos da Defini¢ao 2.1.7 que Cetz =0V ¢ >
0, se e somente se x = 0, 0 que prova que X € S,
Reciprocamente, seja X € S, Defina a fungao

V(z):= (z, Xz), v € R™.
Como W — C*C € S;F, novamente da Observagao 3.2.14, W € S;F e temos

(VV(x(z)), A(z(t)) = (Xa(t) + X 2(t), Ax(t)) = (A"Xx(t), x(t)) + (x(t), X Ax(t))
— {alt), A"Xa(t) + XA(t) = —((t), Walt) <0, V>0
Seja agora # uma solucdo de 2/(t) = Az(t) com <V (z(t)) = 0,¢ > 0. Temos entdo

0= ;tV( (1)) = (VV(x(x)), A(x(t)) = —(x(t), Wz(t)), V=0, (3.27)

portanto este produto interno também se anula no célculo a seguir
0 < {(z(t),  W=C*"C)x(t)) = (x(t), Wa(t))—(Cx(t), Cz(t)) = —(Cz(t),Cx(t)), ¥t >0.

Porém como C' € S, temos Cz(t) =0, Vt >0, e da observabilidade do sistema (3.26)
temos, pela Definigdo 2.1.7, que 2(0) = 0 e, pelo Teorema 2.1.8, que W € S, logo
da equagao (3.27) temos z(t) = 0. Do Teorema 3.1.7 sobre a Fun¢ao de Lyapunov o
ponto de equilibrio ¥ = 0 é assintoticamente estével e do Teorema 3.2.1 sobre sistemas
lineares segue que A é estavel. [ |

J& temos como estudar a estabilidade tanto de sistemas de EDO lineares quanto
de sistemas mais gerais, o proximo passo ¢ aplicar estes conceitos e resultados na teoria
de sistemas de controle, onde encontramos a Estabilizacao de sistemas.



Capitulo 4

Estabilizacao

4.1 Estabilizacao em R”

A Estabilizacao de Sistemas de Controle se preocupa em analisar quando que um
sistema de controle possui pontos de equilibrio estaveis. Neste capitulo vamos estudar
algumas estratégias de estabilizacao nos Espacos R™ e também nas Variedades Diferen-
ciaveis. Nos concentramos principalmente no caso linear pois, como dito anteriormente,
podemos usar os resultados de sistemas lineares para estudar a estabilidade na vizi-
nhanca dos pontos de equilibrio. Ao contrario do que foi feito nos outros capitulos,
iniciamos com o estudo do caso linear e s6 depois verificamos o caso geral. A estratégia
principal serd procurar controles por realimentacao de estado ou por realimentacao
de saida, obtendo assim um sistema de EDO’s para aplicar os resultados obtidos no
capitulo anterior.

4.1.1 Estabilizacao de Sistemas de Controle Linear
Ao Longo desta secao vamos considerar o sistema de controle linear autéonomo
2'(t) = Ax(t) + Bu(t), z(t) € R™, u(t) € R", (4.1)

onde A € M(n,R) e B € M(nxm,R). Representaremos este sistema pelo par (A4, B).

A primeira técnica de Estabilizacao que vamos estudar é a Realimentacao de
Estados. Supondo que o controle u possa ser obtido a partir do estado x por uma lei
linear, dita lei Feedback, escrevemos

u(t) = Fa(t),
onde F' € M(m x n,R). Substituindo em (4.1), obtemos o sistema linear
2'(t) = (A+ BF)x(t). (4.2)

Do Teorema 3.2.1 sabemos que o ponto de equilibrio 7 = 0 sera assintoticamente estavel
para o sistema (4.2) se escolhermos F' de modo que A + BF seja uma matriz estavel.
Isto motiva a seguinte definicao.

Definig¢ao 4.1.1. O sistema de controle (4.1) é denominado estabilizavel quando existe
F € M(m x n,R) tal que a matriz A + BF € M(n,R) é estavel. Neste caso dizemos
que o par (A, B) é estabilizavel.

%)
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Quando existe F € M(m x n,R) tal que u(t) = Fx(t) dizemos que o sistema
de controle (4.1) é do tipo circuito fechado (closed-loop-control) e u é chamado de
controle por realimentagao de estados. O sistema (4.1), quando escrito com o controle
de circuito fechado, é representado pelo par (A+BF, B) e temos os seguintes resultados.

Lema 4.1.2. ([1]) Se o sistema (4.1) é controldvel entdo para toda matriz F' € M (m X
n,R) o sistema (4.2) € controldveli.e., rank[A; B] = rank[A + BF; B].

Demonstracao: Para a prova veja |1]| pagina 46. [ |

Além deste Lema precisamos dos Teoremas 2.1.12 e 2.1.5 para provar o seguinte
resultado:

Teorema 4.1.3. Seja (A, B) um sistema auténomo controldvel. Entao (A, B) € esta-
bilizdvel pela matriz de realimentacao

F = —B*Wfl,

onde .
Wr = / e BB et dt.
0

Demonstracao: Considere inicialmente o sistema auxiliar

{ 2'(t) = (A+ BF)*x(t)
y(t) = B*x(t).

Como o sistema (4.1) dado pelo par (A, B) é controlavel, temos do critério de Kalmann,
Teorema 2.1.11 item e), que (—A, B) também é, do Lema 4.1.2 segue que (—(A +
BF), B) é controlavel. Agora da implicacdo a) = d) do Teorema 2.1.12 segue que o
par (—[—(A + BF)|", BT) é observével

Por outro lado, a definigdo de Wy garante que Wr € S, pois dado x € R"
qualquer

(4.3)

T T T
(x, Wrz) = <az,/ e BB e ™ dt x) = / (e7"' ¢, BB*e "N x)dt = / HB*e’tA*:UHth > 0.
0 0 0

Agora como o sistema (4.1) ¢ controlavel a implicacdo a) = d) do Teorema 2.1.9

garante que Wr é nao singular para todo T' > 0, logo W € S+,
Note agora que ao definirmos W = —(A + BF)Wrp — Wr(A + BF)* e utilizando
tanto as propriedades de exponencial de matriz quanto o fato de Wy € S,, obtemos

~-W = (A+ BF)Wy + Wy(A+ BF)* = AWr + B(=B*W; Y YWy + WrA* + Wi (-B*W,; )" B*
= AWr — BB* +WrA* — W;(W3) 'BB* = AWy — BB* + WrA* — BB*

T T
= AWy +WpA* —2BB* = A < / e—ASBB*e—A*Sds> + < / e—ASBB*e—A*Sds> A* — 2BB*
0 0

T T
* * d *
— / — [Ae_SABB*e_SA — e ABB* AT e } dt — 2BB* = — / &(e_AtBB*e_A t) dt — 2BB*
0 0

= —(e4"BB*e 4T _ BBT) - 2BB* = —eATBB*e~4"* — BB".
Donde segue que W = e ATBB*e~A"* + BB* e portanto W — BB* = Wy € S;.

Note agora que, tomando (A* = (A + BF)*, C* = B* e X = Wr, podemos utilizar o
Teorema 3.2.19, temos entao
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(1) Wr e S,
(2) O sistema (4.3) ¢ observavel;
(3) W:=—(A+ BF)Wr — Wr(A+ BF)* é tal que W — BB* € S,

Isto garante que A + BF é uma matriz estavel [ |

Observacao 4.1.4. O Teorema 4.1.3 garante que todo sistema autéonomo controlavel
é estabilizavel por realimentacao de estado. A reciproca entretanto nao é verdadeira,
conforme podemos verificar no seguinte exemplo: Considere o sistema

() = (_01 _12> (1) = Ax(t) + Bu(t)

com B = 0,z(t),u(t) € R% Temos que o sistema ¢ estabilizével pois V F' € M(m x
n,R), (A+ BF) = A é uma matriz estavel. Por outro lado o sistema nao é controlavel,
pois

T
WT = / C_ASBBTG_ATSdS =0 ¢ S:—i_
0
e do Teorema 2.1.9 temos que o sistema nao é controlavel.

O proximo resultados nos da as condigoes suficientes para garantir a controlabi-
lidade de um sistema estabilizavel.

Teorema 4.1.5. Seja (A, B) um sistema autonomo de controle. Entao (A, B) € con-
troldvel se e somente se (A, B) e (—A,—B) sdo ambos estabilizdveis.

Demonstracao: Seja (A, B) controlavel, entdao (—A, —B) também é controlavel; de
fato, como (A, B) é controlavel o Teorema 2.1.12 item b) garante que se v € R™ \ {0}
entdo B*el'=D4"x £ 0 para qualquer t € [to, 1], dessa forma temos fg HB*eSA*xHst >

0, Vt € [ty,t1], donde segue que W = foT eABB*e* A ds € S++. Note agora que
T . T )
Wr = / BB eV ds = / e~ (= B)(=B*) e~ 4 s,
0 0

e portanto segue do Teorema 2.1.9 a) < d) que (—A,—B) é controlavel. Agora a
estabilidade de (A4, B) e (—A, —B) segue do Teorema 4.1.3.

Reciprocamente, sejam (A, B) e (—A, —B) estabilizaveis. O Teorema 2.1.11 nos
permite escrever os sistemas (+A, +B) na forma normal

Ill . A Apg By
() == (% a2)e=(0)

onde (£Ay1,£By) sdo controlaveis.

Os sistemas A A 5
11 12 1
(=0 ) =(0))

sao estabilizaveis quando existe uma matriz F' = (Fy, F3) tal que

+ A+ BiFy A+ BiF, — 1A
0 Agy
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sao matrizes estaveis. Utilizando o polindbmio caracteristico temos
PiLi = P+An+BiF " P+As;

Logo, para que +A sejam estaveis, é necessario que os blocos + A5, possuam somente
autovalores com parte real estritamente negativa, como isso nao pode acontecer temos
Agy = 0. O Teorema 2.1.11 nos garante entao que existe P € M (n;R) tal que

A= P71A11P e B= PilBl,

onde P é nao singular. A controlabilidade de (A, B) segue agora da controlabilidade
de (AH, Bl> [ |

Vejamos um exemplo

u

Figura 4.1: Equilibrio de um bastao

Exemplo 4.1.6. Considere um bastao de massa desprezivel e de comprimento unitdrio
que possui em sua extremidade superior uma massa pontual m. A extremidade inferior
pode ser deslocada ao longo do eixo x e a aceleracao correspondente a este deslocamento
corresponde ao controle. Denotamos por

t tempo, t > 0;
£(t) posicao da base do bastao;
u(t) aceleracao horizontal da base do bastdio;
o(t) angulo entre o bastao e o eixo vertical;
(z(t),y(t)) | coordenada do ponto de massa m.

Observe que a posicao de repouso ¢ = 0 nao € estdvel, no sentido de que pequenos
deslocamentos do ponto de equilibrio provocam a queda do bastao. Podemos entao nos
perguntar se € possivel tornar o sistema estdvel, isto é, se o sistema € estabilizdvel.

Analisando o modelo temos que sobre a massa m agem a gravidade e uma forca
F' na direcao do bastao, provocada pelo movimento da base do bastao. Temos entao

Somatdrio das forcas na dire¢io x : F -sin(¢).
Somatdorio das forcas na diregao y :  F - cos(p) —mg.

Supondo que tratamos apenas deslocamentos pequenos da posicao de repouso ¢ =

0, fazemos as sequintes hipdteses simplificadoras:

sin(¢) ~ ¢, cos(¢) ~ 1, y~1, i~ 0.
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Da lei de Newton sabemos que
mij = F(t) —mg e mi = F(t)o(t),
que implicam F(t) = mg e mi = F(t)¢(t). Das hipdteses obtemos ainda
z(t) = &(t) + o(t).

Observe que f(t) = u(t), e assim temos a equag@o

o(t) = go(t) — u(t), (4.4)
que reescrita em forma de sistema € dada por
21 = 29
. . 4.5
{ 2o =gz — u(t) (4.5)

Podemos verificar que a posicao de repouso ¢ de fato instdvel. Com efeito, a matriz do

sistema € dada por
01
A (g O) ,

cujos autovalores sao as solucoes da equacio N> — g = 0, isto €, \; = V9 A2 = —+/9.
Portanto A nao pode ser estdvel e uma das solucoes do sistema cresce exponencial-
mente.

Podemos tomar a equacdo (4.4) e reescrevé-la como o sistema de controle auto-
nomo

2(t) = Az(t) + Bu(t) com A = (2 (1)) B= (_01> .

Este sistema satisfaz a condigao de posto, pois

masl= (° )

logo € controldvel, e assim o Teorema 4.1.3 garante a possibilidade de estabilizar o
sistema. Calculando a matriz F' dada no Teorema 4.1.3 obtemos

otA _ cosh(y/gt) —%\/%[gt) A _ cosh(\/gt) —+/g - senh(\/qt)
N —\/7 - senh(\/gt) cosh( \/gt) )’ = | —enhlve) cosh(,/gt)

NZ
senh?(,/gt) __cosh(y/gt)senh(,/gt)
—tA * —tA* __ N/ V9
e ““"BB%e = h
cosh(y/gt)senh(,/gt)
<— \/g\/y Vg cosh?(\/qt) )

Vg-senh(2,/gT)—2gT senh(2,/gT)+2,/gT 8w?sen?(wT)

442 4 *1r7—1 wsen?(2wT)—4dwsen* (wT)—4T2

Wr = ( senh(Z\/ggT)—i-2\/§T cosh2(\§§T) ) , F=-b WT = ( ( 40).12(a—2wT( ) ) :

- 4q 2,/9 wsen? (2wT)—dwsen (WT)—4T?

Observacao 4.1.7. No exemplo anterior, poderiamos ter sido mais diretos e buscado
estabilizar o sistema com um controle de realimentacao de estados mais geral. Como
queremos uma lei de Feedback linear, podemos definir um controle que seja proporcional
ao angulo entre o bastao e o eixo horizontal e também a taxa de variacao deste angulo,
ou seja, .

U= —ki¢—kop = —ky21 — kozy,
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onde ki, ky € R. Dai obtemos o sistema

{ a = . (4.6)

29 = (g + kl)Zl + k’QZQ

— 0 1
A= .
(9 + Kk k?2)

Os autovalores desta matriz sdo dados pela equacdo A2 — My — g — ky, isto &,

e {kzi\/kg—él(—g—kl)}'

cuja matriz é dada por

2

Portanto, variando os valores de k; e ky podemos fazer com que a matriz do sistema seja
estavel, um exemplo é tomando ky = —g — 1 e ks = —2, donde temos A\; = \y = —1.
A equacao resultante é

B(t) +26() + 6(t) = 0

cujas solucoes linearmente independentes sao
o(t) =e" e @(t) =te ™,
donde temos que a estratégia de controle u(t) = 221(t)+(1+9g)22(t) estabiliza o sistema.

Vejamos agora que o procedimento da Observagao 4.1.7 sempre pode ser feito para
sistemas controlaveis, o que nos fornece uma outra forma de encontrar um controle de
Realimentacao de Estados que estabilize o sistema. Este procedimento, que consiste
de designar a posicao dos autovalores de uma matriz da forma A + BF, onde A €
M(n;R), B € M(n x m;R)e F € M(m x n;R), no plano complexo, equivale a
escolher os polos de uma funcao racional. Por isso este método é chamado de Colocacao
de Polos.

Demonstraremos inicialmente o caso m = 1, ou seja, sistemas da forma

2'(t) = Az(t) + bu com A € M(n,R),b € R". (4.7)
O primeiro resultado nessa dire¢ao se baseia na forma normal (Teorema 2.1.11).

Lema 4.1.8. O Sistema de Controle (4.7) é controldvel se e somente se eriste P €
M (n,R) invertivel tal que o sistema (A,b) nas coordenadas z(t) = Px(t) tem a forma

2 (t) = Az(t) + bu(t)

com
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
i : R f b=
0 0 o .- 1 0 0
0 0 o .- 0 1 0
—Qy —a1 —Az 0 —Op-2 —Gp-1 1
Os nimeros ag, . . ., a,_1 $ao 0s coeficientes do polindémio caracteristico de A, pa(\) =

n—1
prs Z a;\.
1=0
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Demonstracao: a) = b) Queremos construir a matriz P € M (n;R) invertivel tal que
A=PAP 'ee, =0b= Pb, ou seja, tal que sejam validas as relacoes:

(i) Pb=ey;

(ii) PAP e, = —apey;

(iii) PAP ey 1 = e —age,, 1 <k <n.

Vamos entao buscar uma base wy, ..., w, para R" tal que Pwy = e, 1 < k < n, isto

serd o bastante para que tenhamos (i), (i) e (7).
Definimos os vetores wy, recursivamente por

wy, = b, wp = Awgyq + agb, 1 < k < n.
Temos entao

W = Awk+1 + akb = A(Awk+2 + CLk_Hb) + Cbkb
= A*(Awpyz + Ajg2b) 4 ap1 Ab + azd
= APwpis + ap24%0 + +ap1 Ab + agd

n—k
= A+ a, AT 1<k <
j=1
Agora como (A,b) é controlavel, temos rank[A;b] = n, ou seja {b, Ab, ..., A" b} sdo
linearmente independentes, desta forma vemos que os vetores wy, ..., w; também o sao
pois
n—1 n
ay +wy + A apw, = a (AT Z an_jA”_k_]b) + - tayb= Z NATTD,
j=1 i=1
e assim podemos verificar que oy = - -+ = a,, = 0. Note que ja temos Pb = Pw, = e,,

agora do Teorema de Cayley-Hamilton temos que P4(A) = O, logo

n—1
Aw; = A"b + Z An_; A" + agh — agb = pa(A)b — aghb = —agh = —agw,,.

j=1
Assim, como P le; = w; e P~ le, = w, temos
PAP 'e; = —qyPP e, = PAP™' = —qpe,
e finalmente
Awpi1 = wy, — apb = PAP e = e, — agen, 1 <k <n,
o que prova (i), (ii) e (iii). o o
b) = a) Seja agora o sistema (A, b) como no item (b), temos que rank[A;b] = n,

logo este sistema é controlavel. Como P_—l_ZP = Ae P7'b=b temos de 1.1.25 que as
trajetorias de (A, b) sdo as mesmas de (A, b), logo (A, b) também é controlavel. |

Teorema 4.1.9. Sejam (A, b) um sistema controldvel e M1, ..., A\r € R, A\i1, Mgty -+, Ay As €
C\ R nidmeros complezos dados, com r+2(s —r) = n. Entao existe v € R" tal que o
polinomio caracteristico de A + bv* possui {\i}i_y, {\j; \j}j=r41 como raizes.
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Demonstracao: Seja v = (vg,...,v,-1) € R”. O Lema 4.1.8 nos garante que existe
P € M(n;R) invertivel tal que P~*AP = A e P~'b = b, onde o sistema (A, b) é como
no Lema 4.1.8. Portanto ap6s uma mudanca de variaveis é possivel escrever o sistema
A+ bv* na forma

0 1 0 0 0
0 1 0 0
AL byt = : : : : : ’
0 0 0 e 1 0
0 0 0 e 0 1
Vo —Qp V1 —Q1 VU2 —0A2 ... VUp—2 —04p—2 Up—1 — ap-1
onde ag,...,a,_1,1 s@o os coeficientes do polindmio caracteristico de A, ps. Podemos

ver também que

n—1
Patior(A) = A" + Z(UZ —a;)\".
i=0

Note agora que os coeficientes \; —a;,7 = 0,...,n— 1 sao determinados pelas raizes do
polinémio, portanto conhecendo os a;’s podemos definir os \;’s ao escolhermos quem
serao as raizes de papy«. [ |

Exemplo 4.1.10. Considere novamente o exemplo do equilibrio de um bastao

(00 4-()

A estabilizagao com v = (vo,v1) € R™ nos dd a matriz

A—l—bv*:( 0 1),
g—v —U

logo o polinémio caracteristico serd paip(N) = N2 + v\ + (vg — g). Escolhendo as
raizes A\ = Ay = —1 temos

A+ DA+ =paspr-(N) = NX+22+1=N N +uvr+ (vg—g).
Portanto vg = g+ 1,v; = 2.

Observacio 4.1.11. E possivel obter um resultado semelhante ao apresentado no
Teorema 2.1.11 para sistemas gerais (A, B), i. e., B € M(nxm),m > 1. Apresentamos
de maneira superficial como seria a determinacao da lei de Feedback. Considere o
sistema de controle

x'(t) = Az(t) + Bu(t), com A € M(n,R), B € M(n x m,R).

Dados os niimeros {\;}.; C C vamos buscar uma matriz F' € M(m x n,R) tal que os
autovalores de A + BF sejam os \;’s. Para que isso acontega o seguinte sistema linear
deve ser satisfeito

(A4 BF)v; = \v;, 1 <i<n.

Assim, definindo ¢; := Fv;, 1 <1 < n, obtemos o sistema equivalente
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Dessa forma,
(Zl) € ker(A—NI|B),1 <i<mn,

e podemos definir F' = (q1] -+ |gn)(vi] -+ - [vn) ™' no caso em que det(vy|---|v,) # 0.

Essa tltima condicao é satisfeita quando A + BF' é diagonalizavel, o que por sua vez
pode ser garantido pela escolha dos autovalores A\q,..., \, € C.

Portanto de posse do sistema (A, B) e dos candidatos a autovalores {\;}1, C C,
calculamos os niicleos das n matrizes (A — \I|B) € M(n x (n+ m);R)e definimos a
matriz F' como sendo a matriz cujas colunas sao formadas por elementos desses nicleos.

Exemplo 4.1.12. Considere o sistema de controle dado pelas matrizes

01 0 10
A=100 1 | eB=1[00
4 4 -1 01
Para u(t) = 0 temos os autovalores —1, —2 e 2. Vamos escolher para novos autovalores
os nimeros —2, —3 e —4. Calculamos o niicleo de (A — \;I|B), i = 1,2, 3, onde

-\ 1 0 10
A-NIB)=] 0 —x 1 00
4 4 N—1 0 1
Apos alguns calculos obtemos ker(A — A\, I|B) para ¢ = 1,2, 3 respectivamente
ker(A — M\MI|B) = span{(1,-2,4,0,0), (1,0,0,—2, —4)};
ker(A — X\oI|B) = span{(3,2,—6,—5,0), (2,—3,9,0,26)};
ker(A — X\3I|B) = span{(2,1,—4,-9,0), (-2, —4,16,0,—36)}.

Podemos tomar entao

0 1 _3 0
U1 = 1 ,Q1:<_2>,U2: 0 7(]2:<_2 , U3 = 1 eq3:<8>

01 -2
Portanto, como det(vi|valvs) = (1 0 0 # 0, a matriz de realimentacao
01 —4
pode ser definida por
~1
(-1 =3 -1 0 1 =2 -3 -1 0
F = (q1]g2]g3) (v1|va|vg) ™ = 52 1 0 O =1 592
25 %)\ = 12 -0

Obtemos assim a matriz de realimentacao

(—3 -1 O)
=152
— —12 -5}’
)

e a matriz do sistema de circuito fechado é

3 0
A+ BF = % 0 1
28 _¢

b}
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Vamos agora buscar estabilizar o seguinte sistema de controle auténomo

{ 2'(t) = Az(t)+ Bu(t) ,Ae€ M(n,R),B € M(n x m,R)
y(t) = Cux(t) C e M(d xn,R) ’

através de uma estratégia de realimentagdo de saida u(t) = Fy(t) = FCx(t), F €
M(m x d,R). Note porém que as hipoteses

(4.8) ¢é controlavel e observavel

nao sdo suficientes para garantir a estabilidade da matriz (A + BF(C'). Tal fato pode
ser comprovado no simples exemplo a seguir.

Exemplo 4.1.13. Considere o problema de controle descrito por

E(t) + x(t) = u(t) e y(t) = x(t).

(_01 (1)) o(t) + ((1)) ) "

y(t) =(0 1) (222)

Claramente (4.9) é controldvel pois rank|[A; B] = rank ((1) (1)) = 2; por outro lado,

Na forma de sistema temos

8
~
~~
<~
~—

temos (4.9) observdvel pois rank[A*;C*| = rank <(1) (1) = 2. Vamos escolher uma

estratégia de controle linear de realimentacao de saida. Temos

u(t) := ay(t), com a € R,
e obtemos assim a equacao T(t) + (1 — a)x(t) = 0, que corresponde ao sistema z'(t) =
(A+ BaC)x(t) com

0 1

(A+ BaC) = <a—1 O> :
Dai seque que

pA+BaC()\) = )\2 + (1 — Oé).

Como o coeficiente de A € nulo jd sabemos que a matriz nao pode ser estavel, indepen-
dente do valor de a. Outra forma de ver isso é encontrando as raizes:

)\i:ﬂ:\/C(—l,

e vemos novamente que nao existe o que garanta Re(A;) <0 e Re(A_) < 0 ao mesmo
tempo. Portanto o sistema nao € estabilizdvel.

A estratégia do Observador Dinamico serd a seguinte:

e Simulamos o sistema (4.8) por outro sistema com a mesma estrutura; a saber, pelo
sistema

,Ae M(n,R),B(t) € M(n,R) VteR
z(t) C e M(d x n,R) ’

—N—
N\
—
N

Il
Qe

N
=
N~—

+

vl
=
N~—
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e Vamos tomar o controle B(t) do sistema simulado como B(t) = Bu(t)+L(w(t)—y(t)),
com L € M(n x d,R), onde y(t) = Cz(t) é a saida do sistema original;
e Obtemos assim o sistema simulado dado por

2Z/(t) = Az(t) + Bu(t) + L(Cz(t) —y(t)) ,Ae€e M(n,R),Be€ M(nxm,R),L € M(nxd,R)
{ w(t) = Cz(t) C e M(dxn,R)

que denominamos observador dindmico;

e Definimos a diferenga entre o estado original e o simulado por e(t) := z(t) — z(t),
que satisfaz

gty = 2(t)—2'(t) = Az(t) + Bu(t) — Ax(t) — Bu(t) — L(Cz(t) — Cz(t))
= A(z(t) —z(t)) + L(C(2(t) — z(t))) = Ae(t)LCe(t)
= (A4 LO)e(t);

e Utilizamos os conhecimentos anteriores para definir L de modo que (A + LC) seja
estavel, garantindo assim limy;_,, £(t) = 0.

Vamos assim encontrar uma aproximacao z(t) para o estado x(t) e a partir desta
aproximacao escolhemos um controle da forma v = Fx. Substituindo esse controle no
sistema original obtemos o sistema acoplado

{ o' (t) = Ax(t) + BFz(t) (4.10)

2Z'(t) =(A+ BF+ LC)z(t) — LCx(t) ’

que esta associado a matriz

Ao A BF
“\-LC A+BF+LC)"

Se a matriz A for estavel garantimos que (4.8) & estabilizavel através do sistema aco-
plado (4.10) (constituido de processo mais observador). Note que além de estabilizar
0 processo, conseguimos reconstruir os estados.

Definindo 7 := z — x. O sistema (4.10) se escreve nas novas variaveis (z,7) como

{ P :<A_|_BF)2;—|—BF77‘ (4.11)

n = (A+LC)n

Como (4.11) foi obtido de (4.10) ap6s uma simples mudanga de coordenadas temos que
os sistemas sao equivalentes e assim a matriz A é semelhante & matriz

B (A+BF BF )

A 0 A+ LC

A tarefa de estabilizar A é entao equivalente & de estabilizar A. Note porém que a
estrutura de A nos permite escrever seu polinéomio caracteristico como

PAi = P(A+BF)P(A+LC)- (4.12)
Sendo assim, precisamos

(i) Determinar F tal que a matriz A + BF seja estavel;
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(ii) Determinar L tal que a matriz A + LC seja estéavel.

Ja estudamos como determinar se (4.8) é estabilizdvel ou nao, vamos entao buscar
condigbes para que tenhamos ii).

Teorema 4.1.14. Sejam A € M(n,R) e C € M(l x n,R). As seguintes afirmagdes
sao equivalentes:
a) (4.8) é detectdvel;

b) Dado um autovalor \; de A com Re(\) > 0, temos que seu autovetor v; € C" € tal

que Cv #£0 (v & kerC);
c) (4.8) € estabilizdvel;
d) Eziste L € M(n x d,R) tal que a matriz (A + LC) é estdvel.

Demonstracao: a) = b) Sejam v e A como em (b). Considere o PVI 2’ = Az, 2(0) = v,
com solugoes particulares

2(t) := Re(eMv), z(t) == Im(eMv), t € R

Note que se Cv = 0, entdo v pertence a N; neste caso, lim; 2,(t) # 0, o que contradiz
a detectabilidade de (A4, ,C).
b) = ¢) Considere o sistema auxiliar

{2/(t) = A*x(t) — C*u(t). (4.13)

O Teorema 2.1.11 sobre a forma normal nos permite escrever o sistema (4.13) na forma

normal
< (A1 A = _ (Cr
A= (o An ) €=\ )
onde o subsistema dado por A; e C} é controlavel. Analisamos duas possiveis situacgoes:
Se o bloco Aj; nao existir, temos A* = P71A;P e —C* = P7'C}. Logo, (4.13) é

controlavel. O item (c) segue agora do Teorema 4.1.3.
Se o bloco A;; existir na forma normal, entao dados um autovalor p de A7, e um

0
autovetor correspondente w, temos para v = (w) que

Z*v:uveavzo.

Da hipotese (b) temos Re(p) < 0, assim temos que A}, é uma matriz estavel, logo
Ajr também é pois elas tém os mesmos autovalores. Do Teorema 4.1.5 temos que a
controlabilidade de (4.13) garante sua estabilidade, ou seja, existe F; tal que A;+CrF
é estavel. Temos entao que a matriz

A+ C(F1]0) (Af 1o Afl)

¢ estavel POIS P, &(r,j0) = PAr+CrFy DAy COmo F = (F;|0) estabiliza a forma normal
do sistema (4.13) e temos A = P'AP = A*, P~'C = —C*, entdo F = FP estabiliza
(4.13).
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¢) = d) Pela hipotese, existe uma matriz D tal que a matriz A* 4+ (—C )( D)
é estavel. Logo, A+ LC é estavel com a escolha L := D*, pois A* 4+ (—=C*)(—D*) =
(A+ DC)* e assim seus autovalores sao 0s mesmos.

d) = a) Dado z, € N}_jker(CA¥) defina z(t) := e'42,t € R. Por construcio
temos Czp = 0 e como CA¥zy =0, V k € Z, devemos ter A¥zy =0, V k € Z, donde
Azg = 0. Por outro lado, segue do Teorema de Cayley-Hamilton que

tTL
Cz(t) = Cez=Cr+tCAz+ -+ k'C’Akzo + -+ ECAnZO + .-

J
= t—CA]zo C <Z a;A’f) =
k=0

|
j=n "
para t > 0. Logo z(t) também é solucao de
Z'(t) = (A+ LC)z(t).

Como por hipdtese a matriz (A + LC) é estavel e por construgao zy € um ponto critico
de (A+ LC), temos do Teorema 3.2.1 que zp é um ponto assintoticamente estavel de
2'(t) = (A+ LC)z(t); isto &,

lim z(t) = 2.
t—o00

Porém o fato de todos os autovalores de (A4 LC') possuirem parte real negativa implica

lim z(t) = 0.

t—o00

Pela unicidade do limite temos que zy = 0 e assim N}_gker(C A*) = {0}, logo o sistema
(A,,C) é detectavel de acordo com o Teorema 2.1.9.
|

Finalizamos esta secao com um exemplo.

Exemplo 4.1.15. Considere o sistema da forma (4.8) com matrizes

A:<_01 _?’Q),B:G),C:(l 0),

Vamos aplicar a estratégia do observador dindmico a este sistema. Pela condicao do
posto podemos ver que este sistema € controldvel e observdvel, e portanto também de-

[ .
tectavel. Sendo L = (ll) temos que os autovalores de (A + LC) sao as raizes do
2

polinémio
parre(r) =1+ (3 —1L)r + (2 — 2 — 3ly). (4.14)

Escolhendo autovalores r1 = —9 e ro = —10, temos

(r+9)(r+10) = Payre(r) = +19r + 90 = r* + (3 — I))r + (2 — 2I; — 31)

:>12:——.

3—-1L =19 N [y =—16 56
2—-20; —3l, =90 2+32—-3l, =90 3

O observador dindmico terd a forma

@' = Az + Bu — Ly,



68

com

A= (__5(15;3 _32) B = G) e L= (-16 —56/3).

Como C = (1,0), a componente z, ja é observada, o observador dindmico nos permite
reconstruir a componente zy do estado. Suponha as sequintes condigoes:

u(t) = 1,2(0) = @ e 2(0) = (8) ,

com £ € R. Entao € :== z — x satisfaz

g =(A+LCO)
0
e(0) =
o =(¢)
Os autovalores de A+ LC' sao \y = —9, s = —10 e os respectivos autovetores sao

v = (8}3) e Uy = (7}?)) . Temos entao
—9t _ o —10t
0= (20)) =< (s Zha).

Sendo agora F = (f1, f2), 0s autovalores de A+ BF' sao dados pelas raizes de

parpr(r) =r"+ (3= fi— fa)r+(2=5f1 — fa).

Escolhendo para A+ BF os autovalores Ay = —5, Ay = —6, obtemos para fi = —5 e
fo = —3. Portanto a matriz de (4.11) é

-6 0 5 3
P -5 =5 ) 3
A= 0 0 17 3 |’

0 0 —56/3 —2

que por nossa construcao terd os autovalores —5, —5, —9 e —10, sendo assim estdvel.

4.1.2 Estabilizacao de Sistemas Nao-Lineares

Consideramos agora o sistema nao-linear geral:
¥ = f(z,u) u(t)eU CR™. (4.15)

O resultado a seguir nos da condigoes para a existéncia de um feedback estabilizante
em uma vizinhanca pequena da origem, e é obtido por uma técnica de linearizacao.

Teorema 4.1.16. Considere o sistema de controle (4.15)e suponha que f € C' e
U CR™ contenha uma vizinhanca da origem. Suponha ainda as sequintes condi¢oes

(a) f(0,0) =0;
(b) Denotando

=L eB=2L 1.16
en="" (416)

o sistema linearizado © = Ax + Bu é completamente controldvel.
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Entao eziste uma vizinhanca da origem Q tal que o sistema (4.15) restrito a §2
admite um controle por realimentacao de estados que € continuo e estabiliza o sistema.

Demonstragio: Pelo Teorema 4.1.5, existe uma matriz F tal que A = A + BF tem
apenas autovalores com a parte real negativa. Portanto pelo Teorema 3.2.16 existe
uma matriz simétrica P tal que A*P + PA = —I. Em particular, a forma quadrética
V(z) := (x, Px) ¢ uma funcdo de Lyapunov para o sistema linear

t = Ax + BFz.
Afirmamos que V' é também uma funcao de Lyapunov para o sistema nao-linear
v = f(z, Fx) (4.17)
restrito a uma vizinhanca pequena da origem. De fato, pela hipdtese podemos escrever
f(x,u) = Az + Bu+ R(x,u)

com R
lim (4.18)

(@u)—=0 |z| + |u]

Portanto, toda trajetoria de (4.17) suficientemente proxima da origem satisfaz

SV =

= (—Iz,2) +2(Pz, R(x,u)) = —||z|* + 2(Pz, R(z,u)) < 0
Pelo Teorema 3.1.8, isto mostra que o sistema é Lyapunov estavel, quando restrito a
uma vizinhanca da origem da forma Q := {x € R" : V(z) <4}, 6 >0 . |

Para sistemas lineares temos o critério de Kalman (item e) do Teorema 2.1.5),
que nos diz que para cada sistema linear controlavel a aplicacao © : R" x R™ — R",
O(z,u) = Az + Bu, é sobrejetiva e novamente do Teorema 4.1.5 temos que este sistema
é estabilizavel. Para o caso geral podemos formular uma condi¢ao necesséria similar.

Teorema 4.1.17. Considere o sistema de controle (4.15) e suponha que U = R™
e f:R*"xR™ — R" f € C'. Se existe um feedback estabilizante suave em uma
vizinhanga da origem, entao a aplicacao f € aberta em 0, isto é, para todo € > 0 existe
0 > 0 tal que

{veR":|jv] <} C{f(z,u) e R": |z| + |u| <e}. (4.19)

Demonstracao: Para a prova veja [18| pagina 253. [ |

4.2 Estabilizacao em Variedades

Counsidere novamente o sistema de controle afim sobre uma variedade diferenciavel

M. q
& = X(@) +u®)Y () (4.20)

V(x), f(z, Fz)) = (2P, Az + BFx + R(z, Fz)) = 2(Pz, Az) 4+ 2(Px, R(x,

A*Pz,z) + (PA*z, x) 4+ 2(Px, R(z,u)) = (A*Px + PA*z, z) + 2(Px, R(x, u))

(V u))
(Pz, Az) 4+ (Px, Az) + 2(Px, R(z,u)) = (A*Px, x) 4+ (x, P*Az) + 2(Pz, R(z,u))
{
(=
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Definigao 4.2.1. Se zp € M é tal que X (x¢) = 0, entdo (X,Y) é dito estabilizdvel em
xo se existe uma funcdo f em M com f(zy) = 0 tal que xy é um ponto de equilibrio
globalmente assintoticamente estavel do campo de vetores X + fY. Isto significa que

i) zp &€ um ponto estavel de X + fY;
ii) {xo} é o conjunto w-limite de cada curva integral de X + fY.

Dizemos que esta f é um feedback estabilizante do controle

Observacao 4.2.2. Note que a funcao f estd fazendo o papel do controle de realimen-
tacao de estados.

Temos também que toda curva integral o(t,z) de X + fY corresponde a uma so-
lugao de (4.20) gerada pelo controle u(t) = f(x(t)). Portanto, se (X,Y) € estabilizdvel
em Tg, entdo todo ponto de M pode ser (X, Y )-associado a pontos em B(xg,c) Ve > 0.
Se além disso xy € int(A™(xg)), entdo A= (x9) = M.

Definicao 4.2.3. Sejam X,Y € X*(M). Para cada n € NU {0} definimos o campo
de vetores ad" X (Y') como

WX(Y) =Y,
ad"X(Y) = [X,ad"X(Y)].

Dizemos que um par de campos de vetores (X, Y) satisfaz a ad-condition se o subespago
vetorial gerado pelos vetores da forma ad" X (Y)(x) é igual a T, M para cada x € M.

Em particular, se z € M é tal que X (x) = 0, entdo a ad-condition é equivalente
a {b, Ab, ..., A""1b} ser um conjunto linearmente independente, onde b =Y (z) e A =

5]
Ox; ij

Observacao 4.2.4. Novamente chamamos atencao para o fato de que o campo de
vetores ad" X (Y') possui uma base teorica que estd exposta no Apéndice A, que é a
Teoria de Lie, e a aplicacao ad é apresentada na Definicao 5.2.10.

Abordamos agora a questao da existéncia de controles estabilizantes. Dada f um
fungao diferenciavel em M qualquer, seja Z = X + fY. Sex € M é tal que X(z) =0e
f(z) = 0 entdo temos que se os autovalores da matriz que representa dZ(x) tém parte
real negativa, entao Z é assintoticamente estavel em x.

Se além disso (X,Y') satisfaz a ad-condition entdo segue da teoria linear que o
espectro de Z(x) pode ser completamente controlado para diferentes escolhas de df, e
portanto temos estabilizagao local.

Exemplos simples mostram que em geral a estabilizacao local nao se estende
globalmente. O seguinte teorema no entanto nos dara condigbes sob as quais (X,Y)
é globalmente estabilizavel. Porém, antes de enuncid-los, vejamos alguns resultados
necessarios.

Definigao 4.2.5. Dada uma equagao diferencial 2/(t) = f(¢, x) e dados os fluxos (¢, x)
que representam as solucoes da equacgao, dizemos que um conjunto C' C M é invariante
pelo fluzo ¢ se p,(C) CC, Vit eR.

Dizemos ainda que C' é positivamente invariante se ¢,(C) C C, Vt > 0 e que
C' é negativamente invariante se ¢,(C) C C, V¢ €< 0.
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Em outras palavras, o conjunto invariante C' é caracterizado pela propriedade
de que se um ponto zy pertence a C' entao toda a trajetoria que passa por ele, tanto
avancando quanto retrocedendo, esta contida em C. Note que uma o6rbita que forma
uma curva fechada é um conjunto invariante.

Teorema 4.2.6. (Teorema de Invaridincia de LaSalle) Seja V() uma funcao escalar,
V € C' para todo x. Suponha que V(z) >0V x #0 e V(z) <0. Seja E o conjunto
dos pontos criticos de V', isto €, v € E = V(:z:) = 0, e seja M o maior conjunto
mvariante contido em E. FEntao todas as solucoes limitadas para t > 0 tendem para
M quando t — oc.

Se além disso soubermos que

V(z) =00 quando |z| — oo,

entao cada solugao é limitada para t > 0, e podemos concluir que todas as solugoes se
aprozimam de M quando t — oco. Se M € a origem, temos estabilizacao completa.

Demonstragio: Como temos que V(z) >0V z # 0 e V(z) <0, entdo em particular
isto vale para a regiao €); que consiste dos pontos = para os quais V(z) < [.

As condi¢oes em V' implicam que V(t) = V(p(t,x)) é nao crescente quando
t — oo e que V(t) > 0 dentro de €. Portanto toda trajetéria que comega em €
deve permanecer em ;. Assim V(¢) tem um limite |y quando t — oo e [y < [. Por
continuidade concluimos que V' (z) = ly no conjunto w-limite L,, da trajetoria ¢(t, x).
Portanto L, C ) e V =0em L,.

Consequentemente, L, C E, e como L, é um conjunto invariante ele esti em
M. Como ¢(t,z) permanece em §);, esta trajetoria é limitada para ¢ > 0 e entdo
@(t,x) — M quando t — oo. |

Teorema 4.2.7. Sejam M = R" e X € X*°(M) linear, isto é, X(x) = Az, A €
M(n;R), com o espectro de A consistindo de n autovalores imagindrios distintos. Se
Y é qualquer campo vetorial em M tal que (X,Y) satisfaz a ad-condition para todo
x # 0, entao (X,Y) € globalmente estabilizavel em x = 0.

Demonstracao: Como A tem espectro puramente imaginério, existe uma base de

R™ na qual A satisfaz A = —A*, isto é, A ¢é antissimétrica; portanto nao ha perda
de generalidade em supormos que A é antissimétrica. Seja f(x) = —(x,Yz), e seja
Z=A+fY.

Se x € R”, entao

1d

t ot d _ ot t ot t t t t
5&“6Z($)H = (e Z(fv),ae Z(x))-(e Z:c,Z(e Z{E)>—<€ Zr, Ae Zaz)—l—f(e Z:c)(e Zx,Y(e Zgg))
= —(etx, Atz + %(etzx, AeZz) + f(eZx)(—f(e?))

1

<etZ$,A€tZQZ> + <A*etijetZ >_ f(eth)Z

N RN~
[\]

1
(e x, Aet? ) — §<Aetzx,etz ) — f(eZx)? = —f(e%2)? <0 Vit>0.

Tomando Q = {z : f(z) = 0}, pelo Teorema da Invariancia de LaSalle todas as curvas
integrais de Z tenderao ao maior subconjunto de {2 que é invariante por Z. Denotando
por E este subconjunto invariante de €2, basta mostrar que F = {0}.

Seja x € E. Como ez € E VY t, temos f(e?x) = 0. Assim, e?x = e'z. Dai
segue que (ex,Y (ez)) = 0V t. Derivando sucessivamente em ¢ = 0 vemos que x ¢
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ortogonal a todos os vetores da forma ad®*X (Y)(z), k > 0. Como o par (X,Y) satisfaz
a ad-condition, segue que x = 0. Portanto £ = {0} e assim f é o controle globalmente
estabilizante em x = 0. [

Exemplo 4.2.8. Sejam X eY campos de vetores matriciais em R? dados por

X(x):(_ol (1)>x e Y(:c):((l) 8) ..

E fdcil mostrar que X e Y satisfazem a ad-condition em todos os pontos de M =

R2\ {0}.

Exemplo 4.2.9. Sejam X eY campos de vetores matriciais em R? dados por

X(az):(_ol Dx ¢ Y(:);):((l) 8> ..

E fdcil mostrar que (X,Y) satisfaz a ad-condition em todos os pontos de M = R?\ {0}.



Capitulo 5

Apéndice A: Grupos e Algebras de Lie

O objetivo deste capitulo é introduzir os conceitos de grupos de Lie e suas algebras
de Lie. A algebra de Lie g de um grupo de Lie G é definida como o espaco dos campos
invariantes (& esquerda ou a direita, conforme a escolha), com o colchete dado pelo
colchete de Lie de campos de vetores. Os fluxos dos campos invariantes estabelecem
a aplicacao exponencial exp : g — G, que é o principal elo de ligacao entre g e G.
Essas construcgoes utilizam alguns resultados sobre campos de vetores em variedades e
seus colchetes de Lie, estes resultados também podem ser encontrados neste apéndice.
Outro instrumento de ligacao entre os grupos de Lie e suas algebras de Lie sdao as
representacoes adjuntas. As formulas envolvendo essas representacoes sao apresentadas
nesse capitulo.

5.1 Grupos e Algebras de Lie

Definicao 5.1.1. O conjunto nao vazio G é um grupo de Lie se possui as seguintes
estruturas:

e (G,*g) é um grupo algébrico com a operagao *g;
e (G ¢ uma variedade diferenciavel de tal forma que o produto do grupo, denotado
por

p: (G, xq) x (G, xq)
(9,h)

¢ uma aplicacao diferenciavel.

— (G> *G)
= p<gvh) = g *q h7
Exemplo 5.1.2. S' = {z € C: |z| = 1} é um grupo de Lie de dimensio 1. De fato,
St pode ser visto como grupo com relacio o multiplicacdo de nimeros complexos, ou
seja,

p: StxSt — St

(Zaw) = p(g’h)zz-wzewz-

it — pi(0=+0u)

que € diferencidvel pela diferenciabilidade da aplicacao exponencial complexa. A estru-
tura de variedade diferencidvel for mostrada no exemplo ?77.

Proposicao 5.1.3. Se (G1,p1), (Ga,p2) sdo grupos de Lie, entdo Gy X Gy € um grupo
de Lie

73
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Demonstracao: Sabemos que o produto cartesiano de grupos ainda é um grupo.
Também temos que o produto cartesiano de variedades diferencidveis é uma variedade
diferenciavel.

Definindo
p: ((G]-?*Gl) X (GQv*Gz) X (G]-?*Gl) X (G27*G2)) - ((Gl’*G1) X (GQv*G2))
((g1,h1), (g2, h2)) = p((g1, 1), (92, h2)) = (p1(g1,92), p2(ha, h2))
vemos que p é diferencidvel pois cada uma de suas coordenadas é diferenciavel. [ |

Corolario 5.1.4. De maneira geral, dados (G;,p;),1 < i < n, grupos de Lie, temos
que (I, Gi,p) € um grupo de Lie com a operagdo definida por

p((g15 -5 Gn)s (Pas oo hy)) = (P1(g1, ) -+ o Pu(Gny Bn))-

Exemplo 5.1.5. O toro bidimensional T? é um grupo de Lie. De fato, T? = S' x S,
e portanto seque da Proposicio 5.1.3 que T? é um grupo de Lie

Exemplo 5.1.6. R™ ¢ um grupo de Lie, pois é o produto de n grupos de Lie (R, +).

Vejamos algumas aplicacoes importantes para trabalharmos com os grupos de
Lie.

Definicao 5.1.7. Seja G um grupo de Lie. Dado g € G qualquer, definimos as
aplicacoes
Lg: G - G Rg: G —» G
h +— Lg(h) =gh h — Rg(h)=hg’

chamadas translacao a esquerda e translacao a direita, respectivamente.
E possivel verificar que Rg e Lg sao diferenciaveis.

Definicao 5.1.8. Sejam GG um grupo de Lie e g € G. Chama-se automorfismo interno
a aplicacao
Cg: G —- G
h = Cg(h)=g "hg’

isto ¢, Cg = Lg~' o Ry.

Observacao 5.1.9. Note que C'g é um difeomorfismo pois, por definicao, ¢ a composta
de Lg! e Rg que sao difeomorfismos.

Proposicao 5.1.10. Se G € um grupo de Lie, entao a aplicacdao

1. G = G

g = ilg)=g"
€ um difeomorfismo. Além disso, a diferencial de i € dada por

d(2>g : TgG — Ti(g)G = Tg—lG
v d(i)g v =—d(L7g)c o d(Rg™"),.

Em particular,

d(i)e = —d(L7'e). 0 d(R.). = —Id : T.G — T.G.
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Demonstragao: Para a prova veja [17] pagina 92. [ |

Em posse das aplicacoes de traslacao podemos classificar um tipo de campos de
vetores que aparece nos Grupos de Lie.

Definicao 5.1.11. Seja G um grupo de Lie. Um campo de vetores X em G é dito
mvariante 6 esquerda se

Vg, h € G, d(Lg)n(X(h)) = X(gh) = X(Lg(h)),

ou resumidamente Lg, X = X.
Analogamente dizemos que o campo Y em G é invariante & direita se vale

Vg,h € G, d(Rg)n(X(h)) = X(hg) = X(Rg(h)),

ou resumidamente Rg. X = X.
Definimos entao os conjuntos

In" ={X €X(G): Rg. X =X,VgeG}elnm' ={X € X(G): Lg.X = X,V g G}

Observacao 5.1.12. Como Rg e Lg sao difeomorfismos, vemos que os conjuntos Inv"
e Inv! sdo subespagos vetoriais de X(G), pois sdo imagem das aplicagoes lineares d(Rg)
e d(Lg) respectivamente.

Sendo X um campo invariante a esquerda ou & direita, se h = e temos

X(g) = X(ge) = d(Rg).(X(e)) ou X(g) = X(eg) = d(Lg).(X(e)).

Portanto cada elemento de T,G determina um tinico campo invariante a direita e outro
a esquerda. Dado A € T,G denotamos por A" o tnico campo invariante a direita
determinado por A e por A’ o tinico campo invariante a esquerda determinado por A.

Exemplo 5.1.13. Para G = (R",+) 0s campos de vetores invariantes & esquerda sao
constantes. Isto é, X(z) = v,v € R" fizado. De fato, para v € G fizo, a transla¢io a
esquerda € dada por
L,: R —» R"

x = Ly(r)=v+z’

Assim,
(dLv)y : Tan — TLv(y)Rn
§ o d(Ly)y(§) = Td§. -

Seja agora X um campo invariante a esquerda. Seque da defini¢cdo que
VyeR", d(L,),(X(y)) = X(v+y);

logo, de (5.1) X(y) = X(v+y)Vy € R" Comov e R"™ ¢ arbitrario, X é constante,
ou seja,

(5.1)

Xeclm'=3€eT,G=R" tal que X(z) =&,V o € R™.

Exemplo 5.1.14. Se G = GL(n,R) os campos invariantes & esquerda sao da forma
X(g) = gA,A € T.G,g € G. Com efeito, a translagio a esquerda em G € dada por
Lg(h) = g.h,g,h € G, produto de matrizes, que é a restricio a GL(n,R) de uma
transformagao linear de M (n,R) ~ R™. Assim, d(Lg)y, = Lg.

Se X € Inv!, entdo para cada g € G fizo vale

X(g9) =d(Lg).X(e) = Lg(X(e)) = gX(e).

De maneira andloga os campos invariantes a direita sio da forma X(g) = Ag,g €
G,AeT.G.
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Proposicao 5.1.15. Seja G um grupo de Lie. Os conjuntos Inv' e Inv" sdo isomorfos
aT,G.

Demonstracao: Sejam Rg e Lg as translagoes a direita e a esquerda respectivamente.
Como Rg, = dRg e Lg, = dLg sao aplicacoes lineares segue que Inv" e Inv' sdo
subespagos vetoriais de X(G). Assim as aplicagoes

r: T.G — Inv" [: T.G — Ind'
A — r(A)=A"=d(Rg).(A) A = (A=A =d(Lg).(A)

sao bijecoes, pois possuem inversas

r~t. Inv" — T.G =1 Imt — T.G
X = r(X)=X(e) X = I"Y(X)=X(e).

Donde obtemos o resultado. Temos ainda que Inv” e Inv' sdo isomorfos, pois ® = lor~!
é um isomorfismo. [ ]

A proxima definicao identifica os espacos vetoriais que preservam o colchete de
Lie.

Definicao 5.1.16. Uma dlgebra de Lie consiste de um K—espago vetorial g munido
de um produto, denominado colchete, denotado por [, -], que satisfaz as propriedades:

(i) Bilinearidade, i.e, V X1, X5, X3 €geVAeK
(X1 + A X0, X5 = [ X1, X5] + A[X2, X5
(X1, A X + X3] = A\[Xq, Xo] + [ X, X5
(ii) Anti-simetria, i.e., V X7, X5 € g
(X1, Xq] = 0= [Xy, Xo] = —[ X3, X5
(iii) Identidade de Jacobi, ¥V X1, Xo, X5 € g
(X1, [X, X5]] = [[X1, Xo] X5] + [Xo, [X1, Xs]
Exemplo 5.1.17. R3 munido do colchete dado pelo produto vetorial, [u,v] = u X
v,Yu,v € R3, € uma dlgebra de Lie.
Exemplo 5.1.18. O conjunto M(n,R) = gl(n,R) com o colchete dado pelo comutador
[A,B] = AB — BA,V A, B € M(n.R)
€ uma dlgebra de Lie.

Exemplo 5.1.19. Considere o conjunto X>°(M) dos campos de vetores de classe C™
sobre uma variedade diferencidvel M. FEste conjunto é um espago vetorial e ao ser
munido do comutador ele se torna uma dlgebra de Lie.

Para cada par de campos de vetores (X,Y) denotamos por L(X,Y) a dlgebra de
Lie gerada por X eY. Para cada v € M seja L(X,Y)(z) :={V(x):V € L(X,Y)}.
Geralmente L(X,Y) é uma dlgebra de dimensao infinita, mas para cada v € M,
L(X,Y)(x) é um subespago vetorial de T, M.
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Definicao 5.1.20. Seja g uma &lgebra de Lie. Um subespago vetorial h C g é dito
uma subdlgebra de Lie se é fechado sob o colchete de g, isto é,

VXY €h,[X,Y]€h

Exemplo 5.1.21. Seja tr : M(n,R) — R a aplicacio que nos dd o trago de uma
matriz. Entao o conjunto sl(n,R) = {X € gl(n,R) : tr(X) = 0} € uma subdlgebra de
Lie de gl(n,R), pois dadas X,Y € sl(n,R) temos

tr([X,Y]) =tr(XY —=YX) =tr(XY) —tr(YX) =0.

Dai [X,Y] € sl(n,R) e é ficil ver que a soma de duas matrizes de trago zero ainda
possui trago zero e o mesmo vale para o produto de uma matriz de trago zero por um
escalar.

Para definir a algebra de Lie de um grupo de Lie precisamos de alguns resultados
que relacionem campos em variedades com o colchete de Lie.

Definicao 5.1.22. Sejam M, N variedades diferenciaveis e F' : M — N uma aplicacao
suave. Para cada p € M definimos a aplicagao F, : T,M — Tp, N, denominada o
pushforward associado a F', por

AF,(X,(f)) = (F.X)(f) = X(f o F),Y f € CX(N),¥X € X"(M).

Definicao 5.1.23. Sejam M, N variedades diferenciaveis e F' : M — N uma aplicagao
suave. Dizemos que dois campos de vetores Y € X*(M) e Z € X*°(N) sdo F-
relacionados se

Vpe M, F*X/p = ZF(p).

Proposicao 5.1.24. Sejam M, N wvariedades diferencidveis e F' : M — N uma apli-
cacao suave. Dados Vi,V € X®°(M) e Wi, Wy € X®(N) tais que V; e W; sao

F—relacionados, para i = 1,2, entao [V1, V3] e [Wy, W3] sao F—relacionados.
Demonstragao: Para a prova veja [11] pagina 188. [ |

Corolario 5.1.25. Se além das hipoteses da Proposicao 5.1.24 temos que F': M — N
é um difeomorfismo, entao F.[Vy, V3] = [F.\V1, F.V3).

De fato, este é o caso em que W; = F,V;,i =1, 2.

Lema 5.1.26. Sejam G um grupo de Lie e X, Y € Inv", entao [X,Y] € Inv". Analo-
gamente para X,Y € Inv'.

Demonstracao: Sabemos que Rg é um difeomorfismo e como X,Y € Inv" temos
Rg.X =X e Rg,Y =Y.
Assim, X e Y sao Rg—relacionados a si mesmos. Do Corolario 5.1.25 temos

Rg.[X,Y] = [Rg. X, Rg.Y] = [X, Y].
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Dados o grupo de Lie G e A, B em T,G definimos os colchetes
[A’ B]T = [Ara BTK6> e [Av B]l = [Al’ Bl](e)a

os quais utilizaremos para definir dlgebras de Lie nos conjuntos Inv" e Inv'. Vejamos
agora suas propriedades e qual a relacao entre eles.

Proposicao 5.1.27. Para cada Grupo de Lie G o0s espacos Inv" e Inv' sio subdlgebras
de Lie da dlgebra de Lie (X(G),[-,]).

Demonstracao: Segue da Observacao 5.1.12, do Lema 5.1.26 e da defini¢ao se subal-
gebras de Lie. [ |

Lema 5.1.28. Sejam G um grupo de Lie, A € T,G ei(g) = g V g € G a inversa

em G. Vale que
(A7) = (—A) ei(AT) = (-A),

ou detalhadamente

digs % (A7(g™) = —A'(g) e dig (Al(g™)) = —A'(g).
Demonstracao: Para a prova veja [17] pagina 99. [
Proposicao 5.1.29. Se G € um grupo de Lie e A, B € T.G, entao [A, B], = —[A, B|;.
Demonstragao: Para a prova [17] pagina 100. |

Esta proposicao nos mostra entao que i, = di, ¢ um isomorfismo entre os espacos
vetoriais Inv” e Inv' que preserva as operagoes dos colchetes |-, -], e [-,-];. Como da
Proposi¢ao 5.1.27 temos que (Inv", [-,-],) e (Inv!,[-,-];) sdo dlgebras de Lie, temos que
1« = —Id é um isomorfismo entre estas algebras de Lie.

Podemos entao fazer a seguinte definicao:

Definicao 5.1.30. Dado um grupo de Lie G, a dlgebra de Lie de G, denotada por g
ou L£(G), é qualquer uma das algebras de Lie isomorfas

(I?’L’UT, ['7 ]7“) ~ ([nvlv ['7 ]l> ~ (Ter ['7 }7") ~ (Ter ['7 ]l)

Exemplo 5.1.31. Considere novamente o grupo de Lie G = GL(n,R), temos que para
todo g € G wale

Xelnw" = FAeT.G tal que X(g) = Ag;
X el = FAcT.G tal que X(g) = gA.

Dados X, Y € X(G) o colchete de Lie em coordenadas locais € expresso como
[X,Y] =dY(X) —dX(Y). (5.2)

Desta forma, ao atuar em L(G) = (Inv", [-,-],) sabemos que existem A, B € T.G tais
que X = A" eY = B", assim temos

[X,Y] =dY(X)—dX(Y)= BA— AB.

Para o caso L(G) = (Inv', [-,-];) obtemos [X,Y] = AB — BA.
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Proposicao 5.1.32. Se G e H sao grupos de Lie, com dlgebras de Lie (g,[-,-]g) e
(b, [, -]s) respectivamente, entdo a dlgebra de Lie de Gx H € (gxb,[-,-]) com o colchete

[(X17}/1)7 (X27}/2)] = ([X17X2]g7 [Y17Y2]h)7VX17X2 € g7v }/17}/2 € b (53)

Demonstracao: Como g e § sao dlgebras de Lie, temos que sao espagos vetoriais, e
como o produto cartesiano de espacos vetoriais também ¢é um espaco vetorial temos
que g X b é um espaco vetorial.

A bilinearidade, a anti-simetria e a Identidade de Jacobi sao satisfeitas pelo col-
chete definido em (5.3) pelo fato de serem satisfeitas pelos colchetes definidos em g e
em bh. [

Corolario 5.1.33. Sejam G;,1 < i < n, grupos de Lie com dlgebras de Lie (g;, [+, |g;), 1 <
i <n. Entao (1,9, [,]) € uma dlgebra de Lie com o colchete

[(le cee 7Xn)7 (}/17 e 7Yn)] = ([Xb}/l]gla ceey [Xn7yn]gn)7VXi7Y; € i, 1 S ? S n.

Agora que sabemos o que sao grupos de Lie e como surgem suas algebras de Lie
vamos estudar a aplicacao exponencial, que relaciona estes dois objetos. Comegamos
apresentando uma propriedade importante dos vetores em uma algebra de Lie.

Proposicao 5.1.34. Um campo invariante em um grupo de Lie é completo.

Demonstracao: Veja [17] pagina 102, ou ainda [11] paginas 191 e 192; em particular
o Teorema 8.37 e o Corolario 8.38. [

J& podemos definir a aplicacao exponencial de um grupo de Lie

Definigao 5.1.35. Para G um grupo de Lie com &algebra de Lie ge X € T.G = g,
definimos a aplicacao exponencial

G

exp: g —
X = exp(X)=expX

que de forma explicita é dada por
exp(X) = (X")iz1(e) = (X')izi(e)-

Observacao 5.1.36. Como os campos sao completos, a solucao de ¢ = Xg com
g(0) = e se estende para t = 1, logo exp X esta bem definida.

Podemos ver que a aplicagao exp tem a seguinte propriedade:
exp((t + s5)X) = exp(tX) exp(sX) = exp(sX) exp(tX);

logo, exp é um homomorfismo entre o grupo (R,+) e o subgrupo de G Im(exp) =
{exp(tX) : t € R}. Este subgrupo é denominado o subgrupo a 1-parametro gerado por
X € g. Os proximos resultados trazem outras propriedades dessa aplicacao.

Proposicao 5.1.37. Sejam G um grupo de Lie, g sua dlgebra de Lie eexp: g — G a
aplicacao exponencial. Valem as sequintes afirmacoes:

(i) X € Inv" = X; = Lexp(tX), isto €, Xi(g) = exp(tX)g;

(ii) X € Inv' = X; = Rexp(tX), isto é, X;(g) = gexp(tX);
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(iii) exp(0) =e;
(iv) (exp X)" = exp(nX)V n € Z. Em particular (exp X)™' = exp(—X).
Demonstracao: Seja X € Inv". Entao X;(hg) = X;(h)g,V g,h € G. Por defini¢do
exp X = X/ |i=1(e), por outro lado vemos que V Z € X(G) e V a € R vale (aZ); = Zyu;
assim vale
Xi(g) = Xi(eg) = Xi(e)g = tXi(e)g = exp(tX)g,

o que prova (i), o item (i7) é andlogo.

Para o item (iii) considere X € g &~ Inv". Entao V g € G temos de 1. que

exp(0)g = exp(0X)g = Xog = Xo(e)g = e(g).

Portanto exp(0) = e. Analogamente para X € Inv'.
Finalmente, provamos 4. usando a propriedade de exp ser um homomorfismo de
R em (G temos paran € Z

(exp(X))" = (Xi(e)" = Xi(e) - Xi(e)-...- Xi(e) (5.4)
= exp(X)-exp(X)-...-exp(X) = exp(nX). (5.5)
Em particular, para n = —1 vale (exp X)™! = exp(—X). |

Exemplo 5.1.38. A aplicacdo exponencial em GL(n;R) coincide com a exponencial
de matrizes. De fato, sendo X € gl(n;R) temos a equagao diferencial associada

dg
X
a Y

que é um sistema linear, logo a solugdo € dada por g(t) =), -, X = exp(X).
Proposicao 5.1.39. Sejam G um grupo de Lie, g sua dlgebra de Lie eexp : g — G a
aplicacdo exponencial. Entao (dexp)y=1Id:g— g.

Demonstracao: Dado X € g qualquer, temos

d d
(dexp)o(X) = T exp(0 4+ tX)|i=0 = T exp(tX)|i=0 = X exp(tX)|i=0 = X.

Portanto segue que (dexp)g = Id. [

Corolario 5.1.40. Dados o grupo de Lie G, g sua dlgebra de Lie e expg — G a
aplicagdo exponencial temos que existem vizinhancas U =U(0) CgeV =V(e) C G
tais que exp |y : U — V€ um difeomorfismo

De fato, da Proposicao temos que para qualquer X € g temos que (dexp)o(X) =

Id(X) é invertivel, assim o Teorema de Funcao Inversa garante que existem vizinhancas
U=U(0)CgeV =V(e) C G tais que exp é um difeomorfismo de U em V.

Observacao 5.1.41. A Proposicao 5.1.39 nos mostra que podemos definir aplicacao
log =exp~!:V — U e esta aplicagdo é um difeomorfismo local de G em g.

Uma importante ferramenta que obtemos com a existéncia da aplicacao exponen-
cial é a seguinte:
Definicao 5.1.42. Dados um grupo de Lie G e g a algebra de lie de G, a férmula de
Baker-Campbell-Hausdorff ¢ a solucao da equagao

Z =log(e¥e") (5.6)

Para X,Y € g possivelmente nao comutativos. Esta formula faz uma ligacdo entre G
e g ao expressar o logaritmo do produto de dois elementos e* e ¢¥ de G como um
elemento Z de g usando apenas operacgoes de algebras de Lie.
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5.2 Representacoes Adjuntas

Vamos agora estudar as Representagoes Adjuntas. Estas aplicagbes sao homo-

morfismos e nos dao informagoes sobre o grupo de Lie ou algebra de Lie em que estao
definidas.

Definicao 5.2.1. Sejam G e H grupos de Lie. Um homomorfismo diferenciavel entre G
e H, p: G — H,é&dito um homomorfismo de grupos de Lie. Analogo para isomorfismos
e automorfismos de grupos de Lie.

Definicao 5.2.2. Sejam G e H grupos de Lie e g e h suas &lgebras de Lie, uma
aplicacdo linear 6 : g — b que satisfaz 0[X,Y]; = [0X,0Y], V XY € g é dita um
homomorfismo de dlgebras de Lie.

Lema 5.2.3. Sejam G ¢ H grupos de Lie com dlgebras de Lie g e b respectivamente.
Seja ¢ : G — H um homomorfismo diferencidvel e tome X € g. Entao vale

Vg € G, (dp)y(X"(9)) = (de)e(X) - (£(9)) € (dp)g(X'(9)) = (dip)c(X) - (X)(¢(9)).

Demonstracao: Seja X" € Inv". A defini¢ao nos da

(dip)g(X"(9)) = (dip)g(X"(eg)) = (dp)g(dRg)e(X) = d(p 0 Rg)e(X).

Por outro lado vale
d(p o Rg)c(X) = d(Rp(g) - ¢)e(X) = d(Rp(g))e 0 (dp)e(X).

donde segue (di)y(X"(g)) = d(Rp(g)) o (dp)e(X) = (dp)e(X) - (¢(g)). O caso em que
X' e Inv' é analogo. [ |

Proposicao 5.2.4. Sejam G e H grupos de Lie com dlgebras de Lie g e by, respectiva-
mente. Sejam o : G — H um homomorfismo de grupos de Lie e X € g. FEntao,

p(exp(X)) = exp((dip)e(X)).
Demonstragao: Para a prova veja [20] pagina 104. [
Uma consequéncia da Proposicao 5.2.4 é a seguinte:

Proposigao 5.2.5. Sejam G e H grupos de Lie com dlgebras de Lie g e by, respectiva-
mente. Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos de Lie. Entao (dp).:g —bh €
homomorfismo de dlgebras de Lie, isto é, (dy). € linear e vale

(d(p)e[X’ Y} = [(dg@)eX, (dgp)EY].

Demonstracao: Dados Z = (dp).X € he W = (dp).Y € b, os campos X" e Z"
assim como Y e W’ sao ¢—relacionados. Dai temos

[27 W]d = [Za W]d(e) = (d(p)e[Xv Y]d‘
[ |

O homomorfismo (dy). ¢ também denominado homomorfismo infinitesimal asso-
ciado a .
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Exemplo 5.2.6. A aplicacio determinante det : GL(n;R) — R\ {0} ¢ um homo-
morfismo de grupos de Lie. Para obter d(det);, tome A € GL(n,R) e uma curva
gt = (a5 (t))7j=1 € GL(n,R) tal que go = (a;;(0))72;- = In e ¢'(0) = (aj;(0))72,=, = A.

ij ij=1
Assim temos
det(g) = Y (=1)7a1o)(t) - - - - Gnom).

oESy

Deriwando em t =0, obtemos

d d
&(det(gt))lt:o = E(det)gt‘tzo : gé‘f:o = d(det)ln -A=1trA.

E claro que tr - gl(n,R) — R € linear e preserva o colchete, i.e., é um homomorfismo
de dlgebras de Lie. Da Proposicao 5.2.4 seque que

det (GA) — i,
Vejamos agora um caso particular de homomorfismo.

Definicao 5.2.7. Sejam G um grupo de Lie, V um R-espaco vetorial de dimensao
finita. Dizemos que o homomorfismo de grupos p : G — GL(V') é uma representa¢ao
de G no espago V' e denotamos por (p, V') ou somente p.

V' é dito o espago de representacido, a algebra de Lie do grupo GL(V') é dada por
gl(V) = (L(V;V);), onde o colchete é dado pelo comutador. Assim podemos definir de
maneira analoga a representacao de uma algebra de lie g no espaco vetorial V' através
de uma aplicacao ¢ : g — gl(V).

Como vimos anteriormente (dp). : g — gl(V) é um homomorfismo de algebras
de Lie e portanto é uma representacao de g em V. Essa representagao ¢ denominada
a representagdo infinitesimal associada a (p, V).

Da Proposicao 5.2.4 temos a formula que relaciona as duas representagoes

plexpg(X)) = expar)((dp)eX).

Como expgp,yy esta definida em um grupo linear, podemos escrevé-lo como uma série
de poténcias.

Vamos estudar a representacao de um grupo de Lie GG na sua algebra de Lie g.
Na Defini¢ao 5.1.8 definimos os automorfismos internos C')g de um Grupo de Lie. Note
que Cy(e) = geg™' = g9~ = e, e temos que (C,). : g — g ¢ uma aplicagao linear pois

d(Cy)e = d(Lgo Rg~")e = (dLg)y-1 - (dRg)e : g — g.
Assim dados g, h € G temos

(Cyo Cr)(x) = (Cy)(hah™) = ghah™g~" = Con(x),
donde temos d(Cy). o d(Ch)e = d(Cyp)e. Assim podemos definir a seguinte aplicagao
Definicao 5.2.8. A representacao adjunta de G em sua algebra de Lie g é definida por

Ad: G — GL(g)
g = Ad(g) =d(Cy)c:9— g

Esta aplicacao ¢ diferenciavel pois é a composicao de duas aplicagoes diferenciaveis.
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Das consideracoes acima temos que Ad é uma representacao de G em g, isto é, um
homomorfismo de G em GL(g). Além disso, para cada g € G temos que Ad(g) = d(Cy).
¢ um endomorfismo de g e portanto Im(Ad) C End(g)(Note que End(g) pode ser visto
como um grupo de Lie de matrizes).

Aplicando a féormula da Proposi¢ao 5.1.34 ao caso particular em que ¢ : G —
G, o(g) = C, para algum ¢ em G, temos

Cylexpa(X)) = expa(d(Cy)X) = glexpg(X))g™ = expg(Ad(g)X). (5.7)

Exemplo 5.2.9. Se G = GL(n,R), entao Ad(g) = C, V g € G. Com efeito, se
Cy : GL(n,R) — GL(n,R) é a conjugagdo pela matriz g € GL(n,R), entio (dC,). :
M(n,R) — M(n,R), donde dC, é uma transformagao linear e assim dCy = Cy V g €
G. Portanto Ad(g) = (dCy). =C, V g € G.

Vamos agora estudar a representacao infinitesimal de Ad.

Definicao 5.2.10. Seja g uma Aalgebra de Lie, definimos sua representacao adjunta
como a aplicacao

ad: g — gl(g)
X = adX)=adx: g — ¢
Y = adx(Y)=[X,Y].

Note que da identidade de Jacobi temos, para quaisquer X,Y, Z € g,

adixy)Z = [[X.Y],Z] =[X,[Y. Z]| + [[X, Z]. Y]
= [X[Y, Z]] - [V, [X, Z]] = adx(ady (Z)) — ady (adx(Z))
= [adx,ady}Z.
Portanto adjxy) = [adx,ady]. Logo ad é um homomorfismo de algebras de Lie, onde

o colchete em gl(g) é dado pelo comutador. Outro resultado que obtemos com a
identidade de Jacobi é o seguinte: dados X,Y, Z € g quaisquer, vale

adX[YvZ] = [X7[Y72”:HX’YLZ]_FHsz]’Y}
= [adXY,Z]—l—[adXZ,Y};

ou seja, V X € g,adx é uma derivacao.

Proposigao 5.2.11. Seja G um grupo de Lie, com dlgebra de Lie g ~ (Inv', [, -];).
Entao d(Ad).(X) = adx,V X € g e vale a igualdade

Ad(exps (X)) = expg(adx). (5.8)

Demonstracao: Para a prova veja [17]| pagina 111. |

A igualdade [X,Y]; = —[X,Y], implica que para campos invariantes a direita

acrescenta-se um sinal na formula desta proposi¢ao, ou seja, sendo G um grupo de Lie,
com algebra de Lie g = (Inv", [+, -],), tem-se d(Ad).(X) = —adx VX €ge

Ad(expa(X)) = expa(—adx). (5.9)

As formulas (5.7) e (5.8)(ou(5.9)) sdo a base para que possamos estabelecer relagoes
entre as propriedades de G e g. O primeiro membro de (5.7) envolve o produto em
G enquanto que o segundo membro de (5.8) depende apenas do colchete em g, sendo
ambos sdo ligados por um termo intermediario envolvendo Ad(g),g € G.
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