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  RESUMO 

 
Este estudo propõe determinar localizações ótimas para a expansão de um sistema de ensino 

superior usando critérios populacionais e sociais. Com esse objetivo, este trabalho avalia 

modelos de localização de objetivo único na determinação da distribuição ótima de 

facilidades de ensino superior no estado do Amazonas, Brasil. Três opções de otimização são 

avaliadas e disponibilizadas aos tomadores de decisão: 1) priorizar cidades com baixo valor 

de Índice de Desenvolvimento Humano (IDH); 2) priorizar cidades com maior população; 3) 

favorecer ambos os critérios. Além disso, a localização deve igualar a distribuição dos alunos 

entre as regiões do Amazonas. Com esse objetivo, foram avaliados três modelos discretos de 

localização: modelo p-centro, modelo p-mediana e o modelo p-dispersão. Os modelos de 

localização foram projetados usando a metaheurística algoritmo genético. Uma 

implementação avançada do algoritmo genético que otimiza a solução e tempo de 

convergência foi usada. As expansões propostas aqui apresentam valores médios mais baixos 

de Índice de Desenvolvimento Humano em comparação com 0,619 da distribuição existente 

dos campi. Os melhores resultados foram obtidos com o modelo p-mediana. 

 

 

Palavras-chave: modelagem p-mediana; localização de escolas de ensino superior; 

localização de objetivo único; algoritmo genético. 

 

 

 



 

ABSTRACT 
 

This study proposes determining optimal locations for expanding a higher education system 

by using populational and social criteria.With this aim, this work evaluates single objective 

location models in determining the optimal distribution of higher education facilities in 

Amazonas State, Brazil. Three optimization options are evaluated and made available to 

decision makers: 1) prioritize cities with a lower United Nation Human Development Index; 

2) prioritize cities with a higher population; 3) favor both criteria. Also, the location must 

equalize student distribution between the regions of Amazonas State.With this aim, three 

discrete location models were evaluated: p-center model, p-median model, and p-dispersion 

model. The location models were designed using a Genetic Algorithm metaheuristic. A state-

of-art implementation of the Genetic Algorithm that optimizes the solution and converge time 

was used. The expansions proposed here present lower mean values of United Nation Human 

Development Index compared with 0.619 from the existing distribution of campuses. The best 

results were obtained with the p-median model. 

 

Keywords: p-median modeling; locating higher education schools; single objective location; 

genetic algorithm. 
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CAPÍTULO 1  

 

1. INTRODUÇÃO 

 

De acordo com o relatório do Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais 

Anísio Teixeira (INEP, 2018), a porcentagem da população no Brasil com acesso à educação 

superior é de apenas 19,6% na faixa etária entre 25 e 34 anos e de 13,7% na faixa entre 55 e 

64 anos. Portanto, há muito espaço para o crescimento do ensino superior no Brasil. No 

Brasil, obter um diploma de graduação pode garantir uma renda 80% maior que a de um 

trabalhador médio não graduado (OECD, 2018). 

Na região Norte do Brasil, no estado do Amazonas, a maior área da federação com 

1.559.146,876 km², esse problema é agravado. Apenas 6,2% da população com 25 ou mais 

anos de idade têm ensino superior completo no estado do Amazonas (IBGE, 2018); 

Conforme é mostrado na Figura 1.1, o estado do Amazonas compreende 62 

municípios distribuídos em quatro mesorregiões: Central, Norte, Sul e Sudoeste. Essas 

mesorregiões podem ser vistas na Figura 1.2. 
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Figura 1.1 – Estado do Amazonas com  62 cidades, rios (azul) e estradas (vermelho). Shapefiles –  arquivos com dados geoespaciais – obtidos através da ANA (2016), 

DNIT (2016), IBGE (2016a),  IBGE (2016b) e  FORESTGIS (2020), respectivamente, para hidrovias, rodovias, mapa do Estado do Amazonas, mapa do Brasil e mapa da 

América do Sul. 
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Figura 1.2 – Mapa do estado do Amazonas mostrando mesorregiões do estado e cidades com pelo menos uma unidade de ensino superior. Shapefiles –  arquivos com dados 

geoespaciais – obtidos através do IBGE (2016a),  IBGE (2016b), IBGE (2019) e  FORESTGIS (2020), respectivamente, para o mapa do Estado do Amazonas, mapa do 

Brasil, mapa das mesorregiões do Estado do Amazonas e  mapa da América do Sul.  
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No estado do Amazonas, as distâncias entre as localidades podem chegar a mais de 

1.500 km, tais como os trechos Manaus–Atalaia do Norte (1.623 km), Manaus–Benjamin 

Constant (1.575 km), Manaus–Tabatinga (1.573 km), entre outros (ANTAQ, 2013). O acesso 

a essas cidades geralmente é realizado através da navegação por vias navegáveis interiores 

(linhas de cor azul na Figura 1.1). A rede fluvial (linhas azuis na Figura 1.1) do estado do 

Amazonas é a mais importante. Nas margens dos rios está localizada a maioria das cidades do 

estado do Amazonas. A rede ferroviária não existe e a rede rodoviária (linhas vermelhas na 

Figura 1.1) é muito limitada e pobremente mantida. 

Metade dos alunos elegíveis (Alunos do Ensino Médio – AEM), em torno de 105.000 

alunos para ingressar em uma Instituição de Ensino Superior (IES), está na capital do estado 

do Amazonas, Manaus, e a outra metade está distribuída em outras 61 cidades do interior do 

estado do Amazonas (IBGE, 2018). O transporte dos estudantes de uma cidade para a cidade 

mais próxima com uma IES é demorado e geralmente é feito pelo rio, que nem sempre é a 

forma de transporte mais modernizada. 

Um aspecto importante a ser considerado são os longos tempos de viagens envolvidos 

no deslocamento dos alunos do interior para uma cidade com IES mais próxima. Uma 

alternativa para reduzir essa dificuldade de deslocamento é a localização de novas unidades de 

IES no interior. 

Neste trabalho, estamos interessados na modelagem e solução de um problema 

específico de locação de unidades de IES em um conjunto de localidades. Esse conjunto de 

localidades são as cidades do estado do Amazonas. Especificamente, a localização de 

unidades de ensino em um conjunto de localidades é um problema discreto. 

 

1.1 CONTEXTUALIZAÇÃO DO PROBLEMA  

 

O estado do Amazonas possui dois sistemas de IES públicos e dezoito IES privadas. 

Um dos sistemas públicos está vinculado ao governo federal e o outro ao governo estadual. 

Como mostra a Figura 1.2, as instituições de ensino superior estão localizadas em apenas dez 

cidades das quatro mesorregiões. Nas mesorregiões Central, Norte, Sudoeste e Sul, existem 5, 

1, 2 e 2 cidades com IES, respectivamente, denominadas na Figura 1.2.  

Para cada mesorregião, a Tabela 1.1 mostra os seguintes campos:  

a) A quantidade de cidades;  

b) O número de alunos no ensino médio (AEM);  
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c) A taxa de AEM, definida como o número de AEM em cada mesorregião dividido 

pelo número total de AEM no estado do Amazonas;  

d) O número de estudantes do ensino superior, AES;  

e) A taxa de AES, definida como o número de AES em cada mesorregião dividido 

pelo número total de AES no estado do Amazonas;  

f) O número de instituições de ensino superior (IES), e;  

g) A taxa de IES, definida como o número de IES em cada mesorregião dividido pelo 

número total de IES no estado do Amazonas. 

 

Tabela 1.1 – Comparando dados populacionais e educacionais das mesorregiões do Amazonas, Brasil, 

 (Semesp, 2018). 

Mesorregião Cidades AEM
Taxa de 

AEM 
AES

Taxa de 

AES **

Número de 

IES

Taxa de 

IES ***

Central 30 165525 0,783 133.645 0,949 20 0,800

Norte 6 6109 0,0289 623 0,004 1 0,040

Sudoeste 16 25651 0,121 4.044 0,029 2 0,080

Sul 10 13993 0,0662 2.596 0,018 2 0,080

 *AEM/Total de AEM (211.278) **AES/Total de AES (140.908) ***IESs/Total de IESs (25) 

 

As IES privadas estão localizadas apenas na capital. Na Tabela 1.2, mostramos uma 

comparação entre o valor médio do IDH e o número médio de AEM das 10 cidades com IES 

e de todas as 62 cidades. O índice IDH leva em consideração a expectativa de vida ao nascer, 

a média de anos de escolaridade, os anos esperados de escolaridade e a renda nacional bruta 

per capita (UNDP, 2018). 

Tabela 1.2 – Número médio de AEM e IDH médio das cidades com IES e todas as cidades do estado do 

Amazonas, (UFAM, 2016; UEA, 2012). 

Cidades
Número médio 

de AEM

IDH 

médio

10 cidades atuais com IES 14.170,40 0,619

Todas as cidades do Estado do Amazonas 3.407,70 0,565  

 

Das Tabelas 1.1 e 1.2, podem ser tiradas as seguintes conclusões: 

 

1. No estado do Amazonas, Brasil, os alunos do ensino superior (AES) estão 

concentrados na mesorregião Central, a mais populosa e onde Manaus, capital do 

estado, está localizada. No entanto, a taxa de AES dessa mesorregião em 

comparação com a mesma taxa de outras mesorregiões é maior que a taxa de 

AEM dessa mesorregião em comparação com a mesma taxa de outras 

mesorregiões, sugerindo que mais AEM dessa mesorregião têm acesso ao ensino 

superior; 
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2. O IDH médio das cidades com IES é maior que o IDH médio de todas as cidades, 

sugerindo que a atual distribuição das IESs favorece as cidades com um IDH mais 

alto. 

Para equalizar a taxa de AES e a taxa de AEM de todas as mesorregiões, dentro do 

escopo deste trabalho, há duas opções:   

1. Aumentar o número de estudantes nas instituições de ensino superior localizadas 

nas mesorregiões com menor taxa de estudantes, ou; 

2. Aumentar o número de cidades com instituições de ensino superior nessas 

mesorregiões.  

A primeira opção é uma decisão administrativa. A segunda opção pode ser alcançada 

expandindo o número de IES, buscando uma melhor distribuição delas. Isso pode ser feito 

usando modelos de localização discretos.  

Especificamente, tomadores de decisão devem selecionar locais de um conjunto finito 

de locais candidatos (como em problemas de localização discretos) ou podem estabelecer 

facilidades em uma rede (por exemplo, rede de estradas). Além disso, os modelos de 

localização discretos não fazem suposições particulares sobre a demanda e a localização das 

facilidades. Simplesmente, são fornecidos os locais ou coordenadas dos nós de demanda e os 

locais candidatos. E as distâncias entre a demanda e os locais candidatos não precisam aderir 

a nenhuma fórmula específica (Daskin, 2013). 

Neste trabalho, pretendemos avaliar soluções obtidas, para o problema de locação de 

expansão de IES no estado do Amazonas, com os seguintes modelos: 

1) PMM (Modelo P-Mediana): Um que minimiza a distância média entre um nó de 

demanda (cidade sem IES) e um nó de facilidade mais próximo (cidade com IES); 

2) PCM (Modelo P-Centro): Um que minimiza a distância máxima entre nós de 

demanda e um nó de facilidade mais próximo; 

3) PDM (Modelo P-Dispersão): Um que maximiza a distância mínima entre pares de 

facilidades; 

 

O modelo PCM (Tutunchi e Fathi, 2019) é um tipo de modelo baseado em cobertura. 

Esse tipo de modelo que minimiza a distância máxima entre nós de demanda e uma facilidade 

pressupõe que exista alguma distância ou tempo crítico de cobertura dentro do qual as 

demandas precisam ser atendidas. Tais modelos são normalmente usados no projeto de 

serviços de emergência, como o estabelecimento de unidades para combate a incêndios ou 

unidades de saúde para atendimento de emergência. O modelo PMM (Daskin e Maass, 2015) 
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é um tipo de modelo baseado em mediana que minimiza a distância média entre nós de 

demanda e facilidades atribuídas. Tais modelos são normalmente usados em contextos de 

planejamento de distribuição nos quais é essencial minimizar o custo total de transporte. O 

modelo PDM (Tutunchi e Fathi, 2019) maximiza a distância mínima entre pares de 

facilidades. 

Esses três modelos são os modelos de localização discretos mais utilizados na 

literatura. Conforme declarado no último parágrafo, cada um otimiza um determinado critério. 

A escolha desses modelos visa avaliar qual deles alcança melhor desempenho em termos dos 

parâmetros avaliados neste trabalho: taxa de IES e taxa de AEM. 

Para fornecer ao tomador de decisão várias opções, pretendemos também modelar o 

problema de expansão de maneira a fornecer as seguintes estratégias: 

a) Estratégia A: Uma expansão que favorece cidades com menor IDH; 

b) Estratégia B: Uma expansão que favorece as cidades mais populosas; 

c) Estratégia C: Uma expansão que favorece igualmente ambos os critérios (IDH e 

cidades mais populosas). 

Especificamente, neste trabalho, as expansões consideradas serão para as instituições 

de ensino superior públicas, uma vez que os objetivos, restrições e variáveis podem ser 

diferentes se considerarmos o tipo da IES. E as estratégias mencionadas acima são mais 

adequadas para instituições públicas do que para as instituições privadas.  

Os problemas de localização das facilidades (FLP) são geralmente empregados para 

resolver problemas públicos, comerciais, industriais e militares. Nesses problemas, os pontos 

de demanda de serviço devem ser atendidos por um número limitado de facilidades. Esses 

problemas possuem natureza estratégica, pois envolvem grandes somas de recursos de capital, 

com impactos econômicos, sociais e ambientais de longo prazo. São difíceis de solucionar, 

pelos menos de forma otimizada, uma vez que possuem alta complexidade computacional. 

São aplicações específicas, pois seus objetivos, restrições e variáveis são determinados pelo 

problema particular de locação em estudo. Segundo Drezner e Hamacher (2002), não existe 

um modelo geral que possa ser aplicado a todos os problemas de localização.  

Localização ou locação de facilidades é a determinação do melhor local geográfico 

para estabelecer escolas, fábricas, hospitais, entre outros, com base em critérios 

predeterminados. Esses critérios podem ser, por exemplo, a proximidade com os clientes, 

fornecedores, redes de transporte, custo da mão de obra, custo de transporte, entre outros, e 

que tenham impacto sobre os objetivos que norteiam o processo de localização (Reid e 

Sanders, 2011).  
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De acordo com Fotheringham et al. (1995), modelos para locação-alocação consistem 

de um conjunto de técnicas para análise de localização. Eles definiram alocação como sendo o 

relacionamento ou atribuição da demanda (população) a uma facilidade estabelecida. 

A teoria da complexidade computacional classifica o PMM como um problema NP-

difícil não polinomial – problema NP-difícil (Kariv e Hakimi, 1979a). Métodos meta-

heurísticos como Intercâmbio Guloso (GI), Vizinhança (N) e Intercâmbio (Whitaker, 1983), 

Relaxamento Semi-Lagrangeano (Beltran et al., 2004), Recozimento Simulado (SA) 

(Chiyoshi e  Galvão, 2000), Busca Tabu (TS) (Salhi, 2002) e Algoritmo Genético (GA) (Alp 

et al., 2003; Satoglu et al., 2016) são geralmente usados para resolver problemas NP-difícil, 

para os quais um método de solução ideal não é conhecido ou não existe. Nas comparações 

feitas em (Salhi, 2002) e (Drezner et al., 2015), a heurística GA destaca-se como a melhor em 

termos de tempo e precisão da solução. 

A implementação do GA, proposta por Silva et al. (2019), quando usada para resolver 

problemas de PMM da biblioteca de Pesquisa Operacional (OR) (Beasley et al., 1990), 

superou as implementações propostas em (Alp et al., 2003) e (Satoglu et al., 2016), em termos 

de tempo e precisão. Neste trabalho, adaptamos essa implementação do GA para resolver os 

três tipos de problemas de localização mencionados anteriormente. 

 

1.2 OBJETIVO GERAL 

 

Neste trabalho, estamos interessados em alcançar o seguinte objetivo principal:  

 Elaborar uma metodologia para o problema de expansão de unidades de ensino 

superior levando em consideração critérios populacional e social, atendendo a um 

maior número de cidades. 

 

1.3 OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

 

1. Avaliar modelos de locação de objetivo único tais como o p-mediana, o p-centro e 

o p-dispersão; 

2. Propor métricas para avaliação das soluções de locação obtidas; 

3. Elaborar uma modelagem do Algoritmo Genético eficiente para os modelos 

discretos usados neste trabalho; 
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1.4 DESENVOLVIMENTO DO TRABALHO 

 

Este trabalho está organizado nos seguintes capítulos: 

i. Introdução (Capítulo I); 

ii. Fundamentos Teóricos (Capítulo II); 

iii. Revisão Bibliográfica (Capítulo III) 

iv. Metodologia (Capítulo IV);  

v. Resultados e Análise dos Resultados (Capítulo V); 

vi. Conclusão e Trabalhos Futuros (Capítulo VI); 

vii. Referências Bibliográficas. 

 

No Capítulo II são abordados tópicos tais como: Modelagem mono-objetivo e 

multiobjetivo; Modelos de localização discreto p-mediana, p-cento e p-dispersão, e; 

Algoritmo Genético. Esses tópicos são necessários para descrever as técnicas utilizadas e os 

modelos elaborados neste trabalho.  

No Capítulo III são mostrados: Resumo dos trabalhos relacionados na literatura no que 

diz respeito à locação de escolas; Visão Geral desses trabalhos com os modelos utilizados, 

técnicas de otimização e o que cada um desses trabalhos aperfeiçoa.  

O Capítulo IV mostra os Materiais e Métodos elaborados neste trabalho. Na seção de 

Materiais é apresentado como foram obtidos os dados utilizados neste trabalho, tais como: as 

distâncias entre as cidades, as populações e os valores de IDH dos municípios. Na seção de 

Métodos são apresentadas as técnicas desenvolvidas/aplicadas nesta pesquisa, tais como: os 

três tipos de normalização dos parâmetros usados; a modelagem para o problema de expansão 

das cidades com IES; as métricas para avaliação das soluções de locação, e; a modelagem do 

Algoritmo Genético para os problemas de localização discretos. 

O Capítulo V mostra os resultados para os três grupos de métricas obtidos para cada 

modelo de locação e configuração de parâmetros. São discutidos, nesse capítulo, se a 

combinação de modelos de locação com as estratégias de expansão obtém melhores valores 

de taxas para cada mesorregião do que a solução existente. 

No Capítulo VI são apresentadas as principais conclusões deste trabalho, os objetivos 

alcançados, bem como sugestões para continuação e aprimoramentos. 
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CAPÍTULO 2  

 

 

2. FUNDAMENTOS TEÓRICOS 

 

O Capítulo I delineou a principal contribuição desse trabalho, que versa sobre a 

otimização da alocação de unidades de ensino para a expansão do sistema superior no estado 

do Amazonas: a proposição de uma metodologia para expansão de unidades de ensino 

utilizando os modelos p-mediana, p-centro e p-dispersão. Além disso, todas as soluções de 

locação foram obtidas por meio do Algoritmo Genético. 

Neste capítulo introduzimos conceitos teóricos relacionados aos tópicos acima citados. 

Os modelos de localização discretos p-mediana, p-centro e p-dispersão são apresentados com 

o intuito de mostrar suas funções objetivo, variáveis e restrições. Esses modelos são 

adaptados, posteriormente, no capítulo de Metodologia, para a modelagem do problema 

específico desta tese. 

Embora seja recomendada a leitura deste capítulo, fica a critério do leitor prosseguir 

para os próximos capítulos e recorrer a este capítulo quando assim o desejar. 

Estruturalmente, este Capítulo consiste de três seções. Na primeira, apresentamos os 

conceitos relacionados com a otimização mono-objetivo e multiobjetivo. Na segunda, 

abordamos o métodos de localização discretos p-mediana, p-centro e p-dispersão. Por último, 

apresentamos conceitos relacionados com o Algoritmo Genético. 

 

 

2.1 OTIMIZAÇÃO MONO-OBJETIVO E MULTIOBJETIVO 

 

A otimização mono-objetivo tenta obter a melhor solução que usualmente é um 

mínimo ou máximo global, dependendo se o problema de otimização é de minimização ou 

maximização. No caso de múltiplos objetivos, pode não existir uma solução que seja a melhor 

(máximo ou mínimo global) com respeito aos objetivos. Tipicamente, nos problemas de 

otimização multiobjetivo, existe um conjunto de soluções que são superiores ao restante das 

soluções no espaço de busca quando todos os objetivos são considerados, mas são inferiores a 

outras soluções no espaço em um ou mais objetivos (Srinivas e Deb, 1994).  

Em problemas de otimização multiobjetivo com objetivos conflitantes, no qual o 

ganho em um objetivo sacrifica os demais, não há solução simples e existe um número de 



25 

soluções que são ótimas. Nenhuma solução desse conjunto de soluções ótimo pode ser 

considerada a melhor entre elas, sem qualquer informação adicional. Nesse caso, várias 

soluções ótimas são importantes por causa de seus objetivos conflitantes. Essa é a principal 

diferença entre um problema de otimização multiobjetivo e mono-objetivo, cuja solução 

ótima é a única importante (Deb, 2001). 

Matematicamente, o problema de otimização multiobjetivo é dado como segue (Chong 

e Zak, 2013): 

minimizar  𝒇(𝒙) = [

𝑓1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)
𝑓2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)

⋮
𝑓ℓ(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)

] 

Sujeito a 𝒙 ∈  Ω, 

Onde:  

𝒇: ℝ𝑛 → ℝℓ e  Ω ⊂ ℝ𝑛. O conjunto de restrições Ω pode ter a forma] 

ℓ é o número de funções objetivo; 

𝑓1, … , 𝑓ℓ são a ℓ funções objetivo; 

Ω = {𝒙: 𝒉(𝒙) = 0, 𝒈(𝒙) ≤ 𝟎}, em que ℎ ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚, 𝑔: ℝ𝑛 → ℝ𝑝, 𝑚 ≤ 𝑛.   

Em geral, podemos ter três diferentes tipos de problemas de função multiobjetivo: 

 Minimiza todas as funções objetivo; 

 Maximiza todas as funções objetivo; 

 Minimiza algumas e maximiza outras. 

 

Usualmente, alguns desses problemas podem ser convertidos na forma de um 

problema de otimização equivalente. Segundo Chong e Zak (2013), um problema de 

otimização multiobjetivo pode ser convertido em um problema mono-objetivo por meio das 

seguintes técnicas:  

 Método da soma ponderada. Nesse método, são dadas importâncias relativas, 

pesos, aos componentes individuais no vetor objetivo. Esses pesos são os 

coeficientes da combinação linear (ou seja, componentes c): 

𝑓 = 𝒄𝑇𝒇(𝒙) 

 Método minimax. Nesse método, o problema de minimização multiobjetivo é 

convertido em um de minimização do máximo dos componentes, 

𝑓(𝒙) = max {𝑓1(𝑥), … . , 𝑓ℓ(𝑥)} 
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 Método p-norm. Nesse método, o problema multiobjetivo é convertido para um 

problema mono-objetivo, assumindo que os componentes do vetor objetivo são 

não negativo; 

𝑓(𝒙) = ‖𝒇(𝒙)‖𝑝 

 Método de minimizar um dos componentes do vetor objetivo sujeito às restrições 

sobre os outros componentes. Por exemplo, dado o vetor de funções objetivo 

𝑓(𝒙) = [𝑓1(𝑥), … . , 𝑓ℓ(𝑥)]𝑇 , temos: 

 

Minimizar: 

𝑓1(𝒙) 

Sujeito a: 

   
𝑓2(𝒙)  ≤ 𝑏2

⋮
𝑓ℓ(𝒙)  ≤ 𝑏ℓ

 

 

Onde 𝑏2, … , 𝑏ℓ são constantes que refletem satisfatoriamente valores, quando puderem 

ser determinados, para as funções objetivo 𝑓2, … , 𝑓ℓ, respectivamente. 

Neste trabalho, utilizamos o método de conversão soma ponderada, com matriz de 

pesos 𝒄 = [𝛼 𝛽 𝛾] 𝑇, de um problema de otimização multiobjetivo para um problema 

mono-objetivo. 

 

2.2 MODELO DE LOCALIZAÇÃO DISCRETO 

 

Nos modelos de localização discretos, as facilidades podem ser estabelecidas em 

pontos discretos, bem como os nós de demanda tem lugar em locais discretos. As distâncias 

podem ser obtidas de forma mais precisa, incluindo os parâmetros necessários para uma 

descrição adequada da realidade. De fato, o conjunto completo de pares de locais nó de 

demanda-facilidade candidata é inteiramente conhecido, sendo a principal dificuldade prática, 

nesses modelos, os dados a serem coletados (Plastria, 2001). 

Neste trabalho, utilizamos modelos discretos que levam em conta otimizar as 

distâncias nó de demanda-facilidade ou facilidade-facilidade. Entre esses modelos estão o p-

mediana, o p-centro e o p-dispersão. O objetivo do modelo p-mediana é minimizar a distância 

total ponderada pela demanda para estabelecer um número predeterminado de facilidades 

(Turkoglu e Genevois, 2019). O modelo p-mediana também é conhecido como problema 
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minisum (Daskin, 2013). O problema p-centro busca minimizar a distância máxima entre o 

ponto de demanda e sua facilidade mais próxima, localizando um número predefinido de 

facilidades, é conhecido como problema minimax (Daskin, 2013).  O p-dispersão (maxmin) 

busca estabelecer certo número de facilidades o mais longe possível umas das outras, ou seja, 

maximiza a distância mínima entre quaisquer pares de facilidades. Esse modelo é usado para 

localizar facilidades militares, dificultando a ação de inimigos,  franquias de lojas, evitando o 

competição desnecessária, entre outros (Daskin, 2013).   

 

2.2.1 Modelo p-mediana 

Segundo Daskin e Maas (2015), a modelagem p-mediana pressupõe o estabelecimento 

de p facilidades e a minimização da distância total média entre os pontos de demanda e a 

facilidade mais próxima.  

Para o modelo p-centro é definida a seguinte notação: 

 𝑑𝑖𝑗 é a distância entre o ponto de demanda i e o local candidato j; 

Os parâmetros utilizados nas expressões de (2.1) à (2.5) são: 

 n é o número total de locais candidatos para as facilidades; 

 𝑎𝑖 é a população da i-ésima comunidade, ou seja, o ponto de demanda i; 

 p é o número de facilidades a ser estabelecido.  

A variável de decisão otimizada pelo método é definida como: 

 𝑥𝑖𝑗 = {
1, se a zona de demanda 𝑖 for atribuída à facilidade  𝑗

0, caso contrário
  

A formulação mais conhecida para problema p-mediana foi proposta por ReVelle e 

Swain (1970) e é definida como: 

Minimizar 

∑ ∑ 𝑎𝑖𝑑𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 (2.1)  

Sujeito a: 

∑ 𝑥𝑖𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑝 (2.2)  

∑ 𝑥𝑖𝑗 = 1

𝑛

𝑗=1

 , 𝑖 = 1,2, . . , 𝑛 (2.3)  

𝑥𝑗𝑗 ≥ 𝑥𝑖𝑗  ,   𝑖 = 1,2, . . 𝑛, 𝑗 = 1,2, . . , 𝑛, 𝑖 ≠ 𝑗 (2.4)  

𝑥𝑖𝑗 ∈ {0,1},   𝑖 = 1,2, . . 𝑛, 𝑗 = 1,2, … 𝑛 (2.5)  
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A função objetivo (2.1) minimiza a distância total ponderada (ponderação feita pela 

população) entre os pontos de demanda e a facilidade. A restrição (2.2) diz que exatamente p 

facilidades devem ser alocadas. A restrição (2.3) requer que cada ponto de demanda i seja 

atribuído a apenas uma única facilidade no local j. A restrição (2.4) determina que o ponto de 

demanda seja atribuído a um ponto com facilidade alocada. A restrição (2.5) evidencia a 

natureza binária das variáveis de decisão. 

Com relação à complexidade computacional, Kariv e Hakimi (1979a) mostraram que o 

problema p-mediana é NP-difícil. Eles propuseram um algoritmo com tempo de execução  

𝑂(𝑛2𝑝2), para 𝑛 > 𝑝 > 1, com o objetivo de encontrar 𝑝 medianas em uma rede com 

estrutura em árvore. 

 

2.2.2 Modelo p-centro  

Segundo Daskin (2013), o modelo p-centro pressupõe o estabelecimento de p 

facilidades de forma a minimizar a distância máxima entre o local de demanda e a facilidade 

mais próxima do nó de demanda.  

Para o modelo p-centro é definida a seguinte notação: 

 W é a distância máxima entre o nó de demanda e a facilidade mais próxima; 

Os parâmetros utilizados nas expressões de (2.7) à (2.12) são: 

 I é o conjunto de nós de demanda; 

 J  é o conjunto de localidades candidatas; 

 𝑑𝑖𝑗 é a distância do nó de 𝑖 ∈ 𝐼 para a localidade candidata 𝑗 ∈ 𝐽 para a facilidade; 

 ℎ𝑖   é a demanda no nó 𝑖 ∈ 𝐼; 

 𝑝 é o número de facilidades para estabelecer; 

As variáveis de decisão: 

𝑋𝑗 = {
1, se estabelecemos uma faciliade no local candidato 𝑗 ∈ 𝐽

0, caso contrário
 

 𝑌𝑖𝑗 é uma parte da damanda no nó 𝑖 ∈ 𝐼 atendida pela facilidade no nó 𝑗 ∈ 𝐽; 
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A formulação matemática modelo p-centro foi proposta por Hakimi (1964, 1965), 

definida como: 

Minimizar 

𝑊 (2.6)  

Sujeito a: 

∑ 𝑌𝑖𝑗

𝑗 ∈ 𝐽

= 1 
(2.7)  

∑ 𝑋𝑗

𝑗 ∈ 𝐽

= 𝑝 
(2.8)  

𝑌𝑖𝑗 ≤ 𝑋𝑗  ∀𝑖 ∈ 𝐼; 𝑗 ∈ 𝐽 (2.9)  

𝑊 ≥ ∑ 𝑑𝑖𝑗𝑌𝑖𝑗  ∀𝑖 ∈ 𝐼

𝑗 ∈ 𝐽

  (2.10)  

𝑋𝑗 ∈ {0, 1}   ∀𝑗∈ 𝐽 (2.11)  

𝑌𝑖𝑗  ≥ 0    ∀𝑖 ∈ 𝐼; 𝑗 ∈ 𝐽 (2.12)  

 

A função objetivo (2.6) minimiza a distância máxima entre um nó de demanda e a 

facilidade mais próxima ao nó de demanda. As restrições (2.7) afirmam que, para todos os nós 

𝑖 ∈ 𝐼, toda a demanda 𝑖 ∈ 𝐼 deve ser atribuída para uma facilidade 𝑗 ∈ 𝐽. A restrição (2.8) 

estipula que p facilidades estejam estabelecidas. As restrições (2.9) afirmam que demandas no 

nó 𝑖 ∈ 𝐼 só podem ser atribuídas a uma facilidade localizada no nó 𝑗 ∈ 𝐽. As restrições (2.10) 

declaram que a distância máxima (W) entre um nó de demanda e a facilidade mais próxima ao 

nó deve ser maior que a distância entre qualquer nó de demanda 𝑖 ∈ 𝐼 e a facilidade 𝑗 ∈ 𝐽, à 

qual está atribuído. As restrições (2.11) e (2.12) são as restrições de integralidade e não 

negatividade das variáveis, respectivamente (Daskin, 2013).  

Em alguns casos, queremos considerar a distância ponderada pela demanda ℎ𝑖. Nesse 

sentido, a restrição (2.10) pode ser substituída por: 

𝑊 ≥ ∑ ℎ𝑖𝑑𝑖𝑗𝑋𝑗  ∀𝑖 ∈ 𝐼

𝑗 ∈ 𝐽

 

Kariv e Hakimi (1979b) mostraram que o problema de encontrar p-centro vértice ou p-

centro absoluto de uma rede – com vértice ponderado ou não ponderado – é NP-difícil, para 

1 < 𝑝 < 𝑛, mesmo no caso em que a rede tenha uma estrutura simples. Por exemplo, um 

gráfico planar de grau máximo de vértice igual a 3. Eles obtiveram um algoritmo 𝑂(𝑛2 lg 𝑛) 
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para encontrar p-centro (vértice ou absoluto) para qualquer 1 < 𝑝 < 𝑛. Em que n é o número 

de vértices. 

No problema p-centro vértice, as facilidades podem ser estabelecidas somente nos nós 

da rede. Nos problemas p-centro absoluto, as facilidades podem ser estabelecidas nos nós e 

nas interligações desses nós. 

 

 

2.2.3 Modelo p-dispersão  

 

O modelo p-dispersão visa o estabelecimento de p facilidades de forma a maximizar a 

distância mínima de separação entre qualquer par de facilidades. Segundo Erkut (1990), o 

problema p-dispersão é NP-Completo. A formulação desse modelo foi proposta por Kuby 

(1987).  

Para o modelo p-dispersão é definida a seguinte notação: 

 D é a distância mínima de separação entre quaisquer pares de facilidades; 

Os parâmetros utilizados nas expressões de (2.14) à (2.16) são: 

 J é o conjunto de localidades; 

 𝑑𝑖𝑗 é a distância entre as localidades candidatas  𝑖 ∈ 𝐽 e 𝑗 ∈ 𝐽; 

 𝑀 é um número muito grande, tal que 𝑀 ≥ max𝑖,𝑗 ∈𝐽{𝑑𝑖𝑗}; 

 𝑝 é o número de facilidades para estabelecer; 

As variáveis de decisão são: 

X𝑗 = {
1, se nós localizamos uma faciliade no local candidato 𝑗 ∈ 𝐽

0, caso contrário;
 

 

A formulação matemática para esse modelo é dada a seguir (Kuby, 1987 ): 

 

Maximizar 

𝐷 (2.13)  

Sujeito a: 

∑ X𝑗

𝑖 ∈ 𝐽

= 𝑝 
(2.14)  

𝐷 ≤ 𝑑𝑖𝑗 + (𝑀 − 𝑑𝑖𝑗)(1 − 𝑋𝑖) + (𝑀 − 𝑑𝑖𝑗)(1 − 𝑋𝑗), ∀𝑗 ∈ 𝐽; 𝑖 ∈ 𝐽, 𝑖 < 𝑗 (2.15)  

𝑋𝑗 ∈ {0,1} ∀𝑗 ∈ 𝐽 (2.16)  
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A função objetivo (2.13) maximiza D, a distância mínima entre as facilidades. A 

restrição (2.14) estipula que estabelecemos exatamente p facilidades. As restrições (2.15) 

definem a distância mínima entre facilidades em termos das localizações das facilidades 

selecionadas. A restrição (2.15) pode ser reorganizada para obter 

𝐷 + (𝑀 − 𝑑𝑖𝑗)𝑋𝑖 + (𝑀 − 𝑑𝑖𝑗)𝑋𝑗  ≤ 2𝑀 − 𝑑𝑖𝑗 

 Caso 𝑋𝑖 = 𝑋𝑗 = 1, então a restrição (2.15) reduze-se a 𝐷 ≤ 𝑑𝑖𝑗. Em outras palavras, se 

estabelecemos em ambos locais candidatos 𝑖 ∈ 𝐽 e 𝑗 ∈ 𝐽, então a distância máxima entre 

qualquer par de facilidades não pode exceder a distância entre os locais 𝑖 ∈ 𝐽 e 𝑗 ∈ 𝐽. Caso 

apenas um dos dois locais seja escolhido (ou seja, 𝑋𝑖 = 0, 𝑋𝑗 = 1 ou 𝑋𝑖 = 1, 𝑋𝑗 = 0), então a 

restrição (2.15) torna-se 𝐷 ≤ 𝑀. Assim, queremos que M seja suficientemente grande de 

forma que a restrição não seja obrigatória. Consequentemente, define-se 𝑀 = max𝑖,𝑗 ∈𝐽{𝑑𝑖𝑗}. 

Finalmente, se 𝑋𝑖 = 0 e 𝑋𝑗 = 0, a restrição (2.15) torna-se 𝐷 ≤ 2𝑀 − 𝑑𝑖𝑗. Assim, não é 

desejável que essa restrição seja obrigatória e definindo 𝑀 = max𝑖,𝑗 ∈𝐽{𝑑𝑖𝑗} irá garantir que o 

valor de D não seja restrito. As restrições (2.16) são simples restrições de integridade (Daskin, 

2013).  

O problema p-dispersão é NP-Difícil (Paschos, 2013). Ravi et al. (1991) obtiveram um 

algorimo 𝑂(𝑛2) para solucionar o problema de dispersão unidimensional. 

 

 

2.3 ALGORITMO GENÉTICO 

 

No problema tratado neste trabalho, a solução combinatória para localização de 

unidades de ensino superior nas cidades do estado do Amazonas é altamente complexa em 

termos de tempo e recursos computacionais e inviáveis para ser solucionada por programação 

inteira com branch and bound, ou seja, por um método exato. Isso significa que precisamos 

empregar métodos heurísticos, tais como o Algoritmo Genético (Xavier et al., 2016).  

Heurísticas são métodos que não garantem que a solução ótima seja encontrada, mas 

encontram soluções aproximadas. Entre esses métodos, destaca-se o Algoritmo Genético. 
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2.3.1 Algoritmo Genético 

 

Inicialmente, Algoritmo Genético (GA) foi introduzido por John Henry Holland em 

1975 na obra intitulada “Adaptação em Sistemas Artificiais e Naturais”. É um método 

baseado no princípio da genética e seleção natural vindos da teoria da evolução.  

Segundo Rao (2009), as principais características dos Algoritmos Genéticos são: a) 

utilizam uma população de indivíduos ou cromossomos; b) utilizam somente valores da 

função objetivo; c) os indivíduos podem ser representados com codificação binária, decimal, 

caracteres, etc. O que torna esse método de busca ideal para ser aplicado em problemas de 

programação inteira ou discreto; d) o valor da função objetivo de um indivíduo representa a 

aptidão na genética natural; e) em cada nova geração, um novo conjunto de indivíduos é 

produzido, utilizando a seleção aleatória de pais e o cruzamento entre os mesmos para gerar 

filhos; f) possuem elementos comuns, tais como população de indivíduos, seleção de acordo 

com a aptidão, cruzamento entre indivíduos selecionados para gerar novos indivíduos e 

mutação aleatória de novos indivíduos. 

Segundo Zapfel et al. (2010), os componentes básicos em GA são: população, 

inicialização, avaliação, seleção, recombinação e mutação. A seguir cada um desses termos é 

descrito de forma mais detalhada. 

 

2.3.2 População 

 

A população em algoritmos genéticos é  um conjunto de soluções. Uma solução dessa 

população é denominada de indivíduo ou cromossomo. Os cromossomos são compostos por 

genes e os valores de um gene são denominados alelos. Um gene é uma propriedade de uma 

solução, que pode assumir valores de um domínio predefinido. A posição de um gene é 

chamada de locus.  Caso um gene tome certo valor, o mesmo é denominado alelo. A Figura 

2.1 ilustra uma população de indivíduos (soluções). 
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0 0 1 0 0 0 1 0

cromossomo

alelo

gene 

no locus 3

0 1 0 0 1 0 0 0

1 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 1 1 0

1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0

população

 

Figura 2.1 – Exemplo de população de indivíduos. 

Fonte: Adaptado de Zapfel et al. (2010) 

 

É importante que no início do processo de busca, a população contenha a maior 

diversidade possível. À medida que a busca progride, a qualidade das soluções na população 

torna-se melhor até que uma solução aproximada seja encontrada e a população converge para 

essa solução. 

Uma escolha importante é o tamanho da população, uma vez que, caso a mesma seja 

muito pequena, há risco de convergência prematura. E para uma população com grande 

número de indivíduos, há um aumento considerável do esforço computacional (Sastry et al., 

2005). Não há um número ideal para o tamanho da população. Geralmente, inicia-se com uma 

população pequena, digamos de tamanho 50 e que vai sendo aumentada, de acordo com a 

natureza do problema em questão. 

 

2.3.3 Inicialização 

 

Nessa etapa são gerados os cromossomos da população, para a primeira geração. Os 

cromossomos gerados possuem a mesma codificação, ou seja,  decimal, binária, caracteres, 

etc. Outro objetivo dessa etapa, é produzir indivíduos diferentes entre sim, com distintas 

aptidões. A propriedade de amostragem aleatória é bastante utilizda nesse método de 
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inicialização, mas nem sempre é aplicado a problemas altamente restritivos, ou seja, 

problemas em que nem toda representação da solução é uma solução viável. Esses aspectos 

devem ser levados em consideração quando for projetado o método de inicialização (Zapfel et 

al., 2010). 

 

2.3.4 Avaliação 

 

Para cada solução candidata é necessário verificar a qualidade da mesma. Essa 

verificação é feita através da função de avaliação conhecida como aptidão em GA. De forma 

geral, essa função pode corresponder à função objetivo. O valor de aptidão é necessário para 

seleção e substituição, pois as soluções com melhor aptidão são preferidas na etapa de 

seleção. Uma vez que a aptidão das soluções conduz o processo de busca, ela fornece 

informação sobre a qualidade comparativa da solução, (Zapfel et al., 2010).  

 

2.3.5 Seleção 

 

É o operador que escolhe quais soluções são usadas para recombinação. Tipicamente, 

essa decisão é baseada na aptidão da solução. Frequentemente, o valor de aptidão reflete a 

qualidade da solução e é usado para seleção, comparando-o aos dos outros indivíduos na 

população. A melhor solução é, em termos da otimização, a que possui o melhor valor de 

aptidão e, provavelmente, será escolhida para recombinação.  

No processo de seleção, normalmente, os melhores indivíduos que direcionam a busca 

são escolhidos para formar o mating pool (agrupamento de acasalamento). No entanto, 

diferentes métodos de seleção foram desenvolvidos nos últimos anos, tais como Seleção 

através da Roleta, Rank Linear, Torneio, etc. A seguir são mostrados em mais detalhes os dois 

primeiros, (Zapfel et al., 2010).  

 

2.3.5.1 Seleção através da Roleta 

 

É um método de seleção simples. Nele, as soluções são selecionadas de acordo com 

sua aptidão proporcional. Por exemplo, vamos considerar um problema de maximização com 

as seguintes soluções e seus valores de aptidão: 𝑓(𝑠1) = 15;  𝑓(𝑠2) = 10; 𝑓(𝑠3) = 5,

𝑓(𝑠4) = 30, 𝑓(𝑠5) = 18, 𝑓(𝑠6) = 22. 
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Fazendo uma comparação entre 𝑠3 e 𝑠4, percebemos que a aptidão do primeiro é seis 

vezes menor do que a do segundo. Podemos afirmar que a probabilidade de selecionar 𝑠3 é 

menor do que a de selecionar 𝑠4. A equação (2.17) define o cálculo da probabilidade para uma 

solução 𝑠𝑖: 

 𝑝(𝑠𝑖) =
𝑓(𝑠𝑖)

∑ 𝑓(𝑠𝑘)𝑛
𝑘=1

 (2.17)  

Em que: 

 𝑝(𝑠𝑖) é a probabilidade de seleção para a solução 𝑠𝑖; 

 𝑓(𝑠𝑖) é o valor de aptidão para a solução 𝑠𝑖; 

 ∑ 𝑓(𝑠𝑘)𝑛
𝑘=1  é o somatório dos valores de aptidão de cada solução 𝑠𝑖; 

 n é o número de soluções considerado. 

Calculando as probabilidades para 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3,  𝑠4,  𝑠5 e 𝑠6, temos: 𝑝(𝑠1) = 0,1; 𝑝(𝑠2) =

0,10; 𝑝(𝑠3) = 0,05;  𝑝(𝑠4) = 0,30;  𝑝(𝑠5) = 0,18;  𝑝(𝑠6) = 0,22. A soma dessas 

probabilidades é igual a um e as mesmas são ilustradas na Figura 2.2. 

 

Figura 2.2 – Probabilidades de seleção da solução. 

Fonte: Adaptado de Zapfel et al. (2010). 

 

Esse esquema de seleção possui algumas falhas, que mostraremos a seguir. Considere 

as seguintes seis soluções e os valores de aptidão delas: 𝑓(𝑠1) = 5;  𝑓(𝑠2) = 15; 𝑓(𝑠3) =

110; 𝑓(𝑠4) = 10, 𝑓(𝑠5) = 12, 𝑓(𝑠6) = 20. 
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A Figura 2.3, com as probabilidades dessas soluções, ilustra um problema proeminente 

no uso da seleção através da roleta. Nesse método, soluções com um grande valor de aptidão 

dominam a população, uma vez que sua probabilidade é muito alta e a chance de selecionar 

outros indivíduos é mínima. Isso pode facilmente levar a convergência prematura. Repare que 

a aptidão da solução 𝑠3 é muito maior do que as das demais soluções. 

 

Figura 2.3 – Uma solução domina a população com seu valor de aptidão. 

Fonte: Adaptado de Zapfel et al. (2010). 

 

Na próxima subseção, veremos uma das formas de prevenir a convergência prematura 

ocasionada pelo uso da função de aptidão no cálculo da probabilidade de seleção.  

 

2.3.5.2 Seleção através do Rank Linear 

Para sobrepor os problemas de seleção proporcional, o método de seleção através do 

rank linear pode ser usado. Esse esquema de seleção usa o rank da solução comparada a 

outras soluções em vez de usar o valor de aptidão diretamente, (Zapfel et al., 2010). 

Vamos utilizar o exemplo da Figura 2.3, da seleção através da roleta. O primeiro passo 

é ordenar os valores de aptidão de forma crescente (para um problema de maximização), o 

que leva a: (𝑠1, 𝑠4, 𝑠5, 𝑠2, 𝑠6 e 𝑠3). Aqui, usamos o rank da solução em vez do valor de aptidão. 

Por exemplo, a solução 𝑠1 tem rank 1 e a solução 𝑠3 tem rank 6. Em seguida, calculamos a 

probabilidade de seleção da mesma forma usada para os valores de aptidão, equação (2.18):  
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 𝑝(𝑠𝑖) =
𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑠𝑖)

∑ 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑠𝑘)𝑛
𝑘=1

 (2.18)  

A Tabela 2.1 mostra as soluções, aptidão, rank e probabilidades de seleção das 

soluções 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4, 𝑠5 e 𝑠6. 

 
Tabela 2.1 – Exemplo de seleção rank linear para um problema de maximização. 

𝑠𝑖  𝑓(𝑠𝑖) 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑠𝑖) 𝑝(𝑠𝑖) 

𝑠1 5 1 0,05 

𝑠4 10 2 0,10 

𝑠5 12 3 0,14 

𝑠2 15 4 0,19 

𝑠6 20 5 0,24 

𝑠3 110 6 0,29 

Total 172 21 1 

 

Um gráfico de probabilidade de seleção da Tabela 2.1 é mostrado na Figura 2.4. 

 

Figura 2.4 – Solução baseada na probabilidade de seleção através do rank. 

Fonte: Adaptado de Zapfel et al. (2010). 

 

Como pode ser visto na Figura 2.4, o esquema de seleção através do rank faz com que 

soluções dominantes tenham sua influência reduzida. Veja que a probabilidade de 𝑠3 foi 

reduzida de 0,64, na Figura 2.3, para 0,29, na Figura 2.4. 
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2.3.6 Recombinação 

 

É o processo de combinar genes (propriedades) de soluções selecionadas para obter 

uma nova solução. Soluções que são recombinadas são chamadas de pais e as soluções 

resultantes são denominadas de filhos. O operador usado no processo de recombinação é 

conhecido como cruzamento. Esse operador escolhe aleatoriamente um ou mais pontos de 

corte e troca as subsequências antes e depois desse ponto entre dois cromossomos pais para 

gerar dois novos filhos. É esperada que a qualidade da nova solução fosse melhor do que a da 

progenitora. Podemos dizer que o cruzamento é um operador m-ponto, (Zapfel et al., 2010).  

Considere que os indivíduos 10101010 e 00001011 cortados a partir do terceiro locus, 

de cada um, formem dois novos indivíduos 10001011 e 00101010, conforme mostrado na 

Figura 2.5. 

1 0 1 0 1 0 1 0pai 1

1 0 0

filho 1

0 0 1

filho 2

0 1 0 1 1 0 1 0 1 0

0 0 0 0 1 0 1 1pai 2

 

Figura 2.5 – Exemplo de um cruzamento 1-ponto.  

Fonte: Adaptado de Zapfel et al. (2010). 

 

O operador de cruzamento imita a recombinação biológica entre dois organismos 

haploides simples. A Figura 2.6 ilustra o operador de cruzamento 2-pontos, em que os pontos 

de corte foram aplicados nos locus 3 e 6. Nesse caso, alternam-se entre os dois pais as 

subsequências para formar dois filhos. 
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1 0 1 0 1 0 1 0pai 1

1 0 0

filho 1

0 0 1

filho 2

0 1 0 1 0 0 1 0 1 1

0 0 0 0 1 0 1 1pai 2

 

Figura 2.6 – Exemplo de um cruzamento 2-pontos. 

Fonte: Adaptado de Zapfel et al. (2010). 

 

Outra forma é o cruzamento uniforme que seleciona ao acaso genes das soluções pais. 

Para isso, usa-se uma máscara de cruzamento que indica a propriedade ou gene selecionado 

de cada pai. A Figura 2.7 exemplifica esse tipo de cruzamento. Uma entrada 0 na máscara de 

cruzamento significa que a propriedade correspondente ao pai 1 é usada. Por outro lado, uma 

entrada 1 indica que a propriedade do pai 2 é utilizada. 

 

3 45 10 7 12 9 5 38pai 1

filho

1 0 1
máscara de 

cruzamento
0 1 0 0 1

pai 2 8 23 6 50 19 41 62 2

8 45 6 7 19 9 5 2
 

Figura 2.7 – Exemplo de cruzamento uniforme. 

Fonte: Adaptado de Zapfel et al. (2010). 

 

Conforme vimos, a recombinação tipicamente utiliza genes de soluções existentes e 

não produz soluções com novas informações. Essa perda de informação pode levar a 

convergência prematura. Esse é o motivo pelo qual existe o operador de mutação. 
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2.3.7 Mutação 

A mutação é operador secundário que provoca uma pequena perturbação aleatória na 

solução candidata, com baixa probabilidade de ocorrência. Sastry et al. (2005) propuseram 

uma taxa de mutação experimental de 0,05. O objetivo do operador de mutação é recuperar 

informação que foi perdida durante a busca, ou seja, deve impedir a convergência prematura, 

Zapfel et al. (2010).  

O operador de mutação troca de forma aleatória algum alelo no cromossomo. Por 

exemplo, o cromossomo 10000010 deve sofrer mutação em sua segunda posição para obter o 

cromossomo 11000010, conforme mostrado na Figura 2.8 A mutação pode ocorrer em 

qualquer posição com uma probabilidade muito pequena. 

 

1 0 0 0 0 0 1 0pai

1 1 0 0 0 0 1 0filho

mutação

 
 

Figura 2.8 – Exemplo de operador de mutação.  

Fonte: Adaptado de Mitchel (1999). 

 

 

2.3.8 Codificação dos cromossomos ou indivíduos 

De acordo com Mitchel (1999), a forma na qual a solução candidata é codificada 

constitui-se um fator central no sucesso do Algoritmo Genético. A maioria dos cromossomos, 

em GA, são codificados como strings binárias, contudo, a codificação com múltiplos 

caracteres e valores decimais também é utilizada. 

No caso específico para o nosso problema, optamos por modelar cada cromossomo 

com valores (alelos) decimais, em que cada locus representa um identificador vinculado a 

uma cidade. 
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2.4 CONSIDERAÇÕES  

 

Neste Capítulo foram mostrados os fundamentos teóricos das técnicas utilizadas neste 

trabalho. Em pontos específicos foram feitos alguns comentários sobre como determinado 

conceito, técnica ou método se encaixa no escopo deste trabalho.  

Mostramos ainda o método metaheurístico Algoritmo Genético, bem como algumas 

particularidades dos mesmos em relação ao problema a ser tratado, qual seja, o conjunto 

completo de cidades. 

Ressaltamos que, para um melhor entendimento deste tópico, foram apresentados 

alguns exemplos tais como nas diversas etapas do método Algoritmo Genético. 

Evidentemente, o aprofundamento dos tópicos abordados pode ser realizado a partir da 

consulta às referências indicadas neste capítulo.  

No próximo capítulo, faremos uma revisão dos principais trabalhos da literatura 

referentes à localização de escolas nos últimos dez anos, no que tange aos seus propósitos, 

modelos e métodos de resolução com único objetivo e múltiplos objetivos. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CAPÍTULO 3  
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3. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 

Neste capítulo serão mostrados alguns trabalhos na literatura relacionados com a 

localização de escolas ou que utilizaram múltiplos modelos discretos para locação de 

facilidades. A intenção do capítulo é mostrar ao leitor abordagens utilizadas pelos trabalhos 

publicados na literatura na área de locação/alocação de unidades de ensino. Nesse contexto, 

para cada trabalho revisado, destacam-se alguns pontos importantes, tais como os objetivos a 

serem otimizados e os modelos/técnicas empregados na otimização. Após a apresentação 

dessa revisão, ficará clara a diferença entre o trabalho ora proposto e os trabalhos 

anteriormente publicados na literatura sob o mesmo tema. De antemão, a principal diferença e 

contribuição advém do fato de que o nosso trabalho é o único a propor a modelagem de um 

problema de locação levando em consideração critérios populacional e social para expansão 

de unidades de ensino superior.  

Estruturalmente, esse capítulo foi dividido nas seguintes seções: a) Trabalhos 

relacionados, onde é apresentado um resumo das principais características dos trabalhos 

selecionados; b) Considerações e Contribuição. 

Na seção Trabalhos relacionados introduz-se o que cada artigo revisado se propõe a 

fazer, incluindo: contexto e os objetivos; a técnica de otimização empregada para solução do 

problema e resultados alcançados. Na seção Considerações e Contribuição, são elencadas as 

conclusões das características em comum sobre os trabalhos revisados e no que o trabalho 

proposto nesta tese se diferencia. 
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3.1 TRABALHOS RELACIONADOS 

 

A Tabela 3.1 mostra um resumo das principais características dos trabalhos publicados 

na literatura sobre localização/alocação de escolas analisados nesta tese, tais como: aplicação, 

que se refere ao contexto de aplicação do trabalho (região, município, etc.); modelo, que diz 

respeito à modelagem utilizada para representação matemática do problema; técnica de 

otimização, que diz respeito à técnica empregada para obtenção da solução (métodos 

heurísticos, programação linear, etc.); propósito, que diz respeito à tomada de decisão sobre a 

localização, e; objetivos a serem otimizados; 
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Tabela 3.1 – Resumo dos artigos selecionados. 

Referência Aplicação 
Modelos e 

características 

Técnica de 

Solução 
Decisão/ Propósito Objetivo único/ Multiobjetivo 

Teixeira et 

al. (2007) 

Rede de escolas secundárias em 

Coimbra – Portugal, com 11 

escolas secundárias e 43 centros 

populacionais. 

Uma variante do 

modelo p-mediana, 

abertura/fechamento 

de escolas 

Otimizador 

Comercial 

Localização no centro/ Objetiva 

maximizar a acessibilidade de 

estudantes à escola, com restrições 

às capacidades de ocupação mínima 

e máxima das escolas. 

Abordagem com objetivo único: 

minimizar o deslocamento aluno-

escola, com a população como 

peso. 

Teixeira e 

Antunes 

(2008) 

Rede de escolas primárias da 

cidade de Coimbra (Portugal), 

com 25 escolas do primeiro 14 

escolas do segundo ciclo e 68 

centros populacionais. 

Uma variante do 

modelo p-mediana, 

modelo capacitado 

Otimizador 

Comercial 

Localização no centro/ Objetiva 

maximizar a acessibilidade de 

estudantes à escola, com restrições 

às capacidades de ocupação mínima 

e máxima das escolas e níveis da 

demanda. 

Abordagem com objetivo único: 

minimizar o deslocamento aluno-

escola, com a demanda como peso. 

Gac et al. 

(2009) 

Rede com escolas privadas, 

subsidiadas e púbicas 

secundárias, na cidade de 

Santiago, Chile, com 6 grandes 

zonas populacionais. 

Modelo linear 

determinístico 

Otimizador 

Comercial 

Localização no centro e atribuição 

de alunos/ Objetiva a determinação 

de alocação ótima de diferentes 

tipos de escolas às zonas de 

maneira a maximizar os benefícios 

sociais do sistema de educação. 

Abordagem multiobjetivo: 

maximiza a utilidade do indivíduo e 

lucro escolar. 

 

Muller et al. 

(2009) 

Redes de escolas secundárias na 

cidade de Dresden, Alemanha, 

com 26 escolas e 64 centros 

populacionais. 

Modelo de alocação 

probabilístico, modelo 

capacitado, 

abertura/fechamento 

de escolas. 

Otimizador 

Comercial 

Localização de centros e atribuição 

de alunos/ Esse artigo propõe uma 

abordagem para planejamento e 

localização de escola multiperíodo 

em áreas urbanas. 

Abordagem multiobjetivo: 

minimiza o custo de uma rede 

escolar e maximiza a utilidade do 

aluno. 

continua 
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Tabela 3.1 – Resumo dos artigos selecionados. 

continuação 

Referência Aplicação 
Modelos e 

características 

Técnica de 

Solução 
Decisão/ Propósito Objetivo único/ Multiobjetivo 

Ndiaye et al. 

(2012) 

Rede de escolas secundárias no 

subúrbio de Dakar, Senegal, 

com 15 centros populacionais. 

Modelo p-mediana 
Otimizador 

Comercial 

Localização no centro/ Este artigo 

apresenta a localização ótima de 

escolas. 

Abordagem com objetivo único: 

minimiza o deslocamento aluno-

escola, com o centro populacional 

como peso. 

Bruno et al. 

(2014) 

Rede de escolas de ensino pré-

primário, primário e secundário, 

na cidade de Nápoles, Itália, 

com 100.000 habitantes e 29 

escolas. 

Modelo p-mediana, 

clusterização, 

agrupamento de 

escolas. 

Otimizador 

Comercial 

Clusterização de centros/ Nesse 

estudo é apresentado um modelo de 

localização que objetiva descrever e 

solucionar o problema de 

agrupamento de escolas definido no 

caso Italiano. 

Abordagem com objetivo único: 

minimiza o deslocamento aluno-

escola, com a população como 

peso. 

Menezes e 

Pizzolato 

(2014) 

Rede de escolas na Área 5 da 

região de Guaratiba, Rio de 

Janeiro, Brasil, com 5.778 

alunos e 4 escolas. 

Modelo p-median 

capacitado e problema 

de localização de 

cobertura máxima 

Otimizador 

Comercial 

Localização de centros/ O objetivo 

desse artigo é contribuir para o 

planejamento da rede escolar 

pública na região, considerando o 

forte crescimento populacional para 

2015 e 2020. 

Abordagem com objetivo único: 

minimiza o deslocamento aluno-

escola, com o centro populacional 

como peso. 

Amaya et al. 

(2015) 

Redes de escolas primárias e 

secundárias em dois municípios 

no Chile, com 10.320 e 19.946 

alunos e 15 e 24 escolas, 

respectivamente. 

Modelo de otimização 

inteiro, níveis de 

turmas a serem 

oferecidas nas 

escolas, decisão sobre 

fechamento de 

escolas. 

Otimizador 

Comercial 

Localização de centros e atribuição 

de alunos/ Esse artigo apresenta um 

modelo de decisão econômica para 

planejamento em educação pública, 

considerando a satisfação total da 

demanda por educação em um 

município e o custo envolvido no 

sistema. 

Abordagem multiobjetivo. A 

função objetivo essencialmente 

procura minimizar os custos total e 

variável das escolas. 

continua 
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Tabela 3.1 – Resumo dos artigos selecionados. 

continuação 

Referência Aplicação 
Modelos e 

características 

Técnica de 

Solução 
Decisão/ Propósito Objetivo único/ Multiobjetivo 

Castillo-

López e 

López-

Ospina 

(2015) 

Rede de escolas secundárias em 

áreas rurais do Chile, com 45 

centros populacionais e 34 

escolas. 

Modelo usando uma 

abordagem 

microeconômica. 

Otimizador 

Comercial e 

Heurística Busca 

Tabu 

 

Localização de centros e atribuição 

de alunos/ Este artigo propõe uma 

localização e modificação do 

modelo de capacidade escolar para 

reduzir as desigualdades na 

educação rural. 

Abordagem multiobjetivo que 

procura uma configuração escolar 

que minimiza o tempo de 

deslocamento médio aluno-escola, 

maximiza o número médio de 

alunos por escola e o número de 

escolas com turmas multiníveis. 

Chen et al. 

(2018) 

Esses autores aplicaram seu 

modelo no sistema escolar de 

Charlotte-Mecklenburg, na 

Carolina do Norte – Estados 

Unidos), considerando que 20 

escolas poderiam ter sido abertas 

em um conjunto viável de 25 

locais com 37.851 alunos. 

 

Modelo capacitado 

min-max 

Para locação, 

Busca Tabu.  

Para alocação, 

Algoritmo 

Guloso. 

Modelo de localização-alocação de 

escolas levando em conta restrições 

de capacidade mínima e máxima. 

Abordagem multiobjetivo que 

procura uma configuração escolar 

para minimizar a impedância 

agregada de deslocamento (tempo 

ou distância) aluno-escola, para 

maximizar o número de alunos 

enviados para a escola mais próxima 

e para minimizar o número de 

alunos enviados para escolas tão 

distantes de suas casas. 

Karatas et al. 

(2017) 

Geraram demanda e locais 

candidatos de facilidade dentro 

de uma região de 100 x 100 km 

quadrados. Fixaram os 

parâmetros básicos como 

𝑚 = 20, 𝑛 = 200 e 𝑝 = 10. 

Modelos de locação 

p-mediana, 

cobertura máxima 

(MCLP) e p-centro 

Otimizador 

Comercial 

Modelos de alocação que atenda a 

múltiplos critérios. 

Abordagem multicritério. O objetivo 

é medir e examinar a eficiência das 

soluções em termos de distâncias 

médias entre demanda-facilidade, 

número de demandas atendidas e 

distância máxima demanda-

facilidade. 

continua 
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Tabela 3.1 – Resumo dos artigos selecionados. 

continuação 

Referência Aplicação 
Modelos e 

características 

Técnica de 

Solução 
Decisão/ Propósito Objetivo único/ Multiobjetivo 

Lotfian e  

Najafi 

(2018) 

Rede da mina subterrânea de 

Tabas, província de Khorasan do 

Sul, Iran, com 46 locais 

candidatos. 

 

Modelos de locação 

p-mediana, 

cobertura máxima e 

p-centro. 

Otimizador 

Comercial. 

GAMS
©

. 

Localizar facilidades de emergência 

dentro de uma mina subterrânea 

com uma rede complexa usando o 

conceito de grafo e modelos 

discretos de locação, minimizando o 

tempo de atendimento aos feridos. 

Abordagem multicritério, levando 

em consideração os seguintes 

objetivos: minimizar a distância 

entre estação de emergência- 

mineradores; minimização do 

número facilidades; maximizar a 

cobertura de todos os pontos de 

demanda. 
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Vários autores usaram a formulação do PMM na otimização de problemas de 

localização de escolas com objetivo único (Teixeira et al., 2007; Ndiaye et al., 2012; Menezes 

e Pizzolato, 2014; Teixeira e Antunes, 2008; Bruno et al., 2014). 

Em Teixeira et al. (2007), uma variante do PMM foi empregada para determinar 

localidades para estabelecer 𝑝 escolas em Coimbra, Portugal. O critério de otimização 

maximiza a acessibilidade dos alunos às escolas, com restrições à ocupação de capacidade 

máxima e mínima. O problema de otimização considerou 11 escolas secundárias existentes, 

43 centros populacionais e a distância total entre alunos e a escola de 21.097 km. Foi utilizado 

um otimizador XPRESS-MP e um valor otimizado de 10.861 km foi alcançado para a soma 

das distâncias, com 14 escolas. 

Teixeira e Antunes (2008) propuseram um modelo hierárquico capacitado (HCM) para 

localizar p escolas de forma a minimizar o deslocamento total aluno-escola na cidade de 

Coimbra (Portugal), melhorando a taxa de ocupação total das escolas. Esses autores definiram 

o HCM como um modelo no qual uma escola de nível s pode atender aos alunos de nível 1 a 

s, ou seja, uma rede educacional composta por escolas de jardim de infância, primárias e 

secundárias. Para aplicação do modelo HCM, eles consideraram 25 escolas EB1 (primeiro 

ciclo) e 14 escolas EB12 (primeiro e segundo ciclo) e 68 centros populacionais. Esses autores 

implementaram o modelo HCM com o pacote XPRESS-MP e utilizaram, como solucionador, 

o otimizador XPRESS versão 15.30. Os resultados obtidos por eles, após a solução do HCM 

foram: a) Cenário 1 – aumento da taxa de ocupação para 74%, fechamento de 3 escolas EB12 

(primeiro e segundo ciclo), e total de distância aluno-escola para 12.527 km; b) Cenário 2 – 

taxa de ocupação de 88%, fechamento de 12 escolas EB1 e 1 Escola EB12, e aumento de 15% 

no deslocamento total aluno-escola para 14.391 km, em relação ao cenário 1; c) Cenário 3 – 

taxa de ocupação de 85%, localização de uma nova escola EB12 e diminuição do 

deslocamento total aluno-escola para 13.183 km, 5% maior do que o cenário 1. 

Ndiaye et al. (2012) resolveram um problema de otimização com objetivo único. O 

critério de otimização foi a distância média percorrida pelos alunos de casa para a escola. A 

aplicação foi em uma rede de escolas suburbanas secundárias de Dakar, Senegal, com 15 

centros. Os autores consideraram 8 locais candidatos ao estabelecimento de escolas, incluindo 

5 locais com escolas existentes, de modo que a distância média entre estudantes e escolas foi 

limitada a 2.000 km. Os autores usaram um solucionador IBM-CPLEX para realizar os 

experimentos. Eles alcançaram os melhores resultados para 𝑝 = 5. Quatro dos cinco sites 

candidatos já tinham escolas e apenas um site candidato não. A distância média de viagem 

entre o aluno e a escola era de 1.620 km. 
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Bruno et al. (2014) propuseram um modelo p-mediana para identificar o melhor local 

para centros de agrupamento e determinar a alocação de escolas em cada grupo, com a 

finalidade de minimizar o deslocamento aluno-escola, na cidade de Nápoles, Itália. A 

abordagem deles é baseada em grupos compreendidos por 29 escolas de ensino pré-escolar, 

primárias e secundárias. O cenário base era constituído por 11 grupos de escolas. O caso de 

estudo utilizado por Bruno et al. (2014) consistiu de 29 escolas com diferentes níveis e um 

total de 9.077 alunos (distribuídos entre escolas com mínimo de 40 e máximo de 798 

estudantes) e 11 grupos. Essa organização, inicial, não satisfaz os requisitos governamentais 

que estabelecem um número mínimo de alunos por grupo e que contenha escolas de cada 

nível no mesmo. O modelo deles foi otimamente solucionado usando o CPLEX 12.2. Dessa 

forma, a menor distância média que eles obtiveram foi de 0,6 km entre a escola e o centro do 

grupo, para 𝑝 = 7 grupos, com distância máxima de 2,50 km. O número de estudantes, nos 

sete grupos, variou de 1.040 a 1.466. Assim, eles diminuíram o número de grupos de 11 para 

7. 

Menezes e Pizzolato (2014) propuseram a localização de novas escolas municipais na 

área de Guaratiba - região de avaliação 5, Rio de Janeiro, Brasil, baseando-se em modelos p-

mediana capacitado e de cobertura máxima. No primeiro modelo, eles procuraram minimizar 

o deslocamento total dos alunos até a escola mais próxima. Cada escola tinha uma capacidade 

máxima de 1.300 alunos e o número total de novas escolas era 15. No segundo modelo, eles 

procuraram maximizar a cobertura da população dentro de uma distância máxima predefinida 

de 1.500m. Ambas as abordagens foram realizadas usando a ferramenta Advanced Interactive 

Multidimensional Modeling System, baseada em um solucionador CPLEX.  

Outros estudos conduzidos por Gac et al. (2009), Muller et al. (2009), Amaya et al. 

(2015) e Castillo-López (2015) resolvem problemas de localização escolar de múltiplos 

objetivos.  

Gac et al. (2009) propuseram um modelo para maximizar os benefícios sociais do 

aluno e maximizar os ganhos econômicos das instituições de ensino na cidade de Santiago, 

Chile. Eles consideraram 18 escolas secundárias, sendo 7 privadas, 9 subsidiadas (mistas) e 2 

públicas e 6 zonas populacionais classificadas por critério socioeconômico, variando de alta 

para baixa renda. Os autores incorporaram em uma única expressão esse dois termos 

considerados, em um modelo linear determinístico. Para o primeiro termo, eles levam em 

conta: a escolha do aluno; o fato de que todos os alunos devam ser atendidos; o nível de renda 

do aluno. Para o segundo termo, eles levam em conta: a capacidade da escola, nível de preço e 

o lucro econômico da escola. Os autores implementarem o modelo proposto na ferramenta 
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GAMS, solucionando a otimização com o CPLEX 7.0. De forma geral, os autores 

minimizaram o gasto do governo em 10%, reduzindo de 2 para 1 o número de escolas 

públicas, realocando as 17 escolas restantes em 6 zonas populacionais. 

Muller et al. (2009) propuseram um modelo de localização-alocação de escolas com o 

objetivo de minimizar os custos totais fixo e variável e maximizar a utilidade dos alunos em 

relação às escolas. A área de estudo compreendeu a cidade de Dresden, Alemanha, composta 

por 64 zonas populacionais e 26 escolas secundárias. Os autores utilizaram um modelo de 

alocação probabilístico e modelaram a maximização de utilidade do aluno como um problema 

não linear que leva em conta a minimização da capacidade de expansão da escola e da 

rejeição da mesma pelo aluno. Os autores consideram, devido ao alto número de 

combinações, 11 escolas fixas, em vez das 26 escolas, e 25 períodos (de 1995 a 2020), 

totalizando 819.200 combinações de escolas abertas e fechadas por períodos. Após a 

otimização do modelo de localização realizada com o GAMS/CPLEX 22.2, eles obtiveram: a) 

Para Cenário I (sem fixar variáveis), o fechamento de 9 escolas, localização de 2 novas 

escolas e uma redução do custo total de € 1.787.000 por ano; b) Para o Cenário II (fixando o 

período de 1995), fechamento de 8 escolas, localização de 3 novas escolas e uma redução do 

custo total de € 1.731.000 por ano. O trabalho desses autores obteve uma redução entre 8% e 

10% do custo total em relação à solução política adotada ou planejada. 

Amaya et al. (2015) propuseram um modelo para determinar a localização das escolas 

com o objetivo de minimizar os custos fixos e gerais das escolas, como as taxas por hora. Esse 

trabalho levou em consideração os custos de abertura e fechamento de instalações escolares 

existentes. O problema foi otimizado usando o CPLEX 9.1. Eles conseguiram reduzir mais de 

30% dos custos totais por um período de 5 anos e economizaram mais de $ 6.000.000 por ano. 

Castillo-López e López-Ospina (2015) propuseram um modelo multiobjetivo para 

localizar escolas secundárias em áreas rurais no Chile, considerando 45 centros populacionais 

e 34 escolas existentes. A função objetivo minimiza os custos operacionais e de investimento 

no sistema educacional, minimiza o tempo médio de viagem do aluno à escola, maximiza o 

número médio de alunos matriculados por escola e minimiza o número de escolas multiníveis. 

Esses autores obtiveram uma redução de 4,5% no custo. GAMS/MINOS (Sistema Modular de 

Otimização Não-Linear In-core) e Busca Tabu foram utilizados para resolver o modelo. Esses 

autores deixaram de lado a abordagem p-mediana e adotaram o procedimento de otimizar uma 

função ponderada. 

Chen et al. (2018)  formularam um modelo para o problema de alocação da escola para 

minimizar a impedância agregada de deslocamento (tempo ou distância) aluno-escola, para 
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maximizar o número de alunos enviados para a escola mais próxima e para minimizar o 

número de alunos enviados para escolas tão distantes de suas casas. Esses autores aplicaram 

seu modelo no sistema escolar de Charlotte-Mecklenburg, na Carolina do Norte – Estados 

Unidos) e em seu condado, considerando que 20 escolas poderiam ter sido abertas em um 

conjunto viável de 25 locais com 37.851 alunos entre 14 e 17 anos. O modelo foi resolvido 

pelo CPLEX e pelo Sistema Interativo de Alocação de Localização Gráfica para Escolas 

(iGLASS), uma abordagem proposta por esses autores que integra os algoritmos Busca Tabu, 

Guloso e Genético. Para o iGLASS e o CPLEX, respectivamente, esses autores obtiveram: 

uma impedância total de 144,8 km e 138,3 km; porcentagem de alunos designados para a 

escola mais próxima de 80,61% e 75,45%, e; porcentagem de alunos designados para uma 

escola que está duas vezes mais longe que a escola mais próxima de 5,13% e 2,68%. 

Os trabalhos a seguir fizeram estudos comparativos usando dois ou mais métodos para 

resolver problemas de localização. Karatas et al. (2017) compararam o PMM clássico, o 

problema de localização de cobertura máxima e o modelo PCM aplicados a um problema de 

localização de serviços de emergência. Esses modelos foram avaliados com relação a vários 

critérios de desempenho, variando 𝑝 =  {10, 15, 20} e usando 𝑛 = 200. Os autores resolvem 

os modelos de otimização no Sistema Geral de Modelagem Algébrica (GAMS 
©

), usando o 

CPLEX 12.2.0.2. Os autores alcançaram os melhores resultados para o PMM. Este modelo 

superou outros modelos em quatro de sete critérios. 

Lotfian e Najafi (2018) aplicaram os modelos de localização PMM, cobertura máxima 

e PCM para determinar a localização de facilidades de postos de emergência dentro de uma 

rede de mina subterrânea de carvão para minimizar o tempo de alcance aos feridos. Os autores 

aplicaram o método proposto em uma mina localizada a 85km de Tabas, na província de 

Khorasan do Sul – Irã, considerando 46 locais candidatos. O modelo matemático foi resolvido 

usando o GAMS
©

 e 7 locais foram selecionados dentre 46 candidatos. Como resultado, o 

tempo padrão de atendimento aos feridos que ficava entre 4 a 7min diminui para 3,3min, pois 

qualquer estação pode prestar atendimento aos feridos em um raio de 400m. 
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3.2 CONSIDERAÇÕES E CONTRIBUIÇÃO DESTE TRABALHO 

  

Nenhum dos trabalhos encontrados na literatura trata da localização de escolas de 

ensino superior, nem resolve problemas que abrangem escolas localizadas em várias cidades, 

levando em consideração parâmetros sociais dessas cidades, como o IDH.  

A maioria dos trabalhos utiliza otimizador comercial para solucionar os modelos de 

locação. Apenas Chen et. al (2018) utilizam heurísticas tais como a Busca Tabu, para locação 

das facilidades e algoritmos guloso/genético para alocação demanda-facilidade. Nenhum dos 

trabalhos utilizou uma abordagem com estratégias combinando os modelos p-mediana, p-

centro e p-dispersão. E não realizam a normalização dos termos da expressão a ser otimizada. 

Trabalhos como o de Castillo-López e López-Ospina (2015) e Gac et al. (2009)  levam 

em conta a escolha do aluno e abordam escolas públicas, privadas e mistas. O que não é o 

caso do nosso trabalho. 

Amaya et al. (2015) levam em conta custos fixos e variáveis separados em uma única 

expressão linear, no entanto, não utilizam o p-mediana. 

A partir da revisão da literatura recém-apresentada sobre problemas de locação de 

unidades de ensino e conforme exposto anteriormente, concluímos que: 

 Nenhum dos trabalhos citados acima usa uma coleção geral de conjuntos de dados 

de teste para uma variedade de problemas de pesquisas operacionais para comparar 

seus resultados obtidos. Isso é devido à especificidade da modelagem de problema 

de locação de unidades de ensino em cada trabalho; 

 Nenhum desses trabalhos refere-se à unidade de ensino superior nem englobam 

diversas locações, mas a mesma locação dentro de uma jurisdição particular;  

Portanto, no que diz respeito à localização das IES, o presente estudo trata de um 

problema diferente em comparação com os artigos publicados na literatura mencionados 

anteriormente. 
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CAPÍTULO 4  

 
 
4. METODOLOGIA 

 

Neste capítulo é mostrado como foram obtidos e tratados os materiais e como foram 

elaborados os métodos para modelagem do problema de locação de unidade de IES em um 

conjunto de cidades do estado do Amazonas. Os seguintes tópicos são abordados: a) 

Mecanismos usados para coleta dos dados utilizados neste trabalho; b) 

Tratamento/normalização dos dados; c) Modelagem para o problema de locação; d) Métricas 

para Avaliação dos Resultados; e) Modelagem do Algoritmo Genético.   

Este capítulo está organizado em três seções. A seção de Materiais compreende os 

dados coletados e os meios usados para a coleta. A seção Métodos é composta pelas seguintes 

partes: a) Normalização dos Dados; b) Modelos de locação p-mediana, p-centro e p-dispersão 

– em atendimento ao Objetivo Específico 1; c) Métricas para avaliar as soluções de expansão 

obtidas – em atendimento ao Objetivo Específico 2; d) Algoritmo Genético modelado para os 

modelos de locação discretos utilizados – em atendimento ao Objetivo Específico 3.  

Na terceira seção empreendem-se considerações dos principais tópicos abordados 

neste capítulo. 

 

4.1 MATERIAIS 

Os materiais utilizados neste trabalho consistem de:  

1) Populações dos 62 municípios, e; 

2) IDH’s dos 62 municípios do estado do Amazonas.  

3) Distâncias entre as 62 cidades do estado do Amazononas; 

As populações e IDH’s dos 62 municípios do estado do Amazonas foram obtidos 

através do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatística (IBGE, 2018 e IBGE, 2010). A 

população que utilizamos neste trabalho refere-se ao número de Alunos que cursam o Ensino 

Médio (AEM) nesses municípios, ou seja, a população com potencial de cursar o ensino 

superior. É importante destacar que as distâncias consideradas entre as cidades foram as 

distâncias fluviais, que correspondem ao meio de transporte mais utilizado na região. 

Distância fluvial (DF), população de alunos do ensino médio e IDH constituem os parâmetros 

utilizados neste trabalho. 
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Algumas distâncias fluviais foram determinadas a partir de dados da Associação 

Nacional de Transportes Aquaviários – ANTAQ (2013). As distâncias que não constavam 

nesses dados foram obtidas por um dos seguintes métodos: 

1) Pela diferença entre as distâncias de trechos conhecidos que ficam no mesmo rio. 

Por exemplo, na Figura 4.1, o trecho entre Fonte Boa e Uarini, ambos no rio 

Solimões, foi obtido pela diferença entre o trecho Fonte Boa–Manaus e o trecho 

Uarini–Manaus;  

 

Figura 4.1 – Municípios de Fonte Boa e Uarini no rio Solimões, Amazonas-Brasil. 

 

2) Pela utilização da API Google Maps para medir a rota entre duas cidades 

localizadas em rios diferentes ou afluentes. Por exemplo, o trecho entre Juruá, que 

fica às margens do rio Juruá, e Fonte Boa, no rio Solimões, na Figura 4.2.  
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Figura 4.2 – Distância fluvial entre as cidades de Fonte Boa e Juruá. 
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Para se ter uma ideia da matriz de distância utilizada para as 62 cidades, a Tabela 4.1 

mostra as distâncias fluviais entre um conjunto reduzido de localidades. Esses dados foram 

organizados em formato de planilha. A planilha contém apenas 16 cidades para efeito de 

demonstração. Esses municípios são listados tanto na vertical, quanto na horizontal, de tal 

forma que a distância entre duas cidades pode ser determinada pelo número situado no 

cruzamento da linha a que um deles pertence e da coluna a que o outro pertence. A diagonal 

principal indica a distância entre uma cidade para ela própria, e é igual a zero. Pode-se 

observar a simetria da planilha mostrada.   
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Tabela 4.1 – Exemplo da matriz de distância fluvial (km) com 16 municípios do estado do Amazonas utilizados no estudo. 

SGC JAP SIRN MAR FTB JUT TON SAI AMA UAR JUR SPO ALV TEF BAR CAR

São Gabriel da 

Cachoeira (SGC)
0 1920 264 1797 1881 2002 2165 2196 2252 1688 1995 2346 1645 1632 547 2412

Japurá (JAP) 1920 0 1656 123 511 632 795 826 882 318 625 976 275 288 1373 1042

Santa Isabel do 

Rio Negro 

(SIRN)

264 1656 0 1533 1617 1738 1901 1932 1988 1424 1731 2082 1533 1368 283 2148

Maraã (MAR) 1797 123 1533 0 388 509 672 703 759 195 502 853 152 165 1250 919

Fonte Boa (FTB) 1881 511 1617 388 0 121 284 315 371 193 263 465 236 249 1334 680

Jutaí (JUT) 2002 632 1738 509 121 0 163 194 250 314 384 344 357 370 1455 801

Tonantins (TON) 2165 795 1901 672 284 163 0 31 87 477 547 181 520 533 1618 964

Santo Antônio do 

Içá (SAI)
2196 826 1932 703 315 194 31 0 56 508 578 150 551 564 1649 995

Amaturá (AMA) 2252 882 1988 759 371 250 87 56 0 564 634 94 607 620 1705 1051

Uarini (UAR) 1688 318 1424 195 193 314 477 508 564 0 307 658 43 56 1141 724

Juruá (JUR) 1995 625 1731 502 263 384 547 578 634 307 0 728 350 363 1448 417

São Paulo de 

Olivença (SPO)
2346 976 2082 853 465 344 181 150 94 658 728 0 701 714 1799 1145

Alvarães (ALV) 1645 275 1533 152 236 357 520 551 607 43 350 701 0 13 1098 767

Tefé (TEF) 1632 288 1368 165 249 370 533 564 620 56 363 714 13 0 1085 780

Barcelos (BAR) 547 1373 283 1250 1334 1455 1618 1649 1705 1141 1448 1799 1098 1085 0 1865

Carauari (CAR) 2412 1042 2148 919 680 801 964 995 1051 724 417 1145 767 780 1865 0  
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A Tabela 4.2  mostra o AEM e o IDH para o conjunto completo de cidades do estado 

do Amazonas considerado neste trabalho, além de exibir o identificador (ID) único que 

definimos para cada cidade. 

Tabela 4.2 – AEM e IDH dos 62 municípios do Amazonas utilizados neste estudo. IBGE (2018, 2010). 

ID Município AEM IDH ID Município AEM IDH

1 São Gabriel da Cachoeira 2.707 0,609 32 Presidente Figueiredo 1.453 0,647

2 Japurá 290 0,522 33 Manaquiri 1.248 0,596

3 Santa Isabel Do Rio Negro 797 0,479 34 Lábrea 1.928 0,531

4 Maraã 676 0,498 35 Pauini 649 0,496

5 Fonte Boa 1.066 0,530 36 Iranduba 3.080 0,613

6 Jutaí 1.089 0,516 37 Careiro 1.797 0,557

7 Tonantins 728 0,548 38 Manaus 108.182 0,737

8 Santo Antônio do Içá 1.498 0,490 39 Rio Preto da Eva 1.331 0,611

9 Amaturá 777 0,560 40 Envira 457 0,509

10 Uarini 514 0,527 41 Careiro da Várzea 1.155 0,568

11 Juruá 506 0,522 42 Manicoré 2.649 0,582

12 São Paulo de Olivença 2.278 0,521 43 Ipixuna 889 0,481

13 Alvarães 714 0,527 44 Novo Aripuanã 1.081 0,554

14 Tefé 3.621 0,639 45 Humaitá 2.486 0,605

15 Barcelos 821 0,500 46 Borba 1.862 0,560

16 Carauari 1.504 0,549 47 Boca do Acre 1.623 0,588

17 Tabatinga 3.899 0,616 48 Autazes 2.270 0,577

18 Benjamin Constant 2.183 0,574 49 Nova Olinda do Norte 1.853 0,558

19 Atalaia Do Norte 604 0,450 50 Itacoatiara 5.976 0,644

20 Coari 4.106 0,586 51 Guajará 678 0,532

21 Codajás 1.068 0,563 52 Silves 713 0,632

22 Itamarati 5.976 0,477 53 Urucurituba 811 0,588

23 Anori 675 0,561 54 Itapiranga 582 0,654

24 Novo Airão 818 0,570 55 São Sebastião Do Uatumã 633 0,577

25 Anamã 722 0,594 56 Urucará 1.018 0,620

26 Caapiranga 637 0,569 57 Boa Vista do Ramos 1.201 0,565

27 Tapauá 759 0,502 58 Maués 3.140 0,588

28 Beruri 1.413 0,506 59 Apuí 571 0,637

29 Canutama 385 0,530 60 Barreirinha 2.446 0,574

30 Eirunepá 1.519 0,563 61 Nhamundá 1.117 0,586

31 Manacapuru 5.433 0,614 62 Parintins 6.616 0,658  

 

 

4.2 MÉTODOS 

 

4.2.1 Normalização dos parâmetros 

Neste trabalho, propomos que os parâmetros distância fluvial entre as cidades, 

população de AEM e IDH coletados de todos os 62 municípios sejam normalizados através de 

três diferentes formas: a) através dos valores máximo e mínimo, equação (4.1) (Xu e 

Wunschm, 2008); b) através da mediana, equação (4.2), e; c)  através do desvio padrão, 

equação (4.3). 
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𝑥𝑖 =
𝑥𝑖

∗ − min (𝑥𝑖
∗)

max(𝑥𝑖
∗) − min (𝑥𝑖

∗)
 

 

(4.1)  

 

𝑥𝑖 =
𝑥𝑖

∗

𝑋𝑚
 (4.2)  

 

𝑥𝑖 =
𝑥𝑖

∗

𝑠
 (4.3)  

Em que:  

 𝑥𝑖
∗  representa os parâmetros não normalizados: distância, população ou IDH das 

cidades; 

 𝑥𝑖 é o valor do parâmetro normalizado (Bussab e Morettin, 2009); 

 𝑋𝑚 e s são, respectivamente, a mediana e o desvio padrão desses parâmetros 

(Spiegel, 2004). 

A normalização apresentada nessa seção é necessária, uma vez que a diferença das  

faixas dinâmicas das variáveis distância fluvial, população e IDH é muito grande. Se não 

houvesse a normalização, numa expressão que envolvesse a soma desses parâmetros, aqueles 

que têm uma faixa dinâmica maior dominariam os demais, impossibilitando que, num 

processo de otimização do valor da expressão da soma, os termos com menor faixa dinâmica 

fossem considerados. Como, neste trabalho, conforme será mostrado na seção 4.2.2, 

propomos o uso desses parâmetros em uma única expressão, o tratamento desses dados 

constitui uma etapa de importância capital. 

Foi demonstrado em Xavier et al. (2016) que, com relação à normalização, a mediana 

leva a valores mais baixos para a distância fluvial entre cidades com e sem IES e a um maior 

número de AEM para cidades com IES. O desvio padrão e a normalização máxima levam a 

valores mais baixos do IDH para cidades com IES. Assim, neste trabalho, usaremos a 

normalização através da mediana. 

 

4.2.2 Modelagem da Locação 

Conforme elencado anteriormente, os parâmetros utilizados na modelagem do 

problema de locação de objetivo único são o AEM, o IDH e a distância fluvial entre cidades 

sem unidades de ensino superior e cidades com unidades de ensino superior.  
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A escolha dos municípios a serem estabelecidas as facilidades deve atender aos 

seguintes critérios:  

1) devem-se priorizar os municípios com maior população de AEM;  

2) devem-se priorizar municípios com menor IDH;  

3) devem-se minimizar as distâncias entre cidades com e sem unidades estabelecidas.  

Neste trabalho, avaliamos soluções obtidas para a expansão do número de cidades com 

IES de 10 para 11 a 16 cidades. Propomos um aumento de 60% no número de cidades com 

IES, pois acreditamos que são soluções mais viáveis uma vez que há custos relevantes para o 

estabelecimento de uma IES.  

As equações (4.4), (4.5) e (4.6) são submetidas às restrições (4.7), (4.8), (4.9) e (4.10). 

É importante ressaltar que, nas equações (4.4), (4.5) e (4.6), a população de AEM das cidades 

com uma facilidade é maximizada (sinal negativo), priorizando cidades com maior população, 

e o IDH é minimizado (sinal positivo), priorizando cidades com menor IDH. Por fim, as 

distâncias entre as cidades com IES são maximizadas, pois o primeiro termo também tem 

sinal negativo. 

𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟  𝑓1 = 𝛼
∑ ∑ 𝑑𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑖=1

𝑛 − 𝑝
− 𝛽

∑ 𝑝𝑗𝑥𝑗𝑗
𝑛
𝑗=1

𝑝
+ 𝛾

∑ 𝐻𝐷𝐼𝑗𝑥𝑗𝑗
𝑛
𝑗=1

𝑝
 

 

(4.4)  

 

𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟 𝑓2 = 𝛼 max{𝑑𝑖𝑗
𝑤} − 𝛽

∑ 𝑝𝑗𝑥𝑗𝑗
𝑛
𝑗=1

𝑝
+ 𝛾

∑ 𝐻𝐷𝐼𝑗𝑥𝑗𝑗
𝑛
𝑗=1

𝑝
 

 

(4.5)  

 

𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟 𝑓3 = − 𝛼 max{𝑑𝑖𝑗
𝑓

} − 𝛽
∑ 𝑝𝑗𝑥𝑗𝑗

𝑛
𝑗=1

𝑝
+ 𝛾

∑ 𝐻𝐷𝐼𝑗𝑥𝑗𝑗
𝑛
𝑗=1

𝑝
 

 

(4.6)  

  Restrito a: 

∑ 𝑥𝑖𝑖 = 𝑝

𝑛

𝑖=1

   (4.7)  

∑ 𝑥𝑖𝑗 = 1, ∀𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}

𝑛

𝑗=1

 (4.8)  

∑ 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑛𝑥𝑗𝑗 , ∀𝑗 ∈ {1, … , 𝑛}

𝑛

𝑖=1

 (4.9)  

𝑥𝑖𝑖 𝑎𝑛𝑑 𝑥𝑖𝑗 ∈ {0,1}, ∀𝒊 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽 (4.10)  
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Os parâmetros utilizados nas expressões de (4.7) à (4.10) são: 

 𝑑𝑖𝑗 é a distância fluvial normalizada entre as cidades i e  j; 

 𝑑𝑖𝑗
𝑤 é a distância fluvial normalizada entre as cidades i sem uma IES e j com uma 

IES; 

 𝑑𝑖𝑗
𝑓

 é a distância fluvial normalizada entre as cidades i e j com uma IES; 

 𝑝𝑗 é o número normalizado de AEM para a cidade j; 

 p é o número de facilidades a ser estabelecido;  

 𝐻𝐷𝐼𝑗 é o IDH normalizado para a cidade j;  

 𝛼, 𝛽 e 𝛾 são os pesos para distância, população e IDH, respectivamente; 

 𝐼 é o conjunto de locais de demanda; 

 𝐽 é o conjunto de locais candidatos. 

 

As variáveis de decisão são: 

𝑥𝑖𝑗 = {
1, se ∃ uma IES na cidade 𝑗 e se a cidade 𝑖 for mais próxima de 𝑗

do que qualquer cidade com IES;
0, caso contrário.

 

 

𝑥𝑗𝑗 = {
1, se ∃ uma IES na cidade 𝑗;

0, caso contrário.
 

 

Neste trabalho, temos três problemas com objetivos únicos que são otimizados 

separadamente pelo algoritmo genético. O primeiro problema com objetivo único otimiza um 

modelo PMM (equação (4.4)). O segundo problema com objetivo único otimiza um modelo 

PCM (equação (4.5)). O terceiro problema com objetivo único otimiza um modelo PDM 

(equação (4.6)). Em cada uma dessas equações, temos três parâmetros, um relacionado à 

distância, outro relacionado à população e o último ao IDH. 

A modelagem p-mediana acima apresentada é clássica. A função objetivo da equação 

(4.4) minimiza a distância média entre as cidades e sua facilidade mais próxima, incluindo 

também os critérios AEM e IDH. A restrição (4.7) exige que exatamente p facilidades possam 

ser estabelecidas. A restrição (4.8) exige que cada cidade tenha uma única IES. A restrição 

(4.9) exige que cidades sem IES alocadas sejam associadas apenas a cidades com IES 

alocadas. A equação (4.10) indica a natureza binária das variáveis de decisão. 

Na modelagem p-centro, a função objetivo da equação (4.5) minimiza a distância 

máxima entre uma cidade sem IES e sua cidade mais próxima com uma IES. As restrições 

(4.7), (4.8), (4.9) e (4.10) são as mesmas da modelagem p-mediana. 
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Na modelagem p-dispersão, a função objetivo da equação (4.6) maximiza a distância 

entre as duas cidades mais próximas com IES alocadas. As restrições (4.7), (4.8), (4.9) e 

(4.10) são as mesmas da modelagem p-mediana. 

O primeiro termo da função objetivo (4.1) minimiza distância entre o nó de demanda e 

facilidade mais próxima é semelhante ao termo da função objetivo (2.1).  O primeiro termo da 

função objetivo (4.2) minimiza a distância máxima entre o nó de demanda e semelhante à 

função objetivo (2.6). O primeiro termo da função objetivo (4.3) maximiza a distância mínima 

de separação entre quaisquer pares de facilidades é semelhante à função objetivo (2.13). A 

restrição (4.4) é similar às restrições (2.2), (2.8) e (2.14) dos modelos p-mediana, p-centro e p-

dispersão, respectivamente. A restrição (4.5) é semelhante às restrições (2.3) e (2.3), 

respectivamente, dos modelos p-mediana e p-centro. A restrição (4.6) é similar às restrições 

(2.4) e (2.9). A restrição (4.7) é semelhante às restrições (2.5), (2.11) e (2.16), 

respectivamente, dos modelos p-mediana, p-centro e p-dispersão. 

É interessante notar que os parâmetros população de AEM e IDH são conflitantes. 

Esse conflito surge porque cidades pequenas tem baixo valor de IDH, no caso do Estado do 

Amazonas. Por exemplo, a cidade de Atalaia do Norte tem uma população de AEM de 900 

habitantes e um IDH de 0,450. A cidade de Itamarati tem uma população de AEM de 830 

habitantes e um IDH de 0,477. Assim sendo, nas equações (4.4), (4.5) e (4.6), algumas 

cidades com menor população apresentam o segundo termo menor e o terceiro termo maior.  

Na Introdução, foi mencionado que ofereceremos nove opções de expansão de IES nas 

localidades do interior do Estado do Amazonas para os tomadores de decisão. Essas opções 

são as seguintes:  

1. PMM, PCM e PDM que favorecem cidades com menor IDH, definindo 𝛼 = 0,5,

𝛽 = 0 e 𝛾 = 0,5 nas equações (4.4), (4.5) e (4.6), respectivamente;  

2. PMM, PCM e PDM que favorecem igualmente a maioria das cidades populosas, 

definindo 𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0 e 𝛾 = 0,5 nas equações (4.4), (4.5) e (4.6), 

respectivamente;  

3. PMM, PCM e PDM que favorecem igualmente os dois critérios (IDH e cidades 

mais populosas), definindo 𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0 e 𝛾 = 0,5 nas equações (4.4), (4.5) e 

(4.6), respectivamente.  
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4.2.3 Métricas para Avaliação dos Resultados 

 

Neste estudo,  avaliamos os resultados das soluções de localização usando sete tipos 

de métricas, divididos em três grupos. 

1) Grupo 1: Para avaliar se as soluções obtidas pela combinação de modelos e 

estratégias de localização citadas na Seção 1 estão fornecendo uma melhor 

distribuição das IES, usaremos as seguintes métricas: 

a) Métrica 1: distância fluvial média entre uma cidade sem IES e uma cidade com 

IES; 

b) Métrica 2: distância fluvial máxima entre uma cidade sem IES e uma cidade com 

IES; 

c) Métrica 3: distâncias fluviais máximas entre cidades com IES; 

d) Métrica 4: taxa de IES. 

2) Grupo 2: Para avaliar se as soluções obtidas pela combinação de modelos e 

estratégias de localização citadas na Seção 1 estão proporcionando uma melhor 

equalização do número de AEM de todas as mesorregiões, usaremos a seguinte 

métrica: 

a) Métrica 5: taxa de AEM. 

3) Grupo 3: Para avaliar se as soluções obtidas pela combinação de modelos de 

localização e algumas estratégias citadas na Seção 1 podem favorecer cidades com 

menor IDH ou com maior valor para AEM, usaremos as seguintes métricas: 

a) Métrica 6: AEM médio, calculado pelo somatório dos AEM das cidades com 

IES dividido pela quantidade dessas cidades; 

b) Métrica 7: IDH médio, calculado pelo somatório do IDH das cidades com IES 

dividido pela quantidade dessas cidades. 

 

Com relação às métricas mencionadas anteriormente, os melhores resultados das 

soluções de localização devem: a) apresentar os menores valores para as métricas 1, 2, 3 e 7, 

e; b) maiores valores para as métrica 4, 5 e 6. 
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4.2.4 Modelagem de Algoritmos Genéticos 

Um algoritmo genético é um algoritmo de otimização estocástica, inspirado na teoria 

da evolução de Charles Darwin (Holland, 1975). Desde sua proposição inicial, ele tem sido 

efetivamente aplicado na solução de problemas complexos, como o Travelling Salesman 

Problem (TSP) – Problema do Caixeiro Viajante – (Reinelt, 1991) e o PMM (Alp et al., 2003; 

Satoglu et al., 2016, Drezner et al. 2015). 

O algoritmo genético começa com uma população 𝑃(0) de 𝑁 cromossomos, gerados 

aleatoriamente. O valor de aptidão de cada cromossomo é avaliado através de uma função 

objetivo do problema. Para o modelo proposto, conforme a seção 4.2.2, o caminho natural é a 

utilização de uma aplicação genérica, tal como o Algoritmo Genético para encontrar soluções 

aproximadas, solucionando o modelo proposto. 

A implementação do Algoritmo Genético geralmente consiste em três etapas: 

construção do modelo cromossômico, definição da função objetivo e parametrização dos 

operadores genéticos. Neste trabalho, a função de aptidão é uma das equações (4.4), (4.5) ou 

(4.6), utilizada em problemas modelados com PMM, PCM e PDM, respectivamente. O 

modelo cromossômico usa os índices das facilidades: {1, 2,.., 62}.  

Neste trabalho, usamos uma versão adaptada do algoritmo GA proposto por Silva et 

al. (2019). Esse algoritmo é apresentado abaixo em oito etapas do Algoritmo 1. 

 

Algoritmo 1: Algoritmo Genético Adaptado 

(Silva et al., 2019). 

Etapas 

1 Geração aleatória da população. 

2 Cálculo da aptidão da população. 

Repita por x gerações  

  3 Selecione 2 pais através do operador 

Seleção da Roleta. 

  4 Cruzamento de um ponto, com 95% de 

probabilidade. 

  5 Mutação aleatória de um gene, com 5% de 

probabilidade. 

  6 Calcula a aptidão. 

  7 Substitui os pais pelos filhos com melhor 

aptidão. 

    Até que a população tenha convergido, vá para 

a Etapa 3. 

8 Pare. 
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O Algoritmo 2, a seguir, ilustra como foram implementadas as funções para o 

algoritmo genético utilizado neste trabalho, mostrando o número de repetições no pior caso de 

cada comando para a definição da complexidade computacional em termos de tempo de 

execução.  

Para isso, definimos a seguinte notação: 

 𝑐𝑖 é o custo em tempo que cada comando i leva para executar; 

 𝑛 é o  número de gerações; 

 |𝑝| é o tamanho da população; 

 𝑝 é o tamanho do cromossomo, com 𝑝 > 𝑝∗; 

 𝑝∗ é número de genes que não entram na etapa de evolução do GA; 

 𝑙 é o número de cidades no Estado do Amazonas; 
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Algoritmo 2: Algoritmo Genético implementado neste trabalho. 

Função ExecutaAlgoritmoGenetico(populacao, 
probabilidadeCruzamento, probabilidadeMutacao) 

Custo Repetições 

1 Para  𝑖 de 1 até  𝑛   𝑐1 𝑛 

2 CalculaProbabilidadeSelecao(populacao) 𝑐2 𝑛 

3 𝑝𝑐 ← CalculaProbilidadeCruzamento() 𝑐3 𝑛 

4 Se (𝑝𝑐 ≤  probabilidadeCruzamento)  𝑐4 𝑛 

5 𝑝𝑎𝑖𝑠  ← SelecionaPaisCruzamento(𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜) 𝑐5 𝑛 

6 𝑓𝑖𝑙ℎ𝑜𝑠  ← RealizaCruzamento(𝑝𝑎𝑖𝑠) 𝑐6 𝑛 

7 𝑓𝑖𝑙ℎ𝑜𝑠  ← SubstituiGenesRepetidos(𝑓𝑖𝑙ℎ𝑜𝑠) 𝑐7 𝑛[(𝑝 − 𝑝∗)𝑙] 

8 CalculaAptidaoFilhos(𝑓𝑖𝑙ℎ𝑜𝑠)  𝑐8 𝑛(2(𝑙 ∗ 𝑝) + 𝑝) 

9 [𝑚𝑒𝑙ℎ𝑜𝑟𝑒𝑠𝐼𝑛𝑣𝑖𝑑𝑢𝑜𝑠  𝑝𝑖𝑜𝑟𝑒𝑠𝐼𝑛𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑢𝑜𝑠]   
← ComparaAptidao (𝑝𝑎𝑖𝑠, 𝑓𝑖𝑙ℎ𝑜𝑠) 

𝑐9 𝑛 ∗ 2 ∗ 2 

10 RemovePopulacao (𝑝𝑖𝑜𝑟𝑒𝑠𝐼𝑛𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑢𝑜𝑠) 𝑐10 𝑛 ∗ 2 

11 AdicionaPopulacao (𝑚𝑒𝑙ℎ𝑜𝑟𝑒𝑠𝐼𝑛𝑣𝑖𝑑𝑢𝑜𝑠  ) 𝑐11 𝑛 ∗ 2 

12 Fim Se           

13 𝑝𝑚 ← CalculaProbilidadeMutacao() 𝑐12 𝑛 

14 Se ( 𝑝𝑚 ← probabilidadeMutacao)  𝑐13 𝑛 

15  𝑝𝑎𝑖  ← SelecionaPaiMutacao(𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜) 𝑐14 𝑛 

16 𝑓𝑖𝑙ℎ𝑜 ← RealizaMutacao(𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜) 𝑐15 𝑛 

17 CalculaAptidao(𝑓𝑖𝑙ℎ𝑜) 𝑐16 𝑛[(𝑙 ∗ 𝑝) + 𝑝] 

18 SubstituiPaiPeloFilho(𝑝𝑎𝑖, 𝑓𝑖𝑙ℎ𝑜, 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜)    𝑐17 𝑛 

19 Fim Se   

20 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜  ← OrdernaCustoDecrescente(𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜)        𝑐18 𝑛 ∗ |𝑝|2 

21 𝑚𝑒𝑙ℎ𝑜𝑟𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑎𝑜 ← ObtemUltimaSolucao(𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜) 𝑐19 𝑛 

22 Fim Para   

23 retorna  𝐦𝐞𝐥𝐡𝐨𝐫𝐒𝐨𝐥𝐮𝐜𝐚𝐨   

 

Segundo Cormen et al. (2009), para calcular  𝑇(𝑛), o tempo de execução do algoritmo, 

somamos o produto do custo em tempo de cada comando pelo número de vezes que cada 

comando é executado, conforme é mostrado a seguir: 
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𝑇(𝑛) = (𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐3+𝑐4+𝑐5 + 𝑐6 + 4𝑐9 + 2𝑐10 + 2𝑐11 + 𝑐12 + 𝑐13 + 𝑐14 + 𝑐15 +

𝑐17 + 𝑐19) ∗ 𝑛 + (((𝑝 − 10) ∗ 𝑙)𝑐7 +  (2 ∗ (𝑙 ∗ 𝑝) + 𝑝)𝑐8  +  ((𝑙 ∗ 𝑝) + 𝑝)𝑐16) ∗ 𝑛 +

𝑛 ∗ |𝑝|2 ∗ 𝑐18  

Assim, podemos expressar o tempo de execução no pior caso como para o algoritmo 

genético implementado neste trabalho, como: 

 

𝑇(𝑛) = 𝑎 ∗ 𝑛 + 𝑏 ∗ 𝑛 + 𝑛 ∗ |𝑝|2  ⇒ 

𝑇(𝑛) = 𝑂 (𝑛 + 𝑛 ∗ |𝑝|2) 

 

Conforme Cormen et al. (2009), a função de ordenação (Insertion Sort) tem tempo de 

exeução no pior caso de tempo de 𝑂(𝑛2). Essa função, no pseudo-código do Algoritmo 2, é 

represetanda pela função OrdernaCustoDecrescente(𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜), e no nosso caso 𝑛 = |𝑝|. O 

tempo de execução para o laço {Para  𝑖 de 1 até  𝑛}, linha 1, é 𝑂(𝑛). Assim, o tempo de 

execução no pior caso da Algoritmo 2 é 𝑂(𝑛3), quando o número de gerações for iguais ao 

número de indivíduoas na população. 

Como afirmado anteriormente, a codificação genética usa os índices das facilidades. A 

representação decimal possui menor custo computacional e o algoritmo apresenta melhor em 

relação à codificação binária que faz com que o algoritmo tenha um desempenho ineficiente 

mesmo em problemas pequenos (Alp e Erkut, 2003). Assim, neste trabalho, usamos a 

codificação decimal para os cromossomos. 

A Figura 4.3 mostra um cromossomo codificado usado em um problema PMM com 13 

facilidades. Os dez primeiros genes (em azul) representam as cidades existentes com uma 

IES. Os outros genes (em verde) são aqueles que podem ser substituídos. 

 

 
 

Figura 4.3 – Exemplo de um cromossomo codificado com 13 facilidades. O azul indica os genes fixos. Os 

outros genes (em verde) são aqueles que podem ser substituídos. 

 

 

 

 

 



68 

 

O operador de seleção usado é o operador da Roleta (Fernando et al., 2010). Neste 

estudo, o operador de seleção atribui um valor de probabilidade a cada indivíduo, 

proporcional ao seu valor de aptidão. Essa probabilidade é dada pela equação (4.11). 

 

𝑝(𝑐𝑖) =
𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑐𝑖)

∑ 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑐𝑖) 𝑛
𝑖=1

 (4.11)  

Em que: 

 𝑐𝑖  é o i-ésimo cromossomo na população; 

 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑐𝑖)  é a posição do 𝑐𝑖 ordenado pelos valores decrescentes de sua função de 

aptidão; 

 𝑝(𝑐𝑖)  é a probabilidade do cromossomo 𝑐𝑖; 

 

Como temos um problema de minimização, os valores da função de aptidão foram 

ordenados por valores decrescentes. O valor da função de aptidão não foi utilizado para o 

cálculo da probabilidade, mas sim pela posição (rank), uma vez que valores grandes da 

função de aptidão dominam a população, gerando uma convergência prematura do GA 

(Zapfel et al., 2010). 

Um operador de cruzamento de um ponto (Fernando et al., 2010) é usado neste estudo. 

Esse operador gera aleatoriamente um ponto de referência para permutar genes entre os pais. 

A probabilidade de cruzamento usada é de 95% (Silva et al., 2019). Para o cromossomo 

mostrado na Figura 4.3, com 13 genes, o ponto de cruzamento é escolhido aleatoriamente em 

um ponto entre os genes 11 e 12 ou entre os genes 12 e 13. Esses genes correspondem a 

cidades sem uma IES.  

A Figura 4.4 ilustra a permutação genética realizada pelo operador de cruzamento de 

um ponto. Para evitar índices repetidos na prole, examinamos os genes de cada filho e 

substituímos o índice repetido por outro valor selecionado aleatoriamente. 
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Figura 4.4 – Exemplo de operador de cruzamento de um ponto. Quadrados de cor azul indicam os genes 

fixos. Os outros genes (em verde) são aqueles que podem ser substituídos. 

 

O operador de mutação seleciona aleatoriamente um gene (Satoglu et al., 2016), com 

probabilidade de 0,05 (Silva et al., 2019; Shehadeh et al., 2019), e executa uma mutação. A 

Figura 4.5 ilustra o operador de mutação. Um gene com um valor de índice de 48 é 

selecionado e substituído por um valor de índice de 32. O valor de substituição é selecionado 

aleatoriamente. A mutação evitar ótimos locais e permite atingir outros espaços de busca 

ainda não explorados e evita a convergência prematura (Zapfel et al., 2010). 

 

 
 

Figura 4.5 – Exemplo de operação de mutação de um gene. Quadrados de cor azul indicam os genes 

fixos. Os outros genes (em verde) são aqueles que podem ser substituídos. 

 

Os parâmetros usados neste estudo para o GA são descritos na sequência: tamanho da 

população = 10 (Lee et al., 2009; Roeva et al., 2013) e número máximo de iterações = 600 

(Moghadam et al., 2014). A implementação e a simulação para essa heurística foram 

realizadas no MATLAB R2014a em um computador ASUS Intel® Xeon® com 8 GB e 

processador de 1,80-2,40 GHz RAM e Windows 10. 
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4.3 CONSIDERAÇÕES 

 

Neste capítulo, diversos tópicos foram abordados. Inicialmente, mostrou-se como 

foram adquiridos os materiais, obtidos de instituições brasileiras e de informações derivadas a 

partir da API do Google Maps.  

Em seguida, mostrou-se a importância da normalização dos parâmetros utilizados 

nesse trabalho, impedindo o domínio de um parâmetro em um processo de otimização que 

utiliza  uma expressão da soma dos mesmos. 

Abordamos ainda os métodos p-mediana, p-centro e p-dispersão utilizados para a 

modelagem do problema tratado nesta tese, bem como as métricas propostas para avaliação 

das soluções. Ressaltamos que as modelagens foram realizadas em atendimento aos objetivos 

estipulados no capítulo de Introdução. 

As adaptações realizadas no método de otimização heurístico Algoritmo Genético 

aplicado aos métodos p-mediana, p-centro e p-dispersão também foram descritas, bem como 

os parâmetros e ambiente utilizados para simulação.   

No próximo capítulo mostramos os principais resultados alcançados para os métodos 

propostos e analisamos as soluções obtidas pelas diferentes estratégias propostas.  
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CAPÍTULO 5  

 
 

 

5. RESULTADOS E ANÁLISE DOS RESULTADOS 

 

No capítulo anterior, mostramos a modelagem para o problema p-mediana, p-centro e 

p-dipersão, e definimos nove estratégias de expansão para os tomadores de decisão. Neste 

capítulo, são apresentados e discutidos os resultados obtidos para a expansão de IES no estado 

do Amazonas. 

Este capítulo está dividido em seis seções. Na primeira seção, denominada de 

“Resultado para as métricas do grupo 1”, obtemos resultados para as métricas 1, 2, 3 e 4, 

respectivamente, para a distância fluvial média entre uma cidade sem IES e uma cidade com 

IES, distância fluvial média entre uma cidade sem IES e uma cidade com IES, distâncias 

fluviais máximas entre cidades com IES e a taxa de IES, considerando os três modelos de 

localização. Na segunda seção, denominada “Resultado para a métrica do grupo 2”,  obtemos 

resultados para a métrica 5, taxa de AEM das mesorregiões. Na terceira seção, denominada 

“Resultado para as métricas do grupo 3”, obtemos resultados para as métricas 6 e 7, AEM 

médio e IDH médio, respectivamente.   

Na quarta seção é realizada a discussão dos resultados obtidos quanto à combinação 

modelos-estratégia de localização. Na quinta seção, são realizados comentários a respeito do 

Algoritmo Genético adaptado. Por fim, na sexta seção, são elencadas considerações a respeito 

dos resultados obtidos. 

 

 

5.1 RESULTADOS DAS MÉTRICAS DO GRUPO 1 

As Figuras 5.1(a), 5.1(b) e 5.1(c) mostram os resultados para as métricas 1, 2 e 3, 

respectivamente, para a expansão de 10 a 16 cidades com instituições de ensino superior 

utilizando o modelo PMM, considerando as três configurações de parâmetros: (𝛼 = 0,5, 𝛽 =

0, 𝛾 = 0,5), (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0,5, 𝛾 = 0) e (𝛼 = 1 3⁄ , 𝛽 = 1 3⁄ , 𝛾 = 1 3⁄ ). 
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(a) 

 

 
(b) 

 
 (c) 

Figura 5.1 – Resultados obtidos usando o modelo PMM para expandir de 10 para 11 a 16 cidades com 

IES: (a) métrica 1; (b) métrica 2, e; (c) métrica 3. Todas as distâncias estão em quilômetros. 
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As Figuras 5.2(a), 5.2(b) e 5.2(c) mostram os resultados para as métricas 1, 2 e 3, 

respectivamente, utilizando o modelo PCM para a expansão de 10 a 16 cidades com IES, 

levando em conta as três configurações de parâmetros: (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0, 𝛾 = 0,5), (𝛼 = 0,5,

𝛽 = 0,5, 𝛾 = 0) e (𝛼 = 1 3⁄ , 𝛽 = 1 3⁄ , 𝛾 = 1 3⁄ ). 
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   (a) 

 

 
(b) 

 
 (c) 

Figura 5.2 – Resultados obtidos da métrica 2 para expandir de 10 para 11 a 16 cidades com IES 

utilizando os  modelos:  (a) PMM; (b) PCM, e; (c) PDM. Todas as distâncias estão em quilômetros. 
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As Figuras 5.3(a), 5.3(b) e 5.3(c) mostram os resultados para as métricas 1, 2 e 3, 

respectivamente, usando o modelo PDM para expandir de 10 até 16 cidades a ser estabelecida 

uma unidade de uma IES, tendo em vista as três configurações de parâmetros: (𝛼 = 0,5, 𝛽 =

0, 𝛾 = 0,5), (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0,5, 𝛾 = 0) e (𝛼 = 1 3⁄ , 𝛽 = 1 3⁄ , 𝛾 = 1 3⁄ ).  
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 (a) 

 
(b) 

 
 (c) 

Figura 5.3 – Resultados obtidos usando o modelo PDM para expandir de 10 para 11 a 16 cidades com IES: (a) 

métrica 1; (b) métrica 2, e; (c) métrica 3. Todas as distâncias estão em quilômetros. 
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A Tabela 5.1 mostra a quantidade de IES e os valores da métrica 4 para as 

mesorregiões do estado do Amazonas, para a expansão de 10 a 16 cidade com IESs com os 

três modelos de localização propostos, considerando as três estratégias: a) estratégia A, 

(𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0, 𝛾 = 0,5); estratégia B, (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0,5, 𝛾 = 0), e; estratégia C,(𝛼 =

1 3⁄ , 𝛽 = 1 3⁄ , 𝛾 = 1 3⁄ ).  

 

Tabela 5.1 – Valores da métrica 4 para as três estratégias A, B e C, para expansão de 10 a 16 cidades com IES. 

IES

taxa de 

IES IES

taxa de 

IES IES

taxa de 

IES

Região Central 6 0,3750 6 0,3750 6 0,3750

Norte 1 0,0625 1 0,0625 1 0,0625

Sudoeste 6 0,3750 6 0,3750 6 0,3750

Sul 3 0,1875 3 0,1875 3 0,1875

Região Central 6 0,3750 7 0,4375 8 0,5000

Norte 1 0,0625 1 0,0625 1 0,0625

Sudoeste 6 0,3750 5 0,3125 4 0,2500

Sul 3 0,1875 3 0,1875 3 0,1875

Região Central 6 0,3750 7 0,4375 7 0,4375

Norte 1 0,0625 1 0,0625 1 0,0625

Sudoeste 6 0,3750 5 0,3125 6 0,3750

Sul 3 0,1875 3 0,1875 2 0,1250

Estratégia A

Estratégia B

Estratégia C

Estratégia Micro Região

Métodos

PMM PCM PDM

 
 

 

5.2 DISCUSSÃO DOS RESULTADOS PARA AS MÉTRICAS DO GRUPO 1 

Nesta seção serão discutidos e analisados os resultados obtidos para as métricas 1, 2, 3 

e 4, descritos anteriormente. 

5.2.1 Avaliação se as soluções obtidas pela combinação de modelos e estratégias 

de localização citadas na Seção 1 fornecem uma melhor distribuição das 

IES 

Conforme observado na Figura 5.1(a), a combinação de PMM com a configuração de 

parâmetros (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0, 𝛾 = 0,5) resulta em valores menores para a métrica 1,  ou seja, 

menor distância fluvial média entre uma cidade sem e com IES. O pior desempenho é obtido 

com a combinação de PMM com a configuração de parâmetros (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0,5, 𝛾 = 0), 

para as expansões para 12, 13 e 16 cidades com IES. Nas expansões apresentadas, a distância 

fluvial média diminuiu com o aumento do número de cidades com IES. Na Figura 5.1(b), o 

PMM com a configuração de parâmetros (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0, 𝛾 = 0,5) e o PMM com a 

configuração de parâmetros (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0,5, 𝛾 = 0) resultaram em valores cada vez mais 
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baixos para a métrica 2, para expansões de 11 a 15 IES e para 16 IES, respectivamente. Na 

Figura 5.1(c), o PMM com quaisquer uma das configurações de parâmetros  (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0,

𝛾 = 0,5), (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0,5, 𝛾 = 0) e (𝛼 = 1 3⁄ , 𝛽 = 1 3⁄ , 𝛾 = 1 3⁄ ) resultaram em  

valores semelhantes de distância fluvial máxima entre as cidades com IES, para a métrica 3. 

Conforme observado na Figura 5.2(a), o PCM com a configuração de parâmetros 

(𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0, 𝛾 = 0,5) resulta em valores menores para a métrica 1, menor distância 

fluvial média entre localidades sem e com IES. Conforme observado na Figura 5.2(a), o PCM 

com a configuração de parâmetros (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0, 𝛾 = 0,5) resulta em valores menores 

para a métrica 1, menor distância fluvial média entre localidades sem e com IES. O piores 

desempenho são obtido para o PCM com a configuração de parâmetro (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0,5,

𝛾 = 0) e (𝛼 = 1 3⁄ , 𝛽 = 1 3⁄ , 𝛾 = 1 3⁄ ), para as expansões para 14 e 15 cidades com IES, 

respectivamente. Nas expansões apresentadas, a distância fluvial média diminuiu com o 

aumento do número de cidades com IES. Na Figura 5.2(b), o PCM com a configuração de 

parâmetros (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0, 𝛾 = 0,5) resulta em valores mais baixos para a métrica 2. Na 

Figura 5.2(c), o PCM com a configuração de parâmetros (𝛼 = 1 3⁄ , 𝛽 = 1 3⁄ , 𝛾 = 1 3⁄ ) 

resulta em valores mínimos para a métrica 3 e os piores resultados são obtidos para o PCM 

com ajuste de parâmetros (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0, 𝛾 = 0,5). 

Conforme observado na Figura 5.3(a), o PDM com configuração de parâmetro 

(𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0, 𝛾 = 0,5) resulta em valores menores para a métrica 1. Os piores 

desempenhos foram obtidos com o PDM com a configuração de parâmetro (𝛼 = 1 3⁄ , 𝛽 =

1 3⁄ , 𝛾 = 1 3⁄ ). Nas expansões apresentadas, a distância média fluvial diminuiu com o 

aumento do número de cidades com IES. Na Figura 5.3(b), o PDM com configuração de 

parâmetro (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0,5, 𝛾 = 0) resultou em valores mais baixos para a métrica 2. Na 

Figura 5.3(c), todas as configurações de parâmetros resultam no mesmo valor mínimo para a 

métrica 3. 

Na Tabela 5.1 mostramos os resultados para métrica 4 (taxa de IES) obtidos para cada 

um dos três modelos combinas com as estratégia A, B e C. Para a estratégia A, priorizando 

cidades com menor IDH, os modelos PMM, PCM e PDM resultaram na mesma proporção de 

IES. Para a estratégia B, em que são priorizadas cidades com população mais alta, a melhor 

taxa de IES foi obtida pelo modelo PMM. Para essa estratégia, a pior taxa de IES foi 

alcançada pelo PDM. Para a estratégia C, o modelo PMM obteve os melhores valores de taxa 

de IES para as mesorregiões Sudoeste e Sul. O PMM prioriza cidades nas mesorregiões 

Sudoeste e Sul, ou seja, cidades com menor valor de IDH e que estão distantes dos maiores 
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centros populacionais do Estado do Amazonas, tais como Manaus, Itacoatiara e Parintins. As 

piores taxas de IES foram alcançadas pelos modelos PCM e PDM para as mesorregiões 

Sudoeste e Sul, respectivamente. O modelo PMM prioriza cidades nas mesorregiões Sudoeste 

e Sul. 

A partir da Tabela 5.1, extraímos uma conclusão importante deste trabalho: todos os 

métodos de localização (PMM, PCM e PDM) obtiveram, para a expansão de 10 a 16 cidades 

com IES, uma melhor taxa de IES para as mesorregiões Norte, Sudeste e Sul comparada com 

os valores mostrados na Tabela 1.1. A única exceção é a mesorregião Central. De fato, na 

Tabela 1, temos que a taxa IES da mesorregião Central, a mais populosa, é de 0,8, enquanto 

na Tabela 5.1, as taxas IES da mesorregião Central são menores ou iguais a 0,5. Portanto, os 

modelos de localização aumentam o número de cidades com instituições de ensino superior 

nas mesorregiões com menor proporção de alunos. 

 

5.3 RESULTADOS DA MÉTRICA DO GRUPO 2 

 

A Tabela 5.4 mostra a quantidade de IES, o número de AEM e os valores da métrica 5 

para as mesorregiões do Estado do Amazonas, para a expansão de 10 a 16 cidade com IESs 

com os três modelos de localização propostos, considerando as três estratégias: a) estratégia 

A, (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0, 𝛾 = 0,5); estratégia B, (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0,5, 𝛾 = 0), e; estratégia C, 

(𝛼 = 1 3⁄ , 𝛽 = 1 3⁄ , 𝛾 = 1 3⁄ ).  

 

Tabela 5. 2 –  Valores da métrica 5 com as estratégias A, B e C, para expansão de 10 a 16 cidades com IES. 
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Micro Região

IES AEM
taxa de 

AEM
IES AEM

taxa de 

AEM
IES AEM

taxa de 

AEM

Central 6 129.914 0,8664 6 129.914 0,8723 6 129.015 0,8792

Norte 1 2.707 0,0181 1 2.707 0,0182 1 2.707 0,0184

Sudoeste 6 11.281 0,0752 6 10.283 0,0690 6 10.219 0,0696

Sul 3 6.037 0,0403 3 6.037 0,0405 3 4.799 0,0327

Central 6 131.581 0,8679 7 132.195 0,8796 8 133.981 0,8873

Norte 1 2.707 0,0179 1 2.707 0,0180 1 2.707 0,0179

Sudoeste 6 11.281 0,0744 5 9.345 0,0622 4 8.279 0,0548

Sul 3 6.037 0,0398 3 6.037 0,0402 3 6.037 0,0400

Central 6 131.641 0,8704 7 130.377 0,8756 7 134.027 0,8829

Norte 1 2.707 0,0179 1 2.707 0,0182 1 2.707 0,0178

Sudoeste 6 10.849 0,0717 5 9.783 0,0657 6 10.651 0,0702

Sul 3 6.037 0,0399 3 6.037 0,0405 2 4.414 0,0291

Estratégia A

Estratégia B

Estratégia C

Estratégia

 Métodos

PMM PCM PDM

 

5.4 DISCUSSÃO DOS RESULTADOS PARA AS MÉTRICAS DO GRUPO 2 

Nesta seção serão discutidos e analisados os resultados obtidos para a métrica 5, 

descritos anteriormente. 

5.4.1 Avaliação se as soluções obtidas combinando modelos de localização e 

estratégias citadas na Seção 1 fornecem melhor equalização da taxa de 

AEM de todas as mesorregiões 

Para a métrica 5, a Tabela 5.4 mostra os valores da taxa de AEM para os três modelos 

PMM, PCM e PDM com as estratégias A, B e C, respectivamente. Como podemos observar, 

para a mesorregião Central, as IES existentes em Manaus, Parintins, Itacoatiara, Coari e Tefé 

representam o total de 128.501 AEM e a nova IES em Maués, 3.140 AEM, como mostra a 

Figura 5.6. As outras mesorregiões têm 19.593 AEM. Assim, o número de AEM e a taxa de 

AEM no primeiro são maiores que o anterior. Essa taxa de AEM da mesorregião Central 

diminui com o aumento das IESs nas outras mesorregiões.  

As melhores taxas de AEM obtidas, conforme mostrado na Tabela 5.4, foram: a) para 

a mesorregião Norte, PDM com a configuração de parâmetros (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0, 𝛾 = 0,5), 

com taxa de AEM de 0,0184; b) para a mesorregião Sudoeste, PMM com as estratégias A, B, 

ou C, com taxas de AEM de 0,0752, 0,0744 e 0,0717, respectivamente; c) para a mesorregião 

Sul, o PCM com as estratégias A, B e C, respectivamente, com taxas de AEM e 0,0405, 

0,0402 e 0,0405. Quando analisamos a população de AEM atendidas nas mesorregiões 

Sudoeste, Norte e Sul observamos que o modelo PMM obtém os melhores resultados. Por 



81 

 

exemplo, para a estratégia C, a população total atendida dessas mesorregiões é, 

respectivamente, de 19.593, 18.527 e 17.772, para os modelos PMM, PCM e PDM. 

É importante notar que, para aumentar a taxa de AES das mesorregiões Sul, Sudoeste 

e Norte em relação à mesorregião Central, é necessário não apenas aumentar o número de IES 

nessas regiões, mas também aumentar o número de estudantes nas instituições de ensino 

superior localizadas nelas. No entanto, com cidades pequenas, para aumentar o número de 

AES, é altamente recomendável aumentar o número de cidades com IES. Aumentar o número 

de IES implica diminuir as distâncias entre cidades sem IES e cidades com IES, porque 

facilita o acesso dos estudantes. De fato, em todas as locações com 11, 12, 13, 14, 15 e 16 

cidades, temos uma diminuição da métrica 1, como mostram as Figuras 5.1(a), 5.2(a) e 5.3(a)   

e uma diminuição da métrica 2 também, conforme mostrado nas Figuras 5.1(b), 5.2(b) e 

5.3(b), entre uma cidade sem uma IES e uma cidade com uma IES. 

 

5.5 RESULTADOS DAS MÉTRICAS DO GRUPO 3 

 

As Figuras 5.4 e 5.5 mostram os valores das métricas 6 e 7, respectivamente, obtidos 

para os modelos PMM, PCM e PDM, para expansão das cidades com IES de 10 para 11, 12, 

13, 14, 15 e 16 cidades, considerando as três configurações de parâmetros: (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0,

𝛾 = 0,5), (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0,5, 𝛾 = 0) e (𝛼 = 1 3⁄ , 𝛽 = 1 3⁄ , 𝛾 = 1 3⁄ ).  

 

Figura 5. 4 – Valores para a métrica 6 obtidos para os modelos PMM, PCM e PDM, com a expansão de 11 a 

16 cidades com IES. 
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Figura 5. 5 – Valores da métrica 7 obtidos para os modelos PMM, PCM e PDM, com expansão de 11 para 16 

cidades com IES. 

 

5.6 DISCUSSÃO DOS RESULTADOS DAS MÉTRICAS DO GRUPO 3 

Nesta seção serão discutidos e analisados os resultados obtidos para as métricas 6 e 7, 

descritos anteriormente. 

5.6.1 Avalição se as soluções obtidas combinando modelos de localização e 

algumas estratégias citadas na Seção 1 favorecem cidades com menor IDH 

ou cidades com maior número de AEM 

A Figura 5.4 mostra os valores da métrica 6 obtidos para o PMM, PCM e PDM, para a 

expansão do número de cidades com IES de 10 para 11 a 16 cidades. Conforme mostrado 

nessa figura, se o tomador de decisão escolher uma das estratégias A, B ou C e um dos 

métodos de otimização, PMM, PDM ou PCM, os valores da métrica 6 serão quase os 

mesmos. 

A Figura 5.5 mostra os valores da métrica 7 obtidos para o PMM, PCM e PDM, para a 

expansão do número de cidades com IES de 10 para 11 a 16 cidades. Conforme mostrado 

nessa figura, em algumas expansões, para obter valores mínimos da métrica 7, os tomadores 

de decisão devem selecionar um modelo PMM combinado com a estratégia A, enquanto em 

outras expansões devem selecionar o modelo PDM combinado com a estratégia C. 

 A Figura 5.6 mostra as cidades com IES para a expansão de 10 para 16 cidades com 

IES obtidas para o modelo PMM combinado com a estratégia C. Como podemos observar 

nesta figura, as novas cidades com IES são representadas por um símbolo +. Quatro novas 
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cidades com instituições de ensino superior estão na mesorregião Sudoeste. Uma nova cidade 

com uma IES está na mesorregião Central e a outra na mesorregião Sul. A escolha da cidade 

de Maués, na mesorregião Central, é afetada pela equalização espacial, pois está próxima de 

grandes polos populacionais como Manaus, Itacoatiara e Parintins do Estado do Amazonas. 
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Figura 5. 6 – Resultados obtidos usando o modelo PMM combinado com a estratégia C para a expansão de 10 a 16 cidades com IES. Shapefiles –  arquivos com dados 

geoespaciais – obtidos através do IBGE (2016a),  IBGE (2016b), IBGE (2019) e  FORESTGIS (2020), respectivamente, para o mapa do Estado do Amazonas, mapa do 

Brasil, mapa das mesorregiões do Estado do Amazonas e  mapa da América do Sul.  
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A partir da Figura 5.5, extraímos outra conclusão importante deste trabalho: todos os 

métodos de alocação usados neste trabalho, PMM, PCM e PDM, obtiveram, para a expansão 

de 10 para 11 a 16 cidades, uma diminuição dos valores da métrica 7, ressaltando mais 

municípios com o IDH  médio. De fato, da Tabela 1.2, observamos que a distribuição 

existente apresenta um valor médio de IDH de 0,619. Todas as expansões mostradas na 

Figura 5.5 apresentam valores médios mais baixos de IDH em comparação com 0,619. Os 

melhores desempenhos neste trabalho foram obtidos com a parametrização (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0,

𝛾 = 0,5), estratégia A,  ou com a parametrização (𝛼 = 1 3⁄ , 𝛽 = 1 3⁄ , 𝛾 = 1 3⁄ ), estratégia 

C. O pior desempenho foi novamente obtido com o ajuste de parâmetros (𝛼 = 0,5, 𝛽 = 0,5,

𝛾 = 0), estratégia B. 

Por fim, observamos que, para todas as expansões, de 10 para 11 a 16 cidades, há uma 

diminuição nos valores da métrica 6. Na Tabela 1.2, percebemos que, para a distribuição 

existente, o número médio de AEM é 14.170,40. Nas expansões de 10 para 11 a 16 cidades, o 

número médio de AEM variou de 13.018,91 a 9.171,25, para os três modelos. Portanto, 

embora o modelo propicie uma expansão para cidades com populações mais altas, houve uma 

diminuição no número médio de AEM, quando o número de cidades com IES aumenta. Com 

relação a esta questão, a seguinte consideração pode ser levada em conta: a distribuição de 

IES existente já favorece cidades com um número maior de AEM. Portanto, a inclusão de 

mais cidades com instituições de ensino superior tende a diminuir o número médio de AEM 

de cidades com instituições de ensino superior. 

 

 

5.7 RESULTADOS OBTIDOS PELO ALGORITMO GENÉTICO 

 

A respeito do GA empregado neste trabalho, os tempos de simulação usando os três 

modelos, para expansões de 10 para 11, 12, 13, 14, 15 e 16 cidade com IES, são mostrados na 

Tabela 5.3. Enfatizamos que, neste trabalho, usamos uma versão adaptada da solução do 

estado-da-arte do GA proposto por Silva et al. (2019). 

Xavier et al. (2017) modelaram um GA para solucionar um modelo PMM multi-

objetivo para localizar novas IES no estado do Amazonas que consistia de um cromossomo 

composto por 62 genes binários, tamanho da população igual a 300, variando o número de 

iterações. Esses autores alcançaram o melhor tempo de simulação para 10 IES com 275 

segundos. O melhor tempo de simulação, neste trabalho, foi alcançado para o modelo PCM 

com 11 escolas, com um tempo de 0,006 segundos, conforme mostrado na Tabela 5.7. Como 
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podemos observar, os melhores tempos de simulação foram obtidos para o modelo PMM. Os 

piores tempos de simulação foram obtidos para o modelo PDM. 

 

Tabela 5. 3 – Tempos de simulação obtidos com a configuração de parâmetros (𝛼 = 1 3⁄ , 𝛽 = 1 3⁄ , 𝛾 =
1 3⁄ ) para a expansão de 10 para 11, 12, 13, 14, 15 e 16 cidades com IES. 

11 12 13 14 15 16

PMM 0,0492 0,0284 0,027 0,6382 0,0873 0,2691

PCM 0,0663 0,0927 0,2523 0,1068 0,0887 0,4832

PDM 0,1252 1,477 2,0401 0,2337 0,2084 0,2395

Tempo de Simulação (Segundos)

Método Número de cidades com IES

 

 

Aplicando o teste t para avaliar as diferenças entre a distância fluvial, e os critérios 

AEM e IDH obtidos para a simulação de GA com tamanho inicial da população de 10, 20 e 

30, com os três modelos de localização, concluímos que essas diferenças não são 

estatisticamente significativas com um nível de confiança de 90% (Com conjuntos de amostra 

diferentes). 

 

5.7.1 Comentários sobre os Resultados do Algoritmo Genético 

A Tabela 5.3 mostra os tempos de simulação usando os três modelos, para expansões 

de 10 a 11, 12, 13, 14, 15 e 16 cidades com IES, para a definição de parâmetros (𝛼 = 1 3⁄ ,

𝛽 = 1 3⁄ , 𝛾 = 1 3⁄ ). Como pode ser visto, os melhores tempos de simulação foram obtidos 

com o modelo PMM, expandindo para 13 IES em 0,027 segundos. Os piores tempos de 

simulação foram obtidos com o modelo PDM. 
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5.8 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

Neste capítulo mostramos e analisamos os resultados para a expansão de unidades de 

ensino superior no estado do Amazonas. A seguir mostramos uma síntese do que foi 

alcançado neste capítulo. 

Para os resultados das métricas do grupo 1, foram discutidas as combinações dos 

métodos de localização e estratégias de expansão, relacionadas às métricas 1, 2 e 3, 

explanando ao tomador de decisão as melhores opções. Para a métrica 4, foi constatado que 

todos os métodos de localização obtém uma melhor taxa de IES para as mesorregiões Norte, 

Sudoeste e Sul, exceto para a mesorregião Central, comparada à taxa de IES existente. 

Em relação aos resultados para a métrica do grupo 2, vimos que, para aumentar a taxa 

de AES, representada pela métrica 5, das mesorregiões Sul, Sudoeste e Norte em relação à 

mesorregião Central, é necessário aumentar o número de estudantes nas instituições de ensino 

superior localizadas nelas. No entanto, considerando cidades pequenas, é altamente 

recomendável aumentar o número de cidades com IES.  

Quanto aos resultados para as métricas do grupo 3, constatamos que, para todas as 

expansões, de 10 para 11 a 16 cidades, há uma diminuição nos valores da métrica 6 e também 

uma diminuição dos valores da métrica 7, ressaltando mais municípios com o IDH médio. 

Em relação aos resultados do Algoritmo Genético, observamos que os melhores 

tempos de simulação foram obtidos para o modelo PCM, e os piores tempos de simulação 

foram obtidos para o modelo PDM. 

No próximo capítulo, serão apresentadas as conclusões sobre a pesquisa realizada 

neste trabalho, traçando um paralelo entre a mesma e os objetivos específicos propostos. 
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CAPÍTULO 6  

 

 

6. CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS 

 

No capítulo anterior apresentamos os resultados obtidos, bem como uma interpretação 

dos principais conhecimentos derivados do desenvolvimento deste trabalho. Neste capítulo, 

vamos mostrar as limitações do nosso trabalho, contribuições mais significativas no que tange 

ao atendimento aos objetivos estipulados, bem como as opções para guiar a tomada de 

decisão. 

Estruturalmente, este capítulo é constituído por duas seções. Na primeira, traçaremos 

as conclusões pertinentes a cada um dos objetivos propostos neste trabalho. Na segunda, 

avançamos em termos dos próximos passos com vistas ao prosseguimento deste trabalho. 

 

 

6.1 CONCLUSÕES 

 

A seguir discorremos sobre as principais contribuições deste trabalho de pesquisa. 

Em relação ao grupo 1, que inclui as métricas 1, 2, 3 e 4, os principais resultados para 

guiar o tomador de decisão são elencados a seguir. Quando se quer priorizar uma menor 

distância fluvial média entre uma cidade sem IES e uma cidade com IES (métrica 1), o 

tomador de decisão pode escolher entre os modelos PMM, PCM ou PDM combinados com a 

estratégia A. Quando se quer priorizar uma menor distância fluvial máxima entre uma cidade 

sem IES e uma cidade com IES (métrica 2), as melhores opções são os modelos PMM ou 

PCM combinados com a estratégia A ou PDM combinado com a estratégia B. Quando se quer 

priorizar uma maior distância fluvial máxima entre cidades com IES (métrica 3), pode ser 

usada a combinação do método PMM com as estratégias  A, B ou C, ou a combinação do 

método PCM com a estratégia C, ou a combinação do método PDM com as estratégias A, B 

ou C. Quando se quer priorizar uma melhor taxa de IES (métrica 4), as melhores opções são o 

modelo PMM combinado com qualquer uma das estratégias A, B ou C, ou os modelos PCM 

ou PDM combinados com a estratégia A. 
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Quanto ao grupo 2, quando se quer priorizar uma melhor taxa de AEM (métrica 5), a 

melhor opção para o tomador de decisão é o modelo PMM combinado com qualquer uma das 

estratégias A, B ou C.  

Considerando os resultados para ao grupo 3, para otimização das métricas 6 e 7, o 

tomador de decisão pode optar pelas seguintes escolhas. Quando ser quer priorizar o AEM 

médio (métrica 6), o tomador de decisão poder selecionar um dos modelos PMM, PCM ou 

PDM combinado com as estratégias A, B ou C, uma vez que os valores da métrica 6 são 

semelhantes. Quando se quer priorizar o IDH médio (métrica 7), o tomador de decisão pode 

selecionar o modelo PMM combinado com a estratégia A, para algumas expansões, ou o 

modelo PDM combinado com a estratégia C, para outras expansões. Esses modelos de 

localização foram selecionados em atendimento ao Objetivo Específico 1. E as métricas para 

avaliar as soluções obtidas foram propostas em atendimento ao Objetivo Específico 2. 

Com respeito ao tempo para obtenção das soluções de locação obtidas pelo GA – em 

atendimento ao Objetivo Específico 3 – para cada um dos métodos, o tomador de decisão 

pode escolher como melhor opção o método PMM.  É importante enfatizar que utilizando 

diferentes tamanhos iniciais da população, não foi constatada diferença estatisticamente 

significativa com um nível de confiança de 90%.  

A metodologia desenvolvida neste trabalho pode ser aplicada a qualquer problema de 

localização de recursos públicos – em atendimento ao Objetivo Geral desta pesquisa. Embora 

o problema de localizar recursos do governo, em geral, envolva uma dimensão política, isso 

não invalida uma análise técnica do problema, como fizemos neste trabalho. A análise aqui 

apresentada tem como principal objetivo contribuir para a avaliação de uma solução para 

localização de IES no estado do Amazonas, Brasil. 

Gostaríamos também de salientar que este trabalho difere de outros trabalhos já 

publicados na literatura, porque o foco aqui é a expansão de um sistema existente de IES. 

Acreditamos que este estudo é novo no sentido de que é o único estudo que compara modelos 

clássicos de localização de instalações com múltiplos critérios. 

Por fim, gostaríamos de salientar que a principal contribuição deste estudo ressalta a 

necessidade de desenvolvimento social das cidades com valores de IDH mais baixos e 

propomos uma expansão futura do sistema de ensino superior do Amazonas que favorece 

mesorregiões com pequenas concentrações de estudantes, impedindo um número enorme de 

estudantes em uma mesorregião com uma população maior. 

Algumas limitações de nosso trabalho são as seguintes:  
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1. Um conjunto ótimo de pesos não é proposto para cada termo nas equações 

(4.4), (4.5) e (4.6);  

2. Não é proposto nenhum tratamento de fronteira para cidades que poderiam ser 

atendidas por instituições de estados vizinhos;  

3. Cidades com populações altas podem gerar agregação espacial (Erkut e 

Bozkaya, 1999);  

Considerando a primeira limitação, mecanismos de pesos que procuram definir a 

importância relativa de um critério são categorizados em três grupos: 1) métodos subjetivos, 

em que o papel de atribuir a importância relativa é uma escolha do tomador de decisão; 2) 

métodos objetivos, em que o tomador de decisão não tem nenhum papel na determinação da 

importância do critério, e; 3) mecanismos de pesos combinando as duas abordagens anteriores 

(Jahan et al., 2016). Delmelle et al. (2018) utilizaram um mecanismo de peso como uma mera 

questão de escolha do tomador de decisão, variando os valores entre 0 e 1. 

Experimentos realizados, ponderando os termos da medida de proximidade de Xavier 

et al. (2017), mostraram que altos valores de peso não melhoraram a qualidade da solução, 

com as melhores soluções obtidas para pesos iguais. No entanto, são necessários estudos mais 

detalhados para uma melhor conclusão a esse respeito. Assim, pretendemos fazer estudos 

sobre as principais técnicas utilizadas nos mecanismos de pesos na literatura. 

Quanto à segunda limitação, considera-se o tratamento das condições de fronteira nos 

casos em quem as cidades possam se atendidas por instituições de ensino superior dos estados 

vizinhos. Essa abordagem foge ao escopo desta pesquisa. É importante ressaltar que o tipo 

dos cursos ofertados pela IES não é considerado nessa pesquisa, sendo uma decisão política e 

administrativa. 

Em relação à terceira limitação, gostaríamos de relembrar, conforme já expresso, que 

dois termos nas equações (4.4), (4.5) e (4.6) são conflitantes: população e IDH. O conflito 

surge porque cidades muito pequenas têm IDH mais baixos, no caso do estado do Amazonas. 

Esse conflito minimiza o problema de agregação espacial observado em outros trabalhos 

(Erkut e Bozkaya, 1999; Francis et al. 1999). Em outras palavras, minimiza o perigo de que as 

medianas locais nas soluções p-medianas sejam localizadas onde quer que existam centros 

específicos, com suas populações com mais habitantes que outros centros. 

Especificamente, a agregação é a representação por um único ponto de um conjunto de 

pontos de demanda que estão próximos um do outro espacialmente. Certamente, isso leva a 

uma redução do problema. Contudo, também introduz erros no modelo devido à inerente 
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perda de informação. Para uma determinada solução, o valor da função objetivo (distância 

total percorrida) é calculado incorretamente devido à agregação de vários pontos de demanda 

em um ponto. Esses erros podem resultar na seleção de uma solução não ótima como na de 

uma solução ótima (Erkut e Bozkaya, 1999). 

 

 

 

6.2 TRABALHOS FUTUROS 

 

Como trabalhos futuros, vislumbramos três linhas de continuidade:  

1) Estudo para definição de um conjunto ótimo de pesos para cada termo das 

equações (4.4), (4.5) e (4.6); 

2) Avaliação ou acréscimo de outros critérios nas equações (4.4), (4.5) e (4.6), 

respectivamente, em substituição ao IDH. 

3) Expansão do trabalho ora desenvolvido, para inclusão de um tratamento de 

fronteira para as cidades que poderiam ser atendidas por instituições de estados 

vizinhos;  

4) Estudo de uma modelagem que propicie um tratamento das cidades com 

populações altas, que podem gerar agregação espacial. 
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