UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAZONAS
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

INFERENCIA ESTATISTICA PARA O PROCESSO GEOMETRICO BASEADO NA
DISTRIBUICAO BIRNBAUM-SAUNDERS REPARAMETRIZADA

NAOR LIMA DE SOUZA

MANAUS-AM
2020



‘Naor Lima de Souza!

INFERENCIA ESTATISTICA PARA O PROCESSO GEOMETRICO BASEADO NA
DISTRIBUICAO BIRNBAUM-SAUNDERS REPARAMETRIZADA

Dissertagfio apresentada ao Programa de Pos-

Graduagfio em Matemdtica da Universidade

Federal do Amazonas, como requisito final para

obtengio do titulo de Mestre em Matemética, drea
- de concentrag#o em Estatistica.

Aprovado por:

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Jeremias Da Silva Lefio (Orientador)
Universidade Federal do Amazonas — UFAM

...............................................................................................

Prof. D%, Max Brandfo de Oliveira (Membro Externo)
Universidade Federal do Piauf - UFPI

' Foi bolsista durante todo o mestrado pela Coordenagio de Aperfeigoamento de Pessoal de Nivel Superior -
CAPES.



Ficha Catalogréfica

Ficha catalogréfica elaborada automaticamente de acordo com os dados fornecidos pelo(a) autor(a).

Souza, Naor Lima de
S729i Inferéncia Estatistica para o Processo Geométrico baseado na
distribuicdo Birnbaum-Saunders Reparametrizada / Naor Lima de
Souza . 2020
47 f.:il. color; 31 cm.

Orientador: Jeremias da Silva Ledo
Dissertacao (Mestrado em Matematica - Estatistica) -
Universidade Federal do Amazonas.

1. Distribuicdo Birnbaum-Saunders Reparametrizada. 2.
Inferéncia Estatistica. 3. Modelo GP-RBS. 4. Processo Geométrico.
I. Ledo, Jeremias da Silva. Il. Universidade Federal do Amazonas
IlI. Titulo




INFERENCIA ESTATISTICA PARA O PROCESSO GEOMETRICO BASEADO NA
DISTRIBUICAO BIRNBAUM-SAUNDERS REPARAMETRIZADA

Naor Lima de Souza

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao
Programa de Pos-graduacdo em Matematica,
da Universidade Federal do Amazonas, como
parte dos requisitos necessdrios a obtencdo do

titulo de Mestre em Matematica

Orientador: Jeremias da Silva Ledo

Manaus

Fevereiro de 2021



Agradecimentos

A Deus, por ser o meu guia nessa jornada, por me conceder sabedoria e por ter propor-
cionado a mim o gosto pela Matematica e Estatistica, a vontade de ajudar, contribuir e lutar por
uma educacao melhor para este pais.

A minha familia, principal suporte para eu ter chegado até aqui. Desde meu pai, José
Paz, o qual é o meu espelho, a minha mae, Maria Trindade, meu irméo, Jessé Lima, e minha
irma, Mirian Lima, pelas mensagens e pelo exemplo que sdo na minha vida. Nao tenho duvidas
que este apoio foi o alicerce fundamental para a minha formagao como pessoa.

Ao Professor Doutor Jeremias da Silva Ledo, pelo imenso empenho e dedicagdo para a
realizacdo deste trabalho. Pelas suas orientagdes que foram preponderantes para chegarmos a
esse resultado.

A banca examinadora deste trabalho: o Prof. Dr. Max Branddo de Oliveira, pelas
brilhantes consideracdes que guiaram a confeccao final deste trabalho, e também o Prof. Dr.
Josimar Mendes Vasconcelos cujas observagdes foram igualmente imprescindiveis

A todos os professores do Programa de P6s-Graduacao em Matematica (PPGM) pelas
aulas e ensinamentos transmitidos.

Aos amigos de mestrado, Antonio Ferreira (O coronel), Josemar Alves (O 12) e a Paola
Martins pela parceria nesses anos de formagao, pela unido e pelas mdaltiplas conversas.

Ao Instituto de Ciéncias Exatas.

A Universidade Federal do Amazonas.

A CAPES pelo suporte financeiro.

E, finalmente, a todos que, com boa intencdo, colaboraram diretamente ou indireta-

mente para a realizacdo e finalizac@o deste trabalho.



Resumo da Dissertagdo apresentada ao Programa de Po6s-Graduacdo em Matemadtica, da
Universidade Federal do Amazonas, como parte dos requisitos necessdrios para a obtengdo

do grau de Mestre em Matemadtica. (M.Sc.)

INFERENCIA ESTATISTICA PARA O PROCESSO GEOMETRICO BASEADO NA
DISTRIBUICAO BIRNBAUM-SAUNDERS REPARAMETRIZADA

Naor Lima de Souza

Orientador: Jeremias da Silva Leao

Area de Concentracio: Estatistica

Neste trabalho, investigamos o problema da inferéncia estatistica para o processo geo-
métrico (GP) quando a distribui¢do do tempo da primeira ocorréncia for Birnbaum—Saunders
Reparametrizada (RBS). Para isto, propomos um modelo intitulado GP-RBS capaz de atuar
nesse problema. Sdo obtidos os estimadores de mdxima verossimilhanca (EMV), estimadores
via método dos momentos (EMM) e estimadores de momentos modificados (MM) para os
parametros do GP. Além disso, discutimos algumas propriedades assintdticas importantes
desses estimadores, como distribuicdo assintdtica e consisténcia. Em seguida, realizamos
alguns estudos de simulacdes de Monte Carlo com diferentes valores de parametros para
comparar os desempenhos dos resultados obtidos e, por fim, apresentamos as aplicagdes em

quatro conjuntos de dados reais.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizacao

Na tentativa de melhorar um sistema ou modelar uma deteriora¢do, quando se refere a
conjunto de dados com tempos de ocorréncia de eventos sucessivos, com alguma tendéncia,
em diferentes dreas, como ciéncias, engenharia, medicina e ci€ncias sociais, uma abordagem
mais direta € a introducdo de um modelo de processo monétono; ver por exemplo |Lam, (2007),
Lam| (1988a), Kara et al.|(20135)) e Bicer et al.|(2018)). Nesse ramo, o processo geométrico (GP)
se apresenta como um instrumento importante para modelar esses sistemas em deterioracao, ja
que possibilita, diferentemente do processo de renovagdo (RP), que atua quando os dados em
intervalos de tempos sucessivos sdo independentes e identicamente distribuidos (IID)(sem ten-
déncia), uma abordagem simples, flexivel e ndo necessita que os dados sejam sem tendéncia ou
distribuidos identicamente. Isto é extremamente vantajoso pois os dados, geralmente, contém
uma tendéncia mondétona devido ao efeito de envelhecimento e ao desgaste acumulado, como
sugere Chan et al.| (2014)).

No GP a suposicao sobre a distribuicdo de X, que € a varidvel do tempo de primeira
passagem, tem um significado especial devido ao fato de a distribui¢ao de X; e as outras varia-
veis aleatdrias X3, ..., X, serem da mesma familia de distribuicdes com um conjunto diferente
de parametros, ou seja, X;’s (i = 1,2,...,n) sdo distribuidos independentemente, mas nao de
forma idéntica, como destacam [Kara et al.| (2015)), [Chan et al.| (2014)), [Lam e Chan| (1998)) e
Bicer| (2018)).



Assim, ja que a distribuicao da varidvel aleatéria X; determina a distribuicao das outras
varidveis, a selecdo da distribuicao de X; com base nos dados observados € muito importante
para a inferéncia estatistica, como ressaltado em Bicer e Bicer (2017).

Como uma generalizacdo de um processo de renovacao, o GP foi introduzido pela pri-
meira vez e aplicado a um problema de substituicdo por Lam|(1988a)). As propriedades tedricas
do GP foram estudadas por|Lam| (1988a)), Lam! (1988b) e Braun et al. (2005)). Atualmente, es-
tudos relacionados ao problema de estima¢do de pardmetros sobre a distribuicdo do primeiro
tempo de ocorréncia t€ém impulsionado o estudo sobre GP. Lam e Chan (1998) propuseram
0 processo geométrico baseado na distribui¢do lognormal. (Chan et al. (2014) consideraram
a distribuicdo gama e, em seguida, Aydogdu et al. (2010) trabalharam com distribuicao Wei-
bull. O GP, considerando a distribui¢do gaussiana inversa, foi estudado por Kara et al. (2015).
Recentemente, Bicer] (2018) usou a distribui¢do Power Lindley e Bicer et al. (2018]) trabalha-
ram com a distribui¢iio Rayleigh. E interessante notar que, em quase todos esses estudos, os
métodos de estimagdo abordados foram o método dos momentos (MM) e o de mdxima veros-
similhanga (MV), entre outros. A partir das andlises apontadas em cada um desses trabalhos
tem-se a indicacdo de que o estimador de maxima verossimilhanca (EMV) apresentou melhores
propriedades quando comparado com os outros estimadores da Inferéncia Cléssica.

Em nosso estudo, vamos considerar que a distribui¢do do primeiro momento de ocorrén-
cia é Birnbaum—Saunders Reparametrizada (RBS), apresentada em |Santos-Neto et al. (2012)
e Santos-Neto et al. (2014). A distribui¢io RBS surgiu como uma nova versao da distribuicao
Birnbaum-Saunders (BS). O modelo de probabilidade BS é comumente conhecido como dis-
tribuicdo de tempo de fadiga e foi proposto por Birnbaum e Saunders| (1969) em um ambiente
de confiabilidade motivado por problemas de vibracdo em aeronaves comerciais que causavam
fadiga nos materiais. Essa distribui¢do é assimétrica a direita, continua e unimodal, com dois
parametros que modificam sua forma e escala. A distribuicio RBS nos permite fazer uma ana-
logia com a parametrizacdo empregada para a distribuicdo normal ou gaussiana, mas em uma
estrutura assimétrica, que € util para a modelagem de dados de vida util e confiabilidade. Como
destacado em |Santos-Neto et al. (2016), uma das vantagens do uso da RBS € que ela ndo re-
quer a transformacdo logaritmica da varidvel resposta, por exemplo no contexto de modelos de
regressdo quando usa-se a BS usual.

Dessa forma, temos que a motivagao deste trabalho dar-se-a devido a dois fatores gerais:



(1) o GP € um processo estocastico simples e tem sido aplicado em problemas de substitui¢do
industrial. Em alguns problemas fornece solucdes tratdveis para no contexto de confiabilidade,
ver Lam| (1988a)) e [Lam et al.| (2003). |Chan et al.| (2012) introduziram uma andlise de séries
temporais financeiras considerando esses modelos; (2) a distribui¢do BS e suas versdes repara-
metrizadas tém sido amplamente estudadas devido as suas propriedades tedricas e aplicacdes
em diversas dreas.

Em face disso, o objetivo deste trabalho € apresentar o processo geométrico baseado
na distribui¢do RBS. Nesse sentido serdo apresentados: (1) o desenvolvimento dos processos
iterativos de estimagdo baseados nos métodos da maxima verossimilhanga, momentos e mo-
mentos modificados; (2) estudos de simulagdo de Monte Carlo (MC) serdo condizidos para
avaliar a performance dos estimadores propostos; € (3) por fim, serd apresentado a aplicacdo a

quatro conjuntos de dados.

1.2 Estrutura da dissertacao

O presente trabalho estd organizado da seguinte forma: o Capitulo [2] introduz as no-
tacdes, defini¢des preliminares sobre a constru¢do do GP. Adicionado a isso, apresentamos
brevemente conceitos e propriedades sobre as distribuigdes BS e RBS. Em seguida, no Capi-
tulo [3] introduzimos o modelo GP-RBS e apresentamos o desenvolvimento inferencial para a
obtencao dos estimadores dos pardmetros do modelo, baseado no método da maxima verossi-
milhanca, método dos momentos e momentos modificados. A avaliagdo numérica, isto €, um
estudo de simulacdo de MC para avaliacdo dos estimadores dos parametros do modelo pro-
posto, como também a aplicagdo a quatro conjuntos de dados sdo apresentados no Capitulo 4}
Uma discussao geral sobre o modelo estudado e as perspectivas para trabalhos futuros estdao

dispostas no Capitulo [5



Capitulo 2

Notacoes e definicoes preliminares

2.1 Processo de Poisson, renovacao e o processo geométrico

Os trés processos de contagem lidam com a anélise estatistica de um conjunto de da-
dos com tempos de ocorréncias de eventos sucessivos, cada um com suas particularidades, e
sdo redugdes do processo estocdstico, conforme veremos a seguir. Isto porque, um processo
estocdstico {X(¢), ¢ € 7} é uma familia de varidveis aleatdrias, de modo que cada ¢ € 7 é uma
varidvel aleatéria, em que T é chamado o conjunto dos indices, por defini¢do. Dito isto, as

seguintes definicoes evidenciam tal fato.

Definicao 2.1. Um processo estocdstico {N(t),t > 0} ¢é dito ser um processo de contagem
se N(t) é o nimero total de eventos ocorridos pelo tempo t. Propriedades do processo de

contagem, sdo tais que
1. N(t) >0;
2. N(t) é inteiro;
3. ses <t, entdo N(s) < N(t);
4. se s <t, entdo N(t) — N(s) representa o niimero de eventos ocorridos em (s,t].
Com isso, o processo de Poisson € definido como segue:

Definicio 2.2. O processo de contagem {N(t),t > 0} é chamado Processo de Poisson, com

taxa A > 0, se



2. O processo de contagem tem incrementos independentes;

3. Para todos s,t > 0,

P{N(t+s)—N(s) =n} =

, ver mais detalhes em |Lam)| (2007).

Lam (2007) mostrou que, em um processo de Poisson com taxa A, os tempos de
X,,n=1,2,..., sdo varidveis aleatérias IID com uma distribuicdo exponencial, que denota-
remos por Exp(4). Dessa forma, considerando que {X,,n = 1,2,...,} é uma sequéncia varia-
veis aleatdrias IID ndo-negativas, cada uma com distribui¢do F, com F(0) = P{X, =0} < 1,

denotando

/.L:E[Xn]:/ WF(x), 0<p<oo
0

em que se interpretarmos X, como o tempo de inter-chegada entre o (n — 1) e o n-€simo evento

(ou renovacao), entdo podemos definir o tempo de chegada do n-ésimo evento por

com Sp = 0. Logo, o niimero de eventos ocorrido pelo tempo ¢ € entao dado por

N(t) =sup{n:S, <t}.
Com isso {N(t),t > 0} é um processo de contagem, o que implica na seguinte definicdo a
seguir.

Definicdo 2.3. O processo de contagem {N(t),t > 0} é chamado processo de renovagdo, com

taxa A > 0, como descrito em Lam|(2007).

Quando a distribuicdo em questdo F' for exponencial, o processo de renovagdo (PR)
torna-se um processo de Poisson. Ou melhor, o processo de renovacdo € uma generalizacdo

do processo de Poisson; ver Lam| (2007). Por outro lado, a defini¢do [2.4] deixa claro a posigao

5



hierdrquica dos processos citados, pondo o GP como o caso mais geral entre esses processos

de contagem e, também, um tanto simples de manusea-lo, como veremos no Capitulo 3

Definicao 2.4. Seja X,X>,... um conjunto de varidveis aleatérias ndo-negativas. Suponha

que exista um niimero real positivo @ tal que
y=0"'%, t=1.2,...,

forma um RP com média E[Y;] = u e variancia Var[Y;] = 6. Entdo o processo {X;,t =1,2,...}

é chamado GP com razdo @.

Seja X; um GP, entdo temos que o valor esperado e a variancia sio E[X;] = u/@' ! e
Var[X;] = 6?/@ 2(=1) respectivamente. O pardmetro @ determina o comportamento do GP: (i)
se 0 < @ < 1, temos que o GP € estocasticamente nio decrescente; (ii) ja quando @ > 1, o GP

¢é estocasticamente ndo crescente; e (iii) se @ = 1, o GP torna-se um RP.

2.2 A distribuicao BS

Birnbaum e Saunders| (1969) propuseram a distribui¢do BS com o objetivo de entender
como modelar o tempo de vida de materiais e equipamentos submetidos a cargas dinamicas,
principalmente em problemas de fadiga de materiais e em avides comerciais, a época. Atu-
almente, ela é usada extensivamente em aplicacdes de confiabilidade para modelar tempos de
falha, em dreas como engenharia, ci€éncias ambientais, bioldgicas e financeira, apresentadas em
Leiva (2016). Uma varidvel aleatdria 7', com distribuicdo BS, é considerada como o tempo até

a falha e tem a func¢do distribuicdo acumulada (CDF) expressa como

F(t;a,ﬁ):P(Tgt):d>$ \/%—\/g , t>0,aa>0>0, (2.1

em que P(-) representa a CDF distribui¢cdo normal padrdo, em que & € o parimetro de forma e

B o pardmetro de escala, que sdo dados por



em que os parametros [ € O representam, respectivamente, a média e o desvio padrdo de uma
varidvel aleatéria U; que modela extensio da fissura apds o j-€simo ciclo e w denota a falha que
ocorre quando o tamanho da fissura na amostra de material excede certo nivel de resisténcia,
para uma amostra de material submetida a cargas ciclicas de tensdo e for¢ca, que produzem uma
fissura ou desgaste, para detalhes sobre U;; ver Birnbaum e Saunders| (1969).

A fung¢@o densidade de probabilidade (PDF) da distribui¢do BS, obtida a partir de (2.1,
¢ dada da por

PR ) ENCEN R ERS) S

comt >0,e a,B >0. Na Figura ¢ perceptivel que, fixando B e variando ¢, ha uma al-
teracdo na assimetria da distribui¢do. Agora, fixando o e variando 8, ha uma mudanca no
pardmetro de localizagdo da distribui¢do, visto que B é a mediana do modelo, consequente-

mente hd uma modifica¢io no valor esperado, ou seja, a média da distribuicao.

T-BS(a,p=1) T-BS(a=0.1,B)

— =075

—p=13

(a) (b)

Figura 2.1: Gréficos da PDF BS(«, 3): (a) para diferentes valores de @ com 3 = 1.0; (b) para
o = 0.1 e diferentes valores de f3.

Considerando a seguinte transformacgao

1

r_pl (_)] |

2




em que Z segue uma distribui¢cdo normal padrdo, temos que o valor esperado e a variancia da
BS sdo dados por
2 5 (XZ

E[T]:[S(l+%> e VarT] = (af)? (”T)'

A distribuicao BS € unimodal, com assimetria a direita e satisfaz as propriedades reci-
proca e multiplicagio por escalar, isto &, se T ~ BS(«, ), entdo 1/T ~ BS(o, ') e também

Vb > 0, bT ~ BS(a,bf), consequentemente, temos que

E[T']=p"" <1+°‘72) e Var[Tl]:<%>2<l+sTaz).

Vale ressaltar que, na literatura atual, para essa parametrizacdo da BS, hd diversos tra-
balhos cientificos. Tomando como exemplo, Leiva et al.| (2007) e Lemonte e Cordeiro| (2009)
consideraram o modelo de regressdao ndo linear baseado na BS. Rieck e Nedelman (1991)
consideraram o modelo log-linear para a distribuicdo BS. Também hd outras extensdes para
a distribuicdo BS: como descreve [Leiva (2016)), varios autores estenderam e generalizaram
esta distribui¢do. A primeira extensao da distribuicdo Birnbaum-Saunders se deve a |Volodin
e Dzhungurova (2000); em seguida, Diaz-Garcia e Leival (2005) apresentaram a distribui¢do
generalizada Birnbaum-Saunders. |Gomez et al.| (2009) estenderam a distribuicdo BS a partir
do modelo slash-eliptico. Ahmed et al.| (2010) analisaram uma versao truncada da distribui-
¢ao Birnbaum-Saunders; Kotz et al.| (2010) estudaram modelos de mistura relacionados com
a distribuicdo Birnbaum-Saunders; |Vilca et al.|(2010) e Castillo et al.| (2009) desenvolveram a
distribuicdo epsilon-skew BS; Balakrishnan et al.|(201 1)) consideraram distribui¢des de mistura
BS. |Cordeiro e Lemonte (2011) definiram a distribui¢ao f3-Birnbaum-Saunders. Leiva et al.
(2012) e Santos-Neto et al.| (2014) reparametrizaram a distribuicio BS obtendo propriedades
interessantes; |Saulo et al. (2012)) apresentaram a distribuicdo Kumaraswamy BS; |Fierro et al.
(2013) geraram a distribuicao Birnbaum-Saunders de um processo Poisson nao-homogégeno;

e Bourguignon et al.| (2015)) derivaram a distribui¢do transmutada Birnbaum-Saunders.

2.3 A distribuicao RBS



Santos-Neto et al.| (2012)) propuseram onze novas parametrizacoes do modelo BS com
diferentes justificativas. Dentre estas, temos uma que € indexada por dois parametros relaci-
onados a média e precisdo da distribui¢cdo dos dados, respectivamente. Assim sendo, temos
que os parimetros da RBS em termos da BS original sio definidos como ¢ = B(1+ a?/2) e
k=2/0? emque @ >0e B > 0 sdo os parAmetros originais da BS; ver por exemplo Birn-
baum e Saunders| (1969), ¢ > 0 é um parametro de escala, nesse caso a média da distribuicao,
enquanto que K > 0 é um parAmetro de forma e precisdo. A nota¢do ¥ ~ RBS(¢, k) é usada
quando a varidvel aleatdria Y segue essa distribuicdo. A média e a variincia de Y sdo dadas por
E[Y] = ¢ e Var[Y] = @?/¢, respectivamente, em que ¢ = (k+ 1)?/(2k +5). Como mencio-
nado, K pode ser interpretado como um parametro de precisdo porque, para valores fixos de ¢,
quando k tende ao infinito, a variacdo de Y tende a zero.

Além do que, para ¢ fixo, quando k se aproximar de zero, entdo Var[Y] tende a 5¢2. Se

Y ~RBS(¢, k), entdo a CDF e PDF sdo expressas por

. _ kK ( [(k+1)y KQ
Fy(y,<p,x)_cb<\/;<,/ o _‘/y(x+1)>>’ y>0, 2.3)

_ exp(x/2)vVK+1 KQ
fY(y’(P7K): 4y3/2\/7r—(p |: +K+1:|

(i) e

A Figura mostra o comportamento gréfico da distribui¢io RBS(¢, k) para diferentes
valores de ¢ e k. Note que, para k = 100.0 com ¢ variando, percebe-se que ¢ controla a escala
e a média da PDF; enquanto que para ¢ = 1.0, k regula a forma da PDF. Ainda com a mudanca
de ¢, mantendo «x fixo, hd uma alterag@o na curtose da varidvel aleatdria e com o aumento de

K, ha um aumento da assimetria.



¥~ RBS($, k = 100) Y~ RBS(6=1,K)

1)

() (b)

Figura 2.2: Grificos da PDF da distribui¢io RBS(¢, k): (a) para diferentes valores de ¢ com
Kk = 100.0; (b) para ¢ = 1.0 e diferentes valores de k.

A Figura [2.3] retrata uma comparagio entre a média e a mediana dos modelos RBS e
BS, respectivamente. Podemos notar que a medida que o pardmetro de escala K cresce, este
se aproxima da média, ou seja, temos que dependendo do valor do pardmetro k os resultados
obtidos a partir das duas parametrizagdes serdo bem préximos. Apesar disso, € importante
destacar que, no contexto de modelos regressdo, a parametrizacdo pela média tem a vantagem
em termos interpretativos, visto que nao ha necessidade de transformacgdo na varidvel resposta;

detalhes podem ser encontrados em Santos-Neto et al.| (2012) e Santos-Neto et al.| (2014).

Y ~RBS($ =1, k)

0.0 05 10 15 20

Figura 2.3: Comparagdo entre a média e a mediana da RBS.
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Considerando a equagdo (2.2) e a parametrizacdo proposta em Santos-Neto et al.|(2014))

temos que a RBS assume a representacdo abaixo

K| [(k+1)Y 0K
e )

A partir desta podemos obter

(k+1)Y oK
+
oK (k+1

K
Vv =72—= -2 2.6
5| Tt .6
em que V segue uma distribuicdo qui-quadrado com 1 grau de liberdade, x(zl), tal que E(V) =1

e Var(V) = 2, ou ainda

oK

e

oK r,

Vv
(2+2E>Y+ {(K+1)

2.7

ver detalhes em [Leiva (2016). Através do gerador de nimeros pseudo-aleatdrios para a dis-
tribuicdo BS apresentado em (Chang e Tang| (1994) podemos obter nimeros pseudo-aleatorios
para a distribui¢do RBS. Para isso, note que a equagao possui duas solucdes: as raizes
y1 €y, em que y1y2 = [@Kk/ (kK + 1)]2, consequentemente temos que y, pode ser expresso em
funcdo de y; (vice-versa). Nesse caso teremos que considerar um método de geracdo de nu-
meros pseudo-aleatérios para transformagdes que possuem multiplas raizes, isto foi abordado
em Michael et al. (1976)). Segundo Leiva (2016), este método pode ser adaptado para a distri-
bui¢do BS porque consiste em duas varidveis aleatdrias continuas, digamos V e Y, definida por
V =g(Y), ou seja, V é uma funcgdo de Y através de g. Consequentemente, podemos adapta-lo
a distribuicdo RBS. O referido método usa uma relag¢do do tipo V = g(Y), que tem n raizes

denotadas por yy1,ys,...,y,; um dos quais corresponde a um valor yy com probabilidade

-1

~—

18" (vi)l fr (v;
i) |

piyo) = [1+ ) (2.8)

j=it1 ’g/()’j)l

=

sendo g'(+) a derivada de g(-) dada em |x| é o valor absoluto de x e fy(.) a fungdo de
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densidade de probabilidade de Y. Para a distribuicdo RBS, temos n = 2 (onde n € o nimero
de pardmetros) e a probabilidade p;(yp) = 1 — p2(yo) dada em (2.§)), a partir da qual devemos
escolher a menor raiz, digamos y;, sendo igual a 1/2. Isso é obtido a partir da (2.8), em que

considerando y1y; = [@k(x+1)]? e yo = [px(k+ 1)]>/y; temos que

ghn) _ (xk+)/ox—oK/(k+ >2 = [pK/(k+ 1)y1]* (2.9)

§(n)  (x+1)/px—oK/(k+1)y3

€
7)o+ o/ (x+1)]
FrO0) 332y + o/ (4 1)

XeXp{ [(\/yz (k+1)/@x — v/ @K/ K+1))2
(¢y1 (k+1)/ ok — /oK /y1( K+1)) ”

=D (k+1)/@x]. (2.10)

Dessa forma, das equagdes (2.9) (2.10), por meio de (2.8), é comprovado que p;(yp) =

1 —p2(yo) = 1/2; ver Leiva (2016). Assim, uma varidvel aleatéria com distribuicdo RBS pode

ser gerada por

YU[—c0,0.5](u) +Y21[0.5 ] (2.11)

em que I4(-) é a funcdo indicadora do conjunto A. Logo, a expressdo dada em (2.1T]), de acordo
com Michael et al.|(1976), garante que a probabilidade de escolher uma das duas raizes y; ou
y2, dado que V = v, € igual a 1/2. Assim, o Algoritmo 1, disposto abaixo, descreve 0s passos

para gerar nimeros aleatdrios para a distribuicdo RBS:
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Algoritmo 1 — Gerador de nimeros aleatérios da distribuicao RBS

1: Gerar um niimero aleatério u de uma varidvel aleatéria U ~ U(0, 1)

2: Gerar um niimero aleatdrio z de uma varidvel aleatéria Z ~ N(0, 1)

3: Definir valores para ¢ e k de Y ~ RBS(¢, k)

4: Calcular um nimero aleatério y = y; ou y =y, de Y ~ RBS(¢, k), por meio dos seguintes critérios:
i: Seu < 0.5, entdo

(e (2423)— /(& (2+20)) -4 68y

1= 0 ;
ii: Caso contrério isto é, se u > 0 5, faca
o ( ;<+1 2+2 +\/ K+1 2+2 4(1:p+K1)'

b

4. Repetlr as etapas de 1 a 4 até que a quantidade necessdria de nimeros seja obtida

Por fim, vale ressaltar que, o diferencial entre as distribui¢cdes BS e RBS estd, por exem-
plo, nas estimativas de momentos: para a parametrizacao original, nao ha uma forma fechada;
porém, isto é possivel com a reparametrizagdo de Santos-Neto et al. (2012)). Além disso, essa
reparametrizacdo permite que a variavel resposta possa ser modelada em sua escala original;
ver por exemplo Leiva et al.|(2014), o que ndo € possivel com as parametrizacdes propostas até
agora. Santos-Neto et al. (2014) conduziram um estudo de simulacdo para avaliar proprieda-
des dos estimadores dos parametros do modelo, em que obtiveram boas propriedades. Nesse
ensaio, os autores concluiram que os estimadores de maxima verossimilhanca e de momentos
modificados apresentam propriedades estatisticas semelhantes e melhores as dos outros esti-
madores considerados: método de momentos e método de momentos generalizado. A seguir,
apresentamos brevemente, como foram obtidos estimadores através do método de maxima ve-

rossimilhanca e momentos para o modelo RBS, como descrito em Santos-Neto et al. (2014).

2.3.1 Estimacao classica para a distribuicao RBS

A seguir, apresentamos as estimativas de mdxima verossimilhanca, de momentos e algu-
mas inferéncias para a reparametrizacdo considerada, que auxiliardo no tratamento do modelo

do Capitulo 3| Denotaremos o vetor de parimetros por 6 = (¢, k)"
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Estimacao por maxima verossimilhanca

SejaY = [¥1,Y5,---,Y,] " uma amostra aleatéria de tamanho n de ¥ ~ RBS(¢, k). En-

tdo, a funcdo log-verossimilhanca para 6 é
(o) =13 ¢9), (2.12)

em que £;(@) é o logaritmo da PDF dada em (2.3 substituindo y por y;. Para obter o EMV
para 6, igualamos as funcdes escore a zero, em que neste caso o vetor escore para @ é dado por

U(0) = [Up,Y¢] ", em que

Y yi(k+1) K2 1 ]
Yo + - - — (2.13)
]_21 {KYH‘)’/‘HPK 492 dyi(k+1) 20
c
Y i+ @ Vj KK+2¢ K }
v v Lk Ao 2.14
jg [Kyj+YJ+(PK 49 4dyi(k+1)? +2(K—}—1) (2.14)

Para maximizar a funcéo ¢(0), dada em (2.12)), devemos utilizar um método numérico
iterativo como, por exemplo, de Newton-Raphson, visto que para o modelo RBS ndo € possivel
obter estimador de maxima verossimilhanca de forma fechada, assim como no caso da BS
original. No entanto, Santos-Neto et al.| (2014) lembram que 6 = (¢,&)" é o EMV para e

isto segue aproximadamente a distribui¢do
N(é,E(é)—1>, (2.15)
na qual E(0) = [E¢,q,] corresponde a informagdo esperada de Fisher.

Estimacio pelo método dos momentos

Consideremos, novamente, Y = [¥1,Y,, - ,Yn]T uma amostra aleatdria de tamanho »
de Y ~ RBS(¢, k). Segundo [Santos-Neto et al. (2014), @ e K sdo os estimadores de pelo

método dos momentos de ¢ e k, dados por
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] 72§24 /(T 1 3722
p=7 e k= i 5(2 TS, (2.16)

| - . A
em que Y = ZZ;’:I Yje = p 7:1[Yj — Y]?. Ainda segundo esses autores, ¢ e K tém uma

distribuicdo conjunta assintética normal bivariada normal, isto &,

0*(2x+5) o(2x* + 8Kk —3)
) oav!l (€ (k+1)2 §K+1)(’<+4)
% e | e(2K2+8k—3) 2Kk* +28K 4 122k% + 126K + 57
(k+1)(k+4) (K +4)2
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Capitulo 3

O modelo GP-RBS

Um dos grandes motivos em usar o GP para a modelagem em questdo, além da sua
extensa aplicabilidade, se da pelo fato de que a inferéncia estatistica pode ser facilmente reali-
zada, como discutido na Subsegéo[I.1] Esse importante aspecto, somado ao fato da distribuigao
RBS possuir a propriedade de multiplicacdo por um escalar (ver Santos-Neto et al.| (2012) e
Santos-Neto et al.|(2014)), nos proporciona a seguinte PDF para o processo geométrico com a

distribuicdo Birnbaum—Saunders reparametrizada (GP-RBS)

_ _exp(x/2)VK+ 1V@i! KQ
fX(X,w,(P,K)— 4x3/2\/w |:)C+ (K+1)wi1:|
k [x(k+1D)o™!  keo'™!
o

parax > 0e @, ¢,k > 0. Com isso, perceba que a distribuicdo GP-RBS pode ser vista como a
RBS(%, k), com @ sendo o pardmetro razao do GP. Logo, niimeros aleatérios da distribui¢ao
do modelo acima podem ser obtidos baseando-se no gerador descrito no Algoritmo 1 indicado
na Subsegdo [2.3]

Assumindo agora que {X1,X>,X3,...,X,} é um conjunto de dados proveniente de um

GP com parametro razdo @ > 0 e X; ~ RBS(¢, k), entdo, pelas propriedades da distribuicdo
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RBS e pela defini¢do do GP (2.4)), a funcdo de verossimilhanca para X;,i =1,2,...,né

”eXp(K/Z)\/K—H\/F{xi ( K¢ 1

L(e) :lI:—! 4xi3/2\/w K-+ l)wi—l
k [x(k+ Do keo!
X exp <_Z [ = + vkt ) 3.2)

em que 6 = (@,¢,k) " é o vetor de parAmetros. Consequentemente, temos a fungio de log-

verossimilhanca dada por

0(0) = g{K+log(K+l) 41log(2) — log(1)—log(@) + (?)mgw)}
<X |3ostod 1ot i |
;g[ 1<+1)zm 1+Xi(Kf%w“]. (3.3)

Entdo, as primeiras derivadas da funcio log-verossimilhanca dadas na equagao (3.3),
em relagdo aos trés pardmetros, sdo obtidas para estabelecer o vetor escore U(0) = 0/4(0)/d86.

Os elementos do vetor escore sdo expressados como

20(0) n(n—1) L i— ke
om 4 < ) ;K(paf—f—xl(lc—i—l)
_ xi(k+ 1)@ 2 KQ
4 (’_”{ Ko _xi(lc—l-l)w’}
n o)
oK :2(K+l)+;(K‘—|—1)[K‘(p&)'—|—x,(1<—|—l)&)"]

Ky [(9x@)*(k+2) — (xi(x + 1@')’]
Ik @K@ (K + 1) =0 4)

@) nl Ei K _xi(k+DHa'!
B 4 =\ o (k+1) K2

& KD
+ - =0.
i; KOO +x;(K+ 1)@

Com base nisso, nas proximas secoes iremos apresentar, para este modelo, como obtemos os

estimadores do ponto de vista cldssico via EMV e MM.
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3.1 Estimador de maxima verosimilhanca

Nao é possivel obter analiticamente os EMV para 6, pelas equagdes em (3.4). No
entanto, tais equacdes podem ser resolvidas simultaneamente usando um método numérico
como o de Newton-Raphson para estimar esses parametros; ver por exemplo Gentle (2009) e

Monahan|(2011)), da forma

6,1 =6,—H '(6,)V(6,), (3.5)

90(8) 9L(0) 3L(8) )T

cm que V(0>:( dw ° Jdx ° Jo

€ o vetor gradiente para 0 , n é o nimero de iteracdes, e
H~1(0) é a matriz Hessiana inversa de H (@), com H(0) € R**3. Temos que os elementos da
matriz H (@), denotados por 4;;, (i, j = 1,2,3), sdo as segundas derivadas de (3.4)), exibidas no

Apéndice |A] com relag@o aos parametros @, K € ¢, de modo que

hoohsz —hyzhsy  —hiohsz —hizhsy  hiohos — hizhao
HY0) = ——— | —hyth33—h3ithys  hithss —hishs  —hyhos —hothis |
hothza —haohsy  —hithay —hiohsr  hirha — hiohog

com Det(H(0)) = h11hyh33 — hi1hashss — hiaha1hss + hioh31hos 4 ha1hizhsp 4+ hizhyohsy. Os
elementos /;;, (i, j = 1,2,3) da matriz H (@) sao apresentados no Apéndice [Al Dessa forma, os
EMV’s para @, K e ¢, denotados por D, ke ¢ sdo obtidos como os respectivos elementos de 6,,,
ao tomarmos 6y como estimativa inicial, via (3.3). Ademais, segundo|/Cox e Barndorff-Nielsen
(1994), a distribui¢do conjunta desses estimadores € assintoticamente normal, com vetor de
médias (@, k,Q) e matriz de covariancias / _1((D ,K, ), em que / é a matriz informacdo de

Fisher, descrita abaixo:

92 InL(0) 92 InL(6) 92 InL(6)

B(—a) E(Ggac) E(Sgae )

_ 92%InL(0 9%InL(0) 92InL(0)
1= |E(%sl) B(Z55%) K k09 )
d%InL(0 9%InL(0 9%InL(0
E(%Gesn)) E(am5s0) B 5a%)

Como vemos no Apéndice [A] ndo é possivel obter uma forma explicita da matriz de
informacdo de Fisher I, neste caso. Mas, os elementos de / sdo imediatamente escritos a partir

de elementos da matriz hessiana H(6). Embora uma forma explicita da matriz I ndo possa ser
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encontrada, como estimador, entdo a matriz de informacao observada pode ser usada em vez

de matriz I, como ressalta Cox e Barndorff-Nielsen| (1994)).

3.2 Estimacao por momentos modificados

Como visto na Defini¢do[2.4] o GP é um processo estocdstico mondtono. Assim, alguns
problemas de divergéncia podem surgir na estimativa do parametro razdo @ (Bicer|(2018)). No
entanto, ¢ proposto um método nao paramétrico amplamente utilizado na inferéncia estatistica,
para superar tal problema e estimar o parametro @ no GP. Esse estimador ndo paramétrico é
representado por @Wyp; (ver|Lam e Chan| (1998) e Lam et al. (2004)) e é dado por:

N 6 i .
wNP:exp((n—l)n(n+1);<n_2l+l>lnXi>7 30

o qual € ndo-viesado e segue uma distribui¢do assintoticamente normal, segundo |[Lam et al.
(2004). Além disso, podemos representar o processo apresentado na Defini¢do[2.4]ao substituir

@'Y por (3.6), e encontrar o estimador por momentos modificados,

A

Yi:wNP(i_l)Xl‘,l.: 1,2,...,”7 (37)

que possibilitard estimar os parametros K e ¢ por outros métodos mais adiante.

3.3 Estimacao pelo método dos momentos

Consideremos, agora, X1, X>,...,X, uma amostra aleatéria de um GP com razdao @ >

0, X; ~ RBS(¢, k) e o estimador obtido em (3.6). Seja, ainda, m; a média amostral e S? a

variancia amostral para a amostra X1,X», ..., X, tais que
18 i
I’I’Ll:_z ](\’lpl)Xii:1,2,...,n (38)
i3
e
1 & .
2 — n_IX(K—ml)z,i: 1,2,...,n. (3.9)
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com isso, pelas propriedades da distribui¢io RBS, pondo ¢ = (x +1)%/(2k +5), temos que

2
EX]=0¢ e E[Xz]:%+¢2.

Dessa forma, os estimadores obtidos via método dos momentos, para os parametros ¢

(Qmm) e x (Kurar), podem ser obtidos pela solugdo do seguinte sistema nao-linear:

272
p—m =0 e ¢2(2K+5)/(K+1)2+{%} —my =0. (3.10)

Através da equagdos em (2.16) temos que Qs € Kpgpr sdo dados por

m2 —§% 4/ (m} +3m3S?)
S2 ’

Oum=my e Kyy= (3.11)

sa0 os estimadores obtidos via método dos momentos, em fun¢io do estimador obtido em (3.2).
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Capitulo 4

Aplicacao numérica, resultados e

discussoes

Neste capitulo, apresentaremos um estudo de simulacdo de Monte Carlo para avaliar
a performance dos estimadores dos parametros do modelo, em que nesse caso consideramos
o estimador de médxima verossimilhanca e o obtido via método dos momentos. Em seguida
ilustramos o modelo proposto através da aplicagdo em quatro conjuntos de dados reais, a saber:
aircraft, coal mining, carneroe jiwani, os quais podem ser vistos na Secdo 4.2
Esses dados foram analisados em outros trabalhos, como por exemplo, |Proschan| (1963), An-
drews e Herzberg| (1985), Linhart e Zucchini (1986) e Bakouch et al.| (2019). O primeiro
conjunto de dados pode ser encontrado no pacote boot do software R, ver R-Team| (2019).

Comparamos o modelo GP-RBS com os modelos Power Lindley, log-lormal, gama e
gaussiana inversa, propostos por Bicer (2018), Lam e Chan/ (1998)), Chan et al. (2014)) e |Kara et
al.|(20135)), respectivamente. Como medida de avaliacdo de “bondade de ajuste” usamos o cri-
tério de informacdo de Akaike (AIC), critério Bayesiano de Schwarz (BIC) e o fator de Bayes
(BF), propostos em |Akaike| (1974), Schwarz et al.| (1978)) e Kass e Raftery (1995), respectiva-
mente. NOs usamos o BF para avaliar a magnitude da diferenca entre dois valores de BIC; veja

Kass e Raftery| (1995), Leiva et al.|(2015) e Ferreira et al.| (2012).
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4.1 Estudo de simulacao de Monte Carlo

Conforme a literatura vigente e aos modelos que iremos comparar, consideramos 0s
seguintes cendrios para as simulacOes: fixamos o pardmetro de forma, k, no valor de 0.5,
enquanto que o pardmetro de escala, ¢, variou no conjunto {1.0,1.5,2.0}. Enquanto isso,
para o parametro de razdo, @, definimos sua variagdo no conjunto {0.90, 0.95, 1.05, 1.10}.
Consideramos diferentes tamanhos amostrais, isto é n = {30,50, 100, 150}, baseados em 3000
replicas de Monte Carlo. Para cada parametro e tamanho amostral distinto, obtivemos medidas
descritivas tais como: a média, variancia, viés e erro quadratico médio (EQM). Esses resultados
estdo organizados nas Tabelas e

Através dos resultados apresentados nas Tabela .1 a[4.3] temos que os valores do viés
e EQM diminuem a medida que n aumenta para todos os estimadores em cada um dos métodos
de estimacdo avaliados. Isso ocorre de acordo com o esperado, indicando que os estimadores
dos parametros do modelo sdo assintoticamente consistentes. Em relacdo ao EMM e EMV
dos parametros @ e ¢, observamos, em geral, que o EMV apresenta valores do EQM quando
comparado os observados a partir do EMM. Nessa mesma linha, notamos para o parametro K
que o0 EQM dos EMV’s sdo, claramente, menores em comparagdo aos obtidos via método dos

momentos.
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Tabela 4.1: Medidas descritivas para os estimadores EMV e EMM dos parametros @, ¢ ¢ K,
quando ¢ = 1.0.

o 0] K

o n Estimador Média Viés EQM  Média Viés EQM  Média Viés EQM
30 EMV 0.9002 0.0002 0.0007 1.0651 0.0651 0.3356 0.5890 0.0890 0.0385

EMM 0.9004 0.0004 0.0009 1.1044 0.1044 0.4572 0.7530 0.2530 0.2724

50 EMV 0.9001 0.0002 0.0001 1.0385 0.0385 0.1824 0.5509 0.0509 0.0171

0.90 EMM 0.9002 0.0002 0.0002 1.0635 0.0635 0.2496 0.6535 0.1535 0.1505
100 EMV 0.9000 <0.0001 <0.0001 1.0188 0.0188 0.0842 0.5238 0.0238  0.0066

EMM 0.9001 0.0001 <0.0001 1.0347 0.0347 0.1176 0.5841 0.0841 0.0742

150 EMV 0.9000 <0.0001 <0.0001 1.0123 0.0123 0.0523 0.5154 0.0154 0.0038

EMM 0.9001 0.0001 <0.0001 1.0255 0.0255 0.0731 0.5623 0.0623  0.0489

30 EMV 0.9508 0.0008 0.0008 1.0693 0.0693 0.3494 0.5872 0.0872  0.0381

EMM 0.9513 0.0013 0.0010 1.1111 0.1111 0.4890 0.7432 0.2432  0.2634

50 EMV 0.9502 0.0002 0.0002 1.0397 0.0397 0.1750 0.5525 0.0525 0.0166

0.95 EMM 0.9502 0.0002 0.0002 1.0630 0.0630 0.2515 0.6552 0.1552  0.1494
100 EMV 0.9499 —0.0001 <0.0001 1.0082 0.0082 0.0814 0.5259 0.0259  0.0067

EMM 0.9499 —0.0001 <0.0001 1.0212 0.0212 0.1072 0.5824 0.0824 0.0730

150 EMV 0.9500 <0.0001 <0.0001 1.0157 0.0157 0.0563 0.5146 0.0146  0.0037

EMM 0.9500 <0.0001 <0.0001 1.0270 0.0270 0.0750 0.5525 0.0525 0.0481

30 EMV 1.0494 —0.0006 0.0009 1.0536 0.0536 0.3418 0.5836 0.0836  0.0349

EMM 1.0494 —0.0006 0.0012 1.0827 0.0827 0.4266 0.7447 0.2447 0.2748

50 EMV 1.0504 0.0004 0.0002 1.0388 0.0388 0.1718 0.5462 0.0462 0.0158

1.05 EMM 1.0504 0.0004 0.0003 1.0621 0.0621 0.2409 0.6536 0.1536  0.1434
100 EMV 1.0500 <0.0001 <0.0001 1.0206 0.0206 0.0826 0.5246 0.0246 0.0064

EMM 1.0500 <0.0001 <0.0001 1.0303 0.0303 0.1114 0.5857 0.0857 0.0726

150 EMV 1.0500 <0.0001 <0.0001 1.0146 0.0146 0.0451 0.5132 0.0132  0.0041

EMM 1.0499 —0.0001 <0.0001 1.0152 0.0152 0.0696 0.5482 0.0482 0.0476

30 EMV 1.0998 —0.0002 0.0011 1.0574 0.0574 0.3362 0.5878 0.0878 0.0388

EMM 1.0997 —0.0003 0.0014 1.0852 0.0852 0.4436 0.7570 0.2570  0.2794

50 EMV 1.1001 0.0001 0.0002 1.0290 0.0290 0.1813 0.5539 0.0539 0.0177

110 EMM 1.1003 0.0003 0.0003 1.0554 0.0554 0.2563 0.6593 0.1593  0.1560
100 EMV 1.0999 —0.0001 <0.0001 1.0118 0.0118 0.0655 0.5202 0.0202  0.0060

EMM 1.0999 —0.0001 <0.0001 1.0293 0.0293 0.1162 0.5758 0.0758 0.0721

150 EMV 1.0994 —0.0006 <0.0001 1.0053 0.0053 0.0002 0.4621 —0.0379 0.0020

EMM 1.1001 0.0001 <0.0001 1.0270 0.0270 0.0765 0.5473 0.0473  0.0465
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Tabela 4.2: Medidas descritivas para os estimadores EMV e EMM dos parametros @, ¢ ¢ K,
quando ¢ = 1.5.

o 0] K

[0) n Estimador Média Viés EQM  Média Viés EQM  Média Viés EQM
30 EMV 0.9009 0.0009 0.0007 1.5984 0.0984 0.7177 0.5890 0.0890 0.0369

EMM 0.9016 0.0016 0.0009 1.6682 0.1682 0.0009 0.7604 0.2604 0.2828

50 EMV 0.9005 0.0005 0.0001 1.5684 0.0684 0.4205 0.5524 0.0524 0.0165

0.90 EMM 0.9004 0.0004 0.0002 1.5925 0.0925 0.0002 0.6541 0.1541 0.1530
100 EMV 0.9000 <0.0001 <0.0001 1.5278 0.0278 0.1962 0.5250 0.0250 0.0069

EMM 0.8999 —0.0001 <0.0001 1.5381 0.0381 <0.0001 0.5871 0.0871 0.0739

150 EMV 0.9000 <0.0001 <0.0001 1.5201 0.0201 0.1208 0.5140 0.0140 0.0040

EMM 0.8999 —0.0001 <0.0001 1.5240 0.0240 <0.0001 0.5591 0.0591 0.0518

30 EMV 0.9497 —0.0003 0.0008 1.5880 0.0880 0.7478 0.5820 0.0820 0.0346

EMM 0.9502 0.0002 0.0010 1.6500 0.1500 1.0265 0.7483 0.2483 0.2766

50 EMV 0.9502 0.0002 0.0002 1.5777 0.0777 0.4550 0.5470 0.0470 0.0158

0.95 EMM 0.9501 0.0001 0.0002 1.6048 0.1048 0.5976  0.6527 0.1527 0.1489
100 EMV 0.9500 <0.0001 <0.0001 1.5327 0.0327 0.1870 0.5217 0.0217 0.0063

EMM 0.9500 <0.0001 <0.0001 1.5450 0.0450 0.2499 0.5792 0.0792 0.0717

150 EMV 0.9500 <0.0001 <0.0001 1.5125 0.0125 0.1237 0.5157 0.0157 0.0038

EMM 0.9500 <0.0001 <0.0001 1.5297 0.0297 0.1751 0.5547 0.0547 0.0486

30 EMV 1.0504 0.0004 0.0010 1.5955 0.0955 0.7502 0.5918 0.0918 0.0405

EMM 1.0503 0.0003 0.0013 1.6411 0.1411 1.0633 0.7602 0.2602 0.2749

50 EMV 1.0499 —0.0001 0.0002 1.5394 0.0394 0.3914 0.5529 0.0529 0.0170

1.05 EMM 1.0501 0.0001 0.0003 1.5836 0.0836 0.5865 0.6534 0.1534 0.1560
100 EMV 1.0501 0.0001 <0.0001 1.5387 0.0387 0.1985 0.5278 0.0278 0.0069

EMM 1.0501 0.0001 <0.0001 1.5504 0.0504 0.2586 0.5777 0.0777 0.0716

150 EMV 1.0501 0.0001 <0.0001 1.5277 0.0277 0.1127 0.5142 0.0142 0.0039

EMM 1.0500 <0.0001 <0.0001 1.5342 0.0342 0.1595 0.5530 0.0530 0.0498

30 EMV 1.1000 <0.0001 0.0011 1.5976 0.0976 0.7896 0.5932 0.0932 0.0396

EMM 1.1002 0.0002 0.0014 1.6497 0.1497 1.1159 0.7451 0.2451 0.2718

50 EMV 1.1000  <0.0001 0.0002 1.5448 0.0448 0.3925 0.5512 0.0512 0.0173

1.10 EMM 1.1003 0.0003 0.0003 1.5914 0.0914 0.5631 0.6546 0.1546 0.1505
100 EMV 1.1000 <0.0001 <0.0001 1.5289 0.0289 0.1937 0.5244 0.0244 0.0063

EMM 1.1000 <0.0001 <0.0001 1.5512 0.0512 0.2653 0.5700 0.0700 0.0748

150 EMV 1.1000 <0.0001 <0.0001 1.5238 0.0238 0.1220 0.5150 0.0150 0.0040

EMM 1.1000 <0.0001 <0.0001 1.5364 0.0364 0.1654 0.5501 0.0501 0.0482
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Tabela 4.3: Medidas descritivas para os estimadores EMV e EMM dos parametros @, ¢ ¢ K,

quando ¢ = 2.0.
0] 0] K

0] n Estimador Média Viés EQM  Média Viés EQM  Média Viés EQM
30 EMV 0.9002 0.0002 0.0007 2.1250 0.1250 1.3215 0.5865 0.0865 0.0375

EMM 0.9006 0.0006 0.0009 2.2165 0.2165 2.0266 0.7610 0.2610 0.2841

50 EMV 0.9002 0.0002 0.0001 2.0616 0.0616 0.6671 0.5499 0.0499 0.0163

0.90 EMM 0.9002 0.0002 0.0002 2.1114 0.1114 0.9547 0.6564 0.1564 0.1543
100 EMV 0.8998 —0.0002 <0.0001 2.0228 0.0228 0.3371 0.5260 0.0260 0.0072

EMM 0.8999 —0.0001 <0.0001 2.0541 0.0541 0.4733 0.5855 0.0855 0.0719

150 EMV 0.9000 <0.0001 <0.0001 2.0245 0.0245 0.2233 0.5136 0.0136 0.0038

EMM 0.9000 <0.0001 <0.0001 2.0405 0.0405 0.3030 0.5558 0.0558 0.0475

30 EMV 0.9492  —0.0008 0.0008 2.0977 0.0977 1.4648 0.5916 0.0916 0.0393

EMM 0.9490 —0.0010 0.0010 2.1626 0.1626 1.9888 0.7522 0.2522 0.2759

50 EMV 0.9501 0.0001 0.0002 2.0777 0.0777 0.7076 0.5496 0.0496 0.0169

0.95 EMM 0.9500 <0.0001 0.0002 2.1226 0.1226 1.0118 0.6569 0.1569 0.1554
100 EMV 0.9500 <0.0001 <0.0001 2.0511 0.0511 0.3506 0.5221 0.0221 0.0062

EMM 0.9500 <0.0001 <0.0001 2.0706 0.0706 0.4726 0.5729 0.0729 0.0705

150 EMV 0.9500 <0.0001 <0.0001 2.0283 0.0283 0.2114 0.5144 0.0144 0.0039

EMM 0.9500 <0.0001 <0.0001 2.0409 0.0409 0.2927 0.5569 0.0569 0.0484

30 EMV 1.0501 0.0001 0.0010 2.0944 0.0944 1.2392 0.5909 0.0909 0.0387

EMM 1.0497 —0.0003 0.0012 2.1497 0.1497 1.7376 0.7424 0.2424  0.2790

50 EMV 1.0499 —0.0001 0.0002 2.0492 0.0492 0.7040 0.5523 0.0523 0.0165

1.05 EMM 1.0500 —0.0003 0.0003 2.0963 0.0963 0.9469 0.6534 0.1534 0.1450
100 EMV 1.0500 <0.0001 <0.0001 2.0447 0.0492 0.3401 0.5237 0.0237 0.0069

EMM 1.0501 0.0001 <0.0001 2.0736 0.0736 0.4540 0.5798 0.0798 0.0690

150 EMV 1.0500 <0.0001 <0.0001 2.0096 0.0096 0.1987 0.5171 0.0171 0.0039

EMM 1.0500 <0.0001 <0.0001 2.0345 0.0345 0.2905 0.5510 0.0510 0.0500

30 EMV 1.1012 0.0012 0.0010 2.1572 0.1572 1.3554 0.5948 0.0948 0.0403

EMM 1.1018 0.0018 0.0013 2.2216 0.2216 1.7619 0.7607 0.2607 0.2768

50 EMV 1.0999 —0.0001 0.0002 2.0599 0.0599 0.7419 0.5525 0.0525 0.0168

110 EMM 1.0996 —0.0004 0.0003 2.0880 0.0880 0.9632 0.6596 0.1596 0.1542
100 EMV 1.0996 —0.0004 <0.0001 2.0023 0.0023 0.3059 0.5236 0.0236 0.0065

EMM 1.0996 —0.0004 <0.0001 2.0246 0.0246 0.4228 0.5767 0.0767 0.0754

150 EMV 1.1000 <0.0001 <0.0001 2.0211 0.0211 0.2227 0.5157 0.0157 0.0039

EMM 1.1000 <0.0001 <0.0001 2.0366 0.0366 0.3005 0.5500 0.0500 0.0501
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Por outro lado, para 0o EMV do parametro de forma k, na Tabela o seu EQM, tanto
para n pequeno quanto para o maior n considerado, € bem préoximo nestes tamanhos amostrais,
ou seja, a convergéncia assintdtica do seu estimador para o seu verdadeiro valor paramétrico
parece ndo ser afetada. Para este mesmo parametro, o estimador obtido via MM tem um viés
maior, mesmo quando n € relativamente grande ou moderado. Esse comportamento é obser-
vado nos demais cendrios considerados, que estdo dispostos nas Tabelas i.2]e 4.3] Assim, po-
demos afirmar que os estimadores obtidos via método dos momentos tendem a convergir para
o verdadeiro valor do parametro, contudo a sua respectiva convergéncia é mais lenta quando
comparada ao método de médxima verossimilhanca.

Nesta perspectiva, foram obtidas as distribui¢des empiricas dos estimadores dos para-
metros @, ¢ e K, que apontam ilustrativamente para esta direcao; ver Figuras a As
figuras também apresentam os intervalos de confianca (IC), de 90%, 95% e 99%. Vale ressaltar
que, em cada figura, estdo na esquerda a estimacao via MV; na direita, a estimagdo via MM.

De acordo com as Figuras 4.1 a[4.12] hd uma indicac@o de que a distribui¢do empirica
dos estimadores de momentos e maxima verossimilhanga, respectivamente, parecem ser simé-
tricas em torno do verdadeiro valor do parametro, a medida que n cresce, como esperado. Mas
a variabilidade do estimador obtido através dos momentos é um pouco maior do que os MV,

quando consideramos os parametros @ € ¢.
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Figura 4.1: Distribui¢do empirica de @, para @ = 0.90, com ¢ = 2.00 e IC(@;[1-a] x 100%)
para cada n.
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IC(x;[1-ax] x 100%) para cada n.

4.2 Aplicacoes em dados reais

Em busca de exemplificar, validar e comparar nosso modelo proposto, utilizaremos qua-
tro bancos de dados reais. O primeiro € o aircraft: estes dados fornecem 30 observacoes
que tratam dos tempos de falha do sistema de ar condicionado do modelo de aeronave Bo-
eing 720, de nimero 7912, estudado originalmente por Proschan/ (1963). O segundo, coal
mining, refere-se aos dados de desastres da mineragdo de carvao da Gra-Bretanha; esses
dados j4 foram analisados em alguns trabalhos, dos quais destacamos Bicer e Bicer (2017),
Chan et al.| (2014), Kara et al.|(2015]) e Bicer (2018). O terceiro e o quarto conjuntos de dados
sd0 carnero e jiwani, respectivamente, os quais foram analisados por Linhart e Zucchini

(1986) e Bakouch et al. (2019).

4.2.1 Dados1-aircraft

Os sucessivos tempos de falha, em horas, nos dados da aeronave, aircraft, sao dados
por: 23, 261, 87, 7, 120, 14, 62, 47, 225, 71, 246, 21, 42, 20, 5, 12, 120, 11, 3, 14, 71, 11,
14, 11, 16, 90, 1, 16, 52, 95. A Tabela [4.4] apresenta medidas descritivas para estes dados, a
saber: média (M), mediana (Med), variancia (Var), desvio padrao (DP), coeficiente de variacao
(CV), assimetria e curtose. De acordo com a Tabela 4.4, notamos uma assimetria positiva e a

indicacdo de caudas leves devido a estimativa do valor da curtose, tais fatos confirmam que o
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modelo GP-RBS pode ser usado para o ajuste dos dados.

Tabela 4.4: Estatisticas descritivas para os Dados 1.

M Med Var DP CV Assimetria Curtose
59.60 22.00 5167.42 71.88 1.21 1.61 1.64

Na Tabela 4.5 apresentamos as estimativas dos pardmetros do modelo proposto, obtidos
via MV e MM. Os resultados obtidos para o modelo GP-RBS sdo comparados com outros mo-
delos baseados no processo geométrico que foram propostos na literatura, como por exemplo:
Power Lindley, lognormal, gama e gaussiana inversa. Como medidas de “bondade de ajuste”
foram obtidos o AIC, BIC e BF. De acordo com os resultados dispostos na Tabela [4.6] que sdo
a log-verossimilhanga (¢), AIC, BIC e BF para todos os modelos usados, temos que a decisao
sobre o melhor ajuste € tomada de acordo com a interpretacdo do BF apresentada na Tabela
6 em |Leiva et al. (2015). Dessa forma, a Tabela indica que o modelo GP-RBS fornece o

melhor ajuste quando comparado com os demais modelos em termos do AIC, BIC e BE.

Tabela 4.5: Estimativas dos pardmetros @, ¢ e K para os Dados 1.

Método @ [0) K
MV 1.06 123.50 0.95
MM 1.05 112.78 1.66

Tabela 4.6: Estimativas da log-verossimilhanga, AIC, BIC e BF segundo cada modelo para os
Dados 1.

Modelo

Power Lindley lognormal gama gaussianainversa GP-RBS

—/ 150.21 150.98 275.54 150.83 85.03
AIC 306.42 307.99 557.08 307.65 176.06
BIC 310.63 312.17 561.28 311.86 180.26
BF 130.36 131.90 381.02 131.60 —
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4.2.2 Dados 2 - Coal Mining

A proxima aplicagdo, pertencente a Andrews e Herzberg (1985), € um exemplo sobre
os intervalos em dias entre desastres sucessivos na minera¢do de carvao da Gra-Bretanha, no
periodo de 1851 a 1962. Estes dados incluem 191 intervalos sucessivos e possuem as seguintes
estatisticas descritivas, expostas na Tabela De maneira semelhante ao exemplo anterior,
temos indicacdo que o modelo GP-RBS pode ser utilizado na modelagem, porém nesse caso
temos uma assimetria e curtose menor do que as observadas para os Dados 1, como também

uma variabilidade menor que pode ser vista através das estimativas do DV e CV.

Tabela 4.7: Estatisticas descritivas para os Dados 2.

M Me Var DP CV Assimetria Curtose

1889.04 1880.06 859.12 29.31 0.02 0.77 —0.58

As Tabelas 4.8 e [4.9] exibidas abaixo, apresentam as estimativas dos pardmetros do
modelo GP-RBS(@, ¢ e k). De acordo com as medidas usadas como indicacdo do modelo mais
adequado, observamos através das estimativas dispostas na Tabela 4.9 que o modelo proposto
apresenta valores extremamente significativos. Com isso, temos novamente a indica¢do que o
modelo GP-RBS € mais indicado quando comparamos aos modelos propostos por |[Kara et al.

(2015)), Chan et al.| (2014), Lam e Chan|(1998)) e Bicer| (2018)).

Tabela 4.8: Estimativas dos pardmetros @, ¢ e K para os Dados 2.

Método @ [0) K

MV 099 1841.13 101880.04

MM 099 1841.47 101887.30
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Tabela 4.9: Estimativas da log-verossimilhancga para, AIC, BIC e BF para cada modelo consi-
derando os Dados 2.

Modelo

power lindley lognormal gamma gaussianainversa GP-RBS

—/ 11785.00 11928.00 11787.00 12528.00 2014.45
AIC 2365.00 2426.00 2366.00 2517.00 2086.99
BIC 23585.76 23871.76  23589.75 25071.76 4209.26
BF 19541.10 19827.10 19545.10 21027.10 —

4.2.3 Dados 3 - Carnero

O conjunto de dados Carnero contém valores maximos, de cada ano, de fluxo. As
informacdes detalhadas estio disponiveis no site de pesquisa Geoldgica (USGS) dos EUA, em
<https://earthexplorer.usgs.gov/> . Os valores destes dados sdao: 144, 179, 105, 280, 81, 35,
320, 248, 159, 570, 278, 315, 327, 182, 186, 102, 31, 350, 435, 520, 715, 1600, 660, 173, 239,
667, 44, 82,70, 68, 69, 42, 16, 450, 333, 114, 121, 175, 299, 102, 93, 287, 64, 36, 438, 63, 146,
48, 37, 214, 25, 161, 104, 115, 32, 109, 128, 30. A Tabela|4.10| apresenta algumas estatisticas
descritivas para estes dados. De acordo com os resultados dispostos nesta tabela, podemos
notar que ha a indica¢do de uma distribuicao bastante assimétrica, visto o valor estimado da
assimetria, como também uma distribuicio com caudas pesadas por conta da estimativa do
valor da curtose. Dessa forma, temos que o modelo GP-RBS podera ser usado na modelagem

deste banco de dados.

Tabela 4.10: Estatisticas descritivas para os Dados 3.

M Me Var DP CV Assimetria Curtose

22441 145.00 64328.42 253.63 1.13 3.04 12.68
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Tabela 4.11: Estimativas dos parametros @, @ e K o para os Dados 3.

A

Método @ [0) K

MV 1.0205 378.7394 1.9567

MM 1.0207 380.9086 1.8100

A Tabela[d.T1|apresenta os resultados das estimativas dos pardmetros @, ¢ e K para 0s
dados Carnero. Além disso, foram obtidos: AIC = 460.03, —¢ = 227.01. Ademais, o BIC
encontrado foi de 466.21. Vale ressaltar que os resultados obtidos, neste caso, foram favoraveis
ao nosso modelo, pois, como comparativo, em Bakouch et al.| (2019) , os autores obtiveram
AIC =742.40 e —¢ = 369.20. Com isso, em termos de medidas de bondade de ajuste o modelo
proposto apresenta um melhor desempenho. Isto €, é o mais indicado em comparagdao com 0s

demais modelos propostos na literatura.

4.2.4 Dados 4 - jiwani

Os dados jiwani descreve a precipitagdo, em mm por ano, maxima do Paquistao entre
1981 e 2010. Os valores sdo: 21.7, 172.9, 69.5, 96.5, 12.6, 265.5, 154, 28, 142.8, 14.2, 74.8,
32.5, 25, 28.5, 113.8, 25.7, 116.3, 28, 16.9, 6, 9, 17.6, 47.3, 55, 129, 72, 92, 28, 113, 194.
Logo abaixo estdo as estatisticas descritivas destes dados. Através dos resultados dispostos na
Tabela@ temos, de forma semelhante aos casos anteriores que o modelo GP-RBS também

podera ser usado no ajuste dos dados.

Tabela 4.12: Estatisticas descritivas para os Dados 4.

M Me Var DP CV Assimetria Curtose

73.4033 51.15 4209.33 64.88 0.88 1.09 0.53
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Tabela 4.13: Estimativas dos parametros @, @ e K o para os Dados 4.

Método @ [0) K

MV 1.01 8097 1.77

MM 1.00 76.86 2.67

Na Tabela [4.13] disponibilizamos as estimativas dos pardmetros @, ¢ e K para o con-
junto de dados jiwani. Obtivemos AIC = 206.35, —¢ = 100.17 e BIC = 210.5516. Nova-
mente, os resultados indicam um melhor desempenho do modelo GP-RBS, uma vez que em

Bakouch et al.|(2019)) , os autores obtiveram AIC = 319.04 ¢ —¢ = 157.52.

37



Capitulo 5

Conclusoes e trabalhos futuro

Em busca de um modelo atual, elementar e util para conjunto de dados com tempos
de ocorréncia de eventos sucessivos, discutimos neste trabalho, o problema de estimativa de
parametros para o processo geométrico. Especificamente, propusemos o processo geométrico
quando a distribui¢ao do primeiro tempo de ocorréncia € Birnbaum—Saunders reparametrizada,
resultando no modelo intitulado GP-RBS.

Como mostrado nos capitulos anteriores, o problema de estimagdo dos parametros foi
discutido a partir de dois métodos, a saber: estimador de maxima verossimilhangas e o esti-
mador de momentos. Vimos que o estimador de maxima verossimilhangas tem distribuicao
assintoticamente normal. Como a forma analitica do estimador obtido via método de momen-
tos ndo pode ser escrita, nao podemos dizer o mesmo sobre as propriedades assint6ticas deste
estimador, porém podemos avaliar numericamente este estimador.

Através do estudo de simulacao analisado para o modelo GP-RBS, pode-se concluir que
todos os estimadores sdo assintoticamente nao viesados e consistentes, ja que tanto o viés € 0s
valores de erro quadratico médio de todos os estimadores diminuem a medida que o tamanho
da amostra aumenta.

Quanto aos conjuntos de dados utilizados para demonstrar o desempenho de nosso mo-
delo, os resultados obtidos para o GP-RBS sdo comparados com outros modelos propostos na
literatura, como por exemplo: Power Lindley, lognormal, gamma e gaussiana inversa. Como
medidas de “bondade de ajuste” consideramos os seguintes: Critério de Informagao de Akaike
(AIC), Critério Bayesiano de Schwarz (BIC) e fator bayesiano (BF). Assim sendo, a partir dos

resultados obtidos em todas as aplicacdes consideradas temos a indicagcdo que o GP-RBS apre-
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senta o “melhor ajuste” quando comparado com os demais modelos em termos do AIC, BIC e
BF. Isso implica dizer que o GP com distribui¢cdo RBS € uma alternativa bastante razodvel para
um GP com distribuicdes ja conhecidas como gama, lognormal, gaussiana inversa ou Power
Lindley na modelagem dos sucessivos tempos de inter-chegada.

Por fim, como propostas de trabalhos futuros, pelos resultados alcancados, muitas pos-
sibilidades surgiram, como as listadas a seguir: 1 - comparar os métodos de estimagdes com
outros métodos alternativos ( método de log-cumulantes, percentis e funcao caracteristica, por
exemplo); 2 - construir um método de diagndstico para avaliar o ajuste do modelo, tal qual pelo
método de log-cumulantes e/ou distancia quadratica; 3 - construir um pacote em R para essa
metodologia empregada; 4 - propor uma abordagem Bayesiana via Markov Chain Monte Carlo
(MCMC) para a estimacao dos parametros do modelo; e 5 - podemos ainda empregar o modelo
GP-RBS em modelos de variacdo autorregressiva condicional , como abordado por Chan et al.

(2012).
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Apéndice A
Matriz Informacao de Fisher

Para o cdlculo da matriz /, inicialmente, consideramos a matriz Hessiana H (@, ¢, k)

R3*3, cujos elementos h;;, (i,j = 1,2,3) sdo as segundas derivadas da equacio (3.4). Isto ¢

(i—Dke(ke +ix;(k+ D@’

*InL(@,p,x) n—l L
hiy = 3 = Z
210} =1 (k@@ +xi(k + 1))
K[ , x(k+)o 3 & oK
- (lz{(l_l)(l_Z)—(P —FlZ{l(l—1)x—i<K+1>wiJrl :
hnL(@,o,x) n 1&xk+hHo™! (km)?
= Ty +§i; 3 _l.;l(afgoker,-(KnLl)wi)z’
e — P L@, x)  n i¢w(wwx+xi(x+ Do)+ (x+1) (oo + x,0")
3 K2  (k+1)2 a

L i o))’

i=1

’InL(@, @, x) L xi(K+1)
hp=—5-5 =—) (i—-1)x —
() i—1 ((D'(pK—{-xi(K—{—l)G)")
K _ K noo x(k+D)oli-2)
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2 n . i ol
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Com isso, a matriz de Informacdo de Fisher

d’InL(,0,r) d’InL(,0,r) d’InL(,0,r)
E(—=>) E(—Fua—) E(—F )

_ 92InL(a,0.r) 92InL(a,0.r) 92InL(a,0.r)
I'=—1E(—%a ) B E(&Faa8 )
92InL(a,0,r) 92InL(a,0,r) 92InL(a,0,r)
E(&ea- ) E(—0a; E(—5g)

possui os seguintes elementos:
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lnL o, 0,
E( 8&52(P >) = —E[hy1] :=Ey,
821nL w ,
E( ¢ )> = —E[hy] := Ep,
’InL(@, o,
E( d K2 o )> = —El[h33] := Eg3,
’InL(@, @,
E( n&aw(pq) )> = —E[h12] :=E12,
Concomitantemente,
2InL(®@,p,x
_E< naéam(p >> = Bl :=Ear,
’InL(@,p,x
’InL(@,p,x
Ou seja,
Ein Eip Egs
I'=—|Ey Exn Epn
E31 Es Es;

Vale ressaltar que, como mencionado anteriormente, ndo hd uma forma fechada da ma-
triz informacdes de Fisher /; ela € obtida maneira numérica, como descrito no Capitulo 3. No
entanto, como estimador, a matriz informacao observada pode ser usada em vez da matriz /, ja
a matriz de informagaos observada dos estimadores € o valor negativo da matriz H (@) obtida
na dltima itera¢do. E, além disso, os elementos da matriz informagdo de Fisher em (3.1)) sdo

imediatamente escritos a partir de elementos da matriz hessiana H(6).
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