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Resumo

Nesta tese, noés obtemos estimativas inferiores para o primeiro autovalor positivo de
um operador diferencial eliptico de segunda ordem na forma divergente em variedades
Riemannianas com peso, sendo elas fechadas ou compactas com bordo. Este operador
generaliza operadores tais como o operador laplaciano, o laplaciano deformado e o qua-
drado de Cheng-Yau. As estimativas em variedades fechadas decorrem de uma férmula
tipo Bochner ja conhecida para este operador, enquanto que as estimativas em variedades
compactas com bordo sao decorrentes de uma féormula tipo Reilly obtida nesta tese. Nos
também obtemos resultados de comparagao para a curvatura média de esferas geodésicas,
generalizando o teorema local de comparacao do laplaciano.

Palavras-chave: Operador diferencial; Autovalores; Féormula de Reilly; Curvatura mé-
dia; Teorema de comparacao.



Abstract

In this thesis, we obtain lower bound estimates for the first eigenvalue of a second-
order elliptic differential operator in divergence form on closed or compact with boundary
weighted Riemannian manifolds. This operator generalizes operators such as the lapla-
cian, the drifted laplacian and the square of Cheng-Yau. For this, we use a known Bochner
type formula for this operator, and a Reilly type formula obtained in this thesis. We also
derive comparison results for the mean curvature of geodesic spheres, generalizing the
local laplacian comparison theorem.

Keywords: Differential operator; Eigenvalues; Reilly formula; Mean curvature; Compa-
rison theorem.
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Introducao

Esta tese é constituida de trés partes. Na primeira delas, o Capitulo [I] estabelecere-
mos notagoes, exibiremos algumas propriedades necessarias para os teoremas principais
que serao abordados nos capitulos seguintes e motivaremos a definicao de um operador
diferencial eliptico de segunda ordem na forma divergente, o (1, T')-divergente, principal
objeto de estudo desta tese. No Capitulo [2| trataremos de estimativas envolvendo o pri-
meiro autovalor positivo para este operador. Na tltima parte, Capitulo [3], trataremos de
alguns resultados de comparacao.

As relacgoes entre o espectro do operador laplaciano A e algumas quantidades geo-
métricas tém sido alvo de interesse continuo de diversos trabalhos. Uma delas foi dada
por Lichnerowicz [7] o qual mostrou que em uma variedade Riemanniana (M",(,)) n-
dimensional compacta, conexa, orientada e sem bordo com curvatura de Ricci satisfa-
zendo Ric(-,-) > (n — 1){-,-), o primeiro autovalor positivo A\{* do laplaciano satisfaz
A2 > n, resultado que s6 foi possivel através de uma férmula introduzida por Boch-
ner [32]. Posteriormente, Obata [27] provou que a igualdade ¢é atingida se, e somente se,
a variedade Riemanniana é isométrica a esfera unitaria redonda. Pouco depois, em 1977,
Reilly [30] obteve uma versao integral da formula de Bochner para variedades Rieman-
nianas compactas com bordo, chamada de formula de Reilly, e a utilizou para conseguir
diversos resultados, sendo que um dos mais relevantes ¢ uma generalizacao dos teoremas
de Lichnerowicz e Obata para o primeiro autovalor positivo do laplaciano com a condigao
de bordo de Dirichlet. Mais tarde, Escobar [18] utilizando a férmula de Reilly deu uma
estimativa sharp para o primeiro autovalor positivo do laplaciano definido em uma vari-
edade Riemanniana compacta e com condi¢ao de bordo de Neumann. Outras aplicacoes
da formula de Reilly podem ser encontradas em [1, [8 17, 34].

Com o desenvolvimento dos estudos de variedades Riemannianas com peso também
surgiu o interesse em pesquisar o espectro do laplaciano deformado A, = A — (Vn, V),
onde V denota o gradiente calculado na métrica de M e n uma funcao suave em M, e saber
sob que condi¢oes também valeriam estimativas como as encontradas para o laplaciano.
Uma variedade Riemanniana com peso ¢ uma tripla (M, (,),dm = e "dM), onde (M, (,))
¢ uma variedade Riemanniana, n é uma funcdo suave em M chamada fungao peso (ou
funcao densidade) e dM é a forma volume de M induzida pela métrica (,). Nessas
variedades, existe uma extensao natural para a curvatura de Ricci conhecida como tensor
de Bakry-Emery-Ricci e definida por Ric, = Ric + V?7, onde V? denota o hessiano
calculado na métrica de M. Este tensor foi introduzido por Lichnerowicz [6] e por Bakry
e Emery independentemente em [10]. Motivado por esses estudos, Ma [24] obteve uma
estimativa para o primeiro autovalor positivo )\1An de A, em variedades Riemannianas
com peso compactas sem bordo, a saber

n(z+1)c

A"]
A2 n(z+1)—1

(1)



para certos niimeros reais z e ¢ positivos e n a dimensao da variedade. Para a sua obtencao
foi usada a formula de Bochner para o n-laplaciano (acima indicado como laplaciano
deformado)

SAVIP = (VA ), V1) + [V + Riey(VE VD), [eO¥(),  (2)

a qual é uma extensao natural da féormula de Bochner classica, aplicada a autofuncao
associada ao primeiro autovalor positivo. Em seguida, Ma e Du [25] obtiveram uma
extensao da férmula de Reilly para o operador n-laplaciano, a saber

/ (B f) — [S2FP) dim = / Ricy(Vf,9 ) dm + / (Hf, — (V0. 50) + AP, dy
M M o

M

4 /8 VSV = (VYD) dp, (3)

onde o bordo M é a variedade com métrica e orientacao induzidas pela aplicacao inclusao
t:0M — M, v é o campo normal unitario exterior a M ao longo de OM, a é a segunda
forma fundamental de OM e H = tr(A), em que A é o operador forma de OM com
respeito a v, dado por A(-) = 6(.)% Objetos geométricos com ~ se referem a M, ao
passo que aqueles sem ~ se referem ao bordo M. Sua demonstracao é uma consequéncia
imediata da integracao sobre M da féormula de Bochner e do teorema da divergéncia.

Como aplicagao dessa nova formula, eles obtiveram a mesma limitagao inferior vista
em para o primeiro autovalor positivo de A, em variedades Riemannianas compactas
com bordo nas condi¢oes de bordo de Dirichlet e de Neumann. Outras estimativas tipo
Lichnerowicz para o n-laplaciano foram obtidas por Setti [5].

As estimativas de Ma e Du em uma variedade Riemanniana compacta com peso
(M, (,),dm = e "dM) foram estendidas neste trabalho para um operador diferencial
eliptico na forma divergente que generaliza os operadores laplaciano e 7n-laplaciano, deno-
minado (7, T)-divergente e definido como sendo

Lf = divy(T(V[)) = div(T(V[)) = (Vn, T(V ),

em que f € C°(M) eT éum (1,1)-tensor em M simétrico e positivo definido. Outros
resultados relacionados a este operador podem ser encontrados em |4, 9] 211, 22| 23].

A principal ferramenta para obtencao das estimativas inferiores para o primeiro auto-
valor positivo do operador £ em variedades Riemannianas compactas é uma férmula tipo
Bochner provada por Gomes e Miranda [2I] para o operador L e que é dada por

SLUVIP) = (VL) V1) + Ry (V. Vf) + (21,92 o T) — (Vf, V),

onde R, = Ry — V(div,T)* e Ry(X,Y) =tr(T o (Z — R(X,Z)Y)) sdo ambas exten-
soes para a curvatura de Ricci que surgem naturalmente na prova desta férmula. Aqui
R(X,Z)Y denota o tensor curvatura de Riemann da métrica ().

Como aplicacoes para féormula tipo Bochner para o operador £ obtivemos estimati-
vas para o primeiro autovalor positivo deste operador definido em uma variedade Rie-
manniana com peso fechada. Note que em variedades Riemannianas compactas temos
e < (T(X),X) <4, onde € = min|x|— (T'(X), X) e 0 = max|x=1(T'(X), X), para todo X
em X(M). Os resultados alcangados foram:



Teorema 1. Seja T um (1,1)-tensor simétrico, paralelo e positivo definido em uma va-
riedade Riemanniana fechada e orientada (M"™, g = (-,-),dm = e "dM). Assuma que

T(Vn)P?
R, > +c|g,
= ( z tr(T) g
para certos numeros reais z e ¢ positivos, entao

(z+ Detr(T)
~ (z+ 1) tr(T)—€

onde \ € o primeiro autovalor positivo do operador L.

Teorema 2. Seja T um (1,1)-tensor de Codazzi nao-paralelo, simétrico, positivo definido
e livre de divergéncia em uma variedade Riemanniana fechada e orientada (M™, (-, -),dm =

e "dM). Se

T(Vn)l®

Ry (X, X) + (Ricy o T)(X, X) > 2 (T(T)

+ c> (X, X),

para certos numeros reais z e ¢ positivos, entao

(z+ Detr(T)
T (z+ 1) tr(T) =€

onde X\ € o primeiro autovalor positivo do operador L.

Além disso, para uma variedade Riemanniana (M, (,),dm = e "dM) compacta com
bordo, foi necessario trabalharmos com uma generalizacao da curvatura média, Hr, que
surge naturalmente, para estendermos a féormula de Reilly para L.

Teorema 3 (Formula tipo Reilly). Se f é uma fun¢ao suave em M, entdio
| (EDBys = Boa(F1.90) ~ (1.7 0 1) 4 (F£,F,1) dm =
M
| (Qal0) 4 (VT + Lol + 0 (T D)0
M
+ [ (L) + ol dT) = (T TV ) = 0. TW)) S, dy
M
[ (VL@ + (T (o)) = Vo)) di
M
Y, of V. T P ; T
onde f, = (NVf,v), fu. = o (T(Vf),v) e( ) denota a projecao tangencial ( )" :
v
TM — TOM. !

Como aplicacao da formula de Reilly para £ conseguimos obter estimativas em uma
variedade Riemanniana (M, (,),dm = e "dM) compacta com bordo nas condigoes de
bordo de Dirichlet (2.3 e de Neumann (2.5)), que estendem as obtidas por Ma e Du. Assim
como no caso da féormula de Reilly, foi necessario trabalharmos com uma generalizagao
da curvatura média com peso introduzida por Gromov [26]. Restringindo uma fungao
definida na variedade M ao seu bordo obtemos uma relac¢ao (2.41]) que motiva a definigao

de uma curvatura média com peso generalizada H, r. Assim, finalizamos o Capitulo 2
com o teorema a seguir



Teorema 4. Sejam (M" ', g = (-,-),dm = e "dM) uma variedade Riemanniana com-
pacta, orientada e com bordo suave, e T um (1,1)-tensor em M, simétrico, paralelo e
positivo definido tal que o mormal unitdrio exterior v seja um autovetor de T'. Assuma

que
= T (Vn)[?
Rypr>|———+c]|uy,
= ( z tr(T) g
para certos nimeros reais z e ¢ positivos. Considere o sequinte problema de autovalores

—Lu = \u.

(1) Com a condi¢ao sobre o bordo de Dirichlet (2.3)), se a curvatura média com peso
generalizada, Hy,r, de OM € nao-negativa, entao

(z+ Detr(T)
(z+ 1) tr(T) —¢€

onde A\p € o primeiro autovalor nao-nulo do Problema de Dirichlet para o operador

L.

(2) Com a condi¢io sobre o bordo de Neumann (2.5) ou (2.6)), se 0 bordo OM é convexo,
isto €, a sequnda forma fundamental é nao negativa, entao

(z+ 1D)ctr(T)
(z+1)tr(T) —¢€

onde An € o primeiro autovalor nao-nulo do Problema de Neumann para o operador

L.

O bom entendimento dos entes geométricos R, r e H,r citados anteriormente nos
levou a buscar por generalizacoes de teoremas de comparagao da curvatura média de
esferas geodésicas. Para isso, uma boa diregao a ser seguida é o trabalho de Wei e
Wylie [14] que generaliza o teorema local de comparagao do laplaciano. Lembremos que o
teorema de comparacao do laplaciano diz que em uma variedade Riemanniana (M", (,))
completa com curvatura de Ricci limitada inferiormente por uma constante (n — 1)¢, o
laplaciano da func¢ao distancia a partir de um ponto fixado em M é limitado superiormente
pelo laplaciano da funcao distancia a partir de um ponto fixado em uma forma espacial
de curvatura seccional igual a ¢. Como localmente o laplaciano da funcao distancia em
M pode ser interpretado como a curvatura média de uma esfera geodésica centrada neste
ponto fixado em M, este teorema também pode ser chamado de teorema de comparacao
da curvatura média. No Capitulo |3 generalizamos alguns resultados obtidos em [14] que
tratam de comparagao de curvaturas médias de esferas geddesicas.

D =

AN >

Teorema 5. Sejam (M, (,)) uma variedade Riemanniana n-dimensional orientada e com-
pleta, n € C*(M) e T um (1,1)-tensor em M livre de divergéncia, simétrico, positivo
definido e radialmente paralelo tal que Or € um autovetor de T e e < (T'(X (t)), X(t)) <0,
para todo campo de vetores unitdrios X (t) ao longo de um segmento geodésico minimizante
~(t) partindo de p com ~'(t) = Or(y(t)). Se

R,r(0r,0r) > X, XeR,
entao dado um segmento geodésico minimizante e ro > 0, temos
H,r(r)—H,r(ro) < =Xr—rg), para 1 >r).
A igualdade ocorre para algum r > rg se, e somente se, todas as curvaturas seccionais

radiais sao zero, V*r =0 e (Vy,T(Vn),0r) = X\, ao longo da geodésica de o a r.

4



Teorema 6. Sejam (M, (,)) uma variedade Riemanniana n-dimensional orientada e com-
pleta, n € C*(M) e T um (1,1)-tensor em M livre de divergéncia, simétrico, positivo
definido e radialmente paralelo tal que Or € um autovetor deT e e < (T'(X(t)), X(t)) <4,
para todo campo de vetores unitdrios X (t) ao longo de um segmento geodésico minimizante
~(t) partindo de p com ' (t) = Or(y(t)). Assuma que

R, r(0r,0r) > (n —1)cd, comc € R,

ao longo de um segmento geodésico minimizante (t) partindo de um ponto fixado p € M.
Se 0t(n) > —a, para alguma constante real a > 0 (quando ¢ > 0 assuma que r < 7/24/c),
entao

H,r(r) <6(Hc(r) +a),

onde H. € a curvatura média da esfera geodésica numa forma espacial de curvatura secci-
onal igual a c. A igualdade ocorre se, e somente se, todas as curvaturas seccionais radiais
s@o iguais a ¢ e 0t(n) = —a.



Capitulo 1

Motivando a definicao do operador En,T

Neste capitulo fixaremos as notagoes que serao usadas ao longo do texto e faremos
uma breve revisao de conceitos e resultados que serao utilizados posteriormente. Come-
caremos relembrando alguns fatos sobre tensores para que possamos motivar a defini¢ao
do operador em que todo nosso estudo sera baseado, o £, r, ver (1.11]).

Considerando (M, (,)) uma variedade Riemanniana n-dimensional, indicaremos por
X(M) o conjunto dos campos de vetores tangentes a M de classe C*°.

Defini¢ao 1.1. Um (1,7)-tensor em uma variedade Riemanniana (M, (,)) € uma aplica-
cao
T:X(M)x...xX(M)— X(M).

(rff;;ores)

multilinear sobre o anel C*(M) das fungoes diferencidveis em M. Um (0,r)-tensor €
definido de modo andlogo, porém o contradominio é C>°(M). Formalmente,

T(Yi, . fX 4R, V) = [TV Xy oY)+ RT(Ye, Y, oY),
para todo X,Y € X(M) e f,h € C(M).

Dado um (0, r)-tensor 7', podemos identificd-lo mediante a métrica Riemanniana (,)
com um (1,7 — 1)-tensor o qual ainda indicaremos por 7', fazendo

<T(X1, ce . 7XT‘71)7X’!‘> = T(Xh ce. 7X7“)-

Em particular, o tensor métrico (, ), sera identificado com o (1, 1)-tensor identidade 1
em X(M).

Em uma variedade diferenciavel é possivel estender a nogao de derivada covariante aos
tensores como veremos na seguinte definicao:

Definicao 1.2. A derivada covariante de um (1,7)-tensor T' é um (1,r + 1)-tensor VT
dado por

VT(X,Y1,....Y.) =V (T(YV1,...,Y,)) = T(VxYi,...,Y,) (1.1)
— L =T(Yy,...,VxY,)

Para cada X € X(M), define-se a derivada covariante VxT de T em relagao a X
como um tensor de mesma ordem que T dado por

6



Analogamente a derivada covariante de um (0, 7)-tensor 7' é um (0,7 + 1)-tensor VT’
dado por (|1.1)).

Observagao 1.1. Dizemos que um tensor T € paralelo quando VT = 0.

Defini¢ao 1.3. Seja T um (1, 1)-tensor em uma variedade Riemanniana M. Definimos
o (1,2)-tensor BT como

BT(X,Y) = (VxT)(Y) — (VyT)(X). (1:2)
Se BT =0, dizemos que T ¢ um tensor de Codazzi.

Definigao 1.4. Definimos a divergéncia de um (1,r)-tensor T em (M", (,)), como sendo
o (0,7)- tensor dado por

(divT)(v1, ..., 0.)(p) = tr{w — (V,T)(v1,...,v.)(p)} (1.3)
onde pe M", (v1,...,v,) € T,M x --- x T,M e tr denota o trago.

Defini¢ao 1.5. Definimos o laplaciano de um (1,r)-tensor T em (M",(,)), como sendo
o (0,7 + 1)-tensor dado por
AT = divVT. (1.4)

Dada uma variedade Riemanniana (M", (,)), lembremos do isomorfismo dado por

> (M) —X* (M)
X — X :X(M)— C®(M)
Y — X(Y)=(X,Y). (1.5)

Denotamos a sua aplicacio inversa por * : X*(M) — X(M). Esse isomorfismo é conhecido
como isomorfismo musical.

Nossa intencao agora é relembrar a definicao de um produto interno entre tensores,
para isso, considere {eq,...,e,} um referencial ortonormal em M, T e S (1, 1)-tensores
em M e seus respectivos adjuntos T e S*. O produto interno de Hilbert-Schmidt é dado
por

(T,S) =tr(TS*) =Y (TS"(es),e5) = (S*(e:), T*(es)) = > _(T(es), S(e)).

i % %

Para mais detalhes sobre o produto interno de Hilbert-Schmidt, ver por exemplo [9,
19, [31].
Além disso, como a métrica Riemanniana em M induz uma métrica Riemanniana em
X*(M) por
(X°,Y") = (X,Y),

onde X,Y € X(M) e X°,Y” € X*(M), podemos verificar que
(divT, 2°) = (divT), 2) & (divT)(2),

em que 7' é um (1, 1)-tensor em M e Z € X(M). Quando nao houver perigo de confusao,
omitiremos por simplicidade o simbolo ¢ # .



Notemos também que a partir da defini¢do do (0, 1)-tensor X*(Y) = (X,Y) em (L.5),
convém considerar o (1, 1)-tensor VX : X(M) — X(M) dado por VX(Z) = VzX. Para
isso, basta notar que derivar um campo é o mesmo que derivar covariantemente o seu
dual. Desta forma, podemos definir a divergéncia do campo X por divX = tr(VX).
Fixada uma funcao n € C*°(M), definimos a 1- divergéncia de um campo X por

div, X = divX — (Vn, X).

Das propriedades usuais de divergéncia de campos de vetores, para f € C®(M) e
X,Y € X(M) temos que

divy(X +Y) = div,(X) + div, (Y),
divy(fX) = fdivy(X) + (Vf, X),
div(e™"X) = e "div,(X).
Quando (M, (,)) é uma variedade Riemanniana orientada com bordo dM, as propri-
edades acima nos levam a considerar um peso em sua forma volume dM, bem como na
forma volume dOM de seu bordo, como segue: dm = e "dM e du = e~"dOM . Portanto,

se v ¢ um campo de vetores normais unitarios exterior ao bordo M e X é um campo de
vetores tangentes com suporte compacto em M, teremos

/M div, (X) dm — /a (Xw) d (1.6)

que é a expressao do teorema da divergéncia (ou Teorema de Stokes) para variedades com
PESo.

Note que o operador n-laplaciano (também chamado de laplaciano deformado ou la-
placiano com peso) ¢ definido por

A, f = div,Vf, feC®(M). (1.7)

E imediato que A, satisfaz propriedades analogas as do laplaciano. Por exemplo, para
f,h € C®(M), temos

An(fh) = fA(h) + hAy(f) + 2(V [, Vh).

Dado um (1, r)-tensor 7" em (M, (, )), podemos definir dois novos tensores que estendem
as Defini¢oes e e serao de grande utilidade neste capitulo. Definimos por 7-
divergente de T" o (0, r)-tensor dado por

div,T = divl —dnoT, (1.8)
e por n-laplaciano de T" o (0,7 + 1)-tensor dado por
AT = div,vT & aivvT — dyovr & AT —ayo vr. (1.9)

Ao longo de todo este trabalho denotaremos por Ric o tensor de Ricci da métrica (, ),
dado por
Ric(X,Z) =tr(Y —— R(X,Y)Z),

onde R(X,Y)Z = VyVxZ —VxVyZ+Vxy)Z éo (1,3)- tensor curvatura de Riemann
e X,Y,Z € X(M). Indicamos como leitura complementar [28§].
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Uma ferramenta importante que relaciona o tensor de Ricci ao operador laplaciano é
a formula de Bochner

%A\Vﬂ? — (V(AS), V) + [V2f + Ric(V [,V ). (1.10)

Sua origem pode ser encontrada em [32]. Esta formula nos permite obter resultados
muito importantes, como por exemplo, o teorema de Lichnerowicz que estabelece uma cota
inferior para o primeiro autovalor nao-nulo do laplaciano. Para o operador n-laplaciano
existe uma extensao natural de tal formula, a saber

SV = V(A1) V) + [V + Rie,(V £, V1),

onde Ric, = Ric+ V27 é uma extensao do tensor de Ricci e é conhecido como o tensor
de Bakry-Emery-Ricci. Atualmente, este tensor tem sido estudado na teoria de sélitons
e quase solitons de Ricci, uma vez que um soliton de Ricci gradiente (M, (), Vn, A) é
caracterizado por Ric, = A(,) para alguma constante A, enquanto que para um quase
soliton de Ricci gradiente, A é uma funcao real suave em M. Para maiores detalhes ver
por exemplo [2] 12} 16, 20, [35].

Agora vamos definir um operador que é uma extensao do n-laplaciano (1.7)).

Definigao 1.6. Seja T um (1, 1)-tensor simétrico, positivo definido em (M, ,)). Defini-
mos o operador (n,T)-divergente por

Ly f = divy(T(Vf)) = div(T(Vf)) = (Vn, T(V)), (1.11)
para toda f € C(M).
Temos que o operador £, r aparece como o traco do (1,1)-tensor em (M, (,)), dado

por
Tos = VT(Vf) — —TW{Q Vi)

Y

e associado ao tensor 7, y temos, respectivamente, a sua parte sem traco e sua norma de
Hilbert-Schmidt ao quadrado que satisfazem

E»,] T f 2 1 2
n 4 n (E?], )

Tof = Tof — e |my

como visto em [21].
Segue das propriedades de div, e da simetria de 1" que

Lyr(fh) = fLyrh+hLyrf +2T(Vf,Vh),

onde f,h € C*(M).
Através da relacao

div,(T(hV f)) = h{div, T,V f) + W{NV?£,T) + T(Vh,Vf), (1.12)

que pode ser encontrada em [19] [31] e em sua versao mais simples (quando 7 é contante)
em [3, 2 20], podemos relacionar o operador (7, T")-divergente com o (0, 1)-tensor div,T,
ou seja,

Lorf = divy(T(Vf)) = (div,T,Vf)+ (V*[,T). (1.13)
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Em 1977, Cheng e Yau [36] introduziram o seguinte operador
Of = tr(Vif o T) = (V2f, T), (1.14)

onde f € C®(M) e T éum (1,1)-tensor simétrico. Para o caso em que M ¢é orientavel
e compacta, Cheng e Yau provaram que o operador [] é auto-adjunto se, e somente se,
divT = 0. De fato, sendo M orientével (ndo necessariamente compacta) é imediato da
equacgao , do teorema da divergéncia e da simetria de T" que

/ (fOh — hOf) dM = / (W{divT, V f) — f(divT, Vh)) dM,

para toda f,h € C°(M), isto é, fungdes suaves com suporte compacto em M, donde
podemos concluir o fato afirmado anteriormente provado por Cheng e Yau. Por exemplo,

d
denotando R = tr(Ric), ¢ bem conhecido que divRic = TR e div(RI) = dR, logo o tensor

R
G = Ric — 5(,> tem divergente nulo, e portanto Of = (V2 f, G) é auto-adjunto.
Observemos que L, 7, div,T" e O se relacionam por (1.13)), isto é,

L,rf = (div,T,V f)+0Of, (1.15)
e em particular, se o operador [] é auto-adjunto, tal relacao se resume a
L,rf=-T(Vn,Vf)+0Of. (1.16)

Em 2015, Alencar, Neto e Zhou [15] provaram uma férmula generalizada tipo Bochner
aplicada ao operador [, a saber:

SOV 1) = (VOF), V) + Br(V S, V) + (F£.V3 o T) = (V[ VeyT), (L17)

onde Rp(X,Y) =tr(To(Z — R(X,2)Y)) e R(X,Z)Y é o tensor curvatura de Riemann
da métrica (, ).

A seguir provaremos uma féormula tipo Bochner que pode ser encontrada em [21]. Esta
formula relaciona de maneira precisa e ttil a teoria analitica dos operadores diferenciais
elipticos com a geometria da variedade. Além disso, o formato que apresentaremos aqui
é o ideal para aplicar as técnicas que utilizaremos neste trabalho.

Antes, lembremos que um referencial ortonormal {eq,...,e,} em um aberto U C M é
geodeésico em p € U se (V,e;)(p) = 0 para todos 1 <i,j < n.

Por simplicidade de notacao, ao longo de todo o texto denotaremos o operador L,
apenas por L. Caso seja necessario dar énfase ao tensor 1" em questao, abandonaremos a
notacao L e usaremos Lr.

Teorema 1.1 (Foérmula tipo Bochner). Sejam (M"™,(,)) uma variedade Riemanniana e
T um (1,1)-tensor simétrico e positivo definido em M. Entdo, para qualquer fun¢io suave
fem M,

SLUVIP) = (VL) VI + Byr (V1. )+ (V2,92 o T) = (Vf, VyT), - (L18)

onde R, 1 = Ry — V(div,T)* com Rp(X,Y) =1tr(T o (Z — R(X,2)Y)).
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Demonstragao. Fixado p € M, seja {ey,...,e,} um referencial ortonormal em um aberto
U C M contendo p, geodésico em p. Entao, temos em p que

1 oy 1. 2
§£(|Vf| ) = édw(T(v|vf| ) —

1
— S{d T, VIV ) +

(V. T(VIV )

VAV S, T) — S{T(V), VIV

= (AT, Ve,V )~ (T(V0), V) + 5 SV VIV T(e)

=1

= (divT — T(Vn), Vo V) + Y (Ve VoV, T(e;))

= Vf(divT T(Vn), V) = (Vys(divT = T(Vn)), V)

—_
l\')/l\ l\DI»—t

+Z (VF,e)Vf+ ViV V= Vigre V. T(er))
—W(dwT V) = VT (Vn), Vf> (Vos(divT —dnoT),Vf)

+Z (Vf,e)V I T(e)) +Z VvV, VI, T(e:))

=1

- Z Ve, VI T(e +Z V. vV T(e)

=1

—Vf(dzv( (V) =0f) = VT (Vn), Vf) = (Vysdiv,T,V f)

n

+Ro(VI V) + D VAV T() =Y (Ve VI VT (er)

i=1 i=1
> (V1) VI Vare) + Y (V) VI Ve, V)
i=1 i=1
= Vf(div(T(Vf)) = (T(Vn),V[)) = Vf(Of) = V(div,T)(Vf, V)

+Re(Vf. V) + VOf) - me, (VorT)(e:) — T(Vyyes:))
+ Z (V2f( ), Ve,V f)

n

= VL) + Ryr(VEVS) = > (V2f(er), (VosT)(e)) + (V2 f o T, V2 )
i=1
= VILS) + Ror(VE V) = (V2 VofT) + (V2 f o T, VEf).

]

Dados (M, (,)) uma variedade Riemanniana, 7" um (1, 1)-tensor simétrico em M e
n € C*(M), ao longo de todo o Capitulo [2| utilizaremos a seguinte defini¢do que apareceu
naturalmente na prova do Teorema

R,7(X,Y) = Rp(X,Y) — V(div,T)*(X,Y), (1.19)
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para todo X,Y € X(M), onde

Rr(X,Y) = tr(T o (Z = R(X,Z)Y)) = zn:uz(x, €)Y, T(e;)).

i=1
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Capitulo 2

Formula tipo Reilly e aplicacoes a
estimativas de autovalores

Nosso objetivo neste capitulo sera provar os Teoremas [2.1] e 2.4l Os dois
primeiros tratam de estimativas inferiores para o primeiro autovalor nao-nulo de um ope-
rador diferencial eliptico em variedades fechadas, enquanto que no tltimo as estimativas
inferiores para o primeiro autovalor nao-nulo deste operador se dao em variedades com-
pactas com bordo. O Teorema [2.3] por sua vez, ¢ a principal ferramenta para obtencao
das estimativas em variedades com bordo, tratando-se de uma férmula tipo Reilly que
estende a ja conhecida para o caso do operador n-laplaciano. O capitulo esta dividido
em trés secoes, na primeira delas abordaremos brevemente os problemas de Dirichlet e
de Neumann para este operador e nas duas ultimas se¢oes apresentaremos os resultados
principais do capitulo.

De agora em diante, exceto quando explicitamente mencionado, as variedades serao
supostas conexas.

2.1 Alguns Problemas de Autovalores

Para o que segue denotaremos por (M, (,)) uma variedade Riemanniana completa e
2 C M um dominio, ou seja, um aberto, conexo e limitado em M. Observemos que o
teorema da divergéncia (|1.6) para variedades com peso continua vélido no caso em que
X =T(Vf), nos fornecendo assim o teorema da divergéncia para o operador £

/Ef dm = T(Vf,v)du, (2.1)
Q o0

onde du = e ddS) é a forma volume com peso no bordo 0f2 induzida pelo campo de
vetores normais unitérios v exterior a €2 ao longo de 9€2. Note que no caso em que v é o
normal unitario interior a Q ao longo de 99, o segundo membro da igualdade muda
de sinal. A férmula de integracao por partes é dada por

/ hLf dm = —/T(Vh,Vf) dm+/ RT(V f,v) du, (2.2)
0 Q

[2/9]

onde h, f € C*(Q) e v é 0 campo normal unitario exterior a 2 ao longo de 99Q. Por-
tanto, o operador £ é formalmente auto-adjunto no espago de Hilbert L?*(£2,dm) quando
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consideramos as funcoes deste espago que se anulam em 0f). Desse modo, o problema de
Dirichlet de autovalores

{ —Lu =M em (2.3)

u=0 em 0f)

possui espectro real e discreto 0 < A\; < A\g < -+ < -+ — 00, em que cada autovalor é
repetido de acordo com a sua multiplicidade. Em particular, sendo v uma autofuncao de
L em  associada ao autovalor A, por (2.2]) temos

fQ (Vu, Vu) dm

2.4
Jqu? dm (24)
Agora considere o seguinte problema de Neumann para o operador L:
—Lu =X u em {2
0 2.5
Y0 em 89, (2:5)
aVT
) o . ou
onde u ¢ o vetor normal unitéario v exterior a €2 ao longo do bordo 0f2 e Eo (Vu,T(v)) =
vr

(T'(Vu),v). Note que no problema de Neumann (2.5 e no caso onde 992 = (), em que
temos o problema de autovalor fechado Lu + Au = 0, o menor autovalor de £ em 2 é 0.
Observe também que T'(Vu, v) se comporta como uma derivada normal com respeito

a T, a menos do fato que Vu nao esta sendo calculado na métrica T'. Sob a condigao de
ou

vy

vetor normal T( ). Neste trabalho ambas as condigoes serao utilizadas. A partir de agora

que v é um autovetor de T, = (Vu,T(v)) é a derivada normal de u com respeito ao

chamaremos —— de derivada T-normal de u. Além disso, na condi¢ao de v ser autovetor

81/

de T, o subespago unidimensional gerado por v é invariante por 7T', e seu complemento
ortogonal também, tornando assim o problema (2.5) no problema de Neumann cléssico,
a saber

—Lu= X u em
2.6
Ou =0 em 02, (2:6)
v

Um problema desse tipo para o operador L foi considerado por Cunha [9], a fim de
provar propriedades genéricas para os autovalores de L.

2.2 Estimativa tipo Lichnerowicz em variedades Rie-
mannianas fechadas com peso

Um problema interessante associado ao operador (7, T')-divergente, como nos casos dos
operadores laplaciano e n-laplaciano, ¢ o estudo de seu espectro quando a variedade é com-
pacta. Como aplicagoes da formula tipo Bochner (1.18)), nesta secao forneceremos duas
estimativas inferiores para o primeiro autovalor nao-nulo do operador (7, T')-divergente
em uma variedade Riemanniana com peso fechada (compacta e sem bordo). A primeira
delas, o Teorema , estende a estimativa dada por Ma e Du [25] para o operador 7-
laplaciano, quando 7' é um tensor paralelo. Ja a segunda, Teorema [2.2] é uma estimativa
para o caso em que 1" é um tensor de Codazzi nao-paralelo.
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Comecgaremos esta se¢ao com trés lemas com técnicas de demonstracao ja conhecidas.
Aqui eles serao provados de maneira mais conveniente para servirem de ferramentas au-
xiliares nas provas subsequentes. Apos isso, apresentaremos as Proposigoes 2.1] e 2.2} que
serao necessarias para demonstrarmos os teoremas desejados.

Lema 2.1. Sejam S e T (1, 1)-tensores simétricos em (M",(,)). SeT é positivo definido,
entao

(tr(ST))?
tr(T)
ocorrendo a igualdade se, e somente se, S = hl, onde h =tr(S)/n € C>*(M).

tr(S*T) > (2.7)

Demonstrac¢ao. Como T é positivo, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para (\/T )y~ iT
e VTS , temos

(VT)"'T.VTS)* < ((VT)™'T,(VT)™'T) - (VT S,VTS)
=([,T)-(TS,5)
= tr(T) - tr(TS?).

Recordemos que (T, 5)? = ((v/T)"'T,v/TS)?, o que prova a primeira parte. E a
igualdade ocorre se, e somente se,

(VT)'T = fVTS & (VT)*T = f(VT) " '"NVTS & I = f8S,
tr(S)

n

I.
[l

Tomando o trago na ultima igualdade acima, temos n = ftr(S). Portanto, S =

Lema 2.2. Dados dois numeros reais quaisquer a,b e z um nimero real positivo, vale
que:

a? b?
b)? > - —. 2.8
(a+0)" 2 z+1 =z (28)
Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, b = — 150
Demonstracao. De fato,
= a? + 2ab + b
z+1 z
a? b?
= b2 — hal
(a+b)"——7+
o que prova o Lema. O

Lema 2.3. Sejam T um (1, 1)-tensor simétrico em uma variedade Riemanniana (M, (,))
e X,Y,Z € X(M), entdao

(a) (V2T)(X,Y,Z) — (V*T)(X,Z,Y) = R(Y, Z)T(X) + T(R(Z,Y)X).
(b) (V2T)(X,Y,Z) — (V2T)(Y, X,Z) = —(VzBT)(X,Y).
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Demonstracao.
(V*T)(X,Y,Z) = (V(V]))(X,Y, Z) = (Vz(VT))(X,Y)
= Vz((VD)(X,Y)) = (VI)(VzX,Y) = (V) (X, VzY)
= Vz(VyT)(X)) = (VyT)(V2X) = (Vy,yT)(X)
=Vz2(VyT(X)—T(VyX)) = VyT(VzX)+T(VyVzX) = Vy,yT(X)
+T(Vy,vX)
= VZVyT(X) — VzT(VyX) — VYT(VzX> + T(Vysz + VVZYX)
— Ve yT(X).
Similarmente,
(V2T)(X,Z,Y) = VyV,;T(X)-VyT(VzX)-V,;T(Vy X)+T(V;VyX+Vy,7X)-Vy,2T(X).
Assim,
(V2T)(X,Y,Z) — (V*T)(X,Z,Y) = V,VyT(X) — VyVT(X) + VivzT(X)
+T(VyVzX = V;Vy X 4+ VizyX)
=RY,Z2)T(X)+T(R(Z,Y)X),
o que prova o item (a). Agora, pela definicio do tensor BT, temos

(V*T)(X,Y, Z) = (V2(VT))(X,Y)

(
= Vz((VI)(X,Y)) = (VI)(VzX,Y) = (VT)(X,VzY)
= Vz((VI)(Y,X) = BY(X,Y)) = (VT)(VzX,Y) = (VT)(X,VzY)
= Vz((VT)(Y. X)) = V2(B"(X,Y)) = (VT)(VzX,Y) = (VT)(X,VzY)
= (Vz(VD) (Y, X) + (VT)(V2Y. X) + (VT)(Y,V2X) = V2(B"(X,Y))

— (VT (VzX,Y) = (VT)(X,VzY)
= (V*T)(Y,X,Z) — V(BT (X,Y))+ BY(X,V;Y) + B (V2X,Y)
= (V*T)(Y,X,Z) — (VzB")(X,Y),
o que prova o item (b). O
A férmula tipo Bochner para o operador (7, T)-divergente apresenta termos nao muito
familiares, por exemplo, (V2 f, Vy;T). Para um tensor ndo-paralelo, nao ¢ possivel eli-
minarmos tal termo. Calculos, como a sua integral, tornam-se tarefas muito dificeis de
ser realizadas diretamente. A fim de contornarmos este problema, um dos nossos objeti-
vos aqui sera reescrever a formula tipo Bochner para um tensor de Codazzi nao-paralelo,
como veremos na Observagao [2.2] Para isso, veremos dois resultados preliminares e neles
consideraremos {ey, ..., e,} um referencial ortonormal geodésico em um ponto p € M.

Proposicao 2.1. Sejam T um (1,1)-tensor simétrico em uma variedade Riemanniana

(M™,(,)) en € C=(M). Se divBT =0, entio
(A,T) X, X)=—-R,r(X,X)+ (Ric, o T)(X, X), (2.9)
para todo X € X(M). Em particular, se X = Vf temos
(ATNVNV)=—=R,r(Vf,Vf)+ (Ric, o T)(V[f, V), (2.10)
para toda f € C®(M).
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Demonstragao. Segue da definicdo do n-laplaciano de um tensor (1.9) e do item (b) do
Lema que

n

(A, T) (X, X) = Z((VzT)(X e, ei), X) — (Vi (VxT) (X))

n

Z VT)(ei, X, €0), X) = Y {(Ve,B") (X, e;), X)

i=1

— ((VxT)(Vn), X),

Agora, pelo item (a) do Lema [2.3} m e pela hipotese sobre BT, temos

n

(AT)X,X) = SUVT)(erv e X), +Z (X, e)T(es), X)

=1

+Z Riei, X)er), X) = (Vx(T(Vn)), X) + (T(Vx V), X)

—Z (Vx(VT)) (e e0), +Z (X, e)T(e), X)

=1

+ Z 617 617 )) - <VX(T(V77)>7X> + V277(X, T(X>>

= Z(VX((VT)(@, &) — (VT) (Ve e) — (VT) (e, Vyei), X)

=1

- Z R(X,e)X,T(e;)) + Z R(X,e)T(X), &) — (Vx(T(Vn)), X)

+ V2 n(X, T(X))

= (VxdivT, X) — Rp(X, X) + Ric(X,T(X)) — (Vx(T(Vn)), X)
+ Vn(X, T(X))

= (Vx(div,T), X) — Rp(X, X) + Ric,(X,T(X))

= —R,7(X,X) + (Ric, o T)(X, X).

]

Proposicao 2.2. Sejam T um (1,1)-tensor simétrico e positivo definido em uma varie-
dade Riemanniana (M, (,)) en € C*(M). Se f € C*(M), entao

(V21,95/T) = 5 (Ewoynf = (ATNVEVS) = 3 eV, B (V] e0)
=1

+> (V. Vf,B"(Vf,e)). (2.11)

i=1

Demonstragao. Fazendo uso da relagao m temos

(V2. NvsT) = Lovgym) [ — ZVf e(VusT))(e)) + (VI (Vo) (V). (212)

=1
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Veja agora que

n n

D (VI (Ve (VorT)en) = 3 (V] Ve (VorT)e)) = 3 (VF, (VoD (Veer))

n

=Y AVEV(VT)V)) + ) (VI Ve (B (Vf,e),

i=1 i=1

onde utilizamos a definicao de BT na tltima igualdade acima. Prosseguindo,

n n n

S UVE (Ve (VoD (e)) =D (VE (Ve VeIV + Y (VL (Ve TV, V)

=1 =1 =1
n

+2_ el VI BTV e)) = 3 (Ve V] B (V] e)).

=1

(2.13)

Desenvolvendo o terceiro termo da primeira linha em (2.13)), obtemos

n n

Z<Vf, (Ve T) (Ve V) = me, (Ve,T)(VF))

n n

=N (Vo VE (VoD (e)) + Y (Ve VE, BT (e, V),

=1 =1

em que na ultima igualdade usamos novamente a definicao de BT. Assim, de volta a

(2.13), temos

n

D VL (Ve (VD)) (e)) = (VE(ATYVE) + Y (Ve VI (Vo) (er))

i=1 i=1

+ Z<veivf7 BT(ei7 Vf)> + Z €i<vf7 BT<vf7 61)>

i=1 =1

=D VeV B (Vf,e). (2.14)

Finalmente, substituindo (2.14) em (2.12) e recordando que BT é um tensor anti-
simétrico, obtemos

(V2£,V5,T) = Lggynf — (VI ATV = (V2 Vo) = 3 eV f BT (V fe)
i=1

+2) (V. Vf,B"(Vfe)),

i=1
o que conclui a demonstracgao. O

Observagao 2.1. Quando T € um tensor de Codazzi nao-paralelo, a equagao (2.11)) reduz-
se a

(V21 VoyT) =5 (Liwonf = (ATNVE V) (2.15)

N | —
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Observagao 2.2. Note que por (2.10) e (2.15), podemos reescrever a formula tipo-
Bochner (1.18)), no caso em que T € um tensor de Codazzi nao-paralelo, como

SLVIP) = (V(LF), V) + (V92 o T) = LLgwenf + 3 Ry (V. V)

—i—%(RicnoT)(Vf, V). (2.16)

Observemos que como M é compacta e T é um tensor simétrico e positivo definido,
segue que

e < (T(X),X) <9, (2.17)

onde € = min y— (T'(X), X) e 0 = max x—1(T'(X), X).

Agora estamos em condigoes de apresentar e provar os dois resultados principais da
secao. No primeiro deles, obtemos uma estimativa inferior do primeiro autovalor nao-nulo
do operador (n, T)-divergente quando 7' é um tensor paralelo e no segundo quando T' é
um tensor de Codazzi nao-paralelo e livre de divergéncia. Observe que em ambos os casos
o tr(T) é constante.

Doravante, consideraremos A\ um autovalor positivo do operador £ e f sua autofuncao
correspondente, isto é, Lf + A\f = 0, e assumiremos que f > 0 e fM f2dm = 1.

Teorema 2.1. Seja T um (1,1)-tensor simétrico, paralelo e positivo definido em uma
variedade Riemanniana fechada e orientada (M"™, g = (-,-),dm = e "dM). Assuma que

Ryr > (% + C) 9,

para certos numeros reais z e ¢ positivos, entao

(z+ Detr(T)
T (z4+1)tr(T)—¢€

onde \ € o primeiro autovalor positivo do operador L.

Demonstracao. Integrando sobre M a primeira desigualdade em ((2.17) com X = V f/|V f|
e usando a férmula de integracao por partes, temos

e/ IV f|? dm < / (T(Vf),Vf)dm= —/ fLf dm:A/ fPdm =X (2.18)

M M M M

Similarmente, para a segunda desigualdade de (2.17)), temos

5/ VP dmz/ (T(VF),Vf) dm:—/ FLf dm:/\/ Pdm=X (219
M M M M

De (218) ¢ [19) segue que

és/ VA2 dm < 2
0~ Ju

c .

(2.20)
A formula tipo Bochner (1.18)) aplicada a autofuncao f com T sendo paralelo nos da
1
SLUVIF) = =ANVSF + Ryr(VE, V) + 0r(V2)* o T), (2.21)
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assim, integrando ([2.21]) sobre M e usando o teorema da divergéncia com M = (), temos

O——)\/ \Vf|2dm+/ Ry r(Vf, V) dm+/ (V22 oT) dm.  (2.22)
M M M
Pelo Lema [2.1] temos

tr(V2f)2 o T) > (”(VW{T‘;T» - f(f;). (2.23)

Agora, usando a desigualdade elementar dada no Lema [2.2] temos também que

(Df)2 — (£f+ <T(V77),Vf>)2 > (‘Cf)z . |<T(V7]),Vf>|2 > /\2f2 - |T<V77)|2|Vf|27

z+1 z T z+1 z
onde na primeira igualdade usamos o fato que divT" = 0, pois T" é um tensor paralelo.
Portanto,
L (X2 IT(Vn)PIVEP
tr(V2f)?oT) > - : 2.24
r((V2f) e )_tr(T) (z—i-l z ) (2:24)
Substituindo (2.24) em (2.22) e usando a hipdtese sobre R, -, obtemos
1
02—/\/ VfI?dm + / TVUQVf2dm+c/ VfI?dm
VI dmt s [ TP [ vs
+)\—2/ f*dm — #/ T(Vn)|?IVf|* dm
G+ 1) () Ju 2tr(T) Sy |
Dali,
)\—2—(/\—0)/ IVfI>dm <0
(z+1) tr(T) M 7
e por ([2.20]) temos
S - (A= c)é <0
(z+1) tr(T) e~
Logo,
(z+ Detr(T)
T4+ 1) tr(T)—¢€
O

Teorema 2.2. Seja T um (1,1)-tensor de Codazzi nao-paralelo, simétrico, positivo defi-

nido e livre de divergéncia em uma variedade Riemanniana fechada e orientada (M™, (-, -), dm =
e "dM). Se

. T(Vn)P?
Rn,T(Xa X) + (chn (¢] T)(X, X) 2 2 (T(T) +c <X,X>,
para certos numeros reais z e ¢ positivos, entao

(z+ Detr(T)
T (z+ 1) tr(T)—€

onde X\ € o primeiro autovalor positivo do operador L.
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Demonstrag¢do. Como na prova do Teorema 2.1 tomando X = V f/|V f], obtemos
A A
=< / IVfI?dm < =. (2.25)
6 M €

Da férmula tipo Bochner (2.16) para tensores de Codazzi nao-paralelos aplicada a
autofuncao f temos

SLVIP) = NP+ (V2. VF oT) = Loyl + 3 Ryr(V1. V)

+ %(Rz’cn o T)(V £,V f). (2.26)

Integrando (2.26)) sobre M e usando o teorema da divergéncia, onde 9M = (), obtemos

0= —)\/ IV f|? dm—l—/ tr((V2f)>oT) dm—i—%/ R,7(Vf,Vf)dm

1
+ —/ (Ric, oT)(V [,V [)dm.
2 Jm
Como T é livre de divergéncia, da mesma conta feita na demostragao do Teorema [2.1]

segue que ) , ,
L (A7 TPV
tr(T'o (Vf)%) 2 tr(T) <Z +1 z > '

Assim, pelo fato acima e pela hipotese dada no teorema, temos

02 =x [ Vs dm+ M—wm [ 7 am = s [ TSR
+/M (% +c> IV f|? dm
0= [ ISPt s
e por (Z.25), obtemos 2
(z+1>;tr(T) - (A_C)% =0

Logo,
(z+ Detr(T)
T (z+ 1) tr(T)—€

2.3 Uma férmula tipo Reilly

Nosso proposito nesta se¢ao é provar o Teorema [2.3] o qual é uma extensdao da formula
de Reilly . Como aplicagao sera dada uma estimativa inferior para o primeiro autovalor
positivo de £ em variedades Riemannianas compactas com bordo.

Recordemos que em uma hipersuperficie ¥ de uma variedade Riemanniana (M1 (),
em que temos p € Y e v 0 campo de vetores unitarios normais a > em p, o vetor curvatura
média H de ¥ em p com relacao a v é dado por H = tra € X(X)+, onde « é a segunda
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forma fundamental de ¥ com relacao a v. Para o que segue, denotaremos com ~ objetos
geométricos que se referem a M, ao passo que aqueles sem ~ se referem a Y. Também
denominaremos por segunda forma fundamental de ¥ com respeito a v o (0, 2)-tensor em X
dado por I1(X,Y) = (A(X),Y), onde A(X) := Vxv ¢ o operador forma ¢ X,Y € X(%).
Neste caso, temos a(X,Y) = —II(X,Y)r. Ademais, a fungao H := (H,v) é denominada
fungao curvatura média de 3 na direcao de v. Convém observar que H é um campo local
de vetores diferenciaveis normais a . No entanto, se X for orientavel podemos definir H
globalmente.

Agora, considere T um (0, 2)-tensor simétrico em M. Podemos definir um campo de
vetores normais que generaliza o vetor curvatura média de X por

Hp = ZT(% ei)ale;, e;) € X(2)7, (2.27)
i=1
onde {ey,...,e,} ¢ um referencial ortonormal em ¥. Se v é um autovetor de 7" entdo

T(e;) € T,X, logo podemos escrever ([2.27) como segue

n

HT = Z Oé(T(Gi), 61').

=1

A defini¢do acima foi considerada recentemente por Gomes e Miranda [21] no estudo
de desigualdades universais para autovalores do problema de Dirichlet e por Roth
[22, 23] para se obter estimativas superiores para o primeiro autovalor positivo do operador
L.

Agora, considere {ej,...,e,,€e,41 = v} um referencial ortonormal local adaptado a
uma vizinhanga U C ¥ de p € ¥. Da definigao , para todo p € U temos que

Hr = ZT(ei, e;)o(e;, ;) = ZT(ei, ei){ale;, e), Vv =— ZT(ei’ e:)(A(e;), e\

- ZT(Q“ ei)A(e;, )y = — ZT(A(ei), €.

Denominaremos Hp por vetor curvatura média generalizado com respeito a v, e Hy =
(Hr,v) por fungao curvatura média generalizada.

A seguir, apresentaremos duas defini¢coes que ficarao bem entendidas no decorrer da
demonstracao do Teorema [2.3], pois nela tais objetos surgem naturalmente.

Sejam T um (0, 2)-tensor em M e A o operador forma. Definimos a fungao

trpA = Zn:T(A(ei),ei). (2.28)

Note que ¢é conveniente considerarmos a notagao Hr em vez de trpA (note que o sinal
da fun¢do Hr pode mudar, dependendo da orientagao escolhida para v).
Finalmente, ainda podemos definir a fungao

Ar(f) = Z T(V2f(ei), e), (2.29)
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onde f € C°(M). Observe que se os ¢;’s forem invariantes por 7" nas definigoes acima, en-
tao teremos o produto interno de Hilbert-Schmidt, sendo a tltima definigao precisamente
o operador visto em ([1.14]).

Para o que segue, considere (M, (,),dm = e "dM) uma variedade Riemanniana (n +
1)-dimensional compacta e orientada com conex@o de Levi-Civita V: o0 bordo OM ¢ a
variedade com métrica e orientacdo induzidas pela aplicagdao inclusao ¢ : OM <— M.
Denotaremos por v o campo normal unitario exterior a M ao longo de M, A o operador
forma de OM com respeito a v, dado por A(X) = Vxv com X € X(OM). Lembremos
que II(X,Y) = (Vxv,Y), onde X,Y € X(dM) ¢ a segunda forma fundamental de dM.
Para nao haver perigo de confusao, novamente destacamos que objetos geométricos com
~ se referem a M, ao passo que aqueles sem ~ se referem ao bordo OM.

Teorema 2.3 (Formula tipo Reilly). Com as notagoes do pardgrafo acima, se f € uma
fungao suave em M, entao

/M (LHALf = Ryr(V I,V ) = (V2 V2f o T) + (V2f, Ve 1)) dm =

/8 (A ()4 (VLT + Lo+ (v (Fo D)) do

+ [ (L) + ol dT) = (T TV ) = 0. TW) S, d

[ L))+ (V1T D)) = VI (o)) i (2.30)

af

o (T(Vf),v) e ()T denota a projecio tangencial ( )T
vr

onde fl/ - <%f7 V); fl/T -
TM — TOM.

Demonstragao. Integrando sobre M a férmula tipo Bochner (1.18)), a saber,

1~ ~ 9 o~ o~ - S S

§£(|Vf| ) = (VL V(LE) + Rye(V V) + (V2 [,V foT) = (V2 f, Vg, T),
obtemos:
1 . S -~ o~
5 [ By am = [ (G£9E) dm+ [ Ryn(F1 55 dm+ [ (1,92 o T) dm
2 Ju M M M

—/ (V2f, Ve, T) dm. (2.31)
M

Usando o teorema da divergéncia no primeiro termo de (2.31]) temos

3 | Z0Vs Y dm = 5 [ dio @ @O dm = [ T 1).0) dy

= 3| T du=5 [ 1T
_ %/@MT(u)ﬁf,%ﬁ du:/aMﬁT(yﬁfﬁﬁ dpu
= aM@ﬂT(u)ﬁf) dp. (2.32)
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E uma vez que
divy(LHV ) = (Lf)divy (V) + (V[ V(L)) = (LHAf + (VEVILS),  (2.33)

temos como consequéncia do teorema da divergéncia que
| @r5Cydn =~ [ ENBygdm+ [ ENErvydn (23
M M oM
De e podemos reescrever como
| ENF10) = 5 0.50) du= [ (ENB,f dm— [ Byr(91.95) dm
oM M M

—/ (V[ VfoT) dm—i—/ (V2f,Ve,T) dm.
M M
(2.35)

Agora considere {ey, ..., e, e,41 = v} um referencial ortonormal local em M tal que v é
o normal unitario exterior a M ao longo de M. Como

Lf = divy(T(Vf)) = div(T(V f)) = (V, T(V ),
calculando separadamente o primeiro termo do lado direito da igualdade acima, temos

n+1 n

di(T(V 1) =3 (V. TV, e) = S VLTV f)e) + (VT v)

i=1 i=1

= Z{€$<T(6f)v ei> - <T(€f)7 66i€i>} + V<T(§f)’ V) - <T(6f)v €V’/>

= Z (VI T(e)) =D (VL T(Vee)) +v(VfTW) = (VfT(V,0)

= Z{Weﬁf,T(ei)) +(V, Ve T(e:)} - Z<Vf + fo, T(Vees)
+(VVLTW) + (V, (Y, T)( ))
= Z Vf—l—fy 6z —|—Z Vf+fl,V V ( )> Z<Vf7T<6ezez>>

=1

- Z fr, T(Veed)) + V2 (0, T(0)) + (Y f + fo, (VT) ()
_Zv V1. T(e;) +Z T(e:) +Z Vf Ve T(e)
+ Zm, VaT(e) = (VAT qu v, T(Vee:))

T T W) + V1, (B D)) + ol (5,10
= S (VL VS Falen, V). T(e)) + S e v+ £,V or T(e)

i=1 i=1
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+Z (VI Ve T(e;) — T(Ve.es)) +ny T(e;) — T(Vee:)
+V2f(y TW)) + (Vf,(V,T)(v )>+fu< L(V.T)(v))
_Z V.V, T(e) +Z (V). T(e) + 3. T(eilfi)ed))

+ Z FlVer, T(e:)) + Z(Vﬁ (Ve,T)(e:) + Z fulv, (Ve T)(e:)
+ V2 (1, T(v)) + (V. (% TY(v)) + folv, (V,T)(v))
= Z Z< ), e, T( ez)> (v, T(Vf,))

+ Zf,, + (Vf,divT) + f, (v, divT) + V2 f (v, T(v)).

Note que é conveniente considerarmos as seguintes defini¢oes

Ar(f) = ZT(VZf(ei), e;) e trpA = ZT(A( )
Desta forma, temos que
div(T(V ) = Ap(f) — (v, T(AV ) + (V £, T(W)) + fotre A+ (V f, divT)
+ fo (v, divT) + V2 f (v, T(v))

= Ar(f) = (A(V ), TW)) + (Vf,, TW)) + fitre A+ (V f, divT)
+ f v, divT) + V2 (v, T(v)).

Assim,
Lf = Ar(f) = (AV), TW)) + (V [, TW)) + fotrpA + (Vf, divT)
+ fulv, divT) + V2 [ (1, T(v)) — (V, T(W))- (2.36)
Sabendo que ¢ obtida integrando (L’ f )(V f,v) — (T(V) f), segue que

(LINV L) = V2T (W), V) = f(Lf) = V2 (V. T(v))
= f,An(f) - fu< (VL. TW)) + £V £, T(v))
+ PotreA+ £, (Y, divT) + f2{v, divT)
— fA(V0, T(V ) = £2(Vn, T(v))
+ V2 (fr, T(v) = V2V T()). (2.37)

Por outro lado,

V2 (for, T(v) = V2F(V,T(v) = V2 f(for =V T(v))
= — (Vo VL, T(v))
= —VHVLTW) + (Vf, Ve T(v))
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=~V (for) + (VI (Vo D)) + (VL. T(Vev))

= —Vf(for) + (VI (Vo D)) + folv, (Vo T)(v))

+(VETANE)) + £, (v, T(AVF)))

= =V (for) + (VL (Vor D)W@) + £ (v, (Vo T)(v))

+ AV, T(VE) + fAAV ), T(v))

= —Vf(for) + (VI (VorD) W) + folv, (Vo T)(v))
+IIVE TV ) + fAAV ), T(v).  (2.38)

Substituindo (2.38)) em ([2.37) temos que

LIV v) = VAT (W), V) = LANf) + f(V o, TW)) + fitrrA
+ [V f.divT) + f2{v, divT) — £,(Vn, T(Vf))
— AN, T(W)) = VI(for) + (Y, (VosT) ()
+ v, (Vo D)) + LIV E(T(VE)T). (2:39)

De (2.35) e (2.39) e lembrando que também podemos denotar trpA por Hrp, finalmente
obtemos

/M (LNAYS = By (VL V) = (V2. V2[ 0 T) + (V2. Ve, T)) dim =
/E)M (Ar(f) + V£, T(W)) + f, Hr + (v, (Vy,;T) () £, du

+ /8 v, divT) + f,(v, divT) = (Vn, T(Vf)) = (Y0, T(W))) [, d
+ [ VR + L G0~ i) i

O

Observagao 2.3. As estimativas dos Teoremas|2.1] e[2.9 em variedades fechadas também
podem ser obtidas como consequéncia da Fomula tipo Reilly (2.30), uma vez que o caminho
tradicional para se obter tais estimativas € integrando a Formula tipo Bochner.

2.3.1 Curvatura média com peso generalizada

Seja ¥ uma hipersuperficie em uma variedade Riemanniana (M™*1 (,),dm), onde
dm = e~ "dM. Podemos considerar uma curvatura média com peso que generaliza natu-
ralmente a curvatura média de X. Tal curvatura foi definida por Gromov (|26], p.213)
como sendo

H, = H — (Vn,v), (2.40)

onde H ¢é a curvatura média de X, v é o campo normal unitario a > em M e V denota
o gradiente calculado na métrica de M. Aqui novamente, objetos geométricos com ~ se
referem a variedade ambiente M, enquanto que os sem ~ se referem a hipersuperficie X.

Nosso objetivo agora é definir uma nogao de curvatura média com peso que estenda
para o operador (7, T)-divergente resultados obtidos para o operador n-laplaciano. Para
esse proposito, primeiro observe que se v é um autovetor de T' e {ey,...,ep, €np1 =V} €
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um referencial ortonormal local adaptado a X, isto é, as restrigoes eq, ..., e, formam um
referencial ortonormal para X, entao

n+1 n+1

(divT, X) = (divT)(X) = Y (Vo T)(VS),e) =D (Ve T)(e:), V).

i=1 i=1

Por outro lado,

Z(%T)(ei) = Z(%T)(ei) +(V,T)(v) = Z(%T(ei) —T(Vee) + (V. T)(v)
= Z (Ve T(er) + ale, T(e:)) — T(Veies) — Tlalei,e)) + (V,T)(v)
= Z (Ve T)(e:) + (T (e5), €1) = T(ales, e:))) + (V,T)(v)
= ;W%T)(ei) + Hy —T(H)+ (V1))
ex(m)t  ex(m)*t ex(z)*

O que resulta em
(%T,X} = (divT, X), para todo X € C*(M).
Usando a igualdade acima, podemos reescrever a equagao ([2.36)) como segue

Lf=(V*I.T)+ f,Hy + (Vf,divT) + f, v, diT) + V*f(r, T()) = (Vi T(V )
= div(T(Vf)) — {divT, V) + Hp(N f,v) + (Vf,divT) + f, (v, divT) + V2 f (v, T(v))
—(Vi, (V) = (v T(V )
= div(T(Vf)) + (divT — divT, NV f) + (V f, Hypv) + f, (v, divT) + V2f (v, T(v))
— (Vi T(V ) = (T(,v), V f)
= Lf + (Vf, Hyv) + fo (v, divT) + V f(r, T(w)) = (T(V))*, V f)
Observagao 2.4. Quando T = I em (2.41]) obtemos a expressao do n-laplaciano em uma
hipersuperficie, um caso particular do Lema 2.1 de [T1] (relembremos que o sinal da fungao
H pode mudar, dependendo da orientagdo escolhida para v). No cason = cte e T = 1,
o laplaciano em uma hipersuperficie, por sua vez, também € recuperado. Denominaremos

o vetor Hy,r = Hp — (T(Vn))* € X(X)" por vetor curvatura média com peso
generalizado. F isso motiva a sequinte definicao:

Definigao 2.1. Sejam X uma hipersuperficie em uma variedade Riemanniana com peso
(M, (,),e"dM) e T um (1,1)-tensor simétrico em M tal que v é um autovetor de T,
onde v € o campo de vetores unitdrios normais a . Definimos a curvatura média com
peso generalizada de Y por

Hyqp = (Hyr,v) = Hy — (T(Vn),v), (2.42)

onde Hr ¢ a curvatura média generalizada de Y3 com respeito a v.
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Decorre da Definicao que a formula tipo Reilly (2.30) pode ser escrita em termos
da curvatura média com peso generalizada. Para isso, vamos reescrever o integrando sobre
OM em (2.30)), que por simplicidade de notagao denotaremos aqui por B, como segue

B = f,(V*f,T) + f2Hy + f,(V f,divT) + f2(v,divT) — f,(Vn, T(Vf)) — f2(Vn,T(v))
+ [ v (Vo D)) + IHT(VF), V) + (V£ (Vo T () = Vi (for)
= [ (div(T(V f)) = (divT, V) + f2(Hyz + (T(Vn),0) + [V [, divT) + f2{v, divT)
— fAVDT(VE) = o, (v, T(w)) + £ (v, (Vo T) (@) + II(T(V f), V)
+ (V£ (Vo D)) = VE(fur)
= f,Lf + fAVf, divT — divT) + f2H,r + f2,(v, T(v)) + f2(v, divT) — f2n,(v, T(v))
+ v, (Vo D) W) + IHT(V ), V) + (V£ (Vo T () = VE(for)
= Lf + [2Hyr + [2v,divT) + f,(v, (Vo T) () + II(T(V ),V f)
+ (VL (VoD W) = Vi for)- (2.43)
Por fim, substituindo em , obtemos a férmula tipo Reilly em termos da

curvatura média com peso generalizada
| (€DEyf = Ryr(V1.90) = (2,9 o T) + (T1, V5, T)) i =
| CF By 1) + G (T DY) o d

[ TNV + (08 Te T = VL) (2.44)

2.3.2 Estimativa tipo Lichnerowicz em variedades com bordo

Como aplicacao da formula tipo Reilly obtemos uma estimativa para o primeiro au-
tovalor ndo-nulo do operador (7, T')-divergente em uma variedade Riemanniana com peso
compacta, orientada e com bordo suave. Para as estimativas abaixo imporemos ou a con-
digao de bordo de Dirichlet ou a condi¢ao de Neumann vistas na Segao 2.1 O teorema
abaixo estende um resultado obtido por Ma e Du [25]. Algumas partes da demonstragao
do Teorema [2.4] sao consequéncia imediata de fatos mostrados anteriormente na demons-
tracao do Teorema 2.1} uma vez que estaremos trabalhando aqui com um tensor paralelo,
estes fatos serao relembrados no inicio da prova.

Teorema 2.4. Sejam (M™ g = (-,-),dm = e7"dM) uma variedade Riemanniana com-
pacta, orientada e com bordo suave, e T um (1,1)-tensor em M, simétrico, paralelo e
positivo definido tal que o mormal unitdrio exterior v seja um autovetor de T'. Assuma

que
>3 T(Vn)|?
R > LI
T = ( P tT(T) +c g,

para certos numeros reais z e ¢ positivos. Considere o sequinte problema de autovalores
—Lu = u.
(1) Com a condigao sobre o bordo de Dirichlet (2.3)), se a curvatura média com peso
generalizada, H, p, de OM € nao-negativa, entdo
(z+ Detr(T)
(z+1)tr(T)—¢€

D —Z
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onde A\p € o primeiro autovalor nao-nulo do Problema de Dirichlet para o operador

L.
(2) Com a condigao sobre o bordo de Neumann ([2.5) ou (2.6), se 0 bordo OM ¢é convezo,

1sto €, a sequnda forma fundamental € nao negativa, entao

(z+ Dctr(T)

AV CE () = ¢

onde Ay € o primeiro autovalor nao-nulo do Problema de Neumann para o operador

L.

Por praticidade denotaremos apenas por A os autovalores Ap ou \y sempre que nao
houver perigo de confusao.

Demonstragao. Sendo u : M — R uma autofungao associada a A, assuma que [, u* dm =
1. Do Teorema 2.1 recordemos que

(a) T & limitado, donde ¢ < (T'(X),X) < 6, onde € = minx—(T(X),X) e 0 =
max| x|=1(7(X), X).

(b) Tomando X = Vu/|Vu| na designaldade em (a), integrando sobre M ¢ usando a

formula de integracao por partes, obtemos

A

- §/ ]%u!Q dm < é
Y

€

(¢) Como na prova do Teorema , utilizando os Lemas e , temos que

1 <A2u2 - \T(%ﬁﬂ%ﬁ)

tr(Vw?oT) 2 tr(T) \ z+1 2

Relembremos que (V2u, V2u o T) = tr((V2u)2 o T).

Note que a formula tipo-Reilly (2.44]) aplicada a autofunc¢ao u quando 7' ¢ um tensor
paralelo reduz-se a

/ ((Zu)ﬁnu - }N%an(ﬁu, 611) - (%QU, V2u o T)) dm =
/ (uyﬁu + uZHmT +I11(T(Vf),Vf)— Vu(uy)) du. (2.45)
oM

Desde que —Lu = u e divn()\uﬁu) = )\uﬁnu +A|Vul? = —(Eu)(ﬁnu) + A|Vul?, pelo
teorema da divergéncia temos que

/M (Lu)(Ayu) dm = X /M IVul? dm. (2.46)

Da hipotese sobre R%T e por (b),(c) e (2.46]), vale para o lado esquerdo da igualdade
E5) que

)\/ Vu/? dm—/ ﬁn,T(ﬁu,ﬁu) dm —/ tr((V2u)? o T) dm
M M M
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S 2 T(Vn)[? S, 2 Au? | T(Vn)2[Vul?
S/\/M|Vu| dm_/M<T(T)+C) |Vu| dm_/]\/I((z—i—l)tr(T)_ 2 tr(T) ) dm

- - A2
:A/ Vu2dm—c/ Vu2dm——/ u? dm
e VS R D)
A

= (/\—c)/M|Vu|2dm—m
A A2

<(A=¢)——

e T Gy (247)

Observe que os tnicos termos da integral sobre o bordo M na féormula (2.45) que
nao se anulam com a condi¢ao de bordo de Dirichlet e com a condi¢ao de Neumann, sao
respectivamente

[ éHpde e [ 1@
oM oM

Das hipoteses em (1) e (2) sobre a geometria de M segue que ambas as integrais sao
nao negativas. Logo, em ambos os casos (de Dirichlet e de Neumann) temos que

A A2
I CR )

Observando que A # 0, finalmente concluimos que

(z+ Detr(T)
T (z+ 1) tr(T)—€
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Capitulo 3

Teoremas de comparacao da curvatura
média de esferas geodésicas

Nosso objetivo neste capitulo seré provar os Teoremas e que generalizam teo-
remas de comparacao que envolvem a curvatura média de formas espaciais. A ferramenta
basica para isso estd na anélise da curvatura de Ricci radial. A técnica conhecida para a
obtenc¢ao da curvatura de Riemann em uma direcao radial é a mais natural possivel, de
fato, se queremos obter R(0r, X)Or, entao basta procedermos como na definigao da cur-
vatura de Riemann. Manteremos essa mesma naturalidade para obtermos o valor de Ry
em uma diregao radial qualquer, onde T é um (1, 1)-tensor simétrico e positivo definido
em uma variedade Riemanniana completa e conexa (M™, (,)).

No que segue, denotaremos por r : M \ (Cut(p) U{p}) = R, r(z) = d(z,p) a fungao
distancia a partir de um ponto fixado p € M, que é diferenciavel, com |Vr| = 1e Vr = 0r,
onde Or ¢ o vetor velocidade das geodésicas radiais dadas pelas curvas r — exp,(rv), para
um vetor v fixado em T,M e com exp denotando a aplicagao exponencial. Além disso,
Vr(y(t)) = +'(t), onde v/(t) é o tnico segmento geodésico minimizante ligando y(¢) a p.

Se feC®(M)e X,Y € X(M), temos

(Vx(ToVZO)Y) = VxT(VyVf) = T(Vyyy Vi) (3.1)
Analogamente,
(Vi (T o VZf))(X) = VyT(VxV ) = T(Vy, x V). (3.2)

Subtraindo de , obtemos
(Vx(ToV*)(Y) = (Vy(ToV?))X)=VxT(VyV[f)=VyT(VxV[f)=T(Vixy V).

(3.3)
Note que
ToR(X.Y)Vf = T(VyVxV) ~ T(VAVy V) + T(Viey VF).  (34)
Por e obtemos a féormula geral:
(Vx(ToV2PINY) = (Vy(ToV)(X)=-ToR(X,Y)Vf+VxT(VyV/)
=V I(VxV[)+T(VyVxV[)
—T(VxVyVY). (3.5)
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Observe que para X = 9Jr e f =r em (3.5)), temos

(Vor(T o V*r)(Y) — (Vy(T o V?r))(0r) = =T o R(Or,Y)Or + V(T o V?r)(Y)
—T(Va,V*r(Y))
=—To R(Or,Y)or + (Va,T)(V*r(Y))
= —T o R(0r,Y)or + ((Va.T) o V?r)(Y).
(3.6)

Para o segundo termo do lado esquerdo de temos

(Vy (T o V*r))(0r) = Vy (T o V2r)(0r) — (T o V2r)(V2r(Y)) = —(T o V*r o V2r)(Y).
Desta forma

(VorlT o V) (Y)+ (T o Vi oV2r)(Y) = =T o R(0r,Y)or + ((Ve,T) o V) (Y). (3.7)

Tomando o trago em ([3.7]), obtemos a formula tipo Bochner para o operador quadrado
aplicada a fungao distancia r, a saber

0 =tr((V*)?oT)+0r(0r) + Ryp(dr,0r) — (Vs T), V?r). (3.8)

Definicao 3.1. Diremos que um tensor T é radialmente paralelo se ele é paralelo na
direcao radial, 1sto €, Vo, T = 0.

Lema 3.1. Sejam (M, {(,)) uma variedade Riemanniana completa, r(x) = d(x,p) a
fungao distincia a partir de p € M e T um (1,1)-tensor em M, simétrico, positivo
definido e radialmente paralelo. Entao,

0=tr((V?r)?oT) + 0r(0Or) + Ry (dr,dr). (3.9)

Demonstracao. Basta aplicar a hipotese de T ser radialmente paralelo a férmula tipo

Bochner (3.8]). ]

Para o préoximo lema precisaremos da seguinte desigualdade para matrizes
1
(I,A)? <|L.)*|A]? = m|A]?, istoé, |A]* > —tr(A)? (3.10)
m

ocorrendo a igualdade se, e somente se,

I, (3.11)

onde A = (a;;)mxm ¢ uma matriz de ordem m e I,,, é a matriz identidade de mesma ordem
que A.

Lema 3.2. Sejam (M",(,)) uma variedade Riemanniana completa, r(z) = d(x,p) a
func¢ao distancia a partir de p € M e T um (1,1)-tensor em M, simétrico e positivo
definido tal que Or € um autovetor de T' e ¢ < (T'(X(t)), X(t)) < 6, para todo campo de
vetores unitdrios X (t) ao longo de um segmento geodésico minimizante y(t) partindo de
p com ~/'(t) = Or(y(t)). Entao,

(Gr)?

(i) tr((V?r)>oT) > m;
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(ii) Or = Hyp;
Hf
(n—1)8

— H., sempre que T for radialmente paralelo.

(iii) Ry(Or,0r) < —

Além disso, a igualdade em (i) ocorre se, e somente se, V*r = ( Tl)(SI' Em todos
n —

os casos Hr denota a curvatura média da esfera geodésica de raio r centrada em p com
respeito ao normal unitdrio exterior v = Or.

Demonstragao. Seja {ey,...,en,_1,€, = Or} um referencial ortonormal local ao longo de

v(t) que diagonaliza T', entao
tr((V2r)? o T)(v(t)) = Z<((V2T)2 o T)(e:), €)
= Z((V2T oT)(e;), V*r(e;))

— Z<<V2TOT)(61');€J'> (V2r(ei), e))

ij=1
“ 1
= Y T ((ProT)(e),e) (Vr(hen, e;).
ij=1""
Como T'(e;) = \e;, para todo i = 1,...,n, temos

(Vo T)0(0) = 3 (Voo T)(e,e5) (VP o T(er)cy)

ij=1
Do fato de Or ser um autovetor de T' e Vy,0r = 0, obtemos

<<<v2roT><ei>7ej>)2

tr((V*r)* o T)(y(t)) = | %y

I ( (v oT><ei>,ez->>2. (3.12)

Vi

Como \; = (T'(e;),e;) <9, para cada i = 1,...,n, segue que

(VY o T2 (1) > —— (i e 053)(607 >>

=1

n—lé(z TOT >>

i=1

o que demonstra o item (7). Para o item (ii), temos

n n—1 n—1

Or = (V2 T) = (Ve,Vr,T(e) = Y (Ve,Vr,T(e) =Y (A(e:), T(e;)) = Hr.

i=1 =1 i=1
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O item (i77) segue diretamente dos itens (i) e (iz) e de (3.9).
Por fim, a igualdade em (i) ocorre se, e somente se, todas as desigualdades na demons-
tragao de (7) sao igualdades, ou seja, a igualdade em (i) ocorre se, e somente se,

_5 e ((V2roT)(e:), ei)
)\2_5 \/S - 77/)7

paracadat=1,...,n — 1.

Note que (V270 T)/+/d é o operador cujas entradas da matriz associada a ele na base
{e1,.. ., en1,e, = Or} sdo exatamente ((V2r o T)(e;),e;)/Vd e que

Ur
(n—1)Vo

Como T'(e;) = de; para todo i = 1,...,n — 1, a igualdade em (3.12)) ocorre se, e

somente se,

P =

Ve Or Hy
§ (m—-16 (n—-1)45

O

Observemos que tomando 7" = [ no item (i77) do Lema recuperamos uma desi-
gualdade conhecida para a curvatura de Ricci radial, a saber

(Ar)? 2,12 ~
orAr + I < OrAr + |Ver|* = —Ric(0r, Or).

Ver, por exemplo, [29, Proposi¢ao 7.1.1].

Os teoremas a seguir sao generalizagoes para os teoremas de comparagao da curvatura
média para o tensor de Bakry-Emery-Ricci que foram obtidos por Wei e Wylie [14]. Nes-
tes teoremas trabalhamos com tensores livres de divergéncia, onde a naturalidade desta
hipétese se justifica pelo fato de neste caso Lr = H, r. As demonstragoes seguem a
mesma técnica usada em [14]. Veja também [13, B3] onde aparecem as ideias principais
para resolver problemas desta natureza.

Teorema 3.1. Sejam (M, (,)) uma variedade Riemanniana n-dimensional orientada e
completa, n € C®°(M) eT um (1, 1)-tensor em M livre de divergéncia, simétrico, positivo
definido e radialmente paralelo tal que Or € um autovetor deT e e < (T'(X(t)), X(t)) <4,
para todo campo de vetores unitdrios X (t) ao longo de um segmento geodésico minimizante
~(t) partindo de p com ~'(t) = Or(y(t)). Se

R,r(0r,0r) > X, XeR,
entao dado um segmento geodésico minimizante e ro > 0, temos

H

nr(r) — Hyp(ro) < =X —rg), para 1> 19 (3.13)

A igualdade ocorre para algum r > 1y se, e somente se, todas as curvaturas seccionais
radiais sao zero, V3r =0 e (Vo T(Vn),0r) = A, ao longo da geodésica de ro a .
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Demonstragao. Pelo item (7i7) do Lema 3.2} temos

Hi
——— + H; <0. 14
(n—1)6+ 7+ Rp(0r,0r) <0 (3.14)

Como H,r = Hr — (T(Vn),0r), derivando na direcio radial temos H) , = Hp —
(Vo T(Vn),0r), e assim

H% — RT(aT, 87“) - <V8TT(V77)7 8T> (315>

H < -7 __
T = (n—1)4

Sendo R, r(0r,0r) = Ryp(0r,0r) + (Va,T(Vn), 0r), obtemos

H ;< —% — Ry (0r, ). (3.16)
Da hipotese sobre R, r, temos
H < _% Y (3.17)
donde
H) 7 < = (3.18)

Integrando (3.18) de ry a 7 com ¢ < 7, isto é,

/ (H;%T)(t) +A)dt <0 (3.19)
o
obtemos a desigualdade @D

A igualdade em @ ocorre se, e somente se, ela ocorre em que por sua vez
ocorre se, e somente se, Hq’%T = —\ em um intervalo [rg,7]. Disto e de segue que
Hr = 0e que H ; = —(Va,1(Vn),0r), ou seja, (Va,T(Vn),0r) = A. Por e da
hipétese sobre R, r podemos concluir que R, = A e consequentemente Ry (dr,0r) = 0.
Além disso, do fato de Hr = 0 e Ry(dr,dr) = 0, por temos que tr((V?r)>oT) =0
e que vale a igualdade no item (i) do Lema donde V?r = 0.

Agora, escolhendo um referencial ortonormal local ao longo de 7(t) que diagonaliza T’
como no Lema e tomando Y = e; em , temos

0= —To R(0r,e;)0r. (3.20)

Fazendo o produto interno de (3.20) com e; e observando que T'(e;) = de;, para todo
1=1,...,n— 1, obtemos

0= —(T o R(Or,e;)0r,e;) = —(R(Or,e;)0r, T(e;)) = —0K(0r, e;). (3.21)

Como § é positivo, concluimos que K (dr,e;) = 0.

[]
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Teorema 3.2. Sejam (M, (,)) uma variedade Riemanniana n-dimensional orientada e
completa, n € C*°(M) eT um (1, 1)-tensor em M livre de divergéncia, simétrico, positivo
definido e radialmente paralelo tal que Or € um autovetor deT e e < (T'(X(t)), X(t)) <4,
para todo campo de vetores unitdrios X (t) ao longo de um segmento geodésico minimizante
~(t) partindo de p com ' (t) = Or(y(t)). Assuma que

R, r(0r,0r) > (n —1)cd, comc € R,

ao longo de um segmento geodésico minimizante y(t) partindo de um ponto fixado p € M.
Se Ot(n) > —a, para alguma constante real a > 0 (quando ¢ > 0 assuma que r < w/2+/c),
entao

H,r(r) <6(H(r) + a). (3.22)

A igualdade ocorre se, e somente se, todas as curvaturas seccionais radiais sao 1guais a c

e 0t(n) = —a.

1
Demonstragao. Multiplicando (3.14]) por 5 e usando a hipotese sobre R, 7, temos

H! H? 1
5 S o ne " §he@non)
B 1
=D& SR,%T(@T’, or) + 5<V5TT(V77), or)
< M et Lewn e, on (3.23)
S o n ¢+ =(Vor n),0r). :

Aplicando a classica formula de Bochner (1.10) & funcdo distdncia em uma forma
espacial M e denotando por H. a curvatura média da esfera geodésica nessa forma
espacial, obtemos

: H;
H, = 1 (n—1)ec. (3.24)
Subtraindo ((3.24)) de (3.23)) obtemos
Hyp ' H? H? 1
=T <- - - . .
( 5 HC> < ((n— 002 n-1 + 5(V3TT(V77),8T> (3.25)

A fim de simplificar a desigualdade (3.25)) considere a fungao

1
%sz’n(\/&ﬂ), sec>0

sne(r) =< r, sec=0
1
%sinh(\/ lelr), sec<0
que ¢é solucao do seguinte problema
snl +csn. =0 tal que sn.(0)=0 e sn.(0)=1.

Para compararmos a curvatura média de uma variedade Riemanniana arbitraria com
a de uma forma espacial, precisaremos de uma férmula explicita para o caso em que a
curvatura seccional é constante. Lembremos que (ver |29, Teorema 5.5.8|)

sn’

H.=(n—1)2°, (3.26)
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Por (3.25) e (3.20)), temos

H ’ H H ’
[snc (TT —H, )} = 2sn.sn., (TT — Hc) + sn? (TT — Hc)

< 2sngH, (Hr AT Hy  H;
n—1 )
n2

(Vo T(Vn), )

)
! 2HrH, H? 1
2 c_op2_ AT 2) 1
=sn? |y ( e _om? - +HC) (Vo T(Vn), am}
[ 1 H%: 2HrH, 1
2 T TILc
= - o STTe g -
She | =7 (52 5t > 5<Var (Vn),ar)]
1 (H 2
- r_ z
= s | =7 ( 5 H, ) 5(Var (Vn),0r)
2
< SZC (Vo T(V), 1. (3.27)

Integrando (3.27)) de 0 a r, obtemos

1

gsnz(r)HT(r) —sn2(r)H.(r) < /07‘ sn2(t)(Va,T(Vn),0t) dt. (3.28)

S| =

Uma vez que (Vg1 (Vn),0t) = 0t(T(Vn),0t), aplicando integragdo por partes ao
ultimo termo da desigualdade (3.28)), temos

/0?“ sn2(t)(Va T (Vn),0t) dt = sn?(r){(T(Vn),or) — /Or(sng(t))'(T(Vn), oty dt. (3.29)
Por e , obtemos

1
—sn2(r)H,r(r) — sn’(r

J

| /\

/ T(Vi),0t) dt
/ Y (v, T(0t)) dt.

Como T'(9t) = pdt para alguma funcao p € CY(M) e p = (T(0t),dt) < 6, temos
1

I/\
<>r.|r—k cq|>—~

S Hyrlr) = s ) < = [ (om0 0H(0) 0

< [y oo ar (3.30)

Uma vez que (sn?(t)) = 2snl.(t)sn.(t) > 0 e 0t(n)(t) > —a, segue que

%sng(r)Hn,T(r) —sn2(r)H.(r) < a/OT(sni(t))’ dt = asn?(r),

e portanto,
H,r(r) <6(H(r)+ a).
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Para o caso da igualdade, suponha que H, r(r) = 6(H.(r) + a) = 6H.(r) + da para
algum r e 0t(n) > —a. Entao por (3.30)), temos

S () = GHL() < — [ (sn20)) o)1) .

ou seja,

asn2(r) < — /O “(sn2(8)) Ot(n)(t) dt. (3.31)
Por outro lado, .
_ /0 (sn2(8)) Ot(n)(£) dt < asn(r). (3.32)
De e , obtemos
asn?(r) < — /Or(snz(t))' ot(n)(t) dt < asn?(r), (3.33)

logo,
/0 (sn2(t)) Ot(n)(t) dt = —asn2(r). (3.34)

Como supomos no inicio que 0t(n) > —a, a unica possibilidade para que ocorra a
igualdade (3.34) é que 0t(n)(t) = —a. Da definicao de H, v = Hyp — (I'(Vn),0r), segue
que

Hyr(r) = Hr(r) — 1ir(n). (3.35)

Para que ocorra a igualdade em ([3.22) também deve valer a igualdade no item (7ii)
do Lema [3.2 e devemos ter = 0. Assim, Hy(r) = Hyp(r) — da = 6H.(r) e

He(r) . He(r) @29 sn(r) (3.36)

KA}y Ll ey smo(r)

Logo, para todo vetor unitério v € T M com u L Jr, a curvatura seccional radial é
calculada como segue

o = (0 (23)) s (25"
(i) e ()

- |Ga) + (3 )

sne(r)
snc(r)u’
e portanto
B _sng(r)
K(0r,u) = (R(Or,u)0r,u) = e c.
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