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OLIVEIRA, M. A. Polinomios homogéneos ndo analiticos e uma aplicacdo as séries de Dirich-
let. 2021. 102 p. Dissertacdo de Mestrado, Universidade Federal do Amazonas, Manaus-AM.

Resumo

Neste trabalho estuda-se polindmios homogéneos continuos que nao sao analiticos. Os princi-
pais resultados referem-se a existéncia de estruturas lineares constituidas por polindmios nio
analiticos e, também, uma aplicac@o desses polindmios as séries de Dirichlet. Com esse fim, co-
mecamos com o estudo dos polindmios homogéneos entre espacos de Banach e suas principais
propriedades. Em seguida, sdo exibidas as constru¢des do polindmio 2-homogéneo dada por
Toeplitz e do polindmio m-homogéneo, m > 2, devida a Bohnenblust e Hille. Com o auxilio
desses polindmios é gerado um subespago vetorial isomorfo ao espacgo ¢, gozando da proprie-
dade de que os seus elementos (ndo nulos) sdo polindmios homogéneos que nao sdo analiticos
num determinado vetor. Em particular, o conjunto dos polindmios homogéneos nao analiticos
em cg € espacavel. Por fim, como uma aplicagdo exibimos a solucdo do Problema de Conver-
géncia Absoluta de Bohr, que consiste na determinagdo da distancia mdxima entre as abscissas
de convergéncia absoluta e uniforme de uma série de Dirichlet, tendo como ferramenta ttil em

sua solugdo o polindmio de Bohnenblust e Hille.

Palavras-chave: Polindbmios homogéneos; Polindmios homogéneos nao analiticos; Lineabili-

dade e espacabilidade; Fun¢des holomorfas; Séries de Dirichlet .
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OLIVEIRA, M. A. Homogeneous non-analytic polynomials and an application to Dirichlet
series. 2021. 102 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Amazoans, Manaus-AM.

Abstract

We study continuous homogeneous polynomials that are not analytic. The main results in this
work refer to the existence of linear structures formed by non-analytical polynomials, as well as
an application in which these polynomials are used in order to solve Bohr’s Absolute Abscissa
Problem. To do this we begin with the study of homogeneous polynomials between Banach
spaces and their main properties. Then we see in detail the construction of the 2-homogeneous
polynomial constructed by Toeplitz and the m-homogeneous polynomial of Bohnenblust and
Hille. With the help of these polynomials we will construct a linear subspace isomorphic to
the Banach space ¢; , formed by homogeneous polynomials that are not analytic on a given
vector, in particular we will have that the set of homogeneous non-analytic polynomials in ¢
is spaceable. As an application we will see the Bohr Absolute Convergence Problem, which
consists in determining the maximum distance between the abscissa of absolute and uniform
convergence of a Dirichlet series, having as a useful tool for solution the Bohnenblust and Hille

polynomial.

keywords: homogeneous polynomials; homogeneous non-analytic polynomials; lineability and
spacability; Dirichlet series .
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[5.3  Solucao do problema da convergencia absoluta de Bohr
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INTRODUCAO

Para funcdes de uma varidvel complexa definida em abertos sabe-se que diferenciabilidade e
analiticidade s@o equivalentes, isto €, uma funcao € diferencidvel se, e somente se puder ser re-
presentada por meio de séries infinitas de poténcias de mondmios. Por muito tempo se acreditou
que para fungdes em infinitas varidveis isso também valeria. Von Koch com base na aborda-
gem de Weierstrass para dimensao finita definiu funcdes holomorfas em infinitas varidveis como
sendo fungdes que podem ser representadas por séries de mondmios. Em 1915 Fréchet seguindo
a ideia de Cauchy deu sua defini¢do de fun¢do diferencidvel. Neste contexto, tem-se que uma
fun¢do limitada € holomorfa (segundo Fréchet) se, e somente se for continua e G-holomorfa.
Logo se percebeu que essas duas abordagens ndo eram equivalentes. Em 1913 Toeplitz em [21]
exibiu um exemplo de uma fun¢do holomorfa em que sua representacio por séries de mono-
mios ndo convergia em todos os pontos do dominio. Mais precisamente, Toeplitz construiu um
polindmio 2-homogéneo em ¢y que ndo era analitico em todo ponto. Anos mais tarde, em 1931
Bohnenblust e Hille em [4] com objetivo de resolverem o famoso Problema de convergéncia
absoluta de Bohr, sobre as séries de Dirichlet, modificaram essa constru¢do e mostraram que
para cada m > 2 existe um polindmio m-homogéneo que nao € analitico. Os trabalhos de To-
eplitz, Bohnenblust e Hille tem grandes implicacdes no estudo da analiticidade de polindmios
m-homogéneos continuos, mas por muito tempo foram esquecidos.

Um dos trabalhos nessa linha de pesquisa, foi publicado em 2016 por J. Aberto Conejero,
Juan B. Seoane-Sepilveda e Pablo Sevilla Peris que com base nos polindmios de Bohnenblust
e Hille mostraram em [[7]] que o conjunto dos polindmios m-homogéneos continuos e nao ana-
liticos em ¢ € linedvel. Além disso, nesse artigo ainda é mostrado que este espago vetorial
¢ isomorfo ao espaco /1, o que implica na espacgabilidade do conjunto. De forma precisa, a
definicao de lineabilidade e espacabilidade € a seguinte:

Sejam E um espago vetorial normado, A C E e y um nimero cardinal. Dizemos que o

conjunto A é:

(i) p-linedvel se AU {0} contém um espaco vetorial de dimenséo /.



(17) p-espagdvel se AU {0} contém um espago vetorial fechado de dimensdo p.

Se AU {0} contiver um espago vetorial (fechado) de dimenséo infinita, diremos apenas que A
€ linedvel (espagdvel).

O problema de convergéncia absoluta de Bohr que mencionamos acima consiste na deter-
minac¢do da largura méxima da faixa em que uma série de Dirichlet converge uniformemente
mas nao absolutamente. Este problema foi considerado por Harold Bohr em 1913 enquanto
investigava a distdncia médxima entre as abscissas de convergéncia de uma série de Dirichlet.
Primeiro ele se concentrou na distancia entre as abscissas de convergéncia condicional e ab-
soluta e mostrou que a largura da faixa que uma série de Dirichlet converge condicionalmente
mas nao absolutamente € igual a 1. Em seguida, tentou determinar a distdncia mdxima entre
as abscissas de convergéncia absoluta e uniforme para uma determinada série de Dirichlet. Ele
considerou

S = sup{o,(D) — 0y(D) : D é uma série de Dirichlet}

onde o,(D) e 0,(D) denotam as abscissas de convergéncia absoluta e uniforme de uma série de

. . 1 ~ .
Dirichlet D, respectivamente. Bohr mostrou que S < 5 entretanto ele ndo conseguiu nenhum

exemplo de modo que
1
04(D) — o, (D) = 5

O exemplo de Toeplitz que mencionamos anteriormente, implicava que S > }1. Entdo, o que se
tinha até aquele momento era que }l < S < % Demorou um pouco, mais de 15 anos, até esse
problema ser resolvido e o valor de S ser determinado de forma precisa. Foi apenas em 1931
que Bohnenblust e Hille solucionaram esse problema . Eles generalizaram a desigualdade 4/3
de Littlewood e construiram um polindmio m-homogéneo ndo analitico que fornecia a série de
Dirichlet com as propriedades desejadas e que implicava que S = %

O objetivo central dessa dissertacdo € estudar os polindmios homogéneos ndo analiticos e
os resultados que mencionamos presentes em [7)]. Além disso, como aplicacio estudaremos o
Problema de convergéncia absoluta de Bohr e apresentaremos de forma detalhada os resultados
mais importantes que levam a sua solucdo. Os principais resultados desse trabalho giram em
torno do polindmio m-homogéneo continuo e ndo analitico de Bohnenblust e Hille, por isso
dedicamos um capitulo somente para abordagem desse polindmio e a sua constru¢do. A fim
de alcangarmos esses objetivos, como pré-requisito faremos um estudo acerca dos principais
resultados referentes aos polindbmios homogéneos e as fungdes holomorfas.

A dissertacdo estd estruturada da seguinte maneira:

No Capitulo 1 veremos algumas nog¢des preliminares que serdo importantes no decorrer dessa
dissertacdo. Neste capitulo serdo abordados os principais resultados sobre aplicacdes multiline-
ares e polindmios m-homogéneos entre espacos de Banach. Veremos também alguns resultados
sobre séries de poténcias em termos de polindmios homogéneos. As principais referéncias usa-

das na elaboracdo desse capitulo foram [ 14, 17].



No Capitulo 2 nos dedicamos ao estudo de holomorfia entre espacos normados. Na primeira
secdo estudaremos o caso particular em CV e apresentamos os principais resultados sobre fun-
coes holomorfas nesse espago, veremos que neste caso diferenciabilidade e analiticidade sao
equivalentes. Na secdo seguinte, abordamos o caso mais geral de fun¢gdes holomorfas, em que
0 dominio agora € um espaco normado arbitrério. Para este capitulo consultamos [8, 10} 14,15,
16, 19].

No Capitulo 3 comecamos introduzindo alguns conjuntos de indexacao que facilitardo a ma-
nipulagdo dos polindmios homogéneos. Nas secdes seguintes vemos em detalhes a construgao
do polindmio 2-homogéneo construido por Toeplitz e a extensao feita por Bohnenblust e Hille
para polindmios m-homogéneos (m > 2), sendo esse o principal resultado do capitulo. Este
capitulo € baseado em [4, 8}, 9, 21]].

No Capitulo 4 se encontram alguns dos principais resultados desse trabalho. Nele trataremos
sobre a lineabilidade do conjunto dos polindmios homogéneos nao analiticos, que denotaremos
aqui por .4;,. Na primeira se¢cdo comecamos verificando que este conjunto é 2-linedvel, e entdo
com algumas modificagdes na prova, mostraremos que na verdade .47, € lineavel. Finalizare-
mos verificando ainda que este conjunto contém uma cépia isomorfa de /1, o que implicara na
espacabilidade de .4;,. Para o desenvolvimento deste capitulo, usamos as referéncias [2, [7, I8,
9].

Por fim, no Capitulo 5 veremos uma aplicagdo nas séries de Dirichlet. Comecaremos com
uma breve introdu¢do sobre os principais resultados referentes a essas séries e sua relacdo com
as fungdes holomorfas. Nos concentraremos na questdo considerada por Bohr em suas pes-
quisas relacionadas com as abscissas de convergéncia absoluta e uniforme de uma série de
Dirichlet, e denominada como Problema de Convergéncia Absoluta de Bohr. Apresentamos
as principais ferramentas utilizadas para a solucdo desse problema sendo uma delas o polin6-
mio homogéneo de Bohnenblust e Hille visto no Capitulo 3. Para construcdo deste capitulo
consultamos [4), |8}, 9, [13]].



CAPITULO 1

RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos alguns resultados que serdo necessdrios no decorrer deste traba-
lho. Apresentamos na primeira se¢do, sem as demonstra¢des, os principais resultados sobre as
aplicacdes multilineares entre espacos de Banach, com enfoque especial nas aplicacdes multi-
lineares simétricas. Na segunda sec¢do definimos polindmios m-homogéneos e, com as devidas
demonstracdes, exibimos os principais resultados. E por fim, na dltima secdo veremos alguns

resultados sobre séries de poténcias em termos de polindmios homogéneos.

1.1 Aplicacoes multilineares

As aplicagdes multilineares terdo um papel importante no desenvolver da teoria dos polindmios
homogéneos. Nesta secdo apresentamos os resultados bdsicos referentes a essas aplicacoes e
veremos quais as condi¢des necessdrias e suficientes para que uma aplicagdo multilinear seja

continua.

Definicao 1.1. Sejam m € Ne Fy,..., E,, I espagos vetoriais sobre o corpo K := R ou C.
Uma aplicacdo A : Fy X --- X E,, — F é dita multilinear (ou m-linear) se é linear em cada

uma de suas variaveis, isto é,
Az, oo i+ 2l ) = ANy, Ty ) + Ay, 2 ),
paratodosi =1,...,m, A € Kez;,x, € Ej.
Consideraremos nesta sec¢do o caso particular das aplicagdes multilineares com
Ey=---=F,=F.

Além disso, E' e F' representardo espacos de Banach. Admitiremos também que o espaco
vetorial E™ sempre estard munido com a norma ||(z1...,2,)|| == sup |z,
1<j<m



Dados a = (ay,...,amn) € E™er = (r,...,ry) comr; > 0, denotaremos por
Bgmla,r] :=={(x1,...,xm) € E™ : ||x; —a;|| <rj,j=1,...,m}

a bola fechada de E™ centrada em a e com raio . Quando a = (0,...,0)er = (1,...,1)
escreveremos simplesmente B gm := Bpm[a,r]. Ressaltamos que é de facil verificagdo que E™
¢ um espaco de Banach sempre que £ for um espago de Banach.

Para cada m € N, denotamos por L,(™F; F') e L("™E; F') os espagos vetoriais das aplicagdes
multilineares e das aplica¢des multilineares continuas A : E™ — F|, respectivamente. Com o

intuito de simplificar a notagdo, denotaremos

L,('E;F) = L,(E;F), LUE; F) = L(E; F),
L.("E;K) = L,("E), L("E;K) = L(™E) e L('E) = E*.
Para cada aplicacdo A € L,(™E; F') definimos

[A]l == sup [[A(z)[.

reEBgm

Veremos adiante que essa expressdo define uma norma em L(™E; F').

O seguinte resultado apresenta uma caracterizacdo das aplicagdes multilineares continuas.
Proposicao 1.2. Para cada A € L,("E; F), as seguintes condi¢bes sdo equivalentes:
(1) A € continuay
(ii) A € continua na origem;

(1i1) Existe uma constante M > 0 tal que ||A(z1,...,xn)|| < M|z« ||xm|| sempre que
el g=1...,m;

(iv) sup [JA(z)] < oo
x€EBpm

Demonstragdo. Veja [18|, Proposicao 2.7].

No que se refere a ultima proposicdo, lembre que no resultado andlogo para operadores
lineares tem-se que todo operador linear continuo € uniformemente continuo. No caso das
aplicacdes multilineares (m > 2) este resultado ndo é valido, exceto para a aplicacdo nula.
Com efeito, seja A € L(™FE; F') ndo-nula, com m > 2. Entdo, existem (z1,...,z,) € E™e
r > 0 tais que ||A(z1,...,2,)| > r > 0. Em particular, x; é ndo-nulo para cada ;. Tomando
e = r, temos que para todo 6 > 0 podemos escolher A € K de modo que 0 < |\| < ﬁ
Donde,

H(wl +)\a:1,%,x3,...,xm) — (xl,%,xg,...,xmﬂl = [ Az4|| <9,



mas

To Ta L2
HA (xl —i—)\xl,—,:cg,...,xm) —A (a:l,—,xg,...,:cm>H = HA ()\xl,—,xg,...,:cm

A A A
= |A(z1, ..., 20| >r=c.
Portanto, A ndo é uniformemente continua.
Proposic¢do 1.3. A aplicagdo || - || : L(™E; F) — R, definida por

|A]l == sup [[A(z)[],

é uma norma em L("E; F'). Além disso, (C("E; F), || - ||) € um espago de Banach.
Demonstragdo. Veja |18, Proposicao 2.11].
Teorema 1.4. Sejam m,n € N. A aplicagdo

U:L,(""E;F) — L,("E; L,("E; F)),

dada por
U(A) (1, ) (WY1, Yn) = A(X1, oo Ty Y1y - -+ Un),
€ um isomorfismo entre espagos vetoriais. Além disso, esta aplicacdo induz um isomorfismo
isométrico entre L("T"E; F) e L(ME; L("E; F)).
Demonstragcdo. Veja [18|, Proposicao 2.12]. [

Para cada m € N, denotaremos por S, o grupo de todas as permutacdes de m elementos.
Isto €,
Sy =H0:{1,2,...,m} — {1,2,...,m}| o é bijetora}.

Definicao 1.5. Uma aplicacdo multilinear A : E™ — F' € dita ser simétrica se
Ay, ) = A(To1ys - -5 Ta(m))
paracadaoc € S, ecadax; € E,j=1,...,m.
Denotaremos por L (™ E; F') o subespago vetorial de £,(" E; F') formado por todas as apli-
cagdes multilineares simétricas. Analogamente, denotaremos por L°("E; F') o subespago ve-

torial de L("™ F; F') formado por todas as aplicagdes multilineares simétricas continuas.
Sejam m,n € Ne A € L,("E;F). Paracadaz; € Ecomj = 1,...,necada a =

(aq,...,a,) € N com |af := |oy| + - - - + || = m, denotamos
At agm :A(gcl,...,xlj,...,ycn,...,x@)
TV TV
aqvezes anpvezes

para todo m > 1.



Proposicdo 1.6. Seja A € L,("E; F), considere A* € L5(™E; F) definida por

s 1
A (xl,...,:vm) = % Z A(xa(l),...,xa(m))

O'ES'm

paracada x; € Ecomj=1,...,m.A aplicagdo
¢: L("EF) — L,("E; F) dada por ¢(A) = A°

¢é uma projecdo. Além disso, esta projecdo induz uma projecdo continua entre L("E; F) e
L5(ME; F) de modo que ||A®]] < ||A]|.

Demonstracdo. Veja [17, Proposicao 3.2.2].

Teorema 1.7 (Férmula de Leibniz). Seja A € L3(™E; F). Para cada x; € E, com j =

1,...,m, vale:
m m‘ aq e
A(x1_|_...+xn) E _!Axl ezl

€Ny
lor|=m.

Demonstragdo. Veja [17, Teorema 3.2.5].

Corolario 1.8 (Férmula Binomial). Seja A € L3("E, F'). Entdo, para todos x,y € E, temos

m
m o __ m m—k_k
Az +y) _Z(k Ax™ YR,
k=0
Uma consequéncia da Férmula de Leibniz é a Férmula de Polarizacdo apresentada no teo-
rema a seguir. Através dela temos que uma aplicacdo multilinear simétrica é unicamente de-
terminada por seus valores na diagonal. Este resultado tem grande importancia no estudo dos

polindmios homogéneos.

Teorema 1.9 (Férmula de Polarizagdo). Seja A € L3(™F; F). Entdo,

B 1
~ mlom

A(xla"'axm) Z 51---€mA(CL'0—{—€1(L‘1—{—---—l—{;‘ml’m)m,

Ef:il
para quaisquer xg, . .., T, € F.

Demonstragdo. Veja [17, Teorema 3.2.7].

1.2 Polinomios entre espacos normados

Nesta se¢do definimos os polindmios m-homogéneos a partir das aplicacdes multilineares e
mostraremos como 0s espacgos das aplicacdes multilineares simétricas e dos polindmios homo-

géneos estao relacionados.



Definicdo 1.10. Seja m € N. Dizemos que uma aplicacdo P : & — F' é um polinomio
m-homogéneo ou polinémio homogéneo de grau m, se existir uma aplicacdo A € L,("E; F)
tal que P(x) = Ax™ paracadax € E.

Denotaremos por P,("™E; F') o conjunto formado por todos os polindmios m-homogéneos
P : E — F. Note que P,("E; F') é um espago vetorial sobre K com as operagdes usuais de
aplicagdes. Por P(™ E; F') denotaremos o subespaco vetorial de P, (™ FE; F') formado por todos

os polindmios m-homogéneos continuos. Quando F' = K, escreveremos
P.("E;F)=P,("E) e P("E;F)=P("E).

Ademais, para cada P € P,(™E; F) associamos o valor |P|| := sup ||[P(x)| € [0, 0]
r€BR
Veremos mais adiante que P € P,(™E; F') é continuo se e somente se || P|| < oo.

Teorema 1.11. Para cada A € L,("E; F') considere a aplica¢do dada por
A:E— F, A(z):= Az™

Entdo a correspondéncia A — A induz um isomorfismo entre os espagos vetoriais L3 (™ E; F)
e P.("E; F).

Demonstragdo. Claramente a aplicagdo A € L3("E; F') — Ae P.("E; F) estd bem definida.
Agora, vejamos que a aplicacdo é linear. Dados A, B € L3(™FE; F') e A € K temos

(A+ AB)(z) = (A + AB)z™ = Az™ + ABa™ = A(z) + AB(z) = (A + AB)(x)
para todo z € E. A aplicagio A € L:(™E;F) — A € P,(™E; F) é bijetora. Com efeito,
provemos primeiro a sobrejetividade: Dado P € P,(™FE; F'), considere a aplicacdo A° como
na Proposi¢do[1.6]. Entdo, para cada x € F,

— 1
As(z) = A%z™ = p- Z Ax™ = Az™ = P(x),
’ UESm

o0 que prova que a aplicagdo é sobrejetora. Para mostrar a injetividade considere A € L3 (™ E; )

tal que A=0.0u seja, Ax"™ = ( para todo x € E. Assim, pela Férmula de Polarizagao,

1
Ay, .oy wp) = P Z €1 EmA(To + €121 + - + €)™ =0
Sj::l:l
para quaisquer x, . .., x,, € E. Dai segue que A = 0 e portanto a aplicagdo € injetora.

O seguinte resultado é uma caracterizacdo dos polindmios m-homogéneos continuos.



Teorema 1.12. Sejam P € P,("E;F) e A € L:("E;F) tais que P = A. As seguintes

condigoes sdo equivalentes:
(i) Ae L(ME;F).
(i) Pe P("E; F).
(1ii) P é continuo na origem.
(iv) || P[] < oo
(v) Existe k > 0, tal que ||P(x)|| < k||z||™ para todo = € E.
(vi) P € limitado em toda bola Bgla,r] C FE.
(vii) P é limitado em alguma bola Bgla,r] C E.

Demonstragdo. (i) = (i1) = (i4i) sdo imediatas.
(i4i) = (iv) Se P é continuo na origem, entdo dado £ > 0 existe 0 > 0 tal que z € Bgl0, J]
implica || P(z)|| < e. Considere e = 1 e x € E tal que « # 0. Se ||z|| < 1, entdo

) om )
Z — = — < 1.
H2x <= 2mHP(x)H HP <2x)H <1
Assim, om
sup ||P(x)] < sm < 0
r€BE

(7v) = (v) A desigualdade é trivialmente satisfeita se =+ = 0. Por outro lado, para z € F\{0},

temos
1 T

WHP(m)H = HP (W)H < || P[] < oo.

Dai, tomando k = || P||, obtemos || P(z)|| < k||x|™.
(v) = (vi) Para todo x € Bgla, ], temos ||z|| < ||a|| + r. Logo, por (iv) segue que

IP@@)] < Ellzf|™ < k([lal] +r)™.

(vi) = (vii) Imediato.
(vii) = (i) Seja Bgla,r] C E tal que |P(x)| < k paratodo x € Bgla,r]. Pela Férmula de
Polarizagdo, com zg = ae xy,...,2, € Bg [0, }, temos

1

lAG@L, - el < —o > leal - leml|A(mo + e121 + -+ + Emam)™||
’ g;i==%1
1

= W Z ||P(l’0 +e1x1+ - +€m$m)||
’ 6i::|:1

1 k
i 2 k=

EiZ:l:].

IN



Logo, dados 1, ..., z, € E ndo nulos, obtemos

I (i o) | =
[[1[[m [ || m!
. x;r r . . .
pois H = — paracadat: = 1,...,m. Dai, concluimos que
[il[m ] m
km™
Gl € ]
para todos x1, ..., x,, € E. Portanto, A é continua.
|
Teorema 1.13. A aplicacdo
O L(MEF) — P(MEGF),
definida por ®(A) = ﬁ, é um isomorfismo topologico. Além disso,
~ mm o~
[A] < Al < [l A]l. (1.1)
m!

Demonstragdo. Note que ¢ estd bem definida. Com efeito, segue das Desigualdades (I.1)) e da
Proposi¢ao (w) que || A]| < ||A|| < oo sempre que A € £5(™E; F). Entdo, pela Proposi¢o
1.12)(iv), segue que A € P("E; F).

Pelo isomorfismo de espacos vetoriais do Teorema [[.11] resulta que a aplicagdo ® € linear e
injetora. Temos ainda que dado P € P(™E; F) existe B € L:(™E; F) tal que B = P. Como
P ¢ continuo, segue que || P|| < co. Desse modo, obtém-se do Teorema [1.11]que

m A~
1B]l < =7IIB]| < 00 = |IB]| < oo.

Ou seja, B € continua e portanto ® é sobrejetiva. Novamente, segue das Desigualdades (1.1)
que ® e ®~! sdo continuas. Portanto a aplicacdo ® € um isomorfismo topolégico.

Por fim, provemos as desigualdades (ﬂ;f[) Para cada z € E, temos

|A] = sup |A(z)]| = sup [|[Az™| < sup [|A(z1,...,z.)] = [|A]l.

r€BE r€BE z;€EBE

Logo, ||A|| < [|A|. Falta verificar a veracidade da segunda desigualdade. Para isso, sejam
AeL:(™E;F)exy,...,x, € Bg. Entdo,

1 m
A am)ll € —o2 > el lemll A1z + - + eman) ™|
’ gi==%1

1 .
= o > A1 + - + Emri)|
’ 5i::|:1
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1 ~
< o 2 Wllewa + 4 enanll”
E;= 1

—1 A m
< —m 2 Al + - + )

e==+1

mm
< 2 Ay,
m!
onde a primeira desigualdade é devida a Férmula de Polarizacgao.
|

Exemplo 1.14. Considere E e F' espacos normados, ¢ € E*, u € L(F; F') e m € N. Defina a
aplicacao
P:E — F por P(x) = (p(x))" tu(x).

Claramente P estd bem definida. Agora, considere A : ™ — F' dada por
A1, . am) = e(x1)e(32) -+ p(Tm-1)u(@m).
Como ¢ € E*eu € L(E; F), segue imediatamente que A é m-linear. Mas como
Ax™ = (p(x))™ 'u(x) = P(z) paratodo z € E,

concluimos pela defini¢do de polindmios homogéneos que P € P,("E; F'). Verifiquemos que

P é continuo. Com efeito, temos

I1P|| = sup [|P(z)]|

r€BE

= sup [|(¢(x))" u()]
z€EBR

= sup |(z)[" " H|u(@)]|
r€BE

< sup [(@)[" " sup [lu(@)]|
ZEGBE :EEBE

= [lol™Hlull < oo,
e portanto segue do Teorema(l.12(iv) que P € P(™E; F).

Proposicdo 1.15. O par (P(™E; F), || - ||) é um espago de Banach.

Demonstrag¢do. Primeiro mostraremos que (P(™E; F), || - ||) € um espago normado. Segue da
Proposicdo [1.12iv) que ||P|| < oo se e somente se P € P(™E; F); logo, a fungdo || - || :
P("E; F) — R esta bem definida. Supondo P € P("E; F') e || P|| = 0, obtemos

0 <||P(x)| < ||P]|||z||™ =0 paratodo = € E.

11



Isto implica que || P(x)|| = 0 para todo x € F e portanto P = 0. Por outro lado, dados A € K
e P € P("™E; F), temos

IAP[} = sup |[AP(2)[| = |A| sup [|P(x)]| = [A[|[P].

rEBE z€BE

Se P, P, € P(™E; F), entdo

P14+ Py = sup [|(Py + Py) ()]

2€Bg
= sup |[Pi(z) + Py(x)]|
rEBR
< sup [|Py(2)]| + sup [[P(z)]
z€Bg z€EBE
= [Pl + (| 2]
Portanto, (P("E; F),|| - ||) € um espago normado.
Resta mostrar que (P(™E; F), || - ||) é completo. Pelo Teoremal[l.13] £(™E; F') é isomorfo
topologicamente a P("™F; F'); desse modo, é suficiente provar que (L5(™E; F),| - ||) é um
espaco de Banach. Para isso, veremos que (L°("E; F),|| - ||) é um subespaco fechado de

L(ME; F), o qual ja sabemos ser um espago de Banach devido a Proposi¢ao Seja A €
L3(mE; F)H'”. Entao, existe uma sequéncia (A, )5, em L°(" E; F') tal que lim ||A, — Al = 0.
n—oo

Além disso, para cada (z1, ..., x,) € E™, tem-se

1A (@1, -y 2m) — Az, zm)l = [1(An = A)(@1,- - )|
< lAn = Alfllzall - - - flzml-

Fazendo n — oo, obtemos

lim A, (z1,...,2m) = A(T1,...,2m)
n—oo

paratodoz; € E,j=1,...,m. Como A, € L°("E; F), segue que

A(xy, ... xp) = lim Ay (21,...,2T0)
n—oo

= nh—>nolo An(xa(l)u s wra(m))

== A($U(1), e ,Ig(m)>

sempre que 0 € Sy, e (x1,...,%,) € E™. Isto mostra que A € L5(™E;F) e portanto
L3(™E; F) é um subespago fechado de £(™E; F'), com querfamos.

12



1.3 Séries de poténcias

Nesta secao apresentamos brevemente alguns resultados sobre séries de poténcias em termos de

polindmios homogéneos, que serdo necessarios no decorrer dessa dissertagao.
Definicao 1.16. Uma série de poténcias de ' em I emtorno de a € F € uma série de aplicacdes

da forma Z P,.(z — a), onde para cada m € Ny, P,, € P("E;F). Definimos o raio de

m=0
convergéncia uniforme de uma série de poténcias por

R=sup<r>0: Z P,,(x — a) converge uniformemente em Ba; 7]

m=0

Note que na dltima definicado podemos escrever

Z P.(z—a)= Z Ap(z —a)™,

onde A,, € a tinica aplicagdo multilinear simétrica em L (" E; F') que satisfaz A, = P,,.
O proximo resultado estabelece uma forma para se calcular o raio de convergéncia uniforme

de uma série de poténcias em espacos normados.

Teorema 1.17 (Cauchy-Hadamard). Seja R o raio de convergéncia da série de poténcias
Z P,.(x — a). Entdo:
m=0
(i) & = limsup | P, |
1) — = limsu ol
R p

m—00
(17) A série converge absolutamente e uniformemente em Bla,r| sempre que 0 < r < R.

Demonstragdo. Veja [14, Theorem 4.3].

O préximo lema nos auxiliard na verificagdo de que se duas séries de poténcias coincidem
num aberto, elas sdo iguais. Mais especificamente, os polindmios homogéneos que determinam
as séries (veja Definicdo[1.16) serdo os mesmos.

(e 9]

Lema 1.18. Seja (c,,)_, uma sequéncia em F. Se existe r > 0 tal que Z cmA™ = 0 para
m=0

todo \ € K com |\| < r, entdo c,,, = 0 para cada m € Ny.

Demonstracdo. A demonstracdo serd feita por indugdo sobre m. Primeiro, note que ao tomar-

mos A = (), obtemos imediatamente ¢, = 0. Suponha agora que ¢y = --- = ¢, = 0. Para
oo

completar a prova por indu¢do, devemos mostrar que ¢,,+; = 0. Ora, como a série E cmr™
m=0
¢ convergente, existe C' > 0 tal que ||c,,||7™ < C para cada m € N. Por outro lado, segue de

co=--"=¢cy=0que
[e.e] o o
0= E N = g N = Cnpa AT+ E cjN
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para 0 < |A| < r. Donde,

Cmt1 = —% Z N = — Z e N

Assim, para 0 < [A| < Z, temos

oo
lemll < D7 lleh ™

j=m+2
= D lell AP
j=m+2
. C /r\i—-m—2
<A ~(5)
< Z r? \2
j=m+2
_ ’)\| C —m—2 i 1
- r 2j—m—2
j=m+2
=2\ Cr ™2,
Fazendo |\| — 0, obtemos ||¢;,,+1]| = 0 e isso encerra a prova.
[
Teorema 1.19. Seja Z P,.(z — a) uma série de poténcias de E em F'. Se existe r > 0 tal que
m=0

Z P,.(x —a) = 0 para todo x € B(a,r), entdo P,, = 0 para todo m € N.

m=0

Demonstracdo. Se x € B(a,r), podemos escrever z = a + Ay, onde y € B(0,1) e |A\| < r.
Desse modo, para caday € B(0,1) e cada |A\| < r, tem-se

0=> Pu(z—a)=Y_ Puldy)=>_ N"Pu(y).

Segue do Lema que P,,(y) = 0 para quaisquer m € Ny e y € B(0,1). Como F,, é um
polindmio homogéneo que se anula em B(0, 1), segue que P,, = 0 para todo m € Nj.

14



CAPITULO 2

FUNCOES HOLOMORFAS

Neste capitulo estamos interessados no estudo das fungdes holomorfas definidas em espacos
normados £ e que assumem valores em C. Em um primeiro momento nos concentraremos no
caso particular em que £ = C». Veremos que a Férmula integral de Cauchy se generaliza
neste caso e, como consequéncia, teremos que toda fungao holomorfa definida no polidisco é
analitica em 0. Em seguida trataremos o caso mais geral em que £ € um espagco normado de
dimensao finita ou infinita. Neste contexto, estudamos a relacdo entre os conceitos de funcoes
holomorfas (i.e., fun¢gdes Fréchet diferencidveis), funcdes representadas por séries de Taylor e
funcdes G-holomorfas. Também, veremos que toda funcdo holomorfa na bola unitdria aberta

de ¢ pode ser representada por uma série de mondmios em todo ponto z € B, .

2.1 Funcoes holomorfas em CV

E sabido dos cursos introdutérios de andlise complexa que uma funcio de uma varidvel com-
plexa é holomorfa (veja Defini¢do [2.1)) se e somente se ¢ analitica, i.e., pode ser representada
localmente como uma série infinita de mondmios de uma varidvel. Nesta secdo, objetiva-se
mostrar que este resultado € valido para func¢des de finitas varidveis complexas. Mais especifica-
mente, para evitar tecnicalidades excessivas, analisaremos apenas a holomorfia e a analiticidade
de fun¢des cujos dominios sdo polidiscos.

Iniciamos a se¢do com o conceito de holomorfia para fungdes de finitas varidveis complexas.

Defini¢fio 2.1. Seja U C CV um conjunto aberto. Dizemos que uma aplicagdo f : U — C é

holomorfa (ou Fréchet diferencidvel) se, para cada a € U, existir um vetor V f(a) € CV tal que

o Fa 1) = F(@) = (V (@), )

h—0 Al

=0, (2.1)

onde (x,y) :Z;.V:lxjyjparax:(ml,...,xN) eCVey=(y,...,yn) € CV.
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Estabeleceremos nos proximos resultados algumas propriedades referentes a uma familia
somdvel em C. Mais especificamente, veremos que se tivermos uma familia somavel, podemos
trabalhar com séries multiplas sem grandes transtornos. Além disso, o conceito de familia
somavel trara sentido para a definicdo de somatérios indexados em uma familia enumeravel de

indices. Primeiro, vejamos a defini¢do de familia somadvel.

Definicao 2.2. Seja (2;);c; uma familia de nimeros complexos, onde I € um conjunto de indices
enumeravel. Dizemos que (z;);c; é somdvel, e possui soma z € C, se para cada ¢ > 0 existir
um conjunto finito F. C [ tal que para todo subconjunto finito /' C I com F' D F_, tem-se

ZZ’Z’—Z < E.

el
Neste caso, denotamos g Zi = Z.
iel
Teorema 2.3. Seja (z;);c; uma familia de niimeros complexos, onde I é enumerdvel e infinito.

Entdo a familia é somavel se, e somente se, o conjunto

A= Z |z;] = J é um subconjunto finito de I y C [0, 00) (2.2)

jeJ

é limitado. Além disso, temos

Z |zi| = sup A.

iel
Demonstragdo. Veja [15) Teorema 1.6]. |

Corolario 2.4. Seja (2;);cr uma familia de nimeros complexos. Se (z;)icr € somdvel e J C I,

entdo a familia (z;) e é somdvel.

Demonstragdo. Visto que a familia (z;);c; é somavel, ela deve satisfazer a propriedade (2.2)).
Dai e de J C I, concluimos que (z;),c; também goza da propriedade (2.2)) e portanto é soma-
vel. |

Teorema 2.5. Se (aq)qeny € somdvel, entdo
o0 o0
Z A = Z T Z Quy,...oon
aENéV a1=0 an=0
onde a := (ay,...,an) € NJ €, ay = Qay,...an)-

Demonstragdo. Suponha A um conjunto como em (2.2), com I := NY¥ e 2; := a,. Sejae > 0
escolhido arbitrariamente. Visto que a familia (aa)aeNév € somdavel, segue do Teorema [2.3|que

existe um conjunto finito M C N tal que

supA —e < Z lan| < sup A < oo,
aceM
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onde sup A = Z |a,|. Donde,

aENg

D aal = D laal = > laal <e. (2.3)

agM aeNy aEM

Note que as desigualdades em (2.3) continuam vélidas para qualquer subconjunto finito L de
NJ tal que L D M. Considere o conjunto M representado da seguinte forma:

M = {(6117£127 N aglN)a (621,622, e 7€2N)7 ceey (€m17€m27 N 7€mN)}

Note que se vy, ...,vy € N sdo tais que
v1 > up = max{liy, ..., b1}, ..., o8 > uy = max{lin, ..., lun},
entao
J=1, x---x1,, DM, (2.4)
onde [; = {0,1,...,7}, com j > 0. Como (@a)qeny € somdvel, para cada bijegdo ¢ : N —
N, tem-se

n

YDPISES ST

aENéV k=0

Portanto, fixada uma bije¢do ¢ : N — NY, segue de (2.3) e (2.4) que

k1 kn
E Ao — § , E Qay,...,an :nh_)rglo E Ap(k) — E § :aah LON

aeNyY a1=0 an=0 k=0 a1=0 an=0
< el <= 2.5)
agJ
para quaisquer nimeros naturais k; > uq,...,ky > uy. Pelo Coroldrio podemos facil-

mente concluir que a familia (aq, ..+, oy )ven, ¢ somdvel sempre que o; € Ny com j # 1.
Ou seja, a série Z:io Qay,...y,...an CONVerge sempre que o; € Ny com j # 4. Daf e de |b
podemos fazer ky — oo e chegamos na desigualdade

kn—1
D Ga Z > Y oo <=
aeNy a1=0 an-—1=0an=0

Por igual razdo, podemos agora fazer ky_; — 0o, obtendo

kn_2
D o Z )DRID DD SRR P
aeNéV a1=0 an_2=0any_1=0any=0
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Continuando com este processo, concluimos que
(0.9] oo
E Qo — E T § Qeyy,...;on S €.
aeNy a1=0 an=0

Isto mostra que

oo 0o
E Ao = E te E Qay,...,an s

CMEN(J)V a1=0 an=0

como queriamos. |

Fixaremos agora algumas notagdes que serdo tteis no decorrer da dissertagcdo. Dados a =

(a1,...,ay) €CNer = (r,...,ry) comr; > 0 para cada j, denotamos por

DN(a,r):{z:(zj)éV:l eC:|zj—aj|<rj, j=1,...,N} e
DN(a,r) ={z= ()L, € CV i |zj —a;| <rj,j=1,...,N}

os polidiscos aberto e fechado de centro a e poliraio r, respectivamente. Por simplicidade de

notagdo, quando a = (0,...,0)er = (1,...,1), escrevemos
DY :=D¥(a,r) e DN := DV (a,r).
Além disso, quando a = (0,...,0) e r qualquer, denotamos
rDY .= DV(a,r) e rDN := DN (a,r)
e, por fim,se a = (0,...,0)er =r; = --- = ry, escreveremos
DY =D (a,r) e rDN := DN(a,r).

Da teoria de fungdes analiticas de uma varidvel complexa, tem-se a Férmula Integral de

Cauchy para derivadas:

Proposicao 2.6 (Férmula Integral de Cauchy para derivadas). Seja f : U — C uma funcdo

holomorfa onde U C C é um aberto. Considere a € U e r > 0 tais que D(a,r) C U. Entdo

para cadan € Ny e cada =z € D(a,r), temos

1) = o [ (wi(%dw

omi

f.

Demonstragdo. Veja [19, Corolério 2.7]. |

onde (1) = a +re®, 0 < t < 2n. Em particular, consideramos f°)

O préximo resultado mostra que a Férmula Integral de Cauchy de uma varidvel complexa

generaliza-se (via um processo indutivo) no contexto de fungdes holomorfas de finitas varidveis.
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Teorema 2.7 (Férmula Integral de Cauchy para polidiscos). Sejam U C CY um aberto e | :
U — C uma fungdo holomorfa. Se DN (a,r) é um polidisco cujo fecho estd contido em U,

entdo para cada z € DN (a,r), tem-se

_; f(C17-~-7CN)
J)= (2mi)™ /Clalzrl /gNaM:TN (G = 2) Gy — ) o e (2.6)

Demonstragcdo. Faremos a prova por inducdo em N. No caso NV = 1 temos a férmula integral

de Cauchy para uma variavel complexa. Agora, suponhamos por hipétese de indugio que (2.6)
seja verdadeira para N — 1. Mostraremos que a férmula continua vélida para /N. Com efeito,

paracada z = (21,...,2y) € DV(a,r), considere o conjunto
Uz - {C eC: (217"'7ZN—17<) S U}

Note que U, é um aberto de C pois a fungdo h : ( € C > (21,...,2y_1,¢) € CV é continua
e U, = h~Y(U). Definamos a fungio g : U, — C por g({) = f(z1,...,2n_1,¢). Como f
e h sdo Fréchet diferencidveis, segue que g = f o h : U, — C & Fréchet diferencidvel. Note
que m C U, e portanto existe § > 0 tal que D(ay,ry + 6) C U,. Assim, aplicando
a férmula integral de Cauchy para uma varidvel complexa (Teorema sobre D(ay,ry + ),

obtemos . (C)
g(zn) —/| g—dC, zn € D(ayn,rn + 90). (2.7)
¢

N 211 —ay|=ry C— ZN
Fixe (y € 0D(ay,ry). Visto que a aplicagdo

(21, c. ,ZN_l) & ]D(al,rl) X - X D(CLN_l,T‘N_l) —> f(Zl, .. .,ZN_l,CN) eC

¢é Fréchet diferencidvel (pois € composta de Fréchet diferenciaveis), segue da hipétese de indu-

¢do que

o 1 f(ch"'»(NflaCN)
f(Zh AN CN) B (27.”')1\7—1 /41a1_T1 ‘/|CN10«N1_7’N1 (Cl - Zl) U (CN*]. - ZN*l)dCN_l dgl
2.8)

sempre que (21, ...,2y-1) € D(ay,r1) X -+ xD(ay_1,7v—1). Substituindo (2.8)) em (2.7) com
¢ = (y, obtemos

1 ACSERRENIS!)
f<217 o 7ZN) N (27Ti)N /|Cla1|=1”1 /|CNaN|=rN (gl - Zl) T (gN - ZN)dCN dCl’

como queriamos.

Vejamos agora um lema simples mas que serd importante na demonstracdo de que toda
funcdo holomorfa de finitas varidveis € também analitica em zero. Mas antes, precisamos de

uma definicao.
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Definicdo 2.8. Seja U C D? um aberto. Dizemos que uma sequéncia de fungdes (f,)>,
converge uniformemente nas partes compactas de U se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:
(a) Para cada compacto K C U, existe no > 0 tal que se n > ny, entdo o dominio de f,
contém K.
(b) A sequéncia de restngoes ( fn| k)52 € uniformemente convergente.
Ademais, denotaremos por f, —s f se a sequéncia (fn)o2, convergir uniformemente para f

nas partes compactas de U.

Lema 2.9. Seja (f,)°, uma sequéncia de fungdes continuas que converge uniformemente nas

partes compactas de tD™ para uma fungdo f : rD¥ — C. Se; : [0,1] — DV, j =

1,..., N, sdo caminhos de classe C' por partes, entdo
hm// fn(zl,...,zN)dzN---dzl—/---/ f(Zl,...,ZN)dZN"'d,Zl.
oSy N " N
Demonstragdo. Como +y; é continua para cada j = 1,..., N, o conjunto 7;([0, 1]) C rD deve
ser compacto sempre que j = 1,..., N. Logo, dado ¢ > 0 arbitrério, segue de f,, =5 f que
existe ng € N tal que
€
sup |fu(2) — f(2)| < ———77+7—— (2.9)
zeA| (2) = 1)l t(n) .. L)

para todo n > ng, onde A := U;V:1 7v; ([0, 1]) e £(~y;) denota o comprimento da curva ;. Desse

modo, denotando z := (z1,...,2y) e dz := dzy - - - dz;, obtemos

S n [ e NECRCE
/ / () — F()]dz
/ / ”Yl )dz

=) (WN)ff(%) L(N)

IN

para todo n > ng. Isto completa a demonstracao.

O proximo teorema € um resultado de andlise complexa de varias varidveis complexas, o

qual enunciaremos sem uma demonstragao.

Teorema 2.10. Seja (f,,)>, uma sequéncia de fungées holomorfas em rD™ que converge uni-

formemente em todo subconjunto compacto de rDY para f : rDY — C. Entdo f é holomorfa.

Demonstragdo. Veja [8, Theorem 2.4]. |
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Observagdo 2.11. Dados z = (z1,...,2y) € CYN e a = (ay,...,ay) € N}, escrevemos
a _ 01 aN 1 «@ . - o
2% =2 2. Considere (2%),eny uma familia de nimeros complexos. Note que (2%)qeny

é somavel se, e somente se, z € DV. Com efeito, se z € DV temos

N ’M+1

M M P
Z 2| = Z|Zl|k Z|ZN|k :H—”
k=0 k=0 1=l

ae{0,1,....M}N n=1
para cada M fixo. Mas como cada conjunto finito em N estd contido em {0, 1,..., M} para
algum M, segue do Teorema que (Za)aeNéV € somavel, e neste caso

N

Yol =1l _1‘%‘. (2.10)

aENg n=1
Defini¢fio 2.12. Seja U C C¥ um subconjunto aberto. Dizemos que uma funcdo f : U — C
€ analitica em a € U se existem um poliraio r e uma familia de coeficientes (ba)aeNéV de modo
que

f(z) =) ba(z—a)® 2.11)

aGNg
paratodo z € a +rDV C U.

Observacao 2.13. Quando escrevermos a série (2.11)), estaremos sempre pensando que a con-
vergéncia é absoluta em cada ponto z € a + rDY C U. Em particular, a familia (b, (z —
a)o‘)aeNév € somavel (Definicao . Além disso, apesar da defini¢do de analiticidade ser exi-

bida para qualquer a € U, investigaremos apenas o conceito para funcdes analiticas em zero.

Defini¢iio 2.14. Sejam U C CV um aberto e
)= ba2"
aeNYY

onde (ba)aeN{)V sao escalares complexos e a série converge absolutamente em cada ponto z € U,
i.e., (by Za)aeNéV ¢ somavel. Nestas condi¢Oes, diremos que a série converge uniformemente
para f em um subconjunto A C U se, para cada € > 0, existir um subconjunto finito /. C N}
tal que para todo subconjunto finito /' C N com F' O F, tivermos

f(z) — Zba 2%l < e paratodo z € A.

acF
Lema 2.15. Sejam U C CV um aberto e
fz) =) ba2" (2.12)
aeNg

onde (ba)aeNéV sdo escalares complexos e a série converge absolutamente em cada ponto z € U.
Entdo a série (2.12)) convergird uniformemente em A C U, se existir uma familia somdvel

(ra)aeny C (0, 00) satisfazendo |b, 2% < 1o para todos z € Ae a € Np.
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Demonstragdo. Seja € > 0 dado arbitrario. Como (Ta)aeNg)V € somavel, existe um conjunto
finito . C N} tal que

Sr= S =Y r<e 2.13)

agF. aENéV acF;

Donde, se F' C Név ¢ finito e F' D F, entdo para cada z € A, tem-se

‘f(z)—Zbaza = Z baza—zbaza v Zbazo‘

aEF aeNy a€F agF
I N [ ) NN
OJQF O(QFE OZQFS

onde (x) segue do fato da série ser incondicionalmente convergente no ponto z € A C C por
ser absolutamente convergente. Isto completa a prova. |

Observacao 2.16. Segue da Observagao que a familia (Za)aeNON € somavel para todo z €
DY e, além disso, vale para todo z € DV. Afirmamos que a série também converge
uniformemente em rD? sempre que r = (r1,...,7y) € (0,1)Y. Com efeito, novamente pela
Observagao obtemos que a familia (r“‘)aeNév é somavel. Mas como |z°| < r® para todos
a € NV ez e rD?, segue do Lernao desejado.

Finalmente, vejamos que uma func¢do de finitas varidveis complexas (definida no polidisco)

¢ holomorfa se e somente se é analitica em zero.
Teorema 2.17. Sejamr = (r1,...,ry) com0 <r; <ocoe f:rDY — C.

(1) Se f € holomorfa, entdo [ é analitica em 0. Com efeito, existe uma tinica familia de

coeficientes complexos (ca([))aeny tal que para cada z € rDV

F2) =Y cal )2, (2.14)

aENg

com convergéncia absoluta para cada z € TDN. Ademais, a série converge unifor-

memente sobre os subconjuntos compactos de tDY, e vale a formula integral de Cauchy

. 1 f(Clv"'ch)
calf) = W/Kl:plm/g ot a1 don o dG (2.15)

N|=pN Cl N

paraQ < p; <r;, j=1,...,N.

(17) Nas condigdes do item (i), valem a desigualdade de Cauchy

lca(f)lp* < sup [f(2)] (2.16)

z€pDN
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9°f)(0
ca(f) = @10 ,>( >, (2.17)
al
onde para o = (ay, .. .,ay) € NY, |a| > 1, denotamos
9 £(0)
0°f)0) = =———5=-
N0 = g g
(1ii) Se f é analitica em 0, entdo f é holomorfa.

Demonstragdo. (i) Sejam f uma fungdo holomorfa em rDY € p = (py,..., py) tal que 0 <

pj <rjparaj=1,...,N.Pelo Teorema paracada z = (21,...,2y) € pDV, tem-se

1 f(Cry-,Cw)

Sejal == {z; : |2;| < p;} x{¢; :|¢;| = p;}- Note que para cada (z;,(;) € I vale
1 1 1

G—2 G 1_<§>‘

J

1 <ﬁ)k
@ 5l

Mas como

obtemos

o] k
1 o Z]'
- E : k+1°
k=0 Cj

G =%

sendo que convergéncia € absoluta e uniforme em qualquer subconjunto compacto de I'. Logo,

pelo Lema 2.9] temos
< - 1 f(G,- 5 CN) k k
f(z) = _</ / d¢ -~-d§> L. kN
(Z> k;) kNZ_O (QWZ)N [€1|=p1 ICN|=pN Cfﬁ—l T ]IifN+1 " ) w
(2.18)
Para cada o = (ky, ..., ky) € NYY, definimos
1 f(Cla“WCN) )
o = e dCn---d . 2.19
alf) (2m)N (/IClzpl /ICN|=PN C{CI—H T ]Ii/'N—i_l N G ( :

Note que podemos aplicar N vezes o Teorema em (2.18)) e concluir que ¢, (f) nédo depende
da escolha de p (aplique o teorema supondo z; varidvel, depois suponha z; varidvel, e assim por
diante).

Vejamos agora que E co(f)2z converge uniformemente em qualquer subconjunto com-
(6]

pacto de rD”. De fato, seja K C rD" um compacto, como rD* & aberto, existe ¢ > 0 tal que
(1+¢)K C rDV. Considere z = (2(1),...,2(N)) € K e defina

si(2) = (L+2)[z()] e s(2) = (s1(2),...,sn(2)).
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Note que para cada z € K, temos z € s(z)DV. Desse modo, K C U s(z)DY é uma

z€EK
cobertura aberta de /. Como toda cobertura aberta de um conjunto compacto admite uma
n

subcobertura finita, podemos encontrar zq,...,z, € K tal que KX C U s(z,)DV. Desse
modo, para se verificar a convergéncia sobre subconjuntos compactos d];: ;DN , € suficiente
mostrar a convergéncia em subconjuntos compactos de rDV da forma sDV¥ = sDY, onde
0<sj<rj, paratodo j =1,...,N.

Fixe s = (s1,...,sy) € CV tal que 0 < s; <rj g =1,...,N. Como rD? & aberto,
existe t = (t1,...,tn) € rD¥ tal que s; < t; paratodo j = 1,..., N. Além disso, visto
que c,(f) ndo depende da escolha de p, segue que para cada o = (ky,...,ky) € NI e cada
t = (t1,...,tx) € rDY, com s; < t;, temos

. 1 f(Cla"'7CN)
|Ca(f>| - ‘(27”-)]\/ /|C1t1 H‘/KNltN dcl—i-l'” ]k\:7N+1 dCNdCl

! 1
= (2m)N /@‘1|=t1“./|g sup |f(2)] W dCy -+ d

N|=tn zetDN N
1 /
<2 )N IC1|=t1
2 / =
( )N IC1l=t1

1 27.[. 27 L
~ @20 /<| ! /|< =t S?u%'f(z)' t'flﬂ...t’fvw/o [ty ™| dBy_1dCy
1=t N—-2|=IN-2 z€

= k1+1 kn+1
(N—1l=tN—1 zctDN 2 ety

1 27 o
/ sup |£(2)] e / tie ™| dy - - - dCy
| 0
|

/ sup 17(2)] e diy -y

= k1+1 kn
(N—1l=tN_1 zctDN i sty

1 / / (27)?
= sup |f(2)] dn—2---dG
(27T)N IC1l=t1 [CN—2|=tN—2 2ctDN tlfﬁ—l o 'tﬁ\fN:lltllc\fN
1 (2m)N
= su 2)| ———
ry S MO
1
= = swp [7(2)]
zetDN
Isto é,
1
(P < = sup 1£(2) 2.20)

zetDNV
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sempre que o = (ki,...,kn) E NV et = (t1,...,ty) € rDY com s; < t; < r;. Donde,

o s”
(Nl < 5 sup 1£(2)
z€tDN

SOL
N Lo ~
para cada o € Nj. Como a série E s converge absolutamente (Observacdo [2.11)), segue
(0%

da Observacido m que a série ) enyy co(f)2% converge uniformemente e absolutamente em
sDN. Logo, como 1| independe da escolha de p, o Teorema nos dd que podemos

escrever y_ - -- ao invés de Z e Z .-+ na Equagdo (12.18)), o que completa a prova de ().
k1=0  kn=0
Mostremos agora o item (i7). Pela Desigualdade (2.20)), para p; < r;, tem-se

ca(f)IP™ < sup [f(z)|

zepDN

para todo a = (ay, ..., ay) € NJ'. Por outro lado, segue de (2.19) que

b f(Cl""’CN)d cod
ca(f) (2mi)N /|<1:p1 /ClepN Cortl. .. Can+l (N G

1 1 1 ey
=5 mlz_/ wd@}mdﬁ
TS ici=p1 G1 T Jien|=pn N
para todo a = (ay,...,ay) € NYY. Donde, pela férmula integral de Cauchy de uma vériavel

complexa para derivadas (Proposi¢ao [2.6)), segue que

1 1 1 1 1 aaNf<UJN)
Co(f) = — — —/ - ( — din_1| ---dG
2mi Gl=p1 G o 2 ICv—1l=pN-1 CN]ffH ay! aZNN
para @ = (ay,...,ay) € N, onde wy = ((1,...,(n-1,0). Mais uma vez, aplicando a

férmula de Cauchy de uma varidvel complexa para derivadas (Proposigdo[2.6), concluimos que

o coeficiente 27i C,,(f) coincide com a seguinte expressao:

1 1 1 1 ON=19*N f(wn_1)
| = — — AR Ay | ---dGy
[Cil=p1 S1 2mi IEn—al=pn—2 Cn—s AN-1-N- aZN—l azN

paraa = (q,...,ay) € Név ewn_1=((1,...,(n_2,0,0). Continuando com esse processo,

ap0s aplicarmos a férmula de Cauchy de uma varidvel complexa para derivadas mais N — 2

vezes, obteremos
(0°£)(0)

ol

)

Ca(f) =

como queriamos.
Finalmente, verificaremos o item (iii). Suponha que f seja analitica em 0. Isto é, existem

uma familia de coeficientes (b )aery €T = (r1,...,7n) € (0, o)™ tais que

f(z)= Z b,2* para cada z € rD".

aeNg
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Sejas = (si1,...,sy) tal que 0 < s; < r; para cada j. Em particular, sDV C rDV. Ademais,
é claro que |b,2%| < |bys®| para cada o € NY¥ e cada z € sD". Ora, usando o fato da série
> o |bas®| convergir para todo «, obtém-se que a série ) |b, 2| deve convergir uniformemente

sobre o conjunto sD. Segue daf que, para cada k € N, a fun¢io

foosDY =G fulz) = D baz”
ac{0,1,...k}N
converge uniformemente para uma funcdo f : sD — ID. Além disso, veja que as fungdes f;’s
sdo todas holomorfas sobre sDV devido a serem somas finitas de polindmios de N varidveis
complexas, os quais sdo sempre Fréchet diferencidveis. Desse fato, juntamente com o Teorema
obtém-se f € #(sD"). Visto que s foi escolhido de modo arbitrério, e sabido que
cada compacto de rDY &, em particular, um subconjunto de sD” para algum s adequadamente

escolhido, segue que f é uma funcdo holomorfa em rDV.
Para finalizar, mostraremos que b, = c,(f). De (2.19), para cada o € NYY,

o 1 f(Cla"'aCN)
Ca(f) - (27TZ)N /|Cl|=P1 /C ar+1l | aN+1dCN”'dC1

Nl=pN G N

1 ¢?
_ bﬁ_,/ / _ (- dC, 2.21)
Z <27TZ)N [C11=p1 [CnI=pN Cl gt

BeNY N

onde ¢ = ((1,-..,(xn). Afirmamos que as parcelas do somatério (2.21) sdo nulas sempre que
B; # «j, para algum j = 1,..., N. Com efeito, suponha sem perda de generalidade que

BN # ay e calculemos a parcela correspondente:

bg / / 151 R ]%N
. - Ao dGy =
(ZWZ)N [C1l=p1 [CnI=pN G LS ]C\YIN—F1

[ [ e e,
2N S 1= 0 P (et )yantl

B bs / /27f Cll...i(pNewN)ﬂN " i
- (2 Z) [C1]=p1 0 1041+1 U (pNewN)aN N '

b - -
= A N/ illﬂ—pN/ eONBN=aN) dg - d
I¢1l=p1 ) 0

N dGy

=

~—~

=)
=2

(2i) 1 PN
= 0.
Segue dai e de (2.21)) que
1 <
Co‘(f): Z bﬁW/ / a1+1 aN+1d€N"'d§1
BeNY m I<il=p1 cvl=on C1 SN

[ @
_ b SN iy d
(2mi)N I¢11=p1 Cnl=pn G DR CNNH

be, 1
_ - ———dly -+ -d
(27”;)]\/ /Cllpl /CNﬂN Ce--Cn o g
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ba / /27r /)NiewN
— ‘ . e dly---dC
(2md) N [¢1]=p1 o G- pnen N !
O I
= ‘ . — dOy---dC
(2mi)N [¢1]=p1 o G- Cn-1 N !

ba / / 271
= - —dCN—l"'dCI
(27TZ)N I¢1l=p1 ICN—1l=pN-1 G G-t

Portanto,

al .« . aN
Ca(f): . / / all ](;[ dCNdC1:bOM
TN Jic = xlmpy RV G

e a prova estd completa.
|
Encerraremos a secdo com um teorema profundo devido ao matemadtico alemao Friedrich

Hartogs. Esse resultado nos fornece um outro modo para avaliar se uma fun¢ao definida num

polidisco € holomorfa.

Teorema 2.18 (de Hartogs). Sejar = (r1,...,7y5) € (0,00)" um poliraio. Se f : DV — C

for uma fungdo separadamente holomorfa, entdo f é holomorfa.

Demonstracdo. Veja [8, Theorem 15.7]. [

2.2 Funcoes holomorfas em espacos normados

No decorrer dessa secdo, a letra F representa um espaco normado complexo, o qual pode ser de
dimensao finita ou infinita. Comecemos a sec¢ao introduzindo o conceito de fungdes holomorfas

definidas sobre espacos normados arbitririos.

Definicao 2.19. Seja U C E um conjunto aberto nio vazio. Uma fungio f : U — C € dita ser
holomorfa (ou Fréchet diferencidvel) se para cada a € U existir um funcional C-linear continuo
L € E* tal que

o @) = (@) = Lz~ o)

e [ —a]

= 0. (2.22)

Denotaremos por 7’ (U) o espago vetorial das fungdes holomorfas f : U — C com as opera-

¢oes definidas pontualmente.
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Note que a defini¢do acima generaliza o conceito de fun¢des holomorfas com dominios em
C" para espagos normados arbitrdrios. Com o intuito de investigar propriedades fundamentais
inerentes as fungdes holomorfas nesse contexto mais geral, veremos agora uma outra defini¢ao,
a qual dé luz a uma “nova” classe de funcdes (na verdade, veremos adiante que os conceitos

coincidem!).

Definicao 2.20. Seja U C E um conjunto aberto e ndo vazio. Dizemos que uma funcdo f :
U — C tem uma expansdo em série de Taylor em torno de um ponto a € U se existirem r > ()

e uma sequéncia de polindmios homogéneos (P,,)_,, P, € P(™E) param € Ny, tais que

m=0>

flx) =) Pu(r—a), (2.23)

=0

3

com a série convergindo uniformemente no conjunto Bla, r]. Usaremos o simbolo .7 (U) para
representar o espaco vetorial de todas as fung¢des f : U — C que tem uma expansdo em série

de Taylor em torno de todo ponto a € U.

Observacao 2.21. Para cada a € U, a sequéncia (P,,)5°_, em é tinica. Com efeito,
suponha que existam P,,, Q,, € P(™E), m € Ny, tais que

fl@) =) Pule—a)=) Quz—a)

sempre que x € B(a;r). Logo, segue do Teorema que P,, = Q,, para todo m € Nj.
Desse modo, podemos escrever P,, = P™ f(a) para todo m € Ny. Ademais, denotaremos por

A™ f(a) a aplicagdo multilinear simétrica tal que
Ff(a) = P f(a).

A série Z [P™ f(a)](z — a) é chamada a série de Taylor de f em a.

Teorema 2.22 (Desigualdade de Cauchy). Sejam f € (U Z P.f(a)(x —a)a

sua série de Taylor em Bla,r] C U. Suponhat € E tal que a + £t € U sempre que |&] < r.

Entdo, para cada m € Ny,

1P f @) @) <~ sup |f(a+ )

™ lel=r
Demonstracdo. Veja [14, Corollary 7.4]. |
Defini¢do 2.23. Sejam U C E, f € T (U)ea € U.
() O raio de limitagdo de f no ponto a é definido por

rpf(a) :==sup{r > 0: Bla,r] C U e f|p[a, ¢ limitada}.
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(7i) O raio de convergéncia uniforme da série de Taylor de f em a serda denotado por r.f(a)
(veja Defini¢do [[.16).

(7i1) A fronteira de U serd denotada por OU. A distincia de a até OU é dada por
dy(a) = d(a,0U) = inf{||z — al| : x € OU}.
Quando U = F adotaremos, por conveniéncia, dy(a) = +o0.
Teorema 2.24. Sejam f € . (U) e a € U. Entdo r,f(a) = min{r.f(a),dy(a)}.
Demonstragcdo. Veja [14, Theorem 7.13]. [

Definicao 2.25. Uma funcdo f : U C E — C é dita ser G-holomorfa se, para quaisquer a € U
eb € E,afungdo A — f(a+ Ab) for holomorfa no conjunto aberto {\ € C : a + \b € U}.

Denotaremos por % (U) o conjunto de todas as fun¢des G-holomorfas de U em C. E
de fécil verificacdo que este conjunto forma um espacgo vetorial com as operacdes de soma e
multiplicacdo definidas pontualmente.

Teorema 2.26 (Lema de Schwarz). Seja f € 7 (U). Dados a € U e r > 0 tais que B(a,r) C
U, suponha que |f(x)| < C para cada x € B(a,r). Entdo

|l = all

[f(z) = fla)| <2C

para cada x € B(a,r).
Demonstragdo. Veja [14, Theorem 7.19]. |

Como préximo objetivo, veremos que uma funcdo € holomorfa se e somente se tem uma
expansdo em série de Taylor em todo ponto do seu dominio. Ademais, também veremos a

relagdo entre fungdes G-holomorfas e fungdes holomorfas. Para isso, necessitamos de um lema.

Lema 2.27. Seja P : E — C wuma funcdo tal que P|y; € P,("™M) para cada subespago
vetorial M C E de dimensdo menor do que ou igual a m + 1. Entdo P € P,("E).

Demonstragdo. Defina a fungdo A : E™ — C por

A(J?l,...,ﬂjm):ﬁ Z 61"'€mP (ic‘fl.ﬁfz)
) i=1

Para completar a demonstra¢@o, mostraremos que A é uma forma m-linear e P(x) = Ax™ para
cadax € E. Paraisso, sejam 4o, ¥1, - - -, Ym € I arbitrérios, e considere o subespaco M gerado
por esses vetores. Temos que dim M < m + 1 e, por conseguinte, P|,; deve ser um polindmio
m-homogéneo. Ou seja, existe uma forma m-linear simétrica Ay, € L£3(™M) de modo que

Py (x) = Apa™ para todo x € M. Pela Férmula de Polarizagdo, tem-se

1 m
AM([El,...,ZL‘m) = W Z P|J\/[ (Zgzxz)
’ =1



para todo z; € M, j = 1,...,m. Em particular, Ay; = A|y. Dai, e do fato de A, ser uma

forma m-linear, obtém-se

Ayo + Ay, Y25 Ym) = Anr (Yo + Ay, Y25 - - Um)
= Ap (Yo, Y2 - Ym) + MM (Y1, Y2, - Ym)
- A(?JO,?J% .. aym) + AA(yhyQa s 7ym>

para qualquer A € C. Mas como os vetores y;’s foram escolhidos arbitrariamente em F, prova-
se com isso que A é linear na primeira entrada. Analogamente, verifica-se sem dificuldade que

a funcdo A é linear nas restantes m — 1 entradas. Por fim, note que

A(yo)™ = Alm(yo)™ = A (v0)™ = Plar(yo) = P(yo)
e, como ¥, foi escolhido arbitrario, a demonstracdo estd completa. [

Teorema 2.28. Seja U um subconjunto aberto de um espagco normado F, e seja f : U — C

uma fungdo dada. As seguintes condigoes sdo equivalentes:
(1) f é uma fungdo holomorfa.
(7i) f : U — C tem uma expansdo em série de Taylor em cada ponto de U.
(7ii) f € continua e G-holomorfa.
(1v) f é localmente limitada e G-holomorfa.

(v) f é continua e flynn : U N M — C tem uma expansdo em série de Taylor em todo ponto
de U N M para cada subespaco de dimensdo finita M de E.

Demonstracdo. (ii) = (i): Sejaa € U e escolha r € (0,7,f(a)). Neste caso, tem-se que a

fungdo f € limitada em Ba, r], isto é, existe C' > 0 tal que
|f(z)| < C paratodo x € Bla,r].

Pelo Teorema [2.24] 1}, f(a) < r.f(a), e portanto

f(z) = Z P™f(a)(x — a) paratodo x € Bla,r].

m=0

Ainda, visto que P°f(a)(x — a) = f(a), tem-se
f(z) = fa) + P'f(a)(x —a) + Y P"f(a)(z — ).

Mostraremos que L = P'f(a) € E* é o funcional C-linear continuo que satisfaz a condi¢do
(2.22)) para a fungdo f no ponto a. Com efeito, note que

() = fla) = P f(@)(x —a)| _ |3y P fa)(x —a)

|l = af [
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L TN, IP (@)@ —a)

- | — al

Y
o que implica

s L) =0 = P 0] 15 [0 (12221

T—a ||JI—CLH e "

f@“(ni:fzn))‘ =

o= apr < 30 (=)
S22\

C 1
= ﬁHfE —al| <_1 — ||x—a||> =0.

(1) = (i4i): Como f é Fréchet diferencidvel, segue que f é continua. Sejama € Ueb € E.
Considere o conjunto A := {A € C:a+ b € U} eafuncio ¢ : A — U tal que p(\) = a+ \b.
Para concluir que f é G-holomorfa, precisamos verificar que a fungdo composta

Pela Desigualdade de Cauchy (Teorema [2.22)),

oz

|z — all el=r

Donde,

m=2

1o (=)

Fazendo x — a, segue que f € holomorfa.

fop:ACC—C; (fop)(A) = fla+ Ab)

€ Fréchet diferencidvel. Para isso, sejam \g € A e L € E* o funcional C-linear continuo

satisfazendo (2.22)) para f no ponto a + Agb. Vejamos que o funcional C-linear continuo
L:AeCw L(Ab)eC

satisfaz a condigdo (2.22)) para a fung¢do f o ¢ no ponto \y. Com efeito, note que para A # A\ e
b # 0, tem-se

[fop(N) = Fop(Me) = LA =Xo)| _ |f(a+Ab) = fla+Ab) — L((A = Xo)b)|
A=l A=l

|[fla+Ab) — f(a+ Xob) — L((a+ Ab) — (a+ Ao D))]
[(a+Ab) — (a+ Ao b)|| '

= [lol]

Desse modo, fazendo A — \q e usando o fato de L € E* ser o funcional C-linear continuo que
satisfaz (2.22)) para f no ponto a + Xg b, obtemos o desejado.

(#41) = (iv): E imediato.

(iv) = (v): Primeiro vejamos que f é continua. Para isso, seja a € U escolhido arbitrario.
Visto que f € localmente limitada, podemos encontrar C, r > 0 tais que

|f(z)] < C paratodo = € B(a;r).
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Logo, aplicando o Lema de Schwarz (Teorema [2.26)) na funcio
v € Bla,r) — f(z) - f(a) € C,

obtém-se
|z — all

f(z) = fla)| £2C——

Donde, conclui-se que f deve ser continua no ponto a. Como a € U foi escolhido arbitrario,

paratodo = € B(a,r).

segue que [ é uma funcdo continua.
Agora, seja M um subespago de dimensao finita de £. Sejama € UNM e {z1,...,zn}
uma base para M. Vistoque a € U C E, U € aberto, e a aplicagdo

h:(, ..., \w)€CY—a+May+- -+ Ayay €E
é continua, segue que A~ (U) é aberto e portanto existe p > 0 tal que
DY c{(A, ... ) €CY ta+ Mz + -+ Avay € UL
Logo, como f é G-holomorfa, a aplicacdo
g: (A, ) € pDYN — fla+ M\ay + -+ Ayzy) €C

¢ separadamente holomorfa. Segue daf e do Teorema [2.18|que g é holomorfa. Isto implica que
se pode escrever

f(a+/\1x1+---+/\NxN):g(/\l,...,)\N): Z Ca/\(lll---)\?VN,

aENg

onde ¢, € C e a série converge absolutamente e uniformemente em algum polidisco DV (0, r).
Para cada m € Ny, defina P,, € P("™M) tal que

Pr(May 4 Apn) = > oAt A0

|a]=m
Donde,
flat Mz + 4 M) = Pz + - + A,
m=0

com a série convergindo absolutamente e uniformemente em D" (0, r). Isto mostra que f |y :
UNM c M — C tem uma expansdo em série de Taylor em a. Ora, como a foi escolhido
arbitrério, isto mostra o desejado.

(v) = (i7) Sejam a € U e r > 0 tais que B(a,r) C U. Seja M C FE um subespaco de
dimenso finita contendo a. Como f|ynys € continua, segue que f € limitada em Ba, p| sempre
que 0 < p < r. Segue daf e de r,f(a) < r.f(a) que existe uma sequéncia de polindmios
PM ¢ P(™M) tal que

f(z) = i PM(z —a) (2.24)
m=0
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paratodo x € M N B(a;r).

Acima provamos que para cada subespago de dimensdo finita M de F, conseguimos uma
sequéncia de polindmios (PM)>e_  PM ¢ P(™M), de modo que f|y; pode ser representada
numa vizinhanga de a como em (2.24). Agora, note que se M e N sdo dois subespagos de
dimensdo finita de £ contendo a, entdo pela unicidade da Série de Taylor (Observagdo (2.21))
segue que PM(t) = PN(t) paratodot € M N N e todo m € Ny. Devido a isso, podemos
definir

P, : E — C por P,(t) = PM(t),

onde M é qualquer subespaco de dimensao finita de F tal que a,t € M. Pelo Lema[2.27] segue
que P, € P,("E) e

flx) = Z P, (x —a), para todo = € B(a,r)N M.
m=0

Falta verificar que cada P, é continuo. Como f é continua, existem s,c > 0 tais que
B(a;s) C B(a;r)e | f(z)]] < cparacadax € B(a;s). Entdo, pela Desigualdade de Cauchy
(Teorema[2.22)) aplicada a f|ynas,

| Pn(t)|| < cs™™, para todo m € Ny.

Assim, cada P,, é continuo e a série de poténcias » ~_, P,,(z — a) tem raio de convergéncia
maior ou igual a s. Portanto, f tem uma expasdo em série de Taylor em a € U. Mas como a
foi escolhido arbitrario em U, concluimos que f tem uma expansio em série de Taylor em cada
ponto de U. |

Exemplo 2.29. Cada polindmio homogéneo P € P(" E) é uma fun¢do holomorfa. Com efeito,
seja A € L°("E) tal que P = A. Pela Férmula Binomial (Corolério temos

P(z) = Ax™ = A(a+ (z —a))" = Z (m) Ad™ (z — a)’
=0 \7
onde Aa™™7 € L(7F) para todo 0 < j < m.. Logo, pelo item (i) do Teorema Pé
holomorfa e a sequéncia de polindmios € dada por
(m) Aa™ 7 se j < my

PIP(a) = J

0 sej > m.

No Teorema [2.17, vimos que quando £ = rD”, dizer que uma funcdo f é holomorfa é
equivalente a dizer que ela € analitica em 0. Estudaremos agora o caso em que & = B, onde
B, denota a bola unitdria aberta de ¢, . Consideremos o conjunto de multi-indices N(()N) no qual
cada o € NéN) ¢ da forma o = (ay,...,an,0,0...), com o € Ny paracadak = 1,..., N.
Definimos o suporte de o € N((JN) como supp(a) := {k € N : oy # 0}.
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Teorema 2.30. Para cada fungdo holomorfa f : B.,, — C, existe uma unica familia de

coeficientes (ca(f)),,onov tal que para cada z € By,
0
f2) =) alf)=, (2.25)
OAGN(()N>

onde a convergéncia da série é entendida de modo que a familia (c,(f) 2%)gene € somdvel
para cada z € B,,,. Além disso, para cada o = (v, ...,ay) € NY C N(()N) ecadar =

(r1,...,ry) com0 < ry,...,rNn < 1, temos a formula integral de Cauchy

- 1 f(Cl?"'aCN?ana"')
calf) = —(27rz')N /¢1|=m /|<N|=rN ol jant dCy - --d¢; (2.26)

1 N
E ainda, denotando z = (z1, .. ., zn), vale a desigualdade de Cauchy,
calPIE* < sup [f(z1,. 0 2x,0,.0)] (2.27)
zerﬁN
) (01)(0)
Ca<f) = —', (228)
al
onde
(0°£)(0) := 9% fn(0)
para
v DN = C; fu(zr,...,2n) = f(z1,...,2x5,0,0,...).
Demonstragdo. Seja f : B., — C uma funcdo holomorfa e considere a restricdo
fv = flov : DY — C; fa(z1,...,2x) = f(z1,...,2x5,0,0,...)
para cada N € N. Pelo item (v) do Teorema[2.28] a fun¢@o de uma varidvel complexa
2z € Dv+— f(z1,...,%5,...,2n,0,...) € C
€ analitica para cada 7 = 1,..., NV, e portanto segue do Teorema de Hartogs (Teorema [2.18))

que fy é holomorfa em DV. Donde, segue do Teorema m que para cada N € N existe uma
familia de coeficientes (¢, (fn))a tal que

fn(z) =Y calfn)="

aeNg

para cada z € DV. Assim,

(2 = fua((z0) = D calfni)(z0% = > calfur)z",

aeNy ! aeNY
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e pela unicidade dos coeficientes de uma série de mondmios devemos ter

Ca(fN+1) = Ca(fN)

para cada o € NJ'** com a1 = 0. Deste modo, para cada o = (ay, ..., an,0,...) € NSN),
tem-se ¢, (fn) = co(fnik) paratodo k > N, e portanto para este v podemos tomar ¢, (f) :=
ca(fn) = ca(fn41) = ---. Comafamilia (ca(f)) oo assim definida, notemos que para cada
0
z=(z1,...,2n,0,...) € By, obtemos
f(z) = fn(z1, ..., 2n,0,...) = Z ca(fn) 2
aeNYY
=Yl =) clf)
aENN aeND)

sendo a ultima igualdade devida a 2 = 0 sempre que o; # 0 e j > N. Logo, obtemos uma

dnica familia (c,(f)), o0 satisfazendo l| sendo a unicidade verificada pois cada familia
0

de coeficientes (co(fn))aenny s30 unicamente determinados. E, por fim, temos que (2.26)),

(2.27) e (2.28) seguem dos itens correspondentes do Teorema [2.17.
|

Observacao 2.31. Para fungdes holomorfas f : ¢o — C temos uma representa¢do em série
como em ID Com efeito, dado s > 0, restringindo f ao polidisco sDV, temos do Teorema
2.17)que existe uma familia de coeficientes ¢, ( f) tal que f|,p~ pode ser representada como em
(2.14). Do mesmo modo, pelo Teorema existem coeficientes ¢, (f) tal que a restricdo de
f a B., pode ser dada por uma série de poténcias como em para cada z € B,,,. Assim,
obtemos de e que ¢ (f) = ca(f) paratodo s > 0e a € N(()N). Portanto, como
oo = Uyen sDV temos
f)= ) calf)z
aeNgV

para cada z € cqp.

Finalmente, encerraremos o capitulo introduzindo um espaco de Banach de funcdes holo-

morfas que aparecerd de modo fundamental no Capitulo 5. Considere o conjunto
Hy(Be,) :={f € #(B,) : félimitada}.

O conjunto H..(B,,) é um subespaco vetorial do espaco vetorial 5 (B,,). De fato, isso segue
trivialmente do fato de que somas de duas fun¢des limitadas € uma funcao limitada. Também,
a multiplicacdo por escalar de uma funcdo limitada e um escalar ainda nos dd4 uma funcao
limitada.

O espaco vetorial H,(B.,) é um espaco normado com a norma definida por

1 fllee = sup [f(2)

ZGBCO
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A verificacdo de que a fun¢do acima € uma norma € padrdo. De fato, essa norma nada mais € do
que a norma da limita¢do uniforme conhecida dos cursos introdutérios de Andlise Funcional.
Vejamos abaixo que (Hoo(Bg,), || - |lo) € um espago de Banach. Para isso, precisamos do

seguinte lema.

Lema 2.32. Seja U um aberto de um espaco normado E. Suponha que (f,)> | seja uma
sequéncia de fungoes em H(U) e f : U — C uma fungdo continua tais que (f,|; )0, converge

uniformemente para f|y sempre que K C U for compacto. Entdo f é holomorfa.
Demonstragdo. Veja [14, Proposition 9.13]. ]
Teorema 2.33. (H(B.,), || - ||c) € um espaco de Banach.

Demonstragdo. Seja (f,)2° , uma sequéncia de Cauchy em H..(B,,). Logo, dados z € B, e

€ > (, podemos encontrar ny € N tal que

|fo() = fn (@) < N for = finlloo <€ (2.29)

para todos n, m > ny. Isto prova que (f,,(z))5°, é uma sequéncia de Cauchy paracadaz € B,,.
Mas como C é completo, concluimos que (f,(z))2, converge em C. Desse modo, podemos
definir

f: B, — Ctalque f(z) := ILm ful(z).

Fazendo m — oo em ([2.29)), obtemos

[fulz) = flx)] < e (2.30)

para cada n > ng. Isto implica que f,, converge uniformemente para f. Donde, visto que f,
¢ continua para cada n (Teorema [2.28(iv)) e f é limite uniforme dessas fungdes, f deve ser

continua. E f também € limitada, pois

[F ()] < g ()] + € < ol + €

paracadaz € B,,.
Falta mostrar que f é holomorfa. Para isso, seja ' C B,, um subconjunto compacto. Segue

de (2.30) que (fn] )52, converge uniformemente para f|. Portanto, segue do Lema que
f € holomorfa. |

Observacdo 2.34. E importante observar que a prova de que (Hoo (B, ), || - ||..) € um espaco de
Banach se repete ipsis litteris se B,, for substituido por uma bola unitdria aberta de um espaco

normado arbitrario.
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CAPITULO 3

POLINOMIOS HOMOGENEOS NAO
ANALITICOS

No Capitulo 2, verificou-se através do Teorema [2.17|que toda fun¢do holomarfa definida sobre
um polidisco pode ser representada por uma série infinita de mondmios. Em outras palavras,
toda funcao holomorfa definida num polidisco € analitica em 0. Ademais, quando consideramos
a generalizagdo natural dos polidiscos no contexto de holomorfia em espacos de Banach de
dimensdo infinita (a saber, o espago cy), segue da Observacao [2.3T|que cada fungio holomorfa
f + co — C pode ser representada por uma série infinita de mondmios em cada z € cq.
Uma pergunta natural é: “Para todo z € ¢, f ainda pode ser representada por uma série de
mondmios?”. A resposta € nao!

No presente capitulo, veremos que no caso dos polindmios m-homogéneos, para m > 2,
¢ possivel construir um polindmio que ndo pode ser representado por uma série infinita de
monomios em todos os pontos de cj. Isto mostra que o conceito de analiticidade como colocada
na Defini¢ao para fungdes definidas no polidisco, ndo se estende de modo natural na teoria
de holomorfia em dimensao infinita. Grosso modo, estes polindmios garantem que analiticidade

e holomorfia/diferenciabilidade em dimensdo infinita, em geral, ndo sdo equivalentes.

3.1 Conjuntos de indexacao

A construcdo que faremos de polindmios homogéneos nao analiticos em ¢, € intrigada e exigira
uma notagdo razoavelmente pesada. Desse modo, para ndo precisarmos interromper o desen-
volvimento da construcio para constantemente introduzir novas notagdes, usaremos essa se¢ao
para definir alguns conjuntos de indexac¢do que nos auxiliardo na manipulacido de polindmios
homogéneos em cy. Nas secdes seguintes, focaremos exclusivamente na construcao dos polind-

mios nao analiticos.

37



Sejam m e n ndmeros naturais maiores do que 1. Considere os seguintes conjuntos de

indices:

AM(myn) ={i=(i1,...,0m) EN" 1 <idy,... 0, <n};
Fmn)={i=(i1,...,0,) e N":1 <4 <... <ip, <n}
A(m,n):={aeNj:|a|=a1+ -+ a, =m}.

Dados i, j € .# (m,n), definimos a seguinte relagdo de equivaléncia em .Z (m,n): i ~ j se
existe uma permutagio o € S, tal que i) = ji para todo 1 < k < m. Denotaremos por i e
|[i]| a classe de equivaléncia e a cardinalidade de i, respectivamente.

Note que para cada i € .# (m,n) existe um tnico j € _Z (m,n) tal que [i] = [j]. Por outro

lado, existe uma bijegdo entre ¢ (m,n) e A(m,n) em que cada j € _Z(m,n) é associado

ao multi-indice « € A(m,n) com o, = |{k : i = r}|. Reciprocamente, para cada o =
(v, ..., ) € A(m,n) associamos ao indice
j=01,2,1,2,02,2 ... n % n)e _Z(m,n). (3.1)

Segue de (3.1]) que se j e a estdo relacionados, entdo

. m! m)!
]l = P Y
ol al
Ainda, via esta identificaco, para cada z = (z1,...,2,) € C*ecada v = (ay,...,q,) € Ny,
pode-se escrever
Za:Z(l)él...Zgn :Z]. al Zl...zn O{n ZTL:Z’LlZZm _Zia
onde « estd sendo identificado com i = (i1, ..., ip).
Seja A:C" x --- x C" — C uma forma m-linear. Denote
ai = A4y, — A(eiu Ce ,Gim> (32)
paracadai € .#(m,n). Logo, para z1,...,2, € C", com z; = (z;(1),...,2;(n)) € C*e
j=1,...,m, tem-se (dos cursos de Algebra Linear)
A(Zl7"'7zm> = Z aizl(il)”'zm<im)-
ie#(m,n)
Considere P : C* — C um polindmio homogéneoe A : C" x --- x C* — C a forma

m-linear simétrica associada a P com coeficientes (a;)ic.#(mn), i.€., P(2) = Az™ para todo
z € C" e a;’s sdo dados como em (3.2). Visto que A é simétrica, segue que a; = a; para todo

i ~ j. Desse modo, podemos considerar apenas os coeficientes indexados em _# (m,n). Assim,

P(z)=A(z,...,2) = Z ai Ziy 2y, = Z Zaizil"'zim

ie# (m,n) je 7 (m,n) ic[j]
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= > illan= Y. ¢z

j€ 7 (m,n) j€_# (m,n)

onde ¢; = |[j]|a;. Logo, se & € A(m,n) e j € #(m,n) estdo relacionados, entdo

co = ¢ = |[jlla; = —qj. (3.3)

Finalmente, note que caso A ndo fosse simétrica, teriamos pela Proposicao [1.6|apenas

1
Ca= 0= =1 D Ujyiyeigimy (3.4)

’ O’GSm

Portanto, podemos sempre escrever PP da seguinte forma:

P(z) = Z Ca?®, (3.5)

a€Ny
laj=m
onde ¢,’s sdo escalares dados por (3.3)) se A for simétrica ou, mais geralmente, por (3.4) caso

contrario.

3.2 Polinomios 2-homogéneos nao analiticos

Seja P : ¢y — C um polindmio m-homogéneo. Pela Observagdo [2.31] existe uma tnica

familia de coeficientes (c,(P)), o tal que
0

P(z) = > ca(P)2", (3.6)
aeniV
laj=m
com convergéncia absoluta para cada z € cq (de fato, vimos que a familia (c,(P)2%) eng é
somdvel para cada z € cyg). Dito isso, € natural se perguntar: A representacao vale para
cada z € cy? Em outras palavras, P € analitico no sentido de poder ser representado por uma
série de mondmios?
Como primeiro resultado da sec@o, vejamos que a resposta para a pergunta supracitada é
positiva no caso em que m = 1. Mas antes, deixemos abaixo a defini¢ao precisa de polindmios
analiticos.

Definicao 3.1. Seja P : ¢g — C um polindmio m-homogéneo. Dizemos que P € analitico em
Z € ¢y se a sua representacdo por série de mondmios (3.6) convergir absolutamente, isto &,

> ea(P)2] < o (3.7)

aeNgN)
la]=m

Quando P € analitico para todo 2z € ¢y, diremos apenas que P € analitico.
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Proposicao 3.2. Todo funcional linear continuo ¢ : co — C é analitico.

Demonstragdo. Sabemos da Observagdo [2.31] que existe uma unica familia de coeficientes

(ca(go))aeNém tal que

o(z) = Z ca(p)z® paratodo z € cyp.

aEN(()N)

E, como ¢ é linear, devemos ter ¢, (¢) = 0 sempre que || # 1. Ou seja, a somatéria (3.7), ao

ser avaliada para , somara termos ndo nulos apenas quando o = ey para algum N € N. Ora,

mas se o = ey € N(()N) para algum NN, entdo de li e |b obtém-se

Cal(p) = cslen),

onde
on: (Clyee ) €ECY = (G, .., Cn,0,0,...) €C e B=ey € NY.

Mas por (3.2), devemos ter cs(¢n) = wn(en) = w(en). Portanto, para z = (2;)52, € co fixo,

temos
(o] o0
D leal@)z® =) lelen)z] < llzlloo - > leler)],
aENéN) k=1 k=1
la]=1
e a ultima série converge pois ¢ € (co)’ = ¢;. [

Concluimos da tultima proposi¢ao que quando m = 1 todo polindmio € analitico. Em con-

trapartida, quando m > 2 isso deixa de ser verdade como veremos adiante.

Observacio 3.3. Fixe N € N. Considere a matriz N x N simétrica dada por a,; = €>™~ para

1 <r,s < N. Afirmamos que essa matriz satisfaz as seguintes condi¢des:

N

Z Applgp = N5rs

- (3.8)
la,s| =1

onde J,.; representa o delta de kronecker. Com efeito, para a primeira condi¢ao, note que

N N N ( )
Upylgy = e27er€ 27er — e271'@ N t.
t=1 t=1 t=1

Agora, analisaremos os dois tinicos casos possiveis:

- Para r = s, teremos

l (r—s)
L (r—s)t
E AptQgt = E 627” N = E 1=N.

t=1 t=1 t=1
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- Para r # s, teremos r — s = k # 0, e portanto

N N ik i N+1 -k . s
2 : o (r=8)t omid Nt 2Ty _ 2Tk Ty e2miy _ o2mik 2mig
€ N - § :<€ N) = ok - ok = 0.
T mik
t=1 =1 1 —e"™n 1 — e2miy

Para a segunda condigdo,

T8

N| = ‘cos <27r%j> + isen <27r%>‘ =1

|a7~s| — |€27ri

Provaremos no préximo teorema a existéncia de polindmio 2-homogéneo que nao € analitico.
E importante notar que o teorema possui uma condico adicional (condigdo (i7)), a qual nos serd

de grande valia no dltimo capitulo dessa dissertacao.
Teorema 3.4. Existe P € P(%cy) satisfazendo as seguintes condigdes:

(¢) Para cada € > 0, existe z € ly,. tal que ) |co(P)2*| = oco. Em particular, P ndo é

analitico.
(1) Para cada z € Uy, tem-se ) |co(P)2%| < oc.

Demonstracdo. O primeiro passo técnico da demonstragdo € construir uma sequéncia Py :
CN — C de polindmios 2-homogéneos, os quais satisfardo propriedades suficientes de modo a
nos permitir definir o polindmio P ndo analitico “colando” todos os Py’s.

Construcdo dos Py’s: Considere a forma bilinear simétrica Ly : CV x CV — C definida

por
N
Ly(2,y) = trstpys, (3.9)
T,8
onde (a,),s = €*™~ é uma matriz N x N simétrica e v = (zy,...,2y) € CN ey =

(y1,...,yn) € CN. Afirmamos que

ILn|l = sup |[Ln(z,y)| < Nz,
z,ycDN

Com efeito, para quaisquer = (71,...,2x) € DV ey = (y1,...,yn) € DY, segue da
Desigualde de Cauchy-Schwarz que

N

1
N 2\ 2

Zarsxrys = Z Zarsxr Ys| < Z Zarsxr Z|?/8|2

r,s=1 s r s r

SIS
ST

2

1 1
< N2 E E Qs Ty = N2 § E QpysTry E QrysLig
S T1 T2

S T
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Segue dai e de (3.8) que

N 2
1 1 _ _
E ArsTrYs| < N2 § E Ay, sTry E ApysTry =Nz § E Uy sQrys Ty Ty
r,s=1 s 1 T2 s Tr1,r2
1 1
2 2
1 1 1
= N2 g Ty Ty E Ay sQrys = N2N2 E T, Ty
71,72 S r
2
1 3
=N § lz.*| <N-N2 =Nz,

Isto mostra que || Ly (z,y)|| < N2 para todo (z,y) € DV x DY, como querfamos.

Agora, considere Py : CV — C o polindmio 2-homogéneo associado a L. Pelo Teorema

[[.TT] segue que
1P| < [|Ln] < N, (3.10)

Usando (3.5) e (3.9), Py pode ser escrito da seguinte forma:

Z ca(Pn)z% = Py(2) = Ln(z,2) = Z a2z = Zaiizizi + Zaijzizj

aenly ij=1 i#]
|a|=2
2
= Z A3 2; + Z(aij + Clji)ZiZj. (311)
i i<j
Visto que |«| = 2, tem-se dois casos possiveis para «:
ea=(0,...,0,2,0,...0), que corresponde a0 somatério ) a,, 2,2}
ea=(0,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0), correspondente ao somatorio ) __(ars + as)2r2s.

Desse modo, segue dai e de @[) que
Ca(PN) = ay; ou co(Py) = ars + ag,. (3.12)
Mas como (a,s), s € simétrica e |a,s| = 1 para todos r, s, obtemos
1 < |eo(Py)| <2 paracada a. (3.13)

Construcao do polindmio 2-homogéneo nao analitico: Estabelecidos os polindomios Py’s, fo-

quemos na constru¢do do polindmio 2-homogéneo almejado. Como faremos isso? A ideia
principal € utilizar os polindmios Py’s, definidos acima, para obter o polindmio P € P(%c)
nas condicdes do teorema. Grosso modo, para esse objetivo iremos “decompor” o espago ¢
em blocos de tamanhos apropriados e, posteriormente, “copiaremos’ os polindmios Py’s sobre
esses blocos. Por fim, o polindmio P ndo analitico sera obtido “colando” todas essas copias dos
PN’S.

Passemos para a construcao:
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(1) Decompondo ¢, em blocos: Iremos decompor cada z = (z;); € ¢, em blocos de compri-

mento 2" da seguinte forma:

Z = (Zl, R0y B3y Rhy R5y RGy Ry v v vy R4y« » ) (314)
W-/ ~ N~ ~ N~ -
2(1) 2(2) 2(3)

Cada bloco deste pode ser representado como
Z(n) = Z Zj€;j S C2n,
J€Bn

onde B, = {2" —1,2" ... 2" — 2},
(2) Copiando os Py’s nos blocos: Para cada n, defina a projecao

T 1 co — €% por m,(2) = 2.

Considere o polindmio 2-homogéneo

1
Note que ||@Q,|| < ot De fato, por (3.6),

I _sn
S Ez 2 HP27L

L
1Qul = H# *Ppom, |7

(3.15)

(3) Colando as copias dos Py’s: Defina

P :cy — C dado por P(z) = Z Qn(2).
n=1

Note que P estd bem definido e € um polindmio 2-homogéneo continuo em ¢y. Com efeito,
segue de que a série Y @, converge absolutamente no espago P (*cg); mas, como este
espaco € Banach, a convergéncia absoluta deve implicar a convergéncia da sequéncia para um
elemento do espaco. Ou seja, P € P(%cy).

Mostrando que P satisfaz o desejado: Primeiro, note que pelo Teorema para cada z €

PE) =3 Qua) = Y 52 F Pou(ma(2))

=3 o Feu(Pr)(m(2)”

aeNgN)
=2
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= Z Z %2QCQ(P27L)

suppaC By

Logo, usando (3.13) e a unicidade dos coeficientes de uma série de mondmios, concluimos que

para cada z € ¢y, devemos ter

a _3n
2 lealP) \—Z 2 ea(Pr)2"
aeN{V )
al|=2
sup‘pclzCBn
o) 1 o .
:Z# T fea(Pn)2?
"~ o
suppaC By
- 1 —3n n) |«
=32 E Y feal P
n=1 aEN%n
|a|=2
1 — L, i
252 a2 <Z E "’|) (3.16)
n=1

No intuito de provar i), seja € > 0 arbitrario. Fixe § =

s Uma conta simples mostra
€

1
quel<d<led+e= 41—5. Visto que 2° > 1, podemos escolher um nimero 0 < b < 1

de modo que 2°0'~° > 1. Defina uma sequéncia w = (w;);2, tal que

w_ (0)
Wy = <§> para k=1,...,2". (3.17)

Note que w € {4, pois

4+€ % )% = b " n = n b
1 n

n=1 k=1

Por outro lado, apenas usando a definicdo de w, obtém-se

=1 1, DNICONT 1 [, (b))

n=1

=1 = 1
3n _3n_ 3n4nd . n
— o 2271—7(1 -0, 2:_ G ingnt 2 (1-9)

2
n
n=1
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inigg i%ztsléé)n_

n=1

Mas esta série ndo converge, pois 2°b'~° > 1. Segue dai e de (3.16) o desejado.
Finalmente, provemos (ii). Dado z € /4, segue de (3.13) e da Desigualdade de Holder que

D fealP)z? :2—2“ D fea( P2 < 22—2 >
aEN(()N) n=1 aeng” aend”

|ar|=2 |o¢\:2

oo 1 2m i 2 ] 1 2m i 2
_3n n 3 n n
—oy s (e (S ) ) —ex k()
n=1 k=1 n=1 k=1
=2 Z 213 < oo
Isto completa a demonstracao. |

3.3 Polinémios m-homogéneos nao analiticos para m > 3

Nesta secdo estendemos a construcdo realizada na Proposi¢do [3.4] para o caso m > 3. Mais
especificamente, para qualquer m > 3, construiremos um polindmio m-homogéneo que ndo é
analitico para algum ponto z € ¢j. Para isso, precisamos de trés lemas. Exibiremos o primeiro

deles sem uma demonstracgao.

Lema 3.5. Seja p um niimero primo e 1 # ( € C tal que (P = 1. Entdo {(,(%,--- , (P71} ¢

linearmente independente sobre 7.
Demonstragdo. Veja [8, Proposition 4.9]. |

O préximo lema servird para construir os polindmios que substituirdo os polindmios Py’s na
demonstracdo do caso 2-homogéneo da dltima secao. Ressalta-se que muitas das argumentacdes
usadas na demonstracdo desse lema estdo na prova concernente a existéncia do polindmio 2-
homogéneo ndo analitico, a qual foi elaborada na ultima se¢do. Devido a isso, e para evitar

muitas repeti¢des, seremos mais concisos durante a demonstracdo do lema seguinte.
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Lema 3.6. Sejam m > 2 um niimero natural e p > m um niimero primo. Entdo, para cada
n € N, podemos encontrar um polinémio m-homogéneo P, : (*. — C de modo que cada

polinémio goza das seguintes propriedades:
(i) || Py : 2" — C|| < (p™) ™ para todo n.
(i1) p(m,p) = sup{lca(P)| :n €N, a e N, |a| = m} < .
(i11) n(m, p) = inf{|ca(P,)| : n € N,a € NI | |a| = m} > 0.

Demonstragdo. Nesta demonstracio, procederemos do seguinte modo: Primeiro, veremos como
construir polindmios m-homogéneos satisfazendo a condicao (7). Para isso, definiremos formas
m-lineares via as suas representacdes matriciais e, posteriormente, escolheremos os polindmios
como sendo aqueles associados a essas formas m-lineares. Sabido como construir polindmios
que satisfazem a condicéo (i), selecionaremos matrizes com propriedades mais restritivas de
modo que as condi¢des (77) e (7i7) também sejam satisfeitas. Com esse propdsito, construi-
remos indutivamente uma sequéncia de matrizes M,,’s, de ordem p" x p" para cada n, cujos
coeficientes sdo constituidos de p-ésimas raizes da unidade (em particular, sdo finitos!). Passe-
mos a demonstracdo:

Construindo polindmios satisfazendo a condicéo (7): Fixe N € N. Defina uma matriz qua-

drada (a;;);;,%,7 =1,... N, tal que

N
Z airjr, = Nojj,

2 (3.18)
lai;| =1

Seja Ly : 0N x -+« x ¢ — C tal que

LN(Gil, Ce ,eim) = ailigai2i3 cee aimflim. (319)
Logo, para 21, . . . , 2, € [, tem-se
Ln(zt,02m) = D Gai Qi i 21 (1) - 2 (im)

i1yeim=1

= Y iy zi(in) - Zmin).

i1yeim=1

Mostremos agora que

m+1
|ILy|| < N2, onde ||Ly||= sup |L(z1,...,2n)]|
21,00y 2n EDN
Para isso, faremos primeiro o caso m = 3. Sejam x = (xy,...,2n),y = (Y1,...,Yn) €
2= (z1,...,2y) vetores em DV. Temos

N
|Ln(x,y,2)| = Z Qi AiRTYj 2| < Z Zaijajkxiyj | 2|
Y]

i,5,k=1 k
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N
N

2 2
2 1
d D agajriy; Y ) <Nz DD ayapriy;
k [N k k ]

<
1
2
1
= N2 DD annaiwrayn | | D tipairtiyj,
k i1J1 12,J2
1
2
1 _ _ _ 101 _ _
= Nz E iy Winjo Tiy Tiy Y5y Uy E Aj kG | = N2N2 E iy j @iy Tiy Tin Y5 ;
i1,io k i1,ig
J1,J2 J
2 2 2
_ 2
=N DD aga| |yl SN D anm | (D iz,
7 7 7 71 i
1
2 2
3 3+1
Z Z — — 3 Z 2 341 2
=N Ay j Qg Tiy Ty = Nz |ZEZ| < N2 = N~
11,02 J i
No caso geral, tomando zy, . . ., z,, € DV e repetindo o processo anterior, obtemos
m—+41
ILn|l < N3 (3.20)

Desse modo, se P, é o polindmio m-homogéneo dado por P, (z) = L,»z™, tem-se

m+1

oy M1
[Pl < Lyl < ()27,
e portanto a condigdo (i) € satisfeita para polindmios definidos por esse método.
Selecionando matrizes M,,’s convenientes: Para que os polindomios F,,’s definidos como acima

também satisfacam as outras condi¢des, devemos selecionar matrizes M, = (afn’;))r’s, r,s =

1,...,p" en € N, cujos seus coeficientes sejam mais restritivos. Fagamos isso via um processo
indutivo, construindo uma sequéncia de matrizes (M,,)> ; tal que cada M, serd uma matriz

quadrada p" x p". Paran = 1, defina

My = (mys)rs = (€2ﬂ7)7«73, r,s=1,...,p.
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Depois, para n = 2, defina

mi1 Ml mlle
My, = :
mp1 Ml mple
11111 miimip ... mipmii MmipMip
11121 miimep «o.... mipmaoy mipMap
= miimpy miiMypy «oonn. mipMp1 MypMpp
mp1Mmp1 Mp1Mpp o eev v MppMp1 MppMpp

Por fim, para n > 3, defina indutivamente

mlan,1 mlpMn,1
M, =

mlen,1 mppMn,1

Note que cada matriz M, € de ordem p" X p" e, escrevendo M,, = (a,(ﬂ’;))m:17.,.7p7l, segue que

(n) (n)

cada a,s é um produto de n elementos de M;. Desse modo, cada arys’ é da forma
.r181+ " +rnsn
ag:rsl) _ 627727p 7
o que implica
(™Y =1 e |a"| =1 para todo r,s.
Mostraremos por indugdo que para quaisquer 7, s, n vale
pTL
> alYal) = po,s. 3.21)
t=1

O caso n = 1 estd mostrado na dltima secdo (veja Observagdo [3.3). Para o caso n = 2, note
que a somatoria (3.21]) € a soma de produtos entre elementos da r-ésima e s-ésima linha de M,
as quais tém as seguintes formas (com 7/, " s’ e s” dependendo das linhas r e s escolhidas):

e r-ésima linha:

(mrq Mpr11y oo oy Mty Mgty Mt 2 M1y ooy Mt 2 Mgty ooy Mt p Mgt 5 oy Myt mT//Z,).
e s-ésima linha:

(msq Mgy e ooy Mgt Mgty Mgt Mgy o ooy Mgt Mgty o ooy Mgtp Mg, .« v o, Mgl msup).
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Com essa notacao, obtém-se

2 — [ -
E art th) = My 1My Mg1Mgry + =+ + M 1M1 p M g1 1 M1 + MyproMyprryMgrgMgry + -+

—|— mr’Zmr”pms’Qms”p + CRCIRS + mr/me”lms/pms”l + L + mr'pmr”pmslpms”p
= mr’lms’l(mr”lms”l + 4+ mr”pms”p) +o
—|— mr’pms’p(mr”lms”l + CRCIE —|— mr”pms”p)

= (mrqmsq —+ e+ mrlpmslp) (mr/qmsul + -+ mrupmsup)

p _ p
= Z CLSIE ai/lt) Z a(,,)ta(,,)t = pér’s’pdr”s” = pz(sr’s’(sr”s”

t=1 t=1

Continuando o processo indutivo, suponha que o resultado seja vélido paran — 1. A r-ésima e
s-ésima linhas de M,,_; tém a forma:

e r-ésima linha:

(n—1) (n—1) (n—1) (n-1) (n-1) (n—1)
(01 @y 5y Ty Gy M2 iy ooy M Gty e Mty Gy ey Mty G )

e s-ésima linha:

(m (n-1) (n-1) (n-1) (n-1) (n-1) (n—1)>
1 Gy ey Mgt Qg Mgt Qgrry ey M2 Qg ooy Mgty gy ey Mgt Qg

Deste modo, por hipétese de indugdo, obtemos

s

p

1 1 _
Z af“t CL Z a /ta/( ) Z a ”t Cl tl;t ) = p(sr/s/pn 1(Sqn//s//

t=1

Note que r = s se, e somente se, (',7") = (', s”). Donde, 0,5 = 0,15d,#¢, € portanto

p
Y =aaly) =po,
t=1

Isto mostra que (3.21]) vale para todo n € N. Visto que a matriz M, satisfaz (3.18]), sabemos da
primeira parte da demonstracdo que ao escolhermos L~ associado a matriz (aﬁz))r,s (definida
como em ([3.19)), segue que L, satisfaz (3.20). Logo, o polindmio m-homogéneo associado a

essa forma m-linear cumpre o item (i), pois

+1

1Pall < N Lpnll < "2

Mostrando as condi¢des (i7) e (ii7): Considere os polindmios m-homogéneos P,,’s definidos

acima via as matrizes M,,’s. Vejamos que eles também satisfazem as condicdes (i) e (it).
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No intuito de simplificar notacdo, para n € N fixo, denotaremos a'm simplesmente por a..

Seja o = (avy, ..., apn) € NI, com |a| = m, correspondente ao indice (veja (3.1))

(i1, i) = (1,00,1,2, 02,2 .. p", %20 p") € _Z (m,p").

Segue de (3.4) que os coeficientes de P, e L,» estdo associados através da seguinte igualdade:

1
Ca = 1 D Girryiny Byt syivton
G’GSm

Donde,

a!|ca(Pn)‘ = Z iy 1yigy " Fig(m_1)io(m)

O’ESm

< § |aia(1)ia(2) © Qi (1)l (m)
c€Sm

= lem!.

UGSm
Logo,
w(m,p) = sup{|ca(P,)| :n € N,a € Ng", la| =m}
< sup{a!|ca(P,)| :n € N;a € NI |a| = m} < m! < co.

Por fim, provaremos a validade de (4i7). Primeiramente, mostraremos que valem os seguintes

itens:
(a) alca(P,) # Oparatodon € Ne o € Ni com || = m ;
(b) [{a!|ca(Py)| :n € Nya e NE' o] = m}| < co.

Para o item (a), suponhamos por absurdo que exista o € NP" tal que

Oé!Ca(Pn) = Z aio<1)i0<2) cee aia(mil)io(m) =0. (322)

O'GSm

Lembre que o conjunto de todas as p-ésimas raizes da unidade é dado por {e*™*/? : | =
0,1,...,p — 1}. Defina ¢ := ¢*™*/?_ Nesse caso, é claro que qualquer p-ésima raiz da unidade
deve ser da forma ¢* paraalgum k = 0, ..., p—1. Ora, como o produto Wigrying """ Vigm—1yio(m)

€ uma p-ésima raiz da unidade, existe 0 < k < p — 1 tal que

k _
¢ = Qig1yio@) """ Lig(m=1)io(m)"
Deste modo,
p—1
k
alea(Py) =Y Mt (3.23)
k=0
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onde \; = \x(r) € o niimero de vezes que o termo ¢* aparece em (3.22) e

p—1
> e =S| =ml. (3.24)
k=0
Note que
Pl L 1 ()
¢F=D () = _(egm/p) 0,
k=0 k=0
€ portanto
p—1
IR
k=1

Segue dai e de (3.22)) e (3.23) que
p—1

p—1 p—1 p—1 p—1
0=> Ml =X+ > MCF ==X F+) MNP =D (M= )"
k=0 k=1 k=1 k=1

k=1

Pelo Lema[3.5] segue que \;, — Ao = 0 para cada k. Assim,

p—1 p—1
m! = Z/\k: = Z/\o = \oPs
k=0 k=0
o que implica — = )y € N. Mas isso é um absurdo pois, visto que p € um niimero primo
maior do que ou igual a m, p ndo pode dividir m e nem m — 1, m —2, ..., 1. Portanto, devemos

ter alco(P,) # O paratodon € Ne aw € Nb', o que prova (a).
Para a verificacdo de (b), note que segue de (3.24) que Ay < m! para cada k. Donde,

p—1 p—1 p—1
adea(Pa)l =DMk <D I <Y ml<p-ml,
k=0 k=0 k=0

o que implica
{a!|ca(P)] :n € N;a € NE | |a| = m}| < oco.

Assim, como se cumprem (a) e (b), obtemos

1 n
n(m,p) = inf {—'a!]ca(Pn)| neNaeN o= m}
a!

1 . n
> IR inf{a!|ca(Pn)| :n € Nya € N§ | |a| =m} >0,
e a demonstracio estd completa. |
Lema 3.7. Sejam n € N e zy,...,z, nimeros reais ndo negativos. Entdo as seguintes desi-

gualdades sdo validas:

Z 2it ez < (izj) < m! Z 21t zom, m e N, (3.25)

laj=m j=1 |laj=m
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Demonstragdo. Faremos a demonstracao por indugio sobre n. Devido a isso, devemos analisar
cada desigualdade separadamente. Antes disso, veja que para n = 1, ambas as desigualdades
em sdo trivialmente satisfeitas para todo m € N.

Suponha, por hipétese de indugdo, que a segunda desigualdade em (3.25) seja verdadeira
para todo natural menor ou igual a algum n € N. Mostraremos que a desigualdade continua
vdlida para n + 1. Com efeito, temos

n+1 m n m
E Zj = E Zj + Zn41
Jj=1 Jj=1
m n m—{
m
= § : i § :ZJ Zn+1
(=0 j=1
T m
< 5 <€)(m—€)! E 220t (por H. 1)
=0 |a|=m—2¢
m
a1 n V4
< m! § E 21 |
=0 |a|=m—¢
o aq An41
=m! E 21 “ntl o
|a)l=m

o0 que prova a validade da segunda desigualdade em (3.25)).

Suponha agora, por hipétese de indugdo, que a primeira desigualdade em (3.25) seja verda-
deira para todo natural menor ou igual a algum n € N. Portanto, usando os mesmos cédlculos
feitos acima, obtém-se

-/

n+1 m n m
m
Sy = ( ! ) Sa] o
j=1 j=1
(TZ> Z 2o g (por H.I)

|a|=m—~

m
2 aq a 0
Z Zl T Znn ’ Zn+1

0 que encerra a demonstragao. |

Estamos preparados para provar a existéncia de polindmios m-homogéneos nao analiticos
para m > 3. A existéncia desses polindmios segue da condi¢do (i) do préximo teorema. A
condigdo (i7), se fard dtil no dltimo capitulo da dissertacdo. Ademais, ressalta-se que a de-
monstracdo do préximo teorema possui muitas argumentacdes similares a demonstracdo do
caso 2-homogéneo. Devido a isso, e ainda objetivando evitar repeticdes excessivas, faremos
uma demonstracao mais concisa.
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Teorema 3.8. Para cada m > 2 fixo, existe P € P(™cy) tal que

(¢) Para cada € > 0, existe uma sequéncia z € { 2m_,_ com 5 |ca(P)z%| = co. Em particu-
m—1
o
lar, o polinémio P ndo é analitico.

(i) Para cada z € { 2m_, temos Z |ca(P)2%] < 0.
Demonstracdo. Sejam p > m e P, € P(™(~.) satisfazendo as condi¢des do Lema Seja
z = (2j); € ¢o. Iremos decompor a sequéncia z = (z;); em blocos de comprimentos p, p?, .. .

do seguinte modo:

z = (z%l),zél), .l’.,z](?l),z?), 252), P .,z;g),z§3),z§3), P .,z(fz), o) (3.26)

2(1) 2(2) 2(3)

Assim, o n-ésimo bloco pode ser escrito como
2z = E zj(-n)ej e £,
JEBn

onde

-1 " —1
B, = P ,...,p +pt—=1,,n>1.
p—1 p—1

Para cada n, considere a contragao

Tn : ¢g — (7, dada por m,(z) = 2™,

(oo

e defina o polindmio m-homogéneo

E claro que P € polindmio m-homogéneo continuo pois é composta de polindmio m-homogéneo
continuo com o operador linear continuo 7,,. Ademais, note que ||Q,|| < —; (conta andloga ao
n

caso 2-homogéneo da ultima secdo). Logo, podemos definir
P:cy— C por P(z) =Y Qu(2). (3.27)
n=1

Novamente, analogamente ao feito no caso 2-homogéneo da ultima secdo, concluimos que P
2 A s A . . [e'e)
¢ um polinémio m-homogéneo continuo em ¢, pois ) -, Q,(z) converge absolutamente em
P(mCO).

Dado € > 0, escolha 0 < § < 1 de modo que % +e= 2—m1%

5 Como p‘S > 1, pode-se
blocos do seguinte modo:

m—1
escolher 0 < b < 1 tal que p‘sb(l*‘s) > 1. Definamos w = (w(”))n em
b nm=Ll(1-5)
w}j) = (—) para k=1,...,p" (3.28)
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Temos que w € ¢ 2m_.. Com efeito,

n=1 k= n=1
Pelo Teorema [2.17] para cada z € ¢, obtemos
s > ]_ nm+1
P(z) =) Qu(z) =) —p "% Pu(mu(2))
n=1 n=1

—Z 3 nQp " ea(P) 2.

EN(N)
la|=

suppoacBn

Portanto, pelo item (4ii) do Lema[3.6](denotando = 7(m, p)) e pela unicidade dos coeficientes

de uma série de poténcias de mondmios, para cada z € c,

0P = 3 X [ P amey
aen{V eN(N)
lal=m la|=
suppaCBn
_ZnQp "N Jeal P ()0
a€N<N)
la|=m
>nz—p n > |y
aeni™

|a|=m

Aplicando o Lema/[3.7| na dltima desigualdade, obtemos

S Jea(P) ﬂ>n§j—p Y

aeniV aen(®
|af=m la|=m
oo 1 p" m
z%zﬁw@«me)
n=1 k=1

00 p" nz=t1-5)\ "
I R by
% (5 (0)



n2=L(1-86)m
m+1 b 2m nm
~ Z (p> p
_ iz_banfl(lf(s 7nm—+1+nm nm=1(1-4)
~ml n?
_ nm=l(1— 5) nm=1ls
- m' Z nQb

m—1
= % Z ﬁ(p‘sbl*é)T”, (3.29)
" n=1

Mas como p°b' =% > 1, segue que a tltima série acima ndo converge, o que prova (i).
Por fim, provemos a condigdo (i7). Seja z € ¢ 2w e denote p := p(m, p). Segue do Lema
m—1
3.6|(i1), da primeira desigualdade em (3.25)) e da Desigualdade de Holder que

D lea(P)z] < uzn2p Y

|a|=m aeNp
loe|=m -
L e ()
< MZ per Z’Zk |
n=1 k=1

oe] 1 2m
_pmtl 2m
< w3t (s (L)
n=1
1
< pY el < oo,
n=1

o0 que encerra a demonstracao. |

55



CAPITULO 4

ESPACOS VETORIAIS DE POLINOMIOS
NAO ANALITICOS

O estudo de lineabilidade e espagabilidade consiste na procura por estruturas lineares em con-
juntos que a principio ndo sdo lineares. Os termos linedvel e espacdvel foram introduzidos por
Aron, Gurariy e Seoane-Sepulveda no ano de 2005 (veja [3]). No entanto, bem antes disso,
embora ainda ndo formalizados, resultados concernentes a lineabilidade e a espacabilidade ja
vinham sendo investigados. Com efeito, um dos primeiros resultados nessa area foi provado
em [12] por Gurariy em 1966, no qual foi verificado que o conjunto das fun¢des continuas em
0, 1] e diferencidveis em nenhum ponto é linedvel. Mais recentemente, no ano de 1999, Fonf,
Gurariy e Kadets, mostraram em [11]] que esse conjunto também € espacdvel.

Nos ultimos anos, a busca por estruturas lineares em certos conjuntos tem sido bastante ex-
plorada, o que pode ser comprovado na referéncia [2]. Nela, encontram-se vérios resultados
a cerca da teoria de lineabilidade, os quais aparecem nas mais diversas dreas da Andlise Ma-
temdtica: Andlise Complexa, Anélise Harmonica, Teoria dos Espacos de Banach, Teoria de
Operadores, etc.

Neste capitulo, estamos interessados na lineabilidade/espagabilidade do conjunto dos polind-

mios homogéneos ndo analiticos em cy.

4.1 O conjunto dos polindomios nao analiticos é 2-lineavel

Seja m > 2 um ndmero natural. Nesta secdo, verificaremos que o conjunto dos polindmios
m-homogéneos continuos e ndo analiticos em cy € 2-linedvel, i.e., existe um espaco vetorial
2-dimensional que (a menos do polindmio nulo) € constituido por polindmios m-homogéneos

continuos e ndo analiticos. Posteriormente, na proxima secdo, estenderemos a construgdo deste
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espaco 2-dimensional no intuito de provar que é possivel construir um espaco vetorial de di-
mensao infinita constituido de polindmios m-homogéneos continuos e ndo analiticos.

Acreditamos, assim como € exposto na referéncia [[7], que estabelecer primeiro a prova para
2-lineédvel faz com que, mais adiante, a construcao do espaco de dimensao infinita se torne mais
clara. Por fim, ressaltamos que toda a construcio estd baseada no polindmio m-homogéneo
ndo analitico construido na Proposi¢io [3.8] Devido a isso, ao invés de repetir vérias contas e
argumentagdes, optamos apenas por indicar em que parte na demonstragdo da Proposigao [3.§]
elas se encontram.

Definicao 4.1. Sejam £ um espaco vetorial normado, A C E e g um nimero cardinal. Dizemos
que o conjunto A é:

(1) p-linedvel se AU {0} contém um espago vetorial de dimensao .
(17) p-espagdvel se AU {0} contém um espaco vetorial fechado de dimensao p.

Quando AU {0} contiver um espago vetorial (fechado) de dimenséo infinita, diremos apenas
que A € linedvel (espagdvel).
Denotaremos por .4, o conjunto dos polindmios m-homogéneos continuos ndo analiticos

cm ¢Cop.
Proposicio 4.2. O conjunto N, é 2-linedvel em P(™cy).

Demonstragdo. Seja p > m um primo fixado. Primeiramente, iremos decompor cada z € ¢y

em blocos, de modo que dois blocos consecutivos tenham comprimento p, p?, p°, . . . ; ou seja,
_ (-, (ORNE (1 (2 p2 2 @ p 2)
z= (\2171, 2, “p 20 2, Z2p0 10 B2 e ety P 2y )
20 2 2 o)

Cada z € ¢ pode ser escrito como z = 2; + 2, onde cada z; € definido em blocos € 0 n-€simo

bloco de z; e 25 sdo dados, respectivamente, por

p"—1 -1
2 = Z % ko, rk € 2 = Z Ze,+k€e, 1k para cada m € N,

k=0 k=0

em que
2p(pnt —1
bn:m?—l)jtl e ¢, =b,+p" para cada n € N.
p —

Note que z; é constituido dos primeiros blocos de comprimentos p, p2, p?, . . .. De fato, temos

osupp(z%l)) ={b;,bi+1,....00+p—1} ={1,2,...,p}h

o supp(2\7) = {bo,ba+1,... b+ p2 =1} = {20+ 1,2p+2,...,2p + p*};

o supp(2Y) = {bs, bs+1,. .. bs+pP—1} = {202+ 2p+1,2p2+2p+2, ..., 2>+ 2p+p°};
e assim por diante. De modo andlogo tem-se que 2 € formado dos segundos blocos de compri-

mentos p, p%, p?, . . .. De fato, temos
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o supp(zs 1)) = {bi+p.bi+p+1,...,b +2p— 1} = p+ supp(z));

. suz)p(22 ) = {ba +p* b+ 1+’ ,---,ba +p? — 1+ p?} = p? + supp(2);
o supp(2y”) = {bs + PP by + 1+ 9%, by + 07 — 1+ 9P} = P + supp(2}”);
e assim por diante.
Sob as mesmas condi¢des do polindmio definido em (3.27), considere os polindmios m-
homogéneos definidos por
e S T
Qi) = 3 REY) e Qule) = 0 o R,
n=1 n=1
onde cada P, satisfaz as condigdes do Lema[3.6] Como em (3.13)), concluimos que @1, Q2 €
P(™cp). Além disso, temos que

o
1 w2

max{|[|Q:], |Q2[|} < 2 26

Agora, iremos mostrar que ()1 € (2 ndo sdo analiticos. Para isso, devemos exibir um ponto para
cada polindmio no qual a série que os define ndo converge. Considere w = w; + w,, onde w; €

wy sdo definidos em blocos do seguinte modo:

wy = (Y, 2,200,000, 00 200,000,
Z<1) z<2>
=(0,.7.,0, z(l) P ,zl(jl),() ..?’2...,O,Zf),..PQ...,ZS),...).
%,—/ —_————
2(1) 2(2)

Ademais, cada z,i R ¢ definido como em l-l Ou seja,

n 2_1 (1-9)

oo pt—1 m=1(1_g) 0o pt—1 m=
-3y L) amewn-2 % (3

n=1 k=0

(Lembre que b > 0 e 6 > 0 foram escolhidos dependendo de um ¢ > 0.) Seja B, =
{bn, ..., by +p" — 1}. Pelo Teorema|2.17] para cada z € ¢y, tem-se

o0

-S> L )

—Z > (R

\ INéM

suppaC By,

Logo, pela unicidade dos coeficientes, segue em particular que

ca(Q1) # 0 se e somente se supp(«) C B,, para algum n. 4.1)
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Deste modo, repetindo as argumentacdes de (3.29)), obtemos

D lea@)u =" Y (@] = . (4.2)

aeniV aen@®
|a)|=m [a]=m
suppaC By,
Agora, considerando C,, = {c,,...,c, + p" — 1}, concluimos por igual razdo que
ca(Q2) # 0 se e somente se supp(«) C C), para algum n. (4.3)

Z |Ca(@2)w®| = Z Z |Ca(@2)w®| = oo. (4.4)

aen{ aerV
‘Oé|:m |a|=m
suppaCCh,

Note que B; N C; = (@ paratodo i,je N = J -, (B, UC,). De fato, visto que cada b,,, ¢,, € N,
temos claramente que Uzozl(Bn U C,) C N. Por outro lado, como ¢, = b, + p", podemos

reescrever o conjunto C;, do seguinte modo:
Co={b,+p" b, +p"+1,...,b, +2p" — 1}.

Logo, os conjuntos B,, e (), sdo consecutivos. Mas como para cada k£ € N dado, existe n € N

tal que £ < p", devemos ter

n

ke O(BZ- ucC;).

i=1
Como F foi escolhido de maneira arbitrdria, temos N C |J | (B, U C,,), como queriamos.
Ainda, como os conjuntos B,, e (), sdo consecutivos, os polindmios (); e (), tem suportes

mutuamente disjuntos, i. e.

{neN:Q(e,) #0}N{n e N: Qs(e,) # 0} =0.

Isto implica que para cada z € ¢, vale

(Q1+ Q2)(2) = Qu(2) + Qa2(2)
=D @)+ ) cal@s)z"

= (cal@1) + cal@2)) 2.

Logo, pela unicidade dos coeficientes, devemos ter

ca(Q1 + Q2) = ca(Q1) + ca(Q2)

para todo a € N Portanto, dados Ay, A, € C, segue que para cada z € cy:

Z ca(MQ1 + XaQ2) 2| = Z [A1ca(@Q1) + Aaca(@2)]]2%]

aen(® aen(™
jal=m jal=m
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= Z Z |)\10a(Q1> + )\QCQ(QZ)Hzal

aENg\U
|a|=m
suppaC B, UCH,
S )
=3 > llea(@)21 >0 > Palleal@2)2°],
n=1 (V) n=1 (N)
N Tl
suppaC By, suppaCCh,

4.5)

onde a dltima igualdade provém de (4.1) e (4.3). Dai, juntamente com (4.2)) e (4.4), concluimos
que se A\; e Ao ndo forem ambos nulos, entdo ;)7 + A\2()2 ndo € analitico em w. Assim, 0

conjunto
X = {)\1@1 —+ )\2@2 : )\,L € C}

¢ um espaco vetorial em .4;, U {0}.

Vejamos que dim X = 2. Sejam A\, Ay € C tais que
M@+ A2Q2 = 0. (4.6)
Dai, e pela unicidade dos coeficientes de uma série de mondmios, segue que

Ca(M Q1+ XQ2) =0 4.7)

para cada o € N(()N). Logo, segue de (4.5) que \; = Xy = 0, pois do contrdrio teriamos
0 = 00, 0 que é claramente uma contradi¢do. Isto prova que o conjunto {Q1, Q)2 } € linearmente
independente. u

4.2 Lineabilidade dos polindmios nao analiticos

A luz das argumentacdes utilizadas na demonstragio da Proposigio construiremos uma
sequéncia de polindmios m-homogéneos continuos e nio analiticos, de modo que qualquer
polindmio ndo nulo gerado por uma combinagdo linear desses polindmios também serd nao
analitico. Em outras palavras, provaremos que .4, é lineavel (mais especificamente, é N-

lineavel).
Teorema 4.3. O conjunto N, é linedvel em P(™cy).

Demonstrag¢do. Primeiro, construiremos uma sequéncia (Qy)xen de polindmios ndo analiticos
N (o~

em ¢y e mostraremos que, dados Ay, ..., Ay € C, com Ay # 0, teremos que Z¢:1 A Q; € ndo

analitico. Posteriormente, provaremos que o conjunto constituido desses polindmios € linear-

mente independente.
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Novamente, comece decompondo ¢y em blocos, agora com o primeiro de comprimento p,
depois de comprimento p e p? e os seguintes p, p*, p® e assim sucessivamente. Desse modo,

para cada z € Co, teremos

z = (z%l), zél), zf), zél), z§2), zf’), zil), z§2), zég), z£4), ...... ) .

Importante expressar que nessa demonstragdo a notagao z,(cn) refere-se a blocos, diferentemente
do Teorema [3.8 no qual utilizamos essa notagéo para representar os termos de certos blocos
2(")’s. Ainda, note que na notagio escolhida para a decomposicio acima, o subindice k de z,(gn)
conta-nos que estamos exatamente no k-ésimo bloco de tamanho p™ que aparece na decompo-

sicdo. Ora, cada bloco desse tipo pode ser escrito como

—1

20— E z e

k s;")-‘ri S](Cn)—i-i’
1=0

onde s,(c") define o indice do primeiro elemento do bloco z,(cn), 0s quais sao tais que

k=1 i
551):1, 3,(:): ZZV +1

i=1 j=1

S;E}_ti) = s,(cl) +Zp’ para 1 =1,... k— 1.
j=1
Para cada £ € N definamos o polindmio

- 1 _nLH n
Qu(z) =) P Po(5"),

n=1

onde cada P, satisfaz as condi¢oes do Lema Logo, como na Proposi¢do temos que
Qr € P("eo) e || Qx| < %2 para cada k € N.
Agora, para quaisquer k,n € N, defina o conjunto

Mén) = {s/,(c")7 sén) +1,... ,sg‘) +p" —1}.

Note que os conjuntos M,i")’s sdo dois a dois disjuntos para todos k,n € N. Com efeito,

lembre que como definido acima, s,in) € o indice do primeiro elemento do bloco z,(cn), sendo que

)

este bloco tem comprimento exatamente p”. Em outras palavras, cada M ,§” € constituido dos

indices referentes a cada bloco z,i") e, por conseguinte, como decompomos ¢, em blocos dois

a dois disjuntos, os conjuntos M ,E”)’s devem ser dois a dois disjuntos. Desse modo, para cada

)¢ suporte para o bloco z,g"), podemos denotar

z:ii Z 2 €j.

n=1 k=1 jeM}in)

z = (2;)52,, visto que M

61



Com a notagdo acima, para cada ¢ € N fixo, defina w, = (wy;)32, tal que

-1
n5—=(1-9)

ZEDIDITTIES 3 ol O Rt s

n=1 jEMén) n=1 EM(n>

onde b > 0 e ¢ > 0 sdo escolhidos como no Teorema 3.8 para algum ¢ > 0 dado.

Paremos um pouco para entender como € a sequéncia wy = (wy;)52,,

para cada ¢ € N.
Primeiro, lembre que pela decomposicdo de ¢y definida no inicio da demonstracao, podemos

escrever
~ ~ 1 2 3
Wy = (@), (@03, (@), (@0)5”, (@), (@0),..).

Desse modo, para sabermos precisamente como é a sequéncia wy, € suficiente conhecermos

)(n)’

quais sdo os valores nos blocos (wy), ’’s. Mas o que nos diz ? Diz que os termos da

A~ ~ U 1-6
sequéncia w, correspondentes ao bloco (U)g)gn) assumem todos valores iguais a (b/p)" H(1-9)
e, por outro lado, os termos restantes sdo todos iguais a zero.

Agora, exibiremos um vetor w em ¢y no qual as séries de monomios de cada ()}, diverge abso-

lutamente. Diferentemente do realizado na Proposi¢do n 4.2| ndo podemos tomar w = Y ,°, Wy,

pois nesse caso w teria infinitos termos iguais 2 (b/p)" S (179) para qualquer n € N dado, o
que implicaria w ¢ cy. Para que isso ndo ocorra, fagamos
BN
2
Pelo Teorema[2.17] para cada 2z € ¢,
> 1 _pmtl n
Qu(z) =D —p™F Puls)
n=1
1 _pmtl a
S X e )
GN(N>
lal=
suppaCM]in)
Segue da unicidade dos coeficientes que
+(Qr) # 0 se e somente se supp(a) C M," () para algum n (4.10)
k

e, paracada k € N,

S leal@i) a|—Z S lealQua]

aeniM aer
‘(x| |a|=m
suppaCM(n)
m+1 —~
«
= § E |Ca(Pn)w?|
n=1 aENSN)
|a|=m
suppaQM,in)
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n - 1 m+1 n) o
> k—Zn— > @]
n=1 aGNg
la|=m
77 > 1 §11— (5 'm 1
> i 2 @

onde a primeira igualdade ¢ devida a (4.10), a segunda igualdade é devida a unicidade dos
coeficientes através de (.9), n = inf,, [ca(P,)] > 0 e a dltima desigualdade ¢ devida ao
Lema[3.7] Note que a série diverge pois p°b'~° > 1. Portanto, a sequéncia (Q)3>, é
constituida por polindmios m-homogéneos continuos e ndo analiticos em w.

Agora, mostraremos que combinagdes lineares ndo nulas dos polindmios (J;’s ainda ndo sao
polindmios analiticos. Para isso, sejam A, ..., Ay € C, Ay # 0. Note que como os polindmios
Q1,...,Qn tem suportes mutuamente disjuntos (pois cada Q) é suportado em | J 7, M,g") e
M ,E,")’s sdo dois a dois disjuntos), para cada z € cg tem-se

(Z@) =Qi(x) +-- +Qn(2)
= @)+ + > cal@n)z

= Z Z ca(Qr)z

a k=1

Deste modo, pela unicidade dos coeficientes, segue que

. (z @k) S (@),

para todo o € N(()N). Donde,

N N
Z Ca (ZM@k)w = Z Z)\kca(Qk) w?|
aENéN) k=1 aEN(> k=1
lor|=m \Ofl
—ZP\MZ Z |ca(Q)] [0
EN(N)
|a|= m
suppaCM,i”)
> |>\N\Z > leal@n)] |5
aen®
\al
SUPp(a)QMJ(V”)
. 4.12)



onde a segunda igualdade provém de (4.10) e a tltima igualdade é devida ao fato de () y ndo ser
analitico em w.

Finalmente, vejamos que o conjunto {Q); : k € N} é linearmente independente. Para isso,

basta provar que o conjunto {Q1,...,Qy} é linearmente independente para todo N € N. Fa-
camos isso: Sejam Ay, ..., Ay € C e suponha
Q=M@+ -+ QN = 0. (4.13)

Primeiro, note que A\ = 0, pois do contrdrio, obteriamos por (4.12) que 0 = oo, 0 que seria
uma contradi¢do. Logo, chegamos em

MQ1+ -+ Avo1@n-1 = 0.

Analogamente ao que fizemos acima quando supormos () = 0, podemos concluir que devemos
ter A\y_; = 0. E aplicando o mesmo argumento mais /N —2 vezes, obtém-se \; = --- = Ay = 0.

Portanto {Q1, ..., Qn} € linearmente independente. [

4.3 O conjunto .4, U {0} contém uma cépia isomorfa de ¢,

Definicao 4.4. Sejam E e F' espacos normados. Dizemos que o espaco E contém uma copia

isomorfa do espago F' se existe um subespaco de L isomorfo a F'.
Teorema 4.5. Para cada m > 2, o conjunto N,, U {0} contém um cdpia isomorfa de 1. Em

particular, N, é espagcdvel em P(™c).

Demonstragdo. Considere

X = {Z AQr + (Ak)pey € 61}
k=1

onde ()2, é a sequéncia definida na Proposi¢io[4.3] Primeiramente, vejamos que o conjunto
2

X é um subconjunto de P(™cy). Para isso, seja (Ax)52, € ¢;1. Segue dai e de || Q|| < U que

6
D Qe < FZ [ Ak| < oo
k=1 k=1

Isto mostra que a série > ., \,Q), converge absolutamente em P(™cy). Mas como P (™cy)
¢ um espaco de Banach, e toda série absolutamente convergente num espaco de Banach deve
convergir no espago, concluimos que a série » - ; \;Q), define um polindmio m-homogéneo
em ¢.

Afirmamos que todo polindmio ndo nulo em X € ndo analitico. Para provar isso, seja
(Me)52, € 41\ {0}. Suponha Ay, # 0 para algum ko € N. Segue do Teorema que,

para cada z € cq,

Yo MQi(2) =D caMQi)2"
s h=1

[0}
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= Z Z )\kca(Qk)Z

a k=1

e as séries de mondmios que representam os (J;’s convergem absolutamente para pontos em

coo- Logo, pela unicidade dos coeficientes, obtemos

Ca (Z Aka) = M calQ)
k=1 k=1

para todo o € N[()N). Segue dai e de ii que

> a (Z>%Qk> @ =D Akeal@Q)| [

aeN<N) OtEN(()N> k=1

laj=m \alz
—ZMHZ > leal@Qu)l @7
aeniV
|a|=m
suppaQM<”)
ZIMOIZ Do lcal@u)l (4.14)
aeN(N>
la|=
SUPp(a)QMJ(J”
:OO,

onde a dltima série ¢ infinita pois, como visto na Proposi¢ao[4.3] o polinémio ), ndo € analitico
em w. Isto prova que qualquer elemento ndo nulo de X é um polindmio m-homogéneo continuo
e ndo analitico.

Por fim, para mostrar que .4, U {0} tem uma cdpia isomorfa de ¢, é suficiente provar que

a aplicacdo definida por
Tty — X C My U{0} 5 T(()2) ZAka

¢ linear, continua e tem inversa continua. Como ja temos 7" sobrejetora por defini¢do, precisa-

mos apenas provar que 7’ € linear e que existem C7, Cy > 0 tais que
Cillzl|s < ||T(x)]| < Cqljz||; paratodo x € ¢;.

Vejamos que 7" ¢ linear. Sejam a € C e (\;)72,, (ax)72,; € ¢;. Dai,

T(a (A2 + ()iZy) = T((ade + a)i2y) = D (ade+ )@
k=1

= 7111320 Z(a A + ) Qr

k=1
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= lim Za)\ka + hm Zaka

n—oo

=a Z)\ka + Z%Qk
k=1 k=1

= aT((Ak)iZr) + T((ew)iZy)-

Agora vejamos que ||T'(z)|| < Cql|z||, para todo z € ¢; e Cy = 72/6. De fato, para
(Ak)2, € (y, tem-se

2

IT((Ae)ez) |l = < lim SUPZH/\kaH < lim SUP—ZW\ |(>\k)k il

1

Finalmente, mostraremos que C' ||z||, < ||T(z)|| paratodo z € {; e C; = 27" p "=z n.
(Lembrando que n = inf, , |c,(P,)| > 0.) Denote M,i”) como na Proposi¢ao E Sabemos
que os conjuntos M, (")’s sdo dois a dois disjuntos e cada @, é suportado sobre | J)~ | M. Para
(M), €0, N ENez=(2,...,2x) € DV, tem-se

IT ()R] = (| DM Qul| = sup |3 e Qulz1,- ~7ZN>0:~--)‘
k=1 2€DY |y
> sup >\k Qk(zla' 7ZN707 )'
z€2-1DN 1
= sup )‘k Qk’ 21, y 2 a()?
z€2-1DN ; ( ! N )‘

supp(2)CUZS, ¢ Mén)

o
:Z]Ak| sup 1Qr(z1, ..., 28, 0,.. )]
b1 2€2-1DN
supp(z)CUOO ]\/I<n)

Z /\k| sup ‘Qk(zla"wZN?Oa"‘”

z€2-1DN

Mg i

Akl 27" ca(Q4)]

k=1

para todo o € NJ com |a| = m, onde a dltima desigualdade é devida a (2.27). Visto que

N € N foi escolhido arbitrério, isto implica
TN = D Ak 27" ea( Q)] (4.15)
k=1
para todo a € N(()N) com |a| = m. Por outro lado, para cada k € N e cada z € B,,, temos

Z Z U (P2

aENO
lal=

supp(a)CM,im
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e portanto segue pela unicidade dos coeficientes que

1,L+1

Ca(Qk) - ﬁp "2 Ca(Pn) (416)

para todo « € NgN) com |a| = m e supp(a) C M,E”). Escolha o € N(()N) tal que || = me

supp(cg) C M, ,51). Com este o escolhido, obtemos de 1| e 1| que

m—+1

TN 2 D I 27 ™ ag Qi) = D 1Al 27772 [eag (P1))
k=1 k=1

m—+1 >
> 27 > l,
k=1

e a prova estd completa. |

67



CAPITULO 5

UMA APLICACAO AS SERIES DE
DIRICHLET

Neste capitulo estamos interessados num dos resultados mais famosos das séries de Dirichlet,
conhecido como o Problema de convergéncia absoluta de Bohr. Este problema consiste na
determina¢ao de uma série de Dirichlet cuja largura da faixa em que a série converge uniforme-
mente mas nao absolutamente € maxima. Para o estudo desse problema, enunciamos primeiro
alguns exemplos e resultados que nos ajudardo a entender e caracterizar o problema. Veremos
ainda como as séries de Dirichlet estdo relacionadas com as fungdes holomorfas. Os polino-
mios homogéneos ndo analiticos da Proposigdo [3.§] terdo grande importancia na prova desse
problema, visto que através deles conseguiremos construir a série de Dirichlet com as proprie-

dades desejadas.

5.1 Séries de Dirichlet e as abscissas de convergéncias

Nesta secdo apresentamos os principais resultados sobre as séries de Dirichlet que serdo tteis no
decorrer do capitulo. Em particular, definimos as abscissas de convergéncias pontual, uniforme
e absoluta de uma série de Dirichlet e, também, comparamos essas trés abscissas de convergén-
cias. Além disso, veremos que os dominios de convergéncia de uma série de Dirichlet consiste

de semiplanos.

Definicao 5.1. Uma série de Dirichlet € uma série da forma

D(s) = Z a,n”?,

n=1

onde (a,)2 ; é uma sequéncia de escalares complexos e s é uma varidvel complexa.
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Denotaremos por ® o conjunto de todas as séries de Dirichlet. Note que por enquanto as
séries de Dirichlet em ® sdo séries formais, ou seja, ainda ndo estamos preocupados com o seu
dominio de convergéncia. De fato, neste momento uma série de Dirichlet em ® poderia até
mesmo ndo convergir em nenhum ponto. Por exemplo, a série Y - nln~° ndo converge em

nenhum ponto s € C, pois para cada s € C tem-se

—Re(s) n—ilm —Re(s) 6—i1m(s)~ln(n)|

lim [n!n™% = lim |n!n ®)| = lim |n!n
n— 00 n—00 n—o0

T —Re(s)) _
= nh_}rgo (n! n ) = 0.

Claramente ®© € um espaco vetorial sobre C com as operagdes de soma e multiplicacdo por

escalar de séries. Além disso, podemos definir a multiplicacdo de Dirichlet

Zann_s ann_s = Z Z abm | 077,

n \km=n
onde “hkm = n” significa que no somatério considera-se todos os k e m tais que km = n.
Munido com a multiplicagdo de Dirichlet, o espago vetorial ® torna-se uma dlgebra sobre C.
Dado um nimero complexo s € C, sempre denotaremos s := o + ¢t. Ademais, para cada
o € R, denotamos
[Re > o] :={s € C: Re(s) > o}.

Definicdo 5.2. Seja D(s) = > a,n~° uma série de Dirichlet, definimos por

o.(D) =inf{oc € R : D converge em [Re > o]} € [—00, 00],
ou(D) = inf{o € R : D converge uniformemente em [Re > o]} € [—00, 00| e

0.(D) = inf{oc € R : D converge absolutamente em [Re > o]} € [—0o0, o0]

as abscissas de convergéncia (pontual), convergéncia uniforme e convergéncia absoluta de D,
respectivamente. Ademais, quando a série ndo converge em nenhum ponto, teremos o.(D) =
0u(D) = 0,(D) = inf ) := oc.

Importante ressaltar que a série Y~ a,n~*° convergir uniformemente em [Re > o], é equi-
< A . ~ N _ . .
valente 2 sequéncia de fungdes (>, a,n~*)"_, convergir uniformemente em [Re > o]. Por
outro lado, dizer que a série ) -, a,n~* converge absolutamente num ponto s, coincide em
£ 00 _s
afirmar que a série » >, |a,|n~° converge em s.

Temos a seguinte relacao entre as abscissas

—00 < 0.(D) <0o,(D) <0,D) <ooparacadaD € D. (5.1)

Claramente o.(D) < 0,(D) para cada série de Dirichlet D € ©. Vejamos que 0,(D) < 0,(D)
para cada D € ©. Considere uma série de Dirichlet D = > a,n"* e > 0. Caso g,(D) = oo,
segue que 0, (D) < 0,(D), como queriamos. Suponha que o,(D) < oo. Neste dltimo caso,

temos
Qn

. ’anl
noa(D)+e+it

o noa(D)+e
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o0 lan|

e,como y_°  — T € convergente, segue do Teste de Weierstrass que > — Dl Con-
verge uniformemente em [Re > o0,(D) + ¢|. Portanto, o, (D) < 0,(D) + ¢ para todo ¢ > 0.
Fazendo ¢ — oo, obtemos o desejado.

Um dos exemplos mais famosos de série de Dirichlet € a fun¢do Zeta de Riemann, a qual é
obtida considerando a,, = 1 para cada n. Veremos no exemplo a seguir que no caso da fun¢do

Zeta de Riemann as trés abscissas de convergéncia coincidem.

= 1
Exemplo 5.3 (Zeta de Riemann). Considere a série de Dirichlet ((s) = E —. Afirmamos
nS
n=1

que
0e(¢) = 0u(C) = 0a(C) = 1.

Com efeito, segue de

1 1
Eg ::nRes
que a série
|1 — 1
EE: E; :::jz:7lRes
n=1 n=1
(e e}
converge sempre que Re s > 1. Logo, a série Z v converge absolutamente se Re s > 1.
n=1

o

No caso em que s = 1, a série Z — ¢ divergente, por se tratar da série harmonica. Assim,
n
n=1
0.(¢) = 0.(¢) = 1, e obtemos ainda de (5.1) que 0, (¢) = 1.

Recordemos um pouco sobre convergéncia de séries de poténcias de uma varidvel complexa.
Neste caso, sabemos dos cursos introdutdrios de andlise complexa que os dominios de con-
vergéncia naturais sdo discos. Com efeito, sabe-se que para uma série infinita de poténcias
Yo lan(z —a)", a € C, convergindo em algum ponto diferente de a, podemos encontrar
R € [0, 0] tal que a série de poténcias convergird absolutamente dentro de qualquer disco fe-
chado com raio estritamente menor do que R e, por outro lado, divergird em qualquer ponto fora
do disco fechado de raio R. Esse raio R € chamado o raio de convergéncia da série de poténcia.
Ademais, lembre dos cursos introdutdrios de anélise complexa que o raio de convergéncia de
uma série de poténcias coincide com os raios de convergéncia absoluta e uniforme.

A luz do Exemplo e do que sabemos de convergéncia de séries de poténcias de uma
varidvel complexa, surgem duas perguntas naturais:

(I) Existem séries de Dirichlet cujas abscissas de convergéncia ndo coincidam? A resposta
¢ sim, existem (veja Exemplo [5.7). Esse fato constitui uma diferenca fundamental entre série
de poténcias de uma varidvel complexa e séries de Dirichlet.

(1I) Os semiplanos constituem os dominios de convergéncia naturais para as séries de Di-
richlet? Ou seja, as abcissas de convergéncia definidas na Definigdo [5.2] sdo tais que a série

converge (absolutamente ou uniformemente) para todo ponto cuja parte real seja estritamente
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maior do que a abscissa de convergéncia? E diverge quando for estritamente menor? As respos-
tas sdo ambas positivas, esses sdo os dominios naturais de convergéncia para séries de Dirichlet.
Esse fato constitui uma similaridade fundamental com relacdo as séries de poténcias de uma va-
ridvel complexa.

Através do Teorema primeiro responderemos a pergunta (/). Mas antes, precisamos

de dois lemas.

Lema 5.4 (Soma de Abel). Se ay,...,an,b1,...,by € Ce A, = >} _apparal <n <N,

entdo

N N-1
> anby = Ay + Y Au(by — buy).
n=1 n=1

Demonstragcdo. Com efeito, como a, = A, — A,_1 para2 < n < N, temos

N N N-1 N
Z anb, = A1by + Z(AN — An_1)b, = Anby + Z Anb, — Z An_1by,
n=1 n=2 n=1 n=2

N-1 N—-1 N-1
= Anby + Y Aubn = D Aubusr = Axby + Y Au(by = o)
n=1 n=1 n=1

Lema 5.5. Seja D(s) = .°°

ne1 G0~ ° uma série de Dirichlet que converge em sy € C. Entdo

D(s) converge uniformemente no conjunto angular
{s € C: Re(s) > Re(so), |arg(s — so)| < a < g}

Demonstragdo. Suponhamos que sy = 0. Entdo, dado ¢ > 0, existe Ny € N tal que para
No<N<M

< gcos .

M
>
n=N

Considere o conjunto
S ={s e C:Re(s) > 0,larg(s)| < a},

e sejao +it = s € S. Pelo Lema[5.4 podemos escrever

o] | (Z) e 5 (&) G-i)

n=N

M-1

< 1 N Z 1 1
£COS v —— gcosq|— — ——|.
- Me n®  (n+1)*
n=N
Como
1 1 n+1 n+1
— — = —s/ x5 x| < s |z~ |dw
ns (n+1)° n n




A A

M-1
ls| { 1 1 1 B ls| 1
seesaap 2w i) ) ST

n=

segue que
M

1
2 s

n=N

Como ﬁ = cos(arg(s)) > cos a, para todo s € S temos que
s

< 1 L cos(arg(s)——— L <
gcosa—— < £cos §)—F———=— <e¢
- o N° — 8 cos(arg(s)) n®

M
1
2 s
n=N

Agora suponha que sy # 0 e considere u = s — 5. Entdo a série de Dirichlet

o

IEEDI TN

converge em u = 0 e pelo que acabamos de mostrar, converge uniformemente em {u € C :

Re(u) > 0, larg(u)| < a}. Como u = s — sy temos que Re(u) > 0 implica que Re(s) > Re(sp)
e |arg(u)| < a implica |arg(s — s¢)| < «. Portanto, a série > a,n~* converge uniformemente
em {s € C: Re(s) > Re(sg), |arg(s — so)| < a}. |

Teorema 5.6. Seja D(s) = > a,n~* uma série de Dirichlet (que ndo diverge em todo o ponto).

Entdo D(s) converge no semiplano [Re > o.(D)] e diverge em [Re < o.(D)|. Além disso,
f :[Re > o.(D)] — C dado por f(s Zan o

¢ holomorfa.

Demonstragdo. Ja sabemos do Lema[5.5|que a série de Dirichlet converge em todo ponto s € C
com Re(s) > o.(D). Para provar que ela converge para uma fun¢do holomorfa, usaremos o
Teorema 2.10] Isto é, provaremos que a série converge uniformemente em todo subconjunto
compacto de [Re > o.(D)]. Para isso, seja K C [Re > o.(D)] um compacto. Ainda pelo Lema

[5.5] sabemos que a série converge uniformemente em cada regido angular da forma
Agp = {5 € C:Re(s) > Re(so), larg(s — o) < o < g}, (5.2)

onde sy € um ponto no qual a série converge. Dai, concluimos que € suficiente mostrar que /'
estd contido em alguma regido angular desse tipo.
Como K é compacto, F' := [Re = 0.(D)] é fechado e K N F = (), existe 2y € K tal que

dist(zo, F) =inf{|lz —y| :z € K,y € F} > 0.
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Seja 09 € R tal que 0.(D) < 09 < Re(zp). Vejamos que existe 0 < oy < 7/2 tal que
K C Ay Dado z € K, tem-se 0y < Re(zp) < Re(z) (pois 2 realiza a distancia ao conjunto
F), e portanto |arg(z — og)| < m/2. Logo, existe c, € R tal que

larg(z — 00)| < a, < /2,
o que implica z € A, .. Com isso, provamos que

K c | Asa.-

zeK

Mas como K € compacto, conseguimos uma cobertura finita para a cobertura aberta de K

acima, ou seja, existem 2q,...,2y € Ke0 < ay,...,ay < 7/2 tais que
N
K | Asz,-
=1
Para finalizar a prova, basta tomar o := max{«,...,ay}, 0 que nos dd

N
K C U AGO,Zaj C AUo,am

J=1
como queriamos. [

Importante dizer que nao é possivel afirmar nada sobre a convergéncia sobre a reta [Re =
o.(D)]. Com efeito, existem séries de Dirichlet D’s que convergem em todos os pontos da reta
[Re = o.(D)] e, por outro lado, existem outras séries de Dirichlet que convergem em apenas
um ponto ou em nenhum ponto dessa reta (Veja [13 Pag. 5]]).

Exibimos a seguir um exemplo de uma série de Dirichlet D para a qual o,(D) # o.(D).

Exemplo 5.7. Considere a série de Dirichlet D(s) = >~ (—1)" n~*. Como visto no Exemplo
04.(D) = 0,(¢) = 1. Por outro lado, visto que (n~7)%, é uma sequéncia decrescente
convergindo para zero para todo o > 0, segue do teste para séries alternadas de andlise real que

asérie Y - (—1)" n™7 converge para cada o > 0. Segue daf e do Lemal[5.5|que o.(D) = 0.

Do ultimo exemplo, temos de modo geral que as abscissas o, € 0. ndo coincidem, ou seja,
uma série de Dirichlet pode convergir condicionalmente mas nao absolutamente num ponto.
Também, segue que a largura méxima da faixa na qual uma série de Dirichlet converge condi-

cionalmente mas nio absolutamente € maior ou igual a 1, ou seja,
sup{o,(D) —o.(D): D e D} > 1.
O préximo resultado nos diz que a largura méxima dessa faixa é igual a 1.

Proposicao 5.8.
sup{o.(D) —0.(D): De®D} =1.
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Demonstragdo. Pelo Exemplo[5.7] obtém-se
sup{o,(D) —o.(D): DeD} > 1.

Logo, resta verificar apenas que sup{o,(D) —o.(D) : D € ©®} < 1. Paraisso, suponha que a

2. _ . . . N a
Serie Zn anpM s converge €m Sy = 0p + 1t. Isto 1mp11ca que a sequencia <—:0> converge para
n n

.. . . a ~
zero e portanto € limitada, i.e., existe & > 0 de modo que )—U"O‘ < K. Entdo, para cada e > 0,
n

D o oo

I P D P
- nsot+l+e o noo+l+e — nl+e :

n=

Deste modo, 0,(D) < oy + 1 + € para quaisquer oy > o.(D) e ¢ > 0. Portanto, fazendo

o0 — 0.(D)ee — 0, obtém-se 0,(D) < o.(D) + 1 para cada série de Dirichlet, como

queriamos. ]

Definicao 5.9. Diremos que uma série de Dirichlet depende de finitos primos se existem nu-
meros primos p;,, ..., p;, tais que se a, # 0 entdo n = p;'---p;" para algum a. Neste
caso dizemos que a série de Dirichlet depende de N primos. Se a série depende dos primeiros

ndmeros primos py, . . ., pn, diremos que a série de Dirichlet depende dos N primeiros primos.

Vimos que em geral as abscissas o.(D) e 0,(D) ndo coincidem. Um dos casos em que essas
abscissas podem coincidir € quando os coeficientes da série sdo positivos (Exemplo [5.3). O
resultado a seguir garante que para séries de Dirichlet que dependem de finitos niimeros primos

as trés abscissas de convergéncia coincidem.

Proposicdo 5.10. Seja D = ) a,n"*° uma série de Dirichlet que depende de finitos niimeros
primos. Entdo
0.(D) = 04(D).

Demonstragcdo. Faremos o caso em que a série depende apenas de dois nimeros primos, o caso
geral segue de modo andlogo. Como o.(D) < o,(D) para toda série de Dirichlet, basta mostrar
que 0.(D) > 04(D).

Seja D = ) a,n”° uma série de Dirichlet que depende apenas de dois nimeros primos,
isto é, existem primos p e q tais que, se a,, # 0 entdo n = p* ¢’. Assim, podemos reescrever a

série do seguinte modo
o0

Z aprqe (PFq") "

k=1
Supondo que a série converge em s = o + it, existe M > 0 tal que para todos k, ¢ € N

|apqu|
(P*q)” —
Disso segue que para quaisquer € > 0e N € N,
N 0o )
1 1 1
D eyl s SMDY oo D oy < oo
! (phq")e —~ (p°)* = ()
o que implica o.(D) < 0,(D). |
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5.2 Algebra de Banach .77 e a abscissa absoluta

O principal objetivo da presente secdo € relacionar a abscissa absoluta de uma série de Dirichlet
com uma algebra de Banach particular, denotada por 7;,. Com isso, estabelece-se uma ma-
neira de estudar a abscissa absoluta de uma série de Dirichlet via técnicas oriundas da Andlise

Funcional. Para isso comecaremos com a defini¢do precisa de dlgebra de Banach.

Definicao 5.11. Seja X um espaco vetorial sobre K. Dizemos que X € uma dlgebra se possui
uma operagdo - : X x X — X que associa cada par (z,y) ao elemento x - y, satisfazendo as
seguintes propriedades:

(@) (x-y)z=2-(y-2)
(i)x-(y+z2)=z-y+x- 2
(i) (x+y) - z2=a-2+y- 2
(i) Mz -y) = (Az) -y = - (Ay).
paratodos x,y,z € X e A € K.

Definicao 5.12. Seja X € uma dlgebra. Uma norma de dlgebra sobre X € uma aplicacdo
| -] : X — R, tal que (X, || - ||) é um espago normado e vale

lzyll < llz[lllyll paratodo z,y € X.

Neste caso, X € chamado de dlgebra normada. Se X € uma &lgebra normada e completa

dizemos que X € uma dlgebra de Banach.

Denote por .75, o conjunto de todas as séries de Dirichlet que sdo convergentes em [Re > 0]
e que constituem uma func¢do limitada neste semiplano. Como a soma e o produto por escalar
de séries convergentes (resp. funcdes limitadas) sdo convergentes (resp. limitadas), segue que o

conjunto .75, € um subespaco vetorial de D, e portanto é um espago vetorial. Ademais, munido

da norma
= a
n
IDlloo = sup |> =,
Re s>0 n—1 n

€ se torna uma dlgebra de Banach (este fato serd provado posteriormente). Por H,([Re > 0])
denotamos a dlgebra de Banach de todas as func¢des limitadas e holomorfas f no semiplano
positivo [Re > 0] munido com a norma
[flle = sup |f(s)].
Re s>0

Do Teorema [5.6] sabemos que as séries de Dirichlet definem fung¢des holomorfas em seu semi-
plano de convergéncia, dai segue que .77, € um subespaco de H,([Re > 0]).

O préximo resultado constitui um dos resultados mais fundamentais publicados por Bohr em

1913. Este resultado serd fundamental para a prova da completude de J77.
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Teorema 5.13 (Teorema de Bohr). Seja D = > a,n™* uma série de Dirichlet (que ndo diverge
em todo ponto). Suponha que sua funcgdo limite se estenda a uma funcdo holomorfa limitada f
em [Re > 0]. Entdo ) a,n"* converge uniformemente em [Re > €| para todo € > 0, ou seja,
(D) <0.

Demonstragdo. Veja [8, Proposition 1.13]. |

Outro resultado importante para estabelecer a completude de 77, e que também exibiremos

sem uma demonstracao, € o seguinte:

Proposicao 5.14 (Férmula de Tipo Parseval). Para cada familia finita de niimeros complexos

ay,...,ay temos

N 2

N 1 R
Z 2 1
— |an| _I%I—Igo QR/ dt

R

annzt
n=1

Demonstragdo. Veja [8, Proposition 1.11]

Por fim, provemos o ultimo resultado preliminar para a verificagdo de que .77, é uma dlgebra
de Banach.

Proposi¢io 5.15. Para cada ), a,n™° € ., temos

o 5
(zw) <
n=1

o0
E apn”®
n=1

Demonstragdo. De fato, como >, a,n™* € 2, segue do Teoremal[5.6/que

o0
E apn”®
n=1

o0

Em particular, para todo N

lay| <

o0

f :[Re > 0] — C dada por f(s) = Zann_s
n=1

¢ holomorfa. Fixados ¢ > 0 e e > 0, pelo Teorema de Bohr (Teorema [5.13)), a sequéncia
Dy(s) = 32N a,n* converge uniformemente em [Re = o] para f. Deste modo, existe
Ny € N tal que paratodo N > N,

N

stlég ;anﬁ — flo+it)| <e.
Segue dai que
N 1 N 1 | |
ilellg ;anw :Stlellg ;G”W — flo +1it) + f(o + it)
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< sup
teR

N
Z o+zt _f U+Zt)
=1

Entdo, pela Proposi¢do[5.14] para cada N > N

+sup [f(o+it)] < |[|fll +e
teR

N 2
(Z > tn| ] < Ifll+e

n=1

00 2 o}
(D) <]
n=1 n=1 00
como queriamos. |
Teorema 5.16. (7%, || - ||z, ) € uma dlgebra de Banach.

Demonstra¢do. Comecaremos mostrando que 77, é um espago de Banach. Ora, como H,([Re >
0]) é um espago de Banach, é suficiente provar que 7%, é fechado em H, ([Re > 0]). Para isso,
seja (D¥), = (3 afn™), uma sequéncia em % tal que (D)), converge para f € H.([Re >
0]).

Devemos provar que f € J7,. Primeiro, veremos que f coincide com uma série de Dirichlet
num semiplano apropriado. Seja e > 0 dado. Segue de (D)2, ser Cauchy e da Proposigio
[5.13]que existe ko € N tal que

la¥ —al| < ||D* — Do < & (5.3)

para todos k, £ > k. Isto prova em particular que (a*)?°, também é uma sequéncia de Cauchy.

Desse modo, segue da completude de C que para cada n € N existe a,, € C tal que lim af =

k—o0
a,. Mais uma vez pela Proposi¢do|5.15] concluimos que para quaisquer k, n

|ak] < || D¥ |- (5.4)

Visto que (D*)2° , é uma sequenc1a de Cauchy, ela deve ser limitada, i.e., existe K > 0 tal que
| D¥|| < K. Da, e de (5.4), obtém-se

jan| < IDM[| < K

para todos n, k € N. Portanto, fazendo k — oo, tem-se |a,,| < K para todo n € N. Isto implica

que a série Y | a,n”* converge absolutamente em [Re > 1]. Com efeito, se ¢ > 0, entdo

00
2 ] <
n=

—— < 0.
n1+5

=1
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Mas isto nos dd o,(D) < 1+ 9. Assim, fazendo 6 — 0, temos o,(D) < 1. Pois bem,
o semiplano apropriado no qual f coincide com D é [Re > 1]. E para concluir isso, seja
so € [Re(s) > 1] fixo e faga £ — oo em (5.3)), obtendo

|f(s0) — D*(s0)| < ¢ e |ak — a,| < e paratodon € N.

Além disso, visto que o, (D*) < 0 e o,(D) < 1, podemos encontrar N € N tal que

. | AN
DO(SO)_;%OE <ee —;ann%
Donde,
k k . ko L
| (s0) = D(so)| < [f(s0) = D™ (s0)| + |D™(s0) — ;anonso
N ) N =
+ ;aff’%—; e — D(s0) <2€+€;nRe(so) +

1
Como s € [Re > 1], segue que Z e e convergente e portanto f = D em [Re > 1].

Visto que f € limitada e é uma extensao de D, concluimos pelo Teorema de Bohr (Teorema
5.13) que o,(D) < 0. Logo, f e D sdo holomorfas em [Re > 0] e, como coincidem em
[Re > 1], f = D em [Re > 0]. Isto prova que f € J%..

Para completar a demonstra¢do, devemos mostrar que para quaisquer Dy, Dy € 4, ocor-
rem:

oD -Dyec e

o | D1+ Dallos < [|D1[[| Dol

Considere as séries de Dirichlet

Dl(s):Zann_s e Ds(s an € A

convergindo para f1, fo € Ho([Re > 0]), respectivamente. Primeiro, mostraremos que

D = D,Dy = f: ( Z akbm) n=* e .

n=1 km=n

De Dy, D, € 2, tem-se o.(D;) < 0, e pela Proposi¢do[5.8], segue que 0,(D;) < 1 para cada
7 =1,2. Assim, para cada o > 1,

S (S n) =5 (2 )
_ (im%) (i |me%> < 0. (5.5)




Isto mostra que a série de Dirichlet D € analitica em [Re > 1]. Se g é a func@o analitica
determinada pelo limite de D, entdo g = f; - f> em [Re > 1]. Mas como f; f, estende g (e
portanto Dy D5) e é uma fungdo analitica e limitada em [Re > 0], segue novamente do Teorema
de Bohr (Teoremal[5.13) que D = D, D, € %, e ainda

I1Dlloe = [lglloc < I fillooll f2lloo = [[Prlloo | D2l co-

Lema 5.17. Seja D(s) =Y a,n"° uma série de Dirichlet e zy = o + ity. Entdo

n~o0
n=1
Dado € > 0, temos que
= a, 1 > an,
Z 170 poe(D)—oote Z DTt~
n=1 n=1

Deste modo, o.(D,,) < 0.(D) — 0¢. Por outro lado, como

o o
—_— Y = a - < o0
nzo poe(Dzy)+e " p(oc(Dzg)+oo+e)+ito ’

n=1 n=1

obtemos que o.(D) < o0.(D,,) + 0p + € para todo ¢ > 0 e entdo o.(D) < o.(D,,) + 0.

Portanto o.(D) = 0.(D.,) + 0, como queriamos. |
Observacio 5.18. Seguindo exatamente 0 mesmo argumento do Lema[5.18] obtemos que

n j— — n — —
Ou E Zns =0y, g a,n”° | —og e o, E Zns =0, E a,n"° | — o0p.
nzo n&o -
n—=

n=1 n=1 n=1

Vejamos mais uma consequéncia do Teorema de Bohr, a qual afirma que a abscissa de con-
vergéncia uniforme coincide com a abscissa de convergéncia de limita¢do. Tal como o Teorema

de Bohr, esse resultado nao € de trivial verificacio e o exibiremos sem uma demonstracao.

Lema 5.19. Para toda série de Dirichlet D(s) = > | a, n™*, tem-se
ou(D) =inf{oc > 0: Zan n~* € limitada em [Re > o|}.
n=1

Demonstracdo. Veja [8, Corollary 1.14]. ]
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5.3 Solucao do problema da convergéncia absoluta de Bohr

Sabemos da Proposic¢do [5.8| que a largura maxima da faixa na qual uma série de Dirchlet con-
verge condicionalmente mas ndo absolutamente € igual a 1. E sobre a distancia maxima entre
as abscissas g,(D) e o,(D), o que podemos dizer? Essa questdo foi considerada por Harold
Borh em 1913 e ficou conhecida como o Problema da Convergéncia Absoluta de Bohr. De

(5.1) e da Proposicao[5.8] segue que essa distincia ¢ menor ou igual a 1. Bohr mostrou que na

verdade essa distincia ndo excede a 5 entretanto ele ndo conseguiu nenhum exemplo de série
de Dirichlet D tal que

7u(D) = 0u(D) = 5.

Este problema foi solucionado apenas em 1931 por Hille e Bohnenblust em [4], onde mostraram
que
1
S :=sup{o.(D)—0,D): D e D} = 5

e o supremo € atingido.

Um dos ingredientes utilizados para a solucdo do problema (em especial, para a prova de que
o supremo € atingido) foi a constru¢do do polindmio m-homogéneo ndo analitico que vimos na
Proposicao [3.8] Antes de partirmos para a solu¢do dada por Hille e Bohnenblust, vejamos o
resultado que garante que S é o supremo de todos o,(D) com D € J#.

Teorema 5.20.

S = sup o04(D)
De

Demonstragdo. Segue dos Teoremas[5.6)e que 0, (D) < Oparacada D € J7,,. Dai, temos
a seguinte desigualdade:

04(D) < 0,D)—0,(D) < S paracada D € .

Dado ¢ > 0, pela defini¢do de supremo, existe uma série de Dirichlet D = > a,,n~° tal que

S—%SUQ(D)—O’U<D>,

e portanto
S — ¢ < 0u(D) — 0u(D) — g
Defina
Qn, s
Df’u(D)+%(3) - Z ou(D)+5



Dati, e pelo Lema- 5.19} devemos ter D, (p)+s € H#i €

S—e<(0a(D) —0u(D)) — 5 = Ua(Dau(D)—&-%)'

Ou seja, para cada ¢ > 0, conseguimos uma série de Dirichlet Dy, (py+< € H que dista menos

do que € > 0 de S. Isto prova o desejado. |

1
O resultado a seguir foi provado por Bohr e garante que S < 7

Proposicao 5.21. Dada uma série de Dirichlet D € ®, a largura da faixa que essa série

converge uniformemente mas ndo absolutamente ndo excede a 5 ou seja,

1
S < =
-2
Demonstragdo. Seja D(s) = > 7 a,n ® € © uma série de Dirichlet arbitrdria. Devemos
mostrar que
1
04(D) — o, (D) < 5

Seja og > 0,(D) e escolha o € R tal que 0,(D) < 0 < 0¢. Vejamos que >~ |an|——

0'0+2
convergente. Definindo € = 0y — o, temos pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz

; ’an’rﬁﬂ—*% = nZ:; ‘an‘na-i-a-i-% a ; nito n5+s

o RSN
2
< (St ) (S
n=1 n=1

Como )~ — € convergente, resta verificarmos que ) |a,| —rgy converge. Visto que
o > o,(D), a série D de Dirichlet converge uniformemente em [Re > o] e entdo existe K > 0

tal que
N

sup Zan—s <K
Re(s)=0+5 | =1

para todo N. Assim, pela Proposi¢do , temos

Z‘ o+5

I 1 R Z an, dt < K2
= 11m —= —
R—o0 2R —R =1 ng+§7lt -

L1 Sy 2 1 :
para todo N € N. Portanto, a série > |~ |ay| ~tr3y converge e isso encerra a prova. |

Agora, sabido que S < 1/2, caminharemos para a obtengdo de uma série de Dirichlet D € ©

que satisfaz

Ua(D> - Uu(D) = 5

Para esse fim, o préximo corolario nos diz que podemos procurar essa série no espago .7%.

81



1
Corolario 5.22. Seja D € 5. Se 0,(D) = 1 entdo

S = 64(D) = 0u(D) = %

Demonstragdo. Seja D € %, tal que o,(D) = 1/2. Segue do Teorema de Bohr (Teorema
5.13) que —o, (D) > 0. Dai, obtemos

7(D) ~ (D) > 0,(D) = 5 (5.6)

Por outro lado, segue da Proposi¢io[S5.21]que
7u(D) ~ 7u(D) < 5 < 3. (57)
De (5.6) e (5.7), obtemos o desejado. [ ]

Dizemos j4 algumas vezes que os polindmios m-homogéneos continuos e ndo analiticos,
construidos no Capitulo 3, terdo fundamental importancia na solu¢ao do problema da conver-
géncia absoluta de Bohr. Ora, mas o ultimo problema tem a ver com séries de Dirichlet, ndo
com polindmios homogéneos ou fun¢des holomorfas. Fica assim a pergunta: Como conectar
esses dois “mundos”? Bem, faremos isso através da transformada de Bohr, a qual nos permitird
conectar o mundo das fun¢des holomorfas ao das séries de Dirichlet.

Com o objetivo de definir a transformada de Bohr, precisamos primeiro fixar e relembrar

algumas notacdes. Lembre que Ny denota o conjunto dos nimeros inteiros ndo negativos e
oo
N k
I\I(() : = UNO X {0}7
k=1

onde 0 := (0,0,0,0,...). Ou seja, N(()N) € o conjunto de todos os multi-indices de inteiros
ndo negativos com suporte finito. Para um multi-indice o = (o, a9, a3,...) € N[()N) e uma

sequéncia z = (z;)3,, escrevemos

2% =22yt 2gt
onde o produto € finito devido a « ter suporte finito.

Definiremos agora a transformada de Bohr, que conecta as séries de Dirichlet com as séries
de poténcias de infinitas varidveis. Denote por pp o k-ésimo nimero primo e escreva p :=
(pr)2;. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, cada n € N tem uma tnica representagio
da forman = p® = p* - --- - p*. Desse modo, cada n € N tem um tnico @ € N(()N) associado.
Isto nos permite definir a aplicacdo

B:P — D

o0

o Gn=0pa=cq Qp,
CoqR —— —
n

aGNéN) n=1
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entre o espaco ‘I3 das séries de poténcias de infinitas varidveis formais e o espaco © das séries de
Dirichlet formais (por “formais” queremos dizer, em particular, que ndo estamos preocupados
com convergéncia). A aplicacdo B ¢ chamada transformada de Bohr.

Segue do Teorema que cada funcdo holomorfa f : B.,, — C é representada por uma
séries de mondmios em 0. Isto €, existe uma Unica familia de coeficientes (c.(f)),, eng® de

modo que para cada z € B,

F2)="Y calf)z" (5.8)

ozeNéN>

Por consequéncia, a dlgebra de Banach H,(B,,) das fun¢des holomorfas limitadas sobre B,,
pode ser pensada como sendo um subconjunto de 8. O préximo teorema garante que, via a

transformada de Bohr, H..(B,,) ¢ isometricamente isomorfo a dlgebra de Banach 7.

Teorema 5.23. A seguinte aplicacdo é um isomorfismo isométrico
%‘HOO(Bfo) : HOO(BCO) %OO

oo
Ap=0ana=Cq a
f@)= Y calf)em ==l 50
— n=l

Além disso, para cada s € [Re > 0),
I N |
Px/ k=1 _1
Demonstragdo. Veja [8, Proposi¢ao 3.8] |
O dltimo teorema mostra como identificar as funcdes holomorfas definidas sobre a bola
unitdria aberta de cy e as séries de Dirichlet. O proximo passo € entender como sdo as séries

de Dirichlet associadas aos polindmios homogéneos. Dado P : ¢y — C um polindmio m-
homogéneo, sabemos que Fy := P

B,  Bey, = C € uma fung@o holomorfa, e portanto estd
associada, via a transformada de Bohr, a uma série de Dirichlet B(F,). Neste caso, o que
poderiamos dizer sobre B(F,)? Para responder a essa pergunta, precisamos de mais um pouco
de terminologia.

Dada uma série de Dirichlet > °  a,n~*, considere {2(n) a quantidade de divisores primos

de um numero natural n contados com as suas multiplicidades. Por exemplo,
Q(2%) =Q(2-3%) =Q(11-13-29) = 3.

Formalmente, podemos reordenar os termos de uma série de Dirichlet >~  a,, n~* de acordo

com seus divisores primos, i. e.,

o oo
E apn”~® = g g ann”°.
n=1

m=0Q(n)=m
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As séries de Dirichlet em que a,, # 0 somente se €2(n) = m sdo chamadas de m-homogéneas.
Denotaremos por ®,,, o conjunto formado por essas séries.
Agora, considere o seguinte subconjunto de 57:

o0
T = I N Dy, = Zann_s €A a, 0= Qn)=m
n=1

O conjunto 7 é um subespaco vetorial de .7Z%,. De fato, ao somarmos duas séries de Diri-
chlet em .77, como ambas ndo possuem termos n~° com 2(n) # m, na soma também ndo
pode aparecer termos dessa forma. Também ocorre o mesmo ao multiplicarmos uma série de
Dirichlet em 727" por um escalar.

Afirmamos que se P € P("cp) e Fy := P|p, , entdo B(Fy) € H'. Com efeito, se I €

m-homogéneo, entdo a sua representacdo por série de mondmios é da forma

Py(z) = Z ca(Po)2".

OLEN(()N)
|a|=m
N
Mas para o = (a1, ag, ..., an,0,0,0,...) € N((] ), tem-se
|a| = m se e somente se Q(p]* - -+ PR ) = m,

e portanto f € H.(B.) é m-homogéneo se e somente se f € 7. Ademais, note que a
aplicacao
P e P(mCO) — P

Beg € HOO(BCO)

¢ uma isometria linear, pois

[Pllpemeyy = sup [P(z)| = [|P

B
zeDB, 0

|HOO(BCO)'
0

Segue da nossa discuss@o acima o seguinte resultado.

Teorema 5.24. A igualdade isométrica P("cy) = FE2 € mantida pela transformada de Bohr.
1\> = 1
P(G).) - e
Pi/ =1 i

Neste ponto, entendido o suficiente sobre a transformada de Bohr, precisamos relembrar

Além disso,

para cada s € [Re > 0].

mais um resultado classico de Teoria Analitica dos Numeros; a saber, o Teorema dos Nimeros
Primos. Lembre que este teorema se refere a “distribuicdo dos nimeros primos” no conjunto
dos nimeros naturais; em particular, a sua distribuicdo assintética. Mais especificamente, se
7(x) representa a quantidade de niimeros primos menores do que z, gostariamos de saber: Qual

¢ o comportamento de 7(x) quando x tende para infinito? O grande matematico aleméo, Carl
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Friedrich Gauss, conjecturou que no limite (quando x tende para infinito) a razdo z/In(z) é
igual a 7(z). Apesar de Gauss provavelmente ter feito essa conjectura pouco antes dos anos
1800, ela s6 foi provada em 1896 pelos matemadticos franceses Jacques-Salomon Hadamard e
Charles de la Valée Poussin.

Enunciaremos abaixo o Teorema dos Numeros Primos em duas versdes equivalentes.

Teorema 5.25 (Teorema dos Numeros Primos). Seja p, o n-ésimo niimero primo. Entdo as

seguintes relacoes assintoticas valem e sdo equivalentes:

7(z)Inzx

(i) lim ———= =1

T—00 x

SN 7 Pn
l
(”) ngrolo nlnn

=1.

Demonstracdo. Veja [l1, Theorem 4.5] para uma demonstracdao da equivaléncia. E veja [l

Chap. 13] para uma prova analitica da validade do item (7). |

Finalmente, os proximos dois resultados resolvem o Problema da Convergéncia Absoluta de

Bohr e, com eles, encerramos o capitulo.

Teorema 5.26. Para cada m > 2, existe uma série de Dirichlet m-homogénea D € " tal

m—1

que 0,(D) = ==,

Demonstragdo. Fixado m > 2, considere P o polindmio m-homogéneo da Proposicdo 3.8 e
D = > a,n~* sua série de Dirichlet m-homogénea correspondente pela Transformada de Bohr.
Dado € > 0, segue da Proposi¢do (z) que existe uma sequéncia decrescente z € £ 2m . de

m—1 €

modo que P ndo € analitico. Assim,
2m n 2m
m_1T€ m_1T€
it n < g z'~! para cada n,
k=1

e isto implica

1 2m 7,21T1 +e
2me m—1 1€ =
Zpnm-17E < 2 < HzHiTlJrE = K.
k=1
Portanto )
Zn < K2—1 para cada n.
n%+a
Visto que
Inx
lim =0,
r—o0o0 €

concluimos do Teorema dos Nimeros Primos (Teorema|5.25((77)) que

. pn Inn
lim . =
n—oonlnn  né
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Em particular, existe C' > 0 tal que p, < Cn'*® para todo n € N. Deste modo, para cada

a=(ag,...,an,0,0,...) € N(()N) com |a| = m, temos

1 1

I S [ S
(pe) GEree)esa e poy (e e
1

>

1

(C11+) (C2re)ee .. (N1 ) (REree)iea
e R )

= m 2% (5.9)

> lan : =) lea(P)] ;
n=1 n 2m 4 ) (14¢) la]=m (]Ja) (n%":"f-ﬁ-s)(l-&-a)

V

> — |ca(P)z%] = oc.
KmO (F2r+2) 040 105

Como ¢ > 0 foi escolhido arbitrario, isto mostra que

1

%(D) 2 (% + 8) (1+¢)

para todo € > 0. Desse modo, fazendo ¢ — 0, segue que

7o(D) > mz—r_nl (5.10)

o0
Por outro lado, para cada £ > 0, a sequéncia ( m}1+ ) e/ 2m Com efeito,
2m € m—

Pn n=1
2m

o0 1 m—1 [o.¢] 1
(Cote) Xt e

2m

n=1 Pn n=1 Pn
Assim, pela Proposi¢do [3.§|(ii), temos
S S (= I I
m=—1,c -—+¢€
n=1 nozm |a)=m pn2m n=1
€ portanto
m— 1
(D) < 5.11
n(D) <™ 5.11)

Logo, por (5:10) ¢ (5.11) segue que 0, (D) = %=1, -
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Teorema 5.27. Temos
g=1
5
e ainda
S € {o4(D)—0yu(D):D e A}
Mais especificamente, existe D € 7 tal que 0,(D) = 0 e 0,(D) = %

Demonstragdo. Segue da Proposicdo [5.21]e do Teorema[5.26 que

m—1 5 <

IN
N | —

2m

para todo natural m > 2. Mas como

1
devemos ter S = —.

Por outro lado, pelo Teorema [5.26|temos que para cada m > 2 existe uma série de Dirichlet
m j—

D,, =" arn~° € A" tal que 0,(D,,) = 5 Definindo
m

oo oo 1
D(s)=)» an*®= ————D,,(s) € %,
2= 2,
1 . . 1
mostraremos que o, (D) = 5 e 0,(D) = 0. Para isso, considere 0 < 0 < 5 e mo € N tal que
—1
o< m20m0 < 3 Como
1
apn = ———D,.,

Q(;mo m(2]||Dm0||00 0

temos
- 1 1 - 1
|an| — > —im—— ) [a;"°|— = oo,
; n7 = M| Dinglloo nz; n?
o que implica o, (D) > 0. Visto que o foi escolhido arbitrario em (0, 1/2), obtemos o, (D) > 3.
Pelo Teorema de Bohr (Teorema[5.13) o, (D) < 0. Portanto, pela Proposi¢io
1 1
B < 04(D) < 04(D) —0u(D) < S < b}
e assim )
O'a(D) — UU(D) = 5
1 ) 1

Como o,(D) > 3¢ ou(D) <0, concluimos que o,(D) = 5¢ ou(D)=0. |
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