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RESUMO

A caminhada quantica € o andlogo quantico da caminhada aleatéria, e se divide em dois modelos:
o de tempo discreto e o de tempo continuo. Neste trabalho foi utilizado o modelo de tempo
continuo para analisar a probabilidade média de retorno e o seu valor médio ao longo do tempo
nas redes de grafeno e fulereno. Essas quantidades sdo determinadas a partir dos autovalores
e autovetores da matriz Laplaciano. Para as estruturas de grafeno, a medida que reduzimos o
nimero de hexdgonos ao longo da direcdo x, a eficiéncia do trasporte diminui. Além disso,
essa perda também ocorre quando temos uma menor quantidade de vértices. Logo, a rede mais

eficiente foi o grafeno com 17 faces hexagonais ao longo de x e 1 face hexagonal ao longo de y, e
a mais ineficiente foi o fulereno Cg.

Palavras-chaves: Caminhada Quantica. Tempo Continuo. Grafeno. Fulereno.



ABSTRACT

The quantum walk is the quantum analog of the random walk, and is divided into two models:
the discrete-time and the continuous-time models. In this work, the continuous-time model was
used to analyze the average return probability and its average value over time in graphene and
fullerene networks. These quantities are determined from the eigenvalues and eigenvectors of
the Laplacian matrix. For the graphene structures, as we reduce the number of hexagons along
the x direction, the transport efficiency decreases. Moreover, this loss also occurs when we have
a smaller number of vertices. Therefore, the most efficient network was the graphene with 17

hexagonal faces along x and 1 hexagonal face along y, and the most ineflicient was fullerene Cey.

Keywords: Quantum Walk. Continuous Time. Graphene. Fullerene.
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1 INTRODUCAO

A caminhada aleatéria foi introduzida através dos estudos de Brown (1828) sobre o
movimento irregular das particulas de pélen na superficie da d4gua, que em sua homenagem, atual-
mente é conhecido como movimento browniano. O termo caminhada aleatdria foi originalmente
proposto por Pearson (1905) em uma carta a Nature. Nesta carta, ele mostrou um modelo simples
para descrever a infestacdo de mosquitos em uma floresta (RYCROFT; BAZANT, 2005). Pode-se
aplicar este modelo em diversas outras areas além da Fisica: na Economia, para a dinamica de
precos de mercado descrito em Scalas (2006) ou na Biologia, em que € possivel descrever o
movimento das bactérias (SCHNITZER, 1993). Porém, quando se trata de elementos naturais
em pequenas escalas, devemos encontrar uma nova forma de modelar o problema. Para essa
eventualidade, surge o andlogo quantico para as caminhadas aleatdrias, que envolve particulas
quanticas como fétons ou elétrons. As caminhadas quénticas surgiram como consequéncia da
computacdo quantica, que € uma darea que unifica a computacdo cldssica e a mecanica quantica, e
teve sua origem pelas ideias de Feynman (1982), quando ele propds o computador quantico. Nessa
abordagem, o caminhante percorre todos os caminhos possiveis em superposicao, resultando em
uma interferéncia de amplitudes de probabilidade em cada posi¢cao (SEPHTON et al., 2019).

Existem dois tipos de caminhadas quanticas: o modelo de tempo discreto e o de tempo
continuo. O modelo de tempo discreto foi introduzido inicialmente por Aharonov et al. (1993), no
qual é abordado por meio da introdugdo do espaco moeda (H;) como responsavel da dindmica
do caminhante, juntamente com o espago posi¢ao (Hp). Anos depois, Farhi e Gutmann (1998)
apresentaram uma abordagem de tempo continuo para as caminhadas quanticas (CTQW). A
proposta deste modelo € a relacdo entre a matriz de transferéncia cldssica (T) e o Hamiltoniano
quantico (H), em que € mantido o espago de posicdo Hp e o tempo se torna uma variavel continua,
tirando a necessidade da utilizagdo do espago moeda. A base da abordagem € a utilizagdo das
cadeias de Markov de tempo continuo, tendo os vértices da rede como estados quanticos que
formam uma base no espaco de Hilbert (FARHI; GUTMANN, 1998). Os elementos da matriz H
serdo determinados através das conexoes, existentes ou nao, entre os vértices. Deste modo, o
sistema quantico evoluird no tempo através da introducio do operador evolucio U(t) = e~ ™!,

As caminhadas quanticas possuem relevancia nos estudos de vdrias dreas da ciéncia.
Podemos destacar as pesquisas de Knight et al. (2003) sobre cavidades Opticas, e também, a
computagdo quantica e a construcdo de algoritmos quanticos vistos no trabalho de Childs (2009).
Estes célculos computacionais sdo ferramentas essenciais na teoria de informac¢do quintica.
Ressaltam-se dois importantes exemplos, como o algoritmo de Shor (1994), que tem utilidade
na fatoragcao de nimeros primos (na aplicacao nos métodos de criptografia de mensagens) e o
algoritmo de Grover (1997), empregado no rastreamento de informacdes em um banco de dados.
Esses estudos motivaram implementacdes experimentais como mostram Spring et al. (2012) que
construiram uma maquina quantica baseada no modelo de amostragem de bdsons através de

circuitos fotdnicos, e no trabalho de Bohm et al. (2015) que implementaram algoritmos quanticos
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de busca utilizando guias de ondas ressonantes em redes de grafeno.

O carbono € um dos elementos mais abundantes na natureza, ele se destaca por sua
versalidade de formar varios tipos de ligacdes, resultando na existéncia de varios alétropos
(RASHID, 1985). Durante muito tempo, o grafite e o diamante eram os principais alétropos do
carbono, essa situagdo muda quando Kroto ef al. (1985) sintetizaram os fulerenos Cgo € C79 ao
vaporizarem o grafite através de um laser em uma atmosfera contendo gas hélio. Recentemente,
Novoselov et al. (2004) produziram e caracterizaram o grafeno através da esfoliacdo mecanica do
grafite utilizando uma fita adesiva.

O grafeno e o fulereno sd@o conhecidos como nanoestruturas de carbono, por serem
materiais de escala nanométrica (HU et al., 2006). Eles despertam interesse da comunidade
cientifica devido a suas caracteristicas notaveis como maior resisténcia mecanica, alta condutivi-
dade elétrica, excelentes propriedades térmicas, Opticas e magnéticas (ISMAIL; GOH, 2018;
MONDAL et al., 2019). O fulereno tem mostrado potencial nas dreas da biomedicina na inibicao
virus (HURMACH et al., 2021) e da eletronica na produgdo de transistores organicos (ZHANG
et al., 2007). Ja o grafeno pode ser implementado na fabricacdo de transistores (LIN ez al., 2010)
e em membranas para dessalinizacdao da 4gua (HOMAEIGOHAR; ELBAHRI, 2017).

1.1 Objetivo

O objetivo desta dissertagdo € utilizar o modelo de caminhadas quanticas de tempo
continuo para determinar qual tipo de nanoestrutura apresenta o transporte mais eficiente e o
mais ineficiente. Nessa linha de raciocinio, o trabalho de Bougroura et al. (2016) investigam a
eficiéncia do transporte nas redes Cgo € nanotubos de carbono utilizando o modelo de caminhada
quantica discreta. J4 em nossa abordagem, vamos utilizar trés estruturas de grafeno com diferentes

dimensionalidades e os fulerenos Cgy e Crg.
1.2 Organizacao do Trabalho e contribuicoes

Esta dissertacdo estd divida em 5 capitulo, contanto com a introdu¢do. No segundo
capitulo apresenta-se o referencial tedrico, no qual retrata conceitos fundamentais de teoria de
grafos e matriz Laplaciano, Nanoestruturas de Carbono, caminhadas aleatdrias cldssicas e sua
abordagem em grafos, caminhadas quanticas. No terceiro capitulo descreve-se os procedimentos,
que envolve as ferramentas utilizadas para construcio das redes e os graficos, além de como serd
feita a modelagem computacional. No quarto capitulo, apresentam-se os resultados e discussoes
da pesquisa, no que diz respeito as medidas de probabilidade cldssica e quantica. No quinto
capitulo termos a conclusao e ap0s as referéncias.

Pretende-se com esta pesquisa, contribuir para estudos de transporte quantico do grafeno
e estruturas relacionadas, algoritmos quanticos e informac¢do quantica. E ainda, implementacdes
experimentais como em qubits supercondutores (YAN et al., 2019), experimentos de algoritmos
de busca quantica (BOHM et al., 2015) e chips fotdnicos (TANG et al., 2018).
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1 Teoria de Grafos e Matriz Laplaciano

O conceito de grafos foi introduzido por Leonard Euler (1736), quando tentava demostrar
que o problema das pontes de Konigsberg ndo teria solugdo. Konigsberg (atualmente chamada
de Kaliningrado na Russia) era localizada na Prissia Oriental. Pregel, o rio que corta a cidade,
continha duas ilhas que eram ligadas por uma ponte. As ilhas ligavam-se ainda as margens
com mais 6 pontes, como € representado na Figura 1. O problema discutido entre os habitantes
da cidade era encontrar um percurso para um passeio que iniciasse de uma das margens e
caminhasse uma tunica vez cada uma das sete pontes e voltasse para a margem de origem
(NETTO; JURKIEWICZ, 2017).

Figura 1 - Ilustracao das ilhas e as pontes que as ligam entre si e as margens (C e D) do rio Pregel na cidade

=
A=

Fonte: Lipschutz e Lipson (2009).

Euler analisou que o nimero de caminhos entre uma margem para uma ilha, ou entre
ilhas era sempre impar. Tal andlise € ilustrada na Figura 2, em que cada ponte € representada
por uma linha e cada margem ou ilha € ilustrada por um ponto. A partir desta observagao, ele
percebeu a impossibilidade de transitar por um ponto que tivesse um nimero impar de ligacdes
(PORCELLO; BANKS, 2018). Desta forma, o problema sé haveria solucdo se, e somente se, a
quantidade de linhas conectadas em cada ponto seja um nimero par (VASCONCELOS, 2018).

Figura 2 — Esquema do problema das Pontes de Konigsberg, onde os vértices representam as margens e ilhas,
e as pontes correspondem as arestas.

—
- —
————

Fonte: Lipschutz e Lipson (2009).
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Com as conclusdes de Euler, torna-se possivel definir um grafo formalmente (ou rede

como descreve Newman (2018)), e que segundo Szwarcfiter (1986) serd:

Definicao 2.1.1 Um grafo G = (V,E) é formado por um conjunto finito ndo-vazio V e um
conjunto E de pares ndo-ordenados de elementos distintos de V. O conjunto V possui N
elementos denominados de vértices, enquanto E terd M pares de elementos denominados arestas.
Desta forma, temos que V = (v1,v2,v3,...,vn) e E = (e1,e2,e3,...,ey), onde e, = (vj,v}) e

corresponde as arestas adjacentes do grafo.
Na Figura 3 o grafo € formado por 4 vértices e 4 arestas, ou seja,
G ={{vi,v2,v3,va}, {e1 = (vi,v2),e2 = (v2,v3), €3 = (v1,v3), €4 = (v3,va) }}.

Figura 3 — Exemplo de grafo com nimero de vértices V = 4 e arestas E = 4.

Vi €1 V2

(%) én
V3
€4

V4

Caso um grafo seja desenhado em um plano, sem que haja cruzamento de qualquer aresta,
ele é chamado de planar (ROSEN, 2019). Se analisarmos as quatro estruturas exibidas na Figura
4, observa-se que sao quatro maneiras de representar um unico grafo G;. Entdo, mesmo que o
primeira estrutura ndo seja um grafo planar, as outras trés representacdes serdao. Portanto, G| €
planar.

Figura 4 — Representacées do grafo G, em que a primeira estrutura apresenta arestas que se cruzam, resul-

tando em um grafo planar. Enquanto as trés dltimas estruturas, possuem arestas independentes,
consequentemente serao grafos planares.

KA

Representacéo Representagdes planas do G,
n&o plana do G;

Poligonos como hexdgonos, pentdgonos e tridngulos sdo exemplos de grafos planares, e a
regido delimitada por suas arestas é chamada de face do grafo (SACHDEV; VENKATACHA-
LAPPA, 1998).
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No espaco tridimensional, grafos sdo representados através de poliedros, que sdo sélidos
constituidos de faces poligonais em sua superficie (NETTO; JURKIEWICZ, 2017; KING, 1992).
A topologia dos vértices e arestas neste espago € expresso por meio de um grafo planar conhecido
como diagrama de Schlegel (O’KEEFFE; HYDE, 2020). A Figura 5 apresenta exemplos de
poliedros mais conhecidos com seus respectivos diagramas de Schlegel. Essas estruturas sao
chamadas de solidos Platonicos que incluem: tetraedro, cubo (hexaedro), octaedro, dodecaedro e
icosaedro (CHARTRAND; ZHANG, 2020).

Figura 5 — Representacao dos sélidos Platonicos (parte superior) e seus respectivos diagramas de Schlegel
(parte inferior).

Tetraedro Cubo Octaedro Dodecaedro Icosaedro

SRV
AN A A

O numero de vértices V, arestas E e faces F' de um sélido podem ser relacionados

mediante a férmula de Euler para poliedros (GROSS et al., 2014), isto é,
V-E+F=2. (2.1)

Devido a correspondéncia entre grafos e poliedros mencionada anteriormente, a expressao
de Euler € também valida em grafos planares (GRATTAN-GUINESS, 1994; LIU, 2018). A
Figura 6 ilustra o exemplo dessa observacdo, em que o grafo associado ao cubo e seu diagrama de
Schlegel sdao enumerados de acordo com suas faces e vértices correspondentes. Portanto, vemos
que o cubo possui pela féormula de Euler V — E + F = 8 — 12+ 6 = 2 e em seu diagrama ha
V-E+F=8-12+6=2.
Figura 6 — Na esquerda ilustra o grafo associado ao cubo com vértices e faces enumerados em preto e

azul, respectivamente. A direta temos o diagrama de Schlegel deste sélido com sua enumeraciao
correspondente.
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Para conseguirmos trabalhar com grafos computacionalmente, é necessario representa-los
matricialmente (SARKAR; CHAKRABORTY, 2016). Desta forma, através da matriz adjacéncia
podemos representar vértices ligados entre si. De acordo com Newman (2018), a matriz adjacéncia

A de um grafo simples possui elementos A;;, de tal modo que

1, se ocorrer ligacdo entre os vértices i e J,
Ajj = (2.2)
7 .
0, caso contrario.

Podemos ver, por exemplo, que a ilustragdo da Figura 3 possui a matriz adjacéncia dada

por:

(2.3)

—_— O =
—_ O = =
- O O

00

=

Podemos observar que A;; = Aj;, demostrando que ndo ha distin¢do dos sentidos de
uma aresta qualquer, que nos traz a afirmacdo que a matriz adjacéncia € uma matriz simétrica.
Outro ponto interessante, sao os elementos da diagonal principal que serdo nulos, comprovando
a inexisténcia de ligacdes nas proprias arestas.

Existe uma outra matriz de grande importancia, relacionada com a matriz adjacéncia,
que nos permite identificar outras propriedades da estrutura dos grafos (NEWMAN, 2018). Tal
matriz, é chamada de Laplaciano L, por conta de sua relagiio com o operador Laplaciano V? e é
definida como

L=D-A, (2.4)

sendo A a matriz adjacéncia e D a matriz diagonal escrita em termos do ndmero de ligagcdes k;

dos vértices (também chamada como grau de ligacdes), ou seja,

ki 0 0
0 k& O ...
D= . (2.5)

0 0 k3

A matriz Laplaciano também € chamada de matriz de conectividade como € visto em
trabalhos de Galiceanu e Strunz (2016) e Miilken e Blumen (2011), seus elementos sao definidos
por:

ki, 1=],
Lij=1-1, sei# jeocorrer ligacdo entre os vértices i e J, (2.6)

0, caso contrario.
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Podemos observar, por exemplo, a partir da Figura 3, que a matriz L sera:

2 -1 -1 0

-1 2 -1 0
L= . 2.7)

-1 -1 3 -1

0 0 -1 1

Do mesmo modo analisado na matriz adjacéncia, a matriz L. também € simétrica. Além
disso, ela € real e positiva semi-definida como € analisado em Pozrikidis (2014).
A matriz Laplaciano, relacionada com seus autovalores e autovetores € descrita na seguinte
forma
LW = AW, (2.8)

dado que A é uma matriz diagonal com os autovalores do Laplaciano e W é uma matriz coluna

com seus autovetores, que satisfaz WT = W~ Assim, podemos escrever seus elementos como:
Lile' = /L'Wl', (29)

em que w; serd o autovetor ortogonal com qualquer elemento da matriz W e terd um autovalor
A; € R, correspondente. Além disso, foi dito anteriormente que a matriz L. € semi-definida, entao
seus autovalores serdo:

0= <A< <A,

sendo que o primeiro autovalor serd sempre zero, enquanto o restante serao valores positivos
diferentes de zero (POZRIKIDIS, 2014).

2.2 Nanoestruturas de Carbono

O carbono pertence ao grupo 14 da tabela periddica, seu dtomo contém seis elétrons com
configuracio eletronica de 152 252 2p? no estado fundamental (TORRES et al., 2020). Os dois
elétrons do orbital 1s sdo fortemente ligados ao nicleo, enquanto os quatro elétrons restantes sao
chamados de elétrons de valéncia, pois possuem ligacdes mais fracas e pertencem aos orbitais 2
e 2p (GAVRILENKO, 2020).

Os elétrons de valéncia podem ocupar parcialmente orbitais 2s e 2p, porque a diferenca
de energia entre esses subniveis € pequena (= 4 €V). E ainda, a funcao de onda desses quatro
elétrons podem se sobrepor e formar orbitais hibridizados (YASUDA et al., 2003). O orbital 2s €
uma func¢ao de onda que pode ocupar dois elétrons de spins opostos. Por outro lado, o orbital
2p se divide em trés funcdes de onda, ou seja, tr€s orbitais orientados nas dire¢des x, y € z
(PROCTOR et al., 2017). A Figura 7 apresenta a distribuicdo eletronica desses orbitais, que sao
representados por setas verticais e suas dire¢des indicam estados de spin do elétron (YOUNG et
al., 2018). A transi¢do do carbono para o estado excitado necessita de cerca de 4 eV de energia, e

assim um elétron de 2s serd promovido a um orbital 2p vazio.
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Figura 7 — Distribuicao eletronica em orbitais do carbono, a esquerda representa a configuracio eletronica
no estado fundamental e a direita o seu estado excitado. Observamos que a energia necessaria
para promover um elétron para camada mais externa corresponde a diferenca de energia entre os
subniveis 2s e 2p que é cerca de 4 eV.

Estado Fundamental Estado Excitado (~4 eV)
A A
SapntNINEN 2
2pyi2p,2p, 2p,2p, 2p,
>
IR 2l
i LT

A partir do estado excitado, o carbono ird se hibridizar, levando seus elétrons formarem
uma ligacdo simples e uma tripla (sp), duas ligacdes simples e uma dupla (sp?) e quatro ligagdes
simples (sp’). Na Figura 8 sdo mostrados os trés tipos de hibridizacdes do carbono, sendo que
mistura entre os orbitais 2s e 2p resultam em um novo subnivel intermedidrio preenchido apenas
com um elétron. Torres et al. (2020) argumentam que dois orbitais hibridos sp sdo oriundos
de um orbital 2s e um 2p, e sua geometria € linear com angulo entre seus orbitais de 108° .
Enquanto os orbitais sp> sdo formados por um orbital 2s e dois 2p, e sua geometria é trigonal
plana com Angulo entre seus orbitais de 120°. J4 o orbital sp> é construido a partir de um orbital
2s e quatro 2p, e sua geometria € tetraédrica com angulo entre seus orbitais de 109, 5°. Vale
ressaltar que todos os tipos de hibridizagdes realizam ligacdes o= entre seus vizinhos. Porém, a sp
e a sp” ndo ocorre superposicio de todos os orbitais 2p, com isso elas formam ligacdes 7 que
sdo responsaveis por suas ligacoes duplas e triplas.

Figura 8 — Distribuicio eletronica em orbitais para as hibridiza¢es do carbono, que da esquerda para direita

temos os tipos sp, sp> e sp>. Os orbitais hibridizados siio originados a partir da superposiciio dos
orbitais 25 e 2p.

Hibridizago sp Hibridizac&o sp? Hibridizagao sp®
A A A

S N [ [y £ sy N D

2p,2p, 2p, 2p,2p,:2p, 2p,2p, 2p,
P st spr(d T4 T4 4]
20 ] 20 20 ]
15547 15547 apitl

A hibridizag@o do carbono € base para formacao de al6tropos, em razao de seus diferentes
tipos de ligagdes (LAGOW et al., 1995). Essas substancias sdo constituidas por estruturas favo

de mel (honeycomb) contendo anéis hexagonais com seis dtomos de carbono cada (MOHAN et
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al.,2018; YAHYA, 2010). Tal estrutura ndo € uma rede braval, pois o arranjo de dtomos se difere
quando observamos, por exemplo, os ligantes dos 4tomos A € B como mostra a Figura 9. Porém,
podemos encontrar redes hexagonais utilizando as sub-redes de A ou B representadas pelos
circulos branco e preto, respectivamente (KUBOZONO, 2019). Logo, considerando a sub-rede
A de tamanho a e com distincia entre os vizinhos mais préximos de a/V3 = 1,42 A (YANG et
al., 2020), seus vetores primitivos d € d; serdo

a, a\/gA

(_1)1 =al e 6_1)2:—514'7_]. (2.10)

Figura 9 — Estrutura favo de mel composta por sub-redes A e B, representadas por circulos branco e preto,
respectivamente. Os vetores d; e d, indicam os vetores primitivos da sub-rede A de tamanho a.

O grafeno € formado por uma folha (ou monocamada) de 4&tomos de carbono dispostos
bidimensionalmente (2D) em uma estrutura favo de mel. A partir dele, pode-se construir materiais
grafiticos com outras dimensionalidades. Conforme visto na Figura 10, podemos embrulhé-lo
para gerar fulerenos (OD), enroléd-lo para obter nanotubos de carbono (1D) e empilhé-lo para
produzir o grafite (3D) (WANG et al., 2011).

Cada atomo do grafeno € covalentemente ligado a trés outros 4tomos de carbono com
hibridizacio do tipo sp?. Dessa forma, os orbitais hibridizados formam ligacdes o~ no plano da
folha de grafeno, enquanto que o orbital 2p., realiza ligacdes do tipo m que sdo distribuidas
perpendicularmente no plano da estrutura (YANG et al., 2018). As ligagdes o sdo covalentes fortes
e responsdveis pelas propriedades mecanicas e elasticas do grafeno (WONG; AKINWANDE,
2011). Em contrapartida, as liga¢cdes 7 ndo se conectam com atomos de carbono e permanecem
como elétrons livres, que se movem facilmente por toda estrutura. Com isso, o grafeno €

considerado um bom condutor com propriedades elétricas superiores (YILDIZ et al., 2021).
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Figura 10 — O grafeno é considerado a “Mae” de todas as formas grafiticas, em que sua construcao 2D pode
gerar materiais de outras dimensionalidades. O material pode ser embrulhado para formar
fulerenos (0D), enrolado forma nanotubos (1D) ou empilhado forma o grafite (3D).

Grafeno (2D)

@

Fonte: Adaptado de Geim e Novoselov (2007).

Fulerenos sao moléculas esferoidais de carbono, em forma de gaiolas ocas e fechadas,
cuja sua estrutura € constituida por anéis hexagonais e pentagonais (AMER, 2010; FOWLER;
MANOLOPOULOS, 2006). A hibridizagdo dessa molécula é predominantemente sp?, porém
como seu arranjo de 4tomos ndo é planar, ocorre a presenca de algumas hibridizacdes sp> (PUTZ,
2020).

Do ponto de vista matematico, estruturas de fulereno C,, sdo poliedros esféricos contendo
ndmero de vértices V = n de trés ligacdes e arestas E = 3n/2 (FOWLER; MANOLOPOULOS,
2006). Consequentemente, o nimero de faces obtidas utilizando a férmula de Euler é F = n/2+2.
Também podemos determinar a quantidade de faces hexagonais H e pentagonais P (AMER,

2010), escrevendo o nimero de faces como

F=H+P, @.11)
€ 0 numero de arestas 6H 5P
E-= % 2.12)

Entdo, igualando a equagdo (2.12) com nimero arestas obtido anteriormente, teremos

3n  (6H +5P)
_ oA +on 2.13
> > (2.13)
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ou
- (6H +5P)

3
Para encontrar o nimero de faces hexagonais e pentagonais, vamos igualar a equagao

(2.14)

(2.11) com sua expressao anterior,
n
H+P:§+2, (2.15)

substituindo 7 pela equacdo (2.14), chega-se no nimero de faces pentagonais

H P
er

6H —6H +6P —5P =12

H+P= 2

P =12. (2.16)
Com o valor de P alcangado, iremos substitui-lo na relacao (2.15) e adquirir a seguinte
expressao para quantidade de faces hexagonais

H= g ~10. 2.17)

Portanto, todo fulereno C,, é formado por 12 anéis pentagonais e /2 — 10 anéis hexagonais
(FOWLER; MANOLOPOULOS, 2006).

A estrutura Cg € a molécula mais abundante da familia dos fulerenos, ela € constituida por
12 pentdgonos e 20 hexdgonos similar a uma bola de futebol, como mostra a Figura 11 (KROTO
etal., 1985). A segunda molécula mais abundante é o C79, contém 12 pentdgonos e 25 hexdgonos
e seu formato € parecido com uma bola de rigbi (DINADAYALANE; LESZCZYNSKI, 2010).

Figura 11 — Na parte superior mostra a semelhanca entre Cgy e uma bola de futebol, abaixo mostra a paridade
entre C7 e a bola de rigbi.

Fonte: Dinadayalane e Leszczynski (2010).
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2.3 Caminhadas Aleatorias Classicas

A caminhada aleatdria € uma sucessao de passos, em que a direcao de cada passo € aleatorio,
ou seja, segue uma lei de probabilidade (CASQUILHO; TEIXEIRA, 2012). Para exemplificar,
serd considerado inicialmente uma particula que caminha ao longo de um determinado eixo
(abscissa), conforme mostra a Figura 12, partindo da origem x = 0. Tal particula executa passos
discretos de tamanho ¢, que tem grau de liberdade para direita ou esquerda, cada passo possui
uma distribuicdo de probabilidade em que denotamos p para o lado direito e g para o esquerdo.
Com isso, pode-se afirmar que a probabilidade total de cada passo € dada por pr =p+¢g =1
e como consequéncia ¢ = 1 — p (LEONEL, 2015). Em N passos que um caminhante realiza,

Figura 12 - Ilustracdo de uma rede unidimensional, em que o caminhante executa passos discretos de tamanho
¢

teremos que n; passos serdo realizados a direita e n para a esquerda. Dessa forma, o nimero
total de passos sera
N =n; +ny. (2.18)

Também existe a possibilidade de determinar a quantidade de passos realizadas por um
caminhante, para se deslocar em uma posi¢ao x. Segundo Leonel (2015), esse niimero de passos
efetivos € definido por

n=ny—n. (2.19)

Entdo pelo resultado de (2.19), podemos definir o deslocamento efetivo por
x=n-{. (2.20)

A partir do que foi descrito, obtemos trés situagdes que podem ocorrer no deslocamento

efetivo n:
1. Caso n; > np, o caminhante terd deslocamento efetivo para a direita.
2. No caso n < ny, o deslocamento efetivo é executado para a esquerda.

3. Quando n; = ny, ocorre que o caminhante pode ter feito inimeros tipos de trajetorias,

porém seu deslocamento efetivo € nulo.

Dado dois eventos independentes, sendo a probabilidade p do caminhante dar um passo
para direita e ¢ = 1 — p a probabilidade de dar um passo para esquerda, para uma ocorréncia de
N passos, onde n; sdao passos executados para a direita e ny executados para esquerda, podemos
afirmar que a probabilidade de uma sequéncia de passos seradotipop = (p-p-p-p)-(q-q9-9-q),
ou seja,

ni

p=p"-q". (2.21)
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Existem maneiras distintas para se obter nj passos para direita e np passos para esquerda,
dado um N numero de passos. Assim, € possivel enunciar que o nimero de sequéncias diferentes

possiveis para uma combinacao n; € ny serd

N!

Levando em consideragdo a ocorréncia de vdrias sequéncias distintas, sua probabilidade

em um movimento de N passos € descrita como

N!
pn(n) =——=-p
ny. - -np:

ni

- q™. (2.23)

Pela equacgdo (2.18), podemos obter a probabilidade em termos de n; como

N' N—nl

L pm. 2.24
nl!-(N—nl)! p ( )

pn(ny) =

As caminhadas aleatdrias obedecem o teorema do limite central, em que a somas das
probabilidades tendem a uma distribuicao gaussiana (WANG et al., 2012). A equacdo (2.24)
descreve a distribui¢do de probabilidade correspondente ao sucesso de passos a direita. Podemos
ainda reescrever a equagdo (2.23) em termos do nimero de passos efetivo, somando e subtraindo
as equagoes (2.18) com (2.19) e teremos respectivamente as relacoes:

1 1
n :E(N+n) e nzzi(N—n).

Substituindo na equagao (2.23) e introduzindo ¢ = 1 — p:

N!
%(N+n)]! . [%(N—n)]!

1 1
pn(n) = [ - prtl (1 - p)2thl, (2.25)
Na Figura 13 € apresentada a distribui¢ao probabilidade em funcdo do niimero de passos
efetivos n, onde a curva representada serd uma gaussiana centrada no seu ponto de partida, ou
seja, no ponto x = 0.
Figura 13 — Grafico da distribuicdo de probabilidade obtida pela equacao (2.25) para uma caminhada

aleatoéria de 50 passos. Tal distribuicio, traz a probabilidade do caminhante ir para esquerda ou
direita, com isso obtemos uma gaussiana centrada no seu ponto de partida (ou seja x = 0).
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2.4 Caminhadas Aleatérias Classicas de Tempo Discreto em Grafos

As caminhadas aleatdrias e as cadeias de Markov se relacionam, pois ambas sio
caracterizadas como processos estocdsticos (BENSON ez al., 2017). A seguir serd apresentado
esse tipo de processo e sua aplicagdo para constru¢ao das caminhadas aleatorias em grafos.

O processo estocdstico € definido como um conjunto de varidveis aleatérias {X;,r € T}
definidas em um espaco de estado S, onde o tempo ¢ percorre um conjunto de indices T que
depende do processo (DOBROW, 2016). O processo estocdstico de tempo discreto € caracterizado
por uma sequéncia de varidveis aleatérias com indices 7 = {0, 1, 2,...}. Em contrapartida,
0 processo estocdstico de tempo continuo € descrito por um conjunto de varidveis aleatdrias
incontdveis com indices T = [0, co) (OLOFSSON; ANDERSSON, 2012).

Varidveis aleatdrias discretas e continuas possuem em comum os indices ¢ e os estados X;.
Dessa forma, o processo estocdstico {X;} = {Xp, X;, Xp,...}, representa a evolucio do estado
de um sistema fisico ao longo do tempo (DOBROW, 2016; HILLIER; LIEBERMAN, 2015).

O processo markoviano {X},} € um processo estocdstico, cuja principal propriedade é
a auséncia de memoria, ou seja, a probabilidade de obter um estado futuro depende apenas
do estado atual, isso resulta na independéncia dos estados passados na evolugdo do processo
(KARLIN; TAYLOR, 1998; RODRIGUES; CARVALHO, 2001). Segundo Ibe (2009), os estados
discretizados em um processo markoviano, podem ser classificados como cadeias de Markov de
tempo discreto e continuo.

Uma cadeia de Markov discreta é uma sequéncia de variaveis {Xy, Xi,..., X}, sendo
que X, representa um estado da cadeia observado em um periodo de tempo n, conforme é
mostrado na Figura 14 (SHESKIN, 2011). As mudangas de estados recentes denota-se como
transi¢des, e as probabilidades oriundas de varias mudancas de estado como probabilidades de
transicao (ou probabilidade condicional) (BLANCHARD; VOLCHENKOV, 2011).

Figura 14 — Representacio de uma cadeia de Markov, em que cada estado é fixo durante um periodo de tempo
n.

Xo X X> X3 X, Estados

| | | I I
| Periodo1 | Perfodo2 | Periodo3 | Perfodon
0 1 2 3 n Periodo

A probabilidade de transicao tem finalidade de determinar a probabilidade que um sistema

evoluir do estado i para o estado j, através da seguinte condi¢ao
P(Xn+l = ]an =i, Xp-1=ip-1,...,X0 = iO) = P(Xn+l = ]|Xn = i)’ (2.26)

tendo todos os periodos de tempo n e todos os estados iy, ..., i,—1, i, j no espaco da cadeia de
Markov, com valores inteiros e ndo-negativos {0, 1,..., N} (PINSKY; KARLIN, 2011). De

acordo com Sheskin (2011), as probabilidades de transicdo com tempo homogéneo (ou em uma
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etapa), € independente de n. Entdo, a equacdo (2.26) resulta em
pij = P(Xpi1 = j|Xn = 1) = P(Xq = j|Xo = 1), (2.27)

no qual as probabilidades de transicdo em uma etapa serdo constantes em qualquer periodo de
tempo.

Em virtude da relacdo (2.26) possuir probabilidades dependentes dos estados i e j, as
probabilidades de transi¢do podem ser escritas em uma matriz chamada de matriz de transi¢ao.

Diante disso, para uma cadeia de Markov, sua matriz de transi¢do serd

po,o Po1 - DPON
1,0 Lo 1
L (2.28)
PNO PNg1 " DPNN

A matriz acima contém as probabilidades de transi¢cdo em uma etapa, do estado de linha
para o estado de coluna (HILLIER; LIEBERMAN, 2015). Dessa forma, as seguintes propriedades

serdo satisfeitas

pi,j > Oparatodoie j (2.29)
e

N

Z pi,j = 1 paratodoi. (2.30)

=0

Uma caminhada aleatéria com estados finitos possui um processo estocdstico equivalente
a cadeia de Markov discreta, ou seja, a mudancga de estado do processo depende apenas do tltimo
estado e das probabilidades de transi¢ao (BENSON et al., 2017). Entdo, dada uma cadeia de
Markov de estados inteiros 0, +1,+2, ..., sua probabilidade de transi¢cdo em qualquer estado
i para estados vizinhos i + 1 (passos a direita) serd p e para qualquer vizinho i — 1 (passos a
esquerda) a probabilidade de transicdo serd ¢ = 1 — p. Tais transi¢cdes podem ser representadas
através do diagrama de transi¢do de estados como € ilustrado na Figura 15, em que o processo é
iniciado a partir do estado 0 (STEWART, 2009).
Figura 15 — Diagrama de transicao de estados para uma caminhada aleatéria unidimensional com estados

inteiros. O processo tem inicio a partir do estado 0, cada passo executado para direita ou esquerda,
gera uma probabilidade de transicio p e 1 — p respectivamente.

P P p P p P

I-p l-p 1-p 1-p I-p I-p

O diagrama de transicao também € chamado de grafo de transi¢cdo, sendo que os vértices
representam os estados e as arestas as transi¢des. Tais arestas, determinam a probabilidade p; ;
de um vértice i partir para um vértice j (BREMAUD, 2017).
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Brémaud (2017) mostra que € possivel reescrever as arestas direcionadas de modo mais
compacto, substituindo-as por arestas unidirecionais. Portanto, o diagrama da Figura 15 €
reapresentado pela estrutura abaixo.

Figura 16 — Grafo de transicao correspondente a caminhada aleatéria unidimensional, no qual as arestas

unidirecionais determinam tanto a probabilidade do caminhante ir para direita quanto a
esquerda.

%) 1
......... 2) %) @ @ @ e
A cadeia de Markov da Figura 16 € chamada de caminhada aleatdria simples em grafos,
pois o caminhante tem possibilidades iguais de se mover nos vértices vizinhos (DOBROW, 2016).

De modo geral, define-se uma caminhada aleatéria em grafos conforme € tratado nas obras Ibe
(2009), Dobrow (2016), Grimmett ¢ Welsh (2014):

Definiciao 2.4.1 Dado G = (V, E) um grafo conectado unidirecionalmente contendo N vértices
e M arestas. A particula se move sobre os vértices de G, com passos ao longo das arestas. Para
a posicdo da particula X,, no tempo n, em n + 1 ela ird se mover para seu vizinho mais proximo.
Assim, a caminhada aleatoria é uma cadeia de Markov X = {X,, : n > 0} com espaco de estado

V e probabilidades de transigdo p; ; dadas por

l, se i e j sdo vizinhos,
pij = ki (2.31)
0, caso contrario.
Por exemplo, a caminhada aleatéria no grafo da Figura 3, terd a seguinte matriz de
transi¢ao
0 1/2 1/2 0
1/2 0 1/2 0
/3 1/3 0 1/3
0 0 1 0

(2.32)

2.5 Caminhadas Aleatérias Classicas de Tempo Continuo em Grafos

A cadeia de Markov de tempo discreto foi definida como uma sequéncia de periodos de
tempo, em que o estado muda ou € mantido. Porém, na cadeia de Markov de tempo continuo,
uma mudanca de estado pode ocorrer em qualquer periodo de tempo (STEWART, 2009).

De modo geral, Ibe (2009) e Stewart (2009) descrevem uma cadeia de Markov de tempo
continuo sendo um processo estocdstico {X(z),¢ > 0}, com instantes de tempo s, ¢, u e estados
inteiros ndo-negativos i, j, k = {0, 1,..., N}. Assim, a probabilidade de transi¢do obedece a
seguinte condi¢do

PIX(t+5) = jI1X(s) =i, X(u) = k] = P[X(z +5) = j|X(s) = 1], (2.33)
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parat > 0,s > 0e 0 < u < s. Tal condi¢do, indica que o estado futuro no tempo ¢ + s
depende somente do estado presente em s e independe dos estados passados. Portanto, se
P[X(t+s) = j|X(s) = i] for independente de s, o processo {X(¢),t > 0} possui tempo
homogéneo e probabilidade de transi¢ao estaciondria dada por:

pij(t) = P[X(t +5) = j|X(s) = i] = P[X(1) = j|X(0) =]. (2.34)

A relagdo (2.34) determina a probabilidade de transi¢do para a cadeia de Markov mudar
do estado i para estado j apds um tempo adicional ¢ Ibe (2009). Dessa forma, a condicao é
satisfeita
N
> pij(ty=1paraj=0, 1,..., N. (2.35)
j=0
Por simplicidade, representa-se a probabilidade de transicao estaciondria inciando no

instante s = 0 com estado atual 7 até o estado j em ¢, que nos traz
pij(t) = P[X(2) = j|1X(0) =], (2.36)

A equagdo (2.34) demonstra que a probabilidade de transi¢do no instante incial s = 0

permanece constante, entdo no estado futuro em ¢ + s serd
pij(t+s)=P[X(t+s)=j|X(0)=i]. (2.37)

Dado que a qualquer momento o processo esteja em um estado intermedidrio k em
qualquer tempo intermedidrio ¢, a relacdo (2.37) pode ser reescrita pelo teorema da probabilidade

total, conforme descrevem Dobrow (2016) e Pinheiro ef al. (2009), como

N
pij(t+s)= ZP[X(t+s) =Jj,X(t) = k|X(0) =i] para s,t > 0,
k=0

L P[X(1+9) = j,X(1) = k, X(0) =]
Pt =0, PIX(0) = 1]

B O PIX(1) =k, X(0) =i] P[X(t+5) = j,X(t) = k, X(0) = ]
pij(t+s) = ;) P[X (1) = k, X(0) =] P[X(0) =1i]
N0 PIX() = k. X(0) =] P[X(t+5) = j, X(1) = k, X(0) =]
pij(t+s) = kzz(:) P[X(0) =] P[X(t) =k, X(0) =]
N
pij(t+5)= > PIX(1) = k|X(0) = {]P[X(t +5) = jIX(1) = k, X(0) = ],

=~
o

pelas equacodes (2.33) e (2.34), obtem-se a equacdo de Chapman-Kolmogorov para cadeia de

Markov de tempo continuo

N
Pij(t+5) =) pir(pi;(s). (2.38)
k=0
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A relacdo (2.38) descreve a probabilidade de transi¢do de i para j em ¢ + s € obtida a
partir do produto das probabilidades de i ir até k no tempo ¢ e k até j em s, com a soma de todos
os estados intermediarios em k£ (MONTEIRO, 2006).

As interagdes entre os estados na cadeia de Markov de tempo continuo, sdao representadas
através de taxas de transi¢des. Diante disso, a taxa g; ;(f) por unidade de tempo para se mover
de um estado i no tempo ¢ para outro estado j, € descrita pela matriz taxa de transi¢do Q(7) do
sistema (STEWART, 2009).

A probabilidade de ocorrer uma transicao de estado, ndo depende apenas do estado atual,
mas também da duracdo do intervalo de observagdo Az, que ocorre em tempo muito pequeno
(At — 0). Portando, Stewart (2009) descreve que taxa de transi¢do para cadeia de Markov de
tempo continuo e homogéneo sendo

Através da equacido de Chapman-Kolmogorov, encontra-se as probabilidades de transi¢cao

durante a observacdo em Az. Logo, pela equacao (2.38)

N
pij(t+ A1) = " pis(D)pi (A1), parat, Ar >0
k=0

pij(t+ A1) =" pir(D)pi (AL + pij(D)p;(AD),
k#j

subtraindo por p; ;(t) e dividindo com At na igualdade,

pij(t+Ar) = p; (1) _ Z Pik(O)pij(At) + pij(t)p; ;i (At) — p; (1)

At = At

. o (A (A -1
m0+21”m22mm%&%2%mwwg%§_%

Tomando o limite A+ — 0 e relembrando a equacao (2.39)

k#j

dpij(t)

Y7o Zpi,k(t)qz',j +pij(q;j,

k#j

obtem-se a equagao de Kolmogorov (AVRAHAM et al., 2004),

dp; j(t)
LY A ik (1), 2.40
T NG 240
ou na forma matricial, o
dP(t
— QP(), 2.41
= QP() (241)

cuja solugdo é
P(t) = V. (2.42)
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A matriz Q também € conhecida como gerador infinitesimal, ou matriz de transferéncia
segundo Miilken e Blumen (2011), da cadeia de Markov de tempo continuo.

Na caminhada aleatdria de tempo continuo em grafos, a probabilidade do caminhante de
a um vértice a para um adjacente b no tempo € € ye (no limite de € — (), com uma taxa de
transi¢cdo y. De acordo Childs ez al. (2003), dado um grafo com N vértices, a caminhada aleatéria
cléssica € descrita pelo gerador infinitesimal, sendo uma matriz N X N com elementos definidos

por
v, se a # b e ocorrer ligagdo entre os vértices a e b,
Gab = 0, se a # b e ndo ocorrer ligacdo entre os vértices a e b, (2.43)
—kgy, sea=b.
No caso simples, em que a taxa de transi¢do y € semelhante em toda rede, a matriz de

transferéncia € relacionada com a matriz Laplaciano Q = —yL (MULKEN; BLUMEN, 2011).
Entdo a solucdo equagdo (2.41) € escrita em termos da matriz Laplaciano, tornando-se

P(t) = e V. (2.44)

Segundo Li et al. (2020), o transporte em redes pode ser analisado através vetores estado
no espagco N-dimensional, em que cada né tem um estado associado no tempo ¢. Entdo, cada
excitagdo no vértice a assume um estado |a) ortogonal e completo (ou seja (bla) = dp 4 €
2.4 lay<{al = 1) (ANISHCHENKO, 2015; MULKEN; BLUMEN, 2011). De modo geral, cada
vértice a = 1,..., N tem um vetor ket |a), para caminhada cléssica e quantica, representado

pelas matrizes

1 0 0
0 1 0

= 2= |- =] (2.45)
0 0 1

A probabilidade de transi¢do do caminhante ir do vértice a até b equivale aos elementos

da relagdo (2.44) em termos de vetores estados
Pap(t) = (ble”|a), (2.46)

tendo a condig¢do inicial (b|a) = p,(0) = 6p, (quando 85, = 1, entdo a = b e dp, = 0 em
outros casos) (MULKEN; BLUMEN, 2011). Com isso, podemos afirmar que em um tempo ¢
qualquer, o caminhante estard inicialmente no estado |a; f), de maneira que a sobreposi¢cdo desse
estado ao vértice de chegada b serd (b|a;t) = p,»(1).

A equacgdo (2.46) pode ser escrita em termos de seus autovalores A, e autovetores
ortonormalizados |w,), ja que a matriz Laplaciano é uma matriz simétrica e real, entdo a sua
transposta conjugada L' é igual a L. Portanto, tem-se que (e‘VLt )T = ¢ ¢ a probabilidade de

transicao
N

Pas(t) = ) e (blwa)(w,la), (2.47)

n=1
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por simplicidade, vamos assumir que a taxa de transicdo é y = 1 (MULKEN et al., 2006), entdo

N
Pap(t) = D e (blwy) (wyla). (2.48)

n=1
No limite ao longo do tempo tlim Pa.p(t), a soma dos termos exponenciais da equagao
(2.47) decaem rapidamente para zero (MULKEN; BLUMEN, 2011). Porém, o tnico valor que

haverd probabilidade existente € no autovalor A; = 0, e seu autovetor respectivo pode ser escrito

como |wy) = \/LN > |1). Uma vez que os autoestados |/), formam uma base ortonormalizada e

completa, em que temos (b|w)=(wi|a) = 1/VYN (MULKEN et al., 2006). Entio, teremos

N
lim pas(1) = lim Zl e (blw,)(wnla)

m pa.s(1) = (bwi)wila)

, 1
Jim Pap(t) = v (2.49)

A equagdo (2.49) mostra que a matriz de transferéncia tem relacdo direta na matriz
Laplaciano, na qual a caminha decai ao longo do tempo para o valor de equiparti¢io 1/N
(MULKEN; BLUMEN, 2011).

Uma rede € dita eficiente quando uma excita¢io espalha-se rapidamente em todos os
vértices, ou seja, quando um caminhante visita todos os vértices apds um curto espaco de tempo.
Tal eficiéncia, pode ser determinada através da densidade de estados, que contém informacoes
essenciais sobre o sistema e permite analisar caracteristicas dependentes da estrutura da rede.
Uma dessas caracteristicas € a probabilidade média de retorno, isto €, a probabilidade de retornar
ou permanecer no né inicialmente excitado apds o tempo t (ANISHCHENKO, 2015). Para a

probabilidade transi¢do cldssica, tem-se que

p() =— Z pa,a(t)’ (2.50)

entdo a equagao (2.47) serd

1 N N
ZOEEDY [Ze—”"f<a|wn><wn|a>] .

n=1

A relagio entre a matriz de transferéncia e a Laplaciano torna-se Q = —L (MULKEN et

al., 2006). Assim,
1 N N
P =5 [Z e-ﬂnf<wn|a><a|wn>]

a=1 |Ln=1

1 N N
p1) = 5 D e (wl [Z |a><a|] [Wn),
n=1 a=1
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N

1
p(0) =~ Z; e ()
1 N
) = — Z et 2.51)
N n=1

Quando p(¢) diminui rapidamente, significa que ocorre um aumento rapido da probabili-
dade do caminhante estd em qualquer outro vértice, exceto no vértice a inicialmente excitado.
Portanto, o transporte cldssico € mais eficiente fora do vértice inicial a, onde ocorre o decaimento
mais rapido de p(t) (ANISHCHENKO, 2015). Tal decaimento, no limite ao longo do tempo,
resulta em uma probabilidade de retorno cldssico p(t) = 1/N, conforme discutido na equacio
(2.49) MULKEN; BLUMEN, 2011).

2.6 Caminhadas Quanticas de Tempo Continuo

As caminhadas quanticas de tempo continuo € definida de maneira andloga as caminhadas
aleatdrias de tempo continuo em grafos, como € proposto em Farhi e Gutmann (1998). Nesta
abordagem, as caminhadas quanticas sdo dividas por estados |a) ortonormais e completos,
definidos no espaco N-dimensional de Hilbert; de modo que a € um vértice no grafo G.

A dinamica de evolugdo do tempo nas caminhadas quanticas, ocorre através Hamiltoniano

do sistema. Diante disso, a evolugao do tempo do estado |a) € dado pela equacdo de Schrodinger
i—- = H|a), (2.52)

considerando m = 1 e i = 1 (XU, 2008). No caso do caminhante esta no estado inicial |a)
no tempo f, a evolucdo temporal do estado |a) é |a;t) = U(t,ty)|a), sendo U(t,t9) = e ™M o
operador evolugdo temporal na mecanica quantica (SAKURAIL; NAPOLITANO, 2020). Entio, a

amplitude de transi¢do a, (t) do estado |a) no tempo 0 até o estado |b) no tempo ¢ €

@ap(t) = (bla;t)y = (ble"™|a), (2.53)

substituindo na relagdo (2.52), teremos

da’a,b(t) .
= —IZHb,,a,,a(r). (2.54)

A equacdo (2.54) tem similaridade com a relagdo (2.44), porém com a introdu¢do de um

termo imagindrio. Com isso, a solucio da equacao (2.54) é
(1) = (ble™|a) = (ble™""|a), (2.55)

em que € observado a relacdo entre o0 Hamiltoniano H e a matriz Laplaciano L. € H = yL, e para
y = 1 obtém-se a relacdo entre as matrizes H = —Q = L (MULKEN; BLUMEN, 2011).
De maneira similar ao caso cldssico, as caminhadas quanticas tem uma probabilidade

de transicdo quantica dada por 7, (7). De acordo com Anishchenko (2015), a relagdo entre
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Tap(t) € agp(t) Emyp = |a/a,b (t)|2. Assim, utilizando a solugao da relagdo (2.55), obtemos a

probabilidade de transi¢ao quantica:

2
N
2 o

Tap (1) = |aap (] = D" e (blway(wala)| . (2.56)

n=1
Como enunciado na caminhada classica de tempo continuo, a maneira de determinar a
eficiéncia de uma excitacao que se desloca na rede, € feita através da probabilidade média de
retorno (ANISHCHENKO, 2015). Dessa forma, a probabilidade média de retorno quantico é

uma expressao similar a equacao (2.50), descrita na seguinte forma

N
_ 1
ﬂ@—N;%A& (2.57)
substituindo a relacdo (2.56), teremos
RN A 2
(D) = Z:; Z:; e~ (alw, ) (wnla)| (2.58)

Na ocorréncia de degenerescéncia de autovalores, podemos utilizar a desigualdade de

Cauchy-Schwarz
N

2 Ve

a=1

2 N N
< ) lual Y val, (2.59)
a=1 a=1

conforme descrevem Muelken (2007), Galiceanu e Strunz (2016). Dessa forma, reescreve-se a

equacao (2.58) como

& N | & 2
— - 2 -
A1) = 3 Z; |@aal 22|y Z:;“ :
e entdo obtemos o limite inferior de 77(¢) dado por
1 < :
_ —idat| _ 1502
() 2 | Z:; e = |la(n)]?. (2.60)

Observa-se que a equagdo (2.60), tem analogia ao caso cladssico, de modo que o limite
inferior |@(¢)|*> depende apenas dos autovalores e nio dos auto estados de H (MUELKEN, 2007).
No limite ao longo do tempo, temos que 7, ;, T oscilam em torno de um valor médio
(MULKEN; BLUMEN, 2011). Para probabilidade de transi¢iio quantica, tal valor é obtido pela

expressao
1Lt
Xab = TIEEOT/O map(t)dt. (2.61)

A equacdo (2.61) é desenvolvida mediante expansdo da relagdo (2.56) em termos do

complexo conjugado. Diante disso, definindo
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el/lnl‘ N elxlmt

(blwn)" — (Wm|b)
(wala)” — (alwm),
obtemos que

N N
= D D e bl (walad(alwa) (wilb), (2.62)

n=0 m=0
substituindo (2.62) em (2.61), resulta

N N T
(1T
Xav =D > (Blwa) (walad(alwn) (walb) Tlgrgo(f /0 i wd,)_

n=0 m=0

Oan,Am

Portanto, o valor médio da probabilidade de transicao quantica é

N N
Xab = D > 00,0, BIwa) (wala)(alw) (walb), (2.63)

n=1 m=1
sendo dy,.4, = 1sed, = A, e0,,.4, = 0caso contrario (AGLIARI ez al., 2008). Na probabilidade

média de retorno quantico, o valor médio serd
1 T
¥ = lim — T(t)dt. 2.64
¥ = lim /0 7 () (2.64)

De forma andloga ao valor médio y,p, a expressao para jy € obtida substituindo a equagao
(2.58) em (2.64), resultando em:

1 N N N
=52 {Z > onalwalad Pl (wmla) ]| .

n=1 m=1

(2.65)

No caso degenerado, podemos obter novamente uma expressao que independe dos
autovetores substituindo a equagio (2.60) em (2.64) (MULKEN; BLUMEN, 2011). Assim, o

limite inferior de y serd

1 N N
> > S = (2.66)
n=1 m=1

O transporte quantico possui maior eficiéncia quando o valor médio y é igual a 0, e serd
ineficiente caso resultar em 1. O valor de y* fornece uma boa aproximagdo para y em duas
situacOes extremas (KULVELIS er al., 2015). A primeira corresponde quando A € o unico valor
altamente degenerado da estrutura, como ocorre em redes estrela (MACIEL et al., 2018). A
segunda situagcdo decorre do caso em que todos os autovalores sao nao-degenerados, conforme
acontece em cadeias lineares extremamente longas (GALICEANU; STRUNZ, 2016). Nesse

ultimo caso, como todos os autovalores sdo distintos, a equacdo (2.66) produz y = y* = 1/N.
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3 PROCEDIMENTOS

Neste trabalho foram analisados as probabilidades médias de retorno cldssica e quantica
para as folhas de grafeno com 70 vértices e para os fulerenos Cgg € C79. Para isso, utilizamos
graficos na escala logaritmica com tempo variando de 0 a 1000 e um intervalo de 0, 1, que
auxiliaram na visualizacao do comportamento da caminhada ao longo do tempo. Além disso,
encontramos as probabilidades de transicao entre todos os vértices de cada estrutura, em que
foram representadas através de graficos de contorno com um tempo fixo ¢. Por fim, determinamos
os valores médios de 7(f) com intuido de avaliar qual rede tem um transporte eficiente e
comparamos sua proximidade com seu limite inferior.

A rede do grafeno foi construida em termos do nimero de hexdgonos distribuidos ao
longo das dire¢des H, e H,, desse modo foram escolhidas trés estruturas cujas dimensoes sao
(Hy, Hy)=(17,1), (8,3) € (5,5) como mostrado na Figura 17. Os vértices dos hexdgonos ficaram
enumerados em ordem crescente, de modo que uma parte deles iniciaram na primeira linha de
arestas na dire¢do y e avancaram ao longo de x até o ultimo vértice dessa linha. Enquanto vértices
restantes, foram ordenados nas linhas seguintes e seguiram o mesmo processo do inicio, porém o
primeiro vértice prosseguiu a contagem da linha anterior. Diante disso, cada face hexagonal H,
possui duas linhas ao longo de y, em que o nimero de vértices ao longo de x serd 2H, + 1 na
primeira e ultima linha, e para H, > 1 teremos 2H, + 2 nas linhas interiores da rede. Assim, o
nuamero total de vértices V; e arestas E¢ para uma folha de grafeno com H, hexdgonos ao longo

do eixo x e Hy hexdgonos ao longo do eixo y sdo dados por

Vg = 2(H, + Hy, + H.H,), Eg=Vg+H.H, 1. (3.1)

Figura 17 — Representacao das folhas de grafeno enumeradas, no qual a esquerda tem-se uma rede com
dimensio (H,, Hy)=(17,1) na parte superior e na regiao inferior a estrutura com (H,, Hy)=(8,3).
Ao lado direito, é apresentado a folha de grafeno de tamanho (H,H,)=(5,5).
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Os fulerenos Cgg e C7g foram enumerados como descrito em Silant’ev (2017a) e Silant’ev
(2017b), que através do diagrama de Schlegel, as estruturas foram representadas na forma
bidimensional conforme mostra a Figura 18.

Figura 18 — Diagrama de Schlegel para os fulerenos, na parte superior é apresentada a posicao dos atomos de
carbono para rede C¢ € na parte inferior para Cv.

Fonte: Adaptado de Silant’ev (2017b) e Silant’ev (2017a).

A construcao das redes e as medidas de probabilidade cldssica e quantica foram imple-

mentadas na linguagem de programacao Python, com auxilio da IDE Google Colab. Dessa forma,
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as constru¢do dos resultados foram realizados como esquematizado na Figura 19.

Figura 19 — Representacao esquematica das etapas implementadas para obtencao dos parametros de proba-
bilidade.

p.x

Autovalores

Rede » Matriz L » T, X5 Tab

Autovetores

Em cada rede foi construida a matriz Laplaciano utilizando as condi¢des definidas na
equacao (2.6), e assim foram encontrados seus autovalores e autovetores. Entdo, para avaliar
como se comporta o espalhamento do caminhante nas estruturas, calcularam-se as seguintes

medidas:

A probabilidade média de retorno cldssico p(¢) (equacdo (2.51));

A probabilidade média de retorno quantico 7(¢) (equagao (2.58));

A probabilide de transi¢do quantica mr, ; (equacgdo (2.56));

O valor médio y (equacao (2.65));

O limite inferior y* (equacdo (2.66)).

Os algoritmos elaborados utilizaram 4 bibliotecas, o Matplotlib foi responsdvel pela
visualizac@o dos graficos; o Numpy foi utilizado para constru¢ao da matriz Laplaciano e nos
calculos matematicos com vetores e matrizes; o Pandas teve grande importancia em organizar os
resultados e manipuld-los em arquivos csv; a biblioteca Networkx que auxiliou na construgdo de

todas as redes citadas anteriormente.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO
4.1 Probabilidade Média de Retorno Classico p(t)

Na Figura 20 é mostrado o comportamento da probabilidade média de retorno classico
p(t) para as folhas de grafeno e fulereno. Em tempos muito longos, as curvas decairam até
chegarem a um valor de equiparti¢do 1/N, de modo que em estruturas com N = 60 e N = 70
foram obtidos 0,0167 e 0, 0143, respectivamente.

O comportamento das curvas para as redes de grafeno tiveram diferencas ao longo do
tempo devido a distribui¢do de suas faces hexagonais nas dire¢oes H, e Hy. Em vista disso, a
rede com dimensdo (Hy, Hy) = (17, 1) decaiu lentamente ao seu valor de equiparticdo, por conta
da menor quantidade de vértices de grau trés. Quando reduzimos a quantidade de faces na dire¢a@o
H,, como ocorre nas folhas de dimensao (8, 3) e (5, 5), as curvas decairam rapidamente. Dentre
essas, arede (Hy, Hy) = (5,5) se destacou por realizar a caminhada em menor tempo.

No caso das estruturas de fulereno, suas curvas sofreram um decaimento mais rdpido do
que as folhas grafeno. Isso ocorreu pois essas redes possuirem todos os vértices de grau trés.
Como fulereno Cy( possui a maior quantidade de vértices N comparado a Cgo, menor foram as
chances do caminhante se manter em seu vértice de origem. Além disso, por ter todos os vértices
com trés ligacOes, a probabilidade média de retorno classica decaiu mais rapidamente que todas

as redes. Portanto, a rede de C7¢ forneceu um melhor transporte para o caminhante.

Figura 20 — Grifico da probabilidade média de retorno p (¢) para uma caminhada aleatéria classica. Observa-
se que no limite ao longo do tempo, a probabilidade decai a um valor de 1/N, em que N = 70
para as folhas de grafeno com dimensoes (17,1), (8,3), (5,5) e o fulereno C79, e N = 60 para o
fulereno Cg.

10°4
Fulereno Cgg

1/N =0,0167

Fulereno C7g

10714 1/N =0,0143

Grafeno H, = 17, Hy = 1
1/N =0,0143

Grafeno H, =8, Hy, =3
1072 4 1/N =0,0143

Grafeno H, =5, Hy =5
1/N =0,0143

P

4.2 Probabilidade Média de Retorno Quantico 7 (7)

As probabilidades de médias de retorno quantico das folhas de grafeno e fulereno,

apresentaram comportamento oscilatdrio a partir de ¢+ = 10, conforme € mostrado na Figura 21.
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De modo andlogo ao caso cldssico, cada curva tende a um valor de equilibrio y ao longo do
tempo que seré discutido posteriormente.

O desempenho da caminhada quantica € influenciado pela simetria da estrutura (KROVI;
BRUN, 2006). Desse modo, a probabilidade média de retorno em Cg( teve uma oscilagdo mais
acentuada dentre todas as redes, por conta de sua maior simetria. Porém, no caso do fulereno Cyq
sua maior quantidade de vértices resultou na assimetria da estrutura. Com isso, obtemos uma
probabilidade média de retorno menor, ocasionando na melhora do transporte quantico.

A probabilidade média para as folhas de grafeno adquiriram estabilidade ao longo do
tempo, de modo que a cada redugdo de H, gerou decaimentos lentos. Dessa forma, o grafeno
(17, 1) sugeriu um melhor transporte, devido ao maior decaimento de 7 como ocorre em cadeias
lineares. Por outro lado, quando H, = H, o espalhamento do caminhante foi o mais lento de
todas as estruturas.

Figura 21 - Grafico da probabilidade média de retorno quantico 7(¢) das redes de grafeno e fulereno.
Constata-se que nas curvas dos fulerenos as oscilacoes reduzem quando maior € o niimero de

vértices na rede, enquanto no grafeno o aumento de H, resulta na reducio de desempenho no
transporte.

100.

—— Fulereno Cgg
—— Fulereno Cyg

_ —— Grafeno Hy =17, Hy = 1

N

I o Grafeno H, =8, Hy =3
107 —— Grafeno H, =5, Hy = 5
1073

107! 10° 10 10% 10°

4.3 Probabilidade de Transicio Quantica 7,4 (¢)

Na andlise da probabilidade de transi¢cdo quantica 7, (¢) em cada rede, foi necessario
determinar o menor valor de tempo ¢ para o caminhante partir de um vértice a e chegar até b.
Diante disso, foi escolhido o valor de ¢ = 10, pelo fato das curvas de 7 comegarem a adquirir
estabilidade nas oscilacdes. Com isso, foram obtidos os graficos de contorno para probabilidade
de transi¢@o quantica ;5 (10), conforme € exibido na Figura 22.

Nas Figuras 22(a) e 22(b) s@o mostradas todas as possiveis probabilidades de transi¢ao
dos fulerenos Cgp e C7g, respectivamente. Para ambas as redes, notou-se altas probabilidades
do caminhante se localizar no vértice inicial, porém em Cg( esta caracteristica € mais evidente

por ter valores variando entre 0,1 e 0,2. Este aspecto refor¢ca que C7o tem melhor transporte
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quantico como analisado na probabilidade média de retorno 7. Porém, seu grifico da Figura
22(b) demostrou pontos com altas probabilidades localizados nas transi¢oes de vértices entre
anéis pentagonais internos e externos, como o caso de m343(10) = 0, 104. E ainda, em sua
regido antidiagonal, apresentou 5 zonas escuras com baixas probabilidades de transi¢do m, 4
para os vértices 23, 24, 27, 28, 31, 32, 35, 36, 39 e 40. Essas zonas, também corresponderam
a probabilidade de transi¢ao m,;, entre os vértices 23 e 24, 27 e 28, 31 e 32, 35 e 36, 39 e 40.
Cada vértice possui mais dois vizinhos, no qual a probabilidade de transicdo entre eles € alta,
por exemplo no vértice 40 seus vizinhos 21 e 41 tiveram o valor de 725 41 (10) = 0,091 que se
encontra na faixa superior clara paralela a regido antidiagonal.

As probabilidades de transi¢ao para as redes de grafeno mostraram caracteristicas
particulares em ¢t = 10, conforme mostra as Figuras 22(c), 22(d) e 22(e). A rede de dimensao
(17,1) o caminhante nao teve tempo suficiente para se espalhar por toda rede, assim observa-se
regides localizadas em um bloco 2 X 2. A estrutura de dimensao (8,3) mostrou no grafico da
Figura 22(d) efeitos de localizacdo através dos 4 blocos de cores claras na regido antidiagonal, e
se espalha nas transi¢des de padrdo roxo escuro. Ja a rede de grafeno (5,5), teve uma mistura
de ondas de interferéncia, que resultou em um espalhamento mais lento. Essas andlises se
tornam mais visiveis quando observamos as maiores probabilidades, que para as trés redes
variam entre 0,1 e 0,2. Neste intervalo, foi encontrado 16 pares de vértices para rede de grafeno
(17,1), 4 pares para rede de dimensao (8,3) e 10 pares para ultima rede. O valor mdximo para as
trés estruturas mostram efeitos de localizagdo mais fortes, no qual ocorre na Figura 22(c) em
m136(10) = m3570(10) =~ 0, 167, na Figura 22(d) quando 71| = 75454 = 0, 114 e no gréfico da
Figura 22(e) com w2733 = 0, 130.
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Figura 22 — Grificos de contorno da probabilidade de transicio m, ; (10). Em (a) e (b) temos o comportamento
da caminhada dos fulerenos C¢ € C7¢, respectivamente. Temos ainda, em (c), (d) e (e) as respectivas

transicoes do caminhante nas estruturas de grafeno com dimensoes (17,1), (8,3) e (5,5).
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4.4 Eficiéncia de y

Para determinar a eficicia do transporte para cada rede, foram encontrados o valor médio
X € o limite inferior y*, como exibidos na Figura 23. O fulereno Cg possui y ~ 0, 0834, sendo
maior valor médio. Enquanto no fulereno Cy, foi encontrado y = 0, 0422, demostrando uma alta
eficiéncia no transporte para este tipo de rede. Em relagado as folhas de grafeno, os valores médios
obtidos para as dimensoes (17,1), (8,3) e (5,5) foram y ~ 0,0326, y = 0,0357 e y = 0,0374,
respectivamente. Dessa forma, o grafeno (17,1) possui o transporte mais eficiente e quando
H, = H, arede se torna ineficiente.

De modo geral, foi observado que o fulereno Cg teve menor eficiéncia dentre todas as
estruturas, enquanto o grafeno (17,1) a maior. Porém essa rede de dimensao (17,1), mesmo que
o arranjo de hexdgonos seja estruturado linearmente, € menos eficiente do que uma linha com
valor médio y = 1/N ~ 0,014 (MULKEN; BLUMEN, 2011).

Figura 23 — Representacfo grafica do valor médio y e seu limite inferior y* obtidos para as folhas de grafeno
e fulerenos.
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Os limites inferiores y* sdo apresentados pelas barras de cor cinza da Figura 23, vemos
que essa aproximacao de y ndo € vdlida para as estruturas com N = 70, em que os erros relativos
percentuais (| ¥ — x*|/ i) - 100% obtidos foram acima de 30%. Porém quando N = 60, obtemos
que y* € valido na ordem de magnitude -2 e o erro relativo percentual calculado foi 5, 39%.

Na Figura 24 € apresentado o espectro de autovalores de cada rede, em que as curvas mais
continuas determinam menor quantidade de autovalores degenerados, resultando em um melhor
transporte. Em contrapartida, as curvas que A € constante sao regioes de maior degenerescéncia.

Com o espectro de autovalores da Figura 24, encontramos que o fulereno Cg € altamente
degenerado devido a sua maior simetria, em que A = 2 € o autovalor mais degenerado tendo 9

ocorréncias. Além disso, foi encontrado 6 autovalores repetidos 3 vezes, 3 autovalores repetidos 4
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vezes e 4 autovalores repetidos 5 vezes. Por outro lado, a rede C7g € constituida por 28 autovalores
duplamente degenerados e 14 autovalores ndo-degenerados.

As folhas de grafeno foram as estruturas que obtiveram maior quantidade de autovalores
nao-degenerados. O grafeno (17,1) possui apenas o autovalor A ~ 3,41 duplamente degenerado.
Ja a rede (8,3) teve todos os autovalores ndo-degenerados. E para folha (5,5), os autovalores
A =2 se repetiu 4 vezes e A = 4 teve dupla degenerescéncia.

As quantidades de autovalores, influenciaram no comportamento dos resultados de y e
X" Nas redes N = 70, por conta da menor ocorréncia de autovalores degenerados, os valores de
X € x* ndo foram préximos e sdo menores do que no fulereno Cgp. Vale ressaltar, que o grafeno
(8,3) teve carateristicas similares a de uma cadeia linear, tendo todos seus autovalores distintos e
X" =1/N.Porém, como ele possui maior quantidade de vértices de grau 3 comparado ao grafeno
(17,1), o valor de y foi maior e se diferiu de y*. As altas degenerescéncias de Cg, causaram o
seu transporte ineficiente, e também, seu erro relativo percentual menor.

Figura 24 — Espectro de autovalores para as folhas de grafeno e os fulerenos. As curvas mais continuas

representam estruturas com menor ocorréncia de autovalores degenerados e as regioes em que A
é constante sao as degenerescéncias.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foi analisado o comportamento das caminhadas quanticas de tempo
continuo nas redes favo de mel do grafeno, com dimensdes (H,, Hy) = (17, 1), (8,3) e (5,5), e do
fulereno Cgo e C79. Investigou-se as probabilidades médias de retorno cldssico e quantico, € o
valor médio ao longo do tempo jy. Além disso, a probabilidade de transi¢ao quantica 7, (¢) foi
encontrada, afim de fornecer o comportamento da caminhada entre cada vértice no tempo ¢ = 10.

Foi observado que classicamente a probabilidade de retorno de C7o decaiu mais rapi-
damente, acarretando em um melhor transporte cldssico. Tal fato ocorreu devido a seu maior
valor de N do que o Cgp, € a maior quantidade de vértices com trés ligacoes comparado as
redes bidimensionais. No caso das redes de grafeno, constatou-se quanto maior o valor de H,
o decaimento de p(¢) era mais lento e o nimero de vértices de grau trés € menor. Com isso, 0
grafeno (17,1) teve o pior transporte cldssico.

Na probabilidade média de retorno quantico (), o comportamento oscilatério das redes
de grafeno foram mais reduzidos, sugerindo um melhor transporte. Os decaimentos ao longo do
tempo, se tornaram mais lentos a medida que diminuimos o parametro H,. Para os fulerenos,
descobrimos que C7o possui o melhor transporte quantico, pois sua probabilidade média de
retorno quantico € menor do que a estrutura Cg. Isso ocorre em razao da quebra de simetria de
Ceo para Cyg.

Além disso, as probabilidades de transi¢@o 7, 5 (10) das estruturas Cgg, C79 € 0 grafeno
(8,3) apresentaram efeitos de localiza¢@o na regido antidiagonal. Entretanto, C7g teve 5 zonas com
baixas probabilidades que correspondem a vértices vizinhos e mais duas regides de localizagao
de mais dois outros vizinhos desses vértices. O grafeno (17,1) exibiu regides de localizacdo em
um bloco 2 X 2, tal fato ocorre devido ao tempo ¢ = 10 ndo ser suficiente para o caminhante se
espalhar por toda rede. Ja o grafeno (5,5) teve uma mistura de ondas de interferéncia, tornado o
espalhamento mais lento.

A eficiéncia de y reforcou o que foi analisado em 7(z), em que as redes de grafeno
tiveram o melhor transporte quantico. E ainda, a medida que H, aumenta o transporte € mais
eficiente. Em contra partida, os fulerenos apresentaram os maiores valores de y, contudo Cgg se
destaca por ter o transporte ineficiente. O limite inferior y* foi vdlido apenas em Cgg, devido a
alta quantidade de autovalores degenerados. Em suma, o grafeno (17,1) teve o transporte quantico

mais eficiente e o fulereno Cgg o transporte mais ineficiente.
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