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Resumo

Neste trabalho abordamos a confirmação da conjectura de Brian Hartley, a saber:
"SejaK um corpo e G um grupo de torção. Se U(KG), o grupo das unidades da álgebra
de grupo KG, satisfaz uma identidade de grupo, então KG satisfaz uma identidade
polinomial. Estudamos o caso particular desta conjectura, seguindo de perto o trabalho
intitulado "Group identities on units of rings, de Antônio Giambruno, Eric Jespers e
Ângela Valenti, os quais provaram a conjectura de Hartley para anéis de grupo RG
sobre um domínio comutativo infinito R de característica p ≥ 0 e G um p′-grupo de
torção.

Palavras-chave: Anel de Grupo; Identidade de Grupo; Identidade Polinomial; Con-
jectura de Brian Hartley.



Abstract

In this work, we address the confirmation of Brian Hartley’s conjecture, namely:
"Let K be a body and G a torsion group. If U(KG), the group of units of group
algebra KG, satisfies a group identity, then KG satisfies a polynomial identity. We
study the particular case of this conjecture, closely following the work entitled "Group
identities on units of rings", by Antônio Giambruno, Eric Jespers and Ângela Valenti,
who proved the Hartley conjecture for group rings RG over an infinite commutative
domain R of characteristic p ≥ 0 and G a p′-torsion group.

Keywords: Group Ring; Group Identity; Polynomial identity; Brian Hartley’s con-
jecture.
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Introdução

Seja K um corpo e G um grupo. KG é denotado o anel de grupo do grupo G
sobre o corpo K e U(KG) o seu grupo de unidades.

Estudando sobre a estrutura de U(KG), Brian Hartley propôs a seguinte Con-
jectura:

"Seja K um corpo e G um grupo de torção. Se U(KG), satisfaz uma identidade
de grupo, então KG satisfaz uma identidade polinomial".

Em 1999, C. H. Liu [9] deu uma demonstração para esta conjectura, sendo K um
corpo qualquer (não necessariamente infinito). Antes dele, alguns casos particulares
da conjectura foram estudados, a saber:

Primeiramente, a conjectura foi estudada por Warhurst [20] em 1981 em sua
tese de doutorado, o qual investigou algumas palavras especiais satisfeitas por U(KG).
Nesse mesmo ano, Pere Menal [12] sugeriu uma possível solução para alguns p-grupos.

Em 1991 e assumindo que o corpo é infinito, Gonçalves e Mandel [6], verificaram
a conjectura de Hartley no caso em que U(RG) satisfaz uma identidade de semigrupo.
E em 1994, Dokuchaev e Goncalves [3] estenderam este último resultado para R = Z.

Ainda, em 1994, A. Giambruno, E. Jespers e A. Valenti [4] provaram a conjec-
tura de Hartley para anéis de grupo RG sobre um domínio comutativo infinito R de
característica p ≥ 0 e G um grupo de torção que não tem p-elementos.

Em 1997, A. Giambruno, S. Sehgal e A. Valenti [5] provaram a conjectura para
o caso em que o corpo é infinito.

Em seguida Passman [14], encontrou condições necessárias e suficientes para que
U(KG) satisfaça uma identidade de grupo, para o caso em que o corpo K é infinito .
E para o caso geral a prova foi feita em 1999, por C. H. Liu e D. Passman [10].

Nosso interesse neste trabalho é expor a solução apresentada por A. Giambruno,
E. Jespers e A. Valenti [4] no artigo intitulado "Group identities on units of rings",
onde tratam um caso particular da conjectura de Brian Hartley.

A dissertação está dividida em três capítulos, como segue:
No primeiro capítulo, apresentamos algumas noções preliminares necessárias à

compreensão deste trabalho, como a teoria de Grupo, especialmente Grupo de torção,
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Grupo Hamiltoniano, Grupos Livres. Discorremos também sobre alguns conceitos bá-
sicos de Anéis, Ideais nilpotentes, Localização e Álgebras.

No segundo capítulo, estudamos sobre os Anéis de grupo e apresentamos alguns
resultados importantes sobre esta estrutura algébrica. Em seguida, definimos Identi-
dades de Grupo e Identidades Polinomiais, como a identidade polinomial Standard,
Identidade Polinomial Generalizada e Identidade Polinomial Multilinear generalizada
não-degenerada. Demonstramos alguns teoremas, conforme D. S. Passman [13], que
caracterizam álgebras de grupo satisfazendo identidades polinomiais. E ainda, damos a
demonstração do Teorema devido a Kaplansky, que trata do Processo de Linearização
sobre identidades Polinomiais.

No terceiro capítulo, estudamos o artigo Group identities on units of rings de
Giambruno, Jespers e Valenti.



Capítulo 1

Conceitos Preliminares

Neste capítulo apresentamos fundamentos teóricos utilizados ao longo do texto e
necessários para uma melhor compreensão deste trabalho.

1.1 Algumas noções da teoria de Grupo
Definição 1.1.1. Sejam G um grupo e g ∈ G. Dizemos que g tem ordem finita se
existe n ∈ Z não nulo tal que gn = e. Neste caso, definimos a ordem de g, denotada
por |g|, como sendo:

|g| = min{n ∈ N | gn = e}.

Se gn = e vale somente para n = 0, dizemos que a ordem de G é infinita, e denotamos
por |g| =∞.

Observação 1.1.1. Denotamos por T (G) o conjunto dos elementos de ordem finita
de G. Dizemos que G é um grupo de torção se T (G) = G. Dizemos que G é um grupo
livre de torção se T (G) = e.

Notaremos por G′ o subgrupo comutador de G, isto é:

G′ = 〈{(g, h) = g−1h−1gh | g, h ∈ G}〉.

Definição 1.1.2. Seja G um grupo. Dizemos que G é localmente finito se todo sub-
grupo finitamente gerado de G é finito.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Schmidt). [Ver [8], Teorema 14.3.1] . Seja G um
grupo e H um subgrupo normal de G. Se H e G/H são localmente finitos, então G é
localmente finito.

Definição 1.1.3. Dado um grupo G, definimos o centro Z(G) como sendo o conjunto
dos elementos x ∈ G tal que xy = yx, ∀ y ∈ G.

13
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Dados um grupo G e dois elementos x, y ∈ G dizemos que xyx−1 é um conjugado
de y. Se y ∈ Z(G), então claramente xyx−1 = y para todo x ∈ G, ou seja, o conjunto
de conjugados de y é unitário, {y}. Se y /∈ Z(G), então o conjunto de conjugados de y
possui mais elementos, e estaremos interessados no caso em que este conjunto é finito.
Os elementos que possuem um número finito de conjugados, formam um subgrupo,
chamado FC − subgrupo (Finite Conjugate Subgroup):

Definição 1.1.4. Dado um grupo G, definimos o FC-subgrupo φ como sendo:

φ = φ(G) = {x ∈ G | x possui um número finito de conjugados}..

Além dos elementos que possuem uma quantidade finita de conjugados, ou-
tra classe de elementos que possui grande importância em nosso contexto são os
p− elementos e os p′ − elementos:

Definição 1.1.5. Seja p um número natural primo. Um elemento x ∈ G é dito
p − elemento se |x| = pk para algum k ∈ N, e y ∈ G é dito um p′ − elemento se
p - |y|. Um grupo G é dito um p − grupo (respectivamente p′ − grupo) quando todos
os seus elementos são p− elementos (resp. p′ − elementos).

Observação 1.1.2. Denotaremos por Gp o conjunto dos p− elementos de um grupo
G, e Gp′ aos p′ − elementos de G, para um dado primo p.

Definição 1.1.6. Um grupo G é dito p− abeliano se o seu subgrupo comutador G′ é
finito e p− grupo.

Exemplo 1.1.1. Seja A4 o conjunto das permutações pares de S4, ou seja:

A4 = {1, (123), (124), (134), (132), (142), (143), (234), (243), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Assim A4 não é um 2− grupo, mas é 2− abeliano, uma vez que:

A′4 = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

.

1.1.1 Grupo Hamiltoniano

O grupo Hamiltoniano terá grande relevância na demonstração da Conjectura de
Brian Hartley. Para tanto, faz-se necessário conhecermos um pouco desse Grupo. Para
um melhor aprofundamento, consultar [15].

Definição 1.1.7. Dizemos que G é um grupo hamiltoniano se todos os seus subgrupos
são normais e G não é abeliano.
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Observação 1.1.3. O Grupo que definimos abaixo através de sua apresentação é
chamado de grupo dos Quatérnios de ordem 8:

Q8 = 〈a, b : a4 = 1, a2 = b2, bab−1 = a−1〉.

Seus elementos podem ser facilmente enumerados:

Q8 = {1, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b}.

Um cálculo direto mostra que Q′8 = Z(Q8) = {a2}. Além disso, a2 é o único
elemento de Q8 de ordem 2, portanto, se H é qualquer subgrupo próprio de Q8, temos
que Q′8 = {a2} ⊂ H. Segue imediatamente que todo subgrupo de Q8 é normal.

Teorema 1.1.2. [Ver [15], Teorema 1.8.5] . Um grupo G é hamiltoniano se ele é
escrito da forma:

G = Q8 × E × A,

onde Q8 é o grupo dos quatérnios de ordem 8, E é um 2− grupo abeliano elementar e
A é um grupo abeliano no qual todo elemento tem ordem ímpar.

1.2 Grupo Livre
Dado um conjunto de símbolos X, vamos construir um grupo F que seja “livre”

em um certo sentido no conjunto X. Para um melhor aprofundamento do assunto,
consultar [8].

Se X = ∅, então F é o grupo trivial {e}. Se X 6= ∅, seja X−1 um conjunto
disjunto de X tal que |X| = |X−1|. Escolha uma bijeção X −→ X−1 definida por
x 7→ x−1. Finalmente escolha um conjunto disjunto de X ∪X−1 que tenha exatamente
um elemento; denote esse elemento por 1. Uma palavra sobre X é uma sequência finita
a1a2...an tal que ai ∈ X ∪ X−1 ∪ {1} tal que para algum n ∈ N∗, ak = 1 para todo
k ≥ n. A palavra 1 é chamada palavra vazia.

Informalmente, o grupo que definiremos será livre no conjunto X pois não haverá
relação existente entre as palavras, além das relações triviais entre os símbolos.

Definição 1.2.1. Uma palavra a1a2...an, diferente da palavra vazia, é dita reduzida
quando:

(i) Se ai = xi então ai+1 6= x−i para todo i = 1, 2, ..., n− 1.
(ii) ai 6= 1 para todo i = 1, 2, ..., n.

A palavra vazia é considerada reduzida. Assim, podemos escrever uma palavra
reduzida não vazia em geral como aλ11 ...aλmm , onde ai ∈ X e λi ∈ {±1}.
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Chamamos de F = F (X) ao conjunto de todas as palavras reduzidas construídas
acima. Definimos agora uma operação binária de justaposição no conjunto F . A
palavra vazia 1, agirá como elemento neutro, ou seja, 1 · w = w · 1 para toda palavra
w ∈ F , e dadas duas palavras reduzidas não vazias aλ11 ...aλmm , bλ11 ...bλss , seu produto será
a justaposição reduzida das duas palavras, ou seja,

(aλ11 ...a
λm
m ) · (bλ11 ...bλss ) = aλ11 ...a

λm
m bλ11 ...b

λs
s

com os possíveis cancelamentos de termos adjacentes, até obtermos uma palavra redu-
zida.

Exemplo 1.2.1. (a3a
−1
2 a5a

−1
6 )(a6a

−1
5 a2a4) = a3a4

Definição 1.2.2. Com a operação de justaposição definida acima, F é um grupo,
chamado grupo livre em X.

O conjunto X é chamado base de F , e a cardinalidade de X, |X|, o posto de F .

Teorema 1.2.1. [Ver [11], Proposição I.1.9] Seja X um subconjunto de um grupo
G tal que X ∩ X−1 = ∅. Então X é uma base de um subgrupo livre G se e só se
nenhum produto w = x1 . . . xn é trivial, onde n ≥ 1, xi ∈ X±1 para todo i = 1, . . . , n
e xixi+1 6= 1 para todo i = 1, . . . , n− 1.

1.3 Anéis e Ideais Nilpotentes
Nesta seção iremos recordar alguns fatos básicos da teoria de anéis e Ideais Nil-

potentes.

Definição 1.3.1. A característica de um anel R é o menor inteiro n tal que nx = 0
para todo x ∈ R. Se tal inteiro n não existe, dizemos que a característica do anel é 0.
Denotamos a característica de R por char(R).

Exemplo 1.3.1. char(Z3) = 3 e char(Z) = char(Q) = char(R) = 0.

Definição 1.3.2. Um ideal I de um anel R é dito nilpotente se existe n ∈ N tal que
In = 0, em particular, u1u2...un = 0 para todo ui ∈ I.

Definição 1.3.3. Um elemento a ∈ R é dito nilpotente se existe n ∈ N tal que an = 0.

Definição 1.3.4. Um ideal I de um anel R é dito nil se todo elemento de I é nilpotente.

Dizemos que um ideal I de R é nil de expoente limitado se existe k ∈ N tal que
ak = 0 ∀a ∈ I.

Vale observar que todo ideal nilpotente em particular é nil.

Definição 1.3.5. Dizemos que um anel R é semiprimo se R não tem ideais nilpotentes
não triviais.
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1.4 Localização
Nessa seção apresentamos a construção do Anel de Localização, bem como alguns

resultados importante que envolvem esta estrutura. Os resultados aqui expostos podem
ser encontrados em [1].

Definição 1.4.1. Seja R um anel. Um conjunto multiplicativo S ⊂ R é um sub-
conjunto tal que 0 /∈ S, 1 ∈ S e que é fechado com relação ao produto: a, b ∈ S
⇒ ab ∈ S.

Um caso particular de grande interesse para nós, é quando S é denotado por
S = R \ (p), o complemento de um ideal primo (p). Que será visto mais adiante.

Dado um conjunto multiplicativo S ⊂ R, vamos construir um novo anel S−1R,
o anel de Localização, também chamado anel de frações de R por S, onde todos os
elementos de S se tornem unidades. Fazemos isto invertendo formalmente os elementos
de S, tomando alguns cuidados para evitar problemas com os divisores de zero em R:

1.4.1 Construção do Anel de Localização

Se S é um subconjunto multiplicativo do anel R, definimos uma relação de equi-
valência em R× S por (r1, s1) ∼ (r2, s2) se para algum t ∈ S temos t(r1s2 − r2s1) = 0.
Se r ∈ R e s ∈ S, definimos a fração r/s como a classe de equivalência de (r, s). Faze-
mos o conjunto de frações em um anel de maneira natural. Onde a soma e o produto
são definidos da seguinte forma:

r1
s1

+
r2
s2

=
r1s2 + r2s1

s1s2

r1
s1
· r2
s2

=
r1r2
s1s2

a identidade aditiva é 0
1
, que coincide com 0

s
para todo s ∈ S. O inverso aditivo

de r1/s1 é −(r1/s1) = −(r1)/s1. A identidade multiplicativa é 1/1, que coincide com
s/s para todo s ∈ S. Para resumir:
S−1R é um anel. Se R é um domínio integral, também o é S−1R. Se R é um domínio
integral e S = R \ {0}, então S−1R é um corpo, o corpo de frações de R.

Observação 1.4.1.

• Existe um homomorfismo natural h : R −→ S−1R dado por r 7→ r/1 chamado de
Localização.

• Se S não tem divisores de zero, então h é um monomorfismo, e neste caso é denotado
pela inclusão R ⊆ S−1R.

• Em particular, um anel R pode ser mergulhado em seu anel de frações S−1R, onde S
consiste em todos os não-divisores de 0 em R.
Um domínio integral pode ser mergulhado em seu corpo de fração. .

Nosso objetivo nessa seção é abordar a relação entre ideais primos de R e ideais
primos de S−1R.

Lema 1.4.1. Se X é um subconjunto qualquer de R, defina S−1X = {x/s | x ∈ X, s ∈
S}. Se I é um ideal de R, então S−1I é um ideal de S−1R. Se J é outro ideal de R,
então:
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(1) S−1(I + J) = S−1I + S−1J ;

(2) S−1(IJ) = (S−1I)(S−1J);

(3) S−1(I ∩ J) = (S−1I) ∩ (S−1J);

(4) S−1I é um ideal próprio sse S ∩ I = ∅ .

Demonstração: As definições de adição e multiplicação em S−1R implicam que S−1R
é um ideal, e que em (i), (ii) e (iii), o lado esquerdo está contido no lado direito. As
inclusões contrárias em (i) e (ii) seguem de

a

s
+
b

t
=
at+ bs

st

a

s
· b
t

=
ab

st

Para provar (iii), temos que a
s

= b
t
, onde a ∈ I, b ∈ J, s, t ∈ S, logo existe u ∈ S tal

que u(at− bs) = 0. Logo a
s

= uat
ust

= ubs
ust
∈ S−1(I ∩ J).

Finalmente, se s ∈ S ∩ I, então 1
1

= s
s
∈ S−1I, então S−1I = S−1R. Por outro

lado, se S−1I = S−1R, então 1
1

= a
s
para algum a ∈ I, s ∈ S. Temos que existe t ∈ S

tal que t(s− a) = 0, então at = st ∈ S ∩ I.

Lema 1.4.2. Seja h o homomorfismo natural de R para S−1R [veja Observação
1.4.1]. Se J é um ideal de S−1R e I = h−1(J), então I é um ideal de R e S−1I = J .

Demonstração: Temos que I é um ideal pelas propriedades básicas de pré-imagem
de conjuntos. Seja a/s ∈ S−1I, com a ∈ I e s ∈ S, então a/1 = h(a) ∈ J , logo
a/s = (a/1)(1/s) ∈ J . Por outro lado, seja a/s ∈ J , com a ∈ R, s ∈ S, então
h(a) = a/1 = (a/s)(s/1) ∈ J , consequentemente a ∈ I e a/s ∈ S−1I.

Lema 1.4.3. Se I é qualquer ideal de R, então I ⊆ h−1(S−1I). Haverá igualdade se I
é primo e disjunto de S.

Demonstração: Se a ∈ I, então h(a) = a/1 ∈ S−1I. Assim, assuma que I é primo e
disjunto de S, e seja a ∈ h−1(S−1I), então h(a) = a/1 ∈ S−1I, logo a/1 = b/s para
algum b ∈ I, s ∈ S. Consequentemente, existe t ∈ S tal que t(as − b) = 0. Portanto
ast = bt ∈ I, com st /∈ I, pois S ∩ I = ∅. Como I é primo, temos que a ∈ I.

Lema 1.4.4. Se I é um ideal primo de R disjunto de S, então S−1I é um ideal primo
de S−1R.

Demonstração: Pelo item (4) do Lema 1.4.1, S−1I é um ideal próprio. Seja (a/s)(b/t) =
ab/st ∈ S−1I, com a, b ∈ R e s, t ∈ S. Então ab/st = c/u para algum c ∈ I, u ∈ S.
Temos que existe v ∈ S tal que v(abu− cst) = 0. Portanto, abuv = cstv ∈ I, e uv /∈ I,
pois S ∩ I = ∅. Como I é primo, ab ∈ I, consequentemente a ∈ I ou b ∈ I. Logo ou
a/s ou b/t pertence a S−1I.
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Teorema 1.4.1. Existe uma correspondência um-a-um entre os ideais primos P de R
que são disjuntos de S e os ideais Primos Q de S−1R, dados por

P → S−1P e Q→ h−1(Q)

Demonstração: Pelo Lema 1.4.2 e Lema 1.4.3, temos respectivamente que S−1(h−1(Q)) =
Q e h−1(S−1P ) = P . Pelo Lema 1.4.4, S−1P é um ideal primo, e h−1(Q) é um ideal
primo pelas propriedades básicas de pré-imagens de conjuntos. Se h−1(Q) satisfaz S,
então pelo item (4) do Lema 1.4.1, Q = S−1(h−1(Q)) = S−1R, uma contradição.
Portanto, as aplicações P → S−1P e Q → h−1(Q) são inversas uma da outra, e o
resultado segue.

1.4.2 O Anel local R(p)

Nesta subseção discorremos sobre o Anel R(p), o qual terá grande importância na
demonstração do último corolário do capítulo 3.

Definição 1.4.2. Se (p) é um ideal primo de R, então S = R \ (p) é um conjunto
multiplicativo. Neste caso, nós escrevemos R(p) para S−1R, e chamamos de localização
de R em (p).

Mostraremos que R(p) é um anel Local, isto é, um anel com um único ideal
maximal. Mas primeiramente, daremos algumas condições equivalentes à definição de
um anel local.

Proposição 1.4.1. Para um anel R, as seguintes condições são equivalentes:

(1) R é um anel local;

(2) Existe um ideal próprio I de R que contém todas as não-unidades de R;

(3) O conjunto das não-unidades de R é um ideal.

Demonstração: (i) implica (ii): Se a é não-unidade, então (a) é um ideal próprio, por-
tanto está contido no único ideal maximal I.
(ii) implica (iii): Se a e b são não-unidades, também o são a+ b e ra. Se não, então I
contém uma unidade, logo I = R, contradizendo a hipótese.
(iii) implica (i): Se I é ideal de não-unidades, então I é maximal, pois qualquer ideal
J maior teria que conter uma unidade, logo J = R. Se H é qualquer ideal próprio,
então H pode conter uma unidade, portanto H ⊆ I. Consequentemente I é o único
ideal maximal.

Teorema 1.4.2. R(p) é um Anel local.

Demonstração: Seja Q um ideal maximal de R(p), então Q é primo, e pelo Teorema
1.4.1, Q = S−1I para algum ideal primo I de R que é disjunto de S = R \ (p). Em
outras palavras, I ⊆ (p). Consequentemente, Q = S−1I ⊆ S−1(p). Se S−1(p) = R(p) =
S−1R, então pelo Lema 1.4.1, item (4), (p) não é disjunto de S = R \ (p), o que é
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impossível. Portanto, S−1(p) é um ideal próprio contendo todos os ideais maximais,
logo deve ser o único ideal maximal.

Observação 1.4.2. É conveniente escrever o ideal S−1I como IR(p). Não há ambigui-
dade, porque o produto de um elemento de I e um elemento arbitrário de R pertence
a I.

1.5 Álgebras
Definimos nesta seção a estrutura algébrica denominada Álgebra, bem como apre-

sentamos a definição de Álgebra Semiprima e Álgebra Livre. Para um melhor aprofun-
damento sobre álgebra livre indicamos [2].

Definição 1.5.1. Seja R um anel comutativo. Um R-módulo A é chamado de R-
álgebra, se houver uma multiplicação definida em A, de forma que, com a mesma
adição dada em A e esta multiplicação, A é um anel tal que a seguinte condição é
válida:

r(ab) = (ra)b = a(rb),

para todo r ∈ R e todo a, b ∈ A.

Se A, como um anel tem unidade 1, então a condição acima implica que R · 1
(que é um anel isomorfo a R) está contido no centro de A. Note que se R é um anel
comutativo, então o anel R[X] de polinômios com coeficientes em R e o anel completo
de matrizes Mn(R) são exemplos de R-álgebras.

Observação 1.5.1.

(1) Quando o produto de A admite uma identidade, isto é, existe um elemento 1 ou 1A
em A tal que a · 1 = 1 · a = a para todo a ∈ A, dizemos que A é uma álgebra unitária.

(2) Se, para todo ab ∈ A, ab = ba, dizemos que A é uma álgebra comutativa.

(3) Se, para todo a, b, c ∈ A, a(bc) =(ab)c, dizemos que A é uma álgebra associativa.
.

Exemplo 1.5.1. O conjuntoM2(R) com as operações de soma, produto e produto por
escalar usuais é uma R-álgebra não comutativa.

Definição 1.5.2. Uma álgebra A é dita semiprima quando, olhada como anel, A é um
anel semiprimo.

Definição 1.5.3. (Álgebra livre) Uma K-álgebra A é dita livre sobre um subcon-
junto X (livremente gerada por X) se para qualquer álgebra R e qualquer aplicação
f : X → R existe um único homomorfismo de álgebras h : A → R que estende f , ou
seja, h|X = f . A cardinalidade de X é dita o posto de A.
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Considerando um conjunto infinito e enumerável X = {x1, x2, . . .} de elementos
não comutativos, ditos indeterminadas, a álgebra K〈X〉 é o espaço vetorial que tem
uma base formada por todas as sequências xi1xi2 . . . xin em X, com n ≥ 0, munido
com a multiplicação natural por justaposição, onde a sequência com n = 0 denota a
unidade 1 ∈ K.

Definição 1.5.4. A álgebra K〈X〉 é livremente gerada por X e é chamada a álgebra
livre dos polinômios sobre X.



Capítulo 2

Anéis de Grupo, Identidades de
Grupo e Identidades Polinomiais

2.1 Anéis de Grupo
Os anéis de grupos são estruturas bastante estudadas por pesquisadores da área

de teoria abstrata de grupo. Dentre os principais algebristas que contribuíram e con-
tribuem com as pesquisas relacionadas aos Anéis de Grupo, podemos destacar D.S.
Passman, S.K. Sehgal e C. Polcino. Aqui, faremos uma exposição dos principais con-
ceitos e resultados iniciais da teoria e para um melhor aprofundamento sobre o assunto,
o leitor poderá consultar [13], [15], [18] e [19].

Definição 2.1.1. Seja R um anel e G um grupo. O anel de grupo do grupo G sobre
o anel R notado por RG, é o conjunto de todas somas finitas formais:

∑
g∈G

αgg,

com g ∈ G e αg ∈ R, e com a seguinte estrutura de anel:

A soma é definida como

+ :
∑
g∈G

αgg +
∑
g∈G

βgg =
∑
g∈G

(αg + βg)g

e o produto

· :
∑
g∈G

αgg ·
∑
h∈G

βhh =
∑
g,h∈G

(αgβh)gh

Também tem estrutura de R-módulo:

a ·
∑
g∈G

αgg =
∑
g∈G

a · αgg.

Podemos notar que se o anel R é unitário, o anel RG também o será, tendo como
elemento unidade o elemento 1A1R.

22
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Observação 2.1.1. No caso em que R é comutativo, RG também é chamado de
álgebra de grupo de G sobre R.

Vamos centrar nossas atenções para o caso específico que o anel R é um corpo.
Usaremos a letra K para denotar tal corpo.
Notemos que a dimensão da álgebra KG é |G|.

Observação 2.1.2. Seja H subgrupo de G. Notaremos por πH a função:

πH : KG −→ KH∑
g∈G

αgg 7−→
∑
g∈H

αgg

Ou seja, tiramos da soma os elementos que não estão em H.

Definição 2.1.2. Para um elemento α ∈ KG, definimos o suporte de α, denotado por
Suppα, como sendo o conjunto Suppα = {g ∈ G | αg 6= 0}. Pela definição de anel de
grupo, temos que Suppα é sempre finito.

Definição 2.1.3. Seja KG um anel de grupo. O homomorfismo ψ : KG → K dado
por

ψ

(∑
g∈G

αgg

)
=
∑
g∈G

αg

é chamado aplicação de aumento de KG. E o kernel desta aplicação, é o ideal de
aumento de KG e o denominamos de ∆(G).

Lema 2.1.1. Sejam K um corpo, G um grupo, H um subgrupo de G, e Y uma
transversal a esquerda de H em G. Então para todo elemento α ∈ KG, existem e são
únicos αy ∈ KH tal que:

α =
∑
y∈Y

yαy

com αy = πH(y−1α) ∈ KH.

Demonstração: Seja α =
∑

axx ∈ KG. Como o suporte de α é finito, existe uma
quantidade finita de classes laterais à esquerda de H, digamos, y1H, y2H, ..., ynH com
yi ∈ Y , cuja união contém Suppα. Podemos então escrever α = α1 +α2 + ...+αn, onde
αi é a soma parcial formada pelos elementos axx com x ∈ yiH. Uma vez que x ∈ yiH
implica em y−1i x ∈ H, então

α =
n∑
1

yi(y
−1
i αi).
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com y−1i αi ∈ KH. Assim α pode ser escrito como uma soma da forma
∑

yαy com

αy ∈ KH. Para provar a unicidade seja α =
∑

yαy e y0 ∈ Y , então y−10 α =
∑

y−10 yαy

e y−10 y ∈ H se, e somente se, y = y0, pois Y é uma transversal de H em G. Logo,

πH(y−10 α) = y0y
−1
0 αy0 = αy0

em particular se α = 0 então αy = 0, ∀ y ∈ Y .

2.1.1 Unidades de Anéis de Grupo

Dado um anel A, denotamos por U(A) o grupo multiplicativo das unidades de A.
Isto é,

U(A) = {x ∈ A | (∃y ∈ A) xy = yx = 1}

Definição 2.1.4. (Grupo das unidades de RG). Dado um grupo G e um anel R,
U(RG) indica o grupo de unidades do anel de grupo RG assim definido:

U(RG) = {α ∈ RG | ∃ β ∈ RG tal que αβ = βα = 1}

Observação 2.1.3. Como a aplicação ψ : KG→ K, dada por ψ

(∑
g∈G

αgg

)
=
∑
g∈G

αg

é um homomorfismo de anéis, segue que se u ∈ U(KG), então ψ(u) ∈ U(K). De fato,
basta observar que 1 = ψ(1) = ψ(uu−1) = ψ(u)ψ(u−1).

Definição 2.1.5. (Grupo das unidades de aumento 1). O Subgrupo das unidades
de aumento 1 em U(KG) é o conjunto

U1(KG) = {u ∈ U(KG) | ψ(u) = 1}

Para uma unidade u do anel de grupo integral ZG, temos que ψ(u) = ±1.

Definição 2.1.6. (Unidades Triviais) Um elemento da forma rg, onde r ∈ U(R) e
g ∈ G, possui um inverso r−1g−1. Os elementos desta forma são chamados unidades
triviais de RG. Se K é um corpo, então as unidades triviais de KG são elementos da
forma kg, onde k ∈ K, k 6= 0, g ∈ G.

2.2 Identidades de Grupo e Identidades Polinomiais.
Definição 2.2.1. Seja w(x1, ..., xn) 6= 1 um elemento do grupo livre de posto n. Dize-
mos que w = 1 é uma identidade de grupo para G, se para todos g1, g2, ...gn ∈ G
temos w(g1, ..., gn) = 1. Escrevemos G é GI.
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Exemplo 2.2.1.

(i) Se G é abeliano, então G satisfaz a identidade w(x1, x2) = x−11 x−12 x1x2

(ii) SeG é um grupo nilpotente, então G satisfaz a identidade w(x1, . . . , xl) = [x1, . . . , xl]
para algum l ≥ 2, onde [x1, . . . , xl] denota o comutador de peso l no grupo G.

Definição 2.2.2. Seja K〈x1, x2, ...〉 a álgebra livre de posto enumerável sobre o corpo
K. Dizemos que uma K-álgebra R satisfaz uma identidade polinomial de grau
s ou é uma PI- álgebra se existe f(x1, x2, .., xn) ∈ K〈x1, x2, ...〉, f 6= 0 com grau de f
igual a s tal que

f(r1, r2, .., rn) = 0

para todos r1, r2, .., rn ∈ R.
Este polinômio f(x1, ..., xn) que satisfaz esta propriedade é dito uma identidade po-
linomial em R.

• Grau de um polinômio

O grau de um polinômio não nulo f(x1, . . . , xn) ∈ K〈x1, x2, . . .〉 é o maior grau dentre
os graus de todos os monômios, com coeficientes não nulos, def .

• PI álgebra de grau n

Dizemos que uma álgebra A é uma PI-álgebra de grau n quando satisfaz um po-
linômio de grau n, ou seja, quando A satisfaz uma identidade polinomial de grau n.

Exemplo 2.2.2.

i) Uma álgebra comutativa satisfaz f(x1, x2) = x1x2 − x2x1.
ii) Uma álgebra nilpotente de grau m satisfaz f(x1, . . . , xm) = x1 . . . xm.

• Monômio multilinear
Um monômio xi1xi2 . . . xij é dito multilinear se cada uma de suas variáveis ocorre uma
única vez.

Exemplo 2.2.3.

(i) x1x3x4x2 é multilinear.

(ii) x1x3x22 não é multilinear.

• Polinômio multilinear

Um polinômio f ∈ K〈x1, x2, ...〉 é dito multilinear se suas parcelas são monômios
multilineares que envolvem as mesmas variáveis. Ou seja, f é multilinear se, e somente
se, for da forma f(x1, x2, ...xn) =

∑
σ∈Sn

aσxσ(1)...xσ(n) com aσ ∈ K.
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Exemplo 2.2.4.

(i) f(x1, x2, x3) = x1x2x3 + 4x3x2x1 − 2x2x1x3 é um polinômio multilinear.

(ii) f(x1, x2, x3) = x3x2 + 5x2x1x3 não é um polinômio multilinear.

(iii) f(x1, x2) = x1x
2
2 − 3x1x

2
2 não é um polinômio multilinear.

Definição 2.2.3. (Identidade Polinomial Standard). Dizemos que um anel R
satisfaz a identidade polinomial standard de grau n, se para todos x1, x2, ...xn vale:

sn(x1, ..., xn) =
∑
σ∈Sn

(−1)σxσ(1) ...xσ(n) = 0

onde σ varia em Sn (grupo das permutações de n elementos) e (−1)σ = ±1 dependendo
se σ é uma permutação par ou ímpar.

Exemplo 2.2.5.

(1) s2(x1, x2) = x1x2 − x2x1 é a identidade standard de grau dois.

(2) s3(x1, x2, x3) = x1x2x3 +x2x3x1−x3x2x1 +x3x1x2−x1x3x2−x2x1x3 é a identidade
standard de grau três.

Lema 2.2.1. Seja sn(x1, ..., xn) o polinômio standard de grau n. Temos:

(i) sn é linear em cada variável;

(ii) sn(. . . , xi, . . . , xj, . . .) = −sn(. . . , xj, . . . , xi, . . .);

(iii) sn(. . . , xi, . . . , xi, . . .) = 0;

(iv) sn+1(x1, x2, . . . , xn+1) =
∑
±xisn(x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1). Em particular, se V é uma

álgebra que satisfaz sn, então V satisfaz sn+1;

(v) s2n(1, x2, x3, . . . , x2n) = 0

(vi) sn(x1, x2, . . . , xn) = 0 se x1, x2, . . . , xn são linearmente dependentes sobre K.

Demonstração: (i) segue da definição.
(ii) Note que se τ = (i, j) é uma transposição e σ ∈ sn, então (−1)στ = −(−1)σ e que os
monômios de sn(. . . , xi, . . . , xj, . . .) são exatamente os mesmos de sn(. . . , xj, . . . , xi, . . .),
logo sn(. . . , xi, . . . , xj, . . .) = −sn(. . . , xj, . . . , xi, . . .).
(iii) Basta observar que os monômios de sn(. . . , xi, . . . , xi, . . .) aparecem aos pares, com
sinais trocados, portanto cancelam-se dois a dois, assim sn(. . . , xi, . . . , xi, . . .) = 0.
(iv) Isto é verdade, pois ±xisn(x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1) é apenas a soma de todos os termos
de sn+1 que começam com xi.
(v) Para cada ordenação de x2, x3, . . . , x2n existem exatamente 2n monômios

1xi2xi3 . . . xi2n

xi21xi3 . . . xi2n
...
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xi2xi3 . . . xi2n1

na escrita de s2n(1, x2, . . . , x2n) e o coeficiente destes são, respectivamente, 1,−1, 1, . . .,
logo s2n(1, x2, . . . , x2n) = 0.
(vi) Segue de (i) e (ii) ao substituir umas das variáveis por uma combinação linear das
demais.

O próximo resultado nos garante que uma álgebra de dimensão finita sobre um
corpo sempre satisfaz uma identidade polinomial.

Teorema 2.2.1. Seja R uma K-álgebra. Se dimKR = n <∞, então R satisfaz sn+1.
Por outro lado, se R é algébrica de grau limitado n, então R satisfaz a identidade

f(x1, x2) = sn+1(x1, x1x2, x1x
2
2, . . . , x1x

n
2 )

Demonstração: Se dimKR = n, então qualquer n + 1 elementos são linearmente de-
pendentes, então R satisfaz sn+1 pelo item (vi) do Lema 2.2.1. Suponhamos agora
que R seja algébrica de grau limitado n e sejam α, β ∈ R. Então 1, β, . . . βn são line-
armente dependentes e, consequentemente, o mesmo vale para α, αβ, . . . , αβn. Assim,
novamente pelo item (vi) do Lema 2.2.1, temos f(α, β) = 0 e como f(x1, x2) 6= 0,
pois os monômios de f são dois a dois distintos, com isso segue o resultado.

Note que em particular o Teorema 2.2.1 nos diz que Mm(K) satisfaz sm2+1.
De fato, como Mm(K) tem dimensão m2, pelo teorema anterior, temos que Mm(K)
satisfaz a identidade standard de grau m2 + 1.

Partindo desse teorema podemos observar que se G é um grupo finito então a
álgebra de grupo KG satisfaz uma identidade polinomial, visto que dimKG = |G|.

Proposição 2.2.1. [Ver [13], Lema V.1.7] Se s′′′ é a soma de todos os termos em
sn(x1, x2, . . . , xn) onde aparece o produto x1x2x3 e s′′ é a soma de todos os termos em
sn(x1, x2, . . . , xn) onde aparece o produto x1x2. Então:

(i) s′′′ = sn−2(x1x2x3, x4, . . . , xn);

(ii) s′′ = sn−2(x3, x4, . . . , xn)x1x2 + Σn
i=3(±)sn−2(x1x2xi, x3, . . . , x̂i, . . . , xn).

Lema 2.2.2. Seja m > 1 e assuma que Mm−1(K) satisfaz a identidade S2m−2. Seja
{eaibi} um conjunto com 2m matrizes unidades em Mm(K) e suponha que

S2m(ea1b1 , ea2b2 , . . . , ea2mb2m) 6= 0.

Para cada u = 1, 2, . . . ,m, seja n(u) o número de vezes que u aparece como um índice
em {eaibi}. Então os possíveis valores para n(u) são

3, 5, 4, 4, . . . , 4

3, 3, 6, 4, . . . , 4
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ou
4, 4, 4, 4, . . . , 4

Demonstração: Seja u tal que n(u) = 0, ou seja, nenhum dos elementos de {eaibi}
possui a i-ésima linha e i-ésima coluna, então {eaibi} ⊆Mm(K)(u) ∼= Mm−1(K) e como
s2m−2 é uma identidade para Mm−1(K) (por hipótese), o Lema 2.2.1, item (iv), nos
diz que s2m é uma identidade para Mm−1(K) e assim S2m(ea1b1 , ea2b2 , . . . , ea2mb2m) = 0,
absurdo. Se n(u) = 1, então, digamos, eubi ∈ {eaibi}2mi=1 e os únicos monômios de
S2m(ea1b1 , ea2b2 , . . . , ea2mb2m) não-nulos são aqueles onde eubi aparece à esquerda, ou seja,
S2m(ea1b1 , ea2b2 , . . . , ea2mb2m) = ± eubis2m−1(. . .), mas s2m−1(. . .) = 0 em Mm−1(K) ∼=
Mm(K)(u), pelo mesmo motivo anterior, logo s2m(. . .) = 0, absurdo. Notemos que de
modo análogo poderíamos ter considerado eaiu no lugar de eubi . Se n(u) = 2, então
existem as seguintes possibilidades (disjuntas) para u de modo que um monômio em
s2m se anule: {euu}, {eiu, eju} e {eui, euj}. Com isso, para que s2m(. . .) 6= 0, devemos
ter euj e eiu em algum monômio de s2m. Neste caso, temos dois produtos possíveis
envolvendo as matrizes euj e eiu de modo que um monômio seja não-nulo, a saber,
eiueuj = eij e euj . . . eiu, logo s2m(. . .) = ±eujs2m−2(. . .)eiu+s′′ = s′′ = ±s2m−2(. . .)eij +
Σ ± s2m−2(. . .) = 0, pois Mm−1(K) satisfaz s2m−2 e eij ∈ Mm(K)(u). Então podemos
assumir que n(u) ≥ 3. Como s2m(. . .) 6= 0, existe algum monômio M não-nulo. Temos
duas possibilidades para a escrita de M , a saber,

M = Y ei1ueuj1 . . . einueujnX

ou

M = Y ei1ueuj1 . . . einu

onde X é um produto de matrizes unidades que possuem a u-ésima coluna e u-ésima
linha nulas, Y é produto de matrizes unidades que possuem a u-ésima coluna nula (X
e Y podem ser expressões vazias) e {eiku} ⊆ {eaibi} é o conjunto de "todas" as matrizes
com u-ésima coluna não-nula. Com isso, se n(u) é ímpar, independente de euu ∈ {eaibi},
temos duas possibilidades: Y = eujY

′ onde na escrita de Y ′ não aparece o índice u,
ou M = Y ei1ueuj1 . . . einu, em qualquer caso, temos uma matriz einu à direita de M
ou uma matriz do tipo euj à esquerda de M , consequentemente, existem no máximo
dois u1, u2 = 1, 2, . . . ,m tais que n(ui) é ímpar. No entanto, como Σm

1 n(u) = 4m,
concluímos que todos os n(u) são pares ou dois são ímpares e os demais pares. Usando
o fato de que n(u) ≥ 3 e Σm

1 n(u) = 4m, calcula-se os possíveis valores para n(u).
Por exemplo, n(1) + n(2) + . . . + n(m) = 4m nos diz, em particular, que algum n(i),
digamos n(1), é menor ou igual a 4, ou seja n(i) = 3 ou 4. Suponhamos que nenhum
dos n(i) seja igual a 3. Logo n(2)+ . . .+n(m) = 4(m−1) e novamente deve existir um
n(j) = 4, continuando com esse procedimento chegamos a 4, 4, 4 . . .. Por outro lado se
existir n(u) = 3, digamos n(1), deve existir um único n(u′) ímpar, com u 6= u′, digamos
n(2), logo

4m = n(1) + n(2) + . . .+ n(m) ≥ n(1) + n(2) + 4 + . . .+ 4,

consequentemente, n(1) +n(2) ≤ 8. Com isso temos 3, 3 ou 3, 5, continuando com esse
mesmo procedimento chega-se às possibilidades
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3, 3, 6, 4, 4, . . . ,

e

3, 5, 4, 4, 4, . . . .

Lema 2.2.3. Seja e2 = e ∈ Mn(D), onde D é um anel de divisão. Então existe
C ∈Mn(D) invertível tal que e = CekC

−1, onde ek = Σk
i=1eii

Demonstração: Considere um espaço vetorial V sobre D de dimensão n com base B1 e
seja φ : Mn(D)→ EndDV um isomorfismo. Se E = φ(e), então E2 = E, pois φ é um
isomorfismo. Provaremos que V = EV ⊕(I−E)V . Já temos EV ⊕(I−E)V ⊆ V , além
disso se v ∈ V , então v = Ev+ (v−Ev) ∈ EV + (I−E)V . Logo EV + (I−E)V = V .
Suponhamos agora que v ∈ EV ∩ (I − E)V , então existe w1 ∈ V tal que Ew1 = v e
w2 ∈ (I − E)V tal que v = (I − E)w2, logo Ev = E(Ew1) = Ew1 = v, ou seja v = Ev,
mas Ev = E(I − E)w2 = (E − E2)w2 = 0, logo v = 0 e V = EV ⊕ (I − E)V . Agora
escolha uma base de V feita de uma base de EV e de (I − E)V , digamos que a base
seja B2 = {v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vn}, onde {v1, . . . , vk} é a base de EV . Então a matriz
de E nessa base tem a forma (

Ik 0
0 0

)
= ek

onde Ik é a matriz identidade de ordem k e os zeros na matriz representam matrizes
nulas. Então basta tomar C como sendo a matriz de mudança de base entre a base B2

e B1 e neste caso teremos e = CekC
−1.

Teorema 2.2.2. ( Amitsur-Levitzky) O polinômio standard s2m é uma identidade
de Mm(K) para toda álgebra comutativa K.

Demonstração: Provaremos o Teorema por indução emm. Sem = 1, então s2m(x1, x2) =
x1x2−x2x1 é uma identidade para M1(K), pois esta é uma álgebra comutativa. Sejam
e, f dois elementos idempotentes ortogonais em V = Mm(K). Mostraremos primeiro
que s2m(e, f, V, V, . . . , V ) = 0. Note que e e f são simultaneamente diagonalizáveis e
possuem apenas 1 e 0 como autovalores. Se s2m(e, f, V, V, . . . , V ) 6= 0, então, por linea-
ridade, existe um conjunto de matrizes unidades {eaibi} da forma eii e ejj (por causa da
forma diagonal de e e f) tal que s2m(ea1b1 , ea2b2 , . . . , ea2mb2m) 6= 0. Sem perda de genera-
lidade podemos tomar e = e11 e f = e22. Pelo Lema 2.2.2 e pela hipótese de indução
existe no máximo um u = 1, 2, . . . ,m tal que n(u) > 4, logo n(1) ≤ 4 ou n(2) ≤ 4, diga-
mos que n(1) ≤ 4. Agora substituindo e11 por 1−Σm

2 eii em s2m(ea1b1 , ea2b2 , . . . , ea2mb2m),
e usando a multilinearidade de s2m, obtemos uma expressão da forma

s2m(ea1b1 , . . . , ea2mb2m) = ±s2m(1, eai1bi1 , . . . , eai2m−1
bi2m−1

)

+ Σn
i=2 ± s2m(eii, eai1bi1 , . . . , eai2m−1

bi2m−1
)
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E o Lema 2.2.1 nos diz que s2m(1, eai1 bi1 , . . . , eai2m−1
bi2m−1) = 0. Note que neste

caso, em cada um destes termos, tem-se n(1) ≤ 4 − 2 = 2 e com isso, pelo Lema
2.2.2, todos estes são nulos, absurdo. Seja e um idempotente em V . Mostraremos que
s2m(e, V, V, V, . . . , V ) = 0. Pelo Lema 2.2.3, podemos supor, novamente sem perda
de generalidade, que e = e11 e considerar um conjunto de matrizes unidades {eaibi}
contendo e11. Se todos os eaibi possuem um índice 1, então existem matrizes repetidas
na escrita de

s2m(ea1b1 , . . . , ea2mb2m),

pois existem no máximo, 2m− 1, matrizes unidades com índice 1, logo

s2m(ea1b1 , . . . , ea2mb2m) = 0,

pelo Lema 2.2.1, (iii). Caso contrário algum eij aparece com i, j 6= 1. Mas pelo
parágrafo anterior se i = j, temos s2m(ea1b1 , . . . , ea2mb2m) = 0, logo podemos supor que
i 6= j e ambos são diferentes de 1. Então eij = (eii + eij)− eii é a diferença entre dois
idempotentes, ambos ortogonais a e11, então por linearidade e pelo parágrafo anterior,
temos s2m(ea1b1 , . . . , ea2mb2m) = 0. Finalmente, mostraremos que s2m(V, V, . . . , V ) = 0.
Por linearidade, é suficiente provar que s2m(ea1b1 , . . . , ea2mb2m) = 0 quando {eaibi} é um
conjunto de matrizes unidades. Seja eab ∈ {eaibi}. Já vimos que no caso de termos
a = b, s2m(. . .) = 0. Se a 6= b, então eab = (eaa + eab) − eaa é a diferença entre dois
idempotentes, então por linearidade temos novamente que s2m(. . .) = 0. Com isso V
satisfaz s2m e o resultado segue por indução.

Lema 2.2.4. [Ver [13], Lema V.1.10] Seja H um subgrupo de G de índice finito
n. Então KG ⊆ Mn(KH). Mais precisamente, a função ηx : KG → Mn(KH) dada
por α 7→ [πH(xiαx

−1
j )], onde X = {x1, . . . , xn} é uma transversal de H em G, é um

monomorfismo.

2.2.1 Processo de Linearização

A seguir apresentamos o processo de linearização sobre identidades polinomiais,
ou seja, se uma K-álgebra satisfaz uma identidade polinomial de grau n, então ela
também satisfaz uma identidade polinomial multilinear de grau n. Ou seja, através do
processo de linearização conseguimos obter, a partir do polinômio satisfeito pela álge-
bra, um novo polinômio, que será multilinear e de mesmo grau, e também satisfeito
por essa álgebra.

Teorema 2.2.3. (Kaplansky) Seja R uma álgebra sobre um corpo K. Se R satisfaz
uma identidade polinomial de grau n, então R satisfaz uma identidade polinomial da
forma:

f(x1, x2, ...xn) =
∑
σ∈Sn

aσxσ(1)...xσ(n),

com os aσ pertencentes a K, não todos nulos.
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Demonstração. Seja g(x1, x2, ...) a identidade polinomial de grau n satisfeita por R. Em
primeiro lugar, suponhamos que alguma variável xi ocorra em algum dos monômios de
g mas não em todos. Assim podemos escrever:

g = g′ + g′′

onde xi ocorre em todos os monômios de g′ e não ocorre nos monômios de g′′ .
Logo g′′ 6= 0, grau g′′ ≤ n e

g′′(x1, x2, ..., xi, ...) = g(x1, x2, ..., 0, ...)

Claramente R também satisfaz g′′. Desta maneira substituindo g por g′′ , temos
uma identidade polinomial para R de grau menor ou igual a n, com menos variáveis.
Repetimos este processo até obtermos uma identidade h de grau menor ou igual a n
satisfeita por R, onde cada xi aparece pelo menos uma vez em cada monômio. Como
grau h ≤ n, vemos que h é uma função com no máximo n variáveis. Reescrevendo, se
necessário, podemos supor h ∈ K〈x1, x2, ..., xn〉.
Seja H o conjunto de todos h ∈ K〈x1, x2, ..., xn〉, h 6= 0 os quais são identidades poli-
nomiais para R de grau menor ou igual a n e que todas as variáveis envolvidas em h
apareça em cada monômio de h. Por construção H é não vazio.
Tomemos f ∈ H como sendo a função que possui um número máximo de variáveis,
digamos t.
Agora, mostraremos que realmente f é a identidade polinomial procurada.
Sem perda de generalidade, suponhamos que algum monômio de h não é linear em x1.
Como grau f ≤ n e f ∈ H, logo f não pode conter todos xi, 1 ≤ i ≤ n, portanto
algum xi não aparece em f . Suponhamos então que xn não apareça em f . Seja

f ′ = f(x1 + xn, x2, ...)− f(x1, x2, ...)− f(xn, x2, ...).

Considerando os monômios envolvidos que não são lineares em x1, segue facilmente
que f ′ 6= 0 e f ′ ∈ H. Porém, f ′ é uma função de t + 1 variáveis, uma contradição.
Consequentemente todos os monômios em f são lineares em cada variável xi e desta
forma todos possuem o mesmo grau t ≤ n.
Suponhamos t < n e digamos, xn não aparece em f . Fazendo f ′′ = xnf obtemos uma
contradição. Desta forma t = n e f possui a forma desejada.

Agora, observaremos três exemplos que ilustram o processo de multilinearizar
polinômios.

Exemplo 2.2.6. Se f = x21, então

g = f(x1 + x2)− f(x1)− f(x2)

= (x1 + x2)
2 − x21 − x22

= (x1 + x2)(x1 + x2)− x21 − x22
= x1x2 + x2x1 que é multilinear
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Exemplo 2.2.7. Se f(x1, x2) = x21x2, então

f1(x1, x2, x3) = f(x1 + x3, x2)− f(x1, x2)− f(x3, x2)

= (x1 + x3)
2x2 − x21x2 − x23x2

= x1x3x2 + x3x1x2 que é multilinear

Exemplo 2.2.8. Seja f = x31. Linearizemos f passo a passo. Primeiro tome:

f1(x1, x2) = f(x1 + x2)− f(x1)− f(x2)

= (x1 + x2)
3 − x31 − x32

= x1x2x1 + x2x
2
1 + x22x1 + x21x2 + x1x

2
2 + x2x1x2

Como o polinômio resultante não é multilinear, aplicaremos também o processo a
f1(x1, x2).

Agora tome:

f2(x1, x2, x3) = f1(x1 + x3, x2)− f1(x1, x2)− f1(x3, x2)
= (x1 + x3)x2(x1 + x3) + x2(x1 + x3)

2 + x22(x1 + x3) + (x1 + x3)
2x2+

+(x1+x3)x
2
2+x2(x1+x3)x2−(x1x2x1+x2x

2
1+x22x1+x21x2+x1x

2
2+x2x1x2)−(x3x2x3+

+x2x
2
3 + x22x3 + x23x2 + x3x

2
2 + x2x3x2)

Portanto,

f2(x1, x2, x3) = x3x2x1 + x1x2x3 + x2x1x3 + x2x3x1 + x1x3x2 + x3x1x2

que é multilinear.

2.2.2 Identidade Polinomial Generalizada

Um polinômio generalizado f sobre uma K-álgebra R é informalmente falando,
um polinômio onde elementos da álgebra são permitidos aparecerem como coeficientes
dos monômios e entre as letras.

Dizemos que R satisfaz uma identidade polinomial generalizada se existe um po-
linômio generalizado não nulo f(x1, . . . , xn) tal que f(a1, . . . , an) = 0 ∀ ai ∈ R.
Por exemplo, sendo a, b, c ∈ R elementos quaisquer, f(x1, x2) = ax2cx1 − 7x1bx2 é
um polinômio generalizado sobre R.

Na definição a seguir, caracterizamos os polinômios generalizados. Por conveni-
ência, trataremos apenas dos polinômios multilineares.

Definição 2.2.4. (Polinômio Multilinear Generalizado de grau n). Seja R uma
álgebra sobre K. Dizemos que f é um polinômio multilinear generalizado de grau n se
tem a forma:

f(x1, x2, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

fσ(x1, x2, . . . , xn),
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onde fσ é um polinômio da forma,

fσ(x1, x2, . . . , xn) =
aσ∑
j=1

α0,σ,jxσ(1)α1,σ,jxσ(2) . . . αn−1,σ,jxσ(n)αn,σ,j,

em que cada αi,σ,j ∈ R e aσ é algum inteiro positivo.

Definição 2.2.5. (Polinômio multilinear generalizado não - degenerado). Di-
zemos que f é um polinômio multilinear generalizado não degenerado, se para algum
σ ∈ Sn, fσ(x1, x2, . . . , xn) não é identidade polinomial generalizada para a álgebra R,
ou seja, existem r1, r2, . . . , rn ∈ R, tal que fσ(r1, r2, . . . , rn) 6= 0.



Capítulo 3

Conjectura de Brian Hartley

Neste capítulo apresentaremos a demonstração da Conjectura de Brian Hartley
fornecida por A. Giambruno, E. Jespers e A. Valenti [4], para o caso particular em que
R é um domínio comutativo infinito com característica p ≥ 0 e G um p′-grupo de torção.

Proposição 3.0.1. SejaG um grupo. SeG satisfaz uma identidade de grupo w(x1, . . . , xn) =
1, então G satisfaz uma identidade em duas variáveis v(y1, y2) = 1.

Demonstração: Seja w(x1, . . . , xn) = xr1i1 . . . x
rk
ik

com ij 6= ij+1, ij ∈ {1, . . . , n}. Tome-
mos a identidade de grupo v:

v(y1, y2) = y−i11 yr12 y
i1−i2
1 . . . y

ik−1−ik
1 yrk2 y

ik
1 .

Como ij − ij+1 6= 0 para todo j, temos que v é não trivial. Vamos mostrar que G
satisfaz v = 1. Sejam g1, g2 ∈ G. Vamos definir hi como abaixo:

hi = g−i1 g2g
i
1

Assim temos para todo r inteiro

(hi)
r = g−i1 g

r
2g
i
1.

Por um lado, usando nossa hipótese, temos:

w(h1, . . . , hn) = 1

E por outro lado:
w(h1, . . . , hn) = hr1i1 . . . h

rk
ik

=

g−i11 gr12 g
i1
1 g
−i2
1 . . . grk2 g

ik
1 =

g−i11 gr12 g
i1−i2
1 . . . grk2 g

ik
1 = v(g1, g2)

Portanto concluímos que v(g1, g2) = 1 para todos g1, g2 ∈ G. Logo G satisfaz
v = 1.

34
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Observação 3.0.1. Na verdade, a palavra v satisfeita por G pode ser escrita de uma
maneira mais refinada, ou seja, G satisfaz:

v1 = xγ11 x
δ1
2 . . . x

γk
1 x

δk
2

onde γi, δj ∈ {±1,±2}.

Teorema 3.0.1. Seja A uma álgebra sobre um domínio comutativo infinito R e supo-
nha que U(A) satisfaz uma identidade de grupo. Existe um inteiro positivo m tal que
se a, b, c ∈ A e a2 = bc = 0, então bacA é um ideal nil à direita de expoente limitado
menor que ou igual a m.

Demonstração: Usando a Proposição 3.0.1, podemos supor que U(A) satisfaz uma
identidade de grupo nas variáveis x1 e x2 da forma:

(1) xr11 x
s1
2 x

r2
1 x

s2...
2 xrk1 x

sk
2 x

rk+1

1 = 1,

onde k ≥ 1, ri, si ∈ Z e todos esses números inteiros são diferentes de zero,
exceto possivelmente rk+1. Se fizermos a substituição x1 = xy, x2 = yx então temos
uma identidade de grupo para U(A) da forma:

(2) (xy)r1(yx)s1...(xy)rk(yx)sk(xy)rk+1 = 1.

Seja a, b ∈ A e b = c tal que a2 = b2 = 0. Afirmamos que abaA é um ideal nil
à direita de expoente limitado. De fato, suponha primeiramente que charR 6= 2. Para
u ∈ A temos (aua)2 = (bauab)2 = 0 de modo que 1 + aua, 1 + bauab ∈ U(A) e seus
inversos são respectivamente (1 − aua) e (1 − bauab). Agora avaliamos a identidade
do grupo em U(A) substituindo x e y por 1+aua e 1+bauab respectivamente; obtemos:

((1 + aua)(1 + bauab))r1((1 + bauab)(1 + aua))s1...((1 + bauab)(1 + aua))sk((1 +
+ aua)(1 + bauab))rk+1 = 1,
para todo a, b, u ∈ A, a2 = b2 = 0.
Observamos que para c ∈ A, n ∈ Z, c2 = 0 implica que (1 + c)n = 1 + nc, fato este
que facilmente pode ser provado por indução sobre n; assim ao calcular todos os pro-
dutos na igualdade acima, obtemos uma expressão da forma f(aua, bauab) = 0, onde
f(x1, x2) é um polinômio não nulo com coeficientes integrais nas variáveis não comu-
tadas x1, x2; além disso f(x1, x2) tem termo constante zero. Segue-se que se λ ∈ R,
então substituindo u por λu e expandindo, a identidade anterior pode ser escrita na
forma:

(3) λp1 + λ2p2 + . . .+ λlpl = 0,
onde p1, . . . , pl são expressões polinomiais com coeficientes integrais em aua e

bauab.

Podemos escrever a igualdade (3) acima de forma matricial:
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1 λ1 λ21 . . . λl1
1 λ2 λ22 . . . λl2
...

...
... . . . ...

1 λl+1 λ2l+1 . . . λll+1




0
p1
...
pl

 =


0
0
...
0


e usando o fato de que R é um domínio comutativo infinito de divisores diferentes
de zero em A e como o determinante da matriz de Vandermonde acima é não nulo,
podemos concluir que p1 = . . . = pl = 0. Como cada variável em (2) pode aparecer
com o expoente 1 ou −1, ou 2 ou −2, então pl = 0 implica:

2r(abau)s = 0

para algum inteiro r e s, com 0 ≤ r e 1 ≤ s ≤ m, onde m = 2+2|rk+1|+2
k∑
i=1

|ri|+ |si|.

Como charR 6= 2, 2r(abau)s = 0 implica que (abau)s = 0, para todos a, b, u ∈ A,
a2 = b2 = 0. Portanto, abaA é ideal nil de expoente limitado menor que ou igual m.
Suponha agora que charR = 2. Na identidade de grupo (1) substitua x1 por x1x2 e x2
por x1x3. Deste modo obtemos uma identidade para U(A) da forma:

(4) (x1x2)
r1(x1x3)

s1...(x1x2)
rk(x1x3)

sk(x1x2)
rk+1 = 1,

e cada variável em (4)(como uma palavra reduzida) pode aparecer com expoente 1 ou
−1.
Seja u ∈ A, como charR = 2, temos que ((a+ ba)u(a+ ab))2 = 0, pois ((a+ ba)u(a+
+ab))2 = ((a+ ba)u(a+ ab)) · ((a+ ba)u(a+ ab)) = (aua+ auab+ baua+ bauab)(aua+
+auab + baua + bauab) = 2auabaua + 2auabauab + 2bauabaua + 2bauabauab = 0 de
modo que 1+(a+ba)u(a+ab) é uma unidade de U(A) com inversa 1−(a+ba)u(a+ab).
Avaliemos agora a identidade de grupo (4) em U(A), substituindo x1 por 1 + aua, x2
por 1 + bauab e x3 por 1 + (a+ ba)u(a+ ab). Obtemos:

((1 + aua)(1 + bauab))r1((1 + aua)(1 + (a+ ba)u(a+ ab)))s1... = 1.

Tome agora λ ∈ R e troque u por λu, então obtemos uma igualdade da forma: λp1 +
λ2p2 + . . . + λlpl = 0 e pelo argumento do determinante de Vandermonde concluímos
que pl = 0. Agora por um cálculo direto, é fácil verificar que pl = 0 implica (abau)s = 0
para algum inteiro s com 1 ≤ s ≤ m. Assim, abaA é um ideal nil à direita de expoente
limitado menor que ou igual a m.
Seja agora, a2 = cd = 0, temos que para todo u ∈ A, (duc)2 = 0, pois (duc)(duc) = 0.
Logo para a2 = (duc)2 = 0 obtemos que (duc)a(duc)A é nil e assim (duc)a(duc)a é
nilpotente, digamos que ((duc)a(duc)a)n = 0 para algum n, é fácil ver que cadA é um
ideal nil de expoente limitado menor que ou igual a m.

Lema 3.0.1. Seja A uma álgebra sobre um domínio comutativo R. Suponha que para
todo a, b, c ∈ A tal que a2 = bc = 0, temos bac = 0, então todo idempotente de R−1A
(o anel de frações de A com respeito aos elementos não-nulos de R) é central.

Demonstração: Seja e um idempotente em R−1A = {a
r
| 0 6= r ∈ R e a ∈ A}, e como

e é idempotente temos e2 = e. Seja e = f
r
, multiplicando à esquerda por r, obtemos

f = re ∈ A.
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Temos que (re)2 = rere = r2ee = r2e2 = r2e.
Consideremos b = f e c = (r − f), temos que:

f(r − f) = re(r − re) = r2e− r2e2 = r2e− r2e = 0.

Se u ∈ R−1A, afirmamos que:
(fu(r − f))2 = 0

De fato, pois:

(reu(r − re))2 = (reur − reure)2

= (r2eu− r2eue)2

= (r2eu− r2eue)(r2eu− r2eue)
= r2eur2eu− r2eur2eue− r2euer2eu+ r2euer2eue

= r4eueu− r4eueue− r4eueu+ r4eueue

= 0

Assim, por hipótese temos:

f · (fu(r − f)) · (r − f) = 0

Logo,

f(fu(r − f)r)− f(fu(r − f))f = 0

re(reu(r − re)r)− re(reu(r − re))re = 0

re(r3eu− r3eue)− re(r3eue− r3euee) = 0

r4eeu− r4eeue− r4eeue+ r4eeue = 0

r4eu− r4eue− r4eue+ r4eue = 0

Consequentemente, r4eu− r4eue = 0
Como r não é divisor de zero, segue que

eu = eue.

De forma análoga, concluímos que ue = eue,
e portanto temos ue = eu para todo idempotente de R−1A e para todo u de R−1A.
Logo todo idempotente de R−1A é central.

Proposição 3.0.2 (Levitzky). [Ver [17], Corolário 1.6.26] . Seja R um anel. E
seja H(R) o conjunto:

H(R) = {a ∈ R | aR é ideal nil de expoente limitado}

Se R é um anel semiprimo então H(R) = 0.
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Corolário 3.0.1. Seja A uma álgebra semiprima em um domínio comutativo infinito
R. Se U(A) satisfaz uma identidade de grupo, então todo idempotente de R−1A é
central.

Demonstração: Tomemos a, b, c ∈ A tal que a2 = bc = 0. Pelo Lema 3.0.1, basta
mostrarmos que bac = 0.
Pelo Teorema 3.0.1 temos que bacA é ideal nil à direita de expoente limitado. Supo-
nhamos que bac 6= 0, então H(A) 6= 0, pela Proposição 3.0.2 A não seria semiprima.
Assim temos bac = 0 e pelo Lema 3.0.1 segue o resultado.

Proposição 3.0.3. [Ver [13], Teorema IV.2.12] . SejaKG álgebra de grupo e char(K) =
0. Então, KG é álgebra semiprima.

Proposição 3.0.4. [Ver [13], Teorema IV.2.13] . Seja KG a álgebra de grupo e
charK = p > 0, são equivalentes:

(a) KG é semiprimo.

(b) φ(G) é um p′ − grupo.
(c) G não possui subgrupo finito normal com ordem divisível por p.

Lema 3.0.2. [ver [7], Teorema 2] . Seja G um grupo finito. Então exatamente uma
das condições seguintes ocorre:

(i) G é abeliano( e U(ZG) também o é),

(ii) G é um 2−grupo hamiltoniano, e U(ZG) = {±g : g ∈ G},
(iii) U(ZG) contém um subgrupo livre de posto 2.

Lema 3.0.3. [ver [3], Lema 4.2 ] .Seja Q8 = 〈a, b : a4 = 1, a2 = b2, bab−1 = a−1〉,
o grupo dos quatérnios de ordem 8. Então U(Z(p)Q8) contém um grupo livre não-cíclico.

Corolário 3.0.2. Seja G um grupo e R um domínio comutativo infinito. Suponha-
mos que φ(G) seja um p′ − grupo no caso char(R) = p > 0. Se U(RG) satisfaz uma
identidade de grupo, então qualquer p′ − subgrupo de torção de G é normal em G, e
portanto, Gp′ é um grupo abeliano ou um grupo hamiltoniano.
Se além disso, char(R) = 0, então Gp′ é um grupo abeliano ou um 2− grupo hamilto-
niano; apenas ocorre o primeiro caso se R também for um domínio local.

Demonstração: Seja charR = p > 0 e φ(G) um p′-grupo, pela Proposição 3.0.4,
RG é uma álgebra semiprima. E como U(RG) satisfaz uma identidade de grupo, pelo
Corolário 3.0.1 para qualquer g ∈ Gp′ de ordem n, o idempotente

ĝ
n

= n−1(1 + g + . . . + gn−1) = e = e2 é central em KG, onde K é o corpo de
frações de R e ĝ = 1 + g + . . .+ gn−1.

Afirmamos que 〈g〉 é normal em G.
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De fato, temos que:

n−1ĝh = hn−1ĝ ⇒ ĝh = hĝ ∀ h ∈ G

Logo,

(1 + g + g2 + . . .+ gn−1)h = h(1 + g + g2 + . . .+ gn−1)

h+ gh+ g2h+ . . .+ gn−1h = h+ hg + hg2 + . . .+ hgn−1

Em particular, pela unicidade da escrita temos gh = hgj ⇒ h−1gh = gj ∈ 〈g〉, logo
〈g〉/G, e mais, Gp′ é um subgrupo de G. De fato, dados x, y ∈ Gp′ , como o(x) = o(x−1)
então x−1 ∈ Gp′ , pois também é um p′ − elemento. Para mostrar que Gp′ é sub-
grupo, basta-nos mostrar que xy ∈ Gp′ . Como para cada x, y ∈ Gp′ temos xy = yxj

e consequentemente (xy)n = ynxkn para algum inteiro kn. Tomando n = o(y), obte-
mos (xy)n = xkn e elevando esta expressão a m = o(x), obtemos (xy)mn = 1, logo
o(xy) \mn, então p - o(xy) e assim xy ∈ Gp′ . Logo Gp′ é um subgrupo de G.

Considere agora H ≤ Gp′ . Para todo g ∈ H temos 〈g〉 ⊂ H ⇒ 〈g〉 ⊂ Gp′ . Vimos
que 〈g〉 / G⇒ ∀ q ∈ Gp′ q

−1gq ∈ 〈g〉 ⊂ H. Portanto, H / Gp′ .
Como todo subgrupo H de Gp′ é normal, segue que Gp′ é um grupo abeliano ou um
grupo hamiltoniano. E assim provamos a primeira parte da afirmação.

Se charR = 0, pela Proposição 3.0.3 RG é uma álgebra semiprima e ana-
logamente ao caso anterior, concluímos que Gp′ é um grupo abeliano ou um grupo
hamiltoniano. Considerando que Gp′ seja hamiltoniano. Como charR=p=0, temos que
Gp = 1 e Gp′ = Gt, o grupo de torção, e para qualquer subgrupo não abeliano finito H
de Gt, temosH = Q8×E×A, onde Q8, E e A são da forma como descritos no Teorema
1.1.2. Como U(ZH) ⊂ U(RG), temos que U(ZH) satisfaz uma identidade de grupo,
consequentemente este grupo de unidades não contém um subgrupo livre não cíclico.
Pelo Lema 3.0.2 implica que A é trivial. Logo Gt é um 2−grupo Hamiltoniano.
Mostraremos agora que Gt é na verdade Abeliano se R é local. De fato, suponha que
Gt seja hamiltoniano, isto é, Gt = Q8 × Ê × Â. Consideremos Z(p), o anel de loca-
lização de Z no ideal primo (p), temos que Z(p) ⊂ Q ⊂ R. E como Q8 ≤ Gt, então
U(Z(p)Q8) ⊆ U(RG) para algum inteiro primo p. Logo U(Z(p)Q8) também satisfaz uma
identidade de grupo. No entanto, isso é impossível, pois pelo Lema 3.0.3 U(Z(p)Q8)
contém um subgrupo livre não-cíclico. Logo Gt é abeliano.

Lema 3.0.4. Seja A uma K-álgebra e suponha que A = RS = {Σirisi | ri ∈ R, si ∈
S}, onde R é uma subálgebra central e S um subconjunto de A, se f(x1, . . . , xn) ∈
K〈x1, x2, ..., xn〉 é um polinômio multilinear, então f(A) ⊆ Rf(S). Em particular, f é
uma identidade polinomial para A se, e somente se, f(S) = 0.

Demonstração: Sejam α1, α2, . . . , αn ∈ A. Por hipótese temos

ti∑
j=1

rijsj i = 1, 2, . . . , n
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com rij ∈ R e sj ∈ S. Como f é multilinear e R é central obtemos

f(α1, α2, . . . , αn) = f(Σt1
j=1r1jsj,Σ

t2
j=1r2jsj, . . . ,Σ

tn
j=1rnjsj)

=
∑
j1,...,jn

r1j1r2j2 . . . rnjnf(sj1 , sj2 , . . . , sjn) ∈ Rf(S)

e o Lema está provado.

Lema 3.0.5. [Ver [13], Teorema V.3.15] . Seja KG um anel de grupo. São equiva-
lentes:

1. [G : φ(G)] <∞ e |(φ(G))′| <∞;

2. KG possui um idempotente e diferente de zero, tal que eKGe satisfaz uma identidade
polinomial;

3. KG satisfaz uma identidade polinomial multilinear generalizada não degenerada.

Agora já temos tudo que precisamos para demonstrar a conjectura de Hartley,
para o caso em que R é um domínio comutativo infinito com charR = p ≥ 0 e G um
grupo de torção que não contém p− elementos. Então:

Teorema 3.0.2. Seja G um grupo de torção e R um domínio comutativo infinito. Se
U(RG) satisfaz uma identidade de grupo, então:

1. Se charR = 0 ou charR = p e G é um p′− grupo, então RG satisfaz s4, a identidade
standard de grau 4;

2. Se charR = p > 0 e G é qualquer grupo, então, ou φ(G) é de índice finito em G e
φ(G)′ é um grupo finito ou existe um inteiro fixo m > 0 tal que para todo a, b, c ∈ RG
com a2 = bc = 0, temos que bacRG é um ideal nilpotente de expoente menor que m.

Demonstração: Seja K o corpo de frações de R, ou seja, K = R−1R. Se charR = 0
ou charR = p e G é um p′-grupo, então pelo Corolário 3.0.2, G é um grupo abe-
liano ou um grupo hamiltoniano. Se G é abeliano, então RG satisfaz o polinômio
s2(x1, x2) = x1x2 − x2x1 e pelo Lema 2.2.1 , item (iv), RG também satisfaz s4. se G
é hamiltoniano, isto é, G = Q8×E1×A1, conforme descrito no Teorema 1.1.2 e seja
A ≤ G tal que:
A = 〈a〉×E1×A1, em que 〈a〉 é subgrupo de Q8 = 〈a, b : a4 = 1, a2 = b2, bab−1 = a−1〉
e |〈a〉| = 4.
Temos que:
G
A
∼= Q8

〈a〉 ⇒ (G : A) = 2, com A abeliano, pois 〈a〉 é cíclico, E1 e A1 são ambos abelianos.
Como A tem índice finito 2, pelo Lema 2.2.4 KG ⊆M2(KA), e pelo Teorema 2.2.2
M2(KA) satisfaz a identidade standard de grau 4, consequentemente KG satisfaz s4 e
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portanto, RG também satisfaz s4.

Suponha agora que charR = p > 0. Como por hipótese U(RG) satisfaz uma
identidade de grupo, temos que, pelo Teorema 3.0.1 existe um inteiro m > 0 tal
que para todo a, b, c ∈ RG com a2 = bc = 0 temos que bacRG é um ideal nil à di-
reita de expoente limitado menor que ou igual a m. Suponha que para convenientes
a, b, c ∈ RG acontece que (bacRG)m 6= 0. Como bacRG é nil de expoente no máximo
m, então claramente bacRG satisfaz a identidade polinomial xm = 0. Pelo Teorema
2.2.3 temos que bacRG satisfaz uma identidade multilinear

f̃ =
∑
σ∈Sm

xσ(1)...xσ(m) = 0

⇒ ∀x1, . . . , xm ∈ RG, temos:

f(x1, x2, . . . , xm) = f̃(bacx1, bacx2, . . . , bacxm) =
∑
σ∈Sm

bacxσ(1)bacxσ(2) . . . bacxσ(m)

Logo RG satisfaz a identidade polinomial multilinear generalizada,

f =
∑
σ∈Sm

bacxσ(1)bacxσ(2) . . . bacxσ(m),

Como (bacRG)m 6= 0, ⇒ existe bacα1bacα2 . . . bacαm 6= 0, com αi ∈ RG, tal que

bacασ(1)bacασ(2) . . . bacασ(m) 6= 0,

onde σ = id.

Portanto f é identidade polinomial multilinear generalizada não-degenerada para RG.
LogoKG satisfaz a mesma identidade polinomial multilinear generalizada não-degenerada.
Portanto, pelo Lema 3.0.5 φ(G) é de índice finito em G e φ(G)′ é um grupo finito.
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