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Resumo

Neste trabalho abordamos a confirmagcao da conjectura de Brian Hartley, a saber:
"Seja K um corpo e G um grupo de tor¢ao. Se U(KG), o grupo das unidades da algebra
de grupo K@, satisfaz uma identidade de grupo, entao KG satisfaz uma identidade
polinomial. Estudamos o caso particular desta conjectura, seguindo de perto o trabalho
intitulado "Group identities on units of rings, de Anténio Giambruno, Eric Jespers e
Angela Valenti, os quais provaram a conjectura de Hartley para anéis de grupo RG
sobre um dominio comutativo infinito R de caracteristica p > 0 e G um p’-grupo de
torgao.

Palavras-chave: Anel de Grupo; Identidade de Grupo; Identidade Polinomial; Con-
jectura de Brian Hartley.



Abstract

In this work, we address the confirmation of Brian Hartley’s conjecture, namely:
"Let K be a body and G a torsion group. If U(KG), the group of units of group
algebra K G, satisfies a group identity, then K G satisfies a polynomial identity. We
study the particular case of this conjecture, closely following the work entitled "Group
identities on units of rings", by Anténio Giambruno, Eric Jespers and Angela Valenti,
who proved the Hartley conjecture for group rings RG over an infinite commutative
domain R of characteristic p > 0 and G a p’-torsion group.

Keywords: Group Ring; Group Identity; Polynomial identity; Brian Hartley’s con-
jecture.
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Introducao

Seja K um corpo e G um grupo. KG é denotado o anel de grupo do grupo G
sobre o corpo K e U(KG) o seu grupo de unidades.

Estudando sobre a estrutura de U(KG), Brian Hartley propos a seguinte Con-
jectura:

"Seja K um corpo e G um grupo de torgao. Se U(KG), satisfaz uma identidade
de grupo, entao K G satisfaz uma identidade polinomial".

Em 1999, C. H. Liu [9] deu uma demonstragao para esta conjectura, sendo K um
corpo qualquer (ndo necessariamente infinito). Antes dele, alguns casos particulares
da conjectura foram estudados, a saber:

Primeiramente, a conjectura foi estudada por Warhurst [20] em 1981 em sua
tese de doutorado, o qual investigou algumas palavras especiais satisfeitas por U(KG).
Nesse mesmo ano, Pere Menal [12] sugeriu uma possivel solugao para alguns p-grupos.

Em 1991 e assumindo que o corpo € infinito, Gongalves e Mandel [6], verificaram
a conjectura de Hartley no caso em que U(RG) satisfaz uma identidade de semigrupo.
E em 1994, Dokuchaev e Goncalves [3] estenderam este tltimo resultado para R = Z.

Ainda, em 1994, A. Giambruno, E. Jespers e A. Valenti [4]| provaram a conjec-
tura de Hartley para anéis de grupo RG sobre um dominio comutativo infinito R de
caracteristica p > 0 e G um grupo de torgao que nao tem p-elementos.

Em 1997, A. Giambruno, S. Sehgal e A. Valenti [5] provaram a conjectura para
0 caso em que o corpo é infinito.

Em seguida Passman [14], encontrou condigoes necessarias e suficientes para que
U(KG@G) satisfaga uma identidade de grupo, para o caso em que o corpo K ¢ infinito .
E para o caso geral a prova foi feita em 1999, por C. H. Liu e D. Passman [10].

Nosso interesse neste trabalho é expor a solugao apresentada por A. Giambruno,
E. Jespers e A. Valenti [4] no artigo intitulado "Group identities on units of rings",
onde tratam um caso particular da conjectura de Brian Hartley.

A dissertacgao esta dividida em trés capitulos, como segue:

No primeiro capitulo, apresentamos algumas nocoes preliminares necessarias a
compreensao deste trabalho, como a teoria de Grupo, especialmente Grupo de torcao,

11
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Grupo Hamiltoniano, Grupos Livres. Discorremos também sobre alguns conceitos ba-
sicos de Anéis, Ideais nilpotentes, Localizacao e Algebras.

No segundo capitulo, estudamos sobre os Anéis de grupo e apresentamos alguns
resultados importantes sobre esta estrutura algébrica. Em seguida, definimos Identi-
dades de Grupo e Identidades Polinomiais, como a identidade polinomial Standard,
Identidade Polinomial Generalizada e Identidade Polinomial Multilinear generalizada
nao-degenerada. Demonstramos alguns teoremas, conforme D. S. Passman [13]|, que
caracterizam algebras de grupo satisfazendo identidades polinomiais. E ainda, damos a
demonstracao do Teorema devido a Kaplansky, que trata do Processo de Linearizacao
sobre identidades Polinomiais.

No terceiro capitulo, estudamos o artigo Group identities on units of rings de
Giambruno, Jespers e Valenti.



Capitulo 1

Conceltos Preliminares

Neste capitulo apresentamos fundamentos teéricos utilizados ao longo do texto e
necessarios para uma melhor compreensao deste trabalho.

1.1 Algumas nocoes da teoria de Grupo

Definicao 1.1.1. Sejam G um grupo e g € G. Dizemos que g tem ordem finita se
existe n € 7 nao nulo tal que g" = e. Neste caso, definimos a ordem de g, denotada
por |g|, como sendo:

lg| = min{n € N | ¢" = e}.

Se g" = e vale somente paran = 0, dizemos que a ordem de G € infinita, e denotamos
por |g| = oo.

Observagao 1.1.1. Denotamos por T(G) o conjunto dos elementos de ordem finita
de G. Dizemos que G € um grupo de tor¢ao se T(G) = G. Dizemos que G € um grupo
livre de tor¢ao se T(G) = e.

Notaremos por G’ o subgrupo comutador de G, isto é:

G'={{(g,h) =g~ 'h™'gh | g.h € G}).

Definicao 1.1.2. Seja G um grupo. Dizemos que G é localmente finito se todo sub-
grupo finitamente gerado de G ¢ finito.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Schmidt). [Ver [8], Teorema 14.3.1]. Seja G um
grupo e H um subgrupo normal de G. Se H e G/H sao localmente finitos, entdo G é
localmente finito.

Definigao 1.1.3. Dado um grupo G, definimos o centro Z(G) como sendo o conjunto
dos elementos z € G tal que 2y = yx, Vy € G.

13
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Dados um grupo G e dois elementos , y € G dizemos que zyx~! ¢ um conjugado
de y. Se y € Z(G), entdo claramente zyx~' = y para todo = € G, ou seja, o conjunto
de conjugados de y é unitario, {y}. Sey ¢ Z(G), entao o conjunto de conjugados de y
possui mais elementos, e estaremos interessados no caso em que este conjunto é finito.
Os elementos que possuem um numero finito de conjugados, formam um subgrupo,
chamado F'C — subgrupo (Finite Conjugate Subgroup):

Definicao 1.1.4. Dado um grupo G, definimos o FC-subgrupo ¢ como sendo:
¢ = ¢(G) ={x € G | z possui um numero finito de conjugados}.

Além dos elementos que possuem uma quantidade finita de conjugados, ou-
tra classe de elementos que possui grande importancia em nosso contexto sao os
p — elementos e os p' — elementos:

Definicao 1.1.5. Seja p um ndmero natural primo. Um elemento z € G é dito
p — elemento se |z| = p* para algum k € N, e y € G ¢ dito um p’ — elemento se
p 1t ly|. Um grupo G é dito um p — grupo (respectivamente p’ — grupo) quando todos
os seus elementos sao p — elementos (resp. p' — elementos).

Observacao 1.1.2. Denotaremos por G, o conjunto dos p — elementos de um grupo
G, e Gy aos p' — elementos de G, para um dado primo p.

Defini¢ao 1.1.6. Um grupo G é dito p — abeliano se o seu subgrupo comutador G’ é
finito e p — grupo.

Exemplo 1.1.1. Seja A4 o conjunto das permutacoes pares de Sy, ou seja:
Ay = {1,(123), (124), (134), (132), (142), (143), (234), (243), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
Assim A4 nao é um 2 — grupo, mas é 2 — abeliano, uma vez que:

Ay ={1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}

1.1.1 Grupo Hamiltoniano

O grupo Hamiltoniano tera grande relevancia na demonstracao da Conjectura de
Brian Hartley. Para tanto, faz-se necessario conhecermos um pouco desse Grupo. Para
um melhor aprofundamento, consultar [15].

Definicao 1.1.7. Dizemos que G é um grupo hamiltoniano se todos os seus subgrupos
sao normais e G' nao é abeliano.
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Observacgao 1.1.3. O Grupo que definimos abaixo através de sua apresentacao é
chamado de grupo dos Quatérnios de ordem 8:

Qs = {a,b:a* =1, a®> = bab~ ' =a").

Seus elementos podem ser facilmente enumerados:

Qs = {1, a, a®, da®, b, ab, a®b, a’b}.

Um célculo direto mostra que Qf = Z(Qg) = {a*}. Além disso, a* é o tnico
elemento de ()g de ordem 2, portanto, se H é qualquer subgrupo préprio de (Jg, temos
que Qf = {a*} C H. Segue imediatamente que todo subgrupo de Qg ¢ normal.

Teorema 1.1.2. [Ver [15], Teorema 1.8.5]. Um grupo G ¢ hamiltoniano se ele ¢
escrito da forma:

G=Qsx EXxA,

onde Qg é o grupo dos quatérnios de ordem 8, E é um 2 — grupo abeliano elementar e
A é um grupo abeliano no qual todo elemento tem ordem impar.

1.2 Grupo Livre

Dado um conjunto de simbolos X, vamos construir um grupo F' que seja “livre”
em um certo sentido no conjunto X. Para um melhor aprofundamento do assunto,
consultar [8].

Se X = (), entdo F ¢é o grupo trivial {e}. Se X # 0, seja X! um conjunto
disjunto de X tal que |X| = |X~!|. Escolha uma bije¢io X — X! definida por
x +— 27!, Finalmente escolha um conjunto disjunto de X U X! que tenha exatamente
um elemento; denote esse elemento por 1. Uma palavra sobre X é uma sequéncia finita
aias...a, tal que a; € X U X1 U {1} tal que para algum n € N*, q; = 1 para todo
k > n. A palavra 1 é chamada palavra vazia.

Informalmente, o grupo que definiremos sera livre no conjunto X pois nao havera
relacao existente entre as palavras, além das relagoes triviais entre os simbolos.

Definicao 1.2.1. Uma palavra ajas...a,, diferente da palavra vazia, é dita reduzida
quando:

(i) Se a; = ' entao a;41 # " para todo i = 1,2,....n — 1.
(i) a; # 1 para todo i =1,2,...,n.

A palavra vazia é considerada reduzida. Assim, podemos escrever uma palavra
reduzida néo vazia em geral como a}...a}m, onde a; € X e \; € {£1}.
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Chamamos de F' = F(X) ao conjunto de todas as palavras reduzidas construidas
acima. Definimos agora uma operacao binaria de justaposicao no conjunto F. A
palavra vazia 1, agira como elemento neutro, ou seja, 1 - w = w - 1 para toda palavra
w € F, e dadas duas palavras reduzidas nao vazias a}'...a)m, b)'...b%, seu produto sera
a justaposicao reduzida das duas palavras, ou seja,

(att..aXm) - (b)..00) = at.adm bt b

com os possiveis cancelamentos de termos adjacentes, até obtermos uma palavra redu-
zida.

Exemplo 1.2.1. (aza; 'asag ') (asas *asas) = asay

Definicao 1.2.2. Com a operacao de justaposicao definida acima, F' é um grupo,
chamado grupo livre em X.

O conjunto X é chamado base de F', e a cardinalidade de X, | X|, o posto de F'.

Teorema 1.2.1. [Ver [11], Proposigao I.1.9] Seja X um subconjunto de um grupo
G tal que X N X! = (. Entao X ¢é uma base de um subgrupo livre G se e s6 se
nenhum produto w = z; ..., é trivial, onde n > 1, z; € X*! paratodoi=1,...,n
e r;r;y1 # 1 paratodoi=1,...,n— 1.

1.3 Anéis e Ideais Nilpotentes

Nesta secao iremos recordar alguns fatos béasicos da teoria de anéis e Ideais Nil-
potentes.

Definicao 1.3.1. A caracteristica de um anel R é o menor inteiro n tal que nz = 0
para todo x € R. Se tal inteiro n nao existe, dizemos que a caracteristica do anel é 0.
Denotamos a caracteristica de R por char(R).

Exemplo 1.3.1. char(Zs) = 3 e char(Z) = char(Q) = char(R) = 0.

Definicao 1.3.2. Um ideal I de um anel R é dito nilpotente se existe n € N tal que
1" = 0, em particular, uyus...u,, = 0 para todo u; € I.

Definicao 1.3.3. Um elemento a € R ¢ dito nilpotente se existe n € N tal que a™ = 0.

Definigao 1.3.4. Um ideal I de um anel R ¢ dito nil se todo elemento de I é nilpotente.

Dizemos que um ideal I de R é nil de expoente limitado se existe k € N tal que
a* =0Vacl.

Vale observar que todo ideal nilpotente em particular é nil.

Definicao 1.3.5. Dizemos que um anel R é semiprimo se R nao tem ideais nilpotentes
nao triviais.
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1.4 Localizacao

Nessa se¢ao apresentamos a construcao do Anel de Localizagao, bem como alguns
resultados importante que envolvem esta estrutura. Os resultados aqui expostos podem
ser encontrados em [1].

Definigao 1.4.1. Seja R um anel. Um conjunto multiplicativo S C R é um sub-
conjunto tal que 0 ¢ S, 1 € S e que é fechado com rela¢ao ao produto: a,b € S
=abesS.

Um caso particular de grande interesse para nods, é quando S é denotado por
S =R\ (p), o complemento de um ideal primo (p). Que sera visto mais adiante.

Dado um conjunto multiplicativo S C R, vamos construir um novo anel S~'R,
o anel de Localizacao, também chamado anel de fragoes de R por S, onde todos os
elementos de S se tornem unidades. Fazemos isto invertendo formalmente os elementos
de S, tomando alguns cuidados para evitar problemas com os divisores de zero em R:

1.4.1 Construgcao do Anel de Localizagao

Se S é um subconjunto multiplicativo do anel R, definimos uma relagao de equi-
valéncia em R x S por (r1,s1) ~ (12, S2) se para algum t € S temos t(r;s2 — 1951) = 0.
Ser € Res €S, definimos a fracdo r/s como a classe de equivaléncia de (r, s). Faze-
mos o conjunto de fracoes em um anel de maneira natural. Onde a soma e o produto
sao definidos da seguinte forma:

71 n Ty 17182+ 7128 Ty T TiT3

S1 S92 51592 S1  So 5152

a identidade aditiva é %, que coincide com g para todo s € S. O inverso aditivo
de r1/s1 &€ —(r1/s1) = —(r1)/s1. A identidade multiplicativa é 1/1, que coincide com
s/s para todo s € S. Para resumir:

S~'R ¢ um anel. Se R é um dominio integral, também o é S™'R. Se R é um dominio

integral e S = R\ {0}, entdo S™'R ¢ um corpo, o corpo de fragoes de R.
Observagao 1.4.1.

e Existe um homomorfismo natural h : R — S™!'R dado por r + r/1 chamado de
Localizacao.

e Se S nao tem divisores de zero, entao A é um monomorfismo, e neste caso é denotado
pela inclusao R C S™'R.

e Em particular, um anel R pode ser mergulhado em seu anel de fracoes S~'R, onde S
consiste em todos os nao-divisores de 0 em R.
Um dominio integral pode ser mergulhado em seu corpo de fragao. .

Nosso objetivo nessa secao é abordar a relagao entre ideais primos de R e ideais
primos de S7!R.

Lema 1.4.1. Se X ¢ um subconjunto qualquer de R, defina S™'X = {z/s|z € X,s €
S}. Se I ¢ um ideal de R, entdo S™'I é um ideal de ST'R. Se J é outro ideal de R,

entao:
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1) ST I+ J)=8"'T+S571J;

2) STHIJ) = (ST (S71));

3) STHINJ)= (SN (S1J);

4) S~ & um ideal proprio sse SNT =10 .

Demonstragao: As defini¢oes de adicao e multiplicacao em S™'R implicam que S™'R
¢ um ideal, e que em (i), (ii) e (iii), o lado esquerdo esta contido no lado direito. As
inclusoes contrarias em (i) e (ii) seguem de

a+b_at+bs a b ab

st st s t st
Para provar (iii), temos que ¢ = %’, ondea€l, be J, s, teS, logo existe u € S tal
que u(at — bs) = 0. Logo ¢ = 44t = ubs ¢ g1 J).

Finalmente, se s € S N I, entao % =2 € S71I, entao S7'I = S~'R. Por outro
lado, se S~'I = S7!'R, entao % = % para algum a € I, s € S. Temos que existe t € S
tal que t(s —a) =0, entdo at = st € SN I.

]

Lema 1.4.2. Seja h o homomorfismo natural de R para S™'R [veja Observagao
1.4.1]. Se J é um ideal de S™'R e I = h™!(J), entdo I é um ideal de Re S™'1 = J .

Demonstracao: Temos que I é um ideal pelas propriedades basicas de pré-imagem
de conjuntos. Seja a/s € S7'I, com a € [ e s € S, entao a/l = h(a) € J, logo
a/s = (a/1)(1/s) € J. Por outro lado, seja a/s € J, com a € R, s € S, entao
h(a) = a/1 = (a/s)(s/1) € J, consequentemente a € [ e a/s € S™'1I.

0

Lema 1.4.3. Se I ¢ qualquer ideal de R, entao I C h~'(S™'I). Havera igualdade se T
é primo e disjunto de S.

Demonstragio: Se a € I, entao h(a) = a/1 € S7'I. Assim, assuma que I é primo e
disjunto de S, e seja a € h™'(S711), entao h(a) = a/1 € S7'I, logo a/1 = b/s para
algum b € I, s € S. Consequentemente, existe t € S tal que t(as — b) = 0. Portanto
ast =bt € I, com st ¢ I, pois SNI =1(. Como I é primo, temos que a € I.

O

Lema 1.4.4. Se I ¢ um ideal primo de R disjunto de S, entdo S™1I é um ideal primo
de S7!R.

Demonstragao: Pelo item (4) do Lema 1.4.1, S7'] ¢ um ideal proprio. Seja (a/s)(b/t) =
ab/st € ST, coma, b€ Res, t € S. Entao ab/st = ¢c/u para algum c € I, u € S.
Temos que existe v € S tal que v(abu — ¢st) = 0. Portanto, abuv = cstv € I, e uv ¢ I,
pois SN I = (. Como I é primo, ab € I, consequentemente a € I ou b € I. Logo ou
a/s ou b/t pertence a S™'1I.
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Teorema 1.4.1. Existe uma correspondéncia um-a-um entre os ideais primos P de R
que sao disjuntos de S e os ideais Primos @) de S™'R, dados por

P—S'P e Q-=h'Q)

Demonstragio: Pelo Lema 1.4.2 ¢ Lema 1.4.3, temos respectivamente que S~'(h™1(Q)) =
Qe h™Y(S7'P) = P. Pelo Lema 1.4.4, S~'P ¢ um ideal primo, e h~1(Q) é um ideal
primo pelas propriedades bésicas de pré-imagens de conjuntos. Se h™(Q) satisfaz S,
entao pelo item (4) do Lema 1.4.1, Q = S~ (h7}Q)) = S7'R, uma contradigao.
Portanto, as aplicagoes P — S™'P e Q — h™'(Q) sdo inversas uma da outra, e o
resultado segue.

]

1.4.2 O Anel local R(p)

Nesta subsecao discorremos sobre o Anel I, o qual terd grande importancia na
demonstracao do tltimo corolario do capitulo 3.

Defini¢ao 1.4.2. Se (p) é um ideal primo de R, entdao S = R\ (p) é um conjunto
multiplicativo. Neste caso, nos escrevemos R, para S IR, e chamamos de localizacao
de R em (p).

Mostraremos que R, ¢ um anel Local, isto ¢, um anel com um tnico ideal
maximal. Mas primeiramente, daremos algumas condi¢oes equivalentes a definicao de
um anel local.

Proposicao 1.4.1. Para um anel R, as seguintes condi¢oes sao equivalentes:
(1) R é um anel local;
(2) Existe um ideal proprio I de R que contém todas as nao-unidades de R;

(3) O conjunto das ndo-unidades de R é um ideal.

Demonstragao: (i) implica (ii): Se a ¢ nao-unidade, entao (a) é um ideal proprio, por-
tanto esta contido no tnico ideal maximal .

(ii) implica (iii): Se a e b sdo nao-unidades, também o sdo a + b e ra. Se ndo, entao [
contém uma unidade, logo I = R, contradizendo a hipoétese.

(iii) implica (i): Se I é ideal de ndo-unidades, entao I é maximal, pois qualquer ideal
J maior teria que conter uma unidade, logo J = R. Se H é qualquer ideal proprio,
entao H pode conter uma unidade, portanto H C I. Consequentemente [ é o tinico
ideal maximal.

Teorema 1.4.2. R, ¢ um Anel local.

Demonstragao: Seja () um ideal maximal de R(,), entao ) é primo, e pelo Teorema
1.4.1, Q = S7'I para algum ideal primo I de R que ¢ disjunto de S = R\ (p). Em
outras palavras, I C (p). Consequentemente, Q@ = S~ C S~'(p). Se S~(p) = R =
SR, entdo pelo Lema 1.4.1, item (4), (p) ndo ¢é disjunto de S = R\ (p), o que é
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impossivel. Portanto, S™!(p) ¢ um ideal proprio contendo todos os ideais maximais,
logo deve ser o tinico ideal maximal.

]

Observacao 1.4.2. E conveniente escrever o ideal S~'I como [ R). Nao ha ambigui-
dade, porque o produto de um elemento de I e um elemento arbitrario de R pertence
al.

1.5 Algebras

Definimos nesta secdo a estrutura algébrica denominada Algebra, bem como apre-
sentamos a definicdo de Algebra Semiprima e Algebra Livre. Para um melhor aprofun-
damento sobre algebra livre indicamos [2].

Definigao 1.5.1. Seja R um anel comutativo. Um R-médulo A é chamado de R-
algebra, se houver uma multiplicacao definida em A, de forma que, com a mesma
adicao dada em A e esta multiplicacao, A é um anel tal que a seguinte condicao é
valida:

r(ab) = (ra)b = a(rd),

para todo r € R e todo a, b € A.

Se A, como um anel tem unidade 1, entao a condi¢ao acima implica que R -1
(que é um anel isomorfo a R) esté contido no centro de A. Note que se R é um anel
comutativo, entdo o anel R[X]| de polindmios com coeficientes em R e o anel completo
de matrizes M,,(R) sao exemplos de R-algebras.

Observacao 1.5.1.

(1) Quando o produto de A admite uma identidade, isto é, existe um elemento 1 ou 14
em A tal quea-1=1-a=a para todo a € A, dizemos que A é uma algebra unitaria.

(2) Se, para todo ab € A, ab = ba, dizemos que A é uma algebra comutativa.

(3) Se, para todo a,b,c € A, a(bc) =(ab)c, dizemos que A é uma algebra associativa.

Exemplo 1.5.1. O conjunto M,(R) com as operagoes de soma, produto e produto por
escalar usuais ¢ uma R-algebra nao comutativa.

Definicao 1.5.2. Uma algebra A é dita semiprima quando, olhada como anel, A é um
anel semiprimo.

Definigdo 1.5.3. (Algebra livre) Uma K-algebra A ¢ dita livre sobre um subcon-
junto X (livremente gerada por X) se para qualquer algebra R e qualquer aplicagao
f X — R existe um tnico homomorfismo de algebras h : A — R que estende f, ou
seja, hjx = f. A cardinalidade de X ¢ dita o posto de A.
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Considerando um conjunto infinito e enumeréavel X = {xy,xs,...} de elementos
nao comutativos, ditos indeterminadas, a algebra K(X) é o espaco vetorial que tem
uma base formada por todas as sequéncias z;,x;, ... x;, em X, com n > 0, munido

com a multiplicacao natural por justaposicao, onde a sequéncia com n = 0 denota a
unidade 1 € K.

Definigao 1.5.4. A algebra K(X) é livremente gerada por X e é chamada a algebra
livre dos polinémios sobre X.



Capitulo 2

Anéis de Grupo, Identidades de
Grupo e Identidades Polinomiais

2.1 Anéis de Grupo

Os anéis de grupos sao estruturas bastante estudadas por pesquisadores da area
de teoria abstrata de grupo. Dentre os principais algebristas que contribuiram e con-
tribuem com as pesquisas relacionadas aos Anéis de Grupo, podemos destacar D.S.
Passman, S.K. Sehgal e C. Polcino. Aqui, faremos uma exposicao dos principais con-
ceitos e resultados iniciais da teoria e para um melhor aprofundamento sobre o assunto,
o leitor podera consultar [13], [15], [18] e [19].

Definicao 2.1.1. Seja R um anel e G um grupo. O anel de grupo do grupo G sobre
o anel R notado por RG, é o conjunto de todas somas finitas formais:

> ayg,

geqG

com g € G e oy € R, e com a seguinte estrutura de anel:

A soma é definida como

T ZO‘99+ Zﬁgg = Z(O‘g + By)g

geG geqG geqG
e o produto
1209 ) Bk =) (agB)gh
gea heG g9,heG

Também tem estrutura de R-moédulo:
a—Zagg = Za-agg.
geG geG

Podemos notar que se o anel R é unitario, o anel RG também o serd, tendo como
elemento unidade o elemento 1415.

22
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Observagao 2.1.1. No caso em que R é comutativo, RG também é chamado de
algebra de grupo de G sobre R.

Vamos centrar nossas atencoes para o caso especifico que o anel R é um corpo.
Usaremos a letra K para denotar tal corpo.
Notemos que a dimensao da algebra KG ¢é |G|.

Observagao 2.1.2. Seja H subgrupo de GG. Notaremos por 7y a funcao:

my: KG— KH

Zagg — Zagg

geG geH

Ou seja, tiramos da soma os elementos que nao estao em H.

Definicao 2.1.2. Para um elemento a € K G, definimos o suporte de «, denotado por
Suppa, como sendo o conjunto Suppa = {g € G | a, # 0}. Pela definicdo de anel de
grupo, temos que Suppa é sempre finito.

Definicao 2.1.3. Seja KG um anel de grupo. O homomorfismo ¢ : KG — K dado

por w (Z Oégg) .

geG geG

é chamado aplicagdo de aumento de KG. E o kernel desta aplicacao, é o ideal de
aumento de KG e o denominamos de A(G).

Lema 2.1.1. Sejam K um corpo, G um grupo, H um subgrupo de G, e Y uma
transversal a esquerda de H em G. Entao para todo elemento o € KG, existem e sao
tnicos o, € KH tal que:

w= Y,

yey

com ay, = 7y~ ta) € KH.

Demonstracao: Seja o = Zamaz € KG. Como o suporte de « é finito, existe uma
quantidade finita de classes laterais a esquerda de H, digamos, y, H,yoH, ..., y, H com
y; € Y, cuja uniao contém Suppa. Podemos entao escrever a = aq + ap + ... + i, onde
«; ¢ a soma parcial formada pelos elementos a,x com = € y; H. Uma vez que x € y; H
implica em y; ' € H, entdo

o= Z%‘(?Ji—lai)-
1
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com y; ‘a; € KH. Assim a pode ser escrito como uma soma da forma Z Yoy, com
a, € KH. Paraprovar a unicidade seja o = Z yoy, eyo € Y, entao Yo ta = Z yalyay

e Yy 'y € H se, e somente se, y = yo, pois Y é uma transversal de H em G. Logo,

WH(yo_la) = yOyO_layo = Qg

em particular se a = 0 entao oy, =0, Vy €Y .

2.1.1 Unidades de Anéis de Grupo

Dado um anel A, denotamos por U(A) o grupo multiplicativo das unidades de A.
Isto é,

UA) ={recA| (Fyec A ry=yr=1}

Definigao 2.1.4. (Grupo das unidades de RG). Dado um grupo G e um anel R,
U(RG) indica o grupo de unidades do anel de grupo RG assim definido:

U(RG) ={a € RG | 3 8 € RG tal que aff = fa = 1}

Observacao 2.1.3. Como a aplicacao ¢ : KG — K, dada por v <Z agg> = Z ay
geG geG

¢ um homomorfismo de anéis, segue que se u € U(KG), entao ¢(u) € U(K). De fato,

basta observar que 1 = (1) = ¢ (uu=t) = ¢ (u)p(u™).

Definigao 2.1.5. (Grupo das unidades de aumento 1). O Subgrupo das unidades
de aumento 1 em U(KG) é o conjunto

Ui(KG) ={u e U(KG) | ¢(u) =1}
Para uma unidade u do anel de grupo integral ZG, temos que ¥ (u) = 1.

Definicao 2.1.6. (Unidades Triviais) Um elemento da forma rg, onde r € U(R) e
g € G, possui um inverso r~1g~!. Os elementos desta forma sao chamados unidades
triviais de RG. Se K é um corpo, entao as unidades triviais de KG sao elementos da

forma kg, onde k € K, k # 0, g € G.

2.2 Identidades de Grupo e Identidades Polinomiais.

Definigao 2.2.1. Seja w(z1, ...,z,) # 1 um elemento do grupo livre de posto n. Dize-
mos que w = 1 é uma identidade de grupo para G, se para todos g1, ¢o, ...g, € G
temos w(gy, ..., gn) = 1. Escrevemos G é GI.
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Exemplo 2.2.1.
(i) Se G & abeliano, entdo G satisfaz a identidade w(z1, 79) = 2] 25 712,

(ii) Se G é um grupo nilpotente, entao G satisfaz a identidade w(zxy, ..., x;) = [z1, ..., 7]
para algum [ > 2, onde [z, ..., 1] denota o comutador de peso [ no grupo G.

Definigao 2.2.2. Seja K(z1, s, ...) a algebra livre de posto enumerével sobre o corpo
K. Dizemos que uma K-algebra R satisfaz uma identidade polinomial de grau
s ou é uma PI- algebra se existe f(x1,zo,..,7,) € K(x1,x9,...), f # 0 com grau de f
igual a s tal que

f(ri,ray ) =0

para todos ry,7r9,..,7, € R.
Este polinomio f(xy, ..., z,) que satisfaz esta propriedade é dito uma identidade po-
linomial em R.

e Grau de um polinémio

O grau de um polinémio nao nulo f(x1,...,z,) € K{(x1,zs,...) é o maior grau dentre
os graus de todos os mondmios, com coeficientes nao nulos, def.

e PJ algebra de grau n

Dizemos que uma &lgebra A é uma PI-algebra de grau n quando satisfaz um po-
linémio de grau n, ou seja, quando A satisfaz uma identidade polinomial de grau n.

Exemplo 2.2.2.
i) Uma algebra comutativa satisfaz f(x1,xs) = z129 — T271.

ii) Uma algebra nilpotente de grau m satisfaz f(x1,...,Zn) = 21 ... Tp.

e Mono6émio multilinear
Um monoémio z;, T;, . . . x;; ¢ dito multilinear se cada uma de suas varidveis ocorre uma
Gnica vez.

Exemplo 2.2.3.
(1) xyw32479 € multilinear.

(ii) 12372 nao é multilinear.

e Polindémio multilinear

Um polindémio f € K(xq,xs,...) é dito multilinear se suas parcelas sdo monomios
multilineares que envolvem as mesmas variaveis. Ou seja, f é multilinear se, e somente
se, for da forma f(x1,xs,...x,) = Z UgTo(1)--To(n) COM Ay € K.

oESK
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Exemplo 2.2.4.
(1) f(x1, 29, 23) = 212973 + 4230221 — 2x921 23 ¢ um polindmio multilinear.
(ii) f(x1, o, x3) = X372 + Droxixs Nd0 é um polindmio multilinear.

(iii) f(x1,22) = 2123 — 37125 nao é um polindmio multilinear.

Definicao 2.2.3. (Identidade Polinomial Standard). Dizemos que um anel R
satisfaz a identidade polinomial standard de grau n, se para todos z1, x», ...z, vale:

Sn(xlv 7'1:71) = Z (_1)03:0(1)“"2:0'(7») =0

O’ESn

onde o varia em S, (grupo das permutagoes de n elementos) e (—1)? = +1 dependendo
se 0 € uma permutacao par ou fmpar.

Exemplo 2.2.5.
(1) sa(x1,x9) = w19 — Tox1 € a identidade standard de grau dois.

(2) s3(w1, X2, T3) = T1ToX3 + ToX3X] — T3Tok + T3T1 Ty — T1T3T2 — Tox1x3 € a identidade
standard de grau trés.

Lema 2.2.1. Seja s,(z1,...,%,) o polinomio standard de grau n. Temos:

(i) s, ¢ linear em cada variavel;

(i) sp(eeos@iyeoy@jyo) = =Sp(cooy @y, oo, @iy L);

(iil) $p(eeoy @iy, 2y ...) = 0;

(iv) Sp1(x1, T2y ..oy Tpyr) = Z +a;8,(x1, ..., %, ..., Tpy1). Em particular, se V é uma
algebra que satisfaz s,, entao V satisfaz s,.1;

(V) S2n<1a T2, T3, ... axQn) =0

(Vi) sp(z1,x9,...,2,) =0 se xq,x9,...,2, sdo linearmente dependentes sobre K.

Demonstragao: (i) segue da definigao.

(ii) Note que se 7 = (i, j) é uma transposicdo e o € s, entao (—1)?" = —(—1)7 e que os
monomios de s, (..., 2;,...,2;,...) sdo exatamente os mesmos de s, (..., %, ..., 2, .. .),
10go Sp (..o @iy @y, o) = —8p(co o, Tjy o, Ty ).

(iii) Basta observar que os mondmios de s, (..., 2;,...,z;, ...) aparecem aos pares, com
sinais trocados, portanto cancelam-se dois a dois, assim s, (..., z;,...,z;...) = 0.
(iv) Isto é verdade, pois +x;8,(x1, ..., %, ..., Typr1) € apenas a soma de todos os termos
de s,41 que comegam com ;.

(v) Para cada ordenagao de xs, 3, . .., 9, existem exatamente 2n mondmios

1ZL‘Z'2ZEZ‘3 e Ly,

Liqy 13715 R .
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LigLig - - - inin

na escrita de s, (1, 29, ..., x9,) € 0 coeficiente destes sdo, respectivamente, 1, —1,1, ..
IOgO Sgn(]_, To, ... ,J]Qn) =0.

(vi) Segue de (i) e (ii) ao substituir umas das variaveis por uma combinagao linear das
demais.

*)

]

O proximo resultado nos garante que uma algebra de dimensao finita sobre um
corpo sempre satisfaz uma identidade polinomial.

Teorema 2.2.1. Seja R uma K-algebra. Se dimxR = n < oo, entao R satisfaz s,1.
Por outro lado, se R é algébrica de grau limitado n, entao R satisfaz a identidade

f(»’lfl, 1'2) = 3n+1($1, 1'133273711'37 . ,$1$§)

Demonstracao: Se dimgR = n, entao qualquer n + 1 elementos sao linearmente de-
pendentes, entdo R satisfaz s,1 pelo item (vi) do Lema 2.2.1. Suponhamos agora
que R seja algébrica de grau limitado n e sejam «, 8 € R. Entao 1,,... 3" sao line-
armente dependentes e, consequentemente, o mesmo vale para o, af, ..., af". Assim,
novamente pelo item (vi) do Lema 2.2.1, temos f(a, ) = 0 e como f(z1,x2) # 0,
pois os monomios de f sao dois a dois distintos, com isso segue o resultado.

m

Note que em particular o Teorema 2.2.1 nos diz que M,,(K) satisfaz s,,2,1.
De fato, como M,,(K) tem dimensao m?, pelo teorema anterior, temos que M,,(K)
satisfaz a identidade standard de grau m? + 1.

Partindo desse teorema podemos observar que se G é um grupo finito entao a
algebra de grupo KG satisfaz uma identidade polinomial, visto que dimKG = |G|.

Proposigao 2.2.1. [Ver [13]|, Lema V.1.7] Se s ¢ a soma de todos os termos em

Sn(x1, Ta, ..., x,) onde aparece o produto zyzoz3 e s” é a soma de todos os termos em
Sn(x1, T2, ..., x,) onde aparece o produto x;xs. Entdo:

: n .
(1) s = Sn_2($1$2$3,$4,..-,l‘n),

a2 no__ n -
(ii) 8" = sp—2(@3, T4, . .., Tn)T1T2 + Bf_g(E£)sn_a(T12024, 3, . .., Tyy ..., Tpy).

Lema 2.2.2. Seja m > 1 e assuma que M, |(K) satisfaz a identidade S,,_2. Seja
{€a;p;} um conjunto com 2m matrizes unidades em M,,(K) e suponha que

S2m(€a1b17 €asbyy -+ - - 76a2mb2m> 7& 0.
Para cada u = 1,2,...,m, seja n(u) o namero de vezes que u aparece como um indice
em {e,p, }. Ent@o os possiveis valores para n(u) sao

3,5,4,4,....4
3,3,6,4,...,4
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ou
4,4,4,4,... .4

Demonstragao: Seja u tal que n(u) = 0, ou seja, nenhum dos elementos de {e,,, }
possui a i-ésima linha e i-ésima coluna, entdo {e,,} € M,,(K)™ = M,,_;(K) e como
Som—2 ¢ uma identidade para M, 1(K) (por hipotese), o Lema 2.2.1, item (iv), nos
diz que sy, € uma identidade para M, _1(K) e assim Sopm(€a1b1s €agbys - - - s Cagmbam) = 0,
absurdo. Se n(u) = 1, entdo, digamos, €., € {€s, }77 € os Gnicos monodmios de
Som(€arbys Cagbys - - - s Cagpbar, ) NAO-NULOS s30 aqueles onde e, aparece a esquerda, ou seja,
Som(Carbys Casbas « -+ 5 Cagyrbom) = T CupiSom—1(--.), mas Sopm_1(...) = 0 em M, 1(K) =
M, (K)™, pelo mesmo motivo anterior, logo sy, (...) = 0, absurdo. Notemos que de
modo analogo poderiamos ter considerado e,,, no lugar de e,,. Se n(u) = 2, entao
existem as seguintes possibilidades (disjuntas) para u de modo que um mondémio em
Som se anule: {eu,}, {€w,€ju} € {eu, ey} Com isso, para que Sop(...) # 0, devemos
ter e,; € e;, em algum monoémio de sg,,. Neste caso, temos dois produtos possiveis
envolvendo as matrizes e,; e e;, de modo que um mondmio seja nao-nulo, a saber,
CiuCuj = €ij € Cyj - - . Ciny 1080 S (. ..) = Eey;Som—2(...)ew+5" =" = E£59m_a(...)e; +
Y £ Som—a(...) = 0, pois M,,_1(K) satisfaz s, € €;; € M,,(K)™. Entdo podemos
assumir que n(u) > 3. Como Sy, (...) # 0, existe algum monémio M nao-nulo. Temos
duas possibilidades para a escrita de M, a saber,

M = Yeilueujl c. einueuan

ou

M = Yeilueujl e Cipu

onde X é um produto de matrizes unidades que possuem a u-ésima coluna e u-ésima
linha nulas, Y é produto de matrizes unidades que possuem a u-ésima coluna nula (X
e Y podem ser expressoes vazias) € {e;,,} C {€ap; } ¢ 0 conjunto de "todas" as matrizes
com u-ésima coluna nao-nula. Com isso, se n(u) ¢ impar, independente de e,,, € {€q,, }
temos duas possibilidades: Y = e,;Y” onde na escrita de Y’ nao aparece o indice u,
ou M = Yej ey ---€i,u, €m qualquer caso, temos uma matriz e;,, & direita de M
ou uma matriz do tipo e,; a esquerda de M, consequentemente, existem no maximo
dois uy,us = 1,2,...,m tais que n(u;) é impar. No entanto, como X{'n(u) = 4m,
concluimos que todos os n(u) sao pares ou dois sao impares e os demais pares. Usando
o fato de que n(u) > 3 e X"n(u) = 4m, calcula-se os possiveis valores para n(u).
Por exemplo, n(1) + n(2) + ... 4+ n(m) = 4m nos diz, em particular, que algum n(i),
digamos n(1), é menor ou igual a 4, ou seja n(i) = 3 ou 4. Suponhamos que nenhum
dos n(i) seja igual a 3. Logo n(2)+...+n(m) = 4(m —1) e novamente deve existir um
n(j) = 4, continuando com esse procedimento chegamos a 4,4,4.... Por outro lado se
existir n(u) = 3, digamos n(1), deve existir um tnico n(u’) impar, com u # v/, digamos
n(2), logo

dm =n(l) +n(2)+...+n(m) >n(l)+n(2)+4+... +4,

consequentemente, n(1) +n(2) < 8. Com isso temos 3,3 ou 3,5, continuando com esse
mesmo procedimento chega-se as possibilidades
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3,3,6,4,4,. ..,
3,5,4,4,4,. ...

]

Lema 2.2.3. Seja ¢? = ¢ € M,(D), onde D é um anel de divisdao. Entdo existe
C € M, (D) invertivel tal que e = Ce,C~ !, onde e = XF_ e

Demonstracao: Considere um espaco vetorial V' sobre D de dimensao n com base B e
seja ¢ : M, (D) — EndpV um isomorfismo. Se E = ¢(e), entao E* = E, pois ¢ ¢ um
isomorfismo. Provaremos que V = EV@(I—E)V . Jatemos EV@G(I—E)V CV  além
dissose v € V, entdo v = Ev+ (v—Ev) € EV+ (I —E)V. Logo EV +(I - E)V =V.
Suponhamos agora que v € EV N (I — E)V, entao existe w; € V tal que E,, = v e
wy € (I — E)V tal que v = (I — E)wy, logo Ev = E(E,,) = E,, = v, ousejav = FEv,
mas Fv = E(I — E)wy = (E — E*)wy =0,logov=0eV = EV & (I — E)V. Agora
escolha uma base de V' feita de uma base de EV e de (I — E)V, digamos que a base
seja By = {v1, ..., 0%, Vi1, ..., 0, }, onde {vy, ..., v} é a base de EV. Entao a matriz
de E nessa base tem a forma
I, 0
(6 0)-n

onde [, é a matriz identidade de ordem k e os zeros na matriz representam matrizes
nulas. Entao basta tomar C' como sendo a matriz de mudanca de base entre a base Bs

e B; e neste caso teremos e = Ce,C 1.
O

Teorema 2.2.2. ( Amitsur-Levitzky) O polinomio standard ss,,, ¢ uma identidade
de M,,(K) para toda algebra comutativa K.

Demonstragao: Provaremos o Teorema por indugao em m. Se m = 1, entao so, (1, x2) =
T1T9 — Tox1 € uma identidade para M;(K), pois esta é uma algebra comutativa. Sejam
e, f dois elementos idempotentes ortogonais em V = M,,(K). Mostraremos primeiro
que Sop(e, f,V,V,...,V) = 0. Note que e e f s@o simultaneamente diagonalizaveis e
possuem apenas 1 e 0 como autovalores. Se so,(e, f, V. V,..., V) # 0, entdo, por linea-
ridade, existe um conjunto de matrizes unidades {e,, } da forma e;; e e;; (por causa da
forma diagonal de e e f) tal que Som(€a1by5 Cagbys - - - s Cagmban,) 7 0- Sem perda de genera-
lidade podemos tomar e = e;; e f = egs. Pelo Lema 2.2.2 e pela hipotese de indugao
existe no maximo um u = 1,2,...,m tal que n(u) > 4, logon(1) < 4 oun(2) < 4, diga-
mos que n(1) < 4. Agora substituindo ej; por 1—X5%¢; €m Sa1,(€a1by s Casbys - - - 5 Cagmbam )s
e usando a multilinearidade de ss,,, obtemos uma expressao da forma

82m<€a1b17 s 7ea2mb2m) = ist(lv eailbila R ea¢2m_1bi2m_1)

n
+ Ei:Z + SQm(eii7 eailbi17 cee 76ai2m—1bi2m—1>
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E o Lema 2.2.1 nos diz que syn(1, €4, biys- - €a;,,  bip, ;) = 0. Note que neste
caso, em cada um destes termos, tem-se n(l) < 4 —2 = 2 e com isso, pelo Lema
2.2.2, todos estes sao nulos, absurdo. Seja e um idempotente em V. Mostraremos que
Som (e, V,V,V,...,V) = 0. Pelo Lema 2.2.3, podemos supor, novamente sem perda
de generalidade, que e = e1; e considerar um conjunto de matrizes unidades {e,,, }
contendo e1;. Se todos 0s €4, possuem um indice 1, entao existem matrizes repetidas
na escrita de

S2m(ea1617 e 7€a27nb2'm>7

pois existem no maximo, 2m — 1, matrizes unidades com indice 1, logo

82m(6a1617 ce 7ea2mb2m> - 07

pelo Lema 2.2.1, (iii). Caso contrario algum e;; aparece com 4,j # 1. Mas pelo
paragrafo anterior se i = j, temos Som(€aybys - - - s €agpban ) = 0, logo podemos supor que
i # j e ambos sdo diferentes de 1. Entao e;; = (e;; + €;;) — e;; € a diferenga entre dois
idempotentes, ambos ortogonais a e11, entao por linearidade e pelo paragrafo anterior,
temos S (€arbyy - - - » Cagmbay, ) = 0. Finalmente, mostraremos que so,, (V,V,..., V) = 0.
Por linearidade, ¢ suficiente provar que Som(€aybys - - - s €agmbs,) = 0 quando {eq,p, } ¢ um
conjunto de matrizes unidades. Seja eq, € {€qp,}. Ja vimos que no caso de termos
a="0b,8,(...) = 0. Se a # b, entdo ey, = (€aq + €ap) — €aq € a diferenga entre dois
idempotentes, entdao por linearidade temos novamente que Sa,,(...) = 0. Com isso V'
satisfaz so,, e o resultado segue por inducao.

m

Lema 2.2.4. [Ver [13], Lema V.1.10] Seja H um subgrupo de G de indice finito
n. Entao KG C M, (K H). Mais precisamente, a fungao n, : KG — M, (KH) dada
por a — [mg(z;ox; )], onde X = {z1,...,2,} é uma transversal de H em G, ¢ um
monomorfismo.

2.2.1 Processo de Linearizacao

A seguir apresentamos o processo de linearizagao sobre identidades polinomiais,
ou seja, se uma K-algebra satisfaz uma identidade polinomial de grau n, entao ela
também satisfaz uma identidade polinomial multilinear de grau n. Ou seja, através do
processo de linearizagao conseguimos obter, a partir do polinomio satisfeito pela alge-
bra, um novo polindémio, que serd multilinear e de mesmo grau, e também satisfeito
por essa algebra.

Teorema 2.2.3. (Kaplansky) Seja R uma algebra sobre um corpo K. Se R satisfaz
uma identidade polinomial de grau n, entao R satisfaz uma identidade polinomial da
forma:

f(mlaw% -Tn) = Z AsTo(1)---La(n)s

O’ESn

com os a, pertencentes a K, nao todos nulos.
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Demonstragao. Seja g(x1, s, ...) aidentidade polinomial de grau n satisfeita por R. Em
primeiro lugar, suponhamos que alguma variavel x; ocorra em algum dos monoémios de
g mas nao em todos. Assim podemos escrever:

/ !
g=g +g
onde z; ocorre em todos os monoémios de ¢’ e ndo ocorre nos mondémios de g” .
Logo ¢ # 0, grau ¢" <n e

" (x1, 29, ..., i, ...) = g(x1, 19, ..., 0, ...)

Claramente R também satisfaz ¢”. Desta maneira substituindo g por ¢” , temos
uma identidade polinomial para R de grau menor ou igual a n, com menos variaveis.
Repetimos este processo até obtermos uma identidade h de grau menor ou igual a n
satisfeita por R, onde cada x; aparece pelo menos uma vez em cada monoémio. Como
grau h < n, vemos que h é uma fun¢do com no maximo n variaveis. Reescrevendo, se
necessario, podemos supor h € K (1, g, ..., Ty).

Seja H o conjunto de todos h € K{(x1,xs,...,x,), h # 0 os quais sdo identidades poli-
nomiais para R de grau menor ou igual a n e que todas as variaveis envolvidas em h
apareca em cada monoémio de h. Por construcao H é nao vazio.

Tomemos f € H como sendo a funcao que possui um nimero maximo de varidveis,
digamos t.

Agora, mostraremos que realmente f é a identidade polinomial procurada.

Sem perda de generalidade, suponhamos que algum monoémio de h nao é linear em 7.
Como grau f < ne f € H, logo f nao pode conter todos z;, 1 < ¢ < n, portanto
algum x; nao aparece em f. Suponhamos entao que x,, nao apareca em f. Seja

= f(@r 4+ 2, 22, ...) — f(21, 22, ...) — f(20, 22, ...).

Considerando os mondémios envolvidos que nao sao lineares em x1, segue facilmente
que f' # 0e f € H. Porém, f' é uma funcao de ¢t + 1 variaveis, uma contradigao.
Consequentemente todos os monémios em f sao lineares em cada variavel x; e desta
forma todos possuem o mesmo grau t < n.

Suponhamos ¢t < n e digamos, x,, nao aparece em f. Fazendo f” = x, f obtemos uma
contradicao. Desta forma t = n e f possui a forma desejada.

]

Agora, observaremos trés exemplos que ilustram o processo de multilinearizar
polindémios.

Exemplo 2.2.6. Se f = 22, entdo

9= f(x1+z2) — fz1) — f(22)

= (z1 +x2) — 2] — 23

= (r1+ z2) (1 + 22) — l’% - x%

T1To + Tox que é multilinear
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Exemplo 2.2.7. Se f(z1,7) = 2319, entdo
fi(wy, 29, w3) = f21 + 23, 02) — f(201,29) — f(23, 72)
= (21 + 13)°79 — TiT9 — T3T>

= T1T3T9 + L3212 que é multilinear

Exemplo 2.2.8. Seja f = z3. Linearizemos f passo a passo. Primeiro tome:

fi(zr,22) = f(ar + 22) — f(z1) — f(22)
= (21 +x9)* — 2} — 23

2 2 2 2
= X1T2ox1 + Tox] + T53X1 + |2 + T1X5 + ToX1ZT2

Como o polinémio resultante nao é multilinear, aplicaremos também o processo a

fi(wy, m2).
Agora tome:

fo(wy, 29, 23) = fi(x1 + 3, 22) — fi(21, 22) — fi(23, 22)
= (r1 + z3)x2(21 + 23) + T2(21 + x3)2 + x%(a:l + x3) + (21 + x3)2x2—|—

+(21 +23) 23+ 2o (T1 +23)To — (X1 ToT1 + L2202 + 2371 + 2270 + X1 T3+ ToT1T2) — (T3T273+
+Tox3 + 373 + T3x9 + T3T3 + ToT3To)

Portanto,
fo(mq, X9, 23) = 32221 + T1T2%3 + ToT1X3 + ToX3T1 + T1X3T9 + T3T1To

que é multilinear.

2.2.2 Identidade Polinomial Generalizada

Um polinémio generalizado f sobre uma K-algebra R ¢é informalmente falando,
um polinémio onde elementos da algebra sao permitidos aparecerem como coeficientes
dos monoémios e entre as letras.

Dizemos que R satisfaz uma identidade polinomial generalizada se existe um po-
linémio generalizado nao nulo f(z1,...,x,) tal que f(ai,...,a,) =0 Y a; € R.
Por exemplo, sendo a, b, ¢ € R elementos quaisquer, f(x1,2s) = axscry — Tx1bry é
um polinémio generalizado sobre R.

Na definicao a seguir, caracterizamos os polindmios generalizados. Por conveni-
éncia, trataremos apenas dos polindomios multilineares.

Definigao 2.2.4. (Polinémio Multilinear Generalizado de grau n). Seja R uma
algebra sobre K. Dizemos que f é um polindémio multilinear generalizado de grau n se
tem a forma:

flxy, 20, x,) = Z fo(x1, T2, ..., ),

O'GSn
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onde f? é um polindmio da forma,

Qo

(o2

[z, 20, .., 2n) = 5 Q0,0,jTo(1)X1,0,jTa(2) - - - On—1,0,jTa(n) On,o,j1
j=1

em que cada «o;,; € R e a, ¢ algum inteiro positivo.

Defini¢ao 2.2.5. (Polindmio multilinear generalizado nao - degenerado). Di-
zemos que f é um polindmio multilinear generalizado nao degenerado, se para algum
o €Sy, f7(x1,x2,...,x,) ndo é identidade polinomial generalizada para a algebra R,
ou seja, existem 71,79, ...,7, € R, tal que fo(ry,re,...,1,) # 0.



Capitulo 3

Conjectura de Brian Hartley

Neste capitulo apresentaremos a demonstracao da Conjectura de Brian Hartley
fornecida por A. Giambruno, E. Jespers e A. Valenti [4], para o caso particular em que
R é um dominio comutativo infinito com caracteristica p > 0 e G um p’-grupo de torcao.

Proposicao 3.0.1. Seja G um grupo. Se G satisfaz uma identidade de grupo w(zy, ..., z,) =
1, entdo G satisfaz uma identidade em duas variaveis v(yy, y2) = 1.

Demonstragao: Seja w(wy,...,x,) =z ... 2;" com i; # ij,q, i; € {1,...,n}. Tome-
mos a identidade de grupo v:
U(yla y2> — yl_“ygly?_m o yikilﬂky;kyik-

Como i; — 711 # 0 para todo j, temos que v ¢ nao trivial. Vamos mostrar que G
satisfaz v = 1. Sejam g1, g € G. Vamos definir h; como abaixo:

hi = 91" 9201
Assim temos para todo r inteiro
(hi)" = 91" 9591
Por um lado, usando nossa hipotese, temos:
w(hy, ..., hy,) =1

E por outro lado:
w(hy, ..., hy) = hfllh;’: =

n g gt gt =
g g5 g T L git g = v(g, g2)

Portanto concluimos que v(g1, g2) = 1 para todos ¢1,92 € G. Logo G satisfaz

]

34
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Observacao 3.0.1. Na verdade, a palavra v satisfeita por G' pode ser escrita de uma
maneira mais refinada, ou seja, GG satisfaz:

5
vy = aadt xRl

onde v;, §; € {%1,+2}.

Teorema 3.0.1. Seja A uma &lgebra sobre um dominio comutativo infinito R e supo-
nha que U(A) satisfaz uma identidade de grupo. Existe um inteiro positivo m tal que
sea, b, c € Aea®=bc=0,entao bacA é um ideal nil & direita de expoente limitado
menor que ou igual a m.

Demonstragao: Usando a Proposigao 3.0.1, podemos supor que U(A) satisfaz uma
identidade de grupo nas variaveis x; e x5 da forma:

71 ,.,.51 .72 .82... .. Tk Sk Tk+1 __
(1) ay'adaPay ot ey a " =1,
onde k > 1, r;, s; € Z e todos esses numeros inteiros sao diferentes de zero,

exceto possivelmente ;1. Se fizermos a substituicao x1 = zy, ro = yr entdao temos
uma identidade de grupo para U(A) da forma:

(2) (zy)™ (yz)™ (wy)™ (yx)* (vy)™+t = 1.

Seja a, b € Aeb=ctal que a> = b*> = 0. Afirmamos que abaA é um ideal nil
a direita de expoente limitado. De fato, suponha primeiramente que charR # 2. Para
u € A temos (aua)? = (bauab)? = 0 de modo que 1+ aua, 1+ bauab € U(A) e seus
inversos sao respectivamente (1 — aua) e (1 — bauab). Agora avaliamos a identidade
do grupo em U(A) substituindo z e y por 1+aua e 1+ bauab respectivamente; obtemos:

(1 + aua)(1 + bauab))™ ((1 + bauab)(1 + aua))®((1 + bauab)(1 + aua))®((1 +
+ aua)(l + bauab))™ 1 =1,
para todo a, b, u € A, a®> =b* = 0.
Observamos que para ¢ € A, n € Z, ¢ = 0 implica que (1 + ¢)® = 1 + nc, fato este
que facilmente pode ser provado por indugao sobre n; assim ao calcular todos os pro-
dutos na igualdade acima, obtemos uma expressao da forma f(aua,bauab) = 0, onde
f(z1,22) é um polindmio nao nulo com coeficientes integrais nas variaveis nao comu-
tadas x1, x9; além disso f(xq, x3) tem termo constante zero. Segue-se que se A € R,
entao substituindo u por A\u e expandindo, a identidade anterior pode ser escrita na
forma:

(3) )\pl + )\2]72 + ...+ )\lpl = 0,
onde pq,...,p; sdo expressoes polinomiais com coeficientes integrais em aua e
bauab.

Podemos escrever a igualdade (3) acima de forma matricial:
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1 A A2 N 0 0
1A X N n 0
1 )‘H—l )‘124-1 )\%_,'_1 i 0

e usando o fato de que R é um dominio comutativo infinito de divisores diferentes
de zero em A e como o determinante da matriz de Vandermonde acima é nao nulo,
podemos concluir que p; = ... = p; = 0. Como cada variavel em (2) pode aparecer
com o expoente 1 ou —1, ou 2 ou —2, entao p; = 0 implica:

2"(abau)®* =0
k
para algum inteiror e s,com 0 <rel <s<m,onde m = 2+2|7’k+1|+2z 7|+ |si]-

=1
Como charR # 2, 2"(abau)® = 0 implica que (abau)® = 0, para todos a, b, u € A,
a’? = b? = 0. Portanto, abaA é ideal nil de expoente limitado menor que ou igual m.
Suponha agora que charR = 2. Na identidade de grupo (1) substitua z; por x1xs € x9
por z1z3. Deste modo obtemos uma identidade para U(A) da forma:

(4) (@122)" (213)" (212) "™ (213) " (w122) 040 = 1,

e cada variavel em (4)(como uma palavra reduzida) pode aparecer com expoente 1 ou
—1.

Seja u € A, como charR = 2, temos que ((a + ba)u(a + ab))? = 0, pois ((a + ba)u(a +
+ab))? = ((a+ba)u(a+ab)) - ((a+ba)u(a+ ab)) = (aua + auab + baua + bauab)(aua +
+auab + baua + bauab) = 2auabaua + 2auabauab + 2bauabaua + 2bavabauab = 0 de
modo que 1+ (a+ba)u(a+ab) é uma unidade de U(A) com inversa 1 — (a+ba)u(a+ab).
Avaliemos agora a identidade de grupo (4) em U(A), substituindo x; por 1 + aua, z-
por 1+ bauab e x5 por 1+ (a + ba)u(a + ab). Obtemos:

(1 4+ aua)(1 + bauab))™ ((1 + aua)(1 + (a + ba)u(a + ab)))* = 1.

Tome agora A € R e troque u por Au, entao obtemos uma igualdade da forma: Ap; +
A2py + ...+ Alp; = 0 e pelo argumento do determinante de Vandermonde concluimos
que p; = 0. Agora por um calculo direto, é facil verificar que p; = 0 implica (abau)® = 0
para algum inteiro s com 1 < s < m. Assim, abaA é um ideal nil a direita de expoente
limitado menor que ou igual a m.
Seja agora, a* = cd = 0, temos que para todo u € A, (duc)? = 0, pois (duc)(duc) = 0.
Logo para a? = (duc)? = 0 obtemos que (duc)a(duc)A ¢ nil e assim (duc)a(duc)a é
nilpotente, digamos que ((duc)a(duc)a)™ = 0 para algum n, é facil ver que cadA é um
ideal nil de expoente limitado menor que ou igual a m.

O

Lema 3.0.1. Seja A uma algebra sobre um dominio comutativo R. Suponha que para
todo a, b, ¢ € A tal que a®> = bc = 0, temos bac = 0, entao todo idempotente de R~ A
(o anel de fragdes de A com respeito aos elementos nao-nulos de R) é central.

Demonstragao: Seja e um idempotente em R™'A = {2 [0 #r € R e a € A}, e como

2 !

e & idempotente temos e* = e. Seja e = £, multiplicando & esquerda por 7, obtemos

f=ree A
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Temos que (re)? = rere = r’ee = re? = r’e.
Consideremos b = f e ¢ = (r — f), temos que:

2

f(r_f):Te(T—TG)ZT‘QG—T2€2:T e—r?e=0.

Se u € R7!A, afirmamos que:

(fulr = f))*=0

De fato, pois:

(reu(r —re))? = (reur — reure)?

r?eu — r’eue)?

r?eu — r’eue)(r’eu — reue)

=
=

eur2eu — 7"2€u7'2€u€ — 7“2€U€7"2€U + rzeuerQeue

7“2

4 4 4 4
rUeueu — roeueue — roeueu + roeucue
0

Assim, por hipotese temos:

fo(fulr=f))-(r=f) =

Logo,
f(fulr = f)r) = f(fulr = £))f =0

re(reu(r —re)r) — re(reu(r —re))re =0
re(rieu — reue) — re(r*eue — rieuee) = 0

4

7’4eeu — 7’4eeue — r-eeue + r4eeue =0

rteu — rteue — rteue + r*eue = 0

Consequentemente, rteu — r*eue = 0

Como r nao é divisor de zero, segue que

€U = eue.

De forma anéloga, concluimos que ue = eue,
e portanto temos ue = eu para todo idempotente de R™'A e para todo v de R™'A.
Logo todo idempotente de R~1A é central.

]

Proposigao 3.0.2 (Levitzky). [Ver [17], Corolario 1.6.26]. Seja R um anel. E
seja H(R) o conjunto:

H(R) ={a € R | aR é ideal nil de expoente limitado}

Se R é um anel semiprimo entao H(R) = 0.
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Corolario 3.0.1. Seja A uma algebra semiprima em um dominio comutativo infinito
R. Se U(A) satisfaz uma identidade de grupo, entdo todo idempotente de R™1A ¢
central.

Demonstracao: Tomemos a,b,c € A tal que a?> = bec = 0. Pelo Lema 3.0.1, basta
mostrarmos que bac = 0.
Pelo Teorema 3.0.1 temos que bacA é ideal nil & direita de expoente limitado. Supo-
nhamos que bac # 0, entao H(A) # 0, pela Proposigao 3.0.2 A nao seria semiprima.
Assim temos bac = 0 e pelo Lema 3.0.1 segue o resultado.

m

Proposicao 3.0.3. [Ver [13], Teorema IV.2.12]. Seja K G algebra de grupo e char(
0. Entao, KG é algebra semiprima.

Proposigao 3.0.4. [Ver [13], Teorema IV.2.13]. Seja KG a algebra de grupo e
char K = p > 0, sao equivalentes:

(a) KG ¢é semiprimo.

(b) ¢(G) é um p' — grupo.

(¢) G nao possui subgrupo finito normal com ordem divisivel por p.

Lema 3.0.2. [ver [7], Teorema 2]. Seja G um grupo finito. Entao exatamente uma
das condigoes seguintes ocorre:

(i) G é abeliano( e U(ZG) também o é),
(i) G ¢ um 2—grupo hamiltoniano, e U(ZG) = {xg: g € G},
(iii) U(ZG) contém um subgrupo livre de posto 2.

Lema 3.0.3. [ver [3], Lema 4.2 ] .Seja Qg = {(a,b: a* =1, a®> = V*, bab™ = a7 '),
o grupo dos quatérnios de ordem 8. Entdo U(Z,)@s) contém um grupo livre nao-ciclico.

Corolario 3.0.2. Seja G um grupo e R um dominio comutativo infinito. Suponha-
mos que ¢(G) seja um p’ — grupo no caso char(R) = p > 0. Se U(RG) satisfaz uma
identidade de grupo, entao qualquer p’ — subgrupo de tor¢ao de G é normal em G, e
portanto, G,y ¢ um grupo abeliano ou um grupo hamiltoniano.

Se além disso, char(R) = 0, entdo Gy é um grupo abeliano ou um 2 — grupo hamilto-
niano; apenas ocorre o primeiro caso se R também for um dominio local.

Demonstragao: Seja charR = p > 0 e ¢(G) um p/-grupo, pela Proposi¢ao 3.0.4,
RG é uma &lgebra semiprima. E como U(RG) satisfaz uma identidade de grupo, pelo
Corolario 3.0.1 para qualquer g € G,y de ordem n, o idempotente

H(

g — ni
fracoes de R e

+g+...+¢" ) =e=¢?écentral em KG, onde K & o corpo de
=1+

1
i} g+...+g" L.

Afirmamos que (g) ¢ normal em G.

K) =
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De fato, temos que:
ntgh=hn"'g=gh=hGg ¥V heqd

Logo,

I+g+¢*+... +¢ Hh=h(l4+g9g+¢F+...+¢"H
h+gh+¢*h+...+¢" *th=h+hg+hg®>+ ...+ hg" !

Em particular, pela unicidade da escrita temos gh = hg’ = h™'gh = ¢ € (g), logo
(g) <G, e mais, G,y ¢ um subgrupo de G. De fato, dados =,y € G/, como o(x) = o(z™!)
entdao 27t € G, pois também é um p’ — elemento. Para mostrar que G, é sub-
grupo, basta-nos mostrar que zy € G,;. Como para cada z,y € G temos zy = ya’
e consequentemente (ry)" = y"z*" para algum inteiro k,. Tomando n = o(y), obte-
mos (zy)” = 2" e elevando esta expressao a m = o(z), obtemos (zy)™" = 1, logo
o(xy) \ mn, entdo p{ o(zry) e assim zy € G. Logo G,y é um subgrupo de G.

Considere agora H < G,y. Para todo g € H temos (9) C H = (g) C G,. Vimos
que (9) <G =V q€ Gy ¢ 'gq€ (9) C H. Portanto, H<G.
Como todo subgrupo H de G,y é normal, segue que G,y ¢ um grupo abeliano ou um
grupo hamiltoniano. E assim provamos a primeira parte da afirmacao.

Se charR = 0, pela Proposicao 3.0.3 RG é uma algebra semiprima e ana-
logamente ao caso anterior, concluimos que G,y é um grupo abeliano ou um grupo
hamiltoniano. Considerando que Gy seja hamiltoniano. Como charR=p=0, temos que
G, =1 e Gy = Gy, o grupo de torgao, e para qualquer subgrupo nao abeliano finito H
de Gy, temos H = Qg x Ex A, onde Qg, F e A sao da forma como descritos no Teorema
1.1.2. Como U(ZH) C U(RG), temos que U(ZH) satisfaz uma identidade de grupo,
consequentemente este grupo de unidades nao contém um subgrupo livre nao ciclico.
Pelo Lema 3.0.2 implica que A é trivial. Logo G; ¢ um 2—grupo Hamiltoniano.
Mostraremos agora que G; é na verdade Abeliano se R é local. De fato, suponha que
G seja hamiltoniano, isto é, G; = (g X E x A. Consideremos Zp), o anel de loca-
lizagdo de Z no ideal primo (p), temos que Zgy C Q C R. E como Qs < Gy, entao
U(Zy)Qs) € U(RG) para algum inteiro primo p. Logo U(Z,)Qs) também satisfaz uma
identidade de grupo. No entanto, isso ¢ impossivel, pois pelo Lema 3.0.3 U(Z,)@s)
contém um subgrupo livre nao-ciclico. Logo G; é abeliano.

m

Lema 3.0.4. Seja A uma K-algebra e suponha que A = RS = {¥;r;s; | r; € R,s; €
S}, onde R é uma subalgebra central e S um subconjunto de A, se f(zy,...,z,) €
K({xy,x9,...,2,) ¢ um polinémio multilinear, entao f(A) C Rf(S). Em particular, f ¢é
uma identidade polinomial para A se, e somente se, f(S) = 0.

Demonstracao: Sejam aq, g, ..., a, € A. Por hipotese temos

t
E Ti;Sj 1=1,2,...,n
j=1
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com 1, € Res; €S Como f émultilinear e R é central obtemos

flag,ag, ... ap) = f(Z?:lrl].sj, Z;ilrgjsj, . Z;”:lrnjsj)
- Z 715,725, T, S (i Sias 5 84,) € RF(S)
j17-"7jn

e o Lema esta provado.
m

Lema 3.0.5. [Ver [13], Teorema V.3.15]. Seja KG um anel de grupo. Sao equiva-
lentes:

L [G:o(G)] < o0 e |(¢(G))] < oo;

2. KG possui um idempotente e diferente de zero, tal que e K Ge satisfaz uma identidade
polinomial;

3. K G satisfaz uma identidade polinomial multilinear generalizada nao degenerada.

Agora ja temos tudo que precisamos para demonstrar a conjectura de Hartley,
para o caso em que R é um dominio comutativo infinito com charR =p > 0 e G um
grupo de torcao que nao contém p — elementos. Entao:

Teorema 3.0.2. Seja G um grupo de tor¢ao e R um dominio comutativo infinito. Se
U(RG) satisfaz uma identidade de grupo, entao:

1. Se charR =0 ou charR =p e G é um p’ — grupo, entao RG satisfaz s4, a identidade
standard de grau 4;

2. Se charR = p > 0 e G é qualquer grupo, entdo, ou ¢(G) é de indice finito em G e
¢(G)" € um grupo finito ou existe um inteiro fixo m > 0 tal que para todo a, b, ¢ € RG
com a? = bc = 0, temos que bacRG é um ideal nilpotente de expoente menor que m.

Demonstracao: Seja K o corpo de fracoes de R, ou seja, K = R™'R. Se charR = 0
ou charR = p e G é um p'-grupo, entao pelo Corolario 3.0.2, G é um grupo abe-
liano ou um grupo hamiltoniano. Se G é abeliano, entao RG satisfaz o polinémio
So(r1,%2) = x1x9 — Towq € pelo Lema 2.2.1 | item (iv), RG também satisfaz s,. se G
¢ hamiltoniano, isto é, G = Qg X E; x Ay, conforme descrito no Teorema 1.1.2 e seja
A < G tal que:

A = (a) x E; x Ay, em que {(a) é subgrupo de Qg = {(a,b:a* =1, a> = V?, bab™' =a™!)
e [(a)] = 4.

Temos que:

€ o % = (G : A) = 2, com A abeliano, pois (a) ¢ ciclico, F e Ay sdo ambos abelianos.
Como A tem indice finito 2, pelo Lema 2.2.4 KG C My(K A), e pelo Teorema 2.2.2
My(K A) satisfaz a identidade standard de grau 4, consequentemente K G satisfaz s, e



41

portanto, RG também satisfaz sy.

Suponha agora que charR = p > 0. Como por hipotese U(RG) satisfaz uma
identidade de grupo, temos que, pelo Teorema 3.0.1 existe um inteiro m > 0 tal
que para todo a,b,c € RG com a® = bc = 0 temos que bacRG é um ideal nil & di-
reita de expoente limitado menor que ou igual a m. Suponha que para convenientes
a,b,c € RG acontece que (bacRG)™ # 0. Como bacRG é nil de expoente no maximo
m, entao claramente bacRG satisfaz a identidade polinomial 2™ = 0. Pelo Teorema
2.2.3 temos que bacRG satisfaz uma identidade multilinear

]E = Z To(1)-+Lo(m) = 0

O'GSm

= Vri,..., 2, € RG, temos:

flzy, 20, .. 2p) = f(bacxl, baczsy, . .., bacx,,) = Z bacto(1)bacx 2y - . . bACT 5 ()
O’ESm

Logo RG satisfaz a identidade polinomial multilinear generalizada,

f= Z baczs(1)bact s (2) . . . bacry(m),

UES’m

Como (bacRG)™ # 0, = existe bacajbacas . . . baca,, # 0, com «; € RG, tal que

bacoy(ybacay o) . . . bacoymy # 0,

onde o = ud.

Portanto f é identidade polinomial multilinear generalizada nao-degenerada para RG.
Logo K G satisfaz a mesma identidade polinomial multilinear generalizada nao-degenerada.
Portanto, pelo Lema 3.0.5 ¢(G) é de indice finito em G e ¢(G)" é um grupo finito.

O
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