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Resumo

Nesta tese, mostramos como uma férmula tipo Bochner pode ser usada para estabele-
cer desigualdades universais para os autovalores de um operador de Cheng-Yau deformado
em um dominio limitado com a condigao de fronteira de Dirichlet em uma variedade de
Cartan-Hadamard pingada. No primeiro teorema, o caso do espago hiperbolico é tra-
tado de forma independente. Para uma configuracao mais geral, primeiro estabelecemos
um teorema de comparacao de Rauch para o operador de Cheng-Yau e duas estimativas
associadas a férmula tipo Bochner para esse operador. Em seguida, obtemos algumas
estimativas integrais de interesse independente. Como aplicagao, calculamos nossas de-
sigualdades universais. Em particular, obtemos as desigualdades correspondentes tanto
para o caso do operador de Cheng-Yau quanto para o caso do Laplaciano deformado, e
recuperamos as desigualdades conhecidas para o Laplaciano. Também obtemos um re-
sultado de rigidez para um operador de Cheng-Yau em uma classe de dominios anulares
limitados de uma variedade de Cartan-Hadamard pincada. Em particular, podemos usar,
por exemplo, a funcao potencial do soliton Gaussiano shrinking para obter tal rigidez
para o caso do espaco Euclidiano. Além disso, calculamos uma estimativa para o gap fun-
damental de uma classe de operadores diferenciais elipticos de segunda ordem definidos
sobre uma familia de dominios convexos no espago Hiperbélico bidimensional.

Palavras-chave: Estimativas de autovalores; Operadores elipticos; Gap fundamental;
Laplaciano.



Abstract

In this thesis, we show how a Bochner type formula can be used to establish univer-
sal inequalities for the eigenvalues of the special case drifted Cheng-Yau operator on a
bounded domain in a pinched Cartan-Hadamard manifold with the Dirichlet boundary
condition. In the first theorem, the hyperbolic space case is treated in an independent
way. For the more general setting, we first establish a Rauch comparison theorem for the
Cheng-Yau operator and two estimates associated with the Bochner type formula for this
operator. Next, we get some integral estimates of independent interest. As an applica-
tion, we compute our universal inequalities. In particular, we obtain the corresponding
inequalities for both Cheng-Yau operator and drifted Laplacian cases, and we recover the
known inequalities for the Laplacian case. We also obtain a rigidity result for a Cheng-Yau
operator on a class of bounded annular domains in a pinched Cartan-Hadamard manifold.
In particular, we can use, e.g., the potential function of the Gaussian shrinking soliton
to obtain such a rigidity for the Euclidean space case. Moreover, we compute the funda-
mental gap of a class of second-order elliptical differential operators defined on a family
of convex domains in the hyperbolic plane.

Keywords: Eigenvalue estimates; Elliptic Operators; Fundamental gap; Laplacian.
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Introducao

Nesta tese M", n > 2, ¢ uma variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa
com uma métrica Riemanniana (,) e com curvaturas seccionais satisfazendo —x? < K <
—k2, tal que 0 < Ky < K; sao constantes. Essa variedade ficou conhecida como varie-
dade Cartan-Hadamard pingada apoés o teorema de Cartan-Hadamard. O teorema afirma
que uma variedade Riemanniana completa simplesmente conexa com curvatura seccional
nao positiva é difeomorfa um espaco Euclidiano. As duas principais propriedades nas
variedades Cartan-Hadamard sao que quaisquer dois pontos em M" estao em uma tnica
geodésica, e que as fungoes distancias sao suaves em quase todo ponto e sao convexas, ver,
por exemplo, Bishop e O'Neill [9] ou o livro de Petersen [48]. Vamos considerar Q@ C M™
um dominio limitado com fronteira suave 0). Seja T um (1, 1)—tensor simétrico positivo
definido em M™, e n uma funcao suave em M"™. Segue da limitagao de §2 que existem
duas constantes positivas ¢ e d tal que ¢ < (T'X, X) < § para qualquer campo de vetores
unitarios X sobre (2.

Nesta tese, estudaremos o problema de autovalor com a condi¢cao de fronteira de
Dirichlet, ou seja,

{ —%u = A em (1)
u = 0 sobre Of).
em que

Lu = div(T'(Vu)) — (Vn, T (Vu)). (2)

Aqui, os operadores termos div e V representam, respectivamente a divergéncia de
campos vetoriais suaves e o gradiente de fungoes suaves.

Esta tese esta dividida em trés partes: Na primeira parte estabeleceremos as notagoes
utilizadas ao longo do texto e recordaremos conceitos, fungoes e propriedades das varie-
dades Cartan-Hadamard, além disso, discutiremos alguns conceitos Tensoriais associados
ao operador .Z e que embasam os resultados da tese.

Em 1977, Cheng e Yau [21] introduziram o seguinte operador

Of .= tx(V2foT) = (V2f,T), (3)

em que V2f é a Hessiana da funciao suave f sobre M™. Posteriormente, Gomes e Mi-
randa [27] mostraram que a equagao pode ser decomposta na n-divergéncia de 7' e no
operador de Cheng-Yau:

Zf=0f+ (div, T, Vf), (4)

em que div, T := divl' — (Vn,T(-)) e divT" denota o tensor divergéncia de T'.

Para variedades Riemannianas compactas orientéveis, Cheng e Yau [21], provaram que
o operador [ é auto-adjunto se, e somente se, T' é livre de divergéncia, ou seja, divl’ = 0.
Neste caso, a equagao (4)) torna-se

Zf=0f=(Vn,T(V[)), (5)



que é uma perturbacao de primeira ordem do operador de Cheng-Yau. No6s vamos nos
referir & equacao (b)) como um operador de Cheng-Yau deformado com func¢ao deformadora
n. Em particular, se n é constante, entao LJf é um operador de Cheng-Yau com divl = 0.

Por exemplo, se Ricci denota o tensor de Ricci de (,) e R = tr(Ric), sabemos que
divRic = d2—R e div(RI) = dR, entao o tensor de Einstein G := Ric— %I ¢ livre de divergén-
cia, portanto (1f = (V2f, G) ¢ auto-adjunto sobre variedades Riemannianas compactas,
e o operador de Cheng-Yau deformado, .Zf = (V2f,G) — (Vn,G(Vf)) ¢é esperado para
ter aplicagoes em fisica, ver, e.g., Serre [53]. Destacamos que o trabalho de Serre lida com
tensores simétricos positivos definidos livres de divergéncia e dindmica de fluidos, onde o
leitor pode encontrar exemplos e saber onde ocorrem esses tensores.

Ainda no Capitulo[l] listamos alguns exemplos geométricos de tais tensores. Indicamos
ao leitor a Proposi¢ao 5.1 em [2] ou Navarro [45] para mais discussoes relacionadas.

Alencar, Neto e Zhou [2] mostraram uma férmula tipo Bochner para o operador de
Cheng-Yau, que posteriormente foi estendida para a expressao mais geral do operador
Z por Gomes e Miranda em [27]. Eles observaram que .# é auto-adjunto no espago de
Hilbert H} (2, e "dvolg) . E sabido que a técnica de Bochner exibe muitos limites 6timos
na topologia das variedades Riemannianas compactas com curvatura nao negativa. Em
contraste, mostramos como uma féormula tipo Bochner pode ser utilizada para estabelecer
desigualdades universais para os autovalores do operador de Cheng-Yau deformado em
dominios limitados de uma variedade Cartan-Hadamard pingada. Esta é uma abordagem
simples que ainda nao foi usada para este operador.

No Capitulo 2, primeiramente estabelecemos um teorema da comparacao de Rauch
para o operador de Cheng-Yau e duas desigualdades associadas a formula tipo Bochner
para este operador, veja a Proposicao [2.1] Em seguida, obtemos algumas estimativas in-
tegrais de interesse independente, consulte as Proposicoes e Como uma aplicagao,
calculamos nossas desigualdades principais.

Ainda no Capitulo [2] apresentamos as demonstracoes e aplicacoes para os principais
teoremas da tese, para tanto iniciamos considerando H"(—1) o espago hiperbélico com
curvatura constante —1, a saber, o semi-espaco aberto z,, > 0 com sua métrica padrao
gij = x,20;;. Observamos que r(z1,...,x,) = Inx, trabalha como uma fung¢ao distancia
em H"(—1). Esse fato motivou o primeiro teorema da tese no qual provamos uma desi-
gualdade quadratica universal para os autovalores de .2 em um dominio limitado qualquer
do espago hiperbolico H"(—x?%) com curvatura constante —x? no modelo do semi-espago
superior.

No que se segue, uma funcao suave f é chamada radialmente constante se a derivada
radial é nula: d,f = 0, onde r é uma fungao distancia.

Teorema 1. Seja \; 0 i—ésimo autovalor de £ em um dominio limitado Q C H"(—k?)
com a condigcao de fronteira de Dirichlet. Se a funcao deformadora n € radialmente
constante e T(V Inx,) = ¥V Inz,, para alguma fun¢ao radialmente constante . Entao,
para qualquer numero inteiro positivo k, temos

. 2 1 : 452 2.2 2
;(Akﬂ RO ;(Akﬂ _ Ai)<?/\i ~(n—1)%% )

Além disso, o primeiro autovalor satisfaz A\(€2) > 155 (n — 1)%e*K%.

Tomando 7T para ser o operador identidade I sobre X(H") no Teorema 1| obtemos as
inequagoes universais para os casos do Laplaciano e Laplaciano deformado. Em particular,



o Teorema |1| generaliza o resultado de Cheng e Yang [20, Teorema 1.2] obtido para o
Laplaciano sobre um dominio limitado no espago hiperbélico H"(—1).

Agora, observamos que se 70, = 10,, entao (Vs 1)0, = Vo, TOr = 0,40,, pois
V.0, = 0. Portanto, ¢ é radialmente constante se, e somente se, V5 70, = 0, ou seja,
T0, é um campo paralelo para uma fungao distancia suave r.

Para o nosso segundo resultado, é conveniente considerar a seguinte constante, que
depende da dimensao da variedade e de como o tensor 7' é limitado no dominio:

a(n,e,6) = —(n—1)%* +2(n — 1)§*.

Note que para o caso de T' = I, temos € = § = 1, entdo a(n,e,0) > 0 paran = 2 e
a(n,e,0) <0 paran > 3.
Teorema 2. Seja \; o 1—ésimo autovalor do operador de Cheng-Yau deformado com
fungao deformadora n sobre um dominio limitado Q2 C M™ com a condi¢ao de fronteira
de Dirichlet. Fize uma origem o € M™\S), e considere r(x) uma fungao distincia a partir
de o. Se T € radialmente paralelo e tem 0, como um autovetor, entdo, para qualquer
numero inteiro positivo k, temos:

1. Para a(n,e,d) <0,

k k

1 452
DO =2 < =D wn = M) (A= (n— 1)

=1 =1

1
+2(n = 1)(0%3 — £2k3) +2Co(n — 1) (1 + ) + (11).

IN

2. Para a(n,e,0) > 0,

k

Z()\kﬂ - N\)? <-

i=1 =1

1
+ 2(” - 1)(52/43% — 82/463) + 200(71 — 1) (Fdl + 3) -+ Ol + a’(n;l§> 6))

462
()\kJrl — Az)(?Az — (Tl — 1)2€2f§§

M | =
-

Em que d = dist(Q,0), Co = §*maxg || e C; = 6% maxg(27) — 1%), enquanto que 1 e ij
representam, respectivamente, a primeira e a sequnda derivada radial de n(x).
Além disso, podemos tomar Cy = §% maxq |Vn| e C; = 6> maxq(2|V3n| + |Vn]?), que

nao dependem da funcao distancia. Neste contexto, podemos tomar 7' = I no Teorema
para obter o proximo resultado.

Corolario 1. Seja \; o i1-ésimo autovalor do Laplaciano deformado com uma fung¢ao de-
formadora n sobre um dominio limitado 2 C M™ com a condi¢ao de fronteira de Dirichlet.
Para qualquer inteiro positivo k, temos

> Ok =27 < D = A) (44 = (0= 1%+ 2(n = 1) (] = )

i=1 i=1

+200(n — 1)%1 + Cl>,

em que Cy = maxg |Vn| e C; = maxg(2|V?n| + |Vn[?). Além disso, o primeiro autovalor
satisfaz

N(9) = 7 (0= 1023 = 20 = D1} = k) = 2Co(n — 1) = C1).

| =

3



No Corolario provaremos o caso mais geral do corolario anterior que podemos obter
a partir do Teorema [2]

Tomando 7 constante na primeira parte do Corolario [I] recuperamos o resultado de
Chen, Zheng e Lu [15, Teorema 1.1] obtido para o Laplaciano sobre dominios limitados em
uma variedade de Cartan-Hadamard pingada M", para n > 3. Observe que a dimensao 2
nao representa obstrucao para o nosso resultado. A segunda consequéncia do corolario
anterior, novamente para o Laplaciano, escrevemos no Corolério [2| por conveniéncia.

Observagao 1. Para o caso do operador de Cheng-Yau, as inequagées do Teorema |9 nao
dependem das constantes Cy e C4, pois neste caso podemos utilizar n constante. Para o
caso do operador de Cheng-Yau deformado com a fun¢ao deformadora radial dada por
n(x) = —21n(r(x)), essas desigualdades nao dependem da constante Cy, uma vez que n(x)
satisfaz 21 — n? = 0. Além disso, —n € um exemplo simples de funcao deformadora que
podemos tomar no Coroldrio 1 tal que as estimativas obtidas nao dependam de C'.

McKean [4I] provou que para uma variedade Cartan-Hadamard M"™ com curvatura sec-
cional satisfazendo K < —k?, para alguma constante positiva x2, o espectro do Laplaciano
em M" estd em [(n —1)%k2/4, —|—oo), e este limite inferior é atingido no espago hiperbo-
lico H?(—x?), ver também Cheng [17]. Em Pinsk [49], encontramos limites mais precisos
para este limite inferior no caso de superficies. Como uma aplica¢ao do nosso Teorema []]
obtemos imediatamente que o primeiro autovalor do Laplaciano sobre 2 C H"(—#?) com
condigao de fronteira de Dirichlet, satisfaz A\ () > (n — 1)2%2. Para o caso de dominios
limitados em variedades Cartan-Hadamard pincadas, fazemos o seguinte questionamento:
Quao preciso ¢ esse limite inferior? Como uma aplicagao do Corolario [T, obtemos imedia-
tamente um limite inferior universal para o primeiro autovalor do Laplaciano em dominios
limitados em uma variedade Cartan-Hadamard pincada. Mais precisamente:

Corolario 2. O primeiro autovalor A1 do Laplaciano em um dominio limitado Q0 C M™",
n > 3, com a condi¢ao de fronteira de Dirichlet, satisfaz

(n—1)2 n—1
i

A () >

Além disso, esta limitagao inferior € positiva para 0 < ko < K1 e vV/n + lky > V2K,

Agora, consideramos cada autovalor A;(€2) do Laplaciano sobre dominios limitados
de H"(—k?) como uma funcao desses dominios com a condi¢ao de fronteira de Dirichlet.
Neste contexto, mostramos que \;(Q2) — (n — 1)2’1—2 quando © — H"(—x?). Isso significa
que ) contém um n—disco de raio a > 0 e que podemos fazer o raio a — +00, 0 que
& possivel visto que H"(—x?) é uma variedade Riemanniana completa. Observamos que
este fato foi provado por Cheng e Yang [20] para o espago hiperbolico H"(—1). Aqui,
damos uma prova completa combinando nosso Teorema[I] com uma abordagem apropriada
utilizada por Gomes e Marrocos [40] no cenario do espectro em métricas deformadas.

Corolario 3. O i—ésimo autovalor \; do Laplaciano em um dominio limitado ) C
H"(—~k?), com a condigao de fronteira de Dirichlet, satisfaz

. (n — 1)2 2
| Ai(Q) = ———x“.
Q—>H17P(l—n?) (@) 4 "

Identificamos as desigualdades no Teorema[2 como as ferramentas mais adequadas para
as aplicacoes de nossos resultados. Observamos que as constantes Cy e C] sao naturais e
nos motivam a fazer a seguinte pergunta:



Questao 1. Sob quais condi¢coes as estimativas para os autovalores obtidas a partir do
Teorema [4 nao dependem das constantes Cy e Cy para alguma fungao deformadora nao
trivial n?

Respondemos esta questao considerando uma fun¢ao deformadora radialmente cons-
tante em um dominio limitado 2 C M"™. Em outras palavras, o proximo resultado mostra
que o comportamento das estimativas dos autovalores do operador de Cheng-Yau per-
manece invariante por uma perturbacao de primeira ordem desse operador. Portanto,
temos um resultado de rigidez para um operador de Cheng-Yau na classe das fungoes
deformadoras radialmente constante definidas em quaisquer dominios limitados em M™.
Mais precisamente, temos:

Corolario 4. Seja \; o i—ésimo autovalor do operador de Cheng-Yau deformado em
um dominio limitado 2 C M"™ com a condi¢cao de fronteira de Dirichlet, e uma funcao
deformadora radialmente constante. Fize uma origem o € M™\Q, e considere r(x) a
funcao distancia a partir de o. Se T € radialmente paralelo e tem 0, como um autovetor,
entao, todas as estimativas para a sequéncia de autovalores (X\;) que podemos obter a partir
do Teorema[d nao dependem desta fungao deformadora.

No caso de fungoes deformadoras radiais, novamente fixamos uma origem o € M™ para
definir uma fun¢ao distancia r(x) a partir de o, e consideramos o dominio anular limitado

2(n —1)(k1 + )R+ 2

0= {az‘ e M™; <r(x)? < R?}, (6)

em que a = 1/d e cR > (n — 1)(k1 + a) + /(n — 1)2(k1 + @)% + 2c e ¢ sdo constantes
positivas. Para obter tal constante R, é suficiente considerar o polindomio quadratico
P(x) = ca®—2(n—1)(k1+a)z—2. Entdo, para a fun¢io deformadora radial n(x) = $r(x)?,
sobre Q. Temos Cy = 6%cR e

max (2¢ — ¢’r(z)?) = 2¢ — ¢ minr(z)® = 2¢ — (2¢(n — 1)(k1 + a)R + 2¢).
Q Q
Assim, ¢ nula a expressao 2Cy(n — 1)(k1 + 1/d) + C1 no Teorema[2] Portanto, assim como
no Corolario[d], obtemos um resultado de rigidez para um operador de Cheng-Yau na classe
de dominios anulares limitados de acordo com o acima exposto. Mais precisamente,

Corolario 5. Seja \; o i—ésimo autovalor do operador de Cheng-Yau deformado com

fungao deformadora n(z) = §r(x)? sobre um dominio anular limitado definido como na

equagao @ com a condigio de fronteira de Dirichlet. Fize uma origem o € M™\Q, e
considere r(z) a fun¢ao distdncia a partir de o. Se T € radialmente paralelo e tem O,
como um autovetor, entao, todas as estimativas para a sequéncia de autovalores (N\;) que
podemos obter a partir do Teorema[d nao dependem das constantes Cy e Cf.

Para obter uma aplicagao do Corolério[5], o leitor pode considerar o operador de Cheng-

Yau deformado com a fungao deformadora n(x) = %|x|2 definido em dominios anulares

limitados no soliton Gaussiano shrinking (R", 8;;, 3|z|?).

No Capitulo , estimamos o gap fundamental para o operador . definido em , no
caso em que T' = @I, com ¢, =0 e e < ¢ < ¢, sobre uma familia de dominios convexos
no H? com a condicao de fronteira de Dirichlet. Esse problema, no caso R" e ¢ = 1, foi

estudado na década de 80 por diversos matematicos, os quais conjecturaram que o gap



fundamental do operador Laplaciano para muitos dominios convexos do R" com didmetro
D é Xy — )\ > 372/ D%

Em 2011, Andrews e Clutterbuck [I] demonstraram tal conjectura e sugeriram que o
resultado permanece verdadeiro para espagos com curvatura constante. Em 2019, Seto,
Wang e Wei [54] demonstraram a nova conjectura para o caso de dominios convexos com
didmetro D < 7/2 na esfera unitaria S™, n > 3. Em 2020, He, Wei e Zhang estenderam
os resultados de Seto-Wang-Wei para dominios convexos com didmetro D < m na esfera
unitaria S”, n > 3. Em 2021, Dai, Seto e Wei [23] provaram a conjectura para qualquer
dominio convexo limitado em S?.

Entretanto, para o caso do espaco hiperbodlico H?(—1), Bourni et al. [I0] construiram
os dominios convexos Qpg,9, = {(r,0) : 1 <1 < et, 0y < 0 < 6,}, em que £ > 0,
0o € (0,%) ety € (5,m), ver figura , com diametro D, tal que Ay — \; < 3= mostrando
assim que o gap fundamental para o Laplaciano se comporta de maneira diferente nesse
espago. Neste interim, para estimar o gap fundamental do operador .Z para dominios
Q.0y.0,, consideramos 0y = min{6y, m — 6, }, com 65 > £, E> % e /> 0 tal que a seguinte
propriedade seja valida: ) L,

T 4e sin 1996 -0 > 2, (7)
(61 — 60)? 46 — esin? 0,

Nessas condigoes, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3. O gap fundamental para o operador div(eVu), come < o < e ¢, =0,
sobre cada conjunto da familia de dominios converos 1im9%_>g Qp05.0,, com g, 9, cum-
prindo a condi¢ao , satisfaz
3072
)\2 — )\1 < F, (8)

onde D = limg%_% Dy o0, € 0 didmetro de cada conjunto da familia limg%_g Q.60.0: -

Considerando a mudanca de variavel u = ve™? no Teorema , em que 7 é uma fungao
escolhida apropriadamente, obtemos uma estimativa para o gap fundamental do operador
ZLv = div(eVv) — (Vu, pVn), a saber:

Corolario 6. Considere o operador div(pVu), come < ¢ < § e ¢, = 0, sobre cada
congunto da familia de dominios convexos limg%ﬁg Q¢.00.0,, com gy 9, cumprindo a con-
dicao . Eziste uma fungdo deformadora n tal que o gap fundamental para div(pVu)
permanece invariante por uma perturbacao de primeira ordem deste operador, mais pre-
cisamente, para o operador Lu = div(eVu) — (Vn, oVu), € vdlido que

3672
Ao — A1 < D—Zv (9)

onde D = limg%_}g Dy o6, € 0 didmetro de cada conjunto da familia limg%_}g 0,60.0: -
Finalmente, nas consideragoes finais, escrevemos algumas estimativas quadraticas para
os autovalores do operador de Cheng-Yau deformado, além das observagoes de interesse

independente para a expressao mais geral de £ referente a fungao de distribuigao dos
autovalores Ay menores que .



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos uma série de resultados em geometria Riemanniana que
serao utilizadas ao longo do texto para demonstrar nossos principais resultados. Indicamos
como leitura complementar Gomes e Miranda [27], Lee [37] e Petersen [48]. Outras boas
referéncias serao citadas em momento oportuno.

1.1 Operadores Diferenciais

Consideramos (M", (,)) uma variedade Riemanniana com a métrica (,) e a conexao
de Levi-Civita V, e denotamos por C*°(M") o anel das fungoes diferenciaveis reais sobre
M™.

Definigao 1.1. Seja f: M™ — R uma funcao diferencidvel. O gradiente de f € o campo
vetorial diferencidvel V f, definido sobre M™ por

(Vf,X)=Vx[f=X(f) =df(X). (1.1)
para todo X € X(M™).
Além disso, para f, h € C(M™), valem:
V(f+h)=Vf+Vh e V(fh) = fVh+hV{.

Definicao 1.2. Seja X um campo de vetores diferencidveis em M"™. A divergéncia de X
€ a funcao diferencidvel divX : M" — R, definida para p € M"™ por

divX(p) = tr{v — V,X(p)}. (1.2)
em que tr denota o trago do operador linear v € T,M" — V,X(p).
Além disso, para X,Y € X(M") e f: M™ — R, valem:
div(X +Y) =divX +divY e div(fX) = fdivX +(Vf, X). (1.3)
Definicao 1.3. Seja f : M™ — R uma funcao diferencidvel. O Laplaciano de f € a

funcao Af : M™ — R dada por
Af =divVf. (1.4)



Definicao 1.4. Seja f: M™ — R uma funcao diferencidvel. Definimos o Hessiano de f
como o (1,1)-tensor, dado por

(V2f)(X) =VxVf, VX eX(M").
Ou como (0,2)-tensor simétrico, dado por
VI(X,Y) = (VxVLY) = Viy(f).

Escreveremos V2f < k (> k) quando todos os seus autovalores sio < k (> k). Para
encerrar esta parte, observamos a seguinte relacao entre o Laplaciano e o Hessiano de uma
funcao diferenciavel f: M"™ — R

Af = tr(V2f).

1.2 Alguns conceitos sobre Tensores

Nesta secao, revisaremos algumas propriedades de carédcter geral sobre tensores em
variedades Riemannianas com intuito de definir posteriormente o operador .. Em uma
variedade Riemanniana a estrutura de produto interno sobre os espagos tangentes pos-
sibilita visualizar tensores de diferentes maneiras. Uma observacao fundamental é que
uma aplicagao bilinear pode ser interpretada como uma aplicagao linear na presenca da
estrutura de um produto interno.

Defini¢ao 1.5. Um (1, 1)-tensor em uma variedade diferencidvel M™ € uma aplica¢ao
T:X(M") — X(M").

linear sobre C°(M™) das fungoes diferencidveis em M™. Enquanto que, num (0,2)-tensor,
o contradominio é C*°(M™). Formalmente, para f,¢ € C°(M™) vale que

T(fX +(Y) = fT(X) + (T(Y).

O tensor métrico g : X(M™) x X(M™) — C*°(M™) é um (0, 2)-tensor que faz corres-
ponder a cada ponto p € M™ e a cada par X,Y € T,M", o produto interno g,(X,Y) =
(X,Y),. As suas componentes no referencial {0;} sdo os coeficientes g;; da métrica Rie-
manniana no sistema de coordenadas dado.

De modo geral, dado um (0, 2)-tensor 7' em uma variedade Riemanniana (M",(,)),
podemos identifica-lo com um (1,1)-tensor 7' mediante a métrica Riemanniana (, ), fa-
zendo B

(T(X),Y):=T(X,Y), (1.5)
por simplicidade e, desde que nao haja confusao na notacao, utilizaremos a mesma letra
para indicar o (1, 1)-tensor correspondente ao seu (0, 2)-tensor. Em particular, o tensor
métrico g pode ser identificado com o (1, 1)-tensor identidade I em X(M"). Em (M™,(,))
podemos estender a nocao de derivada covariante a tensores como segue.

Definigao 1.6. A derivada covariante de um (1,1)-tensor T' é um (1,2)-tensor VT dado
por

Para cada X € X(M™), define-se a derivada covariante VxT de T' em relagao a X como
um tensor de mesma ordem que T dado por

VxT(Y1) := VT(X, Y1)
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Observacao 1.1. Dizemos que um tensor T € paralelo quando VT = 0.

Definigao 1.7. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de Rie-
mann € o (1,3)-tensor

R:X(M™) x X(M™) x X(M"™) — X(M")

dado por
R(X,)Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VixyZ. (1.7)

Definicao 1.8. A curvatura seccional K,(c) no ponto p € M™ sequndo um subespago
bidimensional o C T,M™, € definida por

(R(z,y)y, x)

KP<U) - |£L’/\y|2

Y

onde x,y € o sio vetores linearmente independentes e |z Ay|> = |z|?|y|? — (z,y)>. Convém
considerarmos também a notagao K,(x,y) = K,(o).

Associado a essas fungoes curvaturas temos.

Definigao 1.9. O tensor curvatura de Ricci € o (0,2)-tensor obtido pelo trago do tensor
curvatura de Riemann. Isto é,

Ric(Y, Z) = tr{X — R(X,Y)Z},

em que X,Y,Z € X(M™). Se{ei,...,en} CT,M" é uma base ortonormal e u,v € T,M™",
entao para cada p € M™ o tensor de Ricci € dado por

n n

Ric(u,v) = Z(R(ei, u)v, e;) = Z(R(ei, v)u, e;) = Ric(v,u).

i=1 i=1

1.3 Tensores e os Operadores Diferenciais

Nesta secao, apresentamos algumas importantes propriedades dos tensores envolvendo
os operadores diferenciais. Deste modo, iniciamos relembrando a definicao do produto
interno entre tensores, para tanto, consideramos {ej,...,e,} um referencial ortonormal
em M" T e S (1,1)-tensores em M™ e seus respectivos adjuntos 7% e S*. O produto
interno de Hilbert-Schmidt é dado por

(T,S) = tr(TS") = (TS*(e;),e5) = > (S*(e:), T"(e1)) = > (Tes), S(er)).

7 A %

Para mais detalhes sobre o produto interno de Hilbert-Schmidt, ver por exemplo [22],
42, [43]. Prosseguiremos agora com a defini¢do de divergéncia de tensores.

Defini¢ao 1.10. Definimos a divergéncia de um (1,1)-tensor T em M™, como sendo o
(0, 1)-tensor dado por

(divT)(v)(p) = tr(w = (V1) (v)(p)),

ondep € M" ev € T,M". Além disso, dizemos que o tensor T é livre de divergéncia se
divl’ = 0.



Dado um (0, 2)-tensor T" em M", considere o referencial ortonormal local {ey, ..., e,},
e seja T o seu (1, 1)-tensor correspondente. Entao, divl’ é um (0, 1)-tensor que satisfaz,
para cada Z € X(M")

(leT)(Z> = Zg VezT i) — Zg veiT(Z) _T(VeiZ)> ei)
= div(T ZT Ve Z,e).
Portanto,
div(T(Z)) = (divT)(Z) +(VZ,T"). (1.8)

Lema 1.1. Seja T um (1,1)—tensor simétrico positivo definido em uma variedade Rie-
manniana M"™. Se el <T < I, para nimeros reais positivos € e §, entdo

(T(X), X)) <|T(X)]?<6T(X),X), VXecX(Mm).

Em particular, obtemos

EVnl* <|T(Vn)? < 6%V,
para qualquer fun¢ao n € C*°(M™)

Demonstracao. Como T é simétrico e positivo definido, existe um referencial ortonormal
local {ey, ..., ey}, tal que, T'(e;) = 9je;, com1p; > 0, paratodo j = 1,...,n. Por hipotese,
para todo 1 < j < n temos que

e < Q/Jj = <T€j,€j> < 0. (19)

Seja X € X(M™) cuja representacdo no referencial escolhido ¢ X = 3" | a;e;, e assim

T(X)? = (T(C8 aie), T(X5 aje;)) Zw

Para concluir a demonstracao é suficiente notar que

n n n
2 2 2
521/%@1 < Z%%ai < 521/%’@1'-
i=1 i1 i1

]

Para cada X € X(M™) podemos considerar a aplicacio X° : X(M™) — C®°(M™) que
a cada Y € X(M") associa X°(Y) = (X,Y), além disso, a métrica Riemanniana (,) em
M", induz em cada espago dual T;M" do espago tangente 7),M", um produto interno
com propriedades andlogas a (, ), bastando definir para cada X°,Y” € ryM"

(X", Y") = (X,Y), (1.10)

em que X, Y € T,M" sao os vetores correspondentes a X > eY?”, respectivamente. Ademais,

(divT, 2°) = S (divT)(e:)(Z, e;) = (divT) ( A e,;>ei) — (divT)(2).
Por fim, consideramos para cada X € X(M") o (1,1)—tensor VX (Y) = Vy X, para todo
Y e X(M™).
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1.4 Operador eliptico de segunda ordem na forma di-
vergente

Nessa secao, iremos definir a n—divergéncia de um campo X € X(M™), e o operador
eliptico de segunda ordem na forma divergente .. Fixando uma func¢do n € C>*°(M")
definimos a n—divergéncia de um campo X do seguinte modo:

div, X = divX — (Vn, X).

Segue das propriedades da divergéncia de campos de vetores em (1.3)), que para toda
felC®Mm) e X e X(M™) vale:

div, (fX) = fdiv,X +(Vf,X) e div(e7"X) = e "div, X. (1.11)

Dado um (1, 1)-tensor 7" em (M", (,)), definimos a n-divergéncia de T como o (0,1)—
tensor dado por
div, T :=divl' —dnoT. (1.12)

Para f € C®(M") e Z € X(M") vale o seguinte resultado, que tem sido aplicado
em [22, 42| [43] e, para o caso em que 1 é constante, em [6, [7, 25], 26, [51), [60].

Lema 1.2. Sejam n,h € C®°(M™), T um (1,1)—tensor simétrico e Z € X(M"). Entdo
vale
div, (T(hZ)) = h{div, T, Z) + W{(V Z,T) + (T(Vh), Z). (1.13)

Em particular, se Z =V f para alguma f € C®°(M™), entio
divy(T(hV 1)) = hdiv, T,V f) + h(V2F,T) + (T(Vh), V f). (1.14)
Agora, vamos definir o operador eliptico de segunda ordem na forma divergente.

Defini¢ao 1.11. Seja T um (1,1)-tensor simétrico positivo definido em M"™ e a fun¢do
n € C®(M™). Definimos o operador £ por

L[ = divy(T(V])) = div(T(V])) = Vi, T(V])), (1.15)
para toda f € C(M™).
Segue das propriedades de div, e da simetria de T que para f, h € C*°(M™).
L(fh) = fLh+hLf +2T(Vf,Vh).

Através da relagao ([1.14) podemos associar o operador .Z com o (0, 1)-tensor div, T,
do seguinte modo,

ZLf =div,(T(Vf)) = (div, T, Vf) + (V*f,T). (1.16)
Em 1977, Cheng e Yau [21] introduziram o seguinte operador
Of == tr(V2foT) = (V*f, T), (1.17)

onde f € C®°(M"™) e T é um (1, 1)-tensor simétrico. Para o caso em que M" é orientavel
e compacta, eles provaram que o operador [J é auto-adjunto se, e somente se, T' é livre de
divergéncia, ou seja, divl' = 0.

11



Tendo em vista que, R = tr(Ric), divRic = dR/2 e div(RI) = dR, podemos concluir
que o tensor G := Ric — (R/2)(,) ¢ livre de divergéncia, e portanto Of = (V2f, G) ¢é
auto-adjunto. Observamos que a partir das equacoes e podemos reescrever
a equacao em termos dos operadores div,T" e [J do seguinte modo

Zf=0f + (div,T, V f), (1.18)

em que div,T" esta definido em (L.12]) e dnoT = (Vn,T(-)). Em particular, se o operador
[] é auto-adjunto a equagao ([1.18]) se resume a

Zf=0f=(Vn,T(V[)), (1.19)

que é uma pertubacao de primeira ordem do operador de Cheng- Yau. Nos vamos nos referir
a equacao ((1.19) como um operador de Cheng-Yau deformado com fungao deformadora 7.
Em particular, se n é constante, entao [Jf é um operador de Cheng-Yau com divl = 0.

Uma das técnicas mais antigas e importantes em geometria Riemanniana é a técnica de
Bochner, em que o foco classico da técnica reside no estabelecimento de certos resultados
para tensores adequados em curvatura positivas e levando a resultados de rigidez quando
a curvatura é ndo negativa. Segundo Petersen [48], na década de 1970, P. Li descobriu
que a técnica de Bochner poderia ser utilizada para estimar a dimensao do kernel dos
operadores de Laplace sob suposi¢coes de curvatura mais gerais, e ficando ainda mais
aprimorado quando Gallot percebeu que as estimativas analiticas necessitam apenas da
limitagao inferior da curvatura de Ricci.

Como ferramenta para estabelecer as desigualdades universais para os autovalores do
operador de Cheng-Yau deformado em um dominio limitado de uma variedade Cartan-
Hadamard pincada, utilizaremos nesta tese uma férmula tipo Bochner recentemente de-
monstrada por Alencar, Neto e Zhou [2] aplicada ao operador [J como segue,

SOUVIP) = (V(OF), V) + Be(VE V) + (V2. V2 o T) — (V2. V,T),  (120)

em que, Rp(X,Y) = tr(T o (Z — R(X,Z)Y)) e R(X,Z)Y ¢ o tensor curvatura de
Riemann da métrica (, ).

A formula tipo Bochner para a expressao mais geral de .Z pode ser encontrada em [27]
ou, alternativamente, em [43| e [44]. Esta formula relaciona a teoria analitica dos opera-
dores diferenciais elipticos com a geometria da variedade. A féormula tipo Bochner para o
operador . é dado por

SLVI) = (VL) V) + Ryr(VF V) + (V] V2f 0 T) — (V2, Ve, T), (121)

em que R, 7 := Ry — V(div,T)*.

1.5 Conceitos basicos sobre uma equacao diferencial
parcial eliptica na forma divergente

Esta tese tem como objetivo estudar o problema de autovalor com a condi¢ao de
fronteira de Dirichlet para o operador .Z definido em ([1.15) com hipdteses adicionais no
tensor T’

{—.i”u = A\u em Q (1.22)

U = 0 sobre Of.
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Ao longo desta tese, a variedade (M™, (,)) é completa e Q@ C M"™ ¢ um dominio limitado
conexo e com fronteira suave 9J€2. Usaremos também a medida com peso dm = e~ "dwvolS?,
para alguma funcao suave 7. Se v é o campo de vetores normal exterior a fronteira 0f2,
entao, pela segunda equacao em , podemos inferir que o teorema da divergéncia
permanece verdadeiro para o operador ., como segue

/Q.zfdm:/m (v, (Y F))dp, (1.23)

em que dy = e~ 1d0S) é a forma volume com peso sobre a fronteira induzido por v. Assim,
a formula da integracao por parte é

/EZfdm:—/T(VK,Vf)dm+/ (T(V f,v)dy, (1.24)
Q Q

o0N

do qual se conclui que .Z é auto-adjunto no espago de Hilbert H}(£2,dm). Assim o pro-
blema tem espectro real e discreto 0 < A\; < Ay < --- < Ap---, em que, cada \; é
repetido de acordo com sua multiplicidade. Os auto-espacos pertencentes aos autovalores
distintos sao ortogonais em L*(£2,dm), que é uma soma direta de todos os auto-espagos.
Referimos a dimensao de cada auto-espago como a multiplicidade do autovalor. Além
disso, para as autofung¢oes normalizadas u; temos.

p— —/uifuidm:/T(Vui,Vui)dm. (1.25)
Q Q

1.6 Caracterizacao variacional dos autovalores

Nesta secao, apresentamos alguns resultados sobre a caracterizagao variacional dos
autovalores do operador .Z em (|1.15)), bem como o importante Teorema de Courant para
dominios nodais.

Teorema 1.1 (Teorema Max-Min). Dados uy,...,ux_1 € L*(Q,dm), seja

fQ ¢2dm

em que inf € tomado sobre o conjunto {¢ € Hy(Q, dm); [, du,dm =0, Vi=1,... k—1}.
Entao, os autovalores do operador £ satisfazem

v = inf

(1.26)

Se {u;} € uma base ortonormal de autofungoes correspondente a cada autovalor A\; com
1=1...,k—1, entao v = \.

O proximo resultado é conhecido como teorema da continuacao tnica.

Teorema 1.2 ([3]). Sejam dados L um operador diferencial linear eliptico de sequnda
ordem em um dominio U de R™, e uma aplicagao suave u : U — R tal que

[Lul* < C(IVul* + [uf?), (1.28)

em que C' > 0 € constante. Se u se anula em um subconjunto aberto e nao-vazio de U,
entao u € tdenticamente nula em U.
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Observacao 1.2. Seja M™ uma variedade Riemanniana conexa com fecho compacto e
fronteira suave por partes, e L um operador diferencial linear eliptico de sequnda ordem
em M"™ e u : M" — R uma solucao suave da inequacao . Se u € nula em um
subconjunto aberto e nao-vazio de M", entao u € identicamente nula em M".

A seguir, o teorema de Courant para dominios nodais. Ele foi utilizado na estimativa
do gap fundamental para o operador .Z escolhido no Capitulo [3]

Definicao 1.12. Dada uma funcao continua u : M"™ — R, o conjunto nodal de u é
o conjunto u=(0), e o dominio nodal de u sio as componentes conexas dos conjuntos
abertos Q. = {x € Q,u(z) > 0} e Q_ = {z € Q,u(x) <0}.

Teorema 1.3 (Teorema de Courant, ver, e.g., [31], p. 14-15). Seja ug, k > 1 a k—ésima
autofun¢ao do operador £ com a condi¢ao de fronteira de Dirichlet. Entao, uy possui no
mdzimo k dominios nodazis.

Demonstracao. Fagamos a prova supondo que todos os dominios nodais de u; sao dominios
conexos com fecho compacto e fronteira suave por partes, ver |13, p. 19-21]. Supondo por
contradicao que uy tem pelo menos £+ 1 dominios nodais, digamos €2, ..., Q, Q1. Para

1 <5 <k. Seja
o ukla,, em €
05 = { 0, em M\Q,, (1.29)
onde para cada 1 < j < k, ¢; ¢ uma autofuncao de A; restrita ao dominio 2;. Deste
modo podemos escolher ntimeros reais aq, . .., o, tais que u = Z?Zl a;@; seja ortogonal

a uy,...,ux_1, além disso ulsyy = 0. Portanto, pelo Teorema de Rayleigh em [31], e a
caracterizagao max-min de )\, teremos

fQ u.ludm

e < <
k= Jourdm  ~

k- (1.30)
Portanto, novamente pelo Teorema de Rayleigh, © ¢ uma autofuncao associada a A, a qual
se anula em Q1. Como |-Zu|? = A\7|u|?, o principio da continuagao tnica de Aronszajn
garante que u = 0, o que ¢ uma contradigao. ]

Teorema 1.4 (Resultados de Courant, ver, e.g., [31], p. 14-15). A autofunc¢io u; do
operador £ com a condicao de fronteira de Dirichlet tem sinal constante em M™; A\,
possui multiplicidade 1; us tem exatamente 2 dominios nodais e A1 € caracterizado como
sendo o unico autovalor com uma autofuncgao de sinal constante.

Demonstragcao. Sabemos que u; nao muda de sinal e fM urusdm = 0. Se —ZLus = Ajuo,
o teorema anterior garante imediatamente que us também nao muda de sinal em M™ e
nao se anula em int(M), mas isso contradiz a igualdade [, ujupdm = 0. O teorema
anterior garante que us tem no méaximo dois dominios nodais. Por outro lado, como
fM u1uodm = 0 e u; nao muda de sinal em M"™, entao us deve mudar de sinal e portanto
possui exatamente dois dominios nodais. O

O problema ([1.22)) de autovalores quando 7" = I é um objeto de pesquisa importante
nas areas da fisica de buracos negros, mecanica elastica, geometria diferencial e assim por
diante. Em 1911, Weyl [59] publicou a sua conhecida férmula assintotica para dominios

2 C R", a saber
472

Ao~ ——kn (k= o0 1.31
g (wnvolQ)% ( ) ( )
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onde w,, é o volume da bola unitaria em R". A férmula de Weyl se tornou uma importante
ferramenta para a comparacao de estimativas relacionadas a autovalores, nao apenas
para o Laplaciano, mas também para os operadores elipticos mais gerais. Além disso, os
dominios em R™ podem ser substituidos por dominios em variedades Riemannianas.
Em 1960, Polya [50] conjecturou que para o caso do Laplaciano em um dominio qual-
quer 2 C R” vale a seguinte desigualdade,
4qr?

N> — e, 1.32
= (wpvol Q)7 (1.52)

em relagdo a esta conjectura, Li e Yau [39] provaram a seguinte desigualdade

1 n A? 2
- A > Skn. 1.33
k Z n+ 2 (w,vol Q) (1.33)

Outro aspecto importante da estimativa de autovalores é estimar com a maior precisao
possivel o gap entre autovalores consecutivos. Segundo Chen, Zheng e Yang em [16]
alguns resultados relativos a limitagao superior do gap entre autovalores consecutivos do
problema de Dirichlet para o Laplaciano em 2 sao:

a) Em [40, 47| Payne, Polya e Weinberger, 1955: A\g11 — A\p < %Zle \;, para 2 C R
b) Thompson [57], 1969: A\ji1 — A\ < % Zle i, quando Q C R™

¢) Hile e Protter [32], 1980: SF , A > nk

=1 A=A = 4

d) Em [61] Yang, 1991, quando 2 C R™ 3% (Apr — A) (e — (L +2)N) <0e
[( 2 —Fk S 1\ |k 13

Akl — Ap < 2 (E Zizl Ui) % (1 + ;) ijl (Uj % Zizl Ui) .

e) Cheng e Yang [1§], 2005 para 2 em uma variedade Riemanniana completa M":

11

[( 2 <k 2 4 <k 1 —Fk 22
Akl — Ap <2 <mzi:1vi> _E<1+H> Zj:1 (Uj_zzz‘:lvi) :

%)% Zf:l Ai.

+
Co(n)k= A1, em que Co(n) < 1+ 4/n é uma

f) Cheng e Yang [19], 2007: A\pp1 < (1
<

g) Cheng e Yang [19], 2007: Axiq
constante.

Ainda do ponto de vista fisico, o problema de autovalor descreve o fendémeno
fisico da vibragao da membrana na mecénica elastica. Neste cenario, Yang estabeleceu a
desigualdade universal no item (d), que foi generalizada por Cheng e Yang as variedades
Riemannianas completas em [14] [18] 20)].

Em se tratando de variedades Cartan-Hadamard pingadas, temos ja estabelecidas al-
gumas estimativas para o gap dos autovalores do problema de autovalor com a condigao de
fronteira de Dirichlet em dominios limitados, como segue. Quando M™ é um espago hiper-
bolico H*(—1) e o operador é o Laplaciano, Cheng e Yang [20] provaram a desigualdade

universal
k

S s — A2 < 4;()\k+1 ~ ) ()\i - Lﬁ) . (1.34)

=1
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Para uma variedade Riemanniana pingada M"™, n > 3, completa, nao compacta, simples-
mente conexa, Chen et al. em [I5] utilizando um teorema da comparagao, estabeleceram
a seguinte desigualdade universal:

k

k 2,2 n— 1)(K2 — K2
;o\kﬂ —\)? < 4;<)‘k+1 - \i) (Ai _[n _41) 2+ ( 1)(2 ! 2>> . (1.35)

Generalizando assim a desigualdade universal de Cheng e Yang. Recentemente, Li e
Du [38] consideraram o problema de autovalor para o operador A, = A — (Vn, V),
conhecido na literatura por Laplaciano deformado com fun¢ao deformadora 7, em um
dominio limitado de uma variedade Cartan-Hadamard pingada. Impondo uma condigao
ao tensor Ric, = Ric+V?1n, nomeado de tensor curvatura Bakry-Emery-Ricci, do seguinte
modo:

Ricy(0,,0,) < —%(am)Q 2 (1.36)

onde b é uma constante e r denota a fungao disténcia r(x) = d(z,p) para um ponto fixo
p € M\, eles provaram

k k
n—1)%k2  4Ank? — 2nk2 + k2 — 4b°
D M1 =A)* <4 (Apyr — /\i)<)\i | 8) 2+ — 28 2 )> (1.37)
i1

i=1

1.7 Tensores livres de divergéncia

Os tensores livres de divergéncia tém importantes aplicagoes em Fisica e geometria
Riemanniana, nesta segao apresentamos alguns exemplos de tensores com essa propriedade
e que surgem naturalmente em estudos nessas areas.

Gover e Orsted [28], inspirados nas leis de conservagao da fisica e da Relatividade geral
utilizaram tensores em que vale a féormula da integracao por parte e onde a propriedade
de ser livre de divergéncia simula a utilizagao da segunda identidade de Bianchi e assim
obtiveram uma identidade de Pohozaev-Schoe generalizada.

Navarro [45] exemplifica a teoria relativistica da gravitacao, assumindo que a equagao
de campo é da seguinte forma:

Glg) =T,

em que T é o tensor energia-momento da matéria, g é a métrica de Lorentz do espaco-
tempo. G(g) é um 2-tensor adequado intrinsecamente construido a partir da métrica g, ou
seja, € um 2-tensor natural. Por consideragoes fisicas (leis de conservagao infinitesimais),
T ¢é considerado livre de divergéncia, ou seja, a equacao de campo é determinada pela
escolha de um tensor natural livre de divergéncia G.

Serre [53] afirma que um gas compressivel no espago n-dimensional n > 1, é um gas
descrito por uma densidade de massa p > 0, uma velocidade u e uma pressao p > 0. Esses
campos obedecem as equagdes de Euler (conservagdo de massa e momento),

Op + divy(pu) = 0, 9,(pu) + div,(pu @ u) + V,p =0,

tal que = = (t,y) e d = 1 + n. O tensor A abaixo ¢é livre de divergéncia:

A(t,y):( P pu’ )

pu pu@u+ pl,
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Em geometria Riemanniana a naturalidade dos tensores livres de divergéncia provém
da relagao £r = H, r , em que H, r ¢ a curvatura média com peso generalizada de uma
hiperficie em uma variedade Riemanniana (M™, g,e "dM), ver Mota [44].

Exemplos de tensores simétricos positivos definidos e livres de divergéncia sobre
(H"(-1),(,)) sao T'= —Rice T = —S, em que S = —(Ric — m@)) ¢ o tensor
de Schouten de (,), para n > 3. Mais geralmente, estes tensores também podem ser
considerados sobre variedades Cartan-Hadamard-Einstein pingadas (M", (,)), visto que
Ric = %(,> e pelo lema de Schur a curvatura escalar da variedade Einstein de dimensao
n > 3 deve ser constante. Destacamos que uma variedade Einstein nao compacta com
Ric = —(n — 1)(,) tem comportamento especial no infinito, ver Gicquaud et al. [24].
Outro exemplo é obtido a partir de S = S — tr(S)(, ) sobre variedades Cartan-Hadamard
pincadas, n > 3, nesse caso, temos div.S = 0, pois divS = dtr(9).

Um interessante exemplo aparece em uma variedade Riemanniana M"™ imersa isome-
tricamente em outra variedade Riemanniana M. Seja A e H o operador de forma e
a curvatura média da imersao, respectivamente. A primeira transformacao de Newton
P, : TM — TM, associada a segunda forma A, é definida por

Pr=HI—-A.

Esse tensor aparece naturalmente nos estudos da teoria variacional para o funcional
A= o HAM . Reilly, em 1973 provou que Py ¢é livre de divergéncia. No caso A > 0, P
¢ positivo definido. Citamos também a Proposi¢ao 5.1 em [2] ou Navarro [45] para mais
informacoes relacionadas ao tema.

1.8 (Geodésicas e a aplicacao exponencial

Sejam M™ uma variedade Riemanniana e v : I — M"™ uma curva em M". Dizemos
que v é uma geodésica se

() = 210

Quando v é uma geodésica entao ||| = (§(¢),7(t)) é constante, isto é, v tem velocidade
constante. Assim, segue da equacao que o comprimento de arco de v, a partir de
t=to, ¢ L(t) = ||¥(t)]|(t —to). Quando ||¥(t)|| = 1 dizemos que 7 esté parametrizada pelo
comprimento de arco ou normalizada. Dado p € M" e v € T,M", a equagao tem
uma tUnica solugdo 7, definida num certo intervalo I, tal que v(0) = p e ¥(0) = v. As
variedades Riemannianas completas sao aquelas cujas geodésicas estao definidas para todo
t,isto é, I = R. A unicidade das geodésicas implica a propriedade da Homogeneidade, ou
seja, para todo a € R, a > 0 vale a igualdade

Yau(t) = Yo(at). (1.39)

Definicao 1.13. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa. Para cada p € M", a
aplicagao exponencial em p, denotada por exp,, € definida por

exp, : T,M — M v = exp,(v) = 7(1), (1.40)
onde v € a geodésica de M™ tal que v,(0) = p. Segue de que 7,(t) = exp,(tv).

= Vﬁ(t)"}/@) =0,Vel. (1.38)

A aplicagao exp,, ¢ uma funcao de classe C*° e um difeomorfismo de uma vizinhanga
U C T,M sobre sua imagem, ver [37, [48]. Se exp,, nao possui pontos criticos, entao ela é
uma aplicacao de recobrimento.
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1.9 Campos de Jacobi

Sejam M" variedade Riemanniana e v uma geodésica de M". Um campo J ao longo
de v é chamado campo de Jacobi se ele satisfaz a equagao diferencial

J+ R(J,4(1)3(t) =0, (1.41)
onde R é o tensor curvatura de M™.

Definigao 1.14. Sejam M™ uma variedade Riemanniana e v : [a,b] — M™ uma geodésica
de M™. Uma variagao de v € uma func¢ao suave 7 : [a,b] X (—e,&) — M", tal que
Y(t,0) = (1)

O campo de vetores ao longo de 7 definido por J(t) := % ¢ o campo variacional de
. Se a variagao 7 ¢é tal que, para cada s, a curva 7(+, s) é uma geodésica, entao o campo

J(t) = % é um campo de Jacobi ao longo desta geodésica.

d—j(O), ver Man-

fredo [12]. Um campo de vetores tangenciais ao longo de uma curva v é um campo de
vetores V' tal que V(¢) é um multiplo de () para todo ¢, e um campo de vetores normais
¢ um campo tal que V(t) L 4(t) para todo t. Aléem disso, ¥(t) e t¥(t) sdo campos de
Jacobi ao longo de . O primeiro tem derivada zero e nunca se anula; o segundo é nulo
se, e somente se, t = 0. Devido a esses fatos, s6 consideramos campos de Jacobi ao longo
de v que sao normais.

Como exemplo, consideramos M uma variedade Riemanniana, k € R e v :[0,a] — M
uma geodésica normalizada. Suponha que Ky (§(t),X) = k para 0 < ¢t < a e todo
X € T,y M nao colinear com 7(t). Entao sabemos que, ao longo de v, o tensor curvatura
R de M é dado, para X,Y, Z campos ao longo de v, por

Um campo de Jacobi é determinado pelas condigdes iniciais J(0),

de modo que a equacao de Jacobi se reduz a (lembre que (J,5) = 0).
J+KJ=0.

Dado w € T,oyM tal que (w,7(0)) = 0, seja t — w(t) o transporte paralelo de w ao
longo de 7. Se s : [0,a] — R & a solugao do problema de valores iniciais

s(0) = 0, $,(0)=1.

é imediato verificar que
J(t) = si(t)w(t),
é o (nico) campo de Jacobi ao longo de 7 tal que J(0) = 0 e J(0) = w. Note ainda que

ﬁ sinh(v—kt) se k<O,
sk(t) = t se k=0,

\/LE sin(vVkt)  se k> 0.
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1.10 Teorema da comparagao de Sturm

Por conveniéncia, enunciamos nesta secao os teorema da comparacao de Sturm para
equagoes de Jacobi e também o Teorema de Sturm-Liouville.

Teorema 1.5 (Teorema de comparagao de Sturm, ver [56], p. 104). Para i = 1,2, seja
fi solugoes nao triviais de

(p(@)f;(@))" + bi(2) fi(x) = 0,

onde 0 < p € C, by e by sdo continuas e by > by para todo x. Se x1 < x9 sio dois
zeros consecutivos de fo, entao fi se anula pelo menos uma vez em (xq1,%2), a menos que

bi(x) =be(z) e fo(x) = kfi(x), k € R.

Agora destacamos o conhecido problema de autovalor de Sturm-Liouville.

—(py') +qy = Apyem [a,b],
y(a) =y(b) = 0. (1.42)

Os coeficientes p e ¢ e a "fungao peso"p cumprem as seguintes condigoes:

pe C'a,bl, g, peCla,b,
p(z) >d>0eq(x)+ cap(z) >0V € |a,b, (1.43)
p(z) >0 Vz € (a,b).

Teorema 1.6 (Sturm-Liouville, ver, e.g., [35], p. 174-175). Com as hipdteses (1.43)), o
problema de autovalor de Sturm- Liouville (1.42)) possui uma infinidade de autofungoes
linearmente independentes u,, € C?[a,b] com autovalores \, € R, que satisfazem

b

/\1<"‘<)\k<"'—>OO,

Além disso, a menos de uma constante, existe apenas uma autofun¢ao u, associada a
cada N\, e u, tem exatamente n — 1 zeros em (a,b).

Teorema 1.7. (Teorema de Rayleigh, ver [35, p. 177]) Para qualquer ¢ € H(a,b), ¢ # 0,
o primeiro autovalor Ay do problema (1.42) satisfaz

[P 0(¢)? + q¢)da
[} pgdz

Igualdade ocorre se, e somente, ¢ € uma autofuncao de .

A < (1.44)

1.11 Variedades Cartan-Hadamard

Um resultado importante em variedades Riemannianas completas de curvatura nao-
positiva é o teorema de Cartan-Hadamard a seguir.
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Teorema 1.8 (Teorema de Cartan-Hadmard, ver e.g. [55], p. 239). Seja M™ uma
variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa, com curvatura K < 0. Entao
M™ € difeomorfa ao espago Euclidiano R"™, mais precisamente, exp,, : T,M — M"™ é um
difeomorfismo de classe C* para cada p € M™.

Uma variedade Riemanniana que satisfaga as hipoteses do Teorema|I.§] isto ¢, uma va-
riedade Riemannian completa simplesmente conexa de curvatura nao positiva é chamada
de variedade Cartan-Hadamard. O Teorema [1.8| assegura que se M"™ é uma variedade
Cartan-Hadamard, entao M"™ tem a mesma topologia e estrutura diferenciavel do espago
Euclidiano R™. Segue desse teorema que, qualquer par de pontos distintos de uma varie-
dade Cartan-Hadamard é ligado por um tnico segmento geodésico.

Os exemplos mais simples de variedades Cartan-Hadamard sao: o espago Euclidiano
e o espaco Hiperbolico, ambos com suas respectivas métricas candnicas. Mais exemplos
podem ser encontradas em [55].

Um subconjunto W de uma variedade Riemanniana M"™ é chamado de convexo, se
para cada p,q € W existir uma tnica geodésica minimizante de p a ¢ em M"™ contida em
W, ver [5]. Esta defini¢ao corresponde a de "fortemente convexo"dada por Cheeger-Ebin.

1.12 Funcao distancia

O produto interno positivo definido tomado sobre o espago tangente de uma variedade
Riemanniana induz o conceito de comprimento de uma curva v diferenciavel por partes,
do seguinte modo,

() = [ 1iolat = [ VE@ @ (145

e o comprimento de arco de y é

(1)) = / 4(s) ds. (1.46)

Sejam p e ¢ em M™, considere o conjunto C,, de todas as curvas v : [a,b] — M™ suaves
por partes tal que y(a) = p e y(b) = ¢ defini-se entao a distancia entre p e ¢ como segue.

Definicao 1.15. Dados p e ¢ em M™, a distdncia Riemanniana de p a q, denotada por
d(p,q) € dada por

d(p, q) == inf{l(7)| v € Cpy}. (1.47)

Note que a funcgao distancia d : M x M — R é continua.

O conjunto B,(p) = {q € M; d(p,q) < r} é chamado bola métrica de centro p e raio
r > 0, e seu fecho ¢ dado por B,.(p) = {q € M; d(p,q) < r}. Além disso, a distancia
entre os subconjuntos A, B C M™ é d(A; B) := inf{d(p,q) | p € A, q € B}.

Sejam M™ uma variedade Cartan-Hadamard e ¢ € M™. Pelo Teorema podemos
definir a aplicacao inversa exp;1 : M™ — T,M da aplicagao exponencial e assim obter a
seguinte relagao entre a distancia Riemanniana e a aplicacao exponencial

d(p,q) = [lexpy 'pll- (1.48)

Sendo exp, ! uma fungao de classe C* segue da equacao (L.48) que a fungao

1
re: M — R tal que p 1y = §d2(p, q),
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¢ também de classe C*°.

Uma funcao f sobre uma variedade Riemanniana M" ¢ convexa quando a Hessiana é
positiva semidefinida, ou equivalentemente se V2f(%,5) = (f o) > 0 para cada geodé-
sica em M™. Para calcularmos a Hessiana da funcao distancia r(x) = d(x,p), podemos
proceder do seguinte modo. Considere v(¢) uma geodésica tal que |(t)] = 1 e y(0) = p.
Seja J(t) um campo de Jacobi ao longo de v com J(0) = 0, segue que

VIr(J(6),J(1) = (Vawdr, J(0) = (Z5 Do) = (e Do = (J(2), J(@).

Lema 1.3. A func¢ao distancia r(x) = d(z,p) € positiva e suave em M™\{p}.

Demonstragao. Seja p € M, e seja (') coordenadas normais centrado em p, deste modo,
existe uma bola geodésica fechada B.(p) de raio € em p e constantes positivas c e C' tal
que c|V|; < |V|, < C|V|; sempre que V € T,M e q € B.(p). Segue da definicio de
comprimento que para qualquer curva em C,, com a imagem contida em B.(p).

clg(v) < Ly(y) < Cly(y).

Se x # p, podemos escolher ¢ tal que z € B.(p). Entdo qualquer curva v : [a,b] — M"
em O, deve passar pela esfera geodésica 0B.(p). De fato, o complemento da esfera é
desconexo, e assim p, x pertencem a componentes diferentes. Denote ¢y o primeiro tempo
tal y(tp) pertence a OB.(p), segue que

d(x,p) > Lg(7) 2 Ly(Vato]) = lg(Varo)) = dg(¥(to),p) = ce > 0.

Como a exp, é um difeomorfismo para todo p € M". Temos como no caso Euclidiano que
existe apenas uma geodésica que passa pelos pontos p e ¢, com p # ¢g. E por conseguinte,
também mostra que a fungao distancia é suave em M™\{p}. O

Além disso, podemos estabelecer func¢oes que trabalham como uma funcgao disténcia,
ver Petersen em [48]|. Para tanto, definimos r : O — R em um subconjunto aberto O
em (M™, (,)). A fun¢do r é uma funcao distancia se |Vr| = 1 sobre O. Dada a fungao
r : O — R fixada sobre um subconjunto aberto O de (M",(,)), o gradiente Vr sera
denotado por dr. O conjunto de nivel para r é denotado por O, = {x € O;r(z) = r},
e a métrica induzida sobre O, é g,. Quando r : O — R é uma funcao distancia, entao
Vo,0r = 0. Uma curva v € C,, é um segmento se £(y) = d(p,q) e v é parametrizada
proporcionalmente ao comprimento de arco, ou seja, |¥| é constante.

Lema 1.4. Ser : O — R ¢ uma funcao distincia suave e O um subconjunto limitado em
(M™,(,)), entdo a curva integral para O, sdo segmentos em Oy4. Além disso, se ¢ € Cp,
satisfaz £(c) = r(c(1)) — r(c(0)), entao ¢ = o o ¢, em que o € a curva integral de O,
iniciando em c(0) e ¢(s) = [, |¢|dt.

No que segue, denotaremos por 7 : Q — R, r(z) = d(z, 0) a funcdo distancia a partir
de um ponto fixado o € M™\ Q, que é diferenciavel, com |Vr| = 1 e Vr = 9,, onde
0, € o vetor velocidade das geodésicas radiais dadas pelas curvas r — exp,(rv), para
um vetor v fixado em T,M e com exp denotando a aplicacao exponencial. Além disso,
Vr(y(t)) = +/(t), onde 7/(t) é o Gnico segmento geodésico minimizante ligando () a o.

Definigao 1.16. Um campo de vetores X tal que Vg, X = 0 é chamado de campo radial-
mente paralelo, onde r € uma fung¢ao distdncia suave.

Definicao 1.17. Diremos que um tensor 1" é radialmente paralelo se ele é paralelo na
direcao radial, isto €, Vy, T = 0.
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Capitulo 2

Estimativas de autovalores para o
operador de Cheng-Yau deformado
sobre dominios limitados em variedades
Cartan-Hadamard pincadas.

Neste capitulo, apresentamos a demostragao dos Teoremas e e assim estabe-
leceremos as estimativas para os autovalores do operador de Cheng-Yau deformado em
variedades Cartan-Hadamard pingadas.

2.1 Resultados Auxiliares

Nesta secao, estabeleceremos as ferramentas necessarias para trabalhar com o operador
definido na equagao 0 que nos permitiré obter resultados mais gerais. A chave para
provar os dois principais teoremas desta tese baseia-se na Proposicao 2.4 que é uma ligeira
modificagao da Proposi¢ao 1 em [27]. Acreditamos que as ferramentas aqui apresentadas
sejam de interesse independente.

Lema 2.1 (ver [48], p. 242-243). Seja (M™,(,)) wma variedade Riemanniana completa,
simplesmente conexa de curvatura nao positiva. Fize uma origem o € M™ e considere
r(z) a fungdo distincia a partir de o, entdo a fungdo r € conveza.

Demonstragao. Nas hipoteses do lema, podemos considerar um campo de Jacobi J(t) néo-
trivial ao longo de uma geodésica normalizada sem pontos conjugados v : [0,a] — M",
com v(0) =0 e J(0) = 0, para qualquer a € R. Entao

V2 (J(a), J(a) = (J(a), J(a)) > /0 “Li)ldt > 0

1
De fato, considerando a funcao ¢ — §|J (t)]?, em que J é um campo de Jacobi escolhido

ao longo de y(t) = exp,(tv) tal que J(0) = 0 e J(0) = w para 0 # w € T,(T,M) com
| Dexp,(w)| = |J(1)|. Assim

d 1 -
— (IO = (J,J

LS awr) = .,
d 1 ) . ..
LI = (.0)+ (7).
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Como (R(z,y)y,x) < 0 para todos vetores tangentes z e y, teremos

LGP = ~(BUA.J) + P = 1P

Integrando a desigualdade e usando que J(0) = 0, obtemos

(), (1) > / L (s)2ds.

Observando que J(a) é arbitrario concluimos que a Hessiana da funcao distancia r é
positiva. ]

Um importante lema que sera usado na prova da Proposicao ¢ um resultado bem
conhecido em geometria de comparagdo. Sua prova pode ser encontrada em [48] p. 255].

Lema 2.2. (Comparagao de Rauch) Assuma que (M",(,)) satisfaz ¢ < K < C. Se
(,) = dr* + g, representa a métrica em coordenadas polares, entao

sng(r) o _ sng(r)
sne(r)”" = Vs sne(r)

T

em que sn,(r) denota a unica solu¢ao para

Z(r)+k-2(r)=0 com x(0)=0 e (0)=1.

Em particular, zz&g:; =/ HZ?;E((\/\/ET)) para k£ <0, e = E:; =1 para k = 0.

No que se segue, Q2 C M", n > 2, é um dominio limitado em uma variedade Cartan-
Hadamard pingada, conforme descrito em nossa introdugao.

Nossa primeira proposicao estabelece o teorema de comparagao de Rauch para o opera-
dor de Cheng-Yau, além de duas estimativas que serao utilizadas na féormula tipo Bochner
para esse operador.

Proposicao 2.1. Fize uma origem o € M™\Q e seja r(x) a funcdo distdncia a partir
de 0. Considere T um (1, 1)—tensor simétrico positivo definido sobre M™ tal que O, € um
autovetor de T, e sejam C = —k3 e ¢ = —k?. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras
em §2:

1. (n—1)e2e® < op < (n — 1)52e)

snc(r) sne(r)”

, 2
2. (V?r,V?roT) < (n-— 1)5(%) :
3. Ry(9,,0,) < —e(n — 1)x3.

Demonstragao. Tome x € Q e complete 0, para uma base ortonormal {ey,...,e, = 0,}
para T, M tal que Te; = 1;e;. Note que € < 1); < 0 sobre {2, para i =1,...,n. assim,

n

Or = (V*r,T) = Z (V2r(e Zi/}l (V2r(e;), e;).

i=1
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A convexidade da fun¢ao distancia r(z) nos garante que o Hessiano é semidefinido positivo,
de modo que

n—1 n—1
eAr=ce Y (Vr(e;),e;) <0Or< (52 (V2r(e;), e;) = 0AT.
i=1

=1

Logo, a primeira afirmagao segue do Lema [2.2] Para provar a segunda afirmagao, calcu-
lamos

n

(V2 ViroT) = Z (V2r(e;), V?roT(e;)) = 2 Vi(V?r(e:), V3r(e:)).

i=1
Assim, novamente usamos que r(z) é uma fungao convexa e que v¥; < § para obter
(V2r,V2roT) < §|V2r|?.

Usando o Lema [2.2| obtemos a segunda afirmacao. Para o terceiro item, temos

n—1 n—1
RT(ara ar) = <R(€ia ar)ara T(ez» = Z %<R(€w ar)ara ei>
i=1 i=1
n—1
< —)ika < —e(n — 1)K3.
i=1
O que completa a prova da proposicao. O

Para a segunda proposicao, é conveniente considerar a seguinte constante, que depende
da dimensao da variedade e de como o tensor T' é limitado no dominio:

a(n,e,d) := —(n —1)%* +2(n — 1)8%

Proposicao 2.2. Fize uma origem o € M™Q e considere v(x) a funcdo distincia a
partir de o. Seja T um (1,1)—tensor simétrico positivo definido em M™ tal que O, € um
autovetor de T, e u; uma fungao L*(Q, dm)-normalizada. Se T for radialmente paralelo,
entao

1. Para a(n,e,d) <0, € vdlido que

/ uf( = (DT‘)2 —2(VOr, T8T>>dm < —(n-— 1)252/-4:% +2(n — 1)(52/-% — 52/433).
Q

2. Para a(n,e,0) > 0, considere d = dist(Q2,0), é vdlido que

a(n,e,d)
a2

/uf(—(mr)2—2<vmr, T9,) )dm < —(n—1)%23+2(n—1) (8% ~%k3) +
Q

Demonstragao. Comegamos estimando a expressio —(Or)? — 2(VOr, T9,). Para isso,
usamos que 71" é radialmente paralelo, ou seja, V5 T' é nulo, de modo que, da férmula tipo
Bochner para o operador Cheng-Yau (|1.20)), obtemos

—(VOr,d,) = Rr(0,,0,) + (V?r,V?roT).
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Como T'0, = ¢,,0,, da segunda e terceira asser¢oes da Proposicao 2.1] temos

—wvmnﬂmznwwvmn&>g—m—1x%3un—nﬁ(iﬁﬂﬁ). (2.1)

sn_2(r

Existem trés casos a considerar:

(a) 0 < Ky < K1 : Segue da Inequagao (2.1) que

5242 cosh?(k17)

—(VOr,T0,) < —1 —_—
(vir, )< (n ) 1sinhQ(Fal?")

— (n —1)ek3.

Entao, utilizando a primeira afirmagao da Proposicao [2.1] nds estimamos a expressao

— (Or)? — 2(VOr, T9,)

h?(kyr) cosh?(k,7)

< —(n —1)%2 2008_+2 122 9 — 1)e2k2

< -ln-1en sinh?(kor) (n = 1)o°w, sinh? (k1) (n =1,

—1)%e%k3 2(n —1)6%k?

_ _1222_(n 2 4o — 1)2k2 4+ NPT VO g 1222

(n= 1), sinh?(kyr) (n= 1)o7 sinh?(k,7) (n=1)er;
—1)%e%k3  2(n—1)6%k3

= —(n —1)%%k2 +2(n — 1)(6%*kF — e2K3) + _n : !

( yetm + X )07 2) sinh?(kor) sinh? (k)

Visto que 0 < ko < Ky e r > 0, temos

2 2
K1 Ka

2 < 2 :
sinh®(ky7) — sinh®(kar)
Assim,

2
K1

(n—1)%2%k2  2(n —1)6%k?2 -
- sinh?(ky7)’

—1)%e* 4+ 2(n — 1)§°
sinh?(kor) sinh?(k,7) (n= 1%+ 2(n = 1)5)

(2.2)

(b) 0 = k2 < k1: Novamente como na primeira afirmagao da Proposi¢ao e Inequa-
¢ao (2.1)), nos estimamos a expressao

—1 2.2 h2
_(DT)Q — 2AVOr, T9,) < _u +2(n — 1)52,%% C?S 2(517’)
r sinh®(kq7)
— 1% 2(n—1)6%k?
o - e 4+ |- 1
(TL ) Rq + ,',.2 Sil’lh2(/€17“)
Como 0 < k1 e r > 0, temos
2
K1 1
33 S5 2.3
sinh?(kyr) — 12 (2:3)
Assim,
(n—1)%e*  2(n—1)6*k3 - ) 2
- <(—(n—-1 +2(n—1)0 , 2.4
r? sinh?(ryr) ( (n—1) (n=1) ) sinh? (k1) (24)
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(c) 0 = k2 = k1: Novamente utilizando a primeira afirmac¢do da Proposigao e a
Inequagao ([2.1]), nos estimamos a expressao

(O~ VO T9,) < [~ (n— 172 +2(n — 1)8?] Tig (2.5)

Com as Inequagoes (2.2)), (2.4) e (2.5) em mente, obtemos imediatamente a primeira
estimativa integral da proposigdo para a(n,e,6) < 0. Para o caso de a(n,e,0) > 0,
primeiramente notamos que

/ 2080 g o almed) (2.6)
Q

7‘2 - d2

em que d = dist(2,0) e 0 < d < r(x) para todo x € Q. Completamos agora a nossa

demonstracao a partir das inequagoes (2.2)), (2.3)), (2.4), (2.5)) e (2.6). O]

Proposicao 2.3. Fize uma origem o € M™\Q e considere r(z) uma fun¢do distncia a
partir de o. Seja T um (1,1)- tensor simétrico positivo definido em M™ tal que O, seja
um autovetor de T, e u; uma fungao L*(Q, dm)-normalizada. Entao,

1
/ uiOr(T0,, Vn)dm < Cy(n — 1)(k1 + 3),
Q

em que n € C*(Q), d = dist(Q,0) e Cy = 62 maxg |7)|.
Demonstragao. Utilizando a primeira afirmacao da Proposigao [2.1], estimamos

/ufDr(T@r,dem < (/u?(Dr)Qdmy(/u?(T@r,Vn)2dm>2
Q 0 0

1

< . 2|:| 2 2
< 5mgx|77\(/gul( T) dm>

< am-u( [@(505

Existem dois casos a serem considerados:

(a) 0 < Ry <Ky e0=ky <Ky

/u?Dr(T@r,dem < Oo(n—l)/-gl(/ Qcosh;(/ﬁr) )

sinh®(k47)
2 1
< Cyln—1 Co(n —1 BT — .
< Goln Jrr+ Coln ></Qulsinh2(ff1r) m>

2

< Co(n—1)</<;1+ (/Qufsmhfmdmy)

(b) K1 :KZQ:OI

tr2

/u?Dr(T&,,Vn}dm < Co(n — 1)(/ u; ldm>2.
Q Q

Novamente, argumentamos como na prova da Proposigao [2.2] para obtermos a requerida
estimativa integral. O]
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Finalizamos esta secao estabelecendo uma desigualdade quadratica universal para os
autovalores do Problema (|1.22)), essa desigualdade é uma ligeira modificagao da Proposi-
¢ao 1 em [27], e assim obtemos a ferramenta necessaria para realizar as demonstragoes.

Proposicao 2.4. Fize uma origem o € M™\Q e considere r(z) a fungdo distancia a partir
de 0. Seja \; o i-ésimo autovalor do Problema (1.22)), e u; a correspondente autofunc¢ao
L3(Q, dm)-normalizada. Entao,

k k

S st = A < EZ(AW “\) (%A - /Qu?((ZT)Q +2(T0,, vgm)dm).

i=1 =1
Demonstra¢ao. A Proposi¢ao 1 em [27] nos diz que

k

Z()‘k+1 - )\i)2/

i=1 Q

k
u?T(Vh, Vh)dm < ZO"““ — /\i)/ {ui.,?h + 2T (Vh, Vui)}2dm
=1 f

para qualquer h € C3(Q) N C?(99). Tomando h = r, e observando que ¢ < T(9,,0,) < 6,
obtemos

k

g Z()\k+1 — )\1)2 S Z()\k+1 — )\z) / {'Lblg?“ + 2T(8r, Vul)}2dm (27)

i=1

A integral em pode ser estimada como segue

/Q {u?(ZLr)” + 4. LrT(0,, V) + 4T (9, Vu;)* pdm

= /Q {u}(Lr)? +21(0,, £LrVui) + 40, T(Vu;))? }dm

< /Q {uf(,i”rf + 2T<8T, V(uiZLr) — u?VfT) }dm + 4/Q T (Vu;)|*dm. (2.8)
Aplicando a féormula de integracao por partes, obtemos

/Q {u?(ZLr)? +21(0,,V(u; Lr)) }dm = —/Quf(fr)2dm. (2.9)
Além disso, pelo Lema [I.1] temos que
e/Q |V, ?dm < /Q (Vui, T(Vu;))dm = ).

Entao,
2y
/ IT(Vaug)[2dm < 52/ Vusf2dm < 22 (2.10)
Q Q

€
Usando ([2.8)), (2.9) e (2.10)), obtemos

/ {uf(ZLr)? + 44, LrT(0,, V) + AT(9,, Vu;)* dm
0

N\
< - / w{(Lr)? +27(0,,V.Lr) }dm + 4 : (2.11)
Q 19
Substituindo (2.11)) em ({2.7]) obtemos a estimativa da proposi¢ao. O
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2.2 Prova dos Teoremas 2.1 e 2.2

Agora estamos preparados para provar nossos dois teoremas.

Teorema 2.1. Seja \; 0 i—ésimo autovalor de £ em um dominio limitado Q C H"(—k?)
com a condi¢ao de fronteira de Dirichlet. Se a func¢ao deformadora n € radialmente
constante e T(VInx,) =¥V Inx,, para alguma fungao radialmente constante 1. Entao,
para qualquer niumero inteiro positivo k, temos

k k

S (s — A)? < EZ(AM ) (4?53 (0 1)),

i=1 =1

Além disso, o primeiro autovalor satisfaz \(Q) > 5 (n — 1)%e*k?

Demonstragao. Iniciamos provando o resultado para o espago hiperbélico H*(—1) com
curvatura constante —1, i.e., o semi espaco aberto z, > 0 com a métrica g;; = x;25ij.
Para esse caso, temos

Vinz, =¢"9;nz,0; = 2,0, e |Vinz,| =1
Por hipoteses T'(VInz,) = ¥V iInzx, = ¥z,0, e 0,1 = 0, assim
(Vn, T(Vinwz,)) = (¢g90md;, vx,0,) = 0.

Recorde que div(a’d;) = - 1( )81»( det(gij)a'), e por suposi¢ao 9,1 = 0, deste modo
€l\gij

ZL(nz,) = div(I'(Vinz,)) — (Vn,T(Vinz,))
= div(¢Yx,0,)
= ap0a(Yr, ")
= (1—n).

Entao,

(T'(VInz,),VZ(nz,)) = (r,0,,(1—n)Vy)

= (1 —n)Yz,0,¢
= 0.

Uma vez que Inz, trabalha como uma fungao de distancia em H"™(—1), podemos tomar
r = Inx,, na Proposicao [2.4] para obter

k k

2
> Mk —A)* < éZ(Ak-H = Ai) (%)\z‘ - /Qu?(l - ”)2¢2dm)-

i=1 i=1

Como ¢ < (T(VInz,),Vinz,) = 1, temos —* < —e?, que ¢ o suficiente para obter a
proxima desigualdade

k k

3 st = ) < é S et - /\i)(%/\i —(n—1)% )

=1 i=1
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Agora, ao reescalonar a métrica por um fator x>

o caso de H"(—~?), como segue

, obtemos a desigualdade anterior para

k k

> O = A < 23w = M) (S0 - (- 122%2).

i=1 i=1
Além disso, a estimativa quadratica (2.7) garante que

462
— A= (=172 20,

para i € {1,2,...}. Entao, obtemos Ay > 5 (n — 1)%e*k>. O

Teorema 2.2. Seja \; o i—ésimo autovalor do operador de Cheng-Yau deformado com
fungao deformadora n sobre um dominio limitado 2 C M™ com a condi¢ao de fronteira de
Dirichlet. Fize uma origem o € M™\Q, e considere r(x) uma fun¢do distancia a partir de
o. Se T ¢ radialmente paralelo e tem 0, como um autovetor, entao, para qualquer nimero
inteiro positivo k, temos:

1. Para a(n,e,0) <0

k k

SOk AP € 23 0 =0 (2 - (0 - 1222
7 = 2 7 2

i=1 =1

+2(n — 1)(6°k7 — °k3) 4+ 2Co(n — 1) (k1 + %l) + C’1>.

2. Para a(n,e,0) > 0,

k k

Zo\k—&-l - ) <1 Z(Ak—kl - )\')<462)\ — (n—1)%%;
7 =¢ 7 2

=1 i=1

+2(n — 1)(6°k7 — €°k3) 4+ 2Co(n — 1) (k1 + !

d)+01+

a(n(,;, J) ) .

Em que d = dist(Q,0), Cop = §* maxg || e C; = 6° maxg(27) — 1%), enquanto que 1 e ij
representam, respectivamente, a primeira e a sequnda derivada radial de n(x).

Demonstragao. Pela Proposicao [2.4] nos resta estimar a integral
— / u; ((Lr)? +2(10,,V.ZLr))dm
0

para o caso particular do operador de Cheng-Yau deformado Zr = Or — (T0,, Vn).
Primeiro, calculamos

(Lr)? +2(T0,,V Lr)

= (3Or)? = 20r(T0,, V) + (T0,, Vn)? + 2(T9,, VOr) — 2(Td,,V(Td,, Vn))

= (Or)% + 2(T9,, VOr) — 200(Td,, V) — 2(T0,, V(Td,,Vn)) + (Td,, Vn)*.
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Portanto

—/u?((ﬁr)2+2<T8r,V$r))dm

:/u?(—(DT)2—2(T8T,VD7‘)>dm+2 207 (T8, Vi)dm
Q Q

+/(2“?<2<T8’"’V<T‘9“V’7>>—<T<9T,Vn)2)dm_

Por hipotese, T é radialmente paralelo, ou seja, Vg T = 0. Além disso, 70, = ¥0,,
portanto 0,1 = 0. E deste modo

(0r, V(T'0,, V) = 0:(T0,, V) = 1ij.

Assim,
/ u? <2<T8r, V(T9,,Vn)) — (T, V?7>2)dm = / uiy” <2ﬁ - 772) dm < Gy,
Q Q

em que C] = §2maxq (2] — 7?). A estimativa anterior junto com as Proposigoes e
imediatamente implicam as desigualdades do Teorema [2.2] O

Agora observemos que pela completude de M™, existe uma sequéncia de subconjuntos
compactos K; C M" com K; C intK;ui e |J; K; = M" tal que se ¢; ¢ Kj, entao
r(x,q;) — oo. Como  é limitado, podemos assumir {2 C K, para algum j, tal que
podemos definir r(z) sobre €2 a partir de o = ¢; € M™\ K, para j suficientemente grande,
de modo que ambos a(n,e,d)/d* e 1/d sao pequenos o suficiente. Além disso, podemos
tomar Cy = 0% maxg |Vn| e C; = 6 maxq(2|V?n| + |Vn|?), que nao dependem da fungao
distancia. Portanto, tomando 7' = I no Teorema [2.2] obtemos imediatamente o proximo
resultado.

Corolario 2.1. Seja \; o i-ésimo autovalor do Laplaciano deformado com uma func¢do
deformadora n sobre um dominio limitado 2 C M™ com a condi¢ao de fronteira de Diri-
chlet. Para qualquer inteiro positivo k, temos

k k

> Ok =27 < D = A) (44 = (0= 123 +2(n = 1) (] = )

i=1 i=1

+200(n — 1)%1 + Cl>,
em que Cy = maxg |Vn| e C1 = maxg(2|V?n| + |Vn[?). Além disso, o primeiro autovalor
satisfaz

1 2.2 22
A () > 1(<” —1)°k3 — 2(n — 1)(k{ — K3) — 2Co(n — 1)Ky — C’1>.

Tomando 7 constante no corolario anterior, obtemos:

Corolario 2.2. O primeiro autovalor \y do Laplaciano em um dominio limitado 2 C M™,
n > 3, com a condi¢cao de fronteira de Dirichlet, satisfaz

(”_1)2K2_”_1 2 _ 2
22

A (Q) > 1

Além disso, esta limitacdo inferior € positiva para 0 < ks < K1 € /N + 1ky > V/2k1.
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No caso de fungoes deformadoras radialmente constantes, temos que Cy = §? maxg 17| =
0 e C; = §*maxg(27j — n?) = 0. Donde obtemos o préximo corolario, garantindo que o
comportamento das estimativas dos autovalores do operador de Cheng-Yau permanece
invariante por uma perturbacao de primeira ordem desse operador.

Corolario 2.3. Seja \; o i—ésimo autovalor do operador de Cheng-Yau deformado em
um dominio limitado 0 C M™ com a condicao de fronteira de Dirichlet, e uma fungao
deformadora radialmente constante. Fize uma origem o € M"™\Q, e considere r(x) a
fungdo distancia a partir de o. Se T € radialmente paralelo e tem 0, como um autovetor,
entao, todas as estimativas para a sequéncia de autovalores (N\;) que podemos obter a partir
do Teorema [2.9 nao dependem desta fungao deformadora.

No caso de fungoes deformadoras radiais, fixamos uma origem o € M™ para definir
uma fun¢ao distancia r(z) a partir de o, e consideramos o dominio anular limitado

2(n —1)(k1 + )R+ 2 -

c

0= {x e M, r(z)? < RQ}, (2.12)

em que @ = 1/d e cR > (n — 1)(k1 + @) + /(n — 1)%(k1 + @)2 4 2c e ¢ sdo constantes
positivas. Para obter tal constante R, é suficiente considerar o polinémio quadratico
P(z) = cx®*—2(n—1)(k1+a)r—2. Entao, para a fungao deformadora radial n(z) = $r(z)?,

2
sobre . Temos Cy = §%cR e

max (2¢ — Pr(z)?) = 2¢— ms%n r(z)? = 2¢ — (2¢(n — 1)(k1 + @) R + 2¢).

Assim, é nula a expressao 2Cy(n — 1)(k; + a) + C; no Teorema Donde obtemos o
proximo resultado de independéncia das constantes Cy e C.

Corolario 2.4. Seja \; o 1—ésimo autovalor do operador de Cheng-Yau deformado no
dominio anular limitado definido como na equag¢ao com a condicao de fronteira de
Dirichlet, e com a fungao deformadora n(x) = $r(x)*. Fize uma origem o € M™M\Q, e
considere r(z) a fun¢ao distdncia a partir de o. Se T € radialmente paralelo e tem O,
como um autovetor, entao, todas as estimativas para a sequéncia de autovalores (N\;) que

podemos obter a partir do Teorema[2.4 nao dependem das constantes Cy e Cf.

2.3 Aplicacoes do Teorema [2.1

Nesta secao, aplicaremos os resultados do Teorema e obteremos um limite inferior
para o primeiro autovalor do Laplaciano sobre € C H"(—x?) com a condi¢do de fronteira
de Dirichlet. Para tanto, combinaremos o resultado devido a McKean [41], ver alternati-
vamente Chavel [13], o Teorema e a abordagem do espectro de métricas deformadas
em Gomes e Marrocos [40].

Lema 2.3. Seja B(a) C H"(—~k?) um n-disco de raio a > 0. O primeiro autovalor \; do
Laplaciano em B(a) com a condi¢ao de fronteira de Dirichlet, satisfaz

lim A (Bla) = e

a—-+oo 4
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Demonstra¢ao. Comegamos provando o resultado do lema para o caso H"(—1). Lembre-
se de que sua métrica nas coordenadas polares ¢ dada por (,) = dr* + sinh? rds?_, sobre
(0, +00) x S™7L. Assim, podemos resolver o problema do autovalor como em [40}, Secao 2|
de onde tiramos pg = 0 e ¥ é constante, de modo que nosso problema de autovalor para
o Laplaciano se reduz a

o(r) + (n — 1) coth(r)é(r) + Ag(r) =

para algum ¢ € L? ([ al, sinh?" 1) ( )dr2>. Para nosso proposito, é suficiente considerar

A= % e a fungdo coth(r) para grandes valores de r. Entao, de agora em diante,

estamos considerando a solucao da EDO em (9 a) do seguinte modo

29

50+ tn - 10 + "o =0

Nos definimos f sobre B(a) C H"(—1) dado por f(r,8) = ¢(r), em que
¢(T) _ { ¢(T)a se re (%7a)a

0, caso contrario.

Entao f é uma funcao admissivel para o problema de autovalor de Dirichlet no espaco
L?(B(a),dv), em que dv = sinh™ ' (r)dvolp(,). Além do mais, v satisfaz

. 2
3+ -1 + =0 e ().
Agora, usamos a integragao por partes para obter
/ PRy = / <(n — 1)yib(1 — coth(r)) + MW}@
B(a) B(a)

que implica

. (n _ 1)2 .
[ (=Tt s [ o il eoth(r) — e

Observe que, supp, | coth(r) — 1| = | coth (a/2) — 1] e 1| = |V f| sobre B(a). Entéo,

n_
19712 = =22 < n 1) coth(a2) ~ 1A A1
A desigualdade anterior é lida como
IV £ VAl (n—1)
— (n—1)| coth(a/2) — 1 — <0.
T eothla/2) =~
De onde resulta que
VIl _n—1 1 2 2 2\ 2
< coth(a/2) — 1|+ = (n — 1)*|coth(a/2) — 1|*"+ (n — 1 )
S g leothla/2) =1+ 5 ((n — 1P coth(a/2) — 1 + (n — 1)?)

Pelo Teorema de Rayleigh (ver, e.g., Chavel [13])

MB@) < " coth(a/2) — 1]+ 5 ((n— 12| coth(a/2) — 1P + (n — 1))

Assim, lim,_, 1o A1 (B(a )) § (=1 ) . Deste tultimo resultado e pelo Teorema obtemos
limg_ 00 M (B(a)) = 2= 4 : Agora usamos o mesmo argumento da prova do Teorema

(n=1)% 1)

para concluir que lim,_, o A1 (B(a)) = “—2k? no caso de H"(—x?). O
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Corolario 2.5. O i—ésimo autovalor \; do Laplaciano em um dominio limitado 2 C
H"(—~k?) com a condigdo de fronteira de Dirichlet, satisfaz
(n—1)? ,

li ()= ~—~2 K°.
o Aill) = Tk

Demonstragao. A demonstragao seguira a técnica utilizada por Cheng-Yang [20, Corolario
1.3]. Vamos considerar em cada dominio limitado 2 C H"(—x?) um n-disco B(a) de raio
a > 0. Assim, de acordo com a monotonicidade do dominio para autovalores (ver, e.g.,

Chavel [13]), Lema[2.3 e Teorema 2.1} temos

(TL — |> 2 . (TL - 1)2 2
> 7 = —— . .
)‘1 (Q> i ] K (S hII(l 2) )\1(9) K (2 13)

Além disso, é claro que

_1\2
)\,»(Q)>/\1(Q)2%n2 Vi > 1.

Note que para o caso do Laplaciano podemos trabalhar com v; := 4\;— (n—1)2x?, veja Te-
oremas[2.1]e[d.1] Como vy = 4\ — (n—1)?k?, entdo de (2.13) obtemos v;(22) — 0 quando
Q) — H"(—~?). Por outro lado, de ([4.1]), obtemos v;,; < 5i*v; Vi > 1. Consequentemente,

0= lim ou(Q)= lim _(4A41(Q) — (n — 1)%k?)

Q—H"(—k2) Q—H”(—k2)

o que ¢é suficiente para completar a prova do Corolario [2.5] O
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Capitulo 3

O gap fundamental para uma familia
especial de operadores de segunda
ordem na forma divergente em um
dominio convexo no espaco hiperbodlico

Nesta secao, calculamos o gap fundamental para uma familia especial de operadores .Z,
mais precisamente, estimamos a diferenca entre os dois primeiros autovalores do problema
de autovalor para uma certa classe de .Z sobre uma classe de dominios limitados com
condicao de fronteira de Dirichlet.

Iniciamos com uma breve contextualizagdo historica. O problema y”(t) + A\y(t) = 0
em (0,¢), com A > 0 e a condi¢ao de fronteira de Dirichlet y(0) = y(¢) = 0, possui como
solugao y(t) = >, (Ansin(v/Aut) + B, cos(v/Ant)), em que A, = (nm)?/¢?, portanto,
Ay — A\ = 37%/0?. Este gap nos motiva a pensar no caso mais geral do Laplaciano em
dominios convexos e limitados {2 C R". Para este caso, foi observado na década de 80
por Michiel van den Berg [8] que para muitos dominios convexos, Ay — A\; > 372/D?
onde D é o diametro de €. Isto também foi sugerido independentemente por Ashbaugh e
Benguria [4] e Yau [62]. Isto ficou conhecido como a conjectura do gap fundamental.

Em 2011, Andrews e Clutterbuck [I] demonstraram tal conjectura e sugeriram que o
resultado permanece verdadeiro para espacos com curvatura constante. Em 2019, Seto,
Wang ¢ Wei [54] demonstraram a nova conjectura para o caso de dominios convexos
com diametro D < m/2 na esfera unitaria S”, n > 3. Em 2020, He, Wei e Zhang [30]
estenderam os resultados de Seto-Wang-Wei para dominios convexos com didmetro D < 7
na esfera unitaria S™, n > 3. Em 2021, Dai, Seto e Wei [23| provaram a conjectura para
qualquer dominio convexo limitado em S?.

Entretanto, para o caso do espago hiperbélico, Bourni et al. [10] construiram domi-
nios convexos em H?*(—1), com diametro D, tal que Xy — \; < ?g—; mostrando assim
que o gap fundamental para o Laplaciano se comporta de maneira diferente em espagos
com curvatura negativa. Recentemente, para o caso mais geral de dominios convexos em
H"(—1), n > 2, os mesmos autores demonstraram que (Ay — A;)D? pode ser arbitraria-
mente pequeno para dominios de qualquer didmetro, ver Bourni et al. [11, Teorema 1.1].
Como a quantidade (A\y — A;)D? é invariante por reescalonamento da métrica, entao este
mesmo resultado também ¢é verdadeiro para qualquer variedade Riemanniana completa
simplesmente conexa de curvatura constante negativa.

A esséncia desses resultados nos motivaram a trabalhar no comportamento do gap
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fundamental para o caso do nosso operador . sobre dominios convexos no espaco Hiper-
bolico.

Aqui, nés encontramos uma classe especial de (1,1)—tensores T' e fungoes deforma-
doras 1 que definem o operador . = div(pVu) — (Vn, pVu), para alguma fun¢ao nao
constante ¢, sobre um dominio 2 C H?(—1), com diametro D, para respondermos posi-
tivamente as duas questoes seguintes:

1) Eziste algum dominio convexo no espago hiperbolico para o qual o gap fundamental
para o operador div(eVu) satisfaca: (Ag — A1) D?* < 37267

2) Eziste alguma funcgao deformadora n para o qual o gap fundamental para o operador
div(eVu) — (Vn, oVu) ainda satisfaca a desigualdade (Mg — A1) D?* < 3728 sobre algum
dominio convexo no espago hiperbolico?

Como ja falamos anteriormente, a primeira pergunta foi motivada pelo resultado de
Bourni et al. [I0], que responde o caso de ¢ = cte. Aqui, seguiremos a abordagem deste
ultimo trabalho com as devidas adaptagoes para o nosso caso. Devido a invariancia de
(A2 — A1) D?, podemos sem perda de generalidade, trabalhar no espago hiperbolico H?(—1)
com curvatura constante —1, i.e., o semi-espago superior {(z,y) € R?* : y > 0} com a
métrica g;; = y~20;;. Tal métrica nas coordenadas z = rcosf e y = rsinf, em que r > 0
e 0 < # < m, se escreve como segue

1 dr? do?

ds® = —5—— + —5—, 3.1

sin?f 72 sin®6 (3.1)
de modo que e; = rsin 6% e es = sin 0% formam um referencial ortonormal, cujos
simbolos de Christoffel nao nulos sdo I'%; = —T'}, = —T'3; = cosf. Note que podemos

definir um (1,1)—tensor 7" em H?(—1) por T = @I, para ¢ € C*°(H?), com e < ¢ < 4, a
ser escolhida adequadamente.

Primeiro vamos calcular o div(¢Vu) de uma fungio suave u sobre H?(—1). Para isso,
escrevemos Vu = uje; + uges, em que u; = ej(u) = rsinfu, e us = eg(u) = sinQuy.
Portanto,

(Ve,Vu,e1) = (upg +usl'},) = r? sin® Ou,., + 7 sin® Ou, — sin @ cos Gu,

(Ve, VU, e3) = Uy = sin® Ougg + sin 0 cos Huy.
Assim,

Au = (Ve Vu,er) + (Ve,Vu,er)

= r2sin® Qu,, + rsin? Ou, — sin O cos Oug + sin’ Ougg + sin 6 cos Quy

= 7r?sin? Qu,, + rsin? Ou, + sin® Qugy.
Além disso, p1 = e1(p) = rsinfyp, e gy = ex(p) = sinfypy de modo que
(Vu, Vo) = uypr + usps = 2 sin® 0p,u, + sin? fpgueg (3.2)

e note que

div(eVu) = pAu+ (Vp, Vu). (3.3)

Sob a hipotese adicional de 7' ser radialmente paralelo, obtemos ¢, = 0, donde a equa-
¢ao (3.3)) se escreve como

div(pVu) = ¢(r? sin® Qu,, + rsin® Ou,.) + o sin® Qugy + sin® Hpgug. (3.4)
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Isso cumpre a nossa primeira etapa.
Passemos a estimar o gap fundamental para div(¢Vu) em (3.4)). Iniciamos com o
seguinte problema de autovalor com condi¢ao de fronteira de Dirichlet:

@(r? sin® Qu,,. + rsin® Qu,) + @ sin® Qugy + sin® pgug + Au = 0, em €, (3.5)
u = 0, sobre 0.

Consideramos a familia de dominios Qpg,9, = {(7,0) : 1 <7 <e?,0y <0 < 0}, em que
¢ >0,0 € (0,%5) et € (5,m), ver Figura |3.1L Uma vez que as geodésicas sao linhas
verticais = cte ou semi-circulos centrados sobre o eixo z, segue que os conjuntos {2 g, 9,
sao dominios convexos em H?*(—1).

Figura 3.1: Qug,0, = {(1,0) : 1<r<ei e 6y <0<6}.

Como a métrica em ¢ um produto deformado, podemos utilizar o método da
separagao de variaveis (ver, e.g., [13, pagina 41|), escrevendo u(r,0) = f(r)h(#), temos
Uy = frh, Upr = frrh, ug = fhg € ugg = fheg. Portanto, dividindo a primeira equagao do
Problema por ¢sin? #, obtemos

A
(rfor + 1 f:) b+ (hop + %ha + s m)f =0, (3.6)

como f s6 depende de r e h s6 depende de 6, segue que existe uma constante u tal que
podemos transformar o Problema (3.5)) nas duas equagoes de autovalor:

2 fo+rfr = —pf, v € (Led) (3.7)
A

hoo + 22hg + 2= esc® 0h = ph, 0 € (6, 61), (3.8)
PR

com a condicdo de fronteira de Dirichlet f(1) = f(e?) =0 e h(fy) = h(6;) = 0.
Como 1 < r < e7, podemos fazer a mudanga de variavel f(r) = f(e), para 0 < t < 7
Dai, f, =7f, e fu = rf. +1r*f.,. Assim, pela equacio (3.7), obtemos

fo=—nf, 0<t< % (3.9)

Segue de (3.9) e da condigao de fronteira que f(t) = sin(,/ut), com pu = (k€)*> > 0, onde k
¢ um inteiro nao nulo, i.e., f(t) = sin(kft). Além disso, a equacao (3.8) pode ser reescrita
como

— (hg)g + pph = Xesc? Oh. (3.10)
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3.1 A identificacao dos primeiros dois autovalores.

Para identificarmos os dois primeiros autovalores utilizaremos os resultados de Sturm-
Liouville (Teorema [1.6]) e os de Courant (Teorema [1.4]) para dominios nodais.

De acordo com o Teorema , o primeiro autovalor A\; do problema (3.5) em 2 g, g,
corresponde a uma autofuncao estritamente positiva. Deste modo, = £2, pois f > 0 em
(0, %), além disso, h > 0 em (6o, 61), e pelo Teorema , temos que A\; é o menor )\fQ que
resolve o seguinte problema:

—(phg)g + Poh = ANcesc20h, 6 ¢€ (6y,6,), (3.11)
h(6o) = h(6;) = 0.
Novamente pelo Teorema [1.4] sabemos que Ay corresponde a uma autofungao que
muda uma tnica vez de sinal, portanto, f ou h devem mudar de sinal.

Se f mudar de sinal, entdo u = 402 e f(t) = sin(2(t), ver (3.9). Neste caso, h > 0,
com isso, o Teorema garante que \g é 0 menor XIW que resolve o problema

—(phg)g + 4070 = Xcsc?Oh, 0 € (6y,0y) (3.12)
h(6o) = h(61) = 0.

Se h mudar o sinal, entdao f ¢ positiva, sendo, portanto, dada por sin(¢t) com p = (2.
Neste caso, Ao é dado por A? resolvendo (3.11) com h mudando o sinal exatamente uma
vez, de acordo com o Teorema Consequentemente, o segundo autovalor é:

Xy = min{ A% A5 (3.13)

3.2 Estimativas sobre o primeiro e segundo autovalores.

Nesta segao, vamos estimar os dois primeiros autovalores do problema (3.5 com con-
di¢ao de fronteira de Dirichlet sobre um dominio a ser escolhido adequadamente. Para
tanto, definimos um angulo conveniente para simplificar a exposicao. Seja

9* = min(ﬁo, ™ — 61)

Como a fungao csc? 6 ¢ decrescente no intervalo (0,7/2] e crescente em [7/2,7), temos
que 1 < csc? 0 < csc?(6y), para todo 6 € [0y, 6;].

Lema 3.1. O primeiro autovalor do Problema (3.8]), denotado por Ny, satisfaz

2 2

(Gli—%)?> <M< 6<u+ wli—%)z). (3.14)

Demonstragao. Para a estimativa inferior, consideramos h uma solugao de (3.8)). Multi-
plicamos ambos os lados da equagao (3.10]) por h, e integramos de 6, a 6,, para obter

esin?(0y) (u +

91 91
i do U+ ph?)dd e (gt <|h9|2)d6) > esin(0.) (1 + o )
1 — f;;l CSC2 9h2d0 - CSCQ(H*) f9901 hgde - x )\ 1 (91 — 90)2 )

em que, na ultima desigualdade utilizamos a desigualdade de Wirtinger fOD(h’ V2dx >

= [ h2dx.
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Para a estimava superior, escolhemos a funcao teste ¢ = sm(j % ) Sabendo que o

—6,
primeiro autovalor minimiza o quociente de Rayleigh, ver Teorema e que csc2f > 1,
obtemos

A<

Jos #Uoul + ) db <o+ 9?<|¢9|2>de>:5<u+ “ )

o csc? gRdo o RO (61 — 60)?
]
Lema 3.2. O sequndo autovalor do Problema (3.8)), denotado por Ny, satisfaz
472 A
esin? 0 (p+ ) <M <t ). 3.15
X /’L (01 . 00)2 — 2 = lu (01 . 90)2 ( )

Demonstragao. Seja hhy uma autofungao correspondente ao segundo autovalor \y. Pelo
Teorema [1.6] existe um tnico 6, € (6o, 6:) tal que h%(62) = 0, além disso, o autovalor Ay
coincide com o primeiro autovalor de —(phg)g+ pph = A csc? Oh com condigao de fronteira
de Dirichlet em qualquer [6y, 2] ou [fs,0;]. Os limites inferior e superior em (3.15]) sao
obtidos por meio do Lema considerando, respectivamente, os intervalos com menor e
maior comprimento dentre [0y, 05] e [0, 01] e notando que min{fs—6y, 01—} < (61 —0,)/2
e max{fy—0y, 0, —02} > (01 —0,)/2. Para isso, basta observar que A5 ([fg, 02]) = Ny ([0, 02])
e Ny ([62, 61]) = A ([0, 61]). O

Agora vamos escolher adequadamente o Ay. Para isso, fixamos 0, > % e ¢ > §/4, de
4esin? Ox —6

Teanrg, > 0, entao podemos escolher ¢ tal que

modo que

7% 4desin?ly, — 6

> (2, 3.16
(91 — 90)2 46 — 6Sin2 9* - ( )

Tomando p = 4¢* em (3.14) e u = ¢ em (3.15)), obtemos

2 2 47T2 7T2
M s cgnre Py T Y (e T
X 2 s +(91—90)2) ( +(91—00)2>

2

= 2 <5 sin? 0y — 45) + @oli—eo)Q (46 sin? 6, 5)
= (2 <5 sin? 0, — 4(5) + @ i260)2 Cl;;s_mg seln 96> — esin®6y).

Assim, usando (3.16|), concluimos que
AL M > g2 (5 sin? 0y — 45) + 0 (45 — esin? 9%) ~0.

Portanto, o segundo autovalor do Problema (3.5) em 4,4, deve ser A ver (3-13).
Geometricamente, isso corresponde a um dominio, conforme mostrado na Figura em
que a abertura do angulo é pequena em compara¢ao com o comprimento vertical.

A partir de agora estaremos considerando o operador div(¢Vu) sobre a familia de
dominios

Qgoo, = {(r0) : 1<r< et e By <0 <0, satisfazendo (3-16) }. (3.17)
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3.3 Estimativa do diametro por Bourni et al.

Para estimar o gap fundamental para div(eVu), come < ¢ < § e ¢, = 0, precisaremos
da estimativa de didmetro de €y g, o, calculada por Bourni et al. [10] na configuragao mais
geral deste dominio. Eles utilizaram a férmula da distancia entre dois pontos quaisquer
no plano hiperbdlico, a saber:

(2 — 21)* + (y2 — 91)2>
29192

(1 +u7) + (23 + 93) — 2$1I2>

29192 .

Eles mostraram que o diametro Dy g, 9, de cada dominio da familia €2y, ¢, satisfaz:

dist((z1,11), (22,12)) = arcosh(l +

= arcosh(

arcosh(csc Oy cosh(m/0))) < Degy g, < arcosh( csc® 0 cosh(m/€) + cot® b).

Além disso, eles obtiveram uma estimativa mais explicita para este diametro, a saber:
2

14 -2 T ¢
1+ = . < <1+ - .
14 (1 + 7T(2111((:50 Ox) + 77) D7, 14 (1 + 7T(ln(csc 0*)>

2
< 2 (3.18)

cos? g + \/1—sin? 0

em que n = n(0x, ) = (3 T VT
fundamental para concluir que:

com b = cosh(%)+cos® O, sendo esta estimativa

Lema 3.3. (Bourni et al. [10]) @D’;—2 — 1 quando £ — 0 ou 05 — 3.
£,00,01

3.4 Estimativa do gap fundamental.

Lema 3.4. O gap fundamental para div(pVu), come < ¢ < § e ¢, = 0, sobre cada

dominio em (3.17)) satisfaz

3esin® 0,07 < Ay — Ay < 300°. (3.19)
Em particular, quando € = § e fazendo 05 — 7, entdo o gap fundamental se aprovima de
3002,
Demonstracao. Nas condigoes do presente lema temos A\ = )\‘f e Ay = )\‘1152. Sejam

R e b as respectivas autofuncoes correspondentes a esses autovalores, segue de ([3.11))

e (3.12) que
(@hél))e + (N csc2 0 — 52@)h(1) -0,
(@hg))e + (A2 csc2 6 — 4f2g0)h(2) 0.

Para obtermos a desigualdade inferior, relembramos que csc? 6 < csc? 6. Argumenta-
mos do seguinte modo: Suponhamos por contradicio que Ay < A\ + 32 sin? 0y, entdo

Aoy csc? 6 — 4€2g0 < A cesc? 0 + 303 sin? 0, csc? 0 — 4€290 < A\ esc?f — 5290,

além disso, observamos que \; csc? 0 4 302 sin? 04 csc? 0 — 402 = X\ csc? 0 — (P é equi-
valente a sin?f = £sin#fy, como % < 1, segue que sinf < sinfy, entao, 6 < 0, ou
0 > m — 04 e portanto, # < 0y ou 6 > 6;. Logo a desigualdade é estrita no intervalo
(60, 601), 0 que nos permite utilizar o Teorema, para concluir que (! se anula uma vez
no intervalo (6y,6), o que contradiz o Teorema . A desigualdade superior é provada

da mesma forma usando que csc? > 1. O
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Com intuito de obtermos a estimativa do gap fundamental para o operador div(¢Vu)
em sobre cada dominio da familia em , utilizamos argumentos variacionais
como em [306, Secao 3] e [10, Segao 5|, bem como os resultados do teorema de Sturm-
Liouville, ver Teorema A técnica consiste em considerar a familia a um parametro
de problemas

(phg)g + Aesc®Oh = u(s)p(0)h em (6, 0;) (3.20)
h(6o) = h(61) = 0,

em que h(f) = h*(0), A = A(s) e u(s) ¢ uma curva suave tal que u(0) = €% e p(1) = 402,
com 0 < s < 1. Para cada s, seja A\(s) o menor autovalor, que é suave em s, e h*(f) a sua
primeira autofuncao que é garantida pelo Teorema |1.6|satisfazendo feil csc2 0(h?(0))%dl =

1 e h*(A) > 0 sobre (6, 6;). Denotando por f as derivadas com respeito a s de uma funcio
f(s), temos

(©(0)hg)g + A(s) esc? Oh — p(s)p(0)h + \(s) csc® Oh = ji(s)(8)h  sobre (g, 6;). (3.21)

Multiplicamos (3.21)) por h e integramos de 6, a 6, obtemos

61 . . . 61 . 01
/ ((0(0)hg)g + A(s) csc® Oh — p(s)p(0)h) hd9+/ A(s) csc? Oh?df = / f1(s)(0)h>d6.

0 0 0

i i i (3.22)
Integrando por parte e usando (3.20)), obtemos

91 . 01 . 61 . .
/ (0(6)ho)ohdd = / (0(0)hg)ohdf — / (1(s)2(@)hr — A(s) csc? Ohi)do.
6o 0o o
Logo, a equacao (3.22)) reduz-se a
01 . 01 .
i(s) / H(0)R2d6 = A(s) / esc? OR2d0 = A(s).
90 90
Note que podemos tomar a curva pu(s) = 2 + 3¢%s, como em [10], de modo que
. 61
A(s) = 362 / o(6)(h*(8))2d6.
)
Integrando de 0 a 1, e notando que A(0) = Ay e A(1) = A, encontramos
01
No— A1 < 3025 max / (h*(6))2d6. (3.23)
SE[O,l] 0o

Agora basta trabalharmos para estimar o lado direito de (3.23). Como consequéncia
da préxima proposicao e do Lema [3.3| obteremos o resultado principal desta secao.

Proposicao 3.1. Independente de ¢, é vdlido que

max /el(h‘g(é))Zd(‘) < L (3.24)

s€[0,1] o
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Demonstragdao. Notamos primeiro que feeol(hs(Q))QdG < f;;l csc20(h*(0))%df = 1. Vamos
mostrar que feil(hs(Q))QdG < 1 para todo s € [0, 1]. Para tanto, consideramos um angulo
a tal que
m
O <a < 5

Suponha por absurdo que a igualdade seja verdadeira para algum s, entao

/Glcs&e(hsw))?de_ | = / " hs (0240,

00 90
Lembrando que 7 < 61, de modo que, podemos escrever

01

/ " s 0(h*(6))2d6 + / " s (e ()20 — / " b (9))%d0 + / (h*(0))2d0.

) « 6o a

A escolha de a nos permite concluir que csc? § > csc? , no intervalo (6, o, além disso,
1 < csc? 6, entao

01

csc? a / a(hs(e))2d0+ / el(hS(e))%ze < / a(hs(e))2d9+ / (R*(6))2d6.

6o a 6o «

Portanto,

(csc2oz—1)/9a(hs(8))2d€ < 0,

o que é um absurdo, pois csc? a > 1. Logo, ;;l(hs(e))QdH < 1, para todo s € [0,1], o que
é suficiente para obter o resultado da proposicao. O]

Teorema 3.1. O gap fundamental para o operador div(pVu), come < p <4 e p, =0,
sobre cada conjunto da familia de dominios converos limgéﬁg Q00,0 com Qg 0, definido

em (3.17)), satisfaz

3072
A — M < D—T;, (325)

onde D = limg%_% Dy gy0, € 0 didmetro de cada conjunto da familia hm9%_>g Q4.00.0: -

Demonstragao. Pela inequacao (3.23)) e Proposicao obtemos

)\2 — )\1 < 362(5
Por outro lado, pelo Lema (3.3
32
306 = lim — - (3.26)
0.—% De,90,01
o que é suficiente para concluir o resultado do teorema. O

Como aplicacao do Teorema [3.1] provamos o seguinte resultado para o operador £
definido em (1.15)), com 7" = @I e ¢, = 0.
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Corolario 3.1. Considere o operador div(pVu), com e < ¢ < 6 e ¢, = 0, sobre cada
congunto da familia de dominios converos limg%ﬁg Qpg0.0,, com Qg gy 0, definido em .
Eziste uma fungao deformadora n tal que o gap fundamental para div(pVu) permanece
mvariante por uma perturbacao de primeira ordem deste operador, mais precisamente,
para o operador Lu = div(eVu) — (Vn, oVu), € vdlido que

3672

)\2—)\1<F,

(3.27)

onde D = 1imgéﬁg Dy gy0, € 0 didmetro de cada conjunto da familia 1im9§ﬁg Q0.00.0: -
Demonstracao. Afirmamos que qualquer solugao da equacgao
2div(eVn) — (Vn,oVn) =0 (3.28)

pode ser tomada como funcao deformadora tal que o gap fundamental do operador
ZLu = div(eVu) — (Vn,oVu), com ¢ < ¢ < § e ¢, = 0, sobre cada conjunto da fa-
milia de dominios convexos limg, —,z Qpg,.0,, em que Qpg, 0, € definida em (3.17)), satisfaz
a estimativa desejada. De fato, tomando u tal que —Au = div(pVu), e a mudanga de
variavel, u = ve™ 2, juntamente com a propriedade da divergéncia de um campo de veto-

res (|1.3]), obtermos

n

div(eVu) = e 2 (div(ngU) —(Vu, goVn>> — e?% <2div(g0V77) —(Vn, <pV7]>>.

Se 7 resolve a equacdo (3.28), entdo —Ae v = —\u = div(¢Vu) = e~ 2.%v. Portanto,
Zv = —\v e assim a estimativa do gap fundamental para o operador .Z segue do Teo-

rema [3.1]. L]

Exemplo 3.1. Seja ¢ : (1,e%) x (7/3,27/3) C H? — R, definida por ¢(r,f) = siné.
Note que a fung¢ao ¢ e o dngulo 0 satisfazem as condi¢oes do dominio em (3.17)), para
0 = /3, 0, = 21/3, 0, = ©/3, ¢ = \V/3/2, 6 = 1 e { a ser escolhido adequadamente.
Nestas condicdes, as fungoes n(r,0) = —2In(1 — Intan?) e n(r,0) = —2In(x — ¢Inr)
satisfazem a equagdo (3.28).

De fato, precisamos provar que 2div(¢Vn) — (Vn,oVn) = 0. Para isso, basta pro-
cedermos como em (3.2)) e (3.4)), para obtemos a proxima expressao, que é valida para
qualquer ¢ radialmente constante e para qualquer 7,

2div(eVn) — (Vn,oVn) = 2(p(r?sin® 0n,, + rsin® On,) + @ sin® Ongs + sin® Opyng)
— (7 sin® 0,1, + sin® Ongry ).

Para n(r,0) = —2In(1 — Intan %), temos

2cscl —2cscf cot O 2csc? 6
=0, = —CY oy = + 3.29
1 "= — Intan 2 = —Intan? (1 —Intan%)? (3.29)
Assim,
2div(pVn) — (Vn, oVn) = 2psin® Ongy + 2 sin® Opgng — psin® Onj = 0.
Para n(r,0) = —2In(r — £Inr) a conta é simples e direta como o caso anterior.
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Exemplo 3.2. Seja ¢ : (1,e7) x (7/3,27/3) € H? — R, definida por o(r,0) = es.
Note que a funcao ¢ e o dngulo 6 satisfazem as condi¢oes do dominio em , para
Op=m/3, 0, =271/3,0, =7/3,c =e5,8 =e3 el aser escolhido adequadamente. Nestas
condigoes, as fungoes n(r,0) =6 en(r,0) = =2In(m — {Inr) satisfazem a equagao (3.28)).
De um modo mais geral podemos tomar 0 < 61 —6y < 2In2, 0y € (0,7/2) e 64 € (7/2,7).

Observagao 3.1. Em 2022, Bourni et al. [11], demonstram que no espago hiperbolico
H", n > 2, para quaisquer constantes € > 0, D > 0, existe um dominio convexo €2 com
didmetro D cujo gap fundamental satisfaz Ao — A < 55—;, entao podemos concluir que
para o operador Laplaciano deformado com fun¢ao deformadora n satisfazendo a equagao
2An — |Vn|? =0 o resultado continua vdlido.
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Capitulo 4

Consideracoes finais

Neste capitulo, faremos algumas aplicagoes em um contexto mais geral do Teorema [2.2]

Corolario 4.1. Seja A1 o primeiro autovalor do operador de Cheng-Yau deformado com
fungao deformadora n sobre um dominio limitado 2 C M™ com a condi¢ao de fronteira
de Dirichlet. Fize uma origem o € M™\Q, e considere r(x) a funcdio distdncia a partir
de 0. SeT' ¢ radialmente paralelo e tem O, como um autovetor, entdo:

1. Para a(n,e,9) <0,

A (Q) > 4152 [(n — 12262 — 2(n — 1)(0%K2 — e2k2) — 2Co(n — 1) (k1 + é) - 01].

2. Para a(n,e,0) > 0,

3

>
M) 2 75

1 a(n,e,d)
[(TL—1)252113—2(71—1)(52113—521{3)—200(71—1) (lil—l—c—l) —Cl—T} s
em que as constantes a(n,e,d), d, Cy e Cy sao como no Teorema .
Demonstra¢ao. Por simplicidade, definiremos as seguintes sequéncias auxiliares:

1. Para a(n,e,§) <0,

462 1
v; = ?)\z — (n — 1)2525% + 2(7’1, — 1)((525% — g%@%) -+ 200(71 — 1)(/@1 -+ E) -+ Cl-

2. Para a(n,¢e,d) > 0,

442 1 4]
v = ?)\i—(n—1)2€2m§+2(n—1)(62,%%—52!1%)—1-200(71—1) (/ﬁ—i—c—l) +Cl+%,
A partir de ([2.7)) e das inequagoes do Teorema , obtemos
0 < [uillr 4 2T (0r, V) 1720, qm) < i
Tomando 7 = 1 obtemos o resultado do corolario. O]

Agora, provamos algumas estimativas de autovalores do operador de Cheng-Yau defor-
mado. Em particular, obtemos as estimativas correspondentes para o operador de Cheng-
Yau, o Laplaciano deformado e o Laplaciano. Para obter informagoes mais detalhadas
sobre essas estimativas, recomendamos ao leitor [27].
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Teorema 4.1. Seja \; o i-ésimo autovalor do operador de Cheng-Yau deformado com
fungao deformadora n sobre um dominio limitado Q2 C M™ com a condi¢do de fronteira
de Dirichlet. Fize uma origem o € M™\Q, e considere r(z) a fungdo distdncia a partir
de o. Se T ¢€ radialmente paralelo e tem 0, como um autovetor. Entdao, a sequéncia
de autovalores (\;) satisfaz as sequintes estimativas em termos das sequéncias auziliares

definidas no Coroldrio [4.1]:

462N 22

Uk < (1 + 6—2>k%v1. (4.1)
1 462\
i=1

(€= D R (FE-SE) SICES. D N S

i=1 7=1 =1

Demonstragao. Note que podemos escrever cada caso das sequéncias (v;) como segue

para uma constante C' apropriada. Com esta notagao simplificada, as inequagoes do
Teorema se tornam

k k

2
;(Ak+1 —N)% < %;(Akﬂ —\) (%)\i + C).

Por (4.5)), obtemos

€
A1 — N = W(Uk-&-l - Uz‘).

Entao,
k

- 452
Zl(vk_H — Ui)2 S 8_2 Zl(Uk_H — Uz‘)UZ‘. (46)
Além disso, note que v; < vg < -+ — 00, pois A\ < Ay < -+ — 00. Assim, cada caso
da sequéncia (v;) satisfaz as hipoteses de Cheng e Yang [19, 20], a partir do qual obte-
mos (4.1). Para uma demonstrac¢ao completa, ver Miranda [43, Lema 2.4 e Corolario 2.1].
Usando ({4.6) e seguindo os mesmos passos do Teorema 3 de [27] provamos as estima-

tivas em (4.2), (4.3)) e (4.4). Para tanto, a partir de (4.6) escrevemos

K 452
Z(U’C+l — U) (V41 — 0;) — = Z(Ukﬂ —v;)v; <0,
i=1 i=1

Assim
2

k
44
(Vk41 — Vi) Vks1 < (1 + 6—2> > (Ve = vi)vs.

1 i=1

M-

(2

vl

Utilizando a inequag@o de Tchebyshev, [29] Teorema 43, p. 43|, obtemos a desigualdade
S (Vg1 — vi)u; < %Zle(vkﬂ — ;) Y2 | v;, donde imediatamente concluimos (@.2)).
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Para provar (4.3)), notamos que (4.6) é equivalente a
k

, 452 & 452 ,
P(Vkt1) = kUjy 1 — Ut (2 + ?> Zvi + (1 + 6—2> Zvi <0

i=1 i—
em que o discriminante de P(vg. 1) satisfaz

D (2+ 2V (S0) - (14 ) Sz 20 (47
=1

1=

Como P(vk41) < 0 temos que g1 < Ugy1 < Rpyq, em que riyq € Riyq s80 a menor e a
maior raiz de P, respectivamente. Entao

Uk+1§RZ+1:i[(2+4€—(f)ivi+\/5] (4.8)
=1

Substituindo (4.7)) em (4.8]) obtemos
1 202\
v < (1 S7) vt

:%(1%—25—622) izk;vi+ [(2_(;?;1}02
(S-S S
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o que prova (4.3)). Finalmente, como (4.6|) é verdadeira para todo k, segue que

k

Z(Uk —;)* < 45_(522 Z('Uk; — ;)U;,

i=1 =1

i.e., podemos observar novamente que o polinémio P(v;) < 0. Analogamente, temos

R (O S [ it e (P SICONES 30 (Y

i=1 7j=1

A inequagao (4.4) segue de (4.3)) e (4.9).

]

Por fim, faremos algumas observacoes importantes e de interesse independente para a
expressao mais geral do operador .Z. Para tanto, consideramos N () a fungao de distri-
buicao dos autovalores dada pelo ntimero de autovalores Ay menores que um dado A\. Em
seguida, observamos que o simbolo principal do operador diferencial . em coordenadas
locais é definido por um polinémio homogéneo em £ obtido substituindo apenas as deri-
vadas de ordem 2 em £ por &, para o nosso caso, o simbolo principal ¢ dado por T, (¢, €)
para x € M" e £ € T, M, ver equagoes e . Ele determina o primeiro termo
assintotico da funcao de distribuicao dos autovalores, como segue:

N(\) = co\2 + O()\nT_l) quando A\ — oo, (4.10)

em que

(2m)"vol{(z,€) : To(£,§) < 1} = (27?)_”/ dxdg.
{Tx(£,)<1}
Para mais detalhes, veja [33] 34, 52, 58]. A partir de (4.10)), obtemos
2,
A =¢o"kn» +0O(1) quando k — oo, (4.11)

Em [27], Gomes e Miranda estenderam para o caso do Laplaciano deformado a solugao
parcial, proposta por Cheng-Yang [20], da conjectura generalizada de Polya. Eles uti-
lizaram para este operador duas identidades relacionadas aos k—primeiros autovalores
daquele operador. Por limitagao da técnica utilizada nesta tese, ainda nao foi possivel
estender a solu¢ao de Gomes e Miranda para o nosso caso. Entretanto, aqui deduzimos
as duas identidades que sao utilizadas como ferramentas necessarias nas estimativas dos
autovalores em casos particulares de £, a saber:
lim %Z%l/\i: i cl;% e limeZIAQ n _%.
k—o0 k» n-+ 2 k—o0 kn n -+ 4

(4.12)

Segue da expressao em (4.11]) que

IS N szl o
ki1t /;1 :CO”Z(E> =+ k(2> (4.13)

Considerando a fungao f(t) = t= sobre [0,1], e a parti¢io 0 < T<E< i<
de [0, 1] de modo que

iSO [ e
=1




Assim, a primeira identidade em (4.12)) segue de (4.13]).
Para a segunda identidade em (4.12)), comegamos observando que

_4 4 _2 9
A2 =co "k +2c,"knO(1) + O(1)> quando k — oo.

Entao,
IV adagined 21 v 0y
%ZCO Z(E) - +20()g k_ZZ(E) PR (4.15)

o ~ 4
Como no primeiro caso, usamos a fungao ¢ +— t» e obtemos

b il 1, n
I (—)"—:/ trdt = .
e 2= \E) & o n+ 4

Portanto, a segunda identidade em (4.12)) segue de (4.14) e (4.15).
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