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Resumo

Nesta tese, mostramos como uma fórmula tipo Bochner pode ser usada para estabele-
cer desigualdades universais para os autovalores de um operador de Cheng-Yau deformado
em um domínio limitado com a condição de fronteira de Dirichlet em uma variedade de
Cartan-Hadamard pinçada. No primeiro teorema, o caso do espaço hiperbólico é tra-
tado de forma independente. Para uma configuração mais geral, primeiro estabelecemos
um teorema de comparação de Rauch para o operador de Cheng-Yau e duas estimativas
associadas à fórmula tipo Bochner para esse operador. Em seguida, obtemos algumas
estimativas integrais de interesse independente. Como aplicação, calculamos nossas de-
sigualdades universais. Em particular, obtemos as desigualdades correspondentes tanto
para o caso do operador de Cheng-Yau quanto para o caso do Laplaciano deformado, e
recuperamos as desigualdades conhecidas para o Laplaciano. Também obtemos um re-
sultado de rigidez para um operador de Cheng-Yau em uma classe de domínios anulares
limitados de uma variedade de Cartan-Hadamard pinçada. Em particular, podemos usar,
por exemplo, a função potencial do soliton Gaussiano shrinking para obter tal rigidez
para o caso do espaço Euclidiano. Além disso, calculamos uma estimativa para o gap fun-
damental de uma classe de operadores diferenciais elípticos de segunda ordem definidos
sobre uma família de domínios convexos no espaço Hiperbólico bidimensional.

Palavras-chave: Estimativas de autovalores; Operadores elípticos; Gap fundamental;
Laplaciano.



Abstract

In this thesis, we show how a Bochner type formula can be used to establish univer-
sal inequalities for the eigenvalues of the special case drifted Cheng-Yau operator on a
bounded domain in a pinched Cartan-Hadamard manifold with the Dirichlet boundary
condition. In the first theorem, the hyperbolic space case is treated in an independent
way. For the more general setting, we first establish a Rauch comparison theorem for the
Cheng-Yau operator and two estimates associated with the Bochner type formula for this
operator. Next, we get some integral estimates of independent interest. As an applica-
tion, we compute our universal inequalities. In particular, we obtain the corresponding
inequalities for both Cheng-Yau operator and drifted Laplacian cases, and we recover the
known inequalities for the Laplacian case. We also obtain a rigidity result for a Cheng-Yau
operator on a class of bounded annular domains in a pinched Cartan-Hadamard manifold.
In particular, we can use, e.g., the potential function of the Gaussian shrinking soliton
to obtain such a rigidity for the Euclidean space case. Moreover, we compute the funda-
mental gap of a class of second-order elliptical differential operators defined on a family
of convex domains in the hyperbolic plane.

Keywords: Eigenvalue estimates; Elliptic Operators; Fundamental gap; Laplacian.
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Introdução

Nesta tese Mn, n ≥ 2, é uma variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa
com uma métrica Riemanniana 〈, 〉 e com curvaturas seccionais satisfazendo −κ2

1 ≤ K ≤
−κ2

2, tal que 0 ≤ κ2 ≤ κ1 são constantes. Essa variedade ficou conhecida como varie-
dade Cartan-Hadamard pinçada após o teorema de Cartan-Hadamard. O teorema afirma
que uma variedade Riemanniana completa simplesmente conexa com curvatura seccional
não positiva é difeomorfa um espaço Euclidiano. As duas principais propriedades nas
variedades Cartan-Hadamard são que quaisquer dois pontos em Mn estão em uma única
geodésica, e que as funções distâncias são suaves em quase todo ponto e são convexas, ver,
por exemplo, Bishop e O’Neill [9] ou o livro de Petersen [48]. Vamos considerar Ω ⊂Mn

um domínio limitado com fronteira suave ∂Ω. Seja T um (1, 1)−tensor simétrico positivo
definido em Mn, e η uma função suave em Mn. Segue da limitação de Ω que existem
duas constantes positivas ε e δ tal que ε ≤ 〈TX,X〉 ≤ δ para qualquer campo de vetores
unitários X sobre Ω.

Nesta tese, estudaremos o problema de autovalor com a condição de fronteira de
Dirichlet, ou seja, {

−L u = λu em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω.

(1)

em que
L u = div(T (∇u))− 〈∇η, T (∇u)〉. (2)

Aqui, os operadores termos div e ∇ representam, respectivamente a divergência de
campos vetoriais suaves e o gradiente de funções suaves.

Esta tese está dividida em três partes: Na primeira parte estabeleceremos as notações
utilizadas ao longo do texto e recordaremos conceitos, funções e propriedades das varie-
dades Cartan-Hadamard, além disso, discutiremos alguns conceitos Tensoriais associados
ao operador L e que embasam os resultados da tese.

Em 1977, Cheng e Yau [21] introduziram o seguinte operador

�f := tr(∇2f ◦ T ) = 〈∇2f, T 〉, (3)

em que ∇2f é a Hessiana da função suave f sobre Mn. Posteriormente, Gomes e Mi-
randa [27] mostraram que a equação (2) pode ser decomposta na η-divergência de T e no
operador de Cheng-Yau:

L f = �f + 〈divηT,∇f〉, (4)

em que divηT := divT − 〈∇η, T (·)〉 e divT denota o tensor divergência de T .
Para variedades Riemannianas compactas orientáveis, Cheng e Yau [21], provaram que

o operador � é auto-adjunto se, e somente se, T é livre de divergência, ou seja, divT = 0.
Neste caso, a equação (4) torna-se

L f = �f − 〈∇η, T (∇f)〉, (5)
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que é uma perturbação de primeira ordem do operador de Cheng-Yau. Nós vamos nos
referir à equação (5) como um operador de Cheng-Yau deformado com função deformadora
η. Em particular, se η é constante, então �f é um operador de Cheng-Yau com divT = 0.

Por exemplo, se Ricci denota o tensor de Ricci de 〈, 〉 e R = tr(Ric), sabemos que
divRic = dR

2
e div(RI) = dR, então o tensor de Einstein G := Ric−R

2
I é livre de divergên-

cia, portanto �f = 〈∇2f,G〉 é auto-adjunto sobre variedades Riemannianas compactas,
e o operador de Cheng-Yau deformado, L f = 〈∇2f,G〉 − 〈∇η,G(∇f)〉 é esperado para
ter aplicações em física, ver, e.g., Serre [53]. Destacamos que o trabalho de Serre lida com
tensores simétricos positivos definidos livres de divergência e dinâmica de fluidos, onde o
leitor pode encontrar exemplos e saber onde ocorrem esses tensores.

Ainda no Capítulo 1, listamos alguns exemplos geométricos de tais tensores. Indicamos
ao leitor a Proposição 5.1 em [2] ou Navarro [45] para mais discussões relacionadas.

Alencar, Neto e Zhou [2] mostraram uma fórmula tipo Bochner para o operador de
Cheng-Yau, que posteriormente foi estendida para a expressão mais geral do operador
L por Gomes e Miranda em [27]. Eles observaram que L é auto-adjunto no espaço de
Hilbert H1

0(Ω, e−ηdvolΩ) . É sabido que a técnica de Bochner exibe muitos limites ótimos
na topologia das variedades Riemannianas compactas com curvatura não negativa. Em
contraste, mostramos como uma fórmula tipo Bochner pode ser utilizada para estabelecer
desigualdades universais para os autovalores do operador de Cheng-Yau deformado em
domínios limitados de uma variedade Cartan-Hadamard pinçada. Esta é uma abordagem
simples que ainda não foi usada para este operador.

No Capítulo 2, primeiramente estabelecemos um teorema da comparação de Rauch
para o operador de Cheng-Yau e duas desigualdades associadas à fórmula tipo Bochner
para este operador, veja a Proposição 2.1. Em seguida, obtemos algumas estimativas in-
tegrais de interesse independente, consulte as Proposições 2.2 e 2.3. Como uma aplicação,
calculamos nossas desigualdades principais.

Ainda no Capítulo 2, apresentamos as demonstrações e aplicações para os principais
teoremas da tese, para tanto iniciamos considerando Hn(−1) o espaço hiperbólico com
curvatura constante −1, a saber, o semi-espaço aberto xn > 0 com sua métrica padrão
gij = x−2

n δij. Observamos que r(x1, . . . , xn) = lnxn trabalha como uma função distância
em Hn(−1). Esse fato motivou o primeiro teorema da tese no qual provamos uma desi-
gualdade quadrática universal para os autovalores de L em um domínio limitado qualquer
do espaço hiperbólico Hn(−κ2) com curvatura constante −κ2 no modelo do semi-espaço
superior.

No que se segue, uma função suave f é chamada radialmente constante se a derivada
radial é nula: ∂rf = 0, onde r é uma função distância.

Teorema 1. Seja λi o i−ésimo autovalor de L em um domínio limitado Ω ⊂ Hn(−κ2)
com a condição de fronteira de Dirichlet. Se a função deformadora η é radialmente
constante e T (∇ lnxn) = ψ∇ lnxn, para alguma função radialmente constante ψ. Então,
para qualquer número inteiro positivo k, temos

k∑
i=1

(λk+1 − λi)2 ≤ 1

ε

k∑
i=1

(λk+1 − λi)
(4δ2

ε
λi − (n− 1)2ε2κ2

)
.

Além disso, o primeiro autovalor satisfaz λ1(Ω) ≥ ε
4δ2

(n− 1)2ε2κ2.

Tomando T para ser o operador identidade I sobre X(Hn) no Teorema 1 obtemos as
inequações universais para os casos do Laplaciano e Laplaciano deformado. Em particular,
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o Teorema 1 generaliza o resultado de Cheng e Yang [20, Teorema 1.2] obtido para o
Laplaciano sobre um domínio limitado no espaço hiperbólico Hn(−1).

Agora, observamos que se T∂r = ψ∂r, então (∇∂rT )∂r = ∇∂rT∂r = ∂rψ∂r, pois
∇∂r∂r = 0. Portanto, ψ é radialmente constante se, e somente se, ∇∂rT∂r = 0, ou seja,
T∂r é um campo paralelo para uma função distância suave r.

Para o nosso segundo resultado, é conveniente considerar a seguinte constante, que
depende da dimensão da variedade e de como o tensor T é limitado no domínio:

a(n, ε, δ) := −(n− 1)2ε2 + 2(n− 1)δ2.

Note que para o caso de T = I, temos ε = δ = 1, então a(n, ε, δ) > 0 para n = 2 e
a(n, ε, δ) ≤ 0 para n ≥ 3.

Teorema 2. Seja λi o i−ésimo autovalor do operador de Cheng-Yau deformado com
função deformadora η sobre um domínio limitado Ω ⊂ Mn com a condição de fronteira
de Dirichlet. Fixe uma origem o ∈Mn\Ω, e considere r(x) uma função distância a partir
de o. Se T é radialmente paralelo e tem ∂r como um autovetor, então, para qualquer
número inteiro positivo k, temos:

1. Para a(n, ε, δ) ≤ 0,
k∑
i=1

(λk+1 − λi)2 ≤ 1

ε

k∑
i=1

(λk+1 − λi)
(4δ2

ε
λi − (n− 1)2ε2κ2

2

+2(n− 1)(δ2κ2
1 − ε2κ2

2) + 2C0(n− 1)
(
κ1 +

1

d

)
+ C1

)
.

2. Para a(n, ε, δ) > 0,
k∑
i=1

(λk+1 − λi)2 ≤1

ε

k∑
i=1

(λk+1 − λi)
(4δ2

ε
λi − (n− 1)2ε2κ2

2

+ 2(n− 1)(δ2κ2
1 − ε2κ2

2) + 2C0(n− 1)
(
κ1 +

1

d

)
+ C1 +

a(n, ε, δ)

d2

)
.

Em que d = dist(Ω, o), C0 = δ2 maxΩ |η̇| e C1 = δ2 maxΩ(2η̈ − η̇2), enquanto que η̇ e η̈
representam, respectivamente, a primeira e a segunda derivada radial de η(x).

Além disso, podemos tomar C0 = δ2 maxΩ̄ |∇η| e C1 = δ2 maxΩ̄(2|∇2η| + |∇η|2), que
não dependem da função distância. Neste contexto, podemos tomar T = I no Teorema 2
para obter o próximo resultado.

Corolário 1. Seja λi o i-ésimo autovalor do Laplaciano deformado com uma função de-
formadora η sobre um domínio limitado Ω ⊂Mn com a condição de fronteira de Dirichlet.
Para qualquer inteiro positivo k, temos

k∑
i=1

(λk+1 − λi)2 ≤
k∑
i=1

(λk+1 − λi)
(

4λi − (n− 1)2κ2
2 + 2(n− 1)(κ2

1 − κ2
2)

+2C0(n− 1)κ1 + C1

)
,

em que C0 = maxΩ̄ |∇η| e C1 = maxΩ̄(2|∇2η|+ |∇η|2). Além disso, o primeiro autovalor
satisfaz

λ1(Ω) ≥ 1

4

(
(n− 1)2κ2

2 − 2(n− 1)(κ2
1 − κ2

2)− 2C0(n− 1)κ1 − C1

)
.
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No Corolário 4.1 provaremos o caso mais geral do corolário anterior que podemos obter
a partir do Teorema 2.

Tomando η constante na primeira parte do Corolário 1 recuperamos o resultado de
Chen, Zheng e Lu [15, Teorema 1.1] obtido para o Laplaciano sobre domínios limitados em
uma variedade de Cartan-Hadamard pinçada Mn, para n ≥ 3. Observe que a dimensão 2
não representa obstrução para o nosso resultado. A segunda consequência do corolário
anterior, novamente para o Laplaciano, escrevemos no Corolário 2 por conveniência.

Observação 1. Para o caso do operador de Cheng-Yau, as inequações do Teorema 2 não
dependem das constantes C0 e C1, pois neste caso podemos utilizar η constante. Para o
caso do operador de Cheng-Yau deformado com a função deformadora radial dada por
η(x) = −2 ln(r(x)), essas desigualdades não dependem da constante C1, uma vez que η(x)
satisfaz 2η̈ − η̇2 = 0. Além disso, −η é um exemplo simples de função deformadora que
podemos tomar no Corolário 1 tal que as estimativas obtidas não dependam de C1.

McKean [41] provou que para uma variedade Cartan-HadamardMn com curvatura sec-
cional satisfazendoK ≤ −κ2, para alguma constante positiva κ2, o espectro do Laplaciano
em Mn está em

[
(n − 1)2κ2/4,+∞

)
, e este limite inferior é atingido no espaço hiperbó-

lico H2(−κ2), ver também Cheng [17]. Em Pinsk [49], encontramos limites mais precisos
para este limite inferior no caso de superfícies. Como uma aplicação do nosso Teorema 1,
obtemos imediatamente que o primeiro autovalor do Laplaciano sobre Ω ⊂ Hn(−κ2) com
condição de fronteira de Dirichlet, satisfaz λ1(Ω) ≥ (n− 1)2 κ2

4
. Para o caso de domínios

limitados em variedades Cartan-Hadamard pinçadas, fazemos o seguinte questionamento:
Quão preciso é esse limite inferior? Como uma aplicação do Corolário 1, obtemos imedia-
tamente um limite inferior universal para o primeiro autovalor do Laplaciano em domínios
limitados em uma variedade Cartan-Hadamard pinçada. Mais precisamente:

Corolário 2. O primeiro autovalor λ1 do Laplaciano em um domínio limitado Ω ⊂Mn,
n ≥ 3, com a condição de fronteira de Dirichlet, satisfaz

λ1(Ω) ≥ (n− 1)2

4
κ2

2 −
n− 1

2
(κ2

1 − κ2
2).

Além disso, esta limitação inferior é positiva para 0 < κ2 ≤ κ1 e
√
n+ 1κ2 ≥

√
2κ1.

Agora, consideramos cada autovalor λi(Ω) do Laplaciano sobre domínios limitados
de Hn(−κ2) como uma função desses domínios com a condição de fronteira de Dirichlet.
Neste contexto, mostramos que λi(Ω)→ (n− 1)2 κ2

4
quando Ω→ Hn(−κ2). Isso significa

que Ω contém um n−disco de raio a > 0 e que podemos fazer o raio a → +∞, o que
é possível visto que Hn(−κ2) é uma variedade Riemanniana completa. Observamos que
este fato foi provado por Cheng e Yang [20] para o espaço hiperbólico Hn(−1). Aqui,
damos uma prova completa combinando nosso Teorema 1 com uma abordagem apropriada
utilizada por Gomes e Marrocos [40] no cenário do espectro em métricas deformadas.

Corolário 3. O i−ésimo autovalor λi do Laplaciano em um domínio limitado Ω ⊂
Hn(−κ2), com a condição de fronteira de Dirichlet, satisfaz

lim
Ω→Hn(−κ2)

λi(Ω) =
(n− 1)2

4
κ2.

Identificamos as desigualdades no Teorema 2 como as ferramentas mais adequadas para
as aplicações de nossos resultados. Observamos que as constantes C0 e C1 são naturais e
nos motivam a fazer a seguinte pergunta:
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Questão 1. Sob quais condições as estimativas para os autovalores obtidas a partir do
Teorema 2 não dependem das constantes C0 e C1 para alguma função deformadora não
trivial η?

Respondemos esta questão considerando uma função deformadora radialmente cons-
tante em um domínio limitado Ω ⊂Mn. Em outras palavras, o próximo resultado mostra
que o comportamento das estimativas dos autovalores do operador de Cheng-Yau per-
manece invariante por uma perturbação de primeira ordem desse operador. Portanto,
temos um resultado de rigidez para um operador de Cheng-Yau na classe das funções
deformadoras radialmente constante definidas em quaisquer domínios limitados em Mn.
Mais precisamente, temos:

Corolário 4. Seja λi o i−ésimo autovalor do operador de Cheng-Yau deformado em
um domínio limitado Ω ⊂ Mn com a condição de fronteira de Dirichlet, e uma função
deformadora radialmente constante. Fixe uma origem o ∈ Mn\Ω, e considere r(x) a
função distância a partir de o. Se T é radialmente paralelo e tem ∂r como um autovetor,
então, todas as estimativas para a sequência de autovalores (λi) que podemos obter a partir
do Teorema 2 não dependem desta função deformadora.

No caso de funções deformadoras radiais, novamente fixamos uma origem o ∈Mn para
definir uma função distância r(x) a partir de o, e consideramos o domínio anular limitado

Ω =
{
x ∈Mn;

2(n− 1)(κ1 + α)R + 2

c
< r(x)2 < R2

}
, (6)

em que α = 1/d e cR > (n − 1)(κ1 + α) +
√

(n− 1)2(κ1 + α)2 + 2c e c são constantes
positivas. Para obter tal constante R, é suficiente considerar o polinômio quadrático
P(x) = cx2−2(n−1)(κ1+α)x−2. Então, para a função deformadora radial η(x) = c

2
r(x)2,

sobre Ω. Temos C0 = δ2cR e

max
Ω̄

(
2c− c2r(x)2

)
= 2c− c2 min

Ω̄
r(x)2 = 2c− (2c(n− 1)(κ1 + α)R + 2c).

Assim, é nula a expressão 2C0(n−1)(κ1 + 1/d) +C1 no Teorema 2. Portanto, assim como
no Corolário 4, obtemos um resultado de rigidez para um operador de Cheng-Yau na classe
de domínios anulares limitados de acordo com o acima exposto. Mais precisamente,

Corolário 5. Seja λi o i−ésimo autovalor do operador de Cheng-Yau deformado com
função deformadora η(x) = c

2
r(x)2 sobre um domínio anular limitado definido como na

equação (6) com a condição de fronteira de Dirichlet. Fixe uma origem o ∈ Mn\Ω, e
considere r(x) a função distância a partir de o. Se T é radialmente paralelo e tem ∂r
como um autovetor, então, todas as estimativas para a sequência de autovalores (λi) que
podemos obter a partir do Teorema 2 não dependem das constantes C0 e C1.

Para obter uma aplicação do Corolário 5, o leitor pode considerar o operador de Cheng-
Yau deformado com a função deformadora η(x) = λ

2
|x|2 definido em domínios anulares

limitados no soliton Gaussiano shrinking (Rn, δij,
λ
2
|x|2).

No Capítulo 3, estimamos o gap fundamental para o operador L definido em (2), no
caso em que T = ϕI, com ϕr = 0 e ε ≤ ϕ ≤ δ, sobre uma família de domínios convexos
no H2 com a condição de fronteira de Dirichlet. Esse problema, no caso Rn e ϕ = 1, foi
estudado na década de 80 por diversos matemáticos, os quais conjecturaram que o gap
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fundamental do operador Laplaciano para muitos domínios convexos do Rn com diâmetro
D é λ2 − λ1 ≥ 3π2/D2.

Em 2011, Andrews e Clutterbuck [1] demonstraram tal conjectura e sugeriram que o
resultado permanece verdadeiro para espaços com curvatura constante. Em 2019, Seto,
Wang e Wei [54] demonstraram a nova conjectura para o caso de domínios convexos com
diâmetro D ≤ π/2 na esfera unitária Sn, n ≥ 3. Em 2020, He, Wei e Zhang estenderam
os resultados de Seto-Wang-Wei para domínios convexos com diâmetro D < π na esfera
unitária Sn, n ≥ 3. Em 2021, Dai, Seto e Wei [23] provaram a conjectura para qualquer
domínio convexo limitado em S2.

Entretanto, para o caso do espaço hiperbólico H2(−1), Bourni et al. [10] construíram
os domínios convexos Ω`,θ0,θ1 = {(r, θ) : 1 < r < e

π
` , θ0 < θ < θ1}, em que ` > 0,

θ0 ∈ (0, π
2
) e θ1 ∈ (π

2
, π), ver figura 3.1, com diâmetro D, tal que λ2−λ1 <

3π2

D2 , mostrando
assim que o gap fundamental para o Laplaciano se comporta de maneira diferente nesse
espaço. Neste ínterim, para estimar o gap fundamental do operador L para domínios
Ω`,θ0,θ1 , consideramos θ> = min{θ0, π− θ1}, com θ> >

π
6
, ε > δ

4
e ` > 0 tal que a seguinte

propriedade seja válida:
π2

(θ1 − θ0)2

4ε sin2 θ> − δ
4δ − ε sin2 θ>

≥ `2. (7)

Nessas condições, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3. O gap fundamental para o operador div(ϕ∇u), com ε ≤ ϕ ≤ δ e ϕr = 0,
sobre cada conjunto da família de domínios convexos limθ>→π

2
Ω`,θ0,θ1, com Ω`,θ0,θ1 cum-

prindo a condição (7), satisfaz

λ2 − λ1 <
3δπ2

D2
, (8)

onde D = limθ>→π
2
D`,θ0,θ1 é o diâmetro de cada conjunto da família limθ>→π

2
Ω`,θ0,θ1.

Considerando a mudança de variável u = ve−
η
2 no Teorema 3, em que η é uma função

escolhida apropriadamente, obtemos uma estimativa para o gap fundamental do operador
L v = div(ϕ∇v)− 〈∇v, ϕ∇η〉, a saber:

Corolário 6. Considere o operador div(ϕ∇u), com ε ≤ ϕ ≤ δ e ϕr = 0, sobre cada
conjunto da família de domínios convexos limθ>→π

2
Ω`,θ0,θ1, com Ω`,θ0,θ1 cumprindo a con-

dição (7). Existe uma função deformadora η tal que o gap fundamental para div(ϕ∇u)
permanece invariante por uma perturbação de primeira ordem deste operador, mais pre-
cisamente, para o operador L u = div(ϕ∇u)− 〈∇η, ϕ∇u〉, é válido que

λ2 − λ1 <
3δπ2

D2
, (9)

onde D = limθ>→π
2
D`,θ0,θ1 é o diâmetro de cada conjunto da família limθ>→π

2
Ω`,θ0,θ1.

Finalmente, nas considerações finais, escrevemos algumas estimativas quadráticas para
os autovalores do operador de Cheng-Yau deformado, além das observações de interesse
independente para a expressão mais geral de L referente a função de distribuição dos
autovalores λk menores que λ.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, apresentaremos uma série de resultados em geometria Riemanniana que
serão utilizadas ao longo do texto para demonstrar nossos principais resultados. Indicamos
como leitura complementar Gomes e Miranda [27], Lee [37] e Petersen [48]. Outras boas
referências serão citadas em momento oportuno.

1.1 Operadores Diferenciais
Consideramos (Mn, 〈, 〉) uma variedade Riemanniana com a métrica 〈, 〉 e a conexão

de Levi-Civita ∇, e denotamos por C∞(Mn) o anel das funções diferenciáveis reais sobre
Mn.

Definição 1.1. Seja f : Mn → R uma função diferenciável. O gradiente de f é o campo
vetorial diferenciável ∇f , definido sobre Mn por

〈∇f,X〉 = ∇Xf = X(f) = df(X). (1.1)

para todo X ∈ X(Mn).

Além disso, para f, h ∈ C∞(Mn), valem:

∇(f + h) = ∇f +∇h e ∇(fh) = f∇h+ h∇f.

Definição 1.2. Seja X um campo de vetores diferenciáveis em Mn. A divergência de X
é a função diferenciável divX : Mn → R, definida para p ∈Mn por

divX(p) = tr{v 7→ ∇vX(p)}. (1.2)

em que tr denota o traço do operador linear v ∈ TpMn 7→ ∇vX(p).

Além disso, para X, Y ∈ X(Mn) e f : Mn → R, valem:

div(X + Y ) = divX + divY e div(fX) = fdivX + 〈∇f,X〉. (1.3)

Definição 1.3. Seja f : Mn → R uma função diferenciável. O Laplaciano de f é a
função ∆f : Mn → R dada por

∆f = div∇f. (1.4)
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Definição 1.4. Seja f : Mn → R uma função diferenciável. Definimos o Hessiano de f
como o (1, 1)-tensor, dado por

(∇2f)(X) = ∇X∇f, ∀X ∈ X(Mn).

Ou como (0, 2)-tensor simétrico, dado por

∇2f(X, Y ) = 〈∇X∇f, Y 〉 = ∇2
X,Y (f).

Escreveremos ∇2f ≤ k (≥ k) quando todos os seus autovalores são ≤ k (≥ k). Para
encerrar esta parte, observamos a seguinte relação entre o Laplaciano e o Hessiano de uma
função diferenciável f : Mn → R

∆f = tr(∇2f).

1.2 Alguns conceitos sobre Tensores
Nesta seção, revisaremos algumas propriedades de carácter geral sobre tensores em

variedades Riemannianas com intuito de definir posteriormente o operador L . Em uma
variedade Riemanniana a estrutura de produto interno sobre os espaços tangentes pos-
sibilita visualizar tensores de diferentes maneiras. Uma observação fundamental é que
uma aplicação bilinear pode ser interpretada como uma aplicação linear na presença da
estrutura de um produto interno.

Definição 1.5. Um (1, 1)-tensor em uma variedade diferenciável Mn é uma aplicação

T : X(Mn) −→ X(Mn).

linear sobre C∞(Mn) das funções diferenciáveis emMn. Enquanto que, num (0, 2)-tensor,
o contradomínio é C∞(Mn). Formalmente, para f, ` ∈ C∞(Mn) vale que

T (fX + `Y ) = fT (X) + `T (Y ).

O tensor métrico g : X(Mn) × X(Mn) → C∞(Mn) é um (0, 2)-tensor que faz corres-
ponder a cada ponto p ∈ Mn e a cada par X, Y ∈ TpMn, o produto interno gp(X, Y ) =
〈X, Y 〉p. As suas componentes no referencial {∂i} são os coeficientes gij da métrica Rie-
manniana no sistema de coordenadas dado.

De modo geral, dado um (0, 2)-tensor T em uma variedade Riemanniana (Mn, 〈, 〉),
podemos identificá-lo com um (1, 1)-tensor T̃ mediante a métrica Riemanniana 〈, 〉, fa-
zendo

〈T̃ (X), Y 〉 := T (X, Y ), (1.5)

por simplicidade e, desde que não haja confusão na notação, utilizaremos a mesma letra
para indicar o (1, 1)-tensor correspondente ao seu (0, 2)-tensor. Em particular, o tensor
métrico g pode ser identificado com o (1, 1)-tensor identidade I em X(Mn). Em (Mn, 〈, 〉)
podemos estender a noção de derivada covariante a tensores como segue.

Definição 1.6. A derivada covariante de um (1, 1)-tensor T é um (1, 2)-tensor ∇T dado
por

∇T (X, Y1, ) = ∇X(T (Y1))− T (∇XY1). (1.6)

Para cada X ∈ X(Mn), define-se a derivada covariante ∇XT de T em relação a X como
um tensor de mesma ordem que T dado por

∇XT (Y1) := ∇T (X, Y1).
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Observação 1.1. Dizemos que um tensor T é paralelo quando ∇T ≡ 0.

Definição 1.7. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de Rie-
mann é o (1, 3)-tensor

R : X(Mn)× X(Mn)× X(Mn)→ X(Mn)

dado por
R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z. (1.7)

Definição 1.8. A curvatura seccional Kp(σ) no ponto p ∈ Mn segundo um subespaço
bidimensional σ ⊂ TpM

n, é definida por

Kp(σ) =
〈R(x, y)y, x〉
|x ∧ y|2

,

onde x, y ∈ σ são vetores linearmente independentes e |x∧y|2 = |x|2|y|2−〈x, y〉2. Convém
considerarmos também a notação Kp(x, y) = Kp(σ).

Associado a essas funções curvaturas temos.

Definição 1.9. O tensor curvatura de Ricci é o (0, 2)-tensor obtido pelo traço do tensor
curvatura de Riemann. Isto é,

Ric(Y, Z) = tr{X 7−→ R(X, Y )Z},

em que X, Y, Z ∈ X(Mn). Se {e1, . . . , en} ⊂ TpM
n é uma base ortonormal e u, v ∈ TpMn,

então para cada p ∈Mn o tensor de Ricci é dado por

Ric(u, v) =
n∑
i=1

〈R(ei, u)v, ei〉 =
n∑
i=1

〈R(ei, v)u, ei〉 = Ric(v, u).

1.3 Tensores e os Operadores Diferenciais
Nesta seção, apresentamos algumas importantes propriedades dos tensores envolvendo

os operadores diferenciais. Deste modo, iniciamos relembrando a definição do produto
interno entre tensores, para tanto, consideramos {e1, . . . , en} um referencial ortonormal
em Mn, T e S (1, 1)-tensores em Mn e seus respectivos adjuntos T ∗ e S∗. O produto
interno de Hilbert-Schmidt é dado por

〈T, S〉 := tr(TS∗) =
∑
i

〈TS∗(ei), ei〉 =
∑
i

〈S∗(ei), T ∗(ei)〉 =
∑
i

〈T (ei), S(ei)〉.

Para mais detalhes sobre o produto interno de Hilbert-Schmidt, ver por exemplo [22,
42, 43]. Prosseguiremos agora com a definição de divergência de tensores.

Definição 1.10. Definimos a divergência de um (1, 1)-tensor T em Mn, como sendo o
(0, 1)-tensor dado por

(divT )(v)(p) = tr
(
w 7→ (∇wT )(v)(p)

)
,

onde p ∈ Mn e v ∈ TpMn. Além disso, dizemos que o tensor T é livre de divergência se
divT = 0.
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Dado um (0, 2)–tensor T emMn, considere o referencial ortonormal local {e1, . . . , en},
e seja T o seu (1, 1)–tensor correspondente. Então, divT é um (0, 1)–tensor que satisfaz,
para cada Z ∈ X(Mn)

(divT )(Z) =
∑
i

g( (∇eiT )(Z), ei ) =
∑
i

g(∇eiT (Z)− T (∇eiZ), ei )

= div(T (Z))−
∑
i

T (∇eiZ, ei).

Portanto,
div(T (Z)) = (divT )(Z) + 〈∇Z, T ∗〉. (1.8)

Lema 1.1. Seja T um (1, 1)−tensor simétrico positivo definido em uma variedade Rie-
manniana Mn. Se εI ≤ T ≤ δI, para números reais positivos ε e δ, então

ε〈T (X), X〉 ≤ |T (X)|2 ≤ δ〈T (X), X〉, ∀ X ∈ X(Mn).

Em particular, obtemos
ε2|∇η|2 ≤ |T (∇η)|2 ≤ δ2|∇η|2,

para qualquer função η ∈ C∞(Mn)

Demonstração. Como T é simétrico e positivo definido, existe um referencial ortonormal
local {e1, . . . , en}, tal que, T (ej) = ψjej, com ψj > 0, para todo j = 1, . . . , n. Por hipótese,
para todo 1 ≤ j ≤ n temos que

ε ≤ ψj = 〈Tej, ej〉 ≤ δ. (1.9)

Seja X ∈ X(Mn) cuja representação no referencial escolhido é X =
∑n

i=1 aiei, e assim

|T (X)|2 = 〈T (
∑n

i=1 aiei), T (
∑n

j=1 ajej)〉 =
n∑
i=1

ψ2
i a

2
i .

Para concluir a demonstração é suficiente notar que

ε

n∑
i=1

ψia
2
i ≤

n∑
i=1

ψiψia
2
i ≤ δ

n∑
i=1

ψia
2
i .

Para cada X ∈ X(Mn) podemos considerar a aplicação X[ : X(Mn) → C∞(Mn) que
a cada Y ∈ X(Mn) associa X[(Y ) = 〈X, Y 〉, além disso, a métrica Riemanniana 〈, 〉 em
Mn, induz em cada espaço dual T ∗pMn do espaço tangente TpMn, um produto interno
com propriedades análogas a 〈, 〉, bastando definir para cada X[, Y [ ∈ T ∗pMn

〈X[, Y [〉 := 〈X, Y 〉, (1.10)

em queX, Y ∈ TpMn são os vetores correspondentes aX[ e Y [, respectivamente. Ademais,

〈divT, Z[〉 =
∑
i

(divT )(ei)〈Z, ei〉 = (divT )
(∑

i

〈Z, ei〉ei
)

= (divT )(Z).

Por fim, consideramos para cada X ∈ X(Mn) o (1, 1)−tensor ∇X(Y ) = ∇YX, para todo
Y ∈ X(Mn).
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1.4 Operador elíptico de segunda ordem na forma di-
vergente

Nessa seção, iremos definir a η−divergência de um campo X ∈ X(Mn), e o operador
elíptico de segunda ordem na forma divergente L . Fixando uma função η ∈ C∞(Mn)
definimos a η−divergência de um campo X do seguinte modo:

divηX := divX − 〈∇η,X〉.

Segue das propriedades da divergência de campos de vetores em (1.3), que para toda
f ∈ C∞(Mn) e X ∈ X(Mn) vale:

divη(fX) = fdivηX + 〈∇f,X〉 e div(e−ηX) = e−ηdivηX. (1.11)

Dado um (1, 1)-tensor T em (Mn, 〈, 〉), definimos a η-divergência de T como o (0, 1)–
tensor dado por

divηT := divT − dη ◦ T. (1.12)

Para f ∈ C∞(Mn) e Z ∈ X(Mn) vale o seguinte resultado, que tem sido aplicado
em [22, 42, 43] e, para o caso em que η é constante, em [6, 7, 25, 26, 51, 60].

Lema 1.2. Sejam η, h ∈ C∞(Mn), T um (1, 1)−tensor simétrico e Z ∈ X(Mn). Então
vale

divη(T (hZ)) = h〈divηT, Z〉+ h〈∇Z, T 〉+ 〈T (∇h), Z〉. (1.13)

Em particular, se Z = ∇f para alguma f ∈ C∞(Mn), então

divη(T (h∇f)) = h〈divηT,∇f〉+ h〈∇2f, T 〉+ 〈T (∇h),∇f〉. (1.14)

Agora, vamos definir o operador elíptico de segunda ordem na forma divergente.

Definição 1.11. Seja T um (1, 1)-tensor simétrico positivo definido em Mn e a função
η ∈ C∞(Mn). Definimos o operador L por

L f := divη(T (∇f)) = div(T (∇f))− 〈∇η, T (∇f)〉, (1.15)

para toda f ∈ C∞(Mn).

Segue das propriedades de divη e da simetria de T que para f, h ∈ C∞(Mn).

L (fh) = fL h+ hL f + 2T (∇f,∇h).

Através da relação (1.14) podemos associar o operador L com o (0, 1)-tensor divηT ,
do seguinte modo,

L f = divη(T (∇f)) = 〈divηT,∇f〉+ 〈∇2f, T 〉. (1.16)

Em 1977, Cheng e Yau [21] introduziram o seguinte operador

�f := tr(∇2f ◦ T ) = 〈∇2f, T 〉, (1.17)

onde f ∈ C∞(Mn) e T é um (1, 1)-tensor simétrico. Para o caso em que Mn é orientável
e compacta, eles provaram que o operador � é auto-adjunto se, e somente se, T é livre de
divergência, ou seja, divT = 0.
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Tendo em vista que, R = tr(Ric), divRic = dR/2 e div(RI) = dR, podemos concluir
que o tensor G := Ric − (R/2)〈, 〉 é livre de divergência, e portanto �f = 〈∇2f,G〉 é
auto-adjunto. Observamos que a partir das equações (1.16) e (1.17) podemos reescrever
a equação (1.15) em termos dos operadores divηT e � do seguinte modo

L f = �f + 〈divηT,∇f〉, (1.18)

em que divηT está definido em (1.12) e dη ◦T = 〈∇η, T (·)〉. Em particular, se o operador
� é auto-adjunto a equação (1.18) se resume a

L f = �f − 〈∇η, T (∇f)〉, (1.19)

que é uma pertubação de primeira ordem do operador de Cheng-Yau. Nós vamos nos referir
à equação (1.19) como um operador de Cheng-Yau deformado com função deformadora η.
Em particular, se η é constante, então �f é um operador de Cheng-Yau com divT = 0.

Uma das técnicas mais antigas e importantes em geometria Riemanniana é a técnica de
Bochner, em que o foco clássico da técnica reside no estabelecimento de certos resultados
para tensores adequados em curvatura positivas e levando a resultados de rigidez quando
a curvatura é não negativa. Segundo Petersen [48], na década de 1970, P. Li descobriu
que a técnica de Bochner poderia ser utilizada para estimar a dimensão do kernel dos
operadores de Laplace sob suposições de curvatura mais gerais, e ficando ainda mais
aprimorado quando Gallot percebeu que as estimativas analíticas necessitam apenas da
limitação inferior da curvatura de Ricci.

Como ferramenta para estabelecer as desigualdades universais para os autovalores do
operador de Cheng-Yau deformado em um domínio limitado de uma variedade Cartan-
Hadamard pinçada, utilizaremos nesta tese uma fórmula tipo Bochner recentemente de-
monstrada por Alencar, Neto e Zhou [2] aplicada ao operador � como segue,

1

2
�(|∇f |2) = 〈∇(�f),∇f〉+RT (∇f,∇f) + 〈∇2f,∇2f ◦ T 〉 − 〈∇2f,∇∇fT 〉, (1.20)

em que, RT (X, Y ) := tr(T ◦ (Z 7→ R(X,Z)Y )) e R(X,Z)Y é o tensor curvatura de
Riemann da métrica 〈, 〉.

A fórmula tipo Bochner para a expressão mais geral de L pode ser encontrada em [27]
ou, alternativamente, em [43] e [44]. Esta fórmula relaciona a teoria analítica dos opera-
dores diferenciais elípticos com a geometria da variedade. A fórmula tipo Bochner para o
operador L é dado por

1

2
L (|∇f |2) = 〈∇(L f),∇f〉+Rη,T (∇f,∇f) + 〈∇2f,∇2f ◦ T 〉 − 〈∇2f,∇∇fT 〉, (1.21)

em que Rη,T := RT −∇(divηT )].

1.5 Conceitos básicos sobre uma equação diferencial
parcial elíptica na forma divergente

Esta tese tem como objetivo estudar o problema de autovalor com a condição de
fronteira de Dirichlet para o operador L definido em (1.15) com hipóteses adicionais no
tensor T {

−L u = λu em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω.

(1.22)
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Ao longo desta tese, a variedade (Mn, 〈, 〉) é completa e Ω ⊂Mn é um domínio limitado
conexo e com fronteira suave ∂Ω. Usaremos também a medida com peso dm = e−ηdvolΩ,
para alguma função suave η. Se ν é o campo de vetores normal exterior a fronteira ∂Ω,
então, pela segunda equação em (1.11), podemos inferir que o teorema da divergência
permanece verdadeiro para o operador L , como segue∫

Ω

L fdm =

∫
∂Ω

〈ν, T (∇f)〉dµ, (1.23)

em que dµ = e−ηd∂Ω é a forma volume com peso sobre a fronteira induzido por ν. Assim,
a fórmula da integração por parte é∫

Ω

`L fdm = −
∫

Ω

T (∇`,∇f)dm +

∫
∂Ω

`T (∇f, ν)dµ, (1.24)

do qual se conclui que L é auto-adjunto no espaço de Hilbert H1
0(Ω, dm). Assim o pro-

blema (1.22) tem espectro real e discreto 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λk · · · , em que, cada λi é
repetido de acordo com sua multiplicidade. Os auto-espaços pertencentes aos autovalores
distintos são ortogonais em L2(Ω, dm), que é uma soma direta de todos os auto-espaços.
Referimos a dimensão de cada auto-espaço como a multiplicidade do autovalor. Além
disso, para as autofunções normalizadas ui temos.

λi = −
∫

Ω

uiL uidm =

∫
Ω

T (∇ui,∇ui)dm. (1.25)

1.6 Caracterização variacional dos autovalores
Nesta seção, apresentamos alguns resultados sobre a caracterização variacional dos

autovalores do operador L em (1.15), bem como o importante Teorema de Courant para
domínios nodais.

Teorema 1.1 (Teorema Max-Min). Dados u1, . . . , uk−1 ∈ L2(Ω, dm), seja

ν = inf

∫
Ω
φ(−L φ)dm∫

Ω
φ2dm

. (1.26)

em que inf é tomado sobre o conjunto {φ ∈ H1
0(Ω, dm);

∫
Ω
φuidm = 0, ∀ i = 1, . . . , k−1}.

Então, os autovalores do operador L satisfazem

ν ≤ λk. (1.27)

Se {ui} é uma base ortonormal de autofunções correspondente a cada autovalor λi com
i = 1 . . . , k − 1, então ν = λk.

O próximo resultado é conhecido como teorema da continuação única.

Teorema 1.2 ([3]). Sejam dados L um operador diferencial linear elíptico de segunda
ordem em um domínio U de Rn, e uma aplicação suave u : U → R tal que

|Lu|2 ≤ C(|∇u|2 + |u|2), (1.28)

em que C > 0 é constante. Se u se anula em um subconjunto aberto e não-vazio de U ,
então u é identicamente nula em U .
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Observação 1.2. Seja Mn uma variedade Riemanniana conexa com fecho compacto e
fronteira suave por partes, e L um operador diferencial linear elíptico de segunda ordem
em Mn e u : Mn → R uma solução suave da inequação (1.28). Se u é nula em um
subconjunto aberto e não-vazio de Mn, então u é identicamente nula em Mn.

A seguir, o teorema de Courant para domínios nodais. Ele foi utilizado na estimativa
do gap fundamental para o operador L escolhido no Capítulo 3.

Definição 1.12. Dada uma função contínua u : Mn → R, o conjunto nodal de u é
o conjunto u−1(0), e o domínio nodal de u são as componentes conexas dos conjuntos
abertos Ω+ = {x ∈ Ω, u(x) > 0} e Ω− = {x ∈ Ω, u(x) < 0}.

Teorema 1.3 (Teorema de Courant, ver, e.g., [31], p. 14-15). Seja uk, k ≥ 1 a k−ésima
autofunção do operador L com a condição de fronteira de Dirichlet. Então, uk possui no
máximo k domínios nodais.

Demonstração. Façamos a prova supondo que todos os domínios nodais de uk são domínios
conexos com fecho compacto e fronteira suave por partes, ver [13, p. 19-21]. Supondo por
contradição que uk tem pelo menos k+1 domínios nodais, digamos Ω1, . . . ,Ωk,Ωk+1. Para
1 ≤ j ≤ k. Seja

φj =

{
uk|Ωj , em Ωj

0, em M\Ωj,
(1.29)

onde para cada 1 ≤ j ≤ k, φj é uma autofunção de λk restrita ao domínio Ωj. Deste
modo podemos escolher números reais α1, . . . , αk, tais que u =

∑k
j=1 αjφj seja ortogonal

a u1, . . . , uk−1, além disso u|∂M = 0. Portanto, pelo Teorema de Rayleigh em [31], e a
caracterização max-min de λk, teremos

λk ≤ −
∫

Ω
uL udm∫
Ω
u2dm

≤ λk. (1.30)

Portanto, novamente pelo Teorema de Rayleigh, u é uma autofunção associada a λk, a qual
se anula em Ωk+1. Como |L u|2 = λ2

k|u|2, o princípio da continuação única de Aronszajn
garante que u ≡ 0, o que é uma contradição.

Teorema 1.4 (Resultados de Courant, ver, e.g., [31], p. 14-15). A autofunção u1 do
operador L com a condição de fronteira de Dirichlet tem sinal constante em Mn; λ1,
possui multiplicidade 1; u2 tem exatamente 2 domínios nodais e λ1 é caracterizado como
sendo o único autovalor com uma autofunção de sinal constante.

Demonstração. Sabemos que u1 não muda de sinal e
∫
M
u1u2dm = 0. Se −L u2 = λ1u2,

o teorema anterior garante imediatamente que u2 também não muda de sinal em Mn e
não se anula em int(M), mas isso contradiz a igualdade

∫
M
u1u2dm = 0. O teorema

anterior garante que u2 tem no máximo dois domínios nodais. Por outro lado, como∫
M
u1u2dm = 0 e u1 não muda de sinal em Mn, então u2 deve mudar de sinal e portanto

possui exatamente dois domínios nodais.

O problema (1.22) de autovalores quando T = I é um objeto de pesquisa importante
nas áreas da física de buracos negros, mecânica elástica, geometria diferencial e assim por
diante. Em 1911, Weyl [59] publicou a sua conhecida fórmula assintótica para domínios
Ω ⊂ Rn, a saber

λk ∼
4π2

(ωnvol Ω)
2
n

k
2
n (k →∞) (1.31)
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onde ωn é o volume da bola unitária em Rn. A fórmula de Weyl se tornou uma importante
ferramenta para a comparação de estimativas relacionadas a autovalores, não apenas
para o Laplaciano, mas também para os operadores elípticos mais gerais. Além disso, os
domínios em Rn podem ser substituídos por domínios em variedades Riemannianas.

Em 1960, Pólya [50] conjecturou que para o caso do Laplaciano em um domínio qual-
quer Ω ⊂ Rn vale a seguinte desigualdade,

λk ≥
4π2

(ωnvol Ω)
2
n

k
2
n , (1.32)

em relação a esta conjectura, Li e Yau [39] provaram a seguinte desigualdade

1

k

k∑
i=1

λi ≥
n

n+ 2

4π2

(ωnvol Ω)
2
n

k
2
n . (1.33)

Outro aspecto importante da estimativa de autovalores é estimar com a maior precisão
possível o gap entre autovalores consecutivos. Segundo Chen, Zheng e Yang em [16]
alguns resultados relativos à limitação superior do gap entre autovalores consecutivos do
problema de Dirichlet para o Laplaciano em Ω são:

a) Em [46, 47] Payne, Pólya e Weinberger, 1955: λk+1− λk ≤ 2
k

∑k
i=1 λi, para Ω ⊂ R2.

b) Thompson [57], 1969: λk+1 − λk ≤ 4
nk

∑k
i=1 λi, quando Ω ⊂ Rn

c) Hile e Protter [32], 1980:
∑k

i=1
λi

λk+1−λi
≥ nk

4
.

d) Em [61] Yang, 1991, quando Ω ⊂ Rn:
∑k

i=1(λk+1 − λi)
(
λk+1 − (1 + 4

n
)λi
)
≤ 0 e

λk+1 − λk ≤ 2
[(

2
kn

∑k
i=1 υi

)2

− 1
k

(
1 + 4

n

)∑k
j=1

(
υj − 1

k

∑k
i=1 υi

)2] 1
2
.

e) Cheng e Yang [18], 2005 para Ω em uma variedade Riemanniana completa Mn:

λk+1 − λk ≤ 2
[(

2
kn

∑k
i=1 υi

)2

− 1
k

(
1 + 4

n

)∑k
j=1

(
υj − 1

k

∑k
i=1 υi

)2] 1
2
.

f) Cheng e Yang [19], 2007: λk+1 ≤
(
1 + 4

n

)
1
k

∑k
i=1 λi.

g) Cheng e Yang [19], 2007: λk+1 ≤ C0(n)k
2
nλ1, em que C0(n) ≤ 1 + 4/n é uma

constante.

Ainda do ponto de vista físico, o problema de autovalor (1.22) descreve o fenômeno
físico da vibração da membrana na mecânica elástica. Neste cenário, Yang estabeleceu a
desigualdade universal no item (d), que foi generalizada por Cheng e Yang às variedades
Riemannianas completas em [14, 18, 20].

Em se tratando de variedades Cartan-Hadamard pinçadas, temos já estabelecidas al-
gumas estimativas para o gap dos autovalores do problema de autovalor com a condição de
fronteira de Dirichlet em domínios limitados, como segue. QuandoMn é um espaço hiper-
bólico Hn(−1) e o operador é o Laplaciano, Cheng e Yang [20] provaram a desigualdade
universal

k∑
i=1

(λk+1 − λi)2 ≤ 4
k∑
i=1

(λk+1 − λi)
(
λi −

(n− 1)2

4

)
. (1.34)
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Para uma variedade Riemanniana pinçada Mn, n ≥ 3, completa, não compacta, simples-
mente conexa, Chen et al. em [15] utilizando um teorema da comparação, estabeleceram
a seguinte desigualdade universal:

k∑
i=1

(λk+1 − λi)2 ≤ 4
k∑
i=1

(λk+1 − λi)
(
λi −

(n− 1)2κ2
2

4
+

(n− 1)(κ2
1 − κ2

2)

2

)
. (1.35)

Generalizando assim a desigualdade universal de Cheng e Yang. Recentemente, Li e
Du [38] consideraram o problema de autovalor para o operador ∆η = ∆ − 〈∇η,∇〉,
conhecido na literatura por Laplaciano deformado com função deformadora η, em um
domínio limitado de uma variedade Cartan-Hadamard pinçada. Impondo uma condição
ao tensor Ricη = Ric+∇2η, nomeado de tensor curvatura Bakry-Émery-Ricci, do seguinte
modo:

Ricη(∂r, ∂r) ≤ −
1

2
(∂rη)2 − b2, (1.36)

onde b é uma constante e r denota a função distância r(x) = d(x, p) para um ponto fixo
p ∈M\Ω, eles provaram

k∑
i=1

(λk+1−λi)2 ≤ 4
k∑
i=1

(λk+1−λi)
(
λi−

(n− 1)2κ2
2

8
+

4nκ2
1 − 2nκ2

2 + κ2
2 − 4b2)

8

)
. (1.37)

1.7 Tensores livres de divergência
Os tensores livres de divergência têm importantes aplicações em Física e geometria

Riemanniana, nesta seção apresentamos alguns exemplos de tensores com essa propriedade
e que surgem naturalmente em estudos nessas áreas.

Gover e Orsted [28], inspirados nas leis de conservação da física e da Relatividade geral
utilizaram tensores em que vale a fórmula da integração por parte e onde a propriedade
de ser livre de divergência simula a utilização da segunda identidade de Bianchi e assim
obtiveram uma identidade de Pohozăev-Schöe generalizada.

Navarro [45] exemplifica a teoria relativística da gravitação, assumindo que a equação
de campo é da seguinte forma:

G(g) = T,

em que T é o tensor energia-momento da matéria, g é a métrica de Lorentz do espaço-
tempo. G(g) é um 2-tensor adequado intrinsecamente construído a partir da métrica g, ou
seja, é um 2-tensor natural. Por considerações físicas (leis de conservação infinitesimais),
T é considerado livre de divergência, ou seja, a equação de campo é determinada pela
escolha de um tensor natural livre de divergência G.

Serre [53] afirma que um gás compressível no espaço n-dimensional n ≥ 1, é um gás
descrito por uma densidade de massa ρ ≥ 0, uma velocidade u e uma pressão p ≥ 0. Esses
campos obedecem as equações de Euler (conservação de massa e momento),

∂tρ+ divy(ρu) = 0, ∂t(ρu) + divy(ρu⊗ u) +∇yp = 0,

tal que x = (t, y) e d = 1 + n. O tensor A abaixo é livre de divergência:

A(t, y) =

(
ρ ρuT

ρu ρu
⊗

u+ pIn

)
.
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Em geometria Riemanniana a naturalidade dos tensores livres de divergência provém
da relação L r = Hη,T , em que Hη,T é a curvatura média com peso generalizada de uma
hiperfície em uma variedade Riemanniana (Mn, g, e−ηdM), ver Mota [44].

Exemplos de tensores simétricos positivos definidos e livres de divergência sobre
(Hn(−1), 〈, 〉) são T = −Ric e T = −S, em que S = 1

n−2
(Ric − r

2(n−1)
〈, 〉) é o tensor

de Schouten de 〈, 〉, para n ≥ 3. Mais geralmente, estes tensores também podem ser
considerados sobre variedades Cartan-Hadamard-Einstein pinçadas (Mn, 〈, 〉), visto que
Ric = R

n
〈, 〉 e pelo lema de Schur a curvatura escalar da variedade Einstein de dimensão

n ≥ 3 deve ser constante. Destacamos que uma variedade Einstein não compacta com
Ric = −(n − 1)〈, 〉 tem comportamento especial no infinito, ver Gicquaud et al. [24].
Outro exemplo é obtido a partir de Ŝ = S − tr(S)〈, 〉 sobre variedades Cartan-Hadamard
pinçadas, n ≥ 3, nesse caso, temos divŜ = 0, pois divS = dtr(S).

Um interessante exemplo aparece em uma variedade Riemanniana Mn imersa isome-
tricamente em outra variedade Riemanniana M . Seja A e H o operador de forma e
a curvatura média da imersão, respectivamente. A primeira transformação de Newton
P1 : TM → TM , associada a segunda forma A, é definida por

P1 = HI − A.

Esse tensor aparece naturalmente nos estudos da teoria variacional para o funcional
A1 =

∫
M
HdM . Reilly, em 1973 provou que P1 é livre de divergência. No caso A ≥ 0, P1

é positivo definido. Citamos também a Proposição 5.1 em [2] ou Navarro [45] para mais
informações relacionadas ao tema.

1.8 Geodésicas e a aplicação exponencial
Sejam Mn uma variedade Riemanniana e γ : I → Mn uma curva em Mn. Dizemos

que γ é uma geodésica se

γ̈(t) :=
Dγ̇(t)

dt
= ∇γ̇(t)γ̇(t) = 0, ∀ ∈ I. (1.38)

Quando γ é uma geodésica então ‖γ̇‖2 = 〈γ̇(t), γ̇(t)〉 é constante, isto é, γ tem velocidade
constante. Assim, segue da equação (1.45) que o comprimento de arco de γ, a partir de
t = t0, é `(t) = ‖γ̇(t)‖(t− t0). Quando ‖γ̇(t)‖ = 1 dizemos que γ está parametrizada pelo
comprimento de arco ou normalizada. Dado p ∈ Mn e v ∈ TpMn, a equação (1.38) tem
uma única solução γ, definida num certo intervalo I, tal que γ(0) = p e γ̇(0) = v. As
variedades Riemannianas completas são aquelas cujas geodésicas estão definidas para todo
t, isto é, I = R. A unicidade das geodésicas implica a propriedade da Homogeneidade, ou
seja, para todo a ∈ R, a > 0 vale a igualdade

γav(t) = γv(at). (1.39)

Definição 1.13. Seja Mn uma variedade Riemanniana completa. Para cada p ∈ Mn, a
aplicação exponencial em p, denotada por expp, é definida por

expp : TpM →M v 7→ expp(v) = γv(1), (1.40)

onde γ é a geodésica de Mn tal que γv(0) = p. Segue de 1.39 que γv(t) = expp(tv).

A aplicação expp é uma função de classe C∞ e um difeomorfismo de uma vizinhança
U ⊂ TpM sobre sua imagem, ver [37, 48]. Se expp não possui pontos críticos, então ela é
uma aplicação de recobrimento.
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1.9 Campos de Jacobi
Sejam Mn variedade Riemanniana e γ uma geodésica de Mn. Um campo J ao longo

de γ é chamado campo de Jacobi se ele satisfaz a equação diferencial

J̈ +R(J, γ̇(t))γ̇(t) = 0, (1.41)

onde R é o tensor curvatura de Mn.

Definição 1.14. SejamMn uma variedade Riemanniana e γ : [a, b]→Mn uma geodésica
de Mn. Uma variação de γ é uma função suave γ̄ : [a, b] × (−ε, ε) → Mn, tal que
γ̄(t, 0) = γ(t).

O campo de vetores ao longo de γ definido por J(t) := ∂γ(t,0)
∂s

é o campo variacional de
γ. Se a variação γ é tal que, para cada s, a curva γ(·, s) é uma geodésica, então o campo
J(t) := ∂γ(t,s)

∂s
é um campo de Jacobi ao longo desta geodésica.

Um campo de Jacobi é determinado pelas condições iniciais J(0),
DJ

dt
(0), ver Man-

fredo [12]. Um campo de vetores tangenciais ao longo de uma curva γ é um campo de
vetores V tal que V (t) é um múltiplo de γ̇(t) para todo t, e um campo de vetores normais
é um campo tal que V (t) ⊥ γ̇(t) para todo t. Além disso, γ̇(t) e tγ̇(t) são campos de
Jacobi ao longo de γ. O primeiro tem derivada zero e nunca se anula; o segundo é nulo
se, e somente se, t = 0. Devido a esses fatos, só consideramos campos de Jacobi ao longo
de γ que são normais.

Como exemplo, consideramos M uma variedade Riemanniana, k ∈ R e γ : [0, a]→M
uma geodésica normalizada. Suponha que KM(γ̇(t), X) = k para 0 ≤ t ≤ a e todo
X ∈ Tγ(t)M não colinear com γ̇(t). Então sabemos que, ao longo de γ, o tensor curvatura
R de M é dado, para X, Y, Z campos ao longo de γ, por

R(X, Y )Z = k{〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y },

de modo que a equação de Jacobi se reduz a (lembre que 〈J, γ̇〉 = 0).

J̈ +KJ = 0.

Dado w ∈ Tγ(0)M tal que 〈w, γ̇(0)〉 = 0, seja t 7→ w(t) o transporte paralelo de w ao
longo de γ. Se sk : [0, a]→ R é a solução do problema de valores iniciais{

s̈K(t) + ksk(t) = 0
sk(0) = 0, ṡk(0) = 1.

é imediato verificar que
J(t) = sk(t)w(t),

é o (único) campo de Jacobi ao longo de γ tal que J(0) = 0 e J̇(0) = w. Note ainda que

sk(t) =


1√
−k sinh(

√
−kt) se k < 0,

t se k = 0,
1√
k

sin(
√
kt) se k > 0.
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1.10 Teorema da comparação de Sturm
Por conveniência, enunciamos nesta seção os teorema da comparação de Sturm para

equações de Jacobi e também o Teorema de Sturm-Liouville.

Teorema 1.5 (Teorema de comparação de Sturm, ver [56], p. 104). Para i = 1, 2, seja
fi soluções não triviais de

(p(x)f ′i(x))′ + bi(x)fi(x) = 0,

onde 0 < p ∈ C1, b1 e b2 são contínuas e b1 ≥ b2 para todo x. Se x1 < x2 são dois
zeros consecutivos de f2, então f1 se anula pelo menos uma vez em (x1, x2), a menos que
b1(x) = b2(x) e f2(x) = kf1(x), k ∈ R.

Agora destacamos o conhecido problema de autovalor de Sturm-Liouville.

−(py′)′ + qy = λρy em [a, b],

y(a) = y(b) = 0. (1.42)

Os coeficientes p e q e a "função peso"ρ cumprem as seguintes condições:

p ∈ C1[a, b], q, ρ ∈ C[a, b],

p(x) ≥ d > 0 e q(x) + c2ρ(x) ≥ 0 ∀x ∈ [a, b], (1.43)
ρ(x) > 0 ∀x ∈ (a, b).

Teorema 1.6 (Sturm-Liouville, ver, e.g., [35], p. 174-175). Com as hipóteses (1.43), o
problema de autovalor de Sturm- Liouville (1.42) possui uma infinidade de autofunções
linearmente independentes un ∈ C2[a, b] com autovalores λn ∈ R, que satisfazem∫ b

a

ρunum = δnm

λ1 < · · · < λk < · · · → ∞,

Além disso, a menos de uma constante, existe apenas uma autofunção un associada a
cada λn e un tem exatamente n− 1 zeros em (a, b).

Teorema 1.7. (Teorema de Rayleigh, ver [35, p. 177]) Para qualquer φ ∈ H1
0(a, b), φ 6= 0,

o primeiro autovalor λ1 do problema (1.42) satisfaz

λ1 ≤
∫ b
a
(p(φ′)2 + qφ2)dx∫ b

a
ρφ2dx

. (1.44)

Igualdade ocorre se, e somente, φ é uma autofunção de λ1.

1.11 Variedades Cartan-Hadamard
Um resultado importante em variedades Riemannianas completas de curvatura não-

positiva é o teorema de Cartan-Hadamard a seguir.
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Teorema 1.8 (Teorema de Cartan-Hadmard, ver e.g. [55], p. 239). Seja Mn uma
variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa, com curvatura K ≤ 0. Então
Mn é difeomorfa ao espaço Euclidiano Rn, mais precisamente, expp : TpM → Mn é um
difeomorfismo de classe C∞ para cada p ∈Mn.

Uma variedade Riemanniana que satisfaça as hipóteses do Teorema 1.8, isto é, uma va-
riedade Riemannian completa simplesmente conexa de curvatura não positiva é chamada
de variedade Cartan-Hadamard. O Teorema 1.8 assegura que se Mn é uma variedade
Cartan-Hadamard, então Mn tem a mesma topologia e estrutura diferenciável do espaço
Euclidiano Rn. Segue desse teorema que, qualquer par de pontos distintos de uma varie-
dade Cartan-Hadamard é ligado por um único segmento geodésico.

Os exemplos mais simples de variedades Cartan-Hadamard são: o espaço Euclidiano
e o espaço Hiperbólico, ambos com suas respectivas métricas canônicas. Mais exemplos
podem ser encontradas em [55].

Um subconjunto W de uma variedade Riemanniana Mn é chamado de convexo, se
para cada p, q ∈ W existir uma única geodésica minimizante de p a q em Mn contida em
W , ver [5]. Esta definição corresponde a de "fortemente convexo"dada por Cheeger-Ebin.

1.12 Função distância
O produto interno positivo definido tomado sobre o espaço tangente de uma variedade

Riemanniana induz o conceito de comprimento de uma curva γ diferenciável por partes,
do seguinte modo,

`(γ) =

∫ b

a

|γ̇(t)|dt =

∫ b

a

√
〈γ̇(t), γ̇(t)〉dt. (1.45)

e o comprimento de arco de γ é

`(γ(t)) =

∫ t

a

|γ̇(s)|ds. (1.46)

Sejam p e q emMn, considere o conjunto Cpq de todas as curvas γ : [a, b]→Mn suaves
por partes tal que γ(a) = p e γ(b) = q defini-se então a distância entre p e q como segue.

Definição 1.15. Dados p e q em Mn, a distância Riemanniana de p a q, denotada por
d(p, q) é dada por

d(p, q) := inf{`(γ)| γ ∈ Cpq}. (1.47)

Note que a função distância d : M ×M → R é contínua.
O conjunto Br(p) = {q ∈ M ; d(p, q) < r} é chamado bola métrica de centro p e raio

r > 0, e seu fecho é dado por B̄r(p) = {q ∈ M ; d(p, q) ≤ r}. Além disso, a distância
entre os subconjuntos A,B ⊂Mn é d(A;B) := inf{d(p, q) | p ∈ A, q ∈ B}.

Sejam Mn uma variedade Cartan-Hadamard e q ∈ Mn. Pelo Teorema 1.8 podemos
definir a aplicação inversa exp−1

q : Mn → TqM da aplicação exponencial e assim obter a
seguinte relação entre a distância Riemanniana e a aplicação exponencial

d(p, q) = ‖exp−1
q p‖. (1.48)

Sendo exp−1
q uma função de classe C∞ segue da equação (1.48) que a função

rq : M → R, tal que p 7→ rq :=
1

2
d2(p, q),
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é também de classe C∞.
Uma função f sobre uma variedade Riemanniana Mn é convexa quando a Hessiana é

positiva semidefinida, ou equivalentemente se ∇2f(γ̇, γ̇) = ¨(f ◦ γ) ≥ 0 para cada geodé-
sica em Mn. Para calcularmos a Hessiana da função distância r(x) = d(x, p), podemos
proceder do seguinte modo. Considere γ(t) uma geodésica tal que |γ̇(t)| = 1 e γ(0) = p.
Seja J(t) um campo de Jacobi ao longo de γ com J(0) = 0, segue que

∇2r(J(t), J(t)) = 〈∇J(t)∂r, J(t)〉 = 〈 ∂2γ̄
∂s∂t

, J〉|(t,0) = 〈 ∂2γ̄
∂t∂s

, J〉|(t,0) = 〈J̇(t), J(t)〉.

Lema 1.3. A função distância r(x) = d(x, p) é positiva e suave em Mn\{p}.

Demonstração. Seja p ∈M , e seja (xi) coordenadas normais centrado em p, deste modo,
existe uma bola geodésica fechada Bε(p) de raio ε em p e constantes positivas c e C tal
que c|V |g ≤ |V |g ≤ C|V |g sempre que V ∈ TqM e q ∈ Bε(p). Segue da definição de
comprimento que para qualquer curva em Cpq com a imagem contida em Bε(p).

c`g(γ) ≤ `g(γ) ≤ C`g(γ).

Se x 6= p, podemos escolher ε tal que x 6∈ Bε(p). Então qualquer curva γ : [a, b]→Mn

em Cpx deve passar pela esfera geodésica ∂Bε(p). De fato, o complemento da esfera é
desconexo, e assim p, x pertencem a componentes diferentes. Denote t0 o primeiro tempo
tal γ(t0) pertence a ∂Bε(p), segue que

d(x, p) ≥ `g(γ) ≥ `g(γ|[a,t0]) ≥ c`g(γ[a,t0]) ≥ dg(γ(t0), p) = cε > 0.

Como a expp é um difeomorfismo para todo p ∈Mn. Temos como no caso Euclidiano que
existe apenas uma geodésica que passa pelos pontos p e q, com p 6= q. E por conseguinte,
também mostra que a função distância é suave em Mn\{p}.

Além disso, podemos estabelecer funções que trabalham como uma função distância,
ver Petersen em [48]. Para tanto, definimos r : O → R em um subconjunto aberto O
em (Mn, 〈, 〉). A função r é uma função distância se |∇r| = 1 sobre O. Dada a função
r : O → R fixada sobre um subconjunto aberto O de (Mn, 〈, 〉), o gradiente ∇r será
denotado por ∂r. O conjunto de nível para r é denotado por Or = {x ∈ O; r(x) = r},
e a métrica induzida sobre Or é gr. Quando r : O → R é uma função distância, então
∇∂r∂r = 0. Uma curva γ ∈ Cpq é um segmento se `(γ) = d(p, q) e γ é parametrizada
proporcionalmente ao comprimento de arco, ou seja, |γ̇| é constante.

Lema 1.4. Se r : O → R é uma função distância suave e O um subconjunto limitado em
(Mn, 〈, 〉), então a curva integral para ∂r são segmentos em Og. Além disso, se c ∈ Cpq
satisfaz `(c) = r(c(1)) − r(c(0)), então c = σ ◦ φ, em que σ é a curva integral de ∂r
iniciando em c(0) e φ(s) =

∫ s
0
|ċ|dt.

No que segue, denotaremos por r : Ω → R, r(x) = d(x, o) a função distância a partir
de um ponto fixado o ∈ Mn \ Ω, que é diferenciável, com |∇r| = 1 e ∇r = ∂r, onde
∂r é o vetor velocidade das geodésicas radiais dadas pelas curvas r 7→ expo(rv), para
um vetor v fixado em ToM e com exp denotando a aplicação exponencial. Além disso,
∇r(γ(t)) = γ′(t), onde γ′(t) é o único segmento geodésico minimizante ligando γ(t) a o.

Definição 1.16. Um campo de vetores X tal que ∇∂rX = 0 é chamado de campo radial-
mente paralelo, onde r é uma função distância suave.

Definição 1.17. Diremos que um tensor T é radialmente paralelo se ele é paralelo na
direção radial, isto é, ∇∂rT = 0.
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Capítulo 2

Estimativas de autovalores para o
operador de Cheng-Yau deformado
sobre domínios limitados em variedades
Cartan-Hadamard pinçadas.

Neste capítulo, apresentamos a demostração dos Teoremas 2.1 e 2.2 e assim estabe-
leceremos as estimativas para os autovalores do operador de Cheng-Yau deformado em
variedades Cartan-Hadamard pinçadas.

2.1 Resultados Auxiliares
Nesta seção, estabeleceremos as ferramentas necessárias para trabalhar com o operador

definido na equação (1.15) o que nos permitirá obter resultados mais gerais. A chave para
provar os dois principais teoremas desta tese baseia-se na Proposição 2.4 que é uma ligeira
modificação da Proposição 1 em [27]. Acreditamos que as ferramentas aqui apresentadas
sejam de interesse independente.

Lema 2.1 (ver [48], p. 242-243). Seja (Mn, 〈, 〉) uma variedade Riemanniana completa,
simplesmente conexa de curvatura não positiva. Fixe uma origem o ∈ Mn e considere
r(x) a função distância a partir de o, então a função r é convexa.

Demonstração. Nas hipóteses do lema, podemos considerar um campo de Jacobi J(t) não-
trivial ao longo de uma geodésica normalizada sem pontos conjugados γ : [0, a] → Mn,
com γ(0) = o e J(0) = 0, para qualquer a ∈ R. Então

∇2r(J(a), J(a)) = 〈J̇(a), J(a)〉 ≥
∫ a

0

|J̇(t)|dt > 0

De fato, considerando a função t 7→ 1

2
|J(t)|2, em que J é um campo de Jacobi escolhido

ao longo de γ(t) = expo(tv) tal que J(0) = 0 e J̇(0) = w para 0 6= w ∈ Tv(ToM) com
|Dexpo(w)| = |J(1)|. Assim

d

dt
(
1

2
|J(t)|2) = 〈J̇ , J〉,

d2

dt2
(
1

2
|J(t)|2) = 〈J̈ , J〉+ 〈J̇ , J̇〉.
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Como 〈R(x, y)y, x〉 ≤ 0 para todos vetores tangentes x e y, teremos

d2

dt2
(
1

2
|J(t)|2) = −〈R(J, γ̇)γ̇, J〉+ |J̇ |2 ≥ |J̇ |2.

Integrando a desigualdade e usando que J(0) = 0, obtemos

〈J̇(t), J(t)〉 ≥
∫ t

0

|J̇(s)|2ds.

Observando que J(a) é arbitrário concluímos que a Hessiana da função distância r é
positiva.

Um importante lema que será usado na prova da Proposição 2.1 é um resultado bem
conhecido em geometria de comparação. Sua prova pode ser encontrada em [48, p. 255].

Lema 2.2. (Comparação de Rauch) Assuma que (Mn, 〈, 〉) satisfaz c ≤ K ≤ C. Se
〈, 〉 = dr2 + gr representa a métrica em coordenadas polares, então

sn′C(r)

snC(r)
gr ≤ ∇2r ≤ sn′c(r)

snc(r)
gr,

em que snκ(r) denota a única solução para

ẍ(r) + κ · x(r) = 0 com x(0) = 0 e ẋ(0) = 1.

Em particular, sn′κ(r)
snκ(r)

=
√
−κ cosh(

√
−κr)

sinh(
√
−κr) para κ < 0, e sn′κ(r)

snκ(r)
= 1

r
para κ = 0.

No que se segue, Ω ⊂ Mn, n ≥ 2, é um domínio limitado em uma variedade Cartan-
Hadamard pinçada, conforme descrito em nossa introdução.

Nossa primeira proposição estabelece o teorema de comparação de Rauch para o opera-
dor de Cheng-Yau, além de duas estimativas que serão utilizadas na fórmula tipo Bochner
para esse operador.

Proposição 2.1. Fixe uma origem o ∈ Mn\Ω e seja r(x) a função distância a partir
de o. Considere T um (1, 1)–tensor simétrico positivo definido sobre Mn tal que ∂r é um
autovetor de T , e sejam C = −κ2

2 e c = −κ2
1. As seguintes afirmações são verdadeiras

em Ω:

1. (n− 1)ε
sn′C(r)

snC(r)
≤ 2r ≤ (n− 1)δ sn

′
c(r)

snc(r)
.

2. 〈∇2r,∇2r ◦ T 〉 ≤ (n− 1)δ
(
sn′c(r)
snc(r)

)2

.

3. RT (∂r, ∂r) ≤ −ε(n− 1)κ2
2.

Demonstração. Tome x ∈ Ω e complete ∂r para uma base ortonormal {e1, . . . , en = ∂r}
para TxM tal que Tei = ψiei. Note que ε ≤ ψi ≤ δ sobre Ω, para i = 1, . . . , n. assim,

2r = 〈∇2r, T 〉 =
n∑
i=1

〈∇2r(ei), T (ei)〉 =
n−1∑
i=1

ψi〈∇2r(ei), ei〉.
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A convexidade da função distância r(x) nos garante que o Hessiano é semidefinido positivo,
de modo que

ε∆r = ε

n−1∑
i=1

〈∇2r(ei), ei〉 ≤ 2r ≤ δ

n−1∑
i=1

〈∇2r(ei), ei〉 = δ∆r.

Logo, a primeira afirmação segue do Lema 2.2. Para provar a segunda afirmação, calcu-
lamos

〈∇2r,∇2r ◦ T 〉 =
n∑
i=1

〈∇2r(ei),∇2r ◦ T (ei)〉 =
n−1∑
i=1

ψi〈∇2r(ei),∇2r(ei)〉.

Assim, novamente usamos que r(x) é uma função convexa e que ψi ≤ δ para obter

〈∇2r,∇2r ◦ T 〉 ≤ δ|∇2r|2.

Usando o Lema 2.2 obtemos a segunda afirmação. Para o terceiro item, temos

RT (∂r, ∂r) =
n−1∑
i=1

〈R(ei, ∂r)∂r, T (ei)〉 =
n−1∑
i=1

ψi〈R(ei, ∂r)∂r, ei〉

≤
n−1∑
i=1

−ψiκ2
2 ≤ −ε(n− 1)κ2

2.

O que completa a prova da proposição.

Para a segunda proposição, é conveniente considerar a seguinte constante, que depende
da dimensão da variedade e de como o tensor T é limitado no domínio:

a(n, ε, δ) := −(n− 1)2ε2 + 2(n− 1)δ2.

Proposição 2.2. Fixe uma origem o ∈ Mn\Ω e considere r(x) a função distância a
partir de o. Seja T um (1, 1)–tensor simétrico positivo definido em Mn tal que ∂r é um
autovetor de T , e ui uma função L2(Ω, dm)–normalizada. Se T for radialmente paralelo,
então

1. Para a(n, ε, δ) ≤ 0, é válido que∫
Ω

u2
i

(
− (�r)2 − 2〈∇�r, T∂r〉

)
dm ≤ −(n− 1)2ε2κ2

2 + 2(n− 1)(δ2κ2
1 − ε2κ2

2).

2. Para a(n, ε, δ) > 0, considere d = dist(Ω, o), é válido que∫
Ω

u2
i

(
−(�r)2−2〈∇�r, T∂r〉

)
dm ≤ −(n−1)2ε2κ2

2+2(n−1)(δ2κ2
1−ε2κ2

2)+
a(n, ε, δ)

d2
.

Demonstração. Começamos estimando a expressão −(�r)2 − 2〈∇�r, T∂r〉. Para isso,
usamos que T é radialmente paralelo, ou seja, ∇∂rT é nulo, de modo que, da fórmula tipo
Bochner para o operador Cheng-Yau (1.20), obtemos

−〈∇�r, ∂r〉 = RT (∂r, ∂r) + 〈∇2r,∇2r ◦ T 〉.
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Como T∂r = ψn∂r, da segunda e terceira asserções da Proposição 2.1, temos

− 〈∇�r, T∂r〉 = −ψn〈∇�r, ∂r〉 ≤ −(n− 1)ε2κ2
2 + (n− 1)δ2

(
sn′−κ21

(r)

sn−κ21(r)

)2

. (2.1)

Existem três casos a considerar:
(a) 0 < κ2 ≤ κ1 : Segue da Inequação (2.1) que

−〈∇�r, T∂r〉 ≤ (n− 1)δ2κ2
1

cosh2(κ1r)

sinh2(κ1r)
− (n− 1)ε2κ2

2.

Então, utilizando a primeira afirmação da Proposição 2.1, nós estimamos a expressão

− (�r)2 − 2〈∇�r, T∂r〉

≤ −(n− 1)2ε2κ2
2

cosh2(κ2r)

sinh2(κ2r)
+ 2(n− 1)δ2κ2

1

cosh2(κ1r)

sinh2(κ1r)
− 2(n− 1)ε2κ2

2

= −(n− 1)2ε2κ2
2 −

(n− 1)2ε2κ2
2

sinh2(κ2r)
+ 2(n− 1)δ2κ2

1 +
2(n− 1)δ2κ2

1

sinh2(κ1r)
− 2(n− 1)ε2κ2

2

= −(n− 1)2ε2κ2
2 + 2(n− 1)(δ2κ2

1 − ε2κ2
2) +

[
−(n− 1)2ε2κ2

2

sinh2(κ2r)
+

2(n− 1)δ2κ2
1

sinh2(κ1r)

]
.

Visto que 0 < κ2 ≤ κ1 e r > 0, temos

κ2
1

sinh2(κ1r)
≤ κ2

2

sinh2(κ2r)
.

Assim,

− (n− 1)2ε2κ2
2

sinh2(κ2r)
+

2(n− 1)δ2κ2
1

sinh2(κ1r)
≤
(
−(n− 1)2ε2 + 2(n− 1)δ2

) κ2
1

sinh2(κ1r)
. (2.2)

(b) 0 = κ2 < κ1: Novamente como na primeira afirmação da Proposição 2.1 e Inequa-
ção (2.1), nós estimamos a expressão

−(�r)2 − 2〈∇�r, T∂r〉 ≤ −
(n− 1)2ε2

r2
+ 2(n− 1)δ2κ2

1

cosh2(κ1r)

sinh2(κ1r)

= 2(n− 1)δ2κ2
1 +

[
−(n− 1)2ε2

r2
+

2(n− 1)δ2κ2
1

sinh2(κ1r)

]
.

Como 0 < κ1 e r > 0, temos

κ2
1

sinh2(κ1r)
≤ 1

r2
. (2.3)

Assim,

− (n− 1)2ε2

r2
+

2(n− 1)δ2κ2
1

sinh2(κ1r)
≤
(
−(n− 1)2ε2 + 2(n− 1)δ2

) κ2
1

sinh2(κ1r)
. (2.4)
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(c) 0 = κ2 = κ1: Novamente utilizando a primeira afirmação da Proposição 2.1 e a
Inequação (2.1), nós estimamos a expressão

− (�r)2 − 2〈∇�r, T∂r〉 ≤
[
− (n− 1)2ε2 + 2(n− 1)δ2

] 1

r2
. (2.5)

Com as Inequações (2.2), (2.4) e (2.5) em mente, obtemos imediatamente a primeira
estimativa integral da proposição para a(n, ε, δ) ≤ 0. Para o caso de a(n, ε, δ) > 0,
primeiramente notamos que ∫

Ω

u2
i

a(n, ε, δ)

r2
dm ≤ a(n, ε, δ)

d2
. (2.6)

em que d = dist(Ω, o) e 0 < d ≤ r(x) para todo x ∈ Ω. Completamos agora a nossa
demonstração a partir das inequações (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) e (2.6).

Proposição 2.3. Fixe uma origem o ∈ Mn\Ω e considere r(x) uma função distância a
partir de o. Seja T um (1, 1)- tensor simétrico positivo definido em Mn tal que ∂r seja
um autovetor de T , e ui uma função L2(Ω, dm)–normalizada. Então,∫

Ω

u2
i2r〈T∂r,∇η〉dm ≤ C0(n− 1)(κ1 +

1

d
),

em que η ∈ C∞(Ω), d = dist(Ω, o) e C0 = δ2 maxΩ̄ |η̇|.

Demonstração. Utilizando a primeira afirmação da Proposição 2.1, estimamos∫
Ω

u2
i2r〈T∂r,∇η〉dm ≤

(∫
Ω

u2
i (2r)

2dm
) 1

2
(∫

Ω

u2
i 〈T∂r,∇η〉

2dm
) 1

2

≤ δmax
Ω̄
|η̇|
(∫

Ω

u2
i (2r)

2dm
) 1

2

≤ C0(n− 1)
(∫

Ω

u2
i

(sn′−κ21(r)
sn−κ21(r)

)2

dm
) 1

2
.

Existem dois casos a serem considerados:
(a) 0 < κ2 ≤ κ1 e 0 = κ2 < κ1:∫

Ω

u2
i2r〈T∂r,∇η〉dm ≤ C0(n− 1)κ1

(∫
Ω

u2
i

cosh2(κ1r)

sinh2(κ1r)
dm
) 1

2

≤ C0(n− 1)κ1 + C0(n− 1)
(∫

Ω

u2
i

κ2
1

sinh2(κ1r)
dm
) 1

2

≤ C0(n− 1)
(
κ1 +

(∫
Ω

u2
i

κ2
1

sinh2(κ1r)
dm
) 1

2
)
.

(b) κ1 = κ2 = 0: ∫
Ω

u2
i2r〈T∂r,∇η〉dm ≤ C0(n− 1)

(∫
Ω

u2
i

1

r2
dm
) 1

2
.

Novamente, argumentamos como na prova da Proposição 2.2 para obtermos a requerida
estimativa integral.
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Finalizamos esta seção estabelecendo uma desigualdade quadrática universal para os
autovalores do Problema (1.22), essa desigualdade é uma ligeira modificação da Proposi-
ção 1 em [27], e assim obtemos a ferramenta necessária para realizar as demonstrações.

Proposição 2.4. Fixe uma origem o ∈Mn\Ω e considere r(x) a função distância a partir
de o. Seja λi o i-ésimo autovalor do Problema (1.22), e ui a correspondente autofunção
L2(Ω, dm)–normalizada. Então,

k∑
i=1

(λk+1 − λi)2 ≤ 1

ε

k∑
i=1

(λk+1 − λi)
(4δ2

ε
λi −

∫
Ω

u2
i

(
(L r)2 + 2〈T∂r,∇L r〉

)
dm
)
.

Demonstração. A Proposição 1 em [27] nos diz que

k∑
i=1

(λk+1 − λi)2

∫
Ω

u2
iT (∇h,∇h)dm ≤

k∑
i=1

(λk+1 − λi)
∫

Ω

{
uiL h+ 2T (∇h,∇ui)

}2
dm

para qualquer h ∈ C3(Ω) ∩ C2(∂Ω). Tomando h = r, e observando que ε ≤ T (∂r, ∂r) ≤ δ,
obtemos

ε
k∑
i=1

(λk+1 − λi)2 ≤
k∑
i=1

(λk+1 − λi)
∫

Ω

{
uiL r + 2T (∂r,∇ui)

}2
dm. (2.7)

A integral em (2.7) pode ser estimada como segue∫
Ω

{
u2
i (L r)2 + 4uiL rT (∂r,∇ui) + 4T (∂r,∇ui)2

}
dm

=

∫
Ω

{
u2
i (L r)2 + 2T (∂r,L r∇u2

i ) + 4〈∂r, T (∇ui)〉2
}

dm

≤
∫

Ω

{
u2
i (L r)2 + 2T

(
∂r,∇(u2

iL r)− u2
i∇L r

)}
dm + 4

∫
Ω

|T (∇ui)|2dm. (2.8)

Aplicando a fórmula de integração por partes, obtemos∫
Ω

{
u2
i (L r)2 + 2T (∂r,∇(u2

iL r))
}

dm = −
∫

Ω

u2
i (L r)2dm. (2.9)

Além disso, pelo Lema 1.1 temos que

ε

∫
Ω

|∇ui|2dm ≤
∫

Ω

〈∇ui, T (∇ui)〉dm = λi.

Então, ∫
Ω

|T (∇ui)|2dm ≤ δ2

∫
Ω

|∇ui|2dm ≤ δ2λi
ε
. (2.10)

Usando (2.8), (2.9) e (2.10), obtemos∫
Ω

{
u2
i (L r)2 + 4uiL rT (∂r,∇ui) + 4T (∂r,∇ui)2

}
dm

≤ −
∫

Ω

u2
i

{
(L r)2 + 2T (∂r,∇L r)

}
dm + 4

δ2λi
ε
. (2.11)

Substituindo (2.11) em (2.7) obtemos a estimativa da proposição.
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2.2 Prova dos Teoremas 2.1 e 2.2
Agora estamos preparados para provar nossos dois teoremas.

Teorema 2.1. Seja λi o i−ésimo autovalor de L em um domínio limitado Ω ⊂ Hn(−κ2)
com a condição de fronteira de Dirichlet. Se a função deformadora η é radialmente
constante e T (∇ lnxn) = ψ∇ lnxn, para alguma função radialmente constante ψ. Então,
para qualquer número inteiro positivo k, temos

k∑
i=1

(λk+1 − λi)2 ≤ 1

ε

k∑
i=1

(λk+1 − λi)
(4δ2

ε
λi − (n− 1)2ε2κ2

)
.

Além disso, o primeiro autovalor satisfaz λ1(Ω) ≥ ε
4δ2

(n− 1)2ε2κ2.

Demonstração. Iniciamos provando o resultado para o espaço hiperbólico Hn(−1) com
curvatura constante −1, i.e., o semi espaço aberto xn > 0 com a métrica gij = x−2

n δij.
Para esse caso, temos

∇ lnxn = gij∂i lnxn∂j = xn∂n e |∇ lnxn| = 1.

Por hipóteses T (∇ lnxn) = ψ∇ lnxn = ψxn∂n e ∂nη = 0, assim

〈∇η, T (∇ lnxn)〉 = 〈gij∂iη∂j, ψxn∂n〉 = 0.

Recorde que div(ai∂i) = 1√
det(gij)

∂i(
√
det(gij)a

i), e por suposição ∂nψ = 0, deste modo

L (lnxn) = div(T (∇ lnxn))− 〈∇η, T (∇ lnxn)〉
= div(ψxn∂n)

= xnn∂n(ψx1−n
n )

= (1− n)ψ.

Então,

〈T (∇ lnxn),∇L (lnxn)〉 = 〈ψxn∂n, (1− n)∇ψ〉
= (1− n)ψxn∂nψ

= 0.

Uma vez que lnxn trabalha como uma função de distância em Hn(−1), podemos tomar
r = lnxn na Proposição 2.4 para obter

k∑
i=1

(λk+1 − λi)2 ≤ 1

ε

k∑
i=1

(λk+1 − λi)
(4δ2

ε
λi −

∫
Ω

u2
i (1− n)2ψ2dm

)
.

Como ε ≤ 〈T (∇ lnxn),∇ lnxn〉 = ψ, temos −ψ2 ≤ −ε2, que é o suficiente para obter a
próxima desigualdade

k∑
i=1

(λk+1 − λi)2 ≤ 1

ε

k∑
i=1

(λk+1 − λi)
(4δ2

ε
λi − (n− 1)2ε2

)
.
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Agora, ao reescalonar a métrica por um fator κ−2, obtemos a desigualdade anterior para
o caso de Hn(−κ2), como segue

k∑
i=1

(λk+1 − λi)2 ≤ 1

ε

k∑
i=1

(λk+1 − λi)
(4δ2

ε
λi − (n− 1)2ε2κ2

)
.

Além disso, a estimativa quadrática (2.7) garante que

4δ2

ε
λi − (n− 1)2ε2κ2 ≥ 0,

para i ∈ {1, 2, . . .}. Então, obtemos λ1 ≥ ε
4δ2

(n− 1)2ε2κ2.

Teorema 2.2. Seja λi o i−ésimo autovalor do operador de Cheng-Yau deformado com
função deformadora η sobre um domínio limitado Ω ⊂Mn com a condição de fronteira de
Dirichlet. Fixe uma origem o ∈Mn\Ω, e considere r(x) uma função distância a partir de
o. Se T é radialmente paralelo e tem ∂r como um autovetor, então, para qualquer número
inteiro positivo k, temos:

1. Para a(n, ε, δ) ≤ 0,

k∑
i=1

(λk+1 − λi)2 ≤ 1

ε

k∑
i=1

(λk+1 − λi)
(4δ2

ε
λi − (n− 1)2ε2κ2

2

+2(n− 1)(δ2κ2
1 − ε2κ2

2) + 2C0(n− 1)
(
κ1 +

1

d

)
+ C1

)
.

2. Para a(n, ε, δ) > 0,

k∑
i=1

(λk+1 − λi)2 ≤1

ε

k∑
i=1

(λk+1 − λi)
(4δ2

ε
λi − (n− 1)2ε2κ2

2

+ 2(n− 1)(δ2κ2
1 − ε2κ2

2) + 2C0(n− 1)
(
κ1 +

1

d

)
+ C1 +

a(n, ε, δ)

d2

)
.

Em que d = dist(Ω, o), C0 = δ2 maxΩ |η̇| e C1 = δ2 maxΩ(2η̈ − η̇2), enquanto que η̇ e η̈
representam, respectivamente, a primeira e a segunda derivada radial de η(x).

Demonstração. Pela Proposição 2.4, nos resta estimar a integral

−
∫

Ω

u2
i

(
(L r)2 + 2〈T∂r,∇L r〉

)
dm

para o caso particular do operador de Cheng-Yau deformado L r = 2r − 〈T∂r,∇η〉.
Primeiro, calculamos

(L r)2 + 2〈T∂r,∇L r〉
= (2r)2 − 22r〈T∂r,∇η〉+ 〈T∂r,∇η〉2 + 2〈T∂r,∇2r〉 − 2〈T∂r,∇〈T∂r,∇η〉〉
= (2r)2 + 2〈T∂r,∇2r〉 − 22r〈T∂r,∇η〉 − 2〈T∂r,∇〈T∂r,∇η〉〉+ 〈T∂r,∇η〉2.
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Portanto

−
∫

Ω

u2
i

(
(L r)2 + 2〈T∂r,∇L r〉

)
dm

=

∫
Ω

u2
i

(
− (2r)2 − 2〈T∂r,∇2r〉

)
dm + 2

∫
Ω

u2
i2r〈T∂r,∇η〉dm

+

∫
Ω

u2
i

(
2〈T∂r,∇〈T∂r,∇η〉〉 − 〈T∂r,∇η〉2

)
dm.

Por hipótese, T é radialmente paralelo, ou seja, ∇∂rT = 0. Além disso, T∂r = ψ∂r,
portanto ∂rψ = 0. E deste modo

〈∂r,∇〈T∂r,∇η〉〉 = ∂r〈T∂r,∇η〉 = ψη̈.

Assim,∫
Ω

u2
i

(
2〈T∂r,∇〈T∂r,∇η〉〉 − 〈T∂r,∇η〉2

)
dm ≤

∫
Ω

u2
iψ

2
(

2η̈ − η̇2
)

dm ≤ C1,

em que C1 = δ2 maxΩ̄(2η̈ − η̇2). A estimativa anterior junto com as Proposições 2.2 e 2.3
imediatamente implicam as desigualdades do Teorema 2.2.

Agora observemos que pela completude de Mn, existe uma sequência de subconjuntos
compactos Kj ⊂ Mn com Kj ⊂ intKj+1 e

⋃
jKj = Mn tal que se qj 6∈ Kj, então

r(x, qj) → ∞. Como Ω é limitado, podemos assumir Ω ⊂ Kj para algum j, tal que
podemos definir r(x) sobre Ω a partir de o = qj ∈Mn\Kj, para j suficientemente grande,
de modo que ambos a(n, ε, δ)/d2 e 1/d são pequenos o suficiente. Além disso, podemos
tomar C0 = δ2 maxΩ̄ |∇η| e C1 = δ2 maxΩ̄(2|∇2η|+ |∇η|2), que não dependem da função
distância. Portanto, tomando T = I no Teorema 2.2, obtemos imediatamente o próximo
resultado.

Corolário 2.1. Seja λi o i-ésimo autovalor do Laplaciano deformado com uma função
deformadora η sobre um domínio limitado Ω ⊂Mn com a condição de fronteira de Diri-
chlet. Para qualquer inteiro positivo k, temos

k∑
i=1

(λk+1 − λi)2 ≤
k∑
i=1

(λk+1 − λi)
(

4λi − (n− 1)2κ2
2 + 2(n− 1)(κ2

1 − κ2
2)

+2C0(n− 1)κ1 + C1

)
,

em que C0 = maxΩ̄ |∇η| e C1 = maxΩ̄(2|∇2η|+ |∇η|2). Além disso, o primeiro autovalor
satisfaz

λ1(Ω) ≥ 1

4

(
(n− 1)2κ2

2 − 2(n− 1)(κ2
1 − κ2

2)− 2C0(n− 1)κ1 − C1

)
.

Tomando η constante no corolário anterior, obtemos:

Corolário 2.2. O primeiro autovalor λ1 do Laplaciano em um domínio limitado Ω ⊂Mn,
n ≥ 3, com a condição de fronteira de Dirichlet, satisfaz

λ1(Ω) ≥ (n− 1)2

4
κ2

2 −
n− 1

2
(κ2

1 − κ2
2),

Além disso, esta limitação inferior é positiva para 0 < κ2 ≤ κ1 e
√
n+ 1κ2 ≥

√
2κ1.
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No caso de funções deformadoras radialmente constantes, temos que C0 = δ2 maxΩ |η̇| =
0 e C1 = δ2 maxΩ(2η̈ − η̇2) = 0. Donde obtemos o próximo corolário, garantindo que o
comportamento das estimativas dos autovalores do operador de Cheng-Yau permanece
invariante por uma perturbação de primeira ordem desse operador.

Corolário 2.3. Seja λi o i−ésimo autovalor do operador de Cheng-Yau deformado em
um domínio limitado Ω ⊂ Mn com a condição de fronteira de Dirichlet, e uma função
deformadora radialmente constante. Fixe uma origem o ∈ Mn\Ω, e considere r(x) a
função distância a partir de o. Se T é radialmente paralelo e tem ∂r como um autovetor,
então, todas as estimativas para a sequência de autovalores (λi) que podemos obter a partir
do Teorema 2.2 não dependem desta função deformadora.

No caso de funções deformadoras radiais, fixamos uma origem o ∈ Mn para definir
uma função distância r(x) a partir de o, e consideramos o domínio anular limitado

Ω =
{
x ∈Mn;

2(n− 1)(κ1 + α)R + 2

c
< r(x)2 < R2

}
, (2.12)

em que α = 1/d e cR > (n − 1)(κ1 + α) +
√

(n− 1)2(κ1 + α)2 + 2c e c são constantes
positivas. Para obter tal constante R, é suficiente considerar o polinômio quadrático
P(x) = cx2−2(n−1)(κ1+α)x−2. Então, para a função deformadora radial η(x) = c

2
r(x)2,

sobre Ω. Temos C0 = δ2cR e

max
Ω̄

(
2c− c2r(x)2

)
= 2c− c2 min

Ω̄
r(x)2 = 2c− (2c(n− 1)(κ1 + α)R + 2c).

Assim, é nula a expressão 2C0(n − 1)(κ1 + α) + C1 no Teorema 2.2. Donde obtemos o
próximo resultado de independência das constantes C0 e C1.

Corolário 2.4. Seja λi o i−ésimo autovalor do operador de Cheng-Yau deformado no
domínio anular limitado definido como na equação (2.12) com a condição de fronteira de
Dirichlet, e com a função deformadora η(x) = c

2
r(x)2. Fixe uma origem o ∈ Mn\Ω, e

considere r(x) a função distância a partir de o. Se T é radialmente paralelo e tem ∂r
como um autovetor, então, todas as estimativas para a sequência de autovalores (λi) que
podemos obter a partir do Teorema 2.2 não dependem das constantes C0 e C1.

2.3 Aplicações do Teorema 2.1
Nesta seção, aplicaremos os resultados do Teorema (2.1) e obteremos um limite inferior

para o primeiro autovalor do Laplaciano sobre Ω ⊂ Hn(−κ2) com a condição de fronteira
de Dirichlet. Para tanto, combinaremos o resultado devido a McKean [41], ver alternati-
vamente Chavel [13], o Teorema 2.1 e a abordagem do espectro de métricas deformadas
em Gomes e Marrocos [40].

Lema 2.3. Seja B(a) ⊂ Hn(−κ2) um n-disco de raio a > 0. O primeiro autovalor λ1 do
Laplaciano em B(a) com a condição de fronteira de Dirichlet, satisfaz

lim
a→+∞

λ1(B(a)) =
(n− 1)2

4
κ2.
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Demonstração. Começamos provando o resultado do lema para o caso Hn(−1). Lembre-
se de que sua métrica nas coordenadas polares é dada por 〈, 〉 = dr2 + sinh2 rds2

n−1 sobre
(0,+∞)×Sn−1. Assim, podemos resolver o problema do autovalor como em [40, Seção 2]
de onde tiramos µ0 = 0 e ψ é constante, de modo que nosso problema de autovalor para
o Laplaciano se reduz a

φ̈(r) + (n− 1) coth(r)φ̇(r) + λφ(r) = 0,

para algum φ ∈ L2
(

[a
2
, a], sinh2(n−1)(r)dr2

)
. Para nosso propósito, é suficiente considerar

λ = (n−1)2

4
e a função coth(r) para grandes valores de r. Então, de agora em diante,

estamos considerando a solução da EDO em
(
a
2
, a
)
do seguinte modo

φ̈(r) + (n− 1)φ̇(r) +
(n− 1)2

4
φ(r) = 0.

Nós definimos f sobre B(a) ⊂ Hn(−1) dado por f(r, θ) = ψ(r), em que

ψ(r) =

{
φ(r), se r ∈ (a

2
, a),

0, caso contrário.

Então f é uma função admissível para o problema de autovalor de Dirichlet no espaço
L2(B(a), dν), em que dν = sinhn−1(r)dvolB(a). Além do mais, ψ satisfaz

ψ̈(r) + (n− 1)ψ̇(r) +
(n− 1)2

4
ψ = 0 em

(a
2
, a
)
.

Agora, usamos a integração por partes para obter∫
B(a)

ψ̇2dν =

∫
B(a)

(
(n− 1)ψψ̇(1− coth(r)) +

(n− 1)2

4
ψ2
)
dν

que implica ∫
B(a)

(
ψ̇2 − (n− 1)2

4
ψ2
)
dν ≤

∫
B(a)

(n− 1)|ψ||ψ̇|| coth(r)− 1|dν

Observe que, supB(a) | coth(r)− 1| = | coth (a/2)− 1| e |ψ̇| = |∇f | sobre B(a). Então,

‖∇f‖2 − (n− 1)2

4
‖f‖2 ≤ (n− 1)| coth(a/2)− 1|‖f‖‖∇f‖.

A desigualdade anterior é lida como

‖∇f‖2

‖f‖2
− (n− 1)| coth(a/2)− 1|‖∇f‖

‖f‖
− (n− 1)2

4
≤ 0.

De onde resulta que

‖∇f‖
‖f‖

≤ n− 1

2
| coth(a/2)− 1|+ 1

2

(
(n− 1)2| coth(a/2)− 1|2 + (n− 1)2

) 1
2
.

Pelo Teorema de Rayleigh (ver, e.g., Chavel [13])√
λ1(B(a)) ≤ n− 1

2
| coth(a/2)− 1|+ 1

2

(
(n− 1)2| coth(a/2)− 1|2 + (n− 1)2

) 1
2
.

Assim, lima→+∞ λ1(B(a)) ≤ (n−1)2

4
. Deste último resultado e pelo Teorema 2.1, obtemos

lima→+∞ λ1(B(a)) = (n−1)2

4
. Agora usamos o mesmo argumento da prova do Teorema 2.1

para concluir que lima→+∞ λ1(B(a)) = (n−1)2

4
κ2 no caso de Hn(−κ2).
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Corolário 2.5. O i−ésimo autovalor λi do Laplaciano em um domínio limitado Ω ⊂
Hn(−κ2) com a condição de fronteira de Dirichlet, satisfaz

lim
Ω→Hn(−κ2)

λi(Ω) =
(n− 1)2

4
κ2.

Demonstração. A demonstração seguirá a técnica utilizada por Cheng-Yang [20, Corolário
1.3]. Vamos considerar em cada domínio limitado Ω ⊂ Hn(−κ2) um n-disco B(a) de raio
a > 0. Assim, de acordo com a monotonicidade do domínio para autovalores (ver, e.g.,
Chavel [13]), Lema 2.3 e Teorema 2.1, temos

λ1(Ω) ≥ (n− 1)2

4
κ2 e lim

Ω→Hn(−κ2)
λ1(Ω) =

(n− 1)2

4
κ2. (2.13)

Além disso, é claro que

λi(Ω) > λ1(Ω) ≥ (n− 1)2

4
κ2 ∀i > 1.

Note que para o caso do Laplaciano podemos trabalhar com υi := 4λi−(n−1)2κ2, veja Te-
oremas 2.1 e 4.1. Como υ1 = 4λ1−(n−1)2κ2, então de (2.13) obtemos υ1(Ω)→ 0 quando
Ω→ Hn(−κ2). Por outro lado, de (4.1), obtemos υi+1 ≤ 5i2υ1 ∀i ≥ 1. Consequentemente,

0 = lim
Ω→Hn(−κ2)

υi+1(Ω) = lim
Ω→Hn(−κ2)

(
4λi+1(Ω)− (n− 1)2κ2

)
o que é suficiente para completar a prova do Corolário 2.5.
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Capítulo 3

O gap fundamental para uma família
especial de operadores de segunda
ordem na forma divergente em um
domínio convexo no espaço hiperbólico

Nesta seção, calculamos o gap fundamental para uma família especial de operadores L ,
mais precisamente, estimamos a diferença entre os dois primeiros autovalores do problema
de autovalor para uma certa classe de L sobre uma classe de domínios limitados com
condição de fronteira de Dirichlet.

Iniciamos com uma breve contextualização histórica. O problema y′′(t) + λy(t) = 0
em (0, `), com λ > 0 e a condição de fronteira de Dirichlet y(0) = y(`) = 0, possui como
solução y(t) =

∑
n

(
An sin(

√
λnt) + Bn cos(

√
λnt)

)
, em que λn = (nπ)2/`2, portanto,

λ2 − λ1 = 3π2/`2. Este gap nos motiva a pensar no caso mais geral do Laplaciano em
domínios convexos e limitados Ω ⊂ Rn. Para este caso, foi observado na década de 80
por Michiel van den Berg [8] que para muitos domínios convexos, λ2 − λ1 ≥ 3π2/D2,
onde D é o diâmetro de Ω. Isto também foi sugerido independentemente por Ashbaugh e
Benguria [4] e Yau [62]. Isto ficou conhecido como a conjectura do gap fundamental.

Em 2011, Andrews e Clutterbuck [1] demonstraram tal conjectura e sugeriram que o
resultado permanece verdadeiro para espaços com curvatura constante. Em 2019, Seto,
Wang e Wei [54] demonstraram a nova conjectura para o caso de domínios convexos
com diâmetro D ≤ π/2 na esfera unitária Sn, n ≥ 3. Em 2020, He, Wei e Zhang [30]
estenderam os resultados de Seto-Wang-Wei para domínios convexos com diâmetro D < π
na esfera unitária Sn, n ≥ 3. Em 2021, Dai, Seto e Wei [23] provaram a conjectura para
qualquer domínio convexo limitado em S2.

Entretanto, para o caso do espaço hiperbólico, Bourni et al. [10] construíram domí-
nios convexos em H2(−1), com diâmetro D, tal que λ2 − λ1 < 3π2

D2 , mostrando assim
que o gap fundamental para o Laplaciano se comporta de maneira diferente em espaços
com curvatura negativa. Recentemente, para o caso mais geral de domínios convexos em
Hn(−1), n ≥ 2, os mesmos autores demonstraram que (λ2 − λ1)D2 pode ser arbitraria-
mente pequeno para domínios de qualquer diâmetro, ver Bourni et al. [11, Teorema 1.1].
Como a quantidade (λ2 − λ1)D2 é invariante por reescalonamento da métrica, então este
mesmo resultado também é verdadeiro para qualquer variedade Riemanniana completa
simplesmente conexa de curvatura constante negativa.

A essência desses resultados nos motivaram a trabalhar no comportamento do gap
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fundamental para o caso do nosso operador L sobre domínios convexos no espaço Hiper-
bólico.

Aqui, nós encontramos uma classe especial de (1, 1)−tensores T e funções deforma-
doras η que definem o operador L = div(ϕ∇u) − 〈∇η, ϕ∇u〉, para alguma função não
constante ϕ, sobre um domínio Ω ⊂ H2(−1), com diâmetro D, para respondermos posi-
tivamente às duas questões seguintes:

1) Existe algum domínio convexo no espaço hiperbólico para o qual o gap fundamental
para o operador div(ϕ∇u) satisfaça: (λ2 − λ1)D2 < 3π2δ?

2) Existe alguma função deformadora η para o qual o gap fundamental para o operador
div(ϕ∇u) − 〈∇η, ϕ∇u〉 ainda satisfaça a desigualdade (λ2 − λ1)D2 < 3π2δ sobre algum
domínio convexo no espaço hiperbólico?

Como já falamos anteriormente, a primeira pergunta foi motivada pelo resultado de
Bourni et al. [10], que responde o caso de ϕ = cte. Aqui, seguiremos a abordagem deste
último trabalho com as devidas adaptações para o nosso caso. Devido a invariância de
(λ2−λ1)D2, podemos sem perda de generalidade, trabalhar no espaço hiperbólico H2(−1)
com curvatura constante −1, i.e., o semi-espaço superior {(x, y) ∈ R2 : y > 0} com a
métrica gij = y−2δij. Tal métrica nas coordenadas x = r cos θ e y = r sin θ, em que r > 0
e 0 < θ < π, se escreve como segue

ds2 =
1

sin2 θ

dr2

r2
+

dθ2

sin2 θ
, (3.1)

de modo que e1 = r sin θ ∂
∂r

e e2 = sin θ ∂
∂θ

formam um referencial ortonormal, cujos
símbolos de Christoffel não nulos são Γ2

11 = −Γ1
12 = −Γ1

21 = cos θ. Note que podemos
definir um (1, 1)−tensor T em H2(−1) por T = ϕI, para ϕ ∈ C∞(H2), com ε ≤ ϕ ≤ δ, a
ser escolhida adequadamente.

Primeiro vamos calcular o div(ϕ∇u) de uma função suave u sobre H2(−1). Para isso,
escrevemos ∇u = u1e1 + u2e2, em que u1 = e1(u) = r sin θur e u2 = e2(u) = sin θuθ.
Portanto,

〈∇e1∇u, e1〉 = (u11 + u2Γ1
12) = r2 sin2 θurr + r sin2 θur − sin θ cos θuθ,

〈∇e2∇u, e2〉 = u22 = sin2 θuθθ + sin θ cos θuθ.

Assim,

∆u = 〈∇e1∇u, e1〉+ 〈∇e2∇u, e2〉
= r2 sin2 θurr + r sin2 θur − sin θ cos θuθ + sin2 θuθθ + sin θ cos θuθ

= r2 sin2 θurr + r sin2 θur + sin2 θuθθ.

Além disso, ϕ1 = e1(ϕ) = r sin θϕr e ϕ2 = e2(ϕ) = sin θϕθ de modo que

〈∇u,∇ϕ〉 = u1ϕ1 + u2ϕ2 = r2 sin2 θϕrur + sin2 θϕθuθ (3.2)

e note que
div(ϕ∇u) = ϕ∆u+ 〈∇ϕ,∇u〉. (3.3)

Sob a hipótese adicional de T ser radialmente paralelo, obtemos ϕr = 0, donde a equa-
ção (3.3) se escreve como

div(ϕ∇u) = ϕ(r2 sin2 θurr + r sin2 θur) + ϕ sin2 θuθθ + sin2 θϕθuθ. (3.4)
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Isso cumpre a nossa primeira etapa.
Passemos a estimar o gap fundamental para div(ϕ∇u) em (3.4). Iniciamos com o

seguinte problema de autovalor com condição de fronteira de Dirichlet:

ϕ(r2 sin2 θurr + r sin2 θur) + ϕ sin2 θuθθ + sin2 θϕθuθ + λu = 0, em Ω, (3.5)
u = 0, sobre ∂Ω.

Consideramos a família de domínios Ω`,θ0,θ1 = {(r, θ) : 1 < r < e
π
` , θ0 < θ < θ1}, em que

` > 0, θ0 ∈ (0, π
2
) e θ1 ∈ (π

2
, π), ver Figura 3.1. Uma vez que as geodésicas são linhas

verticais x = cte ou semi-círculos centrados sobre o eixo x, segue que os conjuntos Ω`,θ0,θ1

são domínios convexos em H2(−1).

Figura 3.1: Ω`,θ0,θ1 = {(r, θ) : 1 < r < e
π
` e θ0 < θ < θ1}.

Como a métrica em (3.1) é um produto deformado, podemos utilizar o método da
separação de variáveis (ver, e.g., [13, página 41]), escrevendo u(r, θ) = f(r)h(θ), temos
ur = frh, urr = frrh, uθ = fhθ e uθθ = fhθθ. Portanto, dividindo a primeira equação do
Problema (3.5) por ϕ sin2 θ, obtemos

(r2frr + rfr)h+ (hθθ +
ϕθ
ϕ
hθ +

λ

ϕ
csc2 θh)f = 0, (3.6)

como f só depende de r e h só depende de θ, segue que existe uma constante µ tal que
podemos transformar o Problema (3.5) nas duas equações de autovalor:

r2frr + rfr = −µf, r ∈ (1, e
π
` ) (3.7)

hθθ +
ϕθ
ϕ
hθ +

λ

ϕ
csc2 θh = µh, θ ∈ (θ0, θ1), (3.8)

com a condição de fronteira de Dirichlet f(1) = f(e
π
` ) = 0 e h(θ0) = h(θ1) = 0.

Como 1 < r < e
π
` , podemos fazer a mudança de variável f(r) = f(et), para 0 < t < π

`
.

Daí, ft = rfr e ftt = rfr + r2frr. Assim, pela equação (3.7), obtemos

ftt = −µf, 0 < t <
π

`
. (3.9)

Segue de (3.9) e da condição de fronteira que f(t) = sin(
√
µt), com µ = (k`)2 > 0, onde k

é um inteiro não nulo, i.e., f(t) = sin(k`t). Além disso, a equação (3.8) pode ser reescrita
como

− (ϕhθ)θ + µϕh = λ csc2 θh. (3.10)

36



3.1 A identificação dos primeiros dois autovalores.
Para identificarmos os dois primeiros autovalores utilizaremos os resultados de Sturm-

Liouville (Teorema 1.6) e os de Courant (Teorema 1.4) para domínios nodais.
De acordo com o Teorema 1.4, o primeiro autovalor λ1 do problema (3.5) em Ω`,θ0,θ1

corresponde a uma autofunção estritamente positiva. Deste modo, µ = `2, pois f > 0 em
(0, π

`
), além disso, h > 0 em (θ0, θ1), e pelo Teorema 1.6, temos que λ1 é o menor λ`21 que

resolve o seguinte problema:

−(ϕhθ)θ + `2ϕh = λ csc2 θh, θ ∈ (θ0, θ1), (3.11)
h(θ0) = h(θ1) = 0.

Novamente pelo Teorema 1.4, sabemos que λ2 corresponde a uma autofunção que
muda uma única vez de sinal, portanto, f ou h devem mudar de sinal.

Se f mudar de sinal, então µ = 4`2 e f(t) = sin(2`t), ver (3.9). Neste caso, h > 0,
com isso, o Teorema 1.6 garante que λ2 é o menor λ4`2

1 que resolve o problema

−(ϕhθ)θ + 4`2ϕ = λ csc2 θh, θ ∈ (θ0, θ1) (3.12)
h(θ0) = h(θ1) = 0.

Se h mudar o sinal, então f é positiva, sendo, portanto, dada por sin(`t) com µ = `2.
Neste caso, λ2 é dado por λ`22 resolvendo (3.11) com h mudando o sinal exatamente uma
vez, de acordo com o Teorema 1.6. Consequentemente, o segundo autovalor é:

λ2 = min{λ4`2

1 , λ`
2

2 }. (3.13)

3.2 Estimativas sobre o primeiro e segundo autovalores.
Nesta seção, vamos estimar os dois primeiros autovalores do problema (3.5) com con-

dição de fronteira de Dirichlet sobre um domínio a ser escolhido adequadamente. Para
tanto, definimos um ângulo conveniente para simplificar a exposição. Seja

θ> = min(θ0, π − θ1).

Como a função csc2 θ é decrescente no intervalo (0, π/2] e crescente em [π/2, π), temos
que 1 ≤ csc2 θ ≤ csc2(θ>), para todo θ ∈ [θ0, θ1].

Lema 3.1. O primeiro autovalor do Problema (3.8), denotado por λµ1 , satisfaz

ε sin2(θ>)
(
µ+

π2

(θ1 − θ0)2

)
≤ λµ1 ≤ δ

(
µ+

π2

(θ1 − θ0)2

)
. (3.14)

Demonstração. Para a estimativa inferior, consideramos h uma solução de (3.8). Multi-
plicamos ambos os lados da equação (3.10) por h, e integramos de θ0 a θ1, para obter

λµ1 =

∫ θ1
θ0
ϕ(|hθ|2 + µh2)dθ∫ θ1
θ0

csc2 θh2dθ
≥ ε

csc2(θ>)

(
µ+

∫ θ1
θ0

(|hθ|2)dθ∫ θ1
θ0
h2dθ

)
≥ ε sin2(θ>)

(
µ+

π2

(θ1 − θ0)2

)
,

em que, na última desigualdade utilizamos a desigualdade de Wirtinger
∫ D

0
(h′)2dx ≥

π2

D2

∫ D
0
h2dx.
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Para a estimava superior, escolhemos a função teste φ = sin( θ−θ0
θ1−θ0π). Sabendo que o

primeiro autovalor minimiza o quociente de Rayleigh, ver Teorema 1.7, e que csc2 θ ≥ 1,
obtemos

λµ1 ≤
∫ θ1
θ0
ϕ(|φθ|2 + µφ2)dθ∫ θ1
θ0

csc2 θφ2dθ
≤ δ
(
µ+

∫ θ1
θ0

(|φθ|2)dθ∫ θ1
θ0
φ2dθ

)
= δ
(
µ+

π2

(θ1 − θ0)2

)
.

Lema 3.2. O segundo autovalor do Problema (3.8), denotado por λµ2 , satisfaz

ε sin2 θ>

(
µ+

4π2

(θ1 − θ0)2

)
≤ λµ2 ≤ δ

(
µ+

4π2

(θ1 − θ0)2

)
. (3.15)

Demonstração. Seja hµ2 uma autofunção correspondente ao segundo autovalor λµ2 . Pelo
Teorema 1.6, existe um único θ2 ∈ (θ0, θ1) tal que hµ2(θ2) = 0, além disso, o autovalor λµ2
coincide com o primeiro autovalor de −(ϕhθ)θ+µϕh = λ csc2 θh com condição de fronteira
de Dirichlet em qualquer [θ0, θ2] ou [θ2, θ1]. Os limites inferior e superior em (3.15) são
obtidos por meio do Lema 3.1 considerando, respectivamente, os intervalos com menor e
maior comprimento dentre [θ0, θ2] e [θ2, θ1] e notando que min{θ2−θ0, θ1−θ2} ≤ (θ1−θ0)/2
e max{θ2−θ0, θ1−θ2} ≥ (θ1−θ0)/2. Para isso, basta observar que λµ2([θ0, θ2]) = λµ1([θ0, θ2])
e λµ2([θ2, θ1]) = λµ1([θ2, θ1]).

Agora vamos escolher adequadamente o λ2. Para isso, fixamos θ> > π
6
e ε > δ/4, de

modo que 4ε sin2 θ>−δ
4δ−ε sin2 θ>

> 0, então podemos escolher ` tal que

π2

(θ1 − θ0)2

4ε sin2 θ> − δ
4δ − ε sin2 θ>

≥ `2. (3.16)

Tomando µ = 4`2 em (3.14) e µ = `2 em (3.15), obtemos

λ`
2

2 − λ4`2

1 ≥ ε sin2 θ>

(
`2 +

4π2

(θ1 − θ0)2

)
− δ
(

4`2 +
π2

(θ1 − θ0)2

)
= `2

(
ε sin2 θ> − 4δ

)
+

π2

(θ1 − θ0)2

(
4ε sin2 θ> − δ

)
= `2

(
ε sin2 θ> − 4δ

)
+

π2

(θ1 − θ0)2

(4ε sin2 θ> − δ
4δ − ε sin2 θ>

)
(4δ − ε sin2 θ>).

Assim, usando (3.16), concluímos que

λ`
2

2 − λ4`2

1 ≥ `2
(
ε sin2 θ> − 4δ

)
+ `2

(
4δ − ε sin2 θ>

)
= 0.

Portanto, o segundo autovalor do Problema (3.5) em Ω`,θ0,θ1 deve ser λ4`2

1 , ver (3.13).
Geometricamente, isso corresponde a um domínio, conforme mostrado na Figura 3.1, em
que a abertura do ângulo é pequena em comparação com o comprimento vertical.

A partir de agora estaremos considerando o operador div(ϕ∇u) sobre a família de
domínios

Ω`,θ0,θ1 =
{

(r, θ) : 1 < r < e
π
` e θ0 < θ < θ1, satisfazendo (3.16)

}
. (3.17)

38



3.3 Estimativa do diâmetro por Bourni et al.
Para estimar o gap fundamental para div(ϕ∇u), com ε ≤ ϕ ≤ δ e ϕr = 0, precisaremos

da estimativa de diâmetro de Ω`,θ0,θ1 calculada por Bourni et al. [10] na configuração mais
geral deste domínio. Eles utilizaram a fórmula da distância entre dois pontos quaisquer
no plano hiperbólico, a saber:

dist((x1, y1), (x2, y2)) = arcosh
(

1 +
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

2y1y2

)
= arcosh

((x2
1 + y2

1) + (x2
2 + y2

2)− 2x1x2

2y1y2

)
.

Eles mostraram que o diâmetro D`,θ0,θ1 de cada domínio da família Ω`,θ0,θ1 satisfaz:

arcosh(csc θ> cosh(π/`))) ≤ Dc,θ0,θ1 ≤ arcosh
(

csc2 θ> cosh(π/`) + cot2 θ>
)
.

Além disso, eles obtiveram uma estimativa mais explicita para este diâmetro, a saber:

`2
(

1 +
`

π
(2 ln(csc θ>) + η

)−2

≤ π2

D2
`,θ0,θ1

≤ `2
(

1 +
`

π
(ln(csc θ>)

)−2

≤ `2. (3.18)

em que η = η(θ>, `) = cos2 θ>
sinh(π

`
)
+

√
1−sin4 θ>

b+
√
b2−1

, com b = cosh(π
`
)+cos2 θ>, sendo esta estimativa

fundamental para concluir que:

Lema 3.3. (Bourni et al. [10]) π2

`2D2
`,θ0,θ1

→ 1 quando `→ 0 ou θ> → π
2
.

3.4 Estimativa do gap fundamental.
Lema 3.4. O gap fundamental para div(ϕ∇u), com ε ≤ ϕ ≤ δ e ϕr = 0, sobre cada
domínio em (3.17) satisfaz

3ε sin2 θ>`
2 < λ2 − λ1 < 3δ`2. (3.19)

Em particular, quando ε = δ e fazendo θ> → π
2
, então o gap fundamental se aproxima de

3δ`2.

Demonstração. Nas condições do presente lema temos λ1 = λ`
2

1 e λ2 = λ4`2

1 . Sejam
h(1) e h(2) as respectivas autofunções correspondentes a esses autovalores, segue de (3.11)
e (3.12) que

(ϕh
(1)
θ )θ + (λ1 csc2 θ − `2ϕ)h(1) = 0,

(ϕh
(2)
θ )θ + (λ2 csc2 θ − 4`2ϕ)h(2) = 0.

Para obtermos a desigualdade inferior, relembramos que csc2 θ ≤ csc2 θ>. Argumenta-
mos do seguinte modo: Suponhamos por contradição que λ2 ≤ λ1 + 3ε`2 sin2 θ>, então

λ2 csc2 θ − 4`2ϕ ≤ λ1 csc2 θ + 3`2ε sin2 θ> csc2 θ − 4`2ϕ ≤ λ1 csc2 θ − `2ϕ,

além disso, observamos que λ1 csc2 θ + 3`2ε sin2 θ> csc2 θ − 4`2ϕ = λ1 csc2 θ − `2ϕ é equi-
valente a sin2 θ = ε

ϕ
sin2 θ>, como ε

ϕ
≤ 1, segue que sin θ ≤ sin θ>, então, θ ≤ θ> ou

θ ≥ π − θ> e portanto, θ ≤ θ0 ou θ ≥ θ1. Logo a desigualdade é estrita no intervalo
(θ0, θ1), o que nos permite utilizar o Teorema 1.5 para concluir que h(1) se anula uma vez
no intervalo (θ0, θ1), o que contradiz o Teorema 1.6. A desigualdade superior é provada
da mesma forma usando que csc2 θ ≥ 1.
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Com intuito de obtermos a estimativa do gap fundamental para o operador div(ϕ∇u)
em (3.4) sobre cada domínio da família em (3.17), utilizamos argumentos variacionais
como em [36, Seção 3] e [10, Seção 5], bem como os resultados do teorema de Sturm-
Liouville, ver Teorema 1.6. A técnica consiste em considerar a família a um parâmetro
de problemas

(ϕhθ)θ + λ csc2 θh = µ(s)ϕ(θ)h em (θ0, θ1) (3.20)
h(θ0) = h(θ1) = 0,

em que h(θ) = hs(θ), λ = λ(s) e µ(s) é uma curva suave tal que µ(0) = `2 e µ(1) = 4`2,
com 0 ≤ s ≤ 1. Para cada s, seja λ(s) o menor autovalor, que é suave em s, e hs(θ) a sua
primeira autofunção que é garantida pelo Teorema 1.6 satisfazendo

∫ θ1
θ0

csc2 θ(hs(θ))2dθ =

1 e hs(θ) > 0 sobre (θ0, θ1). Denotando por ḟ as derivadas com respeito a s de uma função
f(s), temos

(ϕ(θ)ḣθ)θ + λ(s) csc2 θḣ− µ(s)ϕ(θ)ḣ+ λ̇(s) csc2 θh = µ̇(s)ϕ(θ)h sobre (θ0, θ1). (3.21)

Multiplicamos (3.21) por h e integramos de θ0 a θ1, obtemos∫ θ1

θ0

(
(ϕ(θ)ḣθ)θ +λ(s) csc2 θḣ−µ(s)ϕ(θ)ḣ

)
hdθ+

∫ θ1

θ0

λ̇(s) csc2 θh2dθ =

∫ θ1

θ0

µ̇(s)ϕ(θ)h2dθ.

(3.22)
Integrando por parte e usando (3.20), obtemos∫ θ1

θ0

(ϕ(θ)ḣθ)θhdθ =

∫ θ1

θ0

(ϕ(θ)hθ)θḣdθ =

∫ θ1

θ0

(
µ(s)ϕ(θ)hḣ− λ(s) csc2 θhḣ

)
dθ.

Logo, a equação (3.22) reduz-se a

µ̇(s)

∫ θ1

θ0

ϕ(θ)h2dθ = λ̇(s)

∫ θ1

θ0

csc2 θh2dθ = λ̇(s).

Note que podemos tomar a curva µ(s) = `2 + 3`2s, como em [10], de modo que

λ̇(s) = 3`2

∫ θ1

θ0

ϕ(θ)(hs(θ))2dθ.

Integrando de 0 a 1, e notando que λ(0) = λ1 e λ(1) = λ2, encontramos

λ2 − λ1 ≤ 3`2δ max
s∈[0,1]

∫ θ1

θ0

(hs(θ))2dθ. (3.23)

Agora basta trabalharmos para estimar o lado direito de (3.23). Como consequência
da próxima proposição e do Lema 3.3 obteremos o resultado principal desta seção.

Proposição 3.1. Independente de `, é válido que

max
s∈[0,1]

∫ θ1

θ0

(hs(θ))2dθ < 1. (3.24)
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Demonstração. Notamos primeiro que
∫ θ1
θ0

(hs(θ))2dθ ≤
∫ θ1
θ0

csc2 θ(hs(θ))2dθ = 1. Vamos
mostrar que

∫ θ1
θ0

(hs(θ))2dθ < 1 para todo s ∈ [0, 1]. Para tanto, consideramos um ângulo
α tal que

θ0 < α <
π

2
.

Suponha por absurdo que a igualdade seja verdadeira para algum s, então∫ θ1

θ0

csc2 θ(hs(θ))2dθ = 1 =

∫ θ1

θ0

(hs(θ))2dθ.

Lembrando que π
2
< θ1, de modo que, podemos escrever∫ α

θ0

csc2 θ(hs(θ))2dθ +

∫ θ1

α

csc2 θ(hs(θ))2dθ =

∫ α

θ0

(hs(θ))2dθ +

∫ θ1

α

(hs(θ))2dθ.

A escolha de α nos permite concluir que csc2 θ ≥ csc2 α, no intervalo (θ0, α], além disso,
1 ≤ csc2 θ, então

csc2 α

∫ α

θ0

(hs(θ))2dθ +

∫ θ1

α

(hs(θ))2dθ ≤
∫ α

θ0

(hs(θ))2dθ +

∫ θ1

α

(hs(θ))2dθ.

Portanto,

(csc2 α− 1)

∫ α

θ0

(hs(θ))2dθ ≤ 0,

o que é um absurdo, pois csc2 α > 1. Logo,
∫ θ1
θ0

(hs(θ))2dθ < 1, para todo s ∈ [0, 1], o que
é suficiente para obter o resultado da proposição.

Teorema 3.1. O gap fundamental para o operador div(ϕ∇u), com ε ≤ ϕ ≤ δ e ϕr = 0,
sobre cada conjunto da família de domínios convexos limθ>→π

2
Ω`,θ0,θ1, com Ω`,θ0,θ1 definido

em (3.17), satisfaz

λ2 − λ1 <
3δπ2

D2
, (3.25)

onde D = limθ>→π
2
D`,θ0,θ1 é o diâmetro de cada conjunto da família limθ>→π

2
Ω`,θ0,θ1.

Demonstração. Pela inequação (3.23) e Proposição 3.1 obtemos

λ2 − λ1 < 3`2δ.

Por outro lado, pelo Lema 3.3

3`2δ = lim
θ∗→π

2

3π2δ

D2
`,θ0,θ1

(3.26)

o que é suficiente para concluir o resultado do teorema.

Como aplicação do Teorema 3.1 provamos o seguinte resultado para o operador L
definido em (1.15), com T = ϕI e ϕr = 0.
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Corolário 3.1. Considere o operador div(ϕ∇u), com ε ≤ ϕ ≤ δ e ϕr = 0, sobre cada
conjunto da família de domínios convexos limθ>→π

2
Ω`,θ0,θ1, com Ω`,θ0,θ1 definido em (3.17).

Existe uma função deformadora η tal que o gap fundamental para div(ϕ∇u) permanece
invariante por uma perturbação de primeira ordem deste operador, mais precisamente,
para o operador L u = div(ϕ∇u)− 〈∇η, ϕ∇u〉, é válido que

λ2 − λ1 <
3δπ2

D2
, (3.27)

onde D = limθ>→π
2
D`,θ0,θ1 é o diâmetro de cada conjunto da família limθ>→π

2
Ω`,θ0,θ1.

Demonstração. Afirmamos que qualquer solução da equação

2div(ϕ∇η)− 〈∇η, ϕ∇η〉 = 0 (3.28)

pode ser tomada como função deformadora tal que o gap fundamental do operador
L u = div(ϕ∇u) − 〈∇η, ϕ∇u〉, com ε ≤ ϕ ≤ δ e ϕr = 0, sobre cada conjunto da fa-
mília de domínios convexos limθ>→π

2
Ω`,θ0,θ1 , em que Ω`,θ0,θ1 é definida em (3.17), satisfaz

a estimativa desejada. De fato, tomando u tal que −λu = div(ϕ∇u), e a mudança de
variável, u = ve−

η
2 , juntamente com a propriedade da divergência de um campo de veto-

res (1.3), obtermos

div(ϕ∇u) = e−
η
2

(
div(ϕ∇v)− 〈∇v, ϕ∇η〉

)
− e−

η
2 v

4

(
2div(ϕ∇η)− 〈∇η, ϕ∇η〉

)
.

Se η resolve a equação (3.28), então −λe− η2 v = −λu = div(ϕ∇u) = e−
η
2 L v. Portanto,

L v = −λv e assim a estimativa do gap fundamental para o operador L segue do Teo-
rema 3.1.

Exemplo 3.1. Seja ϕ : (1, e
π
` ) × (π/3, 2π/3) ⊂ H2 → R, definida por ϕ(r, θ) = sin θ.

Note que a função ϕ e o ângulo θ satisfazem às condições do domínio em (3.17), para
θ0 = π/3, θ1 = 2π/3, θ∗ = π/3, ε =

√
3/2, δ = 1 e ` a ser escolhido adequadamente.

Nestas condições, as funções η(r, θ) = −2 ln(1 − ln tan θ
2
) e η(r, θ) = −2 ln(π − ` ln r)

satisfazem a equação (3.28).

De fato, precisamos provar que 2div(ϕ∇η) − 〈∇η, ϕ∇η〉 = 0. Para isso, basta pro-
cedermos como em (3.2) e (3.4), para obtemos a próxima expressão, que é válida para
qualquer ϕ radialmente constante e para qualquer η,

2div(ϕ∇η)− 〈∇η, ϕ∇η〉 = 2(ϕ(r2 sin2 θηrr + r sin2 θηr) + ϕ sin2 θηθθ + sin2 θϕθηθ)

−ϕ(r2 sin2 θηrηr + sin2 θηθηθ).

Para η(r, θ) = −2 ln(1− ln tan θ
2
), temos

ηr = 0, ηθ =
2 csc θ

1− ln tan θ
2

e ηθθ =
−2 csc θ cot θ

1− ln tan θ
2

+
2 csc2 θ

(1− ln tan θ
2
)2

(3.29)

Assim,

2div(ϕ∇η)− 〈∇η, ϕ∇η〉 = 2ϕ sin2 θηθθ + 2 sin2 θϕθηθ − ϕ sin2 θη2
θ = 0.

Para η(r, θ) = −2 ln(π − ` ln r) a conta é simples e direta como o caso anterior.
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Exemplo 3.2. Seja ϕ : (1, e
π
` ) × (π/3, 2π/3) ⊂ H2 → R, definida por ϕ(r, θ) = e

θ
2 .

Note que a função ϕ e o ângulo θ satisfazem às condições do domínio em (3.17), para
θ0 = π/3, θ1 = 2π/3, θ∗ = π/3, ε = e

π
6 , δ = e

π
3 e ` a ser escolhido adequadamente. Nestas

condições, as funções η(r, θ) = θ e η(r, θ) = −2 ln(π− ` ln r) satisfazem a equação (3.28).
De um modo mais geral podemos tomar 0 < θ1− θ0 < 2 ln 2, θ0 ∈ (0, π/2) e θ1 ∈ (π/2, π).

Observação 3.1. Em 2022, Bourni et al. [11], demonstram que no espaço hiperbólico
Hn, n ≥ 2, para quaisquer constantes ε > 0, D > 0, existe um domínio convexo Ω com
diâmetro D cujo gap fundamental satisfaz λ2 − λ1 < επ2

D2 , então podemos concluir que
para o operador Laplaciano deformado com função deformadora η satisfazendo a equação
2∆η − |∇η|2 = 0 o resultado continua válido.
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Capítulo 4

Considerações finais

Neste capítulo, faremos algumas aplicações em um contexto mais geral do Teorema 2.2.

Corolário 4.1. Seja λ1 o primeiro autovalor do operador de Cheng-Yau deformado com
função deformadora η sobre um domínio limitado Ω ⊂ Mn com a condição de fronteira
de Dirichlet. Fixe uma origem o ∈ Mn\Ω, e considere r(x) a função distância a partir
de o. Se T é radialmente paralelo e tem ∂r como um autovetor, então:

1. Para a(n, ε, δ) ≤ 0,

λ1(Ω) ≥ ε

4δ2

[
(n− 1)2ε2κ2

2 − 2(n− 1)(δ2κ2
1 − ε2κ2

2)− 2C0(n− 1)
(
κ1 +

1

d

)
− C1

]
.

2. Para a(n, ε, δ) > 0,

λ1(Ω) ≥ ε

4δ2

[
(n−1)2ε2κ2

2−2(n−1)(δ2κ2
1−ε2κ2

2)−2C0(n−1)
(
κ1+

1

d

)
−C1−

a(n, ε, δ)

d2

]
,

em que as constantes a(n, ε, δ), d, C0 e C1 são como no Teorema 2.2.

Demonstração. Por simplicidade, definiremos as seguintes sequências auxiliares:

1. Para a(n, ε, δ) ≤ 0,

υi :=
4δ2

ε
λi − (n− 1)2ε2κ2

2 + 2(n− 1)(δ2κ2
1 − ε2κ2

2) + 2C0(n− 1)
(
κ1 +

1

d

)
+ C1.

2. Para a(n, ε, δ) > 0,

υi :=
4δ2

ε
λi−(n−1)2ε2κ2

2+2(n−1)(δ2κ2
1−ε2κ2

2)+2C0(n−1)
(
κ1+

1

d

)
+C1+

a(n, ε, δ)

d2
,

A partir de (2.7) e das inequações do Teorema 2.2, obtemos

0 ≤ ‖uiL r + 2T (∂r,∇ui)‖2
L2(Ω,dm) ≤ υi.

Tomando i = 1 obtemos o resultado do corolário.

Agora, provamos algumas estimativas de autovalores do operador de Cheng-Yau defor-
mado. Em particular, obtemos as estimativas correspondentes para o operador de Cheng-
Yau, o Laplaciano deformado e o Laplaciano. Para obter informações mais detalhadas
sobre essas estimativas, recomendamos ao leitor [27].
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Teorema 4.1. Seja λi o i-ésimo autovalor do operador de Cheng-Yau deformado com
função deformadora η sobre um domínio limitado Ω ⊂ Mn com a condição de fronteira
de Dirichlet. Fixe uma origem o ∈ Mn\Ω, e considere r(x) a função distância a partir
de o. Se T é radialmente paralelo e tem ∂r como um autovetor. Então, a sequência
de autovalores (λi) satisfaz as seguintes estimativas em termos das sequências auxiliares
definidas no Corolário 4.1:

υk+1 ≤
(

1 +
4δ2

ε2

)
k

2δ2

ε2 υ1. (4.1)

υk+1 ≤
1

k

(
1 +

4δ2

ε2

) k∑
i=1

υi. (4.2)

υk+1 ≤
(

1 +
2δ2

ε2

)1

k

k∑
i=1

υi +
[(2δ2

ε2

1

k

k∑
i=1

υi

)2

−
(

1 +
4δ2

ε2

)1

k

k∑
j=1

(
υj−

1

k

k∑
i=1

υi

)2] 1
2
. (4.3)

υk+1 − υk ≤ 2
[(2δ2

ε2

1

k

k∑
i=1

υi

)2

−
(

1 +
4δ2

ε2

)1

k

k∑
j=1

(
υj −

1

k

k∑
i=1

υi

)2] 1
2
. (4.4)

Demonstração. Note que podemos escrever cada caso das sequências (υi) como segue

υi =
4δ2

ε
λi + C, (4.5)

para uma constante C apropriada. Com esta notação simplificada, as inequações do
Teorema 2.2 se tornam

k∑
i=1

(λk+1 − λi)2 ≤ 1

ε

k∑
i=1

(λk+1 − λi)
(4δ2

ε
λi + C

)
.

Por (4.5), obtemos
λk+1 − λi =

ε

4δ2
(υk+1 − υi).

Então,
k∑
i=1

(υk+1 − υi)2 ≤ 4δ2

ε2

k∑
i=1

(υk+1 − υi)υi. (4.6)

Além disso, note que υ1 ≤ υ2 ≤ · · · → ∞, pois λ1 ≤ λ2 ≤ · · · → ∞. Assim, cada caso
da sequência (υi) satisfaz as hipóteses de Cheng e Yang [19, 20], a partir do qual obte-
mos (4.1). Para uma demonstração completa, ver Miranda [43, Lema 2.4 e Corolário 2.1].

Usando (4.6) e seguindo os mesmos passos do Teorema 3 de [27] provamos as estima-
tivas em (4.2), (4.3) e (4.4). Para tanto, a partir de (4.6) escrevemos

k∑
i=1

(υk+1 − υi)(υk+1 − υi)−
4δ2

ε2

k∑
i=1

(υk+1 − υi)υi ≤ 0,

Assim
k∑
i=1

(υk+1 − υi)υk+1 ≤
(

1 +
4δ2

ε2

) k∑
i=1

(υk+1 − υi)υi.

Utilizando a inequação de Tchebyshev, [29, Teorema 43, p. 43], obtemos a desigualdade∑k
i=1(υk+1 − υi)υi ≤ 1

k

∑k
i=1(υk+1 − υi)

∑k
i=1 υi, donde imediatamente concluímos (4.2).
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Para provar (4.3), notamos que (4.6) é equivalente a

P(υk+1) = kυ2
k+1 − υk+1

(
2 +

4δ2

ε2

) k∑
i=1

υi +
(

1 +
4δ2

ε2

) k∑
i=1

υ2
i ≤ 0

em que o discriminante de P(υk+1) satisfaz

D =
(

2 +
4δ2

ε2

)2( k∑
i=1

υi

)2

− 4k
(

1 +
4δ2

ε2

) k∑
i=1

υ2
i ≥ 0. (4.7)

Como P(υk+1) ≤ 0 temos que rk+1 ≤ υk+1 ≤ Rk+1, em que rk+1 e Rk+1 são a menor e a
maior raiz de P , respectivamente. Então

υk+1 ≤ Rη
k+1 =

1

2k

[(
2 +

4δ2

ε2

) k∑
i=1

υi +
√
D
]
. (4.8)

Substituindo (4.7) em (4.8) obtemos

υk+1 ≤
1

k

(
1 +

2δ2

ε2

) k∑
i=1

υi +
[(1

k
+

2δ2

kε2

)2( k∑
i=1

υi

)2

− 1

k

(
1 +

4δ2

ε2

) k∑
i=1

υ2
i

] 1
2

=
1

k

(
1 +

2δ2

ε2

) k∑
i=1

υi +
[(2δ2

kε2

k∑
i=1

υi

)2

+
1

k2

(
1 +

4δ2

ε2

)( k∑
i=1

υi

)2

−1

k

(
1 +

4δ2

ε2

) k∑
i=1

υ2
i

] 1
2
,

ou equivalentemente

υk+1 ≤
1

k

(
1 +

2δ2

ε2

) k∑
i=1

υi +
[(2δ2

kε2

k∑
i=1

υi

)2

− 1

k

(
1 +

4δ2

ε2

)( k∑
i=1

υ2
i −

1

k

( k∑
i=1

υi

)2)] 1
2

=
1

k

(
1 +

2δ2

ε2

) k∑
i=1

υi +
[(2δ2

kε2

k∑
i=1

υi

)2

− 1

k

(
1 +

4δ2

ε2

)( k∑
i=1

υ2
i −

2

k

( k∑
i=1

υi

)2

+
1

k

( k∑
i=1

υi

)2)] 1
2

=
1

k

(
1 +

2δ2

ε2

) k∑
i=1

υi +
[(2δ2

kε2

k∑
i=1

υi

)2

− 1

k

(
1 +

4δ2
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)( k∑
i=1

υ2
i −

2

k

k∑
i,j=1

υiυj +
1

k

( k∑
i=1
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)2)] 1
2
,

então

υk+1 ≤
1

k

(
1 +

2δ2

ε2

) k∑
i=1

υi +
[(2δ2

kε2

k∑
i=1

υi

)2

− 1

k

(
1 +

4δ2

ε2

) k∑
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(
υj −
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)2] 1
2
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o que prova (4.3). Finalmente, como (4.6) é verdadeira para todo k, segue que
k∑
i=1

(υk − υi)2 ≤ 4δ2

ε2

k∑
i=1

(υk − υi)υi,

i.e., podemos observar novamente que o polinômio P(υk) ≤ 0. Analogamente, temos

υk ≥ rηk =
1

k

(
1+

2δ2

ε2

) k∑
i=1

υi−
[(2δ2

kε2

k∑
i=1

υi

)2

− 1

k

(
1+

4δ2

ε2

) k∑
j=1

(
υj−

1

k

k∑
i=1

υi

)2] 1
2
. (4.9)

A inequação (4.4) segue de (4.3) e (4.9).

Por fim, faremos algumas observações importantes e de interesse independente para a
expressão mais geral do operador L . Para tanto, consideramos N(λ) a função de distri-
buição dos autovalores dada pelo número de autovalores λk menores que um dado λ. Em
seguida, observamos que o símbolo principal do operador diferencial L em coordenadas
locais é definido por um polinômio homogêneo em ξ obtido substituindo apenas as deri-
vadas de ordem 2 em L por ξ, para o nosso caso, o símbolo principal é dado por Tx(ξ, ξ)
para x ∈ Mn e ξ ∈ TxM , ver equações (1.17) e (1.18). Ele determina o primeiro termo
assintótico da função de distribuição dos autovalores, como segue:

N(λ) = c0λ
n
2 +O(λ

n−1
2 ) quando λ→∞, (4.10)

em que

c0 = (2π)−nvol
{

(x, ξ) : Tx(ξ, ξ) ≤ 1
}

= (2π)−n
∫
{Tx(ξ,ξ)≤1}

dxdξ.

Para mais detalhes, veja [33, 34, 52, 58]. A partir de (4.10), obtemos

λk = c
− 2
n

0 k
2
n +O(1) quando k →∞. (4.11)

Em [27], Gomes e Miranda estenderam para o caso do Laplaciano deformado a solução
parcial, proposta por Cheng-Yang [20], da conjectura generalizada de Pólya. Eles uti-
lizaram para este operador duas identidades relacionadas aos k−primeiros autovalores
daquele operador. Por limitação da técnica utilizada nesta tese, ainda não foi possível
estender a solução de Gomes e Miranda para o nosso caso. Entretanto, aqui deduzimos
as duas identidades que são utilizadas como ferramentas necessárias nas estimativas dos
autovalores em casos particulares de L , a saber:

lim
k→∞

1
k

∑k
i=1 λi

k
2
n

=
n

n+ 2
c
− 2
n

0 e lim
k→∞

1
k

∑k
i=1 λ

2
i

k
4
n

=
n

n+ 4
c
− 4
n

0 . (4.12)

Segue da expressão em (4.11) que

1
k

∑k
i=1 λi

k
2
n

= c
− 2
n

0

k∑
i=1

( i
k

) 2
n 1

k
+
O(1)

k
2
n

(4.13)

Considerando a função f(t) = t
2
n sobre [0, 1], e a partição 0 < 1

k
< 2

k
< · · · < i

k
< · · · < 1

de [0, 1] de modo que

lim
k→∞

k∑
i=1

f
( i
k

)1

k
= lim

k→∞

k∑
i=1

( i
k

) 2
n 1

k
=

∫ 1

0

t
2
ndt =

n

n+ 2
. (4.14)

47



Assim, a primeira identidade em (4.12) segue de (4.13).
Para a segunda identidade em (4.12), começamos observando que

λ2
k = c

− 4
n

0 k
4
n + 2c

− 2
n

0 k
2
nO(1) +O(1)2 quando k →∞.

Então,

1
k

∑k
i=1 λ

2
i

k
4
n

= c
− 4
n

0

k∑
i=1

( i
k

) 4
n 1

k
+ 2O(1)c

− 2
n

0

1

k
2
n

k∑
i=1

( i
k

) 2
n 1

k
+
O(1)2

k
4
n

. (4.15)

Como no primeiro caso, usamos a função t 7→ t
4
n e obtemos

lim
k→∞

k∑
i=1

( i
k

) 4
n 1

k
=

∫ 1

0

t
4
ndt =

n

n+ 4
.

Portanto, a segunda identidade em (4.12) segue de (4.14) e (4.15).
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