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BRITO, L. S., Uma busca por estruturas lineares e algébricas: um estudo das séries de
Dirichlet com faixa de Bohr maximal e das funcoes holomorfas com cluster grande, 2022, 97

p., Tese de Doutorado, Universidade Federal do Amazonas, Manaus-AM.

Resumo

Neste trabalho investigamos a existéncia de estruturas lineares e algébricas em conjun-
tos de fungdes que gozam de duas propriedades singulares distintas. A primeira propriedade
trata dos semiplanos de convergéncia (pontual, uniforme ou absoluta) das séries de Dirichlet.
Mais precisamente: (i) o conjunto das séries de Dirichlet com faixa de Bohr maximal; (i7) o
conjunto .4 (resp. o conjunto .Z’) das séries de Dirichlet cuja largura da faixa onde elas con-
vergem, mas ndo convergem uniformemente (resp. ndo convergem absolutamente), € maxima
igual a 1. A segunda propriedade estd relacionada com o conjunto de cluster de fun¢des. Mais
especificamente: (i) o conjunto das fungdes holomorfas limitadas que possuem cluster (resp.
cluster radial) grande (total) em todos os pontos possiveis; (i) o conjunto das séries de Diri-
chlet limitadas que possuem conjuntos de cluster grande em todos os pontos possiveis; (iii) o
conjunto das fun¢des holomorfas limitadas cujos conjuntos de cluster radial tem a cardinalidade

do continuum em cada ponto possivel da esfera unidimensional.

Palavras-chave: Séries de Dirichlet; Conjuntos de cluster grande; Funcdes holomorfas; Alge-
bravel; Faixa de Bohr maximal.



BRITO, L. S., A search for linear and algebraic structures: a study of Dirichlet series with ma-
ximal Bohr’s strip and holomorphic functions with large cluster, 2022, 97 p, PhD. Dissertation,

Federal University of Amazonas, Manaus-AM.

Abstract

In this work we investigate the existence of linear and algebraic structures in sets of
functions with two distinct singular properties. The first property has to do with the half-planes
of convergence (point, uniform or absolute) of Dirichlet series. More precisely: (i) the sets
of Dirichlet series with maximal Bohr’s strip; (ii) the set .4 (resp. the set .Z’) of Dirichlet
series whose width of the strip where they converge, but do not converge uniformly (resp. do
not converge absolutely), is maximum equal to 1. The second property has to do with cluster
set of functions. More specifically: (i) the set of bounded holomorphic functions that have a
large (total) cluster (resp. radial cluster) at all possible points; (i7) the set of bounded Dirichlet
series that have large cluster sets at every possible points; (ii7) the set of bounded holomorphic
functions whose linear cluster sets have the cardinality of the continuum at every possible points

of the one-dimensional sphere.

Keywords: Dirichlet series; Large cluster sets; Holomorphic functions; Algebrable; Maximal

Bohr strip.
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Figura 3.1: Tlustracdo de (3.21) para o caso m = 2
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Introducao

Objetos matemadticos exoticos, no sentido de quebrarem a intui¢io matemadtica, sao sem-
pre intrigantes. Como exemplo, citamos os famosos Monstros de Weierstrass, as func¢des adi-
tivas descontinuas e as curvas de Peano. Nos ultimos 17 anos, apds o trabalho seminal de
Aron, Gurariy e Seoane-Sepulveda [13], diversos matemdticos comecaram a investigar conjun-
tos formados por estes objetos exdticos, questionando-se acerca da existéncia de subestruturas
lineares ou algébricas inseridas nestes conjuntos. Esse interesse culminou num crescente desen-
volvimento de uma nova subarea da Andlise Funcional, a qual os resultados a ela pertencentes
sdo conhecidos como resultados de lineabilidade ou, as suas variantes, espacabilidade ou alge-
brabilidade.

A titulo de exemplo, descrevemos neste e nos préximos paragrafos o desenvolvimento
da investiga¢cdo acerca do mais famoso conjunto nessa recente subdrea da Andlise Funcional.
Considere o conjunto C[0, 1] das fungdes continuas do intervalo fechado [0, 1] & valores reais.
Sabe-se que este conjunto, considerado com as operac¢des de soma e de multiplicac@o pontual, é
uma algebra de Banach quando munido com a norma do supremo. Agora, seja # o subconjunto
de C|0, 1] formado pelas fun¢des que ndo sdo diferencidveis em nenhum ponto. Até meados da
primeira metade do século dezenove acreditava-se que o conjunto #  era vazio. Inclusive,
em 1806, Ampere tentou fornecer uma justificativa tedrica de que as fungdes continuas sdao
diferencidveis, exceto, eventualmente, em alguns pontos do dominio.

Grande foi a surpresa quando na primeira metade do século dezenove surgiram os pri-
meiros exemplos de elementos pertencentes ao conjunto #'. Até onde sabemos, o primeiro
exemplo foi exibido por Bolzano em 1830. No entanto, o primeiro exemplo publicado numa
revista matemadtica foi devido ao matemético Weierstrass [80], e remonta ao ano 1872. Hoje es-
tas funcdes publicadas por Weierstrass sdo denominadas Monstros de Weierstrass. Apds saber
que o conjunto # € ndo vazio, € natural questionar quao grande seria esse conjunto dentro da
dlgebra de Banach C[0, 1]. Antes de mais nada, o que seria ser “grande”? Uma primeira nogao
de ser “grande” pode ser pensada em termos topoldgicos, considerando a topologia induzida
em C[0, 1] pela norma do supremo. Neste sentido, em 1931, Banach [16] mostrou, usando o
Teorema da Categoria de Baire, que o complementar de # em C|0, 1] é magro, ou seja, no
sentido topolGgico, o conjunto # é “grande”’em C|[0, 1].

Pois bem, sabemos que no sentido topoldgico o conjunto # é grande em C|0, 1], mas
e as suas subestruturas lineares ou algébricas? Antes de entrarmos nessa questdo, é importante

ressaltar que o conjunto # ndo é um subespaco vetorial de C[0, 1]. De fato, " ndo contém a



funcdo nula. Entretanto, mesmo se considerdssemos o conjunto # U {0} ao invés de apenas
W , ainda assim ndo terfamos um subespaco de C[0, 1]. Para ver isso, bastaria notar que dados
fe#egeCto,1]\{0}, ocorrem f+ge€ # e(f+g)—f=g¢&# U{0}. Sabido que #
ndo é subespaco vetorial de C[0, 1], o questionamento escrito no inicio deste pardgrafo torna-se
relevante no seguinte sentido: Existe subespagos vetoriais ou subalgebras de C|0, 1] constituidas
por elementos de # U {0}? Descreveremos abaixo alguns resultados que respondem essa
pergunta.

Em 1966, Gurariy [58] mostrou que o conjunto # U {0} contém um subespaco vetorial
de C[0, 1] cuja dimensio € infinita ; neste caso, dizemos que # € linedvel. Quase quatro décadas
depois, Fonf, Gurariy e Kadec [55] provaram que existe um subespago vetorial fechado de
C[0, 1] contido em # U {0}; neste caso, dizemos que % é espacdvel. Ainda no sentido de
verificar a existéncia de estruturas lineares em 7, um resultado muito interessante foi dado por
Rodriguez-Piazza [75]. Antes de exibir o resultado, lembre que sabemos do clédssico teorema de
Banach-Mazur que na classe dos espagos de Banach separdveis, o espaco C[0, 1] € um espago
de Banach universal, i.e., ele € por si mesmo separdvel e contém cdpias isométricas de todos os
espacos de Banach separédveis. Posto isso, uma pergunta natural seria se, dado um espaco de
Banach separdvel F, existe uma isometria linear 7' : E — C[0, 1] tal que T(E) C # U {0}? O
resultado de Rodriguez-Piazza, acima indicado, responde esta pergunta positivamente.

Por fim, para encerrar a discussdo sobre os resultados referentes ao conjunto %, enun-
ciamos um resultado de Bayart e Quarta [24]. Eles mostraram que existe uma algebra infinita-
mente gerada por geradores algebricamente independentes A de C|0, 1] tal que A C # U {0}.
Neste caso, dizemos que # € fortemente algebrdvel. Enfatizamos que as defini¢des de lineavel,
espacével e fortemente algebrivel serdo descritas com detalhes no Capitulo 1, Secédo 1.8.

Resultados de lineabilidade, espacabilidade e algebrabilidade vém sendo explorados nas
mais diversas dreas da Andlise. Por exemplo, existem resultados em Andlise Complexa [3-5,7,
14,21,25,26,62—-64], Dindmica Complexa e Linear [31-33,54,77], Teoria de Operadores [17,
57,73], Espagos de Sequéncias [12,20,39,41-43], dentre outros [2, 15,18-20,26,40,42]. Para
um compilado mais detalhado dos resultados e técnicas gerais da drea, indicamos as referéncias
[10,30].

A investigacao da existéncia de estruturas lineares e algébricas esta diretamente ligada a
dificuldade de exibir o objeto matematico exdtico. Nao diferente disto, esta tese segue essa filo-
sofia. Estudamos conjuntos de objetos que, em geral, s@o de dificil construcdo. Nesses tipos de
conjuntos, procuramos investigar tanto a existéncia de estruturas lineares quanto a de estruturas
algébricas (caso faca sentido). Com relacdo a existéncia de estruturas algébricas, estudamos o
conceito introduzido por Bartoszewicz e Glab [20]. Nos pardgrafos seguintes introduziremos os
dois principais conjuntos de objetos que investigamos, assim como suas propriedades exdticas.

O primeiro conjunto de objetos que investigamos € aquele que € constituido por séries
de Dirichlet com faixa de Bohr maximal. Uma série de Dirichlet D é uma série formal da
forma D = )", a,n"*, onde s é uma varidvel complexa e a,, sdo escalares complexos. Os

dominios de convergéncia pontual, uniforme e absoluta de uma série de Dirichlet sdo semi-



planos verticais [47,74]. Mais especificamente, para uma série de Dirichlet D sempre existem
valores 0.(D),0,(D) e 0,(D) em [—00, 00| tais que, para cada € > 0, a série D converge
pontualmente, uniformemente ou absolutamente nos semi-planos [Re > o.(D) + €], [Re >
ou(D) + €] e [Re > 0,(D) + ¢] respectivamente, e ndo converge pontualmente, uniformemente
ou absolutamente em nenhum ponto dos semiplanos [Re < o.(D)—¢], [Re < 0,(D)—¢]e[Re <
04(D) — €] respectivamente. Ademais, os valores o.(D), 0,(D) e 0,(D) sdo respectivamente
denominados abscissas de convergéncia pontual, uniforme e absoluta.

A partir de agora, sempre que considerarmos uma série de Dirichlet D, ela ndo serd
convergente e nem divergente em todos os pontos. Como veremos nas preliminares desta tese,
isso garantird que os valores o.(D),0,(D) e 0,(D) devem ser nimeros reais, e satisfazem as
desigualdades

0e(D) < 0,(D) < 04(D).

O problema da abscissa de convergéncia absoluta de Bohr [35,36] consiste em determi-
nar o numero

S= sup [0a(D) — ou(D)].

Este problema foi proposto por Harald Bohr no inicio do século vinte. Em 1913 ele mostrou
em [35] que S < 1/2. Bohr ndo conseguiu mostrar que S = 1/2. No entanto, desenvolveu
varias ferramentas que posteriormente seriam usadas para resolver essa questdo. Em 1931,
Bohnenblust e Hille, em posse dos resultados desenvolvidos por Bohr, mostraram em [38] que
S = 1/2. Mais ainda, Bohnenblust e Hille verificaram que o supremo que determina o nimero
S € atingido, i.e., existe uma série de Dirichlet D tal que o,(D) — 0,(D) = 1/2. As séries de
Dirichlet que satisfazem essa condi¢ao sdo ditas possuirem faixa de Bohr maximal.

Com relacdo a diferenca entre as outras abscissas de convergéncia, a distdncia maxima
na qual uma série de Dirichlet converge pontualmente, mas ndo converge absolutamente (resp.

nao converge uniformemente) € no maximo 1. Além disso, vale que:

sup [7(D) — 0.(D)] = sup [0(D) — 0(D)] = 1.
De® De®

Na verdade existe uma série de Dirichlet D (veja Observacao 2.6.3) tal que
04(D) — 0.(D) = 0,(D) — 0.(D) = 1.

A busca em resolver o problema da abscissa de convergéncia absoluta de Bohr, desen-
cadeou outras ideias, com ramos em Anélise Funcional (funcdes holomorfas em espagos de
dimensao infinita) e Anélise Harmonica (espagos de Hardy no toro de dimensao infinita). Indi-
camos [36,38,47,48,74] para um estudo mais completo sobre esses temas.

O segundo conjunto que investigamos € o das funcdes holomorfas com conjunto de
cluster grande. A teoria de conjuntos de cluster foi formulada pela primeira vez por Painlevé
em 1895 [71], o qual procurava descrever as singularidades de fung¢des analiticas em pontos

de um certo dominio. Mais precisamente, dado um espago vetorial topolégico (E,7) e U um



subconjunto de F, o conjunto de cluster de uma funcdo f : U — C num ponto z5 € U € o
conjunto CI(f, zy) de todos os limites de pontos de f(z) quando z = 2.

Em 1961 estudos relacionados aos conjuntos de cluster foram considerados por Scharck
(um nome ficticio escolhido por oito brilhantes matematicos daquela época) em [76]. Dentre
outros resultados, eles verificaram que o conjunto de cluster de uma funcao holomorfa limitada
f € Ho(D) em 2z € T coincide com o conjunto das avaliagdes o (f) de elementos ¢ no
espectro da dlgebra H ., (D) que cumprem ¢(id) = zy, onde id representa a fungio identidade
em C. Este resultado é uma versao mais fraca do famoso problema de Corona [11], e problemas
desse tipo sdo atualmente conhecidos como Problemas de Valores de Cluster. Problemas de
Valores de Cluster em holomorfia de dimensao infinita vém sendo bastante explorados em anos
recentes; por exemplo, veja [11,12,60,70].

Existe também um conceito chamado de conjunto de cluster grande, que diz respeito a
quao grande pode ser o conjunto de cluster C( f, zp) de uma fungdo f em um ponto zy. Visto
que o conjunto de cluster de uma fun¢do holomorfa limitada num ponto € sempre compacto
(veja Teorema 1.9.3), no mdximo podemos esperar que estes conjuntos de cluster contenham
um disco aberto. Neste caso em particular, a fungio f tem um comportamento aleatério préximo
do ponto zy. Um estudo sobre isso € realizado em [7].

Ainda tratando sobre conjuntos de cluster, existe o conceito de conjunto de cluster radial.
O conjunto de cluster radial de f em um ponto z, da esfera unitdria S de F é o conjunto
Clr(f, zo) de todos os limites de pontos de f(t¢zp) quando ¢ — 1, onde ¢ > 0. O Teorema
de Fatou em [52] assegura que para toda funcdo holomorfa limitada f : D — C, o limite
lgrll f(tz) existe para quase todo ponto z do toro T. Além disso, existem generalizag¢des do
Teorema de Fatou para C" [78, Theorem 9, p. 37]. Por outro lado, em [66] é mostrado que para
cada conjunto discreto D da esfera unitaria de C”, existe uma fung¢do holomorfa e limitada f na
bola unitédria aberta de C" tal que o conjunto de cluster radial de f em todo ponto de D contém
um disco aberto fixo. Logo, para os pontos z pertencentes a D) o limite radial 113% f(tz) ndo
existe. Isso nos leva de certa forma, a pensar nestes tipos de resultados como uma contraparte
do Teorema de Fatou.

O objetivo principal desta tese é estudar conjuntos formados pelos dois objetos supra-
mencionados. A saber, conjuntos de séries de Dirichlet com faixa de Bohr maximal, e conjuntos
de fungdes holomorfas limitadas com conjunto de cluster grande em todos os pontos possiveis.

Os capitulos da tese estdo organizados como descric@o a seguir. Ressaltamos que apds a
Introduc@o hd uma secdo que abrange as principais notagdes que usaremos em todo o trabalho.
Ademais, nos Capitulos 2 e 3 trataremos exclusivamente dos resultados de nossas pesquisas.

No Capitulo 1, trataremos alguns conceitos preliminares que consideramos essenciais
para esta tese. Englobando os tépicos de funcdes holomorfas em espagos de Banach, séries de
poténcias, séries de Dirichlet, abscissas de convergéncia de uma série de Dirichlet, conjuntos de
cluster, sequéncias interpolantes, Algebras de Banach, lineabilidade, espacabilidade, algebrabi-
lidade, dentre outros topicos gerais.

No Capitulo 2, apresentaremos os resultados que envolvem as abscissas de convergéncia



de uma série de Dirichlet. Mais especificamente, primeiro consideramos a norma uniforme e
um conjunto .# das séries de Dirichlet com faixa de Bohr maximal. Mostramos os seguintes
resultados: (i) .# contém (a menos do vetor nulo) uma cépia isométrica de ¢1; (ii) .# contém
um conjunto G5-denso na dlgebra das séries de Dirichlet que sdo limites uniformes de polino-
mios de Dirichlet; (iii) .# é fortemente Ny-algebravel. Também, investigamos .# como um
subconjunto do espago de Hilbert de séries de Dirichlet cujos coeficientes possuem quadrado
somaveis (veja essa terminologia na Sec¢do 1.6). Neste caso, verificamos que .# contém (a
menos do vetor nulo) uma cépia isométrica de ¢». Ainda envolvendo abscissas de convergéncia
de séries de Dirichlet, estudamos o conjunto .4~ (resp. o conjunto .¢’) das séries de Dirichlet
cuja largura da faixa onde elas convergem, mas ndo convergem uniformemente (resp. ndo con-
vergem absolutamente), € maxima igual a 1. Concluimos que os conjuntos .4 e .Z sdo ambos
lineaveis.

No Capitulo 3, consideramos a dlgebra de Banach constituida pelas fun¢des holomorfas
limitadas definidas sobre a bola (centrada na origem) unitdria aberta de um espago de Banach
complexo e munida com a norma do supremo. Nesta dlgebra, investigamos o conjunto das
fungdes que possuem cluster grande (cluster total) em todos os pontos possiveis. Mostramos
que ambos os conjunto contém (a menos do vetor nulo) uma cépia isomorfa de ¢; e, ademais,
as fungdes que possuem cluster grande em todos os pontos possiveis € pontual fortemente c-
algebravel. Como uma aplicacdo desses resultados, e ainda considerando a norma do supremo,
foi possivel comprovar a existéncia de estruturas lineares e algébricas inseridas no conjunto .
das séries de Dirichlet limitadas definidas no semiplano [Re > 0] e que possuem conjuntos de
cluster grande em todos os pontos possiveis. Especificamente, vimos que .# contém (a me-
nos do vetor nulo) uma cépia isomorfa de ¢;, e € pontual fortemente c-algebravel. Também,
em dimens?o finita, consideramos o conjunto L, (resp. 7,,) formado por fun¢des holomorfas
limitadas que possuem conjuntos de cluster radial grande (resp. total) em cada ponto de um
subconjunto enumeravel M da esfera. Nestas condigdes, mostramos que o conjunto Ly, N Ty
contém (a menos do vetor nulo) uma cépia isomorfa de ¢;, e que L,; € pontual fortemente
c-algebravel. Por fim, estudamos no caso unidimensional, o conjunto [J,; das func¢des holo-
morfas limitadas cujos conjuntos de cluster radial tem a cardinalidade do continuum em cada
ponto de um subconjunto M do toro T. Neste caso, vimos que se M tem medida de Lebesgue
unidimensional nula, entdo 7y, é fortemente c-algebrével.

Para finalizar, indicamos as referéncias [50,67] para um estudo sobre fun¢des holomor-
fas em dimensao infinita. Para um estudo de séries de Dirichlet, indicamos [47, 74]. E para

conceitos referentes aos espacos de Banach, indicamos [49].



Definicoes de notacoes gerais

Devido a vasta quantidade de simbolos e notagdes que poderiam gerar ambiguidade ou
confusdo neste trabalho, e preocupados em evitar isto, apresentaremos em detalhes algumas
defini¢Oes bésicas e notagdes que usaremos.

Indices. O simbolo N representa o conjunto de todos os nimeros naturais {1, 2,3, ...}.
O conjunto de todos os nimeros reais serd denotado por R. O simbolo R’ denotard o conjunto
dos nimeros reais estritamente positivos. O conjunto dos nimeros racionais serd denotado por

Q. Também escreveremos Q% = R* N Q. Ademais, para cada n € N, denotaremos

No=NU{0}; N*=Nx---xN; Nj=Nyx---xNg;
%,—/ Ne—— —

n—vezes n—vezes

0:(0,0,...); N(()N): UNEL x0; RP=Rx--- xR .

n=1 n—vezes

O conjunto N(()N) ¢ formado por todas as sequéncias infinitas (o), tal que oy, € Ny

para todo £ € N, e os ndmeros ay’s sdo diferente de zero apenas para um nimero finito de
termos nas posicoes iniciais. Os elementos deste conjunto, sdo chamados multi-indices e serdo
denotados por «. Eles tem a seguinte forma o« = (aq,aa,...,0,,0,0,...). Para um multi-
indice o € NéN) escreveremos || = >/, oy, € o chamaremos comprimento de .. Visto que
apenas um nuimero finito de ay’s sdo diferentes de zero, segue que esse comprimento € finito.
O suporte de um multi-indices « € o conjunto supp(«) = {k € N : o, # 0}. Consideraremos
Ny como subespago de N[()N) identificando o elemento (a4, ...,a,) € N com o elemento
(o1,...,0,,0,0,...) € N((]N).

Analise complexa. O conjunto dos nimeros complexos é denotado por C. Escrevere-
mos um nimero complexo arbitrario por z ou s. Também identificaremos o niimero complexo
spor (o,t) = o +it com o, € R onde i> = —1. A parte real de s serd denotada por Re s. Os
simbolos D e D denotam respectivamente, os discos unitarios aberto e fechado do plano com-
plexo, e a fronteira de ambos esses conjuntos serd denotada por T. O conjunto T serd chamado

de toro. Mais precisamente,

D={z€C:|z|<1}; D={z€C :|z| <1};
T={e" :tc R} ={2" : t € R}.



Para um ponto b € C e um nimero real qualquer » > 0, o disco aberto e o disco fechado
de centro em b e raio r serdo denotados, respectivamente, por

D,(b) = {z€C :|z—b<r};
D.(b) = {2€C:|z—b <7r}.

Dado um niimero a € R, o simbolo C, representa o conjunto de todos os nimeros
complexos z tais que Re z > a. O eixo imagindrio do plano complexo serd denotado por iR, e

o fecho do semiplano complexo serd denotado por C,. Mais especificamente,

C,={z€C :Rez>a}; R={it :teR};
@OZCOUZR

Para cada n € N, o simbolo C" representa o conjunto de todos os vetores (z1, ..., 2,)
tais que 21, ..., z, € C. Também usaremos a notag¢do z para representar um vetor de C". Para
cada vetor z = (zy,...,2,) € C", consideraremos a norma do maximo z € C" — ||z]| € R
onde ||z|| = max;<j<, |2j]. O disco aberto e unitdrio de C" ¢ o conjunto de todos os vetores
z € C™ tais que ||z|| < 1. Em simbolos, temos o seguinte

C"=Cx---xC; |z| = max |z];

1<j<n
n—vezes

D" ={z € C" : ||z] < 1}.

De modo mais geral, para um vetor b = (by,...,b,) € C"er = (ry,...,r,) € R”
comr; > O paratodo j = 1,...,n, o simbolo D, (b) representa o conjunto de todos os vetores
z=(z1,...,2,) € C" tais que |z; — b;| < r; paracada j = 1,...,n. Similarmente, o politoro
em n-varidveis é o conjunto de todos os w = (wy, ..., w,) € C" tais que |w;| = 1 para todo

j=1,...,n,eele serd denotado por T". Em suma, escreveremos

Dp(b) ={(z1,...,20) €C" |z, = bj| <71;,7=1,...,n};
T" ={(wy,...,w,) € C" : |w;| = 1}.

Para b = (0,...,0) € C" escrevamos rD" := D, (h). O simbolo C" representard o conjunto
CxCx---,istoé,

cN .= {(2))j2; : 2z; € C paratodo j € N}.

A soma e multiplicacdo no conjunto C" sdo as usuais coordenada a coordenada.

-, . N A b
Para um multi-indice a = (ay, ag, ..., q,,0,...) € Ng ) e uma sequéncia z = (2,)5°
de nlimeros complexos, escreveremos 2z = 21" 25223 . ... Note que como « tem comprimento

finito, o produto acima também o €. Se a sequéncia z acima for finita, digamos que 2z = (z;)}_,,



podemos supor que ela seja da forma z = (2,,)7°, sugerindo que z; = 0 para todo j > n + 1.
Logo, para a sequéncia finita z = (2;)7_,, teremos 2% = z{" ... z;». Convencionamos 00 =1.

Também, para \q, ..., \, € C escrevemos
(A, ooy Ap) @ = AT A0,

Séries de Dirichlet Seja a € R. Com rela¢do a uma série de Dirichlet >~ , a,n ",
onde s € uma varidvel complexa e a,, sdo escalares complexos, trataremos sobre trés tipos de
convergéncias. Agora esclareceremos algumas terminologias sobre essas convergéncias. A
primeira é a convergéncia pontual, para este tipo de convergéncia considere a sequéncia de

somas parciais

o0

N
> amn? . (1)
n=1

N=1

Nesta caso, diremos que a série Y | a,,n~* converge pontualmente em s se a sequéncia em (1)
for convergente; se para cada s € C, a série Y~ | a,n~* converge pontualmente, diremos que
a série de Dirichlet >~ | a,,n~* converge pontualmente no semiplano complexo C,. A segunda
€ a convergéncia uniforme, para este caso, note que podemos considerar as seguintes funcdes
Dy : C, — C, onde Dy(s) = Zflv:l a,n~°. Quando a sequéncia de fungdes (Dy)_; con-
vergir uniformemente no semiplano complexo C,, diremos que a série de Dirichlet Y | a,n"*
converge uniformemente em C,. A terceira € a convergé€ncia absoluta, neste caso, considere a

seguinte sequéncia de somas parciais

N oo
> Janln™ : 2)
n=1 N=1

Quando a sequéncia em (2) convergir, diremos que a série Y -, a,n "%, onde s := o + it com
t € R, converge absolutamente em s; se para cada s := o + it € C, a série >~ a,n"*
converge absolutamente, diremos que a série de Dirichlet Y~ | a,,n~* converge absolutamente
no semiplano complexo C,.

Teoria dos nimeros. A sequéncia dos nimeros primos p; = 2,ps = 3,p3 =5, ...
serd denotada por p = (p)72,. Dado um niimero complexo s arbitrario, usaremos a nota¢ao
p~*® para significar

P =% )

A funcdo n € N — Q(n) € Ny, conta o niimero de divisores primos de n incluindo multi-
plicidades. A igualdade n = p®, com « € N(()N), significa a decomposi¢cdo de n em numeros
primos, isto é, n = p* = p{" - - - pr*. Logo, se p* é a decomposi¢do de n em nimeros primos,
entdo Q(n) = a; + -+ -+ oy, = |af.

Espacos normados.  Para um espago normado (E, || - || z) os simbolos By, Bg e Sg

denotam, respectivamente, a bola aberta, a bola fechada e a esfera de F, todos esses conjuntos



sdo0 unitdrios e centrados na origem. Além disso, para um ponto arbitrdrio ¢ € £ € um nimero
real » > 0, o simbolo B(a,r) denotard o conjunto de todos os elementos = € E tais que

|z — a|| < r. Precisamente, temos

Bp={r € E :|z|lp<1}; Bp={x € E :|z|p <1};
Sgp={x € FE :||z|g=1}; Bla,r)={z € E: |z —a|p<r}.

O espaco vetorial dual topolégico de F € o conjunto de todos os funcionais lineares e

continuos z* : £ — C e serd representado por £*, ou seja,
Er = {x* : B — C : 2" élineare contl’nuo}.
O conjunto £* munido com a norma

* *
[2" ]| g+ = sup [z7(x)]
r€EBE
se torna um espago vetorial normado. De modo anélogo, o bidual topolégico de £ € o conjunto
" —kx .
E** = (E*)*. Os simbolos B}, B e S3 representam, respectivamente, a bola aberta, a bola
fechada e a esfera unitaria de £** e todos esses conjuntos sao unitarios e centrados na origem,

isto €,

o ={a™ € B* :||a*||g~ < 1}; B = {2 € B : ||2™| g < 1}

Por simplicidade, em nosso trabalho omitiremos alguns sub-indices em certas notacoes.
Ao invés de escrevermos B, EE, Sk para denotar a bola aberta, a bola fechada e a esfera de £
escreveremos apenas B, B e S. O mesmo se aplica para B, Ez* e S%', isto €, escreveremos
apenas B**, B e S**. Isso serd estendido para a notacdo de norma, ou seja, ao invés de
escrevermos || - ||z para denotar a norma de um espago normado E, usaremos a notagao || - ||.
Isso ndo causard ambiguidade.

Por fim, muitas das vezes consideraremos uma rede (ou sequéncia) (2,), C B e um
ponto z € B, e escreveremos que 2z, Y 2na topologia fraca estrela, mas estaremos pensando

na seguinte convergéncia Jg(z,) 2, 2, onde Jp éo mergulho candnico
JE' E — E**
xr+— Jp(z): ¥ — C

p — Je(z)(p) = ()

e IY um espaco normado.
Espacos de sequéncias. Os espacos de sequéncias /., e ¢y sdo definidos respectiva-



mente, por

loo = {(:lrn)ffl ssup |z, | < oo}

neN
Co i= {(xn);’f:l : lim z, = O} :
n— oo
ambos os espagos se tornam Banach com a norma ||(z,,)0% || := sup,,cy |2n]-

Os espagos de sequéncias £,’s, com 1 < p < oo, sdo definidos por

0o
ly = (Tn)n2y - Z |z, [P < 00
n=1
Esses €spagos com a norma
1
0 P
@)l = { D1l ]
n=1

tornam-se espacos de Banach.

Por fim, para cada 1 < p < oo, consideramos os espagos de Marcinkiewicz ¢, ».’s,
definidos por

1
P o . — Wk
Uy oo 1= {(xn)n1 ssupnrz, < oo} :
neN

onde

x, :=inf < sup |z;| : J C N, #J <n
JEN\J

A sequéncia z* = (z7)22 | é dita ser um reordenamento decrescente da sequéncia © = ()72 ;.
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Capitulo 1

Conceitos preliminares

Na primeira secdo deste capitulo apresentaremos conceitos basicos de aplicacdes mul-
tilineares e polindmios m-homogéneos. Na segunda se¢do abordaremos algumas defini¢des e
alguns resultados de func¢des holomorfas, séries de poténcias e fun¢des analiticas. Nas secoes
trés, quatro e cinco trataremos um topico central de nosso trabalho: as séries de Dirichlet e
suas abscissas de convergéncia. Na sexta se¢do, discutiremos um pouco sobre um "casamento
perfeito” entre Algebra e Andlise; a saber, as Algebras de Banach. Na sétima secdo, definire-
mos lineabilidade, espacabilidade e algebrabilidade. Na oitava secdo, focaremos no estudo de
conjunto de cluster e sequéncias interpolantes. A secao nove ¢ dedicada para estabelecer alguns

resultados gerais que serdo usados no decorrer deste trabalho.

1.1 Aplicacoes m-lineares e polinomios m-homogéneos em es-

pacos de Banach

Nesta sec¢do, F/ denota um espaco vetorial normado (salvo contrdrio) sobre o corpo K,
onde K serd R ou C. Do mais, indicamos [67] como principal referéncia sobre os topicos aqui

abordados.

Definicao 1.1.1. Sejam £ um espago vetorial e m € N. Uma aplicagdo A : £ — K

¢ m-linear se é linear em cada coordenada, isto é, se para cada k € {1,...,m} e vetores
X1,y Th1,That,-- ., L, € F fixados, a aplicacdo
x€Ev— A(xy,..., Tk 1,T,Tp41,...,2ym) EK

é um funcional linear.

Proposicao 1.1.2. [67, Proposition 1.2 | Seja A : E™ — K uma aplicacdo m-linear. As

seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(a) A é continua.

(b) A é continua na origem.

11



(©) 114l = sup{ A1, )] 5 € B e max oyl 1} < oo,

O espago vetorial de todas as aplicagdes m-lineares e continuas A : £ — K serd
denotado por L(™FE). Segue da Proposicao 1.1.2 que a aplicacdo A € L("E) — ||A| € R
estd bem definida. Além disso, pode-se demonstrar que | - || ¢ uma norma em L(™E).

Proposicdo 1.1.3. [67, Proposition 1.3 ] O espago normado (L(™E),|| - ||) é um espago de

Banach.

1.2 Polindomio m-homogéneos em espacos de Banach

Definicao 1.2.1. Sejam £ um espago vetorial e m € N. Uma aplicacdo P : £ — K é um
polinémio m-homogéneo se existe uma aplicacdo m-linear A : E™ — K tal que P(z) =
A(z,...,z)paratodo x € F.

Proposicao 1.2.2. [67, Collorary 2.3] Seja P : E — K um polinémio m-homogéneo. As

seguintes condicoes sdo equivalentes:
(a) O polinémio P : E — K é continuo.
(b) [Pl = sup{|P(x)]: x € E e |lz[ <1} < o0

O espaco vetorial de todos os polindmios m-homogéneos continuos P : £ — K sera
denotado por &,,(FE). Convencionaremos &,,(F) = C quando m = 0. Segue da Proposi¢do
1.2.2 que a aplicagdo P € Z,,(E) — ||P|| € R estd bem definida e, além disso, pode-se

mostrar que ela é uma norma em Z,,,(E). Isso permite enunciar o seguinte resultado.

Proposicao 1.2.3. [67, Corollary 2.3] O espaco normado (Z,,(E), || - ||) € um espaco de Ba-

nach.

1.3 Funcoes holomorfas definidas em espacos de Banach

As funcdes holomorfas definidas em espagos de Banach complexos generalizam a noc¢ao
de funcdes holomorfas de uma varidvel complexa. Em especial trataremos o caso de séries de
poténcias e func¢des analiticas em B,,. Nesta se¢do, £ denota um espaco normado complexo,
salvo contrdrio. Nossas principais referéncias acerca dos temas abordados nesta secdo foram
[47,67].

Definicao 1.3.1. Seja U um subconjunto aberto de £. Dado a € U, uma aplicagdo f : U — C

¢é holomorfa em a se existem uma bola aberta B(a,r) C U e uma sequéncia de polindmios
(Pn)X_,com P, € Z,,(F) tal que

flz) = i P, (x —a) paracada x € B(a,r),

m=0
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onde a convergéncia é uniforme em B(a,r). Caso f seja holomorfa em todo ponto de U,
simplesmente dizemos que f € holomorfa (ou holomorfa em U).

Em alguns casos a definicdo de fungdes holomorfas em espacos normados pode ser

apresentada da seguinte maneira.

Definicao 1.3.2. Seja U um subconjunto aberto de . Uma aplicacdo f : U — C é holomorfa

(ou C-diferencidvel) em um ponto a € U se existir um funcional linear a* € E* tal que

o @) = (@) — a(h)

#—a [ = all

=0. (1.1)

Caso f seja holomorfa em cada a € U, dizemos que f é holomorfa em U e denotamos por
df (a) o tnico funcional linear a* que satisfaz (1.1), aquele é chamado de diferencial de f em a.

E de se esperar que o leitor questione se as duas dltimas defini¢des sdo equivalentes.
A resposta para estd pergunta é sim! Para uma referéncia veja [69, Theorem 1.2], e para uma
demonstracdo mais geral veja [67, Theorem 14.7]. O espago de todas as fun¢des holomorfas
em U serd denotado por H(U). Uma pergunta natural que surge ao comegarmos o estudo de
fungdes holomorfas é se holomorfia implica em continuidade. A proposi¢do abaixo responde
essa pergunta.

Proposicao 1.3.3. [67, Lemma 5.6] Seja U C E aberto. Se f € H(U), entdo f é continua em
U.

O seguinte resultado é conhecido como o Principio da Aplicacdo Aberta, ele estabelece
uma propriedade adicional que ganhamos quando trabalhamos com func¢des holomorfas.

Proposicao 1.3.4. [67, Proposition 5.8] Seja U um subconjunto aberto e conexo de E. Entdo
para cada f € H(U) o conjunto f(V') é aberto em C sempre que V' é um subconjunto aberto
de U.

A partir de agora, trabalharemos com fungdes holomorfas e limitadas na bola unitdria
aberta centrada na origem de um espaco normado. Seja B a bola aberta e unitdria centrada na
origem de E. Denotaremos o conjunto de todas as fun¢des holomorfas e limitadas em B por
Hoo(B), isto €,

Hoo(B)={f: B— C : f éholomorfa e limitada}.
E claro que a aplicagio f € Hoo(B) — || f|| € R, onde

IfIl = sup{[f ()| : = € B}, (1.2)

estd bem definida. Além disso, pode-se mostrar que || - || € uma norma em H . (B). Isso permite

enunciar o seguinte resultado.
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Proposicao 1.3.5. [47, Theorem 2.14] O espaco normado (Ho(B),|| - ||) é um espago de
Banach.

Observacao 1.3.6. Para cada m € N, consideraremos &,,,(E) como um subespago fechado de
Hoo(B) pela isometria linear P € Z,,,(FE) — P |p € H(B).

A partir de agora, focaremos nas fun¢des holomorfas e limitadas definidas na bola uni-
taria aberta do espaco de Banach c¢j. Para isso, precisamos de algumas definicdes e resultados
preliminares.

Definicdo 1.3.7. Seja (c¢;);c; uma familia de escalares complexos, onde / é um conjunto de
indices enumerdvel. Dizemos que (¢;);c; é somdvel se a rede ordenada (Zze P ci) POl fnito
converge, isto é, se existe s € C tal que para cada € > 0, existe um conjunto finito Fy C [
com |Zle pCi— s! < ¢ para todo conjunto finito ' C [ com [Fy C F'. Neste caso, escrevemos

s = .c;Ci e dizemos que s € a soma de (¢;)ier.

A proposicdo a seguir estabelece algumas equivaléncias sobre quando uma familia (¢;);cr
¢ somdvel.

Proposicao 1.3.8. Seja (¢;);c; uma familia de escalares complexos, onde I é um conjunto de

indices enumerdvel. As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(a) A familia (¢;);cr € somdvel;

(b) Para cada £ > 0 existe um conjunto finito Fy C I tal que ‘ZieF c,-} <eparatodo F C I
com FNFy=10;

(c) Tem-se sup Z |lci| < oo. Além disso,

FcrI’
finito el

Z lei| = supz |ei| < o0
FCI

il inio GEF
(d) A familia (c;);e; € incondicionalmente somdvel, isto é, para toda bije¢cdo 0 : N — I a
2. o o
série Yy | Co(n) CONVETge e, neste caso, tem-se y > | Co(n) = Y _ic; Ci-
Precisaremos da seguinte defini¢do.

Definicao 1.3.9. Uma série de poténcias em infinitas varidveis é uma série da forma >, _ ) ¢42°,
a€Ny

com z% := H z,’:’“, onde (ca)a N ¢ uma familia de escalares complexos (pode ser ou ndo so-
0

keN
mavel) e z = (2;)52; € uma sequéncia de nimeros complexos.

Voltando a tratar sobres as fungdes holomorfas e limitadas na bola unitéria aberta de c,

consideramos os dois resultados a seguir.
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Teorema 1.3.10. [47, Theorem 2.19] Para toda f € Hoo(Be,) existe uma tinica familia de

coeficientes (Ca(f))aeNéN) tal que f(z) = ZaeNém co(f)z* para todo z € B,,.

Teorema 1.3.11. [47, Theorem 2.32] A funcdo P : co — C é um polindémio m-homogéneo se,

e somente se, PP é uma fungdo holomorfa cuja familia de coeficientes monomiais (co(P)), oo
0

satisfaz: c,(P) # 0 somente se |o| = m para cada o € N(()N).

O resultado a seguir, de certa forma, apresenta alguns critérios para que tenhamos uma

"reciproca" do Teorema 1.3.10, ele é conhecido como Critério de Hilbert.

Teorema 1.3.12. [47, Theorem 2.21] Seja (c,,) o uma familia de escalares tal que
aclg

Z |ca2®| < 00, paratodos N € N, z € DV (1.3)
aENQ
e
sup sup Z a2 < 00. (1.4)
N zeD¥ aeN?

Entdo existe uma nica f € Ho(Be,) tal que c,(f) = ¢, para todo o € N(()N). Além disso,
||| = sup sup Z Ca?™| .
N zeb¥ aeNY

O Critério de Hilbert permite enxergar o conjunto #H..(B,,) como um subconjunto das

séries de poténcias. Para ver isso, precisamos definir o seguinte conjunto

Poo =19 Y Ca2” (Ca) gerge satisfaz (1.3) e (1.4) o . (1.5)

aENg)

O conjunto ‘B, se torna um espago vetorial quando munido com a soma e a multiplicagdo por

escalar
Z Co2™ + Z d,z" = Z (Co + dy)z,
aeNg? aen{? aen{
A Z Ca2® = Z (Aea)z®, AeC. (1.6)
aen{" aeNgV
Além disso, a aplicacgdo || - || : P — R, dada por

E Ca2%|| = sup sup E Caz®|,

N zeDN
aEN9> aENg
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estd bem definida e também € uma norma em ‘P3.,. Logo, isso nos permite enunciar o seguinte

teorema, cuja demonstracao € uma consequéncia direta dos Teoremas 1.3.10 e 1.3.12.

Teorema 1.3.13. Existe uma isometria entre os espagos normados B, € Hoo(Be,). Em parti-

cular, B, € um espaco de Banach.

Trataremos a seguir um caso mais especial de funcdes holomorfas, a saber, as funcdes
analiticas. No entanto, para deixar este conceito claro ao leitor, precisamos voltar a atencdo

para o espago CV.

Defini¢do 1.3.14. Sejam N € Ner = (r,...,ry) € RY comr; > 0,...,ry > 0. Dizemos

que uma fungdo f : rDY — C é analitica em 0 se existir uma familia de coeficientes (Ca)aeN{)V

f(z) = Z Ca 2™

aeNQ

satisfazendo

para cada z € rD¥,

O teorema a seguir, estabelece uma fato crucial envolvendo as fung¢des analiticas e ho-
lomorfas em rD¥.

Teorema 1.3.15. [47, Theorem 2.8] Sejam N € N, r = (r,...,ry) € RY com r; >

0,...,rx > 0 e uma fungdo f : rtDY — C. Entdo f é holomorfa se, e somente se, existe

uma tinica familia de coeficientes (co(f))aeny tal que f(z) = 3 o ca(f)z® para todo
0

z € rDV.

Em resumo, o Teorema 1.3.15 afirma que em espacos de dimensao finita, uma funcao é
holomorfa se, e somente se, é analitica. Agora, aproveitando o "gancho" da dltima defini¢do,

definiremos funcdes analiticas em c.

Definicdo 1.3.16. Dizemos que uma funcio f : B,, — C € analitica em 0 sempre que existe

uma familia de coeficientes (Ca)a (v satisfazendo
0

f(Z) = Z Ca?”,

aENgﬁ

com a convergéncia absoluta para cada z € B,,.

Em polidiscos rD? de C¥, os conceitos de fungdes holomorfas e analiticas sdo equi-
valentes, como visto no Teorema 1.3.15. Isso motiva o seguinte questionamento: a funcdo
f : B,, — C ¢ analitica se, e somente se, f ¢ holomorfa? A condi¢@o necessaria € respondida
na afirmativa quando incluimos a hipdtese de f ser limitada, como pode ser visto no resultado

a seguir.

Proposicao 1.3.17. [47, Corollary 2.23] Se f : B.,, — C é limitada em B, e analitica em 0,
entdo f € Hoo(By,).
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Por outro lado, uma funcdo f € H(B,,) pode ndo ser analitica. Um exemplo é apre-
sentado em [47, Proposition 4.4]. Também € demonstrado em [45] que o conjunto de todas as
fungdes [ € Hoo(Be,) que ndo sio analiticas em 0 contém (a menos da fun¢io nula) um espago

vetorial de dimensao infinita.

1.4 Séries de Dirichlet

Nesta secdo, apresentaremos alguns resultados sobre séries de Dirichlet que conectam
Andlise, Algebra e Teoria dos nimeros. Nossas principais referéncias sobre os tépicos desta
secdo foram [9,47], mas também indicamos [8, 14,21-24,34-38,48,74].

Definicéio 1.4.1. Uma série de Dirichlet formal é uma série da forma ) a,n*, onde s =
o + 1t € C é uma varidvel complexa e a,, € C s@o escalares. Para um nimero N € N, diremos

que a série de Dirichlet da forma Zi:le a,n~° é um polinomio de Dirichlet de comprimento N.
Exemplo 1.4.2. Sao exemplos de séries de Dirichlet:
(a) Asérie )~ n~*° aqual converge se Res > 1.

(b) A série alternada >~ ,(—1)"p.*, que converge se Re s > 0.

n=1

Uma ideia da demonstra¢do do item (a) pode ser descrita da seguinte maneira. Seja
s € CcomRe s > 1. Logo, existe 0 € Rtal que Re s > o0 > 1. Como a série >~ n~7 ¢é
convergente, segue do Teorema 1.4.3 que a série de Dirichlet >~ | n~* também € convergente,
pois Re s > 0.

Uma demonstragdo similar aquela apresentada no inicio da demonstragdo do Lema 2.6.2
pode ser dada para o item ().

O conjunto de todas as séries de Dirichlet formais serd denotado por ®. Mais precisa-

mente,

(o]
D= { E apn~® s € C éuma varidvel complexa e a,, € C sdo escalares} .

n=1

Este conjunto com a soma e a multiplicag¢do por escalar

f: a,n"° + i byn=° = i(an +by)n~?
n=1 n=1 n=1
A (i ann_5> = i()\an)n_s, AecC
n=1 n=1

torna-se um espacgo vetorial.
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Teorema 1.4.3. [ [74, Lemma 4.1.1] ou [47, Lemma 1.2] ] Suponha que uma série de Dirichlet
> > ann”® converge em um ponto so € C. Entdo esta série converge para cada s € C tal que

Re s > Re sy. Além disso, converge uniformemente em cada cone

— 1
C’eZ{SGC' |5 = 5ol < }7

"Re(s—sy) ~ cosf

onde 0 < 6 < cos(7/2).

As séries de Dirichlet e as fun¢des holomorfas estdao relacionadas. Exemplo disto € o
resultado a seguir, que € central na teoria de séries de Dirichlet.

Teorema 1.4.4. [47, Theorem 1.1] Seja Zf;l a,n~° uma série de Dirichlet (que ndo diverge
em todo ponto). Entdo existe um niimero real o tal que » .~ a,n"* converge pontualmente
no semiplano complexo C, e diverge para cada s € C com Res < o. Além disso, a funcdo

f: C, — C definida por f(s) = > -

s
n_1 Gnn"° € holomorfa.

Teorema 1.4.5. [8, Theorem 11.3] Sejam >~ a,n"*e >~ b,n"* séries de Dirichlet que

convergem absolutamente no semiplano complexo C,, onde 0 € R ¢é fixado. Se existe uma

sequéncia (s;)52, tal que 7 a,n™ % =% > b,n"** paratodo k € N e klim Re s = +00,
—00

entdo a, = b, para todon € N.

A partir de agora, abordaremos sobre fun¢des holomorfas limitadas no semiplano com-
plexo C, e que podem ser representadas pontualmente por uma séries de Dirichlet. O conjunto
de todas essas fungdes holomorfas serd denotado por .7%.. A saber,

Hoo = {D :Co — C : D(s) :Zann’S para cada s € C,
n=1
a, € C sdo escalares e sup |D(s)| < oo}.
seCop

Dadas D, Dy € J#,, temos D1(s) = > 7

n=1

ann~® e Dy(s) = > 77 byn*® para todo s € Cy.

Assim, o conjunto 7%, com as seguintes operagdes de soma e multiplicagdo por escalar

o

(D1 + Da)(s) =Y (an +b)n ™"
(AD1)(s) =D (Aay)n™*, XeC

torna-se um espago vetorial. Do mais, a aplicacdo D € 4, — ||D|| € R, dada por ||D|| =

sup |D(s)|, estd bem definida e é uma norma para 7%5,.
seCo

Teorema 1.4.6. [47, Theorem 1.17] O espago normado (., || - ||) € um espago de Banach.

O conjunto de todas as fungdes f : C; — C holomorfas e limitadas, serd denotado
por Hoo(Cyp). A inclusdo 52, C Hoo(Cp) se deve ao Teorema 1.4.4. Entdo é plausivel que o
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leitor questione: toda fun¢do holomorfa e limitada f : Cy; — C pode ser representada por uma
série de Dirichlet? A resposta é NAO, isto &, 7, & H.(Cp). Dois exemplos para isso sdo os
— s=1

seguintes: As fungdes f, g : Co — C definidas respectivamente por f(s) = :7 e g(s) = e~

sdo ambas holomorfas e limitadas em C,, porém nenhuma delas pode ser representada por

S

uma série de Dirichlet em cada ponto de Cy. Uma demonstracdo que justifica esses, e outros
exemplos, podem ser encontrados em [47, Final da p. 32] e [74, p. 140].

Agora fagamos um esclarecimento. As fungdes D pertencentes a .72, sdo fungdes que
em cada ponto s € Cy podem ser representadas por uma série de Dirichlet >~ a,n°. Por
isso, algumas vezes escreveremos que a série de Dirichlet >~ a,n™° € 2, ao invés de
escrever que a fungdo D € J#,. Além disso, para D € %, usaremos a notacdo D(s) =
> > ayn~®epara D € © usamos a notagdo D = Y > a,n % onde s € C é uma varidvel

aleatoria.

Proposi¢io 1.4.7. [47, Proposition 1.19] Para cada série de Dirichlet D(s) = > °"  a,n"* €

n=1
I tem-se

2

)
> an* ] <D
n=1

Em particular, |a,| < ||D|| para cadan € N.

Agora, definiremos outros resultados centrais da teoria das séries de Dirichlet. Para isso,
precisamos definir a transformada de Bohr. Antes disso, denotemos por 33 o conjunto de todas

as séries de poténcias formais de infinitas varidveis, isto é,

— { E co 2" : z é uma varidvel e (Ca)aeN<N) uma familia de escalares}.
0

O conjunto *B torna-se um espago vetorial quando munido com as operacdes de soma e mul-
tiplicacdo por escalar definidas em (1.6). Através do Teorema da Decomposicdo em Nuimeros
Primos, a transformada de Bohr estabelece uma conexao entre as séries de Dirichlet e as séries

de poténcias de infinitas varidveis.

Definicao 1.4.8. A transformada de Bohr ¢é a aplicacdo definida por

B:P — D

oo
o On=Ca, ni=p< Qp,
E CqR ———— _S
n

aeng n=l

Com relacdo a Definicdo 1.4.8, facamos alguns comentérios. Dado um indice @ =
(a1, ...,an,0,...) € N(()N), pelo Teorema da Decomposicao em Numeros Primos, existe um
tnico natural n € N tal que n := p{*---p3» := p®. Logo, a correspondéncia bijetiva o €
N[()N) <> n € N nos permite verificar que a aplicagdo *B : 8 — D ¢ linear e bijetiva (também

€ um homomorfismo de dlgebra, mas isso serd tratado no Teorema 1.7.5, assim como alguns
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detalhes de como funciona a transformada de Bohr). A inversa da transformada de Bohr é
chamada de Bohr lift e denotada por £. Relembramos que devido ao Teorema 1.3.13, o espago
de Banach #H..(B,,) é confundido com o espago de Banach .. E provavel que o leitor ja
tenha percebido que 3., € um subespaco vetorial de *J3. Isso abre caminho para apresentar uma

consequéncia fabulosa das ideias de Bohr.

Teorema 1.4.9. [47, Theorem 3.8] A seguinte igualdade isométrica é vdlida por meio da trans-
formada de Bohr H.(B.,) = 7. Mais precisamente, existe uma tnica bijecdo linear isomé-
trica de Hoo(By,) em H tal que B(f)(s) = > .7 ann™%, com co(f) = a, onde o € N e

n = p°, para toda f € Hoo(Be,). Além disso, f (p~°) = ", ayn~° para cada s € C,,.

Prosseguiremos agora com o objetivo de estabelecer mais resultados envolvendo a trans-
formada de Bohr. No entanto, precisamos de algumas definicdes preliminares. Antes disso,
relembramos que 2(n) conta a quantidade de niimeros primos que divide n incluindo multipli-

cidades.
Definicao 1.4.10. Dado m € Ny, diremos que:

(a) Uma série de Dirichlet D(s) = >.°°  a,n~* € D é m-homogénea quando a,, # 0

n=1

somente se 2(n) = m.

(b) Uma série de poténcia ) o) ca2® € P € m-homogénea quando c, # 0 somente se
0

la] = m.

O subespaco vetorial de ® formado por todas as séries de Dirichlet m-homogéneas sera
denotado por ©,,. Similarmente, escreveremos o subespaco vetorial de 3 formado por todas as
séries de poténcias m-homogéneas por B,,. Além disso, podemos considerar o subespago 77"
de 77, formado por todas as séries de Dirichlet limitadas em Cy que sdo m-homogéneas, isto

7z

<,

T = {i anyn~® € Ay i a, # 0 somente (n) = m}

n=1

A Observagido 1.3.6 diz que o espago dos polindmios m-homogéneos &, (cy) é um subespago

fechado de H..(B,,), isso juntamente com os Teoremas 1.3.10 e 1.3.11 nos permite considerar
Pu(co) = {P € Hoo(Be,) : ca(P) # 0 somente se |a| = m}.

Ademais, como para n = p° tem-se || = m se, e somente se, {2(n) = m, a transformada de

Bohr apresentada ao leitor na Defini¢do 1.4.8 leva 3, em ., ou seja,

By, P —— Dy

a @n=cCa, ni=p* Qp,
P D Dl
n

|a|=m Q(n)=m
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¢ uma bijecao linear. Logo, podemos enunciar o seguinte resultado, que é vilido por meio da
transformada de Bohr.

Teorema 1.4.11. [47, Theorem 3.12] A seguinte igualdade isométrica é vdlida por meio da
transformada de Bohr 2,,(cy) = €. Mais precisamente, existe uma tinica bijecdo linear iso-
métrica de P,,(cy) em FE tal que para todo P € P,,(co) tem-se B(P)(s) = > oo amn~*,

onde co(P) = ay sen = p®, com o € NE)N)’ la] = m e a, = 0 caso contrdrio. Além disso,
P(p~*) =>"2 a,n"* para cada s € C,.

n=1
Proposicio 1.4.12. [47, Corollary 3.13] Sejam m € Ny, D(s) = > 7 a,n° € oy e
Di(8) = Y qmy=m @nn”°. Entdo:
(a) Para todo m tem-se D,, € F e || Dyl < | D]
(b) Para todo o > 0 a convergéncia D(s) = °_ D,,(s) é uniforme em C,.

O subespago vetorial de .7, formado por todas as séries de Dirichlet > ° | a,n~° tais
que n depende apenas dos N primeiros niimeros primos, serd denotado por .7#™). Mais preci-

samente,
W) = {Zanns € . :a, # 0 somente se n depende de pq,... ,pN} )
n=1

Como consequéncia do Teorema 1.3.15, podemos identificar cada espago Ho. (DY) com o es-
paco A0,

Teorema 1.4.13. [47, Theorem 3.7] A seguinte igualdade isométrica Ho.(DV) = 20N ¢
vdlida por meio da transformada de Bohr. Mais precisamente, existe uma vnica bijecdo linear

isométrica de Ho..(DN) em AN 1al que B(f)(s) =07 ayn~5, onde a, = c,(f) sen = p,

n=1

N .. L.
com o € Ng ) e a,, = 0 caso contrdrio. Além disso,

f(pfs7 s apﬁsj = Z annisy (17)
n=1

para cada s € C,,.

Encerraremos esta secdo abordando as séries de Dirichlet que sdo uniformemente conti-
nuas em Cy. O simbolo o7 (C,) representa o fecho em 7%, de todos os polindmios de Dirichlet.

Mais exatamente,

Il
A (Co)={>N anseH#, :NeN} |

Claro que <7 (Cy) é um espago de Banach. Ademais, em o7 (C) as séries de Dirichlet podem

ser estendidas continuamente para uma fun¢do em C.

Teorema 1.4.14. [9, Theorem 2.3] Para f : Cy — C, as seguintes condigcoes sdo equivalen-

tes:
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(a) f é limite uniforme em Cy de uma sequéncia de polindmios de Dirichlet.

(b) f é pontualmente representada por uma série de Dirichlet em Cy e [ é uniformemente

continua.

Apresentaremos a seguir mais uma consequéncia da transformada de Bohr. Denotemos
por A, (B.,) o fecho em H..(B,,) do espago gerado por todos os polindmios m-homogéneos,

ou seja,

I
Au(Bey) = {3 _Pn € Hoo(Bsy) : N €Ny & P, € P(co)}

Tem-se que A, (B,,) é um subespaco fechado de H..(B,,), e portanto ¢ um espago de Banach.
Além disso, tem-se o seguinte.

Teorema 1.4.15. [9, Theorem 2.4] O espago de Banach <7 (Cy) é isometricamente isomorfo a
A, (Be,) por meio da transformada de Bohr.

Motivados pelo Problema da Abscissa de Convergéncia Absoluta de Bohr (veja [47, p.

230]), outro problema interessante € descrever o conjunto

monJ :={ we CY : Z lcqw®| < oo para toda Z AN (1.8)

aeNgV aeN{

onde J C ‘B.. Antes de apresentarmos um resultado envolvendo esses tipos de conjuntos,

recordamos que os espacos de Marcinkiewicz ¢ »m___’s sdo definidos por
m—1’

m—1
lom = {(xn)zozl ssupn 2 )y < oo},
neN

onde

x, =inf ¢ sup |z;| : JC N, #J <n;.
JEN\J

Além disso, devido ao Teorema 1.3.11, podemos considerar &, (co) como um subconjunto de

B. Neste sentido, enunciamos o seguinte teorema.

Teorema 1.4.16. [47, Theorem 10.15] Para cada m > 2 tem-se mon &, (cy) = { _2m

m—1’

oo*

O Teorema 1.4.16 nos ajudara no principal lema do Capitulo 2, a saber, o Lema 2.2.6.

1.5 As abscissas de convergéncia de uma série de Dirichlet

Esta secdo € dedicada as abscissas de convergéncia de uma série de Dirichlet. Em grande
parte, abordaremos a abscissa de convergéncia absoluta. Afinal, dedicaremos praticamente todo

o segundo capitulo deste trabalho a ela. Nossas principais referéncia sao [47,74].
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Para cada série de Dirichlet D = fo’:l a,n”® € D,coms = o+ ite N € N,
escreveremos

N

An(D) = lan|; Un(D) = sup

teR

Y

a,n’|
1

n=1

(D) = Zan-

1

n=

3
Il

Além disso, associaremos a série de Dirichlet Y >, a,n"%, com s = o + il, as seguintes

abscissas

(o)
0. = inf {O‘ >0 : Z a,n”° converge} ,

n=1

o0
o, = inf {a >0 : E a,n”® converge uniformemente em Cg} ,

n=1

oo
o, = inf {a >0 : Z |a,|n"7 converge } :

n=1

A partir de agora escreveremos o.(D) ao invés de o, 0,(D) ao invés de o, e 0,(D) ao invés

de o, para denotar as abscissas de uma série de Dirichlet D € ©.

Defini¢do 1.5.1. Para cada D € © os nimeros o.(D), 0, (D) e 0,(D) sdo chamados respec-
tivamente de abscissa de convergéncia pontual, abscissa de convergéncia uniforme e abscissa

de convergéncia absoluta da série de Dirichlet D.

Exemplo 1.5.2. ParaD; =)~ n %, Res>1,e Dy =3~ (—1)"p,* Res > 0, temos

n=1

Oc¢ (Dl) = Oy (Dl) = Ogq (Dl) =1

O¢ (Dg) = 0, Oy (DQ) = 0gq (Dg) =1.

Com efeito, segue do Exemplo 1.4.2 que o.(D;) > 1. Se acontecesse o.(D;) > 1, existiria
o € R tal que 0.(Dy) > o > 1. Dai, como a série > -, n~? é convergente segue do Lema
1.4.3, que para s € C, com 0.(D;) > Re s > o, a série de Dirichlet > >°  n™* converge e
isso contraria a defini¢do de o.(D). Logo, o.(D1) = 1. Analogamente, pode-se mostrar que
04.(D1) = 1. Ademais, pela defini¢do das abscissas de convergéncias, temos que o.(D;) <
ou(D1) < 04(D1), 0 que implica o. (D;) = o, (D) = 0, (D;) = 1. Para uma demonstragio
das igualdades com relacdo a série de Dirichlet Dy veja [47, Proof of Proposition 1.5, p. 16].

Vejamos a seguir alguns resultados que envolvem as abscissas de convergéncia.

Proposicao 1.5.3. [47, Proposition 1.6] Para cada D € ® as abscissas de convergéncia
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0e(D),0u(D) e o,(D) satisfazem

) log |A%| ) log Uy
(D) <1 —— o,(D)<I1
o(D) clmewp g on D) slmewp

log Ax

0.(D) <limsu .
(D) N og N

Em cada caso, se a abscissa de convergéncia é ndo negativa, entdo tem-se a igualdade.

O préximo teorema dentre outras propriedades, estabelece uma relagdo importante para
a abscissa de convergéncia uniforme de uma série de Dirichlet, ele € conhecido como o Teorema

Fundamental de Bohr.

Teorema 1.5.4. [47, Theorem 1.13] Seja > 7, a,n~° uma série de Dirichlet (que ndo diverge

n=1

o0 —

em todo ponto). Suponha que a fungdo g : C, py — C, dada por g(s) = >~ a,n>,

seja estendida para uma funcdo holomorfa e limitada f em Cy. Entdo a série de Dirichlet

> ann~® converge uniformemente em C. para todo € > 0 e portanto sua abscissa de con-

vergéncia uniforme é menor ou igual a zero. Além disso, existe uma constante universal C' > 0

tal que para toda série de Dirichlet e todo x > 2 temos

< Cln(z) sup | f(s)]

E a,n”°
seCo

sup
seCo

n<x

Seja zg = g + ity € C arbitrario. Para uma série de Dirichlet D = Zzozl on, conside-

remos a série de Dirichlet transladada D., = Y >0, %L [ ogo, as seguintes igualdades sdo

n=1 n?0 ns

validas:
0e(D,,) = 0.(D) —0¢; 0u(D,,) = 0u(D) —00; 04(D,,) = 0a(D) — 09;
0u(Dz) = 0c(Dzy) = 0u(D) = 0(D) 5 04(Dzy) — 0e(Dsy) = 04(D) — 0.(D);
04(Dsy) — 0u(Dsy) = 04(D) — 0u(D). (1.9

Isso significa que ao transladarmos uma série de Dirichlet, as diferencas entre as suas abscissas

de convergéncia ndo mudam. Uma justificativa para (1.9) € encontrada em [47, p. 17].

Proposicao 1.5.5. [47, Propositions 1.3 e 1.5] A distdncia mdxima entre as abscissas de conver-
géncia absoluta e pontual, e a distdncia mdxima entre as abscissas de convergéncia uniforme e

pontual, ndo excede 1. Além disso,

sup [04(D) — 0c(D)] = sup [ou(D) = 0¢(D)] = 1

De® De®

e o supremo é atingido.

Quando uma série de Dirichlet D € © ndo diverge em todos os pontos s € C, obtemos
pelo Teorema 1.4.4, Proposicdo 1.5.5 e da defini¢do das abscissas de convergéncia de uma série
de Dirichlet que o.(D) < 0,(D) < 04(D).
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Facamos um esclarecimento. Uma série de Dirichlet > 7, a,n~° é determinada de
maneira tnica pela sequéncia (a,)>°,. Logo, para D € J#, os simbolos o.(D),oc,(D) e
04(D) denotam as abscissas de convergéncia da tnica (isso pode ser obtido usando o Teorema
1.4.5) série de Dirichlet >, a,n~® tal que D(s) = > °  a,n * para todo s € Cy. Posto
1$s0, iniciaremos a discussdo com relagdo ao problema da abscissa de convergéncia absoluta de
Bohr.

O PROBLEMA DA ABSCISSA DE CONVERGENCIA ABSOLUTA DE BOHR CONSISTIA

EM DETERMINAR O NUMERO:

S := sup [04(D) — 0,(D)] . (1.10)
De®

Este problema foi resolvido por Bohnenblust—Hille em 1931 no trabalgo [38]. Uma versao com

notacdes mais modernas do resultado apresentado por ele € a seguinte:

Teorema 1.5.6 (Bohnenblust-Hille). [47, Theorem 4.1] Tem-se S = 1/2. Além disso, existe
D € o/ (Cy) tal que 0,(D) = 0 e 0,(D) = 1/2, isto é, o supremo é de fato o mdximo. Ademais,
para cada 0 < o < 1/2, existe uma série de Dirichlet D € © tal que o,(D) — 0,(D) = 0.

Proposicao 1.5.7. [47, Proposition 1.24]

S = sup o,(D).
De,

Também para cada m € N, definamos os nimeros

S™:= sup 04(D) — 0,(D).
De®Dy,

De modo similar a demonstra¢do em [47, Proposition 1.24], obtemos

S™ = sup o,(D).
DeAn

Finalizamos esta se¢do com um teorema que descreve o valor exato de S™ para m > 2.

Teorema 1.5.8. [47, Theorem 6.3] Para cada m > 2 tem-se S™ = (m — 1)/2m. E o supremo
é de fato o mdximo, ou seja, existe D € 2 tal que 0,(D) = 0 e o,(D) = (m —1)/2m.
Além disso, para cada 0 < o < (m — 1)/2m, existe uma série de Dirichlet D € D,, tal que
04(D) —o,(D) =o0.

1.6 O espaco de Hilbert das séries de Dirichlet

Nesta secdo trataremos de uma nova abscissa de convergéncia e definiremos um espaco

de Hilbert de séries de Dirichlet. Nossas principais referéncias foram [47,74].
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Definamos o conjunto de todas as séries de Dirichlet Y -~ a,n™* € D taisque y . |a,|* <
00 por #%. Mais precisamente,

I = {i apn~°: H ianns , = (i ]an]2>1/2 < oo}.
n=1 n=1 n=1

Além disso, .7 é um espaco de Hilbert com o produto interno

o0 o0

< Z a,n_°, Z bnn73> = i by
n=1 n=1 n=1

Note que podemos enxergar .77, como subespaco vetorial de ® via a aplicag@o linear D €
Hoo —> > jan® € D, onde D(s) = >

n=1

a,n”° para todo s € Cy. Logo, segue
da Proposicdo 1.4.7 que podemos enxergar a seguinte inclusdo 7, C 4. Esta inclusdo é

© 1
n=1 nz

estrita. Por exemplo, dado z € C com Rez > %, segue que a translagdo D, = > n-*

da série de Dirichlet D = > >° , n™° pertence a %, mas D, ¢ 7, (podemos tomar s tal que
Re (z + s) < 1).
Em [47, Remark 1.23] a abscissa de convergéncia uniforme de uma série de Dirichlet

D =3 a,n * éreformulada da seguinte maneira:
=~ a

«(D) = inf R: —n~t e H p. 1.11

ou(D) = in {JE ;n"n € } (1.11)

A luz dessa reformulacdo, € definido em 7% uma nova abscissa de convergéncia de uma série
Dirichlet D = 3> | a,n"*. A saber,

0 (D) = inf{a eR: Z%n_s € %}7
n=1

chamada de J#3-abscissa. O problema da convergéncia absoluta de Bohr para ¢, consiste em
determinar o nimero

Sy = sup [0a(D) — 0.(D)] -
De®

Com argumento de translac@o similar ao da demonstracdo de [47, Proposition 1.24] tem-se

Sy = sup o,(D). (1.12)
De#

Ademais, mesmo o conjunto .77 sendo maior do que .77, vale o seguinte resultado:

Teorema 1.6.1. [47, Remark 11.3] Temos Sy = 1/2.
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1.7 Algebras de Banach

Nesta secdo discutiremos sobre as dlgebras de Banach uma "combinacio” de Algebra e

Andlise Funcional. Para um estudo mais completo sobre esse contetido indicamos [67].

Definicdo 1.7.1. Sejam A um espaco vetorial complexo e (z,y) € AX Ar— z-y € A
uma aplicac¢@o. Diremos que o par (A, -) é uma dlgebra complexa se as seguintes condi¢des sdo

satisfeitas

(@) z-(y-2)=(-y)-2z; (b) (x+y)-z=0-2+y-2;
(c) Mz -y)=(\z) - y=1x-(\y);

para todos z,y,z € Ae A € C. Se além disso a condi¢do: (d) z-y = y-x é satisfeita, diremos

que (A, -) é uma dlgebra complexa comutativa.

Para simplificar a notag@o escreveremos xy ao invés de x - y e apenas A para denotar
a dlgebra (A, ). O elemento unidade de A (quando existe) é o elemento e € A que satisfaz

xe = ex = x paratodo x € A.

Definic¢do 1.7.2. Sejam A uma édlgebra complexae || - || : A — R uma norma satisfazendo:
(@)l yll < llz] |yl para todos 2,y € A
(a) Se A possui elemento unidade e entdo ||e|| = 1.

Neste caso, dizemos que (A, || - ||) é uma digebra normada. Ademais, caso o espaco (A, || - ||)

for um espago vetorial normado completo, dizemos que A é uma dlgebra de Banach.

Exemplo 1.7.3. O espaco vetorial de todas as séries de Dirichlet ® torna-se uma 4lgebra com

o produto de Dirichlet
(D) () =3 (3 wn) o
n=1 n=1 n=1 \kl{=n
cujo elemento unidade € Y | 0,10 .

Exemplo 1.7.4. O espaco vetorial de todas as séries de poténcias ‘3 torna-se uma dlgebra com

o produto
g Ca 2" E doz® | = g ( E cﬁd7> 2%,
aeNg? aen{" aeN{V \Sty=a

fo A o . . .
Uma série de poténcia ) | ent Ca2® € determinada pela familia de coeficientes (cq),eno),
s . o e o0 _ » . A .
e da mesma forma uma série de Dirichlet ) |~ a,n~° é determinada pela sequéncia (a,,);2 ;.
Em ambos os casos "ignoramos" as varidveis z e s respectivamente. Posto isso, se conhecemos

uma série de poténcias, entdo podemos encontrar uma séries de Dirichlet associada a esta série
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de poténcia, e isso pode ser feito por meio da transformada de Bohr. Nao encontramos um refe-
réncia com a demonstracao de que a transformada de Bohr ‘B : 8 — ® € um homomorfismo

de dlgebra, por isso apresentaremos uma.
Teorema 1.7.5. A transformada de Bohr ‘5 : 3 — 2 é um homomorfismo de dlgebra.

Demonstracdo. Sejam \ € C e séries de poténcias

Z Ca2”, Z doz® €.

aeNgV aeNgV

Dados 3,7 € N®, existe N € N tal que 8 = (B1,.., 08,007 = (71, -,N,0..0).
Agora, definamos 3 + v := (61 +71,..., v +n,0...) € N(()N). Logo, pela transformada de
Bohr temos que

o0

B E o2t | = ( E ann_s) y Gy = Cq, N =P,
aGNéN) n=1
(o ¢]

B g doz% | = g byn™ % |, by, =dgy, n:=p*.
aENéN) n=1

Com isso, segue as seguintes propriedades de *B.

(a) MULTIPLICACAO POR ESCALAR:

Bl A Z a2 | = Z (Ao )z | = i(/\an)n_S
aeN(V aeN(V n=1
= A ianns:)v‘B Z Ca 2
n=1 ozeN((JN>

(b) SOMA:

aGN(N) aENém aGNéN)
o0 o0 o

= Z(an +b,)n"° = (Z ann_s> + (Z b,n S)
n=1 n=1 n=1



(¢c) MULTIPLICATIVIDADE: Para concluir que B é multiplicativa, seja « := /5 + 7. Assim,
n = p® = pp? = k- ¢, logo escrevendo k := p” e ¢ := p?, obtemos pela transformada

de Bohr que a;, = cg e by = d.,. Portanto

Bl D || D daz || =B ) (Z 65d7> 2*

aeNg? aen{? aeNfV \Bt+y=a

() () (Se)

Isso encerra a demonstracao. [

Exemplo 1.7.6. Seja E um espaco normado e B a bola aberta e unitdria de /. Segue da Propo-
si¢do 1.3.5 que o conjunto H,(B) é uma dlgebra de Banach com unidade quando consideramos

o produto usual de fungdes e a norma || f|| = sup{|f(z)| : x € B}.
A versdo completa do Teorema 1.3.13 € a seguinte:

Teorema 1.7.7. Existe uma isometria multiplicativa entre os espagcos normados B, € Hoo(Be, )-

Em particular, B, € uma dlgebra de Banach.

Exemplo 1.7.8. O espaco 7, é uma élgebra de Banach. Para uma demonstrac¢do disso,
veja [47, Theorem 1.17]. Como consequéncia, segue que o espago de Banach <7 (Cy) é uma
algebra de Banach. De fato, a transformada de Bohr da Defini¢ao 1.4.8 € um isomorfismo de
dlgebra entre 3 e ©. Relembre que A, (B,,) é uma subdlgebra fechada de H.(B,, ); logo, pelo
Teorema 1.4.15, tem-se que o7 (Cy) é uma subalgebra fechada de %%, e portanto uma algebra
de Banach.

Note também que pelo Teorema 1.4.15 tem-se 27" C .o/ (Cy). No entanto, .7 nao é
uma dlgebra devido o produto ndo ser fechado em .777". Para finalizar esta secdo apresentare-
mos o Teorema de Extensdo de Aron-Berner. Relembramos que estamos a adotando = ~ Jg(z),

onde Jg : EE — E** é o mergulho candnico.

Teorema 1.7.9. [46, Theorem 5] Para toda funcdo [ € Hoo(B) existe uma nica extensdo
]? € Hoo(B*™), isto é, existe uma fungdo limitada e holomorfa f: B* — C tal que f(z) =
f(z) para todo © € B. Além disso, a correspondéncia f € Hoo(B) — [ € Hoo(B*) é uma
isometria linear multiplicativa.
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1.8 Lineabilidade, espacabilidade e algebrabilidade

Nesta se¢do apresentaremos as primeiras definicdes e resultados mais basicos conecta-
dos aos conceitos de lineabilidade, algebrabilidade e espagabilidade. Nossa principal referéncia
foi [10]. Também indicamos [2, 7,20, 53] para um estudo mais completo sobre esse tema.

Definicao 1.8.1. Sejam X um espaco vetorial topolégico, M um subconjunto de X e o um

numero cardinal.
(a) M é a-linedvel se M U {0} contém um espago vetorial de dimensdo .
(b) M é a-espagdvel se M U {0} contém um espaco vetorial fechado de dimensdo c.
(¢) M é espacdvel maximal se é dim (X )-espagével.

A cardinalidade do conjunto dos nimeros naturais N serd denotada por N, (aleph zero),
e a cardinalidade do conjunto dos niimeros reais R serd denotada por ¢ (continnum). As vezes
por simplicidade, quando existir um espago vetorial de dimensio infinita contido em M U {0},
diremos apenas que M € linedvel; e, se além disso, este espaco vetorial for fechado, diremos

que M € espacavel. Note que espacavel implica linedvel.

Observacao 1.8.2. Se X é um espago métrico separavel infinito e C(X') é o conjunto de todas as
funcdes continuas f : X — C, entdo a dimensdo do espago vetorial C(X) é de cardinalidade
c. Seja M C X enumerdvel tal que M é denso em X. Digamos que M = {z, : n € N}.
Note que a aplicagdo linear 7' : C(X) — C(M) definida por T'(f) = f|as € injetiva. Também
é injetiva a aplicagdo U : C(M) — CN definida por U(f) = (f(z,))2,. Logo, a composta
UoT :C(X) — CN ¢ injetiva. Como #C" = ¢ entdo dim(C(X)) < #C(X) < c. Segue
de [10, Proposition II1.5] que dim(C(X)) = c. Em particular, os espagos vetoriais %%, <7 (Cy),

A" e Hoo(Be,) tem dimensdo com cardinalidade c.

Definicao 1.8.3. Sejam I um conjunto de indices, .A uma dlgebra complexa comutativa e G =
{z; : i € I} uma familia de elementos em .A. Dizemos que um subconjunto {z;,,...,z;, }
de G é algebricamente independente se () € C[Xq,..., X, e Q (z;,,...,;,) = 0 implicar Q)
nulo. Diremos que G' € algebricamente independente se, para todo subconjunto finito J de 1, o
conjunto {z; : i € J} for algebricamente independente.

Definiciao 1.8.4. Sejam / um conjunto de indices e {O; : ¢ € [} uma familia arbitraria de
conjuntos. Diremos que (©;);c; é uma familia quase disjunta se para quaisquer i, i € I, com

11 # 19, tivermos que a interse¢do O;, N O, ¢ finita.

Exemplo 1.8.5. [1, p.596] Existe uma familia {©; : i € I} quase disjuntade Ncom #/ =ce
O, infinito para cada i € 1.

Para o exemplo a seguir ndo encontramos uma referéncia, por isso resolvemos exibir a

demonstracao.
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Exemplo 1.8.6. Seja / um conjunto de indices tal que #/ = ¢, e seja {©O; : i € I} uma familia
quase disjunta de subconjuntos infinitos dos nimeros naturais. Para cada ¢ € I, definamos os

funcionais lineares g, : co — C por peo, ((2,)52,) = 27"x,,. Vejamos que o conjunto

neo;
G = {<10@i 11 E I} C (Co)* C /Hoo(Bco)

¢ algebricamente independente. Para isso, sejam i1,...,ixy € [ onde N € N. Afirmamos que:
paracada (21, ..., zy) € CN existe z € ¢y satisfazendo Ye,, (x) = zyparacada ¢ =1,... N.
Note que esta afirmagdo é suficiente para concluir que G é algebricamente independente. De
fato, seja @ € C[Xy, ..., Xn] tal que Q(peo, ;- -, pe, ) = 0. Sem qualquer cerimdnia, pode-
mos escrever

L
Qpoy,: > P0i,) = Y %6 Par - Pors
j=1
onde L > 1,¢; € Ce (g, aj, ..., an;) € N) paracadaj =1,..., L. Desta forma, temos
L
Y civer ()eer () o (x) =0 (1.13)
j=1
para todo = € cy. Segue pela afirmagio que para cada (z1,. .., 2y) € CV existe x € ¢, tal que
o, (2) e (x) -+ e, (x) = 217 2p™ - - 2y (1.14)

paracada j = 1,..., L. Logo, obtemos de (1.13) e (1.14) que o polindmio CNQ € Clz,...,2n]

dado por
Qz1,...,2n) = Z 2y g e 20N
j=1
satisfaz
@(21,...,21\;) =0

para todo (21, ..., 2y) € CV. Isso implica que ¢; = O paratodo j = 1,..., L e portanto Q = 0.

Para completar essa demonstragdo, resta demostrar a afirmacdo. Como os conjuntos
©i,,...,0;, sdo quase disjuntos, ou seja, tem intersecao finita dois a dois, podemos escolher
niimeros naturais n;, < --- < mn;, tais que n;, € ©;, e n;, ¢ ©; se p # (. Para cada
¢=1,...,N,definamos a sequéncia x;, = (2¢,,)7°, € o POr Ty, = 2"z 8€ N =n;, € Ty, =0

caso contrario. Assim,

@@i[ (l’) = Z 27713:” = 27%2”22@ =z

nE@i[

paracada ¢ = 1,..., N, e portanto isso mostra o desejado.
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A élgebra gerada por um subconjunto GG de A serd denotada por A (G). Mais precisa-

mente,

A(G) ={P(zi,...,xiy) : Ne N, P e C[Xy,...,Xx| ndo possui o

termo constante e x;,, ..., x;, € G}.

Definicao 1.8.7. Sejam .4 uma élgebra complexa comutativa, M um subconjunto de A e «
um ndmero cardinal. Dizemos que M é fortemente a-algebrdvel se existe um subconjunto
algebricamente independente G de A tal que A(G) C M U {0} e #G = .

Os conceitos de espagabilidade e algebrabilidade sdo estudados em diferentes areas da
matematica, e esta tese ¢ mais um exemplo desta afirmagdo. Como um aperitivo ao leitor

apresentaremos o teorema a seguir.

Teorema 1.8.8. [24, Theorem 5] O conjunto de todas as séries de Dirichlet D(s) = > " a,n"*° €

n=1

o (Cy) tais que >~ | a,n’ diverge para todo t € R é fortemente 1-algebradvel.

Aproveitemos este momento para estabelecer uma terminologia. Para isso usaremos
como exemplo um espago normado arbitrdrio (F, || - ||) e um subconjunto M C E. O leitor
vera em algumas secOes adiante, algo similar a seguinte afirmagdo: O conjunto )/ contém

uma cépia isomorfa (ou isométrica) de /. Esclareco o que queremos dizer.

(¥) O conjunto M serd visto como um subconjunto de (E, || - ||). Além disso, existird uma
aplicacdo linear e continua 7" : (¢4, || - ||) — (&, ] - ||) que serd um isomorfismo (ou
isomorfismo isométrico) sobre sua imagem e 7'(¢;) C M.

Novamente, quando dissermos "O conjunto M contém uma cépia isomorfa (ou isométrica) de
¢,", estaremos pensado em algo similar como ().

Finalizaremos esta secdo com um teorema que estabelece critérios de algebrabilidade.
Com o intuito de enunciar este resultado, fixemos algumas nota¢des. Denotemos por £ a familia

das fungoes do tipo exponencial ¢ : C — C, isto é, as funcdes da forma

p(s) = Z a; exp(f;s),

o0 n

onde k € N, ay,...,a,01,..., 0 € C\{0}, 51,..., Bk distintos e exp(s) = Z S—' para todo
n!
n=0
s € C. Eis o resultado:
Teorema 1.8.9. [10, Theorem 7.5.1] Sejam G um conjunto ndo vazio e F uma familia de
fungdes definidas em G e tomando valores em R ou C. Se existe f € F tal que f(G) ndo é
enumerdvel e p o f € F para toda ¢ € &£, entdo F ¢é fortemente c-algebrdvel. Dito de outra

maneira, se H C (0,400) é um conjunto com #H = ¢ e é linearmente independente sobre o
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corpo Q dos niimeros racionais, entdo
{expo(rf):re H}

é um sistema de geradores algebricamente independentes de uma dlgebra contida em F U {0}.

1.9 Conjuntos de cluster e sequéncias interpolantes

Esta secdo prepara o leitor para o tépico de conjunto de cluster. Esse tema € uma segunda
parte de nossa pesquisa e serd abordado no Capitulo 3. Além disso, veremos alguns resultados
de sequéncias interpolantes. Para um estudo mais completo dos assuntos desta se¢do, indicamos
[7,11,25,27,29,53,60,61,70,76].

Relembramos que adotando = ~ Jg(z), onde Jg : B — E** é 0o mergulho candnico e
também a partir de agora, adotaremos a notagdo f ~ ]7, onde fé a extensdo de Aron-Berner de
f apresentada no Teorema 1.7.9.

Definiciio 1.9.1. Sejam E um espago de Banach, z € B™ e f € Hoo(B).
(a) O conjunto de cluster da fungio f em z é o conjunto

Cl(f,z) :={p € C : existeumarede (2,)on C B,
20 s ze f(za) = phe (1.15)

(b) O conjunto de cluster Cl(f, z) é dito ser grande quando contém um disco aberto.
(¢) O conjunto de cluster CI(f, z) é dito ser total se Cl(f,z) = f(B) .

Observacao 1.9.2. Em [12, p. 4] verifica-se a seguinte caracteriza¢do para o conjunto de clus-

ter:
Cl(f,z) ={p € C: existe umarede (z.) C B*™, z, Y ze f(x;*) — u}. (1.16)

O conjunto de cluster de uma fungdo f € H,(B) em z é compacto e conexo, como
afirmado no préximo teorema, cuja demonstracdo € encontrada em [11, Lemma 2.1].

Teorema 1.9.3. Sejam [ € Hoo(B) ez € B . Entdo o conjunto de cluster Cl(f, ) é compacto
e conexo. Além disso, se z € B, entdo f(z) € CI(f, 2).

Veremos a seguir alguns resultados relativos as fungdes que tém conjuntos de cluster
grande. Antes disso, precisamos introduzir uma notacdo. Sejam X um subespaco fechado de
Hoo(B)e M C B™". Escreveremos

Fu(X)={f € X :N,emCI(f, z) contém um disco centrado em 0}.
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O conjunto F),(X) foi estudado em [7]. No entanto, no dltimo capitulo deste trabalho, apre-
sentaremos alguns resultados inéditos sobre ele. Para uma demonstragdo dos itens (a) e (b) do

proximo resultado veja [7, Lemma 2.7].
Lema 1.94. (a) Sejam E = (C",|| - ||) e M C S. Entdo Fp(X) = Fyp(X).

(b) Sejam E um espago de Banach de dimensdo infinita e M C B . Entdo Fp(X) =
FM’UJ* (X).

(c¢) Sejam E um espago de Banach de dimensdo infinita e M C B Entao

() Citf.2)= () Ci(f.2).

W
rxeM ze”

A demonstragio do item (c) do Lema 1.9.4 é encontrada na demonstra¢do em [7, Lemma
2.7].

Teorema 1.9.5. [7, Lemma 2.6]

(a) Sejam E = (C",||-||) e M C S um conjunto enumerdvel. Entdo Fy(X) é fortemente

c-algebrdvel.

(b) Sejam E um espago de Banach de dimensdo infinita e M C B um conjunto enumerdvel.

Entdo o conjunto Fy;(X) é fortemente c-algebrdvel.
Identificando S < B via mergulho candnico, apresentaremos o seguinte resultado.

Teorema 1.9.6. [7, Theorem 1.1] Se £ = (C™, || -

mente c-algebrdvel.

), entdo o conjunto Fs(Hoo(B)) € forte-

Teorema 1.9.7. [7, Theorem 1.2] Se E é um espago de Banach de dimensdo infinita e separd-

vel, entdo o conjunto Fg++(Hoo(B)) € fortemente c-algebrdvel.

O classico Teorema de Fatou [52], assegura que para toda fun¢dao holomorfa limitada
f:D — C, o limite gr% f(tz) existe para quase todo ponto z de T. Existem generalizacdes
do Teorema de Fatou para C" [78, Theorem 9, p. 37]. Note que no Teorema de Fatou a aproxi-
macao de um ponto z do toro T € radial, isso € diferente (mais restrito) de quando pensamos no
conjunto de cluster C'l( f, z) cuja aproximagdo do ponto z € arbitraria. Dito isso, apresentaremos

a seguinte definicdo.

Definicao 1.9.8. Sejam £ um espaco de Banach, f € H..(B) e x € S. O conjunto de cluster
radial de f no ponto x é o conjunto

Clr(f,z) = {u € C : existe uma sequéncia (tx)5, C (0, 1) tal que
limt,=1c¢e klim ftrx) = u}. (1.17)
—00

k—o00
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Note que Clr(f,x) C CI(f, ) sempre que z € S.
Precisamos do Teorema 1.9.9 para podermos apresentar mais um resultado acerca de

conjuntos de cluster radial.

Teorema 1.9.9. [68, Section 26, Exercise 11] Seja X um espaco de Hausdorff compacto. Se
‘P é uma colecdo de subconjuntos fechados e conexos de X que é simplesmente ordenado com

a ordem de inclusdo. Entdo Y = () .p A € conexo.

Teorema 1.9.10. Sejam f € Hoo(B) e zy € S. Entdo o conjunto de cluster radial Clr(f, zo) é

compacto e conexo.

Demonstragdo. Para cada 0 < r < 1 denotemos B(zp, ) N B. A notagdo [0, zo] representa o

segmento de reta da origem da bola B até o ponto zy. Mostraremos que

Clr(f,z0) = () f((B(z0,7)NB) N ([0, 20] \ {z0})). (1.18)

0<r<1

Antes disso, note que por (1.18) o conjunto Clr(f, zy) é compacto. Ademais, como 7| < 79

implica

F((B(20,71) N B) N ([0, 20] \ {20})) € f((B(z0,72) N B) N ([0, 20] \ {20})),

segue do Teorema 1.9.9 que Clr(f, zy) é conexo. Logo, para demonstrar o teorema € suficiente
verificar a igualdade (1.18).

Seja € Clr(f, z9). Logo, existe uma sequéncia (t,,)°>, C (0,1) tal que lim ¢, =1
e nll_}IIQlo f(tnzo) = p. Seja 0 < r < 1 fixado arbitrariamente. Como lim ¢, lﬁof, existe

n—oo

» — 1| < r para todo

no € N tal que |t,, — 1| < r para todo n > ny.
n > ng. Portanto, t,z0 € (B(z0,7) N B) N ([0, 20] \ {20}) para todo n > ny. Visto que
lim f(t,2z0) = p, obtemos que p € f((B(z0,7) N B) N ([0, 20] \ {20})). Sendo 0 < r < 1
n—oo

escolhido arbitrariamente, concluimos que i € ﬂ f((B(z0,7) N B) N ([0, z0] \ {20})). Da

0<r<1
mesma forma p € Clr(f, z9) foi escolhido arbitrariamente, logo

Clr(f,z) C ﬂ f((B(z0,7) N B)N ([0, 20] \ {20}))- (1.19)

0<r<1

Agora, seja j1 € ﬂ f((B(zo0,7) N B) N ([0, 20] \ {20})). Em particular,

o<r<1

€ f((B(z0,1/n) 0 B) N ([0, 2] \ {20}))

para cada n € N. Logo, existe ¢,, € (0, 1) tal que

tuzo € (Blzo,1/n) 1 B) 01 (10,20 \ {20}) € = Fltzo)| <
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para cada n € N, o que implica
1
[t — 1| = |[tnzo — 20|l < 1/n e | — f(tazo)] < - (1.20)

para cada n € N. Segue de (1.20) que lim ¢, = 1 e lim f(¢,29) = p. Logo, p € Clr(f, 29)-
n—oo n—oo
Como . foi escolhido arbitrariamente, obtemos

() F(B(z0,7) N B) N ([0, 2] \ {z0})) C Clr(f, 2). (1.21)
0<r<1
Segue de (1.19) e (1.21) a igualdade em (1.18). Isso encerra a demonstracgao. [ |

O teorema abaixo pode ser visto como uma contraparte do Teorema de Fatou.

Teorema 1.9.11. [66, Theorem 1.2] Sejam E = (C™,|| - ||) e M C S um conjunto discreto.
Entdo existem f € Hoo(D") e 6 > 0 tais que Ds(0) C NyersClr(f, x).

Teorema 1.9.12. [44, Lemma 1, p. 24 ] Seja M C T um conjunto de medida de Lesbegue
unidimensional nula. Entdo existe | € Ho(D) tal que ||f|| < 1 e satisfaz:

(a) lim |f(te")| = 1 para todo ¢ € T \ M.
%
(b) liminf |f(te™)| =0 e limsup|f(te”)| = 1 para cada e* € M.
t—1 t—1
Agora, discutiremos um pouco sobre as sequéncias interpolantes.

Definicdo 1.9.13. Uma sequéncia (z;*)72, C B** (resp. B™) é uma sequéncia interpolante
para um subespago X de H..(B) (resp. A,(B)), se para toda sequéncia (ay)52; € lo, existir
uma funcdo f € X tal que f (x}*) = ay para cada k, onde f € a extensdo de Aron-Berner de f.

Teorema 1.9.14 (Condi¢do de Hayman-Newman). [59, p. 203] Seja (2x)72, uma sequéncia
em D tal que (1 — |zk+1]|) /(1 — |zk|) < ¢ < 1. Entdo (z)52, € uma sequéncia interpolante para
Hoo (D).

A condi¢dao de Hayman-Newman motiva o resultado a seguir.

Teorema 1.9.15. [56, Corollary 8] Seja ()52, uma sequéncia em B tal que (1 —||zx41|)/(1—

|lzk||) < ¢ para algum 0 < ¢ < 1. Entdo (xy)32, € uma sequéncia interpolante para H.(B).

O préximo resultado é conhecido. No entanto, como ndo encontramos uma referéncia

para sua demonstragao, exibiremos uma.

Lema 1.9.16. Sejam X um subespago fechado de H(B) e (2}°)52, C B** uma sequéncia
interpolante para X. Entdo existe uma constante C > 1 tal que para cada sequéncia (a)52, €
By, existe f € X tal que ||f]| < C e f(x}*) = ay, para todo k.
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Demonstragdo. Seja T : X — (o, um operador linear definido por T'(f) = (f(z*))2,.
O operador 7' é continuo, além disso, é sobrejetor, pois a sequéncia (x;*)7°, € interpolante
para a dlgebra X. Segue do teorema da aplicacdo aberta que T (By) é aberto. Além disso,
0 € T (Bx), logo existe C' > 1 tal que

B, CcC-T(Bx)cC-T(Bx)=T(C-Bx).

Portanto, para cada sequéncia (a;,)>, € By existe f € C - Bx tal que

(f(@")izy = T(f) = (ar)i,
e isso encerra a demonstracao do lema. |

A menor constante C' > 0 que satisfaz a condi¢do do Lema 1.9.16 é chamada de cons-
tante de interpolagdo para (z3*)3°,. Por exemplo, a sequéncia (e;)$>, C By, é uma sequéncia
interpolante para &5(¢5) C A,(By,), com constante de interpolagdo igual a 1. Com efeito, é
suficiente notar que para cada sequéncia (a;)S°, € By, podemos definir P : By, — C por
P((Mk)2y) = D ope; ax)i. A demonstragdo disso é realizada no Exemplo 3.1.2.

Em (1.15) apresentamos a defini¢éo de conjunto de cluster de fungdes na dlgebra H . (B).
Agora, por analogia, apresentaremos a defini¢do de conjunto de cluster de funcdes na algebra
A Manteremos 0 mesmo sfmbolo para representar o conjunto de cluster em ambas as alge-
bras. No entanto, ressaltamos que isso ndo causard ambiguidade.

Definicao 1.9.17. Sejam D € A es e Cy. O conjunto de cluster de D em s é o conjunto

Cl(D,s) ={p € C : existe uma sequéncia (s)p—; C Co,

lim s, =s e lim D(s;) = pu}.

k—o0 k—o0

Claro que se s € Cy, entdo o conjunto de cluster CI(D, s) é um conjunto unitdrio; a
saber, Cl(D, s) = {D(s)}.

1.10 Resultados gerais

Alguns resultados isolados usados neste trabalho serdo inseridos nesta se¢do. Isso foi
feito com o objetivo de deixar o entendimento mais simples ao leitor. Que fique claro, esses
resultados ndo sao inéditos. Em alguns deles, apenas fizemos adequagdes para este trabalho.
Sugerimos ao leitor [47, 68] para mais detalhes.

De modo formal, escreveremos uma série de Dirichlet D = Y~ | a,n™* € D por

e}

i an =Y > aun . (1.22)
n=1

m=0Q(n)=m
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Além disso, para todo A = (A1, ..., \;) € C* definamos

Dy =MD + \D?+ -+ \,DF,

onde D’ := D-D---D, j € N, cujo produto que consideramos é o Dirichlet. Também
—
j—vezes
definamos

Q(D) = {m € N :existe n € N, Q(n) = m, a, # 0}.
Da forma que escrevemos a série em (1.22), ainda ndo estamos preocupados em convergéncia.
No entanto, quando isso for levado em consideracao, a igualdade em (1.22) € valida para toda
série de Dirichlet em 77, pois a convergéncia é garantida pela Proposi¢do 1.4.12. Dito isso,

vejamos algumas propriedades de Q(D)

Proposicao 1.10.1. As seguintes propriedades sdo vdlidas para quaisquer séries de Dirichlet
D, €®,eD, c®,.

(a) Dm . Dn € @m+n.

(b) min(QUD,, + D)) = min{m, n} se m # n.

(¢) max(Q(Dy, + D,)) = max{m,n} se m # n.
Demonstracdo. Sejam D,, € ©,,e D,, € ®,,. Ositens (b) e (¢) sdo consequéncias imediatas da
defini¢do de Q. Paraa demonstracdo de (a), notemos que de acordo com a aplicagio Bohr lift £,
existem um polindmio m-homogéneo P, e um polindmio n-homogéneo P, tais que £(D,,,) =
P, e £(D,) = P,,onde P, e P, estdo definidos em ¢,. Logo, P,, - P,, ¢ um polindémio (m+n)-

homogéneo e portanto pela transformada de Bohr D,,, - D,, = B (P,, - P,)) € ©in- |

Lema 1.10.2. Sejam D, Dy, Ds, ... € 3 e X\, \i, Ao, ... € C* tais que (Dg)2, converge para
D em % e (\g)o2, converge para X em C. Entdo ((Dq)Aq>:i1 converge para Dy em F.

Demonstragdo. Paracada g € N, escreveremos A, = (Ag1, ..., Agx) € A = (A, ..., \;) ambos

pertencente a C*. Segue das convergéncias

lim D, =D e lim A\, = A,

q— o0 q—o0
que

lim D; = Dj e lim )‘q,j = )\j

q—00 q—00

paracada j = 1,..., k. Portanto,

q—o0

k k
lim (D,)y, = > lim (\;Dj) = > \D’ =Dy,
Jj=1 j=1
Isso mostra o desejado. =
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Proposicao 1.10.3. [47, Proposition 3.4] Seja {1,6,,...,0x} um conjunto Z-linearmente in-

dependente de niimeros reais. Entdo a sequéncia (z;)52, definida por
z; = (exp(2mijby), ..., exp(2mijby))
é densa em TV. Em particular, o conjunto
{(p%,...,p%) : t €R} ¢ densoem TV,

Lema 1.10.4. O conjunto {2-#+7) . (p,r) € Q. x Q} é denso em D.

Demonstragéo. Seja i = |ple?® € D, onde 0 < 6 < 27. Recorde que T = {2 : t € R} e
|| = 2982111 onde log, significa logaritmo (real) na base 2. Desta forma, para algum ¢ € R,
temos

= |ple® = |p|2% = 2los: Inlgit — losy lul+it

Lembre que log, || < 0, pois |u| < 1. Logo, sejam (pg)72; C Q4 e (qr)52; C Q sequéncias

de niimeros racionais, tais que klirn —(pr + iq) = log, |p| + it. Assim,
—00

lim 2~ (Prtigr) — ologs |u|+it _ i

5
k—o0

o que ¢ suficiente para concluir a demonstragdo do lema. |

Lema 1.10.5. Existe uma familia (disjunta) {©y, : k € N} formada por progressées aritméticas

infinitas.

Demonstragdo. Para cada k € N definamos O, := {2" + n2**! : n € N}. Afirmamos que a
familia {O; : k € N} satisfaz a propriedade desejada. Com efeito, se existissem ¢, k € N tais
que ©, N O # 0, entdo existiriam n,,ny € N tais que 2° + n;2F1 = 2% + ny28+H o que
implicaria 2¢(2n; + 1) = 2¥(2ny + 1). Se £ # k, podemos supor (sem perda de generalidade)
que ¢ < k,logo 2n;+1 = 28%(2ny+1). Isso € um absurdo, pois 2n; +1 é impar e 28~¢(2n,+1)
¢ par. Portanto ¢ = k. Isso encerra a demonstracio do lema. |

Lema 1.10.6. [79, Lema 2.1] Sejam © e I conjuntos quaisquer e o > [3 niimeros cardinais
infinitos satisfazendo #0© = « e #1 = (5. Entdo existe uma parti¢do (disjunta) {©; : i € I}
de O tal que #0O; = [ para cada i € I.

Relembre que para cada = € [2, +o0] tem-se que 7(z) := #{p : p < x, p primo}.

Teorema 1.10.7 (Teorema dos Ntimeros Primos). [8, Theorem 4.5 and Chapter 13] Seja (pr)52

a sequéncia de niimeros primos. Entdo as seguintes afirmagoes sdo vdlidas:

(a) lim m@)logz _
T—00 X

Pr

h o0 klog k -

(b)

39



Proposicao 1.10.8. Seja (p,,)>°, a sequéncia de niimeros primos. Para cada € > 0 existe uma
constante C > 0 tal que p;, < Ck'* para todo k € N.

Demonstracdo. Sejaec > (. Pela regra de L Hospital obtemos

. logux
lim
r—oo €

= 0. (1.23)
Entdo, segue do Teorema 1.10.7 (b) e de (1.23) que
lim

Pk i pr  log k _ 0
k—oo k1€ k—oo \ k log k k* '

Logo, existe uma constante C' > 0 tal que p, < Ck'*¢ para todo k € N. Isso mostra o

desejado. |

Lema 1.10.9. Sejam © & N infinito e k,n,u,v € N. Se u e k tem apenas fatores primos p; com

i € © e n,v tem apenas fatores primos p; comi € N\ O, entdo k = u e n = v se nk = uv.

Demonstragdo. Sejam k,n,u,v € N satisfazendo as hipéteses do lema. Note que 7= =n € N,
logo k|uv, e como k e v sdo coprimos segue que k|u. Similarmente, £ = v € N, logo u|nk, e
como u e n sdo coprimos segue que u|k. Assim, & = u. Analogamente, obtemos que n = v.
Isso encerra a demonstracao. [

Lema 1.10.10. [47, Lemma 4.7] Existe uma sequéncia (Ry,),-, de polindmios m-homogéneos
continuos satisfazendo
IRy : % = Clloo <P k€N,

= inf{|ca(Re)| 1 k €N, a € NI |a| = m} > 0.

Teorema 1.10.11. [51, Theorem 4.8] Seja 2 C C aberto e conexo e seja f : Q0 — C uma
fungdo holomorfa. Se existe uma sequéncia (z,)>, C 2 de pontos distintos que converge para
z € Q e satisfazendo f(z,) = 0 paratodon € N, entdo f = 0.

Definicao 1.10.12. Um espaco vetorial topoldgico E é dito ser um espaco de Baire se para
toda sequéncia (A, )>°; de conjuntos fechados em E com interior vazio a unido | J ~, A, tem

interior vazio.

Lema 1.10.13. [68, Lemma 48.1] Um espago vetorial topologico E é um espaco de Baire se,

e somente se, para toda sequéncia (A,,)_, de conjuntos abertos e densos em E a interse¢do
o0 2
o, A, € densa em E.

Teorema 1.10.14 (Teorema de Baire). [68, Theorem 48.2] Todo espaco de Banach E é um

espaco de Baire.
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Definicao 1.10.15. Um subconjunto M de um espaco vetorial topolégico E € G se for in-
de
conjuntos abertos em E tal que M = (>, A,,. Se além disso o conjunto M seja denso em E,

terse¢do enumerdvel de conjuntos abertos em F, isto é, se existir uma sequéncia (A,)>

diremos que M € um conjunto G5-denso em E.

Note que pelo Lema 1.10.13 tem-se que em um espago de Baire todo conjunto G-
denso em £ € denso em £. Em particular, sdo ndo vazios. Finalizaremos este capitulo com uma
variacdo do Teorema de Josefson-Nissenzweig.

Teorema 1.10.16. [49, Ch. XII, Ex. 2] Se E é um espago de Banach de dimensdo infinita,

entdo a esfera S* de E* é sequencialmente densa em B na topologia fraca estrela (E*, w*).
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Capitulo 2

Algebras e espacos de Banach de séries de
Dirichlet com faixa de Bohr maximal

Neste capitulo, trataremos dos resultados (inéditos) relacionados as abscissas de con-
vergéncia de uma série de Dirichlet. Esses resultados sdo do artigo em [6]. A Secdo 2.1 é
dedicada a algumas defini¢Oes e notacdes ja conhecidas. Na Se¢do 2.2, formalizamos a defini-
¢ao de algumas subélgebras de <7 (C,), e apresentaremos alguns resultados técnicos sobre essas
subdlgebras. Mostramos na Sec¢do 2.3, a existéncia de estrutura linear em um subconjunto das
séries de Dirichlet com faixa de Bohr maximal. Na Secdo 2.4, apresentaremos alguns lemas
técnicos. Trataremos na Secdo 2.5, sobre a existéncia de estrutura algébrica num conjunto das
séries de Dirichlet com faixa de Bohr maximal. Na Secdo 2.6, investigamos a existéncia de
estrutura linear no conjunto das séries de Dirichlet D € 7 tais que a diferenca maxima entre
as abscissas o,(D) (resp. o,(D)) e o.(D) seja 1. A tltima se¢do é dedicada aos "bastidores"
da nossa pesquisa. Por fim, nossas principais referéncias neste capitulo foram [24,45,47,48].

No entanto, também estudamos os trabalhos [9, 10, 14,21,22,38] como uma complementacao.

2.1 Preliminares

Como mencionado na Introdugdo, o problema da abscissa de convergéncia absoluta de

Bohr, consiste em investigar o nimero

S :=sup [04(D) — 0,(D)].
DeD
Mais precisamente, saber se S = 1/2. Hoje, devido a Bohnenblust-Hille (veja Teorema 1.5.6),
sabemos que isso € verdade e, além disso, este supremo € atingido, isto €, existe uma série de
Dirichlet D € D tal que 0,(D) — 0,(D) = 1/2. Até a conclusdo disto, passaram-se mais de
15 anos, o que indica a dificuldade do problema, e por consequéncia, da sua solu¢do. Neste

trabalho, investigamos a existéncia de estruturas lineares e algébricas no conjunto
M ={D € o/ (Cy) : 0,(D) =1/2}.
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De modo mais especifico, trataremos de responder a seguinte pergunta:
(I) oconjunto . U {0} contém estruturas lineares e algébricas?

Este capitulo, em grande parte, é dedicado a responder a pergunta () e os principais resultados
nele abordados sdao os Teoremas 2.3.1, 2.3.3 € 2.5.3. Também abordaremos sobre a lineabilidade
dos conjuntos

N ={D € % 0,(D)—o0.(D)=1}

L ={D € He : 04(D) — 0o(D) = 1}.

Precisamos estabelecer algumas notag¢des. Para um nimero complexo s = o + it € Ce
toda série de Dirichlet D = Y | a,n™* € D, escreveremos

N
An(D,s) = lann™ ,N € N.

n=1

Note que para d > 0
]\}im An(D,6) = oo implica o,(D) > 4. (2.1)
—00

Se para um subconjunto infinito © C N, escrevemos

Dg(s) = Z a,n”®,
entao
An(D,6) > An(De, ) (2.2)

para todo 6 > 0. Logo, se 0 < § < g,(Deg) € arbitrario, entdo A}im An(Deg,0) = oo, 0 que
—00
implica de (2.2) que A}im An(D,§) = oo. Isso combinado com (2.1) fornece o,(D) > 4.
—00

Fazendo 0 — 0,(Dg) obtemos
0.(D) > 0,(Do) (2.3)

para toda série de Dirichlet D e todo subconjunto infinito © C N.

Observacao 2.1.1. Sabemos que S = sup o,(D) = 1/2. Entdo, para demonstrar que uma
Det

série D € 77, satisfaz o,(D) = 1/2 é suficiente mostrar que o,(D) > 1/2.

2.2 Algebra o7 (C,)

No Capitulo 1, apresentamos as dlgebras 7%, e <7(Cy). Além disso, sabemos que

o/ (Cy) é uma subélgebra fechada de #%,. Nesta se¢do formalizaremos a defini¢do de uma
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subdlgebra de o7 (Cy). O leitor vera nos Lemas 2.2.5 e 2.2.11, a importincia dessa subélgebra
na obten¢ao dos resultados que envolvem espacabilidade e algebrabilidade.

Definicdo 2.2.1. Para cada subconjunto © C N ndo-vazio, consideramos o conjunto

o0

Ho(Co) = { Zann_s € o (Cy) : a, = 0 se p;|n para algum i ¢ @}.

n=1

Em particular, quando © = N temos 275 (Cy) = &7 (Cy).

Exemplo 2.2.2. A série de Dirichlet Z p; %p;® € o(Cy) para cada subconjunto © C N.
€O

O teorema a seguir mostra que 275 (Cy) é uma subélgebra fechada de <7 (C,).

Teorema 2.2.3. As seguintes afirmacoes sdo verdadeiras:

(a) O conjunto <Zo(Cy) € fechado na soma, multiplicagdo por escalar e produto de Dirichlet,
todos induzidos de <7 (Cy), ou seja, /o(Cy) € uma subdlgebra de <7 (Cy) .

(b) o(Cy) é uma subdlgebra fechada de <7 (Cy).

Demonstracdo. (a) Sejam Dy, Dy € o75(Cy) e A € C quaisquer. Digamos que

D, = Z a,n e Dy = Z b,n"*
n=1 n=1
onde b, = a,, = 0 se p;|n para algum i € O. Logo,
Di+Dy = (a+by) _Se/\Zan S_Z (Aay)n™*, (2.4)
n=1 n=1

o que implica b, + a, = 0 e Aa, = 0 se p;|n para algum i ¢ O. Isso mostra que g (Cy)
é fechado na soma e na multiplicagdo por escalar. Para verificar que <75 (Cy) é fechado no
produto de Dirichlet (ver Exemplo 1.7.3), seja

D - Dy :i <Z akbg) n

n=1 \kf=n

Escrevamos ¢, = ), axb, para cada n € N. Sejam k,¢,n € N tais que n = k(. Se

i ¢ O satisfaz p; | n, entdo p; | k£ ou p; | ¢, em qualquer caso teremos axb, = 0 e portanto

Cn = D ppen @b = 0. Assim, ¢, = 0 se p; | n para algum ¢ € O, ou seja, D - Dy € 25(Cy).
(b) Seja (Dy)52, uma sequéncia em 275 (Cy) que converge para D em 7 (Cy). Para

cada k € N, escrevemos

o0 o0
D, = E ag,n ° e D= E apn°,
n=1 n=1
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onde ay,, = 0 (para todo k) se p;|n para algum ¢ ¢ O. Segue da Proposi¢do 1.4.7 que
|k — an| < || Dy, — D (2.5)

para todos k,n € N. Logo, obtemos da convergéncia Dy, 220 Dem o (Cyp) e de (2.5) que

khm agn = an para todo n € N. Logo, se p;|n para algum ¢ ¢ ©, entdo a;, = 0 para todo
_>

k € N e portanto a, = khm apn, = 0. Isso mostra que D € </5(Cy), o que completa a
—00
demonstracdo do teorema. |

Relembre que para cada k € N, todo A = (\y,...,\) € CF e toda série de Dirichlet
D € J#,, usaremos a notagio:

Dy :=MD + X\oD?+ -+ + \.DF.

Lema 2.2.4. Sejam N € N e © C N. As aplicacoes S : o(Cy) x CF — 5(Cy) e
An : 5(Cy) x Ry — C definidas, respectivamente, por

S(D,A) = D,

N
o) :Z|an|n para D(s Zann s
n=1

sdo continuas.

Demonstragdo. A continuidade de S segue como consequéncia imediata do Lema 1.10.2. Posto
isso, mostraremos a continuidade de Ay. Seja (D, 0) € 2/5(Cy) x R. Suponha que existam
sequéncias (Dy)22, C o(Cy) e (04)02; C R, tais que (D)2, converge para D em /g (Co)

o
e (0q)72, converge para o em R . Escrevemos

oo o
D, = 5 anqn ® e D= E ann~
n=1 n=1

para cada ¢ € N. Segue da Proposic¢do 1.4.7 que |a, , — a,| < ||D, — D|| para todos n,q € N,
o que implica lim |a, ,| = |a,| para cadan € N. Assim,
q—00

N
lim Ay(Dg,0,) = qul)m |@ng|n70) = Z lan|n™7 = An(D, o).
n=1

q—0

Isso mostra que Ay € continua. Portanto a demonstragdo esta completa. |

O lema a seguir fornece, sob certas condi¢des, uma das propriedades que ganhamos
ao trabalhar com as édlgebras o75(Cy)’s. Ele é fundamental para os principais resultados deste

capitulo.
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Lema 2.2.5. Seja (©)%2, uma sequéncia de subconjuntos infinitos e dois a dois disjuntos dos
niimeros naturais. Consideremos uma sequéncia (Dy)32, de séries de Dirichlet satisfazendo:
Dy, € o, (Cy) € ndo constante para cada k € N. Entdo o conjunto G = {Dy, : k € N} é um

subconjunto algebricamente independente de < (Cy).

Demonstragdo. Segue do Teorema 1.4.15 que a restri¢do da transformada de Bohr B 4, Bey)
Ay (B,) — </ (Cy) é um isomorfismo de dlgebra. Posto isso, seja fp = £(Dy) para cada
k € N. Definiremos o conjunto X = {f; : k£ € N}. Neste caso, é suficiente mostrar que X é
um subconjunto algebricamente independente de A, (B,, ), antes disso, iremos invocar algumas
ferramentas essenciais para esta demonstracao.

Pelo Teorema 1.3.10, temos

fe(2) = ) calfi)z®, k€N, (2.6)

aENgN)

para todo z € B, (relembre a definicdo deste conjunto na lista de simbolos). Note também

que dadosn € Ne a = (ay,...,an,0,...) € NgN) satisfazendo

n=p*=p"...pY e supp(a) :={k :ax #0} Z Oy, 2.7)

[
n=1

existe algum i € supp(«) \ O tal que p;|n. Entdo, escrevendo Dy(s) = >~ ap,n *® para
cada k € N, segue do Teorema 1.4.9 que ¢, (fi) = a, onde n = p* para cadan € N, e como

ai, = 0 se p;|n para algum i ¢ O, obtemos de (2.6) e (2.7) que

fe(z) = ) calfi)z® kEN, (2.8)

aEN(()N)
supp(a)COy

paratodo z € B Finalmente estamos preparados para verificar que X € algebricamente

€00 *

independente.
Sejam N € Ne @ € C[z,...,zy] um polindmio tal que Q(fi,...,fn) = 0. Para
cada ¢ = 1,..., N temos que f; é niio constante, logo existem a’ € NE)N) \ {0} tais que

supp(a’) C Oy e cue(fy) # 0. Defina L := max {j D J € Uévzl Ag}, onde A, := supp(a’).

Agora, definamos aplicag¢des 7, : D¥ — B, por
e ((2)521) = (X, ()25 (2.9)
paracadaf =1,..., N. Visto que o’ # 0 e c,¢(f¢) # 0, entdo a aplicacdo
(zj)f:1 e Df — Ca, (f0) [m ((zj)le)}ae e C

¢ ndo constante (ressaltamos que a defini¢ao [m, ((2;)%_,)]" é a mesma definida para = na
Secdo de Defini¢des de Notacdes Gerais). Segue dai e de (2.8) que fy o 7, : D — C é uma

funcdo holomorfa ndo constante para cada ¢ = 1,..., N. Logo, pelo Teorema da Aplica¢do
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Aberta, existe § > 0 tal que Ds((f; o 7¢)(0)) C Im(fy 0 m) paratodo ¢ =1,..., N.

Fixado A, € Ds((from)(0)) paracadal = 1,..., N, existe wy = (w4, ..., wr,) € D*
tal que fo(me(we)) = e Sejavg := mi(wq) + -+ + 7n(wy). Note que supp (my(we)) C O
paracada ¢ =1,..., N, e os conjuntos O, sdo disjuntos aos pares, por hipétese. Segue de (2.8)

que

felwvo) = Y calfi) (mwn) + - + mn(wy))”

aGN(()N)
supp(a)COy

= ) calfomw)

aeNéN>
supp(a)COp

= folm(we)) = A,

paracadal =1,..., N. Logo, Q(Ay,..., An) = Q(f1(v0),- .., fn(vo)) = 0. Uma vez que isto
é vélido para cada (Aq, ..., Ax) do conjunto aberto Ds(f1(0)) X - -+ x Ds(fn(0)), concluimos
que ) = 0. Isso é suficiente para concluir que X € algebricamente independente, e portanto G

também o é. [ |

O préximo lema € essencial para a continuacio dos resultados que envolvem a dlgebra
o(Cyp). Ressaltamos que a sua demonstragdo é realizada para subconjuntos © C N que contém
progressoes aritméticas infinitas. Nao sabemos (até o momento que escrevo estas linhas) se o
resultado € vélido para subconjuntos © C N infinitos quaisquer. Também, aproveitamos para
agradecer a Alberto Conejero, Juan B. Seoane-Sepulveda e Pablo Sevilla-Peris pelo trabalho
em [45], pois a ideia da demonstragdo do Lema 2.2.6, surgiu dos estudos realizados no mesmo.
Além deles, agradecemos a Santiago Muro que nos ajudou a melhorar o Lema 2.2.6.

Lema 2.2.6. Sejam (ji,)72, uma sequéncia de niimeros naturais e L > 0 tais que k < j, < L-k
para cada k € N. Entdo para m > 2 e © C N, com (ji)52, C O, existe um polindmio
P € Z,.(co) suportado em O (i.e., c,(P) = 0 sempre que supp(a) ¢ ©) tal que para todo

e > 0, temos

1
> Jea(P)|————— = 0. (2.10)
aeNéN) (pa) (G2 te)(1+e)

|a|=m
Demonstragdo. E suficiente supor © = {4, : k € N}. Pelo Teorema 1.4.16, temos

mon &y, (co) = £ 2m_ . (2.11)

Consideremos a sequéncia w = (w;)72, definida por

m—1
{~2m -Inl sele€ O
Wy ‘=
0 caso contrario.
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Note que w € cy. Por defini¢do, a sequéncia (w;, )32, € decrescente, entdo a sequéncia reorde-
o0

namento decrescente w* = (wj); de w é da forma w* = (sz_ > n jk) . Agora, note
k=1

m—1

que

m—1
m— m— _m=1 k 2m
k:Tmle = k:'Tnljk o g = (J_> In ji
k

> (/L)% In jie =5 oo,

Logo, w ¢ ELT_VLl’OO e por (2.11), concluimos que w ¢ mon Z,,(cy). Segue que existe um

polindémio P € £,,(cp) tal que

> Jea(P)u®| = 0. (2.12)

aENéN)

|ee|=m

Note que podemos supor o polindmio m-homogéneo P suportado em O, isto é, c,(P)
(0%

sempre que supp(a) ¢ O, pois caso exista ¢, (P) # 0 com supp(a) ¢ O, entdo ¢, (P)w® = 0.

Com isso, ao considerarmos a familia
{ca 1a € N} = {c(P) : ca(P) # 0sesupp(a) C O},
o polindmio m-homogéneo P cuja familia de coeficientes seja (¢, )qen, Satisfaz

Z |Ca(]3)w°‘| = Z |ca(P)w®| = oo. (pois supp(a) & © = c,(P)w* = 0)
aeN? aeNV

|a|=m |a]=m

Agora, vejamos que o polindmio P satisfaz (2.10). Com efeito, seja ¢ > 0 qualquer.
Além disso, seja 0 < § < (m—1)/2mtalque 1/[(2m/(m—1)4¢e)(1+¢)] = (m—1)/2m—4.
Do mais, pelo Teorema 1.10.7 (b), existe uma constante C; > 0 tal que

<C;-pt
g < Ope (2.13)

para todo k£ € N. Como klim (42 /(In jy)(m=1/2mH1=0) — 4 o0 existe ko tal que k > ko implica
—00
(78/(In ji)tm=1/2m+1=3) > 1. Daf, segue de (2.13) que

1 1
> . .
pgim—l)/Qm)—(s ~(Cy-ji-1n Jk)(m—l)/Qm—(S
5
I (In jj,)(m—1)/2m+1-9 C£m—1)/2m—6
1
> wj, - —C’£m_1)/2m7 (2.14)

para todo para k > kq. Por outro lado, w;, = 0 se k ¢ © entdo, isso agregado a (2.14), permite
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concluir que existe Cy > 0 tal que

1
pl(C(m—l)/2m)—5 > Cy - wy, (2.15)

para todo k£ € N. Portanto, segue de (2.12) e (2.15) que

S P = 3" fealP) (pa)«mll)/m

2m +e)(1+¢)
aeN{V (po) (m=raee aeNiV
|a|=m |a|=m
> Cy - E |co(P)w®| = 0o
aEN[()N)
|a|=m
Isso encerra a demonstracao do lema. |

Exemplo 2.2.7. Sejam u,v € Ne L = sup [% —i—v]. Se © := {u+ kv : k € N}, entdo
keN
k<u+kv<L-k,paratodo k € N. Logo, o Lema 2.2.6 € vdlido para progressdes aritméticas

infinitas.

Exemplo 2.2.8. O Lema 2.2.6 ndo ¢é valido para qualquer subconjunto infinito © dos nimeros
naturais. Para isso, escolha © = {k? : k € N}. Pelo Teorema 1.10.7 (b), existe uma constante
C > 0 tal que

1
>0, (2.16)

para todo k£ € N. Definamos a sequéncia w = (wy)7, por

g .
wpm T e

0 caso contrario.

Note que w € ¢p. Ademais, a sequéncia (wy2)52, é decrescente, entdo a sequéncia reordena-
mento decrescente w* = (w})72, de w é da forma w* = (1/(k? -In k%)), . Escolhae > 0
e0 <20 < (m—1)/2mtais que 1/[(2m/(m — 1) +€)(1 +¢)] = (m — 1)/2m — §. Como
0 <26 < (m —1)/2m, obtemos

k;m_l * km—l 1 ( k ) Wg;ﬂ 1
2m U, = 2m — = _ poos
k (k2 . ]_n k2) 2m =0 k2 (k—25 . ln k2) 2m -
_ 1 k—>oo> 07

m—1

(k%l*% ‘In k2> &
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o que implica sup [k%zl . w,’;} < o00. Segue de (2.16), que a sequéncia z = (z,)72, definida por
kEN

1
— sel€0;
2y = Pe

0  caso contrario,

—1 . .
que pertence a cy, satisfaz sup [k 2 ZZ] < 00,isto é, z = (z)2, €/ 2m e Pelo Teorema
keN mel
1.4.16, concluimos que z € mon Z,,(co), ou seja, ZaeNém |ca(P)2z%| < o0, para todo P €

|a|=m

P (co). Portanto

1 1
D lealP)] T = > (P —mrs

— o) G2 +e)(149) _ (p2)
suﬁ)‘(a)’ncl@ (p ) su‘]:?fs'(a;z@
<Z\ca m15—2|ca 29| < o0,
N(N) N<N>
|0t\ |0¢\

paratodo P € &,,(cy). Isso mostra o desejado.
Uma primeira consequéncia do Lema 2.2.6 é o seguinte resultado.

Lema 2.2.9. Para todo subconjunto infinito © C N contendo uma progressdo aritmética infinita
e todos naturais m > 2, existe uma série de Dirichlet D € 7™ N o(Cy) satisfazendo
|D|| <1/2e ]\}im An(D, ) = oo para cada 6 < 6,,, onde 6,, = (m — 1)/2m.

—00

Demonstragdo. Sejam m > 2 fixados e seja € > 0 arbitrdrio. Definamos os seguintes nimeros

m—1 1
Om = e o(e,m) = .
2m (&,m) (22 +e)(1+e)
Pelo Lema 2.2.6 existe um polindmio m-homogéneo P € Z,,(cy) tal que c,(P) = 0 se

supp(a) £ O e

Z |ca (P m):oo

aeN(N)

la|=
Logo, para este polindmio P, existe pelo Teorema 1.4.11 uma série de Dirichlet D;(s) =
Yo apnT® € S satisfazendo a,, = ¢,(P), onde n = p®. Sabendo que ¢,(P) = 0 se
supp(a) ¢ ©, podemos usar a mesma justificativa de (2.7) e concluir que a,, = 0 se p;|n para
algum ¢ ¢ ©. Lembre que 52" C o/ (Cy). Logo, concluimos que Dy € S N o (Cy).
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Agora, veja que

d(e,m - an| 73 m) Ca sm)_ )
e .
n=1 N(N)

|a\ m

o que implica §(e, m) < 0,(D;). Note que € > 0 foi escolhido arbitrario. Dai,

Om = hm5(8 m) < oq(D1).

e—0
Segue do Teorema 1.5.8 que o,(D;) = 6, €, como &, > J, obtemos ]\}im An(Dq,90) = oc.
—00

Logo, definindo D :=

1 .
concluimos que
2|| Dy’

IDIl <5, D e AN edo(Co) e lim Ax(D,0) = oo

DO | —

para cada 0 < J,,. Isso encerra a demonstracdo do lema. [

Defini¢do 2.2.10. Seja © C N ndo vazio. Diremos que uma série de Dirichlet D = ">  a,n™° €

5 esta suportada em © quando a,, # 0 somente se n € O.

Lema 2.2.11. Sejam ©, e O, subconjuntos disjuntos dos naturais e D1, Dy € 6. Se D, estd

suportada em ©1 e Dy estd suportada em ©y entdo (D1, Dy) = 0, onde (-, -) é o produto interno
de 6.

Demonstragcdo. Sejam
:Zann e Do(s ans.
n=1

Como os conjuntos O, e O, sdo disjuntos, segue que para a,, # 0 tem-se b, = 0, e para b, # 0
tem-se a,, = 0. Logo,

(Dy, Dy) = Zanb = 0.

Isso mostra o desejado. [

2.3 Espacabilidade do conjunto das séries de Dirichlet com

faixa de Bohr maximal

Nesta secdo apresentaremos os principais resultados concernentes a espagabilidade do

conjunto .. Em particular, respondemos parcialmente a pergunta (I).

Teorema 2.3.1. O conjunto .# é maximal espacdvel em .. Mais precisamente, existe uma

copia isométrica de U1 em F, que estd contida A4 U {0}.
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Demonstragdo. Pelo Lema 1.10.5, podemos fixar uma familia (disjunta) {©,, : k,m € N}
de subconjuntos de N formada por progressdes aritméticas infinitas. Segue do Lema 2.2.6 que
para k,m € N com m > 2, existe um polindmio m-homogéneo e continuo Py ,,, € £, (co) tal

que para todo € > 0,

1
> Jeal Prm)l . = o0 (2.17)

=M te)(1+
aeN® (po) (rr e

|a|=m

e Co(Prm) = 0se supp(e) ¢ Opm. SejaT : 1 — A,(B,,) a transformagdo linear definida
por

(W) =D M D o SR (2.18)
k=1 m=2

Note que 7' estd bem definida. Mostraremos a seguir que 7' é uma isometria sobre sua imagem.

De fato, dada uma sequéncia (\;)52, € /1, temos

ki Wi——" Z])\k\ (2.19)

Para obter a outra desigualdade, sejam /N, M € N. Para este caso, precisaremos de uma sequén-
!

k,m

1T (Aw)iZo)ll =

cia (25, ,,)2; C B,, satisfazendo

supp(z,lﬁm) COpm, LEN, e zlggo Pk,m(ZfC,m) = || Poml| e, (2.20)

paracadak =1,..., N ecadam = 2,..., M. Dito isso, suponha )\, = [\;]e?, 0 < 6, < 2.
Como P, € suportado em Oy, ,,, entdo paracada k = 1,2,...,Necadam = 2,3,..., M,
podemos escolher sequéncias (z},,,)i2, C B, tal que

lim | P (2},)| = | Pimll € supp(af,,,) € Opm, €N, (2.21)

l—00

i On A .
Donde fazendo z} ,, := 2! -e'm paratodos k,l,m € N comm > 2, obtemos que a sequéncia

(28 ,,)52, satisfaz (2.20).

k,m

Pelo Teorema 1.3.10, temos

Pem(2) = Y ca(Pem)z® = Y calPrm)? (2.22)

aGNéN) |a)|=m
supp(a)C@kﬁm

para todo z € B,,. Logo, definindo z; := Zgzl 2%22 Zhm € B, paracadal € N, segue de
(2.20), (2.22) e pelo fato de Oy, ,,,’s terem suporte disjuntos que

Pim(21) = Pyom(2},,) paratodos k.1, m. (2.23)
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Assim, obtemos de (2.20) e (2.23) que

Pkm - - Pkm Zz
A 1HPk . z_: Z 1 Pem
o al U 1 Pkm ka)
- kz mz Pl

2m
l—o0
= Z’)‘k|< oM~ 1)'
k=1

Como M foi escolhido arbitrario, segue que

N N
) 1 M—o0
IOl 2 30 (1 g ) 255 3
k=1

k=1

De modo semelhante, N também foi escolhido arbitrdrio, o que implica ||7"((A\x)32,)| >

|(Ak)rey |l - Em posse também da desigualdade em (2.19), concluimos que

1T ()2 = 1) |

para toda sequéncia (\;)52, € ¢;. Isso mostra que 7' é uma isometria sobre sua imagem.

Ora, visto que 7' € uma isometria sobre a sua imagem, segue do Teorema 1.4.15 que a
composta B o T : {; — &/(Cy) também é uma isometria sobre a sua imagem. Posto isso,
para encerrar a demonstragao, vejamos que o, ((B o T') ((Ag)72,)) = 1/2 para cada (\;)52, €
¢, \ {0}. Com efeito, sejam ¢ > 0 e (A;)72; € ¢1 \ {0}. Escolhemos ky € N com A\, # O e

€SCrevemos

(EBOT Akkl . Zan

Pelo Teorema 1.3.10, temos

T(()‘k k= 1 Z Z gm— om—1 ||Pk Z Coc(Pk,m>Za
k= m=

laj=m
supp(a)C@k’m
para cada z € cyy. Os polindbmios P ,, t€ém suportes mutualmente disjuntos. Dai, pelo Teorema
1.4.9 obtemos que
|Ca(Phm)|

an = |/\k\217mw, n=7p |al =m, supp(a) C O m.
m
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Logo de (2.17), para todo m > 2 e todo £ > ( temos

00 oo 00
1 P 1
NS SIS 50 D L
n=1 n(%*—ﬂ(l‘*’&) k=1 (=2 lor|=¢ || k,@”oo (pa)(%-&-a)(l-&-a)
supp(a)C@kye
Z Z |)\k0|21—m |Ca(Pk07m>’ 1 . = 0.
la|]=m || koﬂnHoo (pa)<£ﬁh+fx1+g

supp(a)C(—)kO’m

Isso mostra que
1

(22 +e)(l+e)

7a((B o T) (Ae)iZ1)) >

e como m € Nee > 0 sdo arbitrdrios, isso demonstra que o,((8 o T') (A\x)72,)) > 1/2.
Note que .# ¢ espagavel maximal, pois .# ¢é c-espacavel (contém uma cdpia isométrica de ¢,
a menos da sequéncia nula), e de acordo com a Observacdo 1.8.2 temos dim(</(Cy)) = .

Portanto o teorema esta demonstrado. [ |

Teorema 2.3.2. Para cada m > 2, o conjunto

m—1
Moy, = {D € A" 0.(D) = —}
2m
contém (a menos da funcdo nula) uma copia isométrica de (1. Em particular, é espagdvel

maximal.

Demonstragdo. De fato, considerando as mesmas notagdes usadas na demonstragdo do teorema

anterior, para cada m > 2 fixado, definamos a transformacao linear 7" : ¢, — Z2,,,(¢) por

o

TR = 3 A

1Pemll

Note que 7" estd bem definida e que ||7" ((Ax)521) ]| < ||[(Ag)72,]| . Para a desigualdade contréria
podemos considerar a mesma sequéncia (z},, )%, C B,, satisfazendo (2.20), e para cadal € N

k,m

A N . .
a sequéncia z; = y_,_, 2k ,,. Dai, obteremos de modo similar ao Teorema 2.3.1 que

N N

= Pkm Pk’m(zllfm) =00
Ao > Ae—p : | Ak
; | Pl 2 | P | 2

k=1 k=1

Isso mostra que ||7°((Ax)52q)l > [[(Ak)52]| - Logo, T é uma isometria. De modo similar
ao realizado na demonstracdo do Teorema 2.3.1, obtemos que B o T" : ¢; — JZ é uma
isometria e para toda sequéncia (A\;)72, € ¢, \ {0} tem-se o,((B o T) ((Ar)2;)) = “=*. Em
resumo, para cada m > 2 o conjunto das séries de Dirichlet m-homogéneas D € S tais que
o.(D) = "2‘—;11 contém uma cdpia isométrica de ¢, (a menos da sequéncia nula). Em particular,

M, é espagdvel maximal. [
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Também temos a espacabilidade de .# como subconjunto de .73. Note que a espagabi-
lidade de .# como subconjunto de .74 nao é uma consequéncia do Teorema 2.3.1. De fato, .73
¢ reflexivo por ser espaco de Hilbert, e como ¢; ndo é reflexivo, ndo pode existir uma copia de

¢y em 75 (caso contrdrio ¢ seria reflexivo). Dito isso, nosso resultado para .77 € o seguinte.

Teorema 2.3.3. O conjunto .# é maximal espacdvel em 7. Mais precisamente, existe uma

copia isométrica de Uy em 4 que estd contida .# U {0}.

Demonstragdo. Seja {Ok ., : k,m € N} uma familia (de subconjuntos disjuntos aos pares) de
N formada por progressao aritméticas infinitas. Segue do Lema 2.2.9 que paracada k € Ne
cadam > 3 existem séries de Dirichlet Dy ,,, € H N e, . (Co) satisfazendo

m—1

o-a(Dk,m) = W

Lembre que 7' Nte, . (Co) C 573, 1ogo normalizando em 775 essas série de Dirichlet Dy ,,’s
podemos supor que
m—1

Dk,m S %7 HDk,mH,}fg =1le Ua(Dk,m) - Wv

paratodos k € Nem > 3.
Definamos a aplicag@o linear 1" : {5 — 5 por

(o] oo D "
((An)iZ) ZA’“ Z 2(mk2 /2
m=3

Note que 7' estd bem definida. Além disso, segue do Lema 2.2.11 que o conjunto
{Djm : k € Nym >3} éortonormal em 7% (2.24)

(lembre que Oy ,,s sdo pares disjuntos). Logo, dada uma sequéncia (\;);2, € {2, obtemos das

propriedades de produto interno e de (2.24) que

Dk
= | Z O
Ay H

_Zp\k’ ZQm 2 kafi”z

= H(Ak) I%,-

LECRE

Isso mostra que 7' € uma isometria sobre a sua imagem.
Para completar a demonstragdo, vejamos que 7'(¢2)\{0} C .Z. Paraisso, seja (\;)2, €
03\ {0}. Logo, existe ko € N tal que Ay, # 0. Com isso, segue de (2.3) e da defini¢do de T que
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para cada m > 3 tem-se

Logo, segue de (1.12) que o, (T((Ax)52;)) = 1/2, o que mostra o desejado. Isto completa a

demonstracao do teorema. [

Os dois dltimos teoremas asseguram a existéncia de estrutura linear e topologicamente
relevante no conjunto .# U{0}, o que responde parcialmente a pergunta (/). Para respondermos

por completo essa questdo, a proxima se¢do assenta o caminho para isso.

2.4 Os conjuntos Zo(j, k, ¢, m)

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados técnicos necessdrios para responder a se-
gunda parte da pergunta (/) feita na Se¢do 2.1. Para isso, precisamos fixar algumas notacoes e
defini¢cdes.
Relembremos da Secdo 1.10 que, para todos A = (\1,...,\,) € C*e D € D, escreve-
mos
Dy =MD+ \D? + -+ + N\ D",

Também, para todo © C N e todos nimeros naturais j, k, £ e m > 2, definimos 9,, = ”;—;nl e

Do(j,k,t,m) = {D € o5(Cy) : paratodo A = (A1, ..., \y) € C" satisfazendo ||A||oc < j
e |\] > 571, existe N € Ntal que Ay (Dy,6,) > (}.

A defini¢do dos conjuntos Zg(j, k, ¢, m) foi inspirada nos conjuntos definidos na de-
monstracdo de [24, Theorem 5]. Como 14, mostremos nesta se¢do que os conjuntos Zg (7, k, £, m)

sdo abertos e densos em 275 (Cy). Isso serd demonstrado nos Lemas 2.4.1 e 2.4.2 abaixo.

Lema 2.4.1. O conjunto Yo(j, k,{,m) é aberto em <75 (Cy).

Demonstracdo. Sejam j, k, ¢ € N em > 2 fixados. Mostraremos que o complementar
o(Co) \ Do (4, k, £, m) = {D € oo(Cy) : existe A = (A1,..., \;) € C*

satisfazendo ||| < 7, |Mi] > 571
e sup Ay(Dx, 6m) < £}
N

¢ fechado em 2% (Co). Seja (D)2, uma sequéncia em <7 (Co) \ Zo(j, k, £, m) convergindo
para Dy em %7 (C,). Visto que para cada ¢ € N tem-se D, € Zo(j, k, {,m), segue que existe

uma sequéncia (Ag)o2; = (Ag1, -, Agi)oe; € CF satisfazendo
alloe <35 gl 257" & sup An((Dy)a,, ) < . (2.25)
S
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Como a sequéncia ()\g)o2, € limitada em C*, passando para uma subsequéncia se necessdrio,
podemos supor que existe A = (A1, ..., \;) € C* tal que qli_}rgo Ay = A. Logo, fazendo ¢ — oo

nos dois primeiros termos de (2.25), obtemos

Moo <J e X =570 (2.26)

Segue do Lema 1.10.2 que a sequéncia ((D,) ,\q):il converge para D, em g (Cy). Além disso,

pelo Lema 2.2.4 as aplicacdes
(D,’}/) - JZ%@((C()) X Ck —> .D7 - d@(@o) e De JZ{@((C()) —> AN(D,5m> e C

sdo continuas. Visto que de (2.25) tem-se An((Dy),,0m) < ¢ para todos N, ¢ € N, fazendo
q — oo obtemos Ax((Dg)x, 0m) < £ sempre que N € N. Logo,

sup Ax((Do)a, 0m) < £. (2.27)

NeN

Concluimos de (2.26) e (2.27) que Dy € “o(Cy) \ Zo(j, k, ¢, m) e portanto Pg(j, k, €, m) é

um subconjunto aberto em g (Cy). |

Lema 2.4.2. Se O contém uma progressdo aritmética infinita, entdo o conjunto Pe(j, k,{,m)
é denso em g (Cy).

Demonstracdo. Sejam j, k, ¢ e m > 2 nimeros naturais fixados. Sejam ¢ > 0 e

Di(s) =Y Y an* € #(Cy)

=0 Q(n)=i

um polindmio de Dirichlet. Note que a,, = 0 se p;|n para algum ¢ ¢ O. Pelo Lema 2.2.9, existe
uma série de Dirichlet Dy € 77" N o/ (Cy) satisfazendo

1 .
1D2]l < 5 e lim An(Dz,d) = oo, (2.28)

E pela formula Binomial de Newton, temos

k

Dy \* k
(1 + 72) =1+ Dy+ D3 com Dy:=>» (z) k' DS, (2.29)

(=2

Segue da Proposi¢do 1.10.1 que min(2(D3)) > m +r se k > 2 e D3 = 0 caso contrario.

Inicialmente, mostraremos o lema supondo £ > 2. Dito isso, seja

w:= max {(k—2)(m+r),rk+mi}+ 1. (2.30)

0<i<k—1
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Definamos o polinomio de Dirichlet D : Cy — C por

D(s) = Di(s) + (2)*Dy(s) com Du(s) := g (1 + DQIES)) . (2.31)
Note que
ID—Dill = [[(2*)*Da(s)|
<[5+ 52)]
< 2.c=c

Isso mostra que ||D — D;|| < e. Agora, veremos que D € Yg(j,k,¢,m). Para isso, seja
1 < g < k. Note que

max(Q(D?)) = max(([Dy + (2")7*D4]?))
= max(Q(27"*D1)) (pela Proposigdo 1.10.1)
= wq+q(m+7) (pela Proposi¢ao 1.10.1)
<wlk-1)4+k-1)(m+r)

<w(k—1)+ (k=2)(m+7)+ (m+r)

<wk-1)4w—-1+m+r (de (2.30))

=wk—-1+m+r

< wk+m+r. (2.32)
Além disso, paracada: =1,...,k — 1, temos que

max (ﬁ <D’f‘i ((2“’)_5D4)i>> =r(k—1i)+wi+ (m+7r)i  (pelaProposi¢do 1.10.1)

=rk+mi+ wi

<w—1+wi (de (2.30))
=w(+1)—1

<wk—1< wk. (2.33)

Entdo, segue da Proposi¢do 1.10.1, (2.32) e (2.33) que

k—1
max (52 (Z /\qu)> <wk+m+7r A,..., N1 €C, (2.34)

max (ﬁ (11 (f) D ((QW)—SD4)")> < kw, (2.35)
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max <§Nz ((g)k (ka)—$D3>> > wk+m+7. (2.36)

Por outro lado,

D" = (Dy + (2¥)*Dy)" = Z (k) DE((29)7*Dy)’

)
it
d
—~
—~
]
1S
SN—
.
-
N
~—
_l’_
—~
~~
[\]
€
~
.
-
o~
~—
o

D,

)

=2 (lj) DY ((2%)7Da) + (g)k (2°) (1 + 7>k (de (2.31))
)
)

>k (29F)=3(1 + Dy + D3) (de (2.29))

DO | ™

— (k k—i i (ENF ouk ENF ok
B ( DI (@)°Di)' + (5) @™+ (5) @)D
i=0 ~~ -\ ~~
— " d pertence a Dk pertence a D yk4m-4r
max () <wk (por (2.35))
ENF L wk
+ (5) e (2.37)

-~

min(§)>wk+m+r(por (2.36))

Finalmente, para cada A = (), ..., \;) em C* satisfazendo
Moo <5 e Akl =57,

obtemos por (2.28), (2.34) e (2.37) que

e\k e\k _ 00
An(Dy, 8,) > (5) 2=k |\, | Ay (Ds, 0m) > (5) 27 k0m i1 A (Dy, G) 2% 0.

Isso mostra que D € g (j, k, ¢, m), o que encerra a demonstragdo se k > 2.
Para £ = 1 podemos escolher w > r e definir o polindmio de Dirichlet D : Cy — C
por
D(s) =Dy +¢-(2¥)°Ds.

Logo,
s £
1D =Dl =lle- (2°)7Dofl = 5 <.

Além disso, pela Proposicao 1.10.1, temos

min (ﬁ ((2“’)‘ng)> > w > r > max (ﬁ (D1)> , (2.38)
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ou seja,

D(s) = D, + €-(2¥)°Dy . (2.39)
=~ —
max Q<w(por 2.38)  max Q>w(por 2.38)

Entdo, para cada A € C satisfazendo 5! < |\| < j temos de (2.28) e (2.39) que

N—oo

AN(DM 6m) Z |)\|€2_w6mAN(D275m> Z 82_w§mj_1AN(D2, 6m) — X

Isso mostra o caso k£ = 1. Portanto a demonstracio do lema est4d completa. |

2.5 Algebrabilidade do conjunto das séries de Dirichlet com

faixa de Bohr maximal

A secdo anterior assenta o caminho para podermos mostrar a existéncia de estruturas

algébricas no conjunto . U{0}. Também mostraremos que . contém um conjunto G s-denso.

Proposicao 2.5.1. Para todo subconjunto © C N contendo uma progressdo aritmética infinita,
existe um conjunto Yo C o(Cy) \ {0} satisfazendo:

(a) O conjunto PDg é Gs-denso em g (Cy).

(b) Para toda série de Dirichlet D € g tem-se A({D}) C (# N o(Cy)) U {0}. Em
particular, Yo C M.

Demonstragdo. (a) Consideramos o conjunto

Do=( [ 2ol k. t.m). (2.40)

J>1k>10>1 m>2

Claro que Yo C “o(Cy). Além disso, segue do Teorema 1.10.14 e dos Lemas 2.4.1 e 2.4.2
que o conjunto Zg é Gs-denso.

(b) Seja D € Yo e seja A({D}) a subalgebra de 7 (Cy) gerada por D. Sabemos que
o (Cy) € algebricamente fechada, o que implica A({D}) C 75(Cy) pois D € Zg C o (Cy).
Agora, mostraremos que A({D}) C .# U {0}. Com efeito, seja D € A({D}) \ {0}. Logo D

pode ser escrita da forma

~ kO
D=Dy=)Y MD'com kg €N, A= (A1,..., ) € Ce Ny, #0.

i=1

Seja jo € N satisfazendo ||A||ec < jo € | M| > 75 . Como D € P, segue de (2.40) que

D e () () Zeolio ko, t,m). (2.41)

£>1m>2
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Logo, segue de (2.41) que para todos /,,» € N com m > 2, existem N;,, € N tais que
An

L,m

(D, d,,) > (. Entdo para cada m > 2 fixado, temos Elim An,, (Dy,0m) = 00, 0 que
—00 ’
implica o,(D,) > 6,, para cada m > 2. Assim,

0a(D) = 04(Dy) > 6 2225 1/2.

Visto que D é qualquer elemento de A({D}), concluimos que A({D}) C .# U {0}. Isso
encerra a demonstracao. u

Quando © contém uma progressao aritmética infinita, obtemos como consequéncia da
proposi¢do anterior que

S = sup o.(D)=1/2.
Dedlg(C)

O préximo lema serd usado na demonstracdo do principal teorema desta secao.

Lema 2.5.2. Seja D € @75(Cy) \ {0} tal que A({D}) C .# U {0}. Entdo,
XoDo+ MDD+ XoDyD?> + -+ A\yDyDY € (2.42)

para todas Dy, D+, ..., Dy € hne(Co) e quaisquer Ao, A1, ..., An € Ccom AyDy # 0.

Demonstragcdo. Definamos

Din($) =) aman; > tman;
n=1

D"(s) = buan ™ Tn(Dm,s) = Dp(s) = Sx(Dim, 5),
n=1

paratodosm =0,1,..., N e M € N. Além disso, como Dy # 0, existe
no =min{n € N:ay, # 0} € N.
Pelo fato de Dy € 24 e(Co), segue que p; { ng para todo i € ©. Com estas notagdes, temos
Dy, = Sng—1(Dmy ) + Tog(Dinsy +) + Qrnngg °

paracadam = 0,1,..., N, o que implica que a soma em (2.42) pode ser escrita da forma

N _ N
> AnDuD" =D+ Aplmpeng D™,
0 m=0

onde

MZ

m nO 1 m; Dm+z)\ Tno Dmv)Dm

m=0

3
]
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Seja
=ng Z Am Qo D™

Vejamos que D € .#. Note que D é uma série ndo nula, pois Ay # 0 e ny*® € um polindmio
ndo constante (ay,,, # 0) e D # 0. Além disso, por hipétese tem-se que A({D}) \ {0} C .Z.
Logo, para cada o < 1/2 obtemos

N
elg& Ae (Z Am g D™, J) = 00,

m=0

N
Ay ((na” Z /\mamynODm) , 0)]
m=0

N
= ny°’ elij?o Ay (Z )\mammODm,a) = 00.

m=0

o que implica

lim Ag( o) = Zli)rgo

L—o0

Entdo, segue de (2. 1) que 0,(D) > o para todo o < 1/2. Fazendo o — 1/2 obtemos o,(D) >
1/2, e portanto o, (D) = 1/2. Isso mostra que D € ..
Paracadam =1,..., N temos:

(Lo (D) D)) = S| S bt | 7

uv=n
v>n(

3
—_

(Sng-1(Dmy )= D™)(8) = D> [ D bt | 07 (2.43)

n=1 UvV=n
v<ng

Agora analisemos os suportes das séries de Dirichlet em (2.43). Em ambas as séries temos: v
dependendo apenas de primos p; com i € N\ O; u dependendo apenas de primos p; com i € O;
v # ng e n = uv. Entdo, segue do Lema 1.10.9 que ndo existe £ € N dependendo apenas de
primos p;, com ¢ € O, e satisfazendo uv = n = kng. Isso significa que os termos da forma
(nok)~® com k € N dependendo apenas de primos p;, com ¢ € O, ndo aparecem na série de
Dirichlet

N— N
Z m no 1 m; Dm + Z >\ Tno Dm, )Dm
m=0 m=0

Logo, segue de (2.3) que

N N

1

" (Z /\mDmDm> >0, (Z - Dm) L
m=0 m=1
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Portanto,
N 1
o MDD D™ | = =.
oo (S n0r) =

Isso completa a demonstracgao. |
Agora trataremos do principal resultado desta se¢do.
Teorema 2.5.3. O conjunto # é fortemente Ny-algebrdvel.

Demonstragdo. Seja {O; : k € N} uma familia (disjunta) de subconjuntos de N formada
por progressdes aritméticas infinitas. Segue da Proposicdo 2.5.1 que para cada k € N, existe
Dy, € 45, (Cy) \ {0} tal que A({Dy}) C .# U {0}. Além disso, pelo Lema 2.2.5, o conjunto
G = {Dy : k € N} é algebricamente independente. Entdo, para completar a demonstragéo, é
suficiente mostrar que A(G) C .# U{0}. Com efeito, sejam N € Ne @ € Clzy, ..., 2n]|\ {0}

sem o termo constante. Podemos escrever () da forma

para certos L,, € Clz1,...,2y_1], m = 0,..., M, com Ly, # 0. Podemos supor M > 1 (se
ndo, podemos considerar um polindmio com menos varidveis ). Note que L, (Dy,, ..., Diy_,) €
”Q{N\@fw (Cy) para cada m, pois as séries de Dirichlet Dy, ..., Dy, _, dependem de primos p;
comi € N\ O,. Também, como D, ..., Dx_; sdo algebricamente independentes, entdo
Ly(Dy,...,Dn—_1) # 0. Segue do Lema 2.5.2 que Q(D;, ..., Dy) € .#, como desejado. W

Como o leitor deve ter percebido, respondemos a pergunta (/) da Secéo 2.1 afirmativa-

mente.

2.6 Lineabilidade dos conjuntos .£ e 1"

Note que até a Secdo 2.5, procuramos estudar a existéncia de estruturas lineares e algé-
bricas no conjunto .. No entanto, também podemos questionar sobre a existéncia desses tipos
de estruturas nos conjuntos

N ={D € H# 0,(D) —o0.(D) =1}

L ={D e Ay :0,D)—o0.(D)=1}.

E importante esclarecer que investigar a existéncia de estruturas lineares em conjuntos que
a priori pode ndo ter estrutura linear alguma, estd diretamente ligado ao quao dificil é obter
um determinado objeto do conjunto em questdo. A histéria mostrou que exibir elementos no

conjunto .7 foi mais dificil do que nos conjuntos .4 e .Z. Por isso, nossa pesquisa neste
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capitulo teve como objetivo principal estudar o conjunto .#. Apesar disso, aproveitamos essa
secdo para apresentar resultados de lineabilidade acerca dos conjuntos .4 e .Z. Nesse sentido,

0 nosso primeiro resultado € o seguinte.

Teorema 2.6.1. O conjunto
N ={D € % :0,D)—0.(D) =1}

é linedvel em .

A demonstracdo do Teorema 2.6.1 necessita do seguinte Lema 2.6.2, antes de demonstra-
lo, ressaltamos que para uma série de Dirichlet D = Y >° a,n * € ® e N € N denotamos

Sn(D,s) =" a,ns.

Lema 2.6.2. Seja (ny);2, uma sequéncia crescente de niimeros naturais alternado entre pa-

res e l’mpares Suponha que a série Y -, pi

seja divergente. Entdo a série Dy 5(s) =
P p1+5 pns € JH para todo 6 > 0. Além disso, 0,(D115) — 0c(D14s) = 1 com

0e(D115) = =1 =0 eoy(Dyys) = —0.

Demonstragdo. Vejamos que a série de Dirichlet D(s) = > (—1)™p, * satisfaz o, (D) —
o.(D) = 1. De fato, seja s € C tal que Res > 0. Considere 0 < ¢ < Res. A série
> nei(—=1)"p, 7 € alternada, logo pelo teorema de Leibniz é convergente. Como Res > o
segue do Teorema 1.4.3 que a série de Dirichlet y ;- (—1 )" p,,° € converge. Visto que s € C
com Re s > 0 foi escolhido arbitrariamente, concluimos que o.(D) < 0. Por outro lado, dado
N € N, a Proposicado 1.10.3 assegura que existe uma sequéncia (tj)?il de niimeros reais tal que
Jlggo pl = (—1)™ paracadaf =1,..., N. Logo,

N

Z ngpfzt

N

> (=1)mepyit

(=1

= lim
j-}OO

< sup
teR

Segue da Proposicdo 1.5.3 que

)

' log <SUPteR 25:1( 1)rep,
ou(D) = hmj\?up oz N
logN
logN

> lim sup

Como pela Proposi¢do 1.5.5, temos o, (D) — 0.(D) < 1, isso implica o, (D) — 0.(D) = 1. Em
particular, 0.(D) = 0e o,(D) = 1.
Sejamd > 0e
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Temos que Dy, € F, por (1.11) (0,(D) = 1). Além disso, segue de (1.9) que
Uu(Dl+(5) - UC(D1+5) =1 com UC(D1+§) =—-1—-4¢e Uu(D1+5) = —0.

Demostragdo do Teorema 2.6.1. Sejap = (p,)2; a sequéncia de nimeros primos. E conhe-
cido que a série )~ i formada pelos inversos dos nimeros primos é divergente. Logo,

existem sequéncias crescentes de nimeros pares (V)2 , e nimeros impares (M), satisfa-

zendo
My < Ny < My, e Z >k (2.44)
n= Mk
para todo k € N. Defina B¥ := {m € N : M;, < m < N,}. Note que os conjuntos

da sequéncia (B®*))?°, sdo dois a dois disjuntos. Agora, seja {A, : k € N} uma particio
(disjunta) de N formada por subconjuntos infinitos. Escrevemos

Ay = {qu < @2k < RS

e definamos -
0, = U Bam.k)
m=1
para cada k € N. Digamos que

O, = {nLk < Ngp < }

Note que as séries

sdo alternadas por construcdo. Fixe § > 0. Segue do Lema 2.6.2 que as séries de Dirichlet

o0 nz b qm k
= Z 1+6 p;fsk Z Z 1+6 pJ_S € A, keN, (2.45)
=1 e,k m=1j= ok
satisfazem: o,(Dy) — 0.(Dy) = 1, 0.(Dy) = =1 =6 e o,(Dy) = —0. Finalmente, seja

G = {Dy € 5, : k € N}. Note que o conjunto GG é linearmente independente, pois as séries
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de Dirichlet D;’s t&ém suportes em subconjuntos de primos dois a dois disjuntos. Sejam k£ € N,
séries de Dirichlet D;,,...,D;, € G e escalares complexos Aq, Ag, ..., A\; ndo todos nulos,
digamos A, # 0 e escreva D(s) = ZIZZI AeD;,(s). A série D € convergente para cada s € C
com Res > —1 — 4, pois todas as séries D;,, ..., D;_ os sdo, e isso implica o.(D) < —1 — 4.

Note que

k qu )

ORI D D= SO

=1 m=1j dm, iy

Segue da Proposigdo 1.10.3 que existe uma sequéncia (;)32, de nimeros reais tal que lim pifj =
j—00

(—1)" paracadan = 1,..., N. Além disso, temos
qu k :
7 (_1)j —s
)Squyk (D, s) — Squyk_l(D,s)’ | Y e (2.46)
j:qu,k J

para cada m € N. Logo, dado ¢ < —4, temos

Im, iy, .
. . —1)7 —(o+1
swp |S,,, (Do +it) = Su,, (Dyo+it)| = [\ sup| Y i

: ' (1) —o—i o (1) —o —j
>l fim | S Cafeea = | S S

J:qu ip J J:qu g J
Qm,ik 1 N{Zm7ik 1
m—o0
= |>‘k| § p]:+5+o' 2 |)‘k| E p_ Z |/\k|Qm,zk — 0
Jj=Mg,, i J j:quvik J

A pentltima desigualdade acima € valida pois pj"s’” > 1. Logo, isso mostra que a série D nao
¢ uniformemente convergente para o < —§ e portanto o, (D) > —J. Como a diferenga entre as

abscissas de convergéncia uniforme e pontual ndo exceder 1 e 0.(D) < —1 — 6, temos
o.(D)=—-1-0, o0,(D)=-§ e 0,(D) —0.(D) = 1. (2.47)

Isso mostra que D € .4 e portanto o espago vetorial gerado [G] estd contido em .4 U {0}, o

que encerra a demonstracao. [ |

Observacio 2.6.3. Note que na demonstra¢do do Teorema 2.6.1 as séries de Dirichlet D € [G]
satisfazem o, (D) — o.(D) = 1. Com efeito, segue de (2.47) e da Proposicdo 1.5.5 que

1 =0u(D) —0.D) <0,D)—0.(D) <1.

Logo, D € .Z. Portanto [G]| C £ U {0}. Isso mostra que .Z ¢ lineavel.

66



2.7 Comentarios e problemas

As dlgebras Ag(Cy) podem ser definidas para quaisquer subconjuntos © dos nimeros
naturais. No entanto, para os nossos resultados, necessitou-se supor que distancia entre os
elementos de O tivesse um certo controle, mais precisamente, que existisse L > 0 tal que £ <
Jr < Lk paratodos ji, k € N, com j, € ©. Devido a esta hipdtese, ndo conseguimos verificar
se ./ é fortemente c-algebravel. Além disso, de acordo com Exemplo 2.2.8 o Lema 2.2.6 nio
€ vélido para todo subconjunto © C N infinito. Dito isso, temos os seguintes problemas:

Problema 2.7.1. Para quais subconjuntos infinitos dos niimeros naturais o Lema 2.2.6 é vdlido?
Problema 2.7.2. O conjunto # é fortemente c-algebrdvel?
Outros problemas sdo:

Problema 2.7.3. O conjunto .# visto como subconjunto do espago de Hardy 5, é espagdvel
parap # 27?

Problema 2.7.4. Os conjuntos N e £ sdo espacdveis ou algebrdveis?

O Teorema 2.3.2, afirma que para cada m > 2 o conjunto das séries de Dirichlet D &€
ST tais que 0, (D) = (m—1)/2m é espagdvel. Entdo, agregando essa informagao ao Teorema

1.5.6, sugerimos os seguintes problemas:

Problema 2.7.5. Para cada 0 < o < 1/2 o conjunto das séries de Dirichlet D € J, tais que

04(D) — 0,(D) = o é linedvel ou espagdvel?

Problema 2.7.6. Seja m > 2. Para cada 0 < o < (m — 1)/2m o conjunto das séries de
Dirichlet D € " tais que o,(D) — 0,(D) = o € linedvel ou espagdvel?

Problema 2.7.7. As mesmas técnicas que usamos neste trabalho podem resolver o Problema
2.7.5?
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Capitulo 3

Algebras e espacos de Banach de funcoes
holomorfas com cluster grande

Este capitulo é dedicado a exposic¢ao dos resultados relacionados aos conjuntos de clus-
ter de fungdes holomorfas e todos eles sdo inéditos. Além disso, esses resultados compde um
manuscrito em confec¢cdo. Na primeira secao exibimos algumas defini¢Ges e notacdes. A se-
gunda secdo € dedicada aos principais resultados técnicos usados neste capitulo. Na terceira
secdo, apresentaremos resultados de espacabilidade e algebrabilidade envolvendo conjuntos de
cluster. Na quarta secdo, estabelecemos um novo ponto de vista para estudar algebrabilidade.
Na quinta secdo, forneceremos alguns resultados de espagabilidade e algebrabilidade relaciona-
dos aos conjuntos de cluster radial. Por fim, a dltima se¢@do € reservada para alguns comentarios
concernentes aos resultados e possiveis problemas futuros em aberto. Nossas principais refe-
réncias foram [7,11,53,56,65, 66,72].

3.1 Preliminares

Nesta secdo apresentaremos algumas defini¢des sobre cluster nas dlgebras de Banach
Hoo(B) e 7. Essas defini¢des sdo essenciais para posterior compreensio dos resultados deste
capitulo. Relembramos as seguintes defini¢des.

Definicdo 3.1.1. Sejam F um espago de Banach, z € B" e f € Hoo(B).
(a) O conjunto de cluster de uma fung¢do f num ponto z é o conjunto

Cl(f,z) :={u e C : existeumarede (z4)s C B,

o we f(za) = 1}

(b) O conjunto de cluster Cl(f, x) é dito ser grande quando contém um disco aberto.

(¢) O conjunto de cluster C(f, z) é total se Cl(f,z) = f(B).
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Para todo subespago fechado X de H..(B) e para todo subconjunto M C B” seja

Gu(X)={feX : Cl(f,x) = f(B) paratodo x € M}.

Recorde a notacdo de Fj;(X) na Se¢do 1.9. Além disso, pela Observacdo 1.3.6 o conjunto
P4 (L) é um subespaco fechado de A, (By,) é, a fortiori, em H ., (By,). Isso permite considerar

o seguinte exemplo.

Exemplo 3.1.2. Se M = {0}, entdo Gy; (P2(ls)) # 0. Com efeito, seja (§,,)22 ; uma sequéncia

crescente de ndmeros reais positivos tal que lim &, = 1. Além disso, seja (a,,)>2 ; uma sequén-
n—oo

ciaem I, cujo conjunto de pontos de acumulagio seja . Definamos o polindmio 2-homogéneo
P : By, — Cpor P((M\),) = > r, ax)i. Afirmamos que P € Gy (P5(ls)). De fato,
seja 1 € P(By,) arbitrdrio. Claro que ;1 € D pois || P|| < 1, logo existe uma subsequéncia

(an;)32 de (an)p2, tal que lim a,, = p. Assim,
j—00

lim P (§njen].) = jli% anjé’i_ = € &nen; 50,

j—o0 7

o que mostra que P(By,) C CI(P,0). Por outro lado, como a inclusdo CI(P,0) C P(By,) é

valida, pois || P|| < 1, concluimos que CI(P,0) = P(By,), como desejado.

Recordemos que
%Ogl) = {D € %oo . D(S) = Za2n<2n>7s,8 S (Co} .
n=0

Para uma série de Dirichlet D € ,%@53) e s € Cy, definimos o conjunto de cluster de D em s
como

Cl(D,s) :={u € C : existe uma sequéncia (s;)pe,; C Co,

lim s =se lim D(sg) = p}.
k—o0 k—ro0

Parte deste capitulo tem por objetivo investigar a existéncia de estruturas lineares e al-

gébricas no conjunto
I ={D e AV : NexCI(D,it) contém um disco centrado em 0}.

Note que . N o7 (Cy) = 0, pois as fungdes em o7 (Cy) podem ser estendidas continuamente
para C, (veja comentdrio que precede o Teorema 1.4.14).
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3.2 Alguns resultados técnicos

Esta secdo € dedicada a apresentacdo dos principais lemas que usaremos nas secoes
seguintes, todos eles inéditos neste trabalho.

Lema 3.2.1. Sejam E um espaco de Banach e g, g1, s, ... € Hoo(B) tais que a sequéncia
(9n)22, converge para g em Ho.(B). Além disso, seja (6,)2°., uma sequéncia de niimeros

positivos e § > 0 tais que lim 6, = 6. Se existem 2 € B e ny € N satisfazendo D5, (0) C

n—0o0

Cl(gn, 2) para todo n > ny, entdo Ds(0) C Cl(g, 2).

Demonstragdo. Segue do Teorema 1.9.3 que o conjunto C(f, z) é fechado, portanto, é sufici-
ente demonstrar que Ds(0) C Cl(g, z). Seja u € Dy(0) arbitrario. Em particular, temos que
|| < 6, logo segue da convergéncia nh_g)lo d, = 0 que existe n; > ny tal que |u| < J, para
todo n > nq; ou seja, p € Dy, (0) C Cl(gyn, z) para todo n > ny. Seja e > 0 arbitrario. A
sequéncia (g,)22 , converge para g em H.(B), logo existe ny > n; tal que ||g,, — g|| < £/2.
Como p1 € D;,,(0) C Cl(gyn,,2), existe uma rede (z,)o C B satisfazendo z, Y ze
ligl Gny(To) = 1. Seja oy tal que |gn,(z4) — 1| < €/2 para todo o > «p. Por desigualdade

triangular, segue que

g €
1= g(xa)| < |t = Gno(Ta)| + gy (Ta) — g(2a)| < 5 + 3=¢
para todo o > «yp. Assim, z,, Yy 2 elim g(zs) = p e portanto p € Cl(g, z). Isso mostra que

Ds(0) C Cl(g, z), completando a demonstra¢do do lema.
[

Lema 3.2.2. Sejam E um espaco de Banach com E* separdvel e f € H..(B). Se existem
x € B ed >0 tais que Ds(0) C CU(f, ), entdo existe uma sequéncia (x;);>, em B tal que

D x e Ds(0) € {f(z1) : k € N},

Demonstragdo. Como o espago de Banach E* é separdvel, o espaco topoldgico (F**, w*) é
metrizavel. Logo, podemos escolher uma base de vizinhangas (V})72, enumeravel de x em
(B™", w*). Seja (\)2, € Ds(0) tal que

{\: £ € N} = D4(0). (3.1

Visto que (A¢)32; C Ds(0) C CI(f, ), tem-se que para cada ¢ € N existe z, € V} tal que

1

|f(ze) = M| < 7 (3.2)

Segue de (V;)22, ser base de vizinhanca de z em (B, w*) que ™", . Ademais, obtemos
de (3.1) e (3.2) que D5(0) C {f(wx) : k € N}. Isso encerra a demonstragio do lema. |
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Lema 3.2.3. Se D € 7, t € Re ¢ > 0 sdo tais que Ds(0) C CIl(D,it), entdo existe uma

sequéncia (z,)52, em Cy tal que

klim 2 =it e Ds(0) C {D(z) : k € N}

—00

Demonstra¢do. A demonstragdo é andloga aquela do Lema 3.2.2. De fato, seja (V)72 ; uma

base de vizinhangas de it € C, e seja (\,)32, C D5(0) tal que {\, : k € N} = D;s(0). Como

(Ae)52, € Ds(0) C CU(D,it), segue que para cada k € Nexiste z;, € Vi tal que | D(zx) — g | <

1/k. Donde klim 2 = it e Ds(0) C {D(z) : k € N}, como querfamos. |
—00

Lema 3.2.4. Sejam E um espaco de Banach com E* separdvel e | € H..(B) tal que Ds(0) C

Nees=CU(f, x) para algum § > 0. Suponha uma das seguintes condicdes:
(a) E éde dimensdo finitae M C S é enumerdvel.
(b) E é de dimensdo infinitae M C B é enumerdvel.

Entdo existe uma sequéncia interpolante (21,52, C B** para H.(B) satisfazendo as seguintes

propriedades:

(¢c) Paracada (x,\) € M x Ds(0) podemos encontrar uma subsequéncia (zy, )52 de (21)72,

satisfazendo 2y, zelim f (2x,) = A
j—oo

(d) Existe uma sequéncia (\)32, C Ds(0) com {N; : € € N} = Dy(0) tal que para quais-
quer v,y € M e l,p € N com (x,\r) # (y,)p), as subsequéncias (zy;)32, e (2m,; )52,
encontradas para (x, \¢) e (y, \,) respectivamente, satisfazendo (c), tém suportes quase
disjuntos, isto é, o conjunto {k; : j € N} N {m; : j € N} é finito.

Demonstra¢do. Suponha a condic@o (b) vélida. Seja (\,)72; C Ds(0) tal que {A\,: £ € N} =
D;(0) e seja M = {x, : p € N}. Segue do Teorema 1.10.16 que para cada p € N, existe uma
sequéncia (y7)52; em Sg-- tal que

y; AN z, quando j — oo. (3.3)

7z

5Kk Z M Pl . pd . ~
Como (B, w*) é metrizdvel, pois E* é separavel, segue das inclusdes

D5(0) c () Cllf.o)c [ CUf)

TeS** (4,p)EN?

que para j, £, p € N, existe sequéncia (v};*P)>_, C B satisfazendo

vIbp R y; quando m — oo e lim fu2bry = A, (3.4)
m—0oQ
Note que
1= ||y§’|| < lim inf ||v3;’f’p|| < lim sup ||v£;f’p|| <1,
mM—00 m—00
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o que implica
lim |[vlfP)| = 1. (3.5)
m—0o0

Agora, para cada (£,p) € N2, sejam (V},,,)?>, uma base de vizinhangas de z, em (B, w*)
e (Wir)52, uma base de vizinhancas de )\,. Dado k& € N, segue de (3.3) que existe uma
subsequéncia (y} )72, de (y7)32, tal que 3 € V. Logo, fixando esta sequéncia (j;)72;,

segue de (3.4) e (3.5) que para cada (k, p) € N? existe vf;’;lf’p € Vip tal que

L — [logtr

1 )
<ze F0lsbP) € Wiy

Logo, podemos encontrar uma sequéncia (ji, my )7, C N? tal que

Wit = vkl R zp, quando k — oo, klggo Flwl?y =X e ]}Lngo Jwi?| =1.  (3.6)

Agora, construiremos por recorréncia a sequéncia (z)7>, com as propriedades deseja-

das. Para isso, seja ¢ : N — N? uma bije¢do com

p(n) = (p1(n), p2(n), p3(n)).

Defina

2 = wf1(1)74p2(1) .

Por (3.6) existe n, > 1 tal que

1_ Hw%@),w@)”

U1
1= [zl 2

Faca
2y = WP (D#2(2)
n2

Novamente por (3.6) existe ng > no tal que
©1(3),92(3) ”

L= 2

Faca
2y = wﬁ;(i’:),wz(f%)_
Repetindo esse processo indutivamente, obteremos a sequéncia (zj )52, satisfazendo

L—lzenll _ 1
L=zl 2

para todo £ € N. Segue do Teorema 1.9.15 que (z;)%2; é uma sequéncia interpolante para
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Hoo(B). Além disso, para cada par (¢,p) € N2, aparecem infinitos termos da sequéncia
(wi?)32 | na sequéncia ()72 ,, logo para cada par (¢, p) € N? existe uma subsequéncia (2r;)52

de (z;)72, tal que 2, é da forma wi’p e satisfaz z, RN T, e ]lggo f(zr,) = Mg Visto que

{)\¢ : £ € N} é denso em Ds(0), obtemos (na topologia produto) que

M x Ds(0) = M x {\;: £ € N} C {(z1, f(z)) : k € N}

Isso mostra (c¢).
Para a demonstragdo de (d), primeiro note que para x,y € M e {,p € N com (x, \;) #

(y, Ap), existem subsequéncias (zx; )32 € (zm, )52, de (z1)2, tais que

2k, Pxe ]1Lr£10f(zkj) = \;

Iy Y € Jllrélof(zmj) =X\
Como (7, \¢) # (y, Ap), 0 conjunto {2, : j € N} N {z,, : j € N} é finito.
A demonstragio supondo a condigdo (a) é similar 2 demonstra¢do supondo a condigdo
(b), por isso serd omitida. No entanto, esclarecemos que na demonstra¢do de (c¢) (supondo a
condi¢@o (a)), ndo precisamos nos preocupar com os pontos interiores. Além disso, ao invés de
invocar o Teorema 1.10.16, podemos usar o fato da esfera em dimensao finita ser compacta na

topologia da norma. Do mais, o resto dos cédlculos segue de modo similar. [

Proposicdo 3.2.5. Seja B, ., : Ho(D) — A a restri¢do da transformada de Bohr.

Entdo
f € Fr(Ho(D)) se, e somente se, B(f) € . NAD.

Demonstragdo. Dada f € Fr(Hoo(D)), existe § > 0 tal que Ds(0) C (,cx CU(f,2%). Seja
q € Q. Pelo Lema 3.2.2, existe uma sequéncia (§,,)5°_, C D\ {0} tal que

nli_rgofm = 2" ¢ Ds(0) C {f(&n) : m € N}
Ademais, segue do Lema 1.10.4 que o conjunto {2-®+") . (p,r) € Q, x Q} é denso em
D. Logo, para cada m € N, existe uma sequéncia (P, + i7rm)3e; C Q4 + iQ tal que
& = khjEO 2~ (Pe.mtirm)  Em particular, como &, # 0, a sequéncia (pg.m, + i7%.m )52, € limitada
para cada m € N, logo existe s,, = p,, + i1y, tal que a menos de uma subsequéncia kh_g}o Dhkeom +
1Tk m = Sm. Assim,

&m = lim 9= (Pk,m+irk,m) — 9=sm
k—o0

Segue de (1.7) que B(f)(s,n) = f(&n) para cada m € N, e isso implica que Ds(0) C
{B(f)(s,,) : m € N}. Logo, isso é suficiente para concluir que Ds(0) C C1(B(f),iq). Como
§ > 0 ndo depende de ¢, segue do Lema 1.9.4(c) que Ds(0) C (,cx CL(B(f), it). Portanto,
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B(f)e 7N A A demonstracao da reciproca € andloga a demostrag¢do da implica¢do
f € Fr(Hoo(D)) = B(f) € F N AL,

usando o Lema 3.2.3 ao invés do Lema 3.2.2. [ |

3.3 Estruturas lineares e algébricas no conjunto das func¢oes

holomorfas com cluster grande

Nesta secdo mostraremos, sob certas condigdes, que os conjuntos Gz (Hoo(B)) U {0}
e Fg(Hoo(B)) U {0} contém um espago vetorial fechado de dimensao infinita. Além disso,

mostraremos a existéncia de estruturas linear e algébrica no conjunto .# U {0}.

Proposicao 3.3.1. Sejam E espaco de Banach, B a bola aberta e unitdria de E, X um subes-
pago fechado de Ho.(B) e (x*)72, C B*™ uma sequéncia interpolante para X com constante
de interpolacdo C. Além disso, sejam M o conjunto de todos os pontos de acumulacdo de

(x3%)92, na topologia fraca estrela. As seguintes afirmagdes sdo vdlidas:

(a) O conjunto Fp(X) N G (X) (a menos da fungdo nula) contém uma cdpia isomorfa de

l1. Além disso, se C é igual a 1, entdo esse isomorfismo torna-se uma isometria.
p . . . . —w* .
Além disso, existe um subconjunto enumerdvel G C M tal que G = M satisfazendo:

(b) Existe uma copia F de 01 em Fpr(X)U{0} (ou Gpr(X) U {0}) tal que para cada (g, w) €
F\{0} X G, existem uma subsequéncia (v})72, de (v}")il, e § := d(g) > 0 satisfazendo

T Yow e D5(0) C {g(zr) - £ € N}.

Demonstracdo. Antes de iniciar as demonstragdes, estabeleceremos algumas notacdes e defini-
¢oes. Sejam G = {wy, : k € N} € M,com G~ = M, e {O, : k € N} uma parti¢do (disjunta)

de N formada por subconjuntos infinitos tais que
ot Ly wy, 1€0y, keN. (3.7)

Note que a equagdo (3.7) é possivel pois G estd contido no conjunto dos pontos de acumulagdo
de (z}*)%2,. Para cada k fixado, seja {O,, : n € N} uma parti¢ao (disjunta) de O formada

por subconjuntos infinitos. Enumeremos esses conjuntos por
G)k,n = {mk,ml < Mip2 < Mipg < - }, k,n € N.

Do mais, denote o conjunto de todos os nimeros racionais Q por {t, : p € N}, considere
uma sequéncia (ax)7>; em D (0) (C € a constante de interpolagdo da sequéncia (z*)72 ;) cujo

conjunto de todos os seus pontos de acumulacio seja D¢(0), e seja (p,)>>, a sequéncia de
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niimeros primos. Também, para cada (\;)32, € /1, escrevemos \; = |A;]e’%, com 0 < 6; < 27
e convencionando ¢; = 0 se \; = 0. Por dltimo, dado N € N, segue da Proposi¢do 1.10.3 que

ll-lloo

{(pim,...,p%):meN} =TV, (3.8)

Com as notagdes acima fixadas, podemos fazer algumas defini¢des. Com efeito, devido
(x3*)52, ser uma sequéncia interpolante para X, para cada j € N podemos encontrar uma
funcdo f; € X tal que

fj(x** )= p;t” - a, paratodos k,n,p € N. (3.9)

Mk,n,p

Ademais, pelo Lema 1.9.16, temos sup || /|| < C. Seja T : £, — X a transformacio linear
jeN

definida por

T(32) = i Al (3.10)
j=1

s

Note que 7' estd bem definida pois ZOO A; f; € absolutamente convergente em H..(B) e X é
fechado. Para cada g = 7%, \;f; € T'(¢1) com (\;)3; € {1, escreveremos

N
gN:ZAjfj, N e N.

j=1

Finalmente, podemos comegar as demonstracoes de (a) e (b).
(a) Afirmamos que a aplicagdo linear 7" é um isomorfismo sobre sua imagem e 7'(¢;) \
{0} € Fu(X) NGu(X). Com efeito, para cada N € N e cada sequéncia ();)}L; € C" temos

N
<CY N
j=1

Fazendo N — oo, obtemos

|7 ()

e isso implica a continuidade de 7. Para concluir que 7' é um isomorfismo sobre sua a imagem,

‘ < C-{[(A) 2l (3.11)

note que
> sup Z I\jle f;(x men,)| = SUP Z BY \elofp;tpan (de (3.9))
k,n,peN k,n,peEN
 sup [w Sl | = 3
n,peEN peN =1
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N
C . Z ‘)\j ’eiejef’igj'
j=1

N
=C-) Il (de (3.8))
j=1

Fazendo N — oo, obtemos

LAC=Y

Segue de (3.11) e (3.12) que 1" é um isomorfismo sobre sua a imagem. Além disso,

7 (05%,)

Caso (' seja igual a 1 temos uma isometria. Para completar a demonstracio, resta mostrar que
T(£) \ {0} € Fum(X)NGu(X). Sejam g = 3777, \jf; € T(6) \ {0} e No € N tal que
Z;V:Ol |A;| # 0. Mostraremos que

) > O (A2 . (3.12)

| =C I

9(B) C Doz, 15 (0) € Cl(g, x) € g(B), (3.13)

para todo = € M e isso encerard a demonstragdo de (a).

A inclusio Cl(g,x) C g(B) é imediata. Agora, como |g| = C - | ()\j);il |1, ob-
temos também a inclusdo g(B) C Dcyyjr;),),(0). Portanto, resta-nos mostrar a inclusao
De iz, 11 (0) € Cl(g, z). Para isso, vejamos que

Do o, (0) € Cllgw, wi), N = N, (3.14)
para todo k € N. Com efeito, sejam N > Nye 1 € Dg iy 1Ol (0). Definamos

e_wfu .
pj=————, j=1...,N.
T Ol
Como
0. M = .
eeT e —~——€Dc0), j=1,...,N,
Al

para cada k € N, segue de (3.8), (3.9) e da densidade da sequéncia (a, ), em D(0), que

existem sequéncias crescentes (n;)7°; e (p;);2, de nimeros naturais tais que hm f]( T pl) —
p; paracaday = 1,..., N. Logo,
l 00 i
N (@) — ng ZM o T = (3.15)

q 1||€N

Visto que y1 € D MYl x (0) foi escolhido arbitrério, obtemos
I=h

De. IO 1HZN( ) C {A : A € ponto de acumulagdo de (§N(:v;f:k7n’p))n,p}
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- C’l(gN,wk)
para todos k € Ne N > Nj. Isso mostra (3.14). Finalmente, como
N—o00 . 0o
lox =gl 2220 e lim O lly = 109)2all

segue do Lema 3.2.1 que D jjx,)=,,(0) C Cl(g,wy) para todo k € N. Logo, pelo Lema

1.9.4(c), obtemos D (», 122,11 (0) € Cl(g, x) para todo z € M. Isso conclui as demonstragdes

j= 1H1

das inclusdes em (3.13).
(b) Sejam F' = T'(¢y), (g,w) € F x G,comg # 0,ed := |g| > 0. Visto que
G = {wy, : k € N}, existe ky € N tal que w = wy,. Denote

Op — [ < mho < ...},

2 w* ~
Ja sabemos que x**, — wy,. Para completar a demonstra¢io, veremos que
m .
J

Ds(0)  {Gla7,) 5 € N}

Com efeito, seja y € Ds(0). Como g € T'(¢y) \ {0}, existe (X;)52, € £1 \ {0} tal que

9=T(N)Z) = 2N

Para este ();)72, € /; fixo, definamos para cada N € N os niimeros

e~y

fj = T € by = IAjl, jeN.
= o] < T s 1112
Note que
lim by = . (3.16)

Analogamente ao realizado na obtenc¢do de (3.15), para cada N € N podemos encontrar uma
subsequéncia (z;"), de (z* ko) °, tal que hm gN(ze oNy = by. Em particular, para cada

N € N podemos escolher ¢ € N tal que

_ 1
‘gN(ng’N) _ bN) <+ 3.17)

Afirmamos que A}im ’g“(zZi’N ) = p. Com efeito, seja e > 0 arbitrario. Segue de (3.16), (3.17) e
—00
da convergéncia gy — ¢ em H.(B**) que existe Ny € N tal que N > N implica

~ ~ 3
by =l < 50 [awE) —bw| < 5 e lav—dll < 5
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Donde, para N > N, obtemos

~ ko,N ~/ ko,N ~ ko,N ~ ko,N
G0 ™) =l < 19(0™) = G (2™ + [an (2,2) — by| + by — 4l
< 17— vl + [an(z2") = b | + by — 4l
< €+€+8
3 3 3
= E£.

Logo, A}im 'gv(zng) = 1. Como 1 é qualquer em Ds(0), obtemos o desejado e a demonstragio
—00

estd completa. |

Ressaltamos que na Proposicao 3.3.1, se X for em particular um subespacgo fechado de
A, (B), entdo a sequéncia interpolante pode ser considerada em B ao invés de B**. (Veja
Definicao 1.9.13).

Exemplo 3.3.2. O conjunto Gyo1(Z2(¢2)) U {0} contém uma c6pia isométrica de ¢;. Para
ver isso, basta lembrar que a sequéncia (e, )2, € interpolante para &%;({5) e tem constante de
interpolagdo igual a 1 (veja comentdrio ap6s o Lema 1.9.16). Dai, e da Proposicao 3.3.1, segue
o desejado.

O préximo teorema que iremos tratar (Teorema 3.3.3) estende a parte destacada do se-
guinte resultado:

[7, Theorem 4.1.] The set of functions [ € Hoo(Be,) whose cluster set at every © € B,,
contains a disk is strongly c-algebrable and contains (up to the zero function) an almost

isometric copy of /;.

Teorema 3.3.3. Se F é um espaco de Banach separdvel de dimensdo infinita, entdo o conjunto
Fg+(Hoo(B)) NGy (Hoo(B)) (a menos da fungdo nula) contém uma copia isomorfa de (.

Demonstragdo. Mostraremos que existe uma sequéncia ()72 , interpolante para H.(B) cujo
conjunto dos pontos de acumulacido na topologia fraca estrela seja B”. Seja (2,)2, uma
sequéncia densa em B na topologia da norma. Segue do Teorema 1.10.16 que para cadan € N,
existe uma sequéncia (v;’, )72, em S que converge para z, na topologia fraca estrela. Reorga-
nize a familia de sequéncias {(v;% )72, : n € N} como sendo a sequéncia (w;*)32;. Agora,
seja

apt = (1- 2"“) wy

para cada k£ € N. Note que por construcio, para cada n € N, existe uma subsequéncia (x;;j)jo

O~

de (z3")32, tal que z}” % zn. Além disso, pelo teorema de Goldstine temos que Jz(B)

[N

denso em B na topologia fraca estrela. Logo, podemos concluir que a sequéncia (z;)2
densaem B~ na topologia fraca estrela. Ademais, como
L— o)l 1= (1 —27) =D g

= = =-<1
1— ||| 1—(1—27F) 2k 2
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para todo k£ € N, segue do Teorema 1.9.15 que (2}*)%2; é uma sequéncia interpolante para
‘Ho(B). Portanto, o resultado segue da Proposic¢do 3.3.1 (a). [

Teorema 3.3.4. Se £ = (C™, || - ||), entdo o conjunto Fs(Ho(B)) N Gs(Ho(B)) (a menos da

fungdo nula) contém uma copia isomorfa de (.

Demonstracdo. A ideia desta demonstracdo € muito similar aquela do Teorema 3.3.3. Assim,
demonstremos que existe uma sequéncia interpolante (xj); C B cujo conjunto dos pontos de
acumulag@o seja S na topologia da norma. Com efeito, seja (2,,)5°; C S uma sequéncia densa
em S na topologia da norma. Assim, escrevendo xj, := (1 — 2"“) 2, para cada k € N, obtemos
que a esfera S é o conjunto dos pontos de acumulagao de ()72 ; na topologia da norma e, além
disso, (1 — ||zk+1]]) / (1 — ||zx]|) < 1 para todo k& € N. Logo pelo Teorema 1.9.15 a sequéncia

(xr)52, € interpolante para H,(B), e portanto o resultado segue da Proposi¢ao 3.3.1 (a). W
Uma consequéncia direta da Proposicdo 3.2.5 € o resultado a seguir.

Teorema 3.3.5. O conjunto % U {0} contém uma cdpia isomorfa de {1. Em particular, é

espagdvel maximal.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.3.4 o conjunto Fr(H (D)) U {0} contém uma cépia isomorfa
de ¢;. Como a transformada de Bohr € um isomorfismo linear, segue da Proposicdo 3.2.5 que
# U {0} contém uma c6pia de ¢;. |

Apresentaremos uma segunda demonstra¢do do Teorema 3.3.5. Para isso, precisamos

do seguinte lema.

Lema 3.3.6. Existe uma sequéncia (si);>, em Cy tal que o conjunto dos seus pontos de acu-

mulagdo é iR e

onde oy, ¢ a parte real de sy, para todo k € N.

Demonstracdo. Sejad € (0,1) fixo. Mostraremos que a sequéncia (03)% ;, onde o, = 0 para

todo k € N, satisfaz
L-27n
—_— < 1.
ren 1—2-on
Com efeito, sejam p < ¢ niimeros naturais tais que § < p/q e seja G5 : [27°,1] — R a fungdo
real definida por
14 ¢ta 4. ¢lp=1/g
Gg(t) = — .
14+ ¢l/a ... 1 ¢le-D/q

Como Gy é continua e p < ¢, entdio max Gs(t) < 1. Logo, definindo 7, := 90" para cada

te[2—9,1]
k € N, obtemos
127" 1] 1o
1—-2-% 1—r =~ 1-—ry
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1 Vg | . (r—1)/q
B S S < max Gs(t) < 1.

1+ ri/q et Tl(gqfl)/q T te[2-9,1]

Finalmente, escrevendo o conjunto dos nimeros racionais Q por {t; : k € N} e definindo

sy := o, + ity para cada k € N, a sequéncia (s;);2 , satisfaz a propriedade desejada. [ |

Segunda demonstracdo do Teorema 3.3.5. Seja 6 € (0,1) fixado e seja 0, = 0 para cada
k € N. Ademais, seja (1;)5>, uma sequéncia densa em R. A sequéncia (s;)5>, definida por
sp = o) + 1ty para cada k € N, satisfaz a condicao do Lema 3.3.6, isto é, o conjunto dos pontos
de acumulacdo de (s;)72, é iR e
1 — |27 %k+1] 1 —27%+
W Tl Tz <F

Em particular, segue do Teorema 1.9.14 que a sequéncia (27°)?° ; é uma sequéncia interpolante
para H..(ID). Entdo, através da transformada de Bohr, ndo ¢ dificil verificar que (s5)72; € uma
sequéncia interpoladora para A8 Agora, de maneira semelhante a que fizemos para H..(ID)
(caso particular da Proposic¢do 3.3.1) poderiamos trabalhar diretamente em ,%”og) para obter o
teorema.

|

3.4 Pontual fortemente algebravel: uma investigacao ponto a

ponto de estruturas algébricas

Na maioria dos casos quando buscamos mostrar que um subconjunto M de uma algebra
A & algebrével, exibimos um subconjunto G' de M tal que A(G) C M U {0}. Em particular,
para cada = € G existe uma dlgebra B C A (B = A(G)) talque x € B C M U {0}. Podemos
questionar se isso também acontece com qualquer elemento de M além daqueles pertencentes
a (G. Serd que para qualquer elemento x € M é possivel obter uma subdlgebra B de A cuja
cardinalidade do conjunto de seus geradores algebricamente independentes seja «, € ainda se
tenha v € A C M U {0}? Nesta sec¢do, trataremos de alguns conjuntos com esta propriedade

que denominamos de pontual fortemente algebrdvel.

Definicio 3.4.1. Sejam A uma dlgebra, M C A um subconjunto nio vazio ¢ £ um nimero
cardinal. O conjunto M é chamado pontual fortemente r-algebrdvel, se para cada x € M
existir uma subdlgebra B, de A gerada por um conjunto algebricamente independente e de
cardinalidade k, satisfazendo x € B, C M U {0}.

Note que pontual fortemente ~-algebravel implica em fortemente x-algebravel. A reci-
proca nem sempre ¢ verdadeira como veremos a seguir. A nocdo e a terminologia de pontual

fortemente algebravel foram inspiradas nos trabalhos [53,72], assim como os exemplos abaixo.
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Exemplo 3.4.2. Seja I um conjunto de indices, com #/ = ¢, e seja {O; : i € I} uma parti-
¢ao (quase disjunta) de N formada por subconjuntos infinitos (veja Exemplo 1.8.5). Para cada
i € I consideramos os funcionais lineares o, : ¢ — C definidos por ve, ((z,)22,) =
ZnGGi 27"x,. Segue do Exemplo 1.8.6 que o conjunto G = {pe, : i € I} é algebricamente
independente. Sejam [y, [o C [ satisfazendo

]:]1UIQ, Ilﬂ]2:® € #[1:#]2:C.

Definamos G = {po, : i € I1} e Gy = {pe, : i € I,}. Além disso, também definamos
o conjunto M = A(G;) U A(Gs). Note que M ndo é sequer espago vetorial, pois dados
elementos ¢ € A(G1) e p2 € A(G3) ambos ndo nulos, o elemento 0 # @1 + ps € M, pois
A (G1)NA(G2) = {0}. No entanto, dado ¢ € M arbitrario, temos que ¢ € A (G;) C MU{0}
ouyp € A(G2) C M U {0}, ou seja, M ¢é pontual fortemente c-algebravel.

Veremos no préximo exemplo que fortemente x-algebravel ndo implica pontual forte-
mente x-algebravel para qualquer x > 2. Antes disso, precisamos estabelecer uma notagao:
dados N € Ne ¢ € (¢g)* escrevamos

P =g onde g (z) = p(2) - p(z) - (),

H—/ /

Vv
N—vezes N—vezes

para todo = € ¢y, cujo produto € o usual ponto a ponto.

Exemplo 3.4.3. Seja I um conjunto de indices, com #/ = ¢, e seja {O; : « € [} uma parti¢do
(quase disjunta) de N formada por subconjuntos infinitos. Consideremos a familia G = {peg, :
i € I} formada pelas fungdes definidas como no exemplo anterior. Para cada x = ()52, € coo
definamos (ve,), = >, 7; gojél_. Note que (pe, ), estd bem definido pois supp(z) € finito para
cada z € cgo. Sejai; € [ fixado. Pelo Lema 1.10.6 existe uma familia {Y, : © € cqo} de

subconjuntos dois a dois disjuntos de G\ {e,, } satisfazendo

G\ fpo, )= | ¥ com#V.=c

J:EC()()\{O}

Consideramos o conjunto

7= U (lpe)}oacm).

:EECOQ\{O}

Note que (pe,, ). & A(Y:) paracadaz € coo \ {0}. Como cada elemento da dlgebra A(pe, )
pode ser escrito da forma (e, ), para algum = € ¢, isso implica que .A((,O@il) C Z. Mais que
isso, o conjunto Z é fortemente c-algebravel, visto que A (Y,) C Z para cada x € cqo.

Por outro lado, Z ndo € pontual fortemente x-algebravel para cada x > 2. Para mostrar
isso, suponha que B seja uma subdlgebra de H . (B,.,) gerada por um conjunto algebricamente

independente e de cardinalidade ~ > 2 satisfazendo e, € B C Z. Entdo afirmamos que:
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B = A(ye,, ). Claro que A(pe, ) C B, pois B € uma subdlgebra. Agora, suponha com
propésito de contradi¢io que B ¢ A(ype,, ), isto &, existe oo € B\ A(pe, ). Usaremos este
¢o para fornecer um elemento em B\ Z, e isso ird contradizer a inclusdo B C Z. Com este

objetivo, seja y € ¢y \ {0} fixado. Note que

Y=o + (90@1'1 )y 7& 0.

Com efeito, do contrdrio terfamos o = —(ype, )y € A(pe,, ), 0 que € um absurdo. Vejamos
que ¢ € B\ Z. A pertinéncia ¢ € B segue devido vy € B, (ve, )y € Alpe, ) C Be B
ser uma subdlgebra. Por fim, 1) ¢ Z, pois um elemento em Z, ou € da forma (e, ). ou é um
elemento da dlgebra A(Y,); mas ¢ ndo é um elemento de nenhuma dessas formas.

Visto que se acontecer B ¢ A(Sé?eil) a inclusdo B C Z € contrariada, entdo devemos
ter B C A(@@il ). Portanto, pelo que ja foi demonstrado anteriormente concluimos que B =
A(cp@il ). Em particular, B ndo pode ser gerada por um conjunto algebricamente independente
G com #G > 2. Isso mostra que Z nao pode ser pontual fortemente ~-algebravel para qualquer
Kk > 2.

O principal teorema desta secdo € o seguinte.

Teorema 3.4.4. Seja £ um espaco de Banach de dimensdo infinita. Se E* é separdvel entdo

Fg+(Hoo(B)) € pontual fortemente c-algebrdvel.

Demonstragdo. Seja f € Fg+(Hoo(B)). Antes de prosseguirmos para a demonstra¢ao propri-
amente do teorema, estabeleceremos algumas notacdes e defini¢cdes. Seja & > 0 satisfazendo

D5(0) C N,ep* CI(f, ). Considere sequéncias (A¢)72; em Ds(0) e (7,,)72; em B tais que

k3

v (eN}=Dy0) e {z, peN}’ =B (3.18)

Note que a segunda igualdade de (3.18) € possivel devido ao teorema de Goldstine e F ser
separavel. Pelo Lema 3.2.4 () existe uma sequéncia (z,)5°, C B** interpolante para H..(B)

tal que para £, p € N, podemos encontrar uma subsequéncia (2,¢»)52, de (2,);2, satisfazendo
J

Z tp R T, e lim f(z 00) = A (3.19)
J J—00 J
Para /,p € N, seja
Opp = {ni’p < ng’p <. h

Além disso, como consequéncia do Lema 3.2.4, os conjuntos da familia {O,,, : {,p € N}
podem ser escolhidos dois a dois disjuntos. Também, para cada par (¢,p) € N2, seja {@2’7’ :
¢ € N} uma parti¢do (disjunta) de ©,, formada por subconjuntos infinitos. Para ¢,p,q € N,
escrevamos
A A
@g’p ={n <ngjh<---}.
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Seja v : Q7 — N uma bije¢do fixada e seja

Agora, definamos a bijecao

S . N3 X Qj— — 0 por S(jv gapa T) = nﬁfr)d"

Para j,¢,p € Ner € Q7F, também definamos

Yy = Failp) = Futp
u(r).j
Com essas notagdes fixadas, a sequéncia (yf? )32, € uma subsequéncia de (znfp);”;l para quais-
quer £,p € N e qualquer r € QF. A partir de agora, vdrias ideias sdo similares aquelas
encontradas na demonstracdo em [7, Lemma 2.6].

Sejam k € Ne¢ € (0,1). Considere uma particdo k—1 = t’gjo < t’gl < < t’g,Ng =k,
com N} € N, do intervalo [k — 1, k] que satisfaz [tf, — tf, ;| < £*. Escrevamos os intervalos
IE, = [tg,_y,t¢,;) para cada i = 1,2,..., NF. Como a sequéncia (z,);>, ¢ uma sequéncia
interpolante para H..(B), para cada £ € (0, 1) existe g¢ € Hoo(B) tal que

f(znﬁ,p) ser € If, ei =2 (mod 3);
Jeueh) = {1 ser € IF e = 1 (mod 3); (3.20)

0 caso contrario.

Sejam &; < & < -+ < &, em (0, 1), com m € N. Entdo, existe k£ € N tal que (§j+1/£j)k > 3
paracadaj = 1,2,...,m—1. Assim,paracadaj =1,...,m—1lecadai =1,... ,Ngkjﬂ,
tervalo I{ . contém pelo menos quatro pontos consecutivos da partigdo {t{ o, tf ;.. .., t'Zj, ne }
de [k — 1,k]. Para j,¢,p € N, denote CJ*" := 0, CV*":=1 e CI'7 .= f(zf;f) Logo, dado
(11, ..., im) € {0,1,2}™ segue de (3.20) que existe r € [k — 1, k) N Q tal que

0 in-

~ 4, ~ 4, A A
(e (W, 2) -+ Gen (7)) = (CL7P, . CL0F) (3.21)

para todos j,/,p € N. A ideia de como aplica-se (3.20) para obter a igualdade em (3.21) pode
ser vista na Observacgdo 3.4.5.
Definamos gy := f. Finalmente, mostraremos que o conjunto G := {g, : £ € [0,1)} é

algebricamente independente e A(G) C Fz+(Ho(B)) U {0}. Para isso, afirmamos que:

(%) Para qualquer escolha &y < --- < §,—1 em [0, 1) e todo polindmio @ € C[X1,..., X,,]\
{0} sem termo constante, existe d; > 0 tal que Ds, (0) C CUQ(Geys - - - Geyr_ys N, zp)
para todo p € N.

Note que a afirmagdo (*) e 0 Lema 1.9.4 implicam A(G) C Fz+(Hoo(B))U{0}, pois D5, (0) C
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Neem™ CURQGeys - - -+ Gepns N, x). Ela também assegura que o conjunto GG ¢ algebricamente
independente, pois se @ € C[X7, ..., X,,] é um polindmio qualquer que satisfaz () # 0, entdo
o polindmio @ = () — Q(0) é ndo nulo e sem o termo constante. Logo por (%), o fecho

do polindmio @(ﬁgl, N T /) contém o disco Dy, (0), e isso implica que @@&, oo Gens [) €

ndo constante, o que por sua vez implica Q(Je,, - - -, Je,., f) # 0. Isso mostra que ge, , . . ., Ge,,., f
sdo algebricamente independentes.

Finalmente, iniciaremos a demonstragdo de (x). Seja

QX1 X)) =) caX{t - X0 ca #0,

a€N

satisfazendo as hipéteses de (x), onde A C N™ ¢ finito. Escrevamos

AM={aeA:a;=0, 1<j<m-1lea, #0}

Ao ={a €A :q;#0paraalgum 1 <i<m— 1}.

Note que A = A; U As. A demonstrag@o da afirmacéo (x) serd dividida em dois casos.
CASO 1: Suponha que A; # (). Escrevamos

Qs Genrs [) = D Caf™™ + ) caget - Ger fom. (3.22)

aElN a€ly

Neste caso, fixe (i1, ...,4,) € {0,1,2}™ tal que i, = 0 para cada ¢ = 1, ..., m. Logo, segue
de (3.21) que para este (i1,...,0,) € {0,1,2}™, existem ky € Nery € [ko — 1,ky) N Q
satisfazendo

~ ~ oy b L, o 70
(Ger WUrg3)s s Gems Wrg i) L (W) = (G705 O, f (g )

para todos 7, ¢, p € N. Logo, para cada o € A, temos

(Ges Wnrs)s - Ges Wk )s Frk )™ = (CEF)™ - flyp)om = 0, (3.23)

o que implica por (3.22) que

Qe ), Fems U2 T2 D) = D caf ™ (i) (3.24)

acM
para todos j,¢,p € N. Segue de (3.24) que o polindmio P : C — C definido por P(z) =

N :
> aen, Caz™™ satisfaz

Qe (U7)): -+ Fews (U2, FWET) = P(FET)) (3.25)

o0

. ~ AL - lp 2 A e 00
para todos j, ¢, p. Por construgdo, a sequéncia (y,,’;)7<; é uma subsequéncia de (znfp) 2
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Logo, de (3.19), obtemos para ¢, p € N que
Yo o jlggo F) = Ao (3.26)

Note que P é ndo constante. Como P(0) = 0, segue do Teorema da Aplicacdo Aberta (aplicado
a P) que existe 9; > 0 tal que D, (0) C P(Ds(0)). Para ¢, p € N, segue de (3.25) e (3.26) que

. T . ~ 4 ~ o\ Tl
P() = lim P(f(yy;)) = lim @ (ggl Urg)s -+ Gems (g ) f(ynfj)) :
e como por (3.19) temos yf;f ; N Zp, isso implica que

D51 (0) - P(Dg(O)) - CZ(Q<§51 (yfgjj)v SR 7§§7ﬂ*1 (yfg,)j)v f(yfgljj))7 xp)'

Como o polindmio P n3o depende de p, entdo o; ndo depende de p. Portanto, isso mostra o
CASO 1.
CASO 2: Suponha que A; = (). Neste caso, temos

Q(Zi&? s agfmfn f) = Z Caggl e gg:?__llfamv (327)

acNo

e Ay # 0 pois Q # 0. Fixeum & = (&y, ..., a,) € Ay tal que

F#Hsupp(d, . .., A1) < #supp(av, ..., A1)

para cada o = (aq, ..., ;) € As. Seja

Ao :={a € Ay : #supp(ay, ..., Qm—1) = #supp(ay,...,Qn-1)}

munido da seguinte ordem: («vy, ..., ) < (B, ..., Bm) se, e somente se, existe ig € {1,...,m}
tal que oy, + @ < Big + Bm € a; + yy = Bi + Bmse i > ip + 1. Veja que Ag # 0
pois Ay # (. Denotemos Ay = {f; < -+ < B} com ; = (Bi,...,3") para cada i =
1,...,1. Note que | = #Ay < #Ay. Sel > 1, entdo 3, é o elemento maximal de A,
com a ordem introduzida, logo existe mo € {1,...,m} tal que gL' + gLt < gL+ L e
Bt 4 Bt = Bl 4 B! paracadai > myg + 1. Caso A tenha somente um elemento, conside-
ramos mg € supp(ay, . . ., &y, ) qualquer. Agora, fixe (i1, ..., i,) € {0,1,2}™ tal que i,,, = 2,
iq =1seq € supp(ay, ..., Qm—1,0m) \ {mo}ei, =0seq & supp(a,...,&n_1,0y). Logo,
segue de (3.21) que para este (i1, ...,%,) € {0,1,2}", existem ky € Nerg € [ko — 1, ko) NQ
tal que vale a igualdade

e (UF3)s -y Gen (W) = (OO, CtP), (3.28)

para todos j,/,p € N. Seja a € Ag. Agora, precisamos considerar duas situa¢des com relacio

85



amg. A primeira é se 1 < my < m — 1. Para esta caso, temos por (3.28) que

-~ é? ~ 87 ry é? « A7£7 « '767 Qm ry Ev Omy
(g€1 (yropij)’ tet 7g§m—1 (yTOI?j)7 f(yrgj?j)) = (07:71 p) P (Ogmop) O f(yTOI?])
= J(zen) 0 ) (3:29)
J

para todos 7, ¢, p € N. A segunda situacdo é se my = m. Neste caso, temos por (3.28) que

~ o0 ~ 0, T 6p o LD\ 74D \oum
(ggl (yr()z:j)7 Tt 7g§m71 (y’r’oz,)j>’ f(:yr()z?j)) = (0’31 p> Pees f(yroz,)j) 0
= Foutz o (330

para todos 7, ¢,p € N.

Se a € Ay \ Ay, entdo existe 1 < ¢ < m — 1 tal que ¢ € supp(aq,...,¥m-1) \
supp(@y, ..., &y_1). Em particular, ¢ ¢ supp(ay, ..., &m—1, Gm), pois ¢ < m. Assim, segue
por (3.28) que

(551 (yféfj)v ce ’gfm—l (?/fﬁj)» f(yfgjj))a = (CﬂZ’p)al Y (Ci]f’p)aq e f(yfgfj)am =0. (3.3D)

Voltando a situagdo em que pode acontecer de 1 < mg < m — 1, segue de (3.27), (3.29)
e (3.31) que

Qe Wn): - Tews Ul ) SR = D ca ()™ ) (3.32)

aENg

para todos j,/,p € N. Logo, podemos definir o polindmio R; : C — C por R;(z) =
Y ac A CaZ™™0 +tam  Recordamos que por construgdo, a sequéncia (yf;f j);";l € uma subsequéncia

de (z,60)32,. Logo, de (3.19), obtemos para ¢, p € N que
J

urls oy e lim f(y7) = I f(z,e0) = Ar (333)

j—00 J

Assim, para ¢, p € N, segue de (3.32) e (3.33) que

BN = D™= Y NN

aElNg aElNg
- o (T etegreroiz)
aclg
. ~ 0 ~ tp N 77
= 1im Qe (W), -+ Ges (W) F (Ury))- (3.34)

o~ . . A . s . , l l L.
Note que R, é niio constante, pois o termo cuja poténcia maxima é z”mo™#m aparece uma tnica
vez. Além disso, R1(0) = 0.

Também retornando a situagdo em que pode ocorrer my = m, segue de (3.27), (3.30) e

86



(3.31) que

Qe (Ye), -+ Gemor WF3), F i) = > caf(yaP,)mo. (3.35)

aElg

Logo, podemos definir um polindmio Ry : C — C por Ry(z) = > Caz®mo. A sequéncia

a€o
(yf;) ;)32 € uma subsequéncia de (z, ‘ »)52,. Logo, de (3.19), obtemos para £, p € N que

Yy = ap @ lim () = e (3.36)

Assim, para £, p € N, segue de (3.35) e (3.36) que

Rah) = 3 eahi™ = lim (anf@fij)amo)

a€lg a€lhg

= Jim Qe (v), -+ Gew . (U1): T (). (3.37)

Note que R, é ndo constante, pois o termo cuja poténcia maxima é 2P aparece uma tnica vez.
Além disso, Ry(0) = 0. As situagdes 1 < mg < m — 1 e my = m sdo excludentes, isto é, ou
ocorre uma ou ocorre a outra. No entanto, em qualquer uma delas, segue de (3.34) e (3.37) que

podemos obter um polindmio ndo constante R : C — C tal que R(0) =0e

R(\) = m Qe (U Gen (0r): S (Wil)), (3.38)

para todos ¢, p € N. Logo, pelo Teorema da Aplicacdo Aberta (aplicado a R) existe 6; > 0 tal
que Dy, (0) € R(Ds(0)). Como de (3.19) temos yffj SN x,, segue de (3.38) que

ﬁ& (0) - R(DJ(O)) - Cl(Q(ﬁEu s >§§m—17 f)a pr).

Veja que R nao depende de p, logo d; ndo depende de p. Portanto isso encerra a demonstracio
do CASO 2. Isto conclui a demonstragdo da afirmacio (x) e, portanto, do teorema. |

Todas as notacdes na observacdo a seguir que nao forem definidas, sdo como aquelas
da demonstracdo do Teorema 3.4.4. Além disso, ressaltamos que essa ideia j4 foi realizada
em [7, Lemma 2.6].

Observacao 3.4.5. Para deixar um pouco mais claro como aplica-se (3.20) na obtencdo de
(3.21), o melhor talvez seja o desenho da Figura 3.1, que ilustra a situacdo para m = 2. Na
ilustragdo da Figura 3.1, para cada ¢ = 7, + 1,7 + 2, os simbolos A], Al e Al, representardo
faixas consecutivas da forma I, ,, x N, If ,, ., x Ne I} ,, ., x N, respectivamente. Desse
modo, o desenho indica que para k grande, existird uma faixa [k — 1,k] x N em R} x N
contendo pelo menos trés faixas consecutivas da forma I§,, x N, If ., x NeIf ., xN,
sendo que cada faixa /, 52’ o % N contém trés faixas consecutivas da forma A{, Af e A3 para cada

qg=mn,1n+ 1,n+ 2. (Note que a existéncia de um k deste tipo € devido klim (&3/6)F = 00).
—00
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Devido ao supracitado, se tomarmos (i1, 7o) € {0, 1,2}, devemos ter: oun = 7;(mod 3),
oun+1=i;(mod 3), oun+2 = i;(mod 3). Também, para cada ¢ = 1,7+ 1,7 + 2, devemos
ter: ou M, = is(mod 3), ou M, + 1 = i3(mod 3), ou M, +2 = i(mod 3). Digamos, sem perda
de generalidade que 77 = 4;(mod 3) e M, = i2(mod 3). Consideramos a bije¢ao

* : 2
s: NP xQ* — 0, s(j,l,p,r)= nuf’r)’j
(veja bijecdes s e u na demonstracdo do Teorema 3.4.4). Relembramos que definimos yf:f =

4 . D

zn%) ) para todos j,/,p € Ner € Q7, mas para uma melhor explicagdo do que segue, es-

crevamos 2z, ¢p a0 Invés de yff . Note que para /,p € Ner € QF, cada indice da sequéncia
u(r),j ’

(2,00 )52, estd sendo identificado com N x @ via a bijecdo s. Segue que a0 tomarmos as
u(r).j
subsequéncia (z,¢.» );";1 de (2, )72, cujos conjuntos de indices sdo "levados” pela bijecao
w(r),j J
s~! no conjunto N* x If  C N? x I, , obtemos por (3.20) que
~ = — jue,P j:evp
(ggl (an;,p) )7 g§2 (an,p ) - (Oll Y CZQ )

(r),j u(r),j

paratodos j,¢,p € Ner € Igw. Isso mostra o caso para m = 2.

Figura 3.1: Ilustracdo de (3.21) para o caso m = 2
Com uma demonstragdo similar aquela feita no Teorema 3.4.4, mas usando o Lema 3.2.4
(a), obtemos o resultado a seguir.

Teorema 3.4.6. Se E := (C",|| - ||), entdo o conjunto Fs(H(B)) € pontual fortemente c-

algebravel.
O resultado a seguir € uma consequéncia da Proposi¢do 3.2.5 e do Teorema 3.4.6.
Teorema 3.4.7. O conjunto . ¢ fortemente pontualmente c-algebrdvel.

Segue do Teorema 3.4.6 que o conjunto Fr(H (D)) é pontual fortemente c-algebravel.
Como a transformada de Bohr é um isomorfismo linear multiplicativo, segue da Proposi¢cdo

3.2.5 que .# é pontual fortemente c-algebravel.
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3.5 Estruturas lineares e algébricas no conjunto de func¢oes

holomorfas com cluster radial grande

No decorrer dessa se¢do consideraremos FE := (C", |- ||), S a esfera unitdria de F
centrada na origem e M C .S um conjunto ndo vazio. Além disso, algumas técnicas usadas
sdo muito similares aquelas usadas nas se¢des anteriores; por iSso, seremos mais concisos nas
demonstracdes e iremos apenas indicar as modificagdes.

O simbolo £, denota o conjunto das fungdes f € H..(B) tais que existe um disco

(fixo) centrado na origem que estd contido em Clr(f, z) para todo z € M. Mais precisamente,
Ly ={f € Hoo(B) : NepsClr(f, z) contém um disco centrado na origem}.

Pelo Teorema 1.9.11, o conjunto £, é ndo vazio sempre que M for discreto. Num resultado
desta secdo, adaptamos a construcdo de [7] para mostrar que para cada subconjunto enumeravel
M de S, o conjunto L), € ndo vazio. Isso é melhor do que o resultado de Matsushima, para
subconjuntos discretos de .S, pois esses conjuntos sdo enumeraveis, mas a reciproca em geral é
falsa. Iremos além, e mostraremos que £, U {0} contém estruturas lineares e algébricas.
Também consideramos o conjunto 7, das fungdes [ € H..(B) tais que o conjunto de

cluster radial Clr(f, z) é total para todo z € M, isto é, Clr(f,z) = g(B) para todo z € M.

Mais precisamente,

Tu ={f € Hoo(B) : Clr(f,2) = g(B) paratodo z € M}.

Com relagdo ao conjunto 7, mostraremos que a menos da func¢do nula, ele contém uma cépia
isomorfa de ¢;, quando M for enumeravel.

A demonstracdo do préximo lema segue linha por linha demonstracido do Lema 3.2.1.

Lema 3.5.1. Sejam g, g1, gs, ... € Hoo(B) tais que a sequéncia (g,)°2, converge para g em
Hoo(B). Além disso, seja (6,)2, uma sequéncia de niimeros positivos e 6 > 0 tais que

lim 6, = 6. Se existem z € S e ng € N satisfazendo D;,(0) C Clr(gy,z) para todo

n—oo

n > ng € N, entdo D;(0) C Clr(g, ).

Lema 3.5.2. Sejam M C S um conjunto enumerdvel e f € Hoo(B) tal que Ds(0) C (,cp Clr(f, )
para algum 6 > 0. Entdo existem uma sequéncia interpolante (z2x)7>, para Ho(B) e uma

sequéncia (t,)52, C (0,1) satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) Paracada (x,\) € M x Ds(0) podemos encontrar uma subsequéncia (ty,)32, de (tr)72,
tal que lim ty, = 1 e uma subsequéncia (zy,)52, de (2)72, tal que zy,; = ty,x para todo
j—o0

j€Ne lim f(z,;) =\
j—o0 '

(b) Existe uma sequéncia (\);2, C D;(0) com {\;: £ € N} = Ds(0) tal que para quais-
quer v,y € M e l,p € N com (z,\r) # (y,A,), as subsequéncias (zy;)321 € (2m; )52,
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encontradas para (x, \¢) e (y, \,), respectivamente, satisfazendo (a), tém suportes quase
disjuntos, isto é, o conjunto {k; : j € N} N {m; : j € N} é finito.

Demonstragdo. (a) Seja (\¢);2, uma sequéncia em Ds(0) tal que Ds(0) = {), : £ € N} e seja
M = {z; : j € N}. Segue da inclusdo Ds(0) C M52, Clr(f,z;) que para cada j, ¢ € N,

existe uma sequéncia ()3, C (0,1) satisfazendo lim 7° = 1 e lim f(t‘z;) = \,. Para
k—o0 k—o0

y ]72 — jvé 1 ‘778 — 1 ]ae

J, 0 € N, escreveremos w;" = t;" =;, € cOmo khm |67 z;]| = 1, obtemos lim f(w;") — Ase
—00 k—o00

lim |jwg”| = 1. A partir deste ponto, a demonstragio segue de modo similar a do Lema 3.2.4,

k—o0

e portanto serd omitida. A demonstracdo de (b) também segue de modo andlogo. Dito isso, aqui
encerramos. |

Existem pontos z € S tal que o conjunto de cluster radial Clr(f, z) se reduz a um dnico
ponto [78, Theorem 9, p. 37]. Apesar disso, se M C S é um subconjunto enumeravel, entdo
Ly U{0} contém estruturas lineares e algébricas. Veremos isso nos resultados a seguir, que sdo
inéditos.

Teorema 3.5.3. Se M C S é um conjunto enumerdvel, entdo Ly N Ty (a menos da funcdo

nula) contém uma copia isomorfa de (1.

Demonstracdo. Sejam M = {z : k € N} e {O : k € N} uma particdo (disjunta aos pares)
de N formada por subconjuntos infinitos. De modo andlogo, como feito na demonstracdao do
Lema 3.2.4, podemos construir uma sequéncia interpolante ()52, para H..(B) tal que para
cada k € N, existe uma subsequéncia (z,),co, de (zx)72, satisfazendo x,, = t,z; para todo
n € O e lim x, = 2z, onde (t)7>, C (0,1). Para cada k, seja {Oy,, : n € N} uma parti¢do
(disjunta) Tégoék formada por subconjuntos infinitos. Para k,n € N escreveremos

6)k:,n = {mk,n,l < Mppo < - }

Do mais, enumeremos o conjunto de todos os nimeros racionais Q por {¢, : p € N}, consi-
deremos uma sequéncia (ay)3>, em D¢(0) (C' > 1 € a contante de interpolagdo da sequéncia
(z)52,), cujo conjunto de todos os seus pontos de acumulagio seja D, e (p;)5, a sequéncia de
nimeros primos. Como a sequéncia ()72 , € interpolante, para j, k, n,p € Nseja f; € Hoo(B)

ity

satisfazendo fj(:)smkw) = p;" - a,, com sup |/, < C. A aplicagio linear T : £, — Hoo(B)
N

VIS

definida por
T (()‘j);;) =Y N
j=1

¢ um isomorfismo sobre sua imagem que satisfaz ’ T (()\j);’.’;l) ’ =C- H()\j);?‘;l , para toda
(Aj)2y € £, Além disso, dados (A;)52, € £1\ {0}, N € N, sejam g = 77 \;fj e gv =
Zj.vzl A; f;. Note que de modo similar & demonstragdo realizada na Proposi¢do 3.3.1 (a), existe
Ny € Ntal que Y00 |\, # 0e DN (0) € Mo Clr(gn, ) para todos k € Ne

n:ng{V

N > Ny. Como ||gny—9|| Nz, segue do Lema 3.5.1 que ﬁll(An);’f:l\h(O) C ey Clr(g, ).
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Com isso, podemos concluir que

9(B) C Dy, (0) C Clr(g, z) C g(B),

para todo k£ € N. Isso mostra que g € L, N Ty e portanto T'(¢1) \ {0} C Ly N Tar, 0 que
encerra a demonstragdo. |

Teorema 3.54. Se M C S é um conjunto enumerdvel, entdo Ly, é pontual fortemente c-

algebravel.

Demonstragdo. Seja f € L. Logo, existe 6 > 0 tal que Ds(0) C (), Clr(f, z). Considere
M = {z, : p € N}. Pelo Lema 3.5.2 existem uma sequéncia (2 )?° , interpolante para H..(B) e
uma sequéncia ()72, C (0, 1), tal que para essas sequéncias, existe uma sequéncia (A¢)52; C
Ds(0) satisfazendo m = Ds(0), e além disso, para £,p € N podemos encontrar
uma subsequéncia (t,»)32, de (tx)7, tal que lim ¢,., = 1 e uma subsequéncia (z,¢»)32, de
j j—oo j
(zr)52, tal que 2r = tk;{,pa:p para todo 5 € N com ]h_glo f (zkfp) = M. Agora, para cada par
(¢,p) € N? seja
O, = {nt <ny? <.},

Note que ainda pelo Lema 3.5.2 (b), os conjuntos da familia {©,, : ¢,p € N} podem ser
escolhidos dois a dois disjuntos. Ademais, para cada par (¢,p) € N?, seja {057 : ¢ € N}
uma parti¢do (disjunta) de ©,, formada por subconjuntos infinitos. A partir deste ponto, a

demonstracao segue de modo similar aquela do Teorema 3.4.4. |

O ultimo resultado desta se¢do, consiste em investigar a existéncia de estrutura algébrica

no conjunto
Ip =A{f € Hoo(D) : #Clr(f,e") = c para cada " € M},

onde M é um subconjunto de T. Pelo Teorema 1.9.10 o conjunto Clr(f, e") é conexo. Logo, se
existir piy, po € Clr(f,e'), com py # g, entdo #Clr(f,e) = ¢, pois conjuntos conexos em
C com mais de um ponto tem cardinalidade ¢ (podemos considerar a curva ligando os pontos
141 € po € aplicar o Teorema do Valor Intermedidrio sobre a parte real ou a parte imagindria de
{11 € [12, pois uma dessas partes sdo distintas visto que ji; # ji2). Do mais, pelo Teorema 1.9.12
o conjunto ), € ndo vazio sempre que M tem medida de Lebesgue unidimensional nula. Isso

motiva o seguinte teorema.

Teorema 3.5.5. Se M C T é um conjunto de medida de Lebesgue unidimensional nula, entdo

o conjunto [Jy; € fortemente c-algebradvel.

Demonstragdo. Seja f € Jy fixa. Usaremos o Teorema 1.8.9 para mostrar que [Jy; € for-
temente c-algebravel. Para isso, mostraremos que ¢ o f € J,, paratoda ¢ € &, onde &£ é
ajexp(b;s) € &,

o conjunto de fungdes do tipo exponencial. Com efeito, seja ¢(s) = E;VZI
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onde N € N, ay,...,an,b1,...,by € C\ {0}, com by, ..., by distintos. Seja e’ € M fi-
xado. Para cada 1 € Clr(f,e™), existe uma sequéncia (¢,)°, C (0,1) tal que lim ¢, = 1 e
n—oo

lim f(t,e") = u. Note que
n—oo

N
lim (p o f)(tne'") = > " ajexp(b;p). (3.39)
j=1
A funcdo h : C — C definida por h(z) = Zjvzl ajexp(bjz) é inteira e ndo constante
(isso € mostrado na demonstracao de [10, Theorem 7.5.1]). Pelo Teorema 1.9.10, o conjunto
Clr(f,e™) é limitado, logo existe 2 C C aberto e conexo tal que Clr(f,e') C . Também pelo
Teorema 1.9.10, o conjunto Clr( f,e) é compacto e, além disso, e infinito, pois #Clr(f,e") =
¢. Afirmamos que h ndo pode ser constante em Clr( f, ¢'*). Com efeito, suponha com propésito
de absurdo, que exista b € C tal que h(u) = b para todo p € Clr(f,e). Logo, considerando a
fun¢do holomorfa h: Q —» C definida por b= hlq — b, podemos considerar uma sequéncia
(n)S2, C Clr(f,e™) de pontos distintos que satisfaz Tim g, = p € Clr(f,e") C Q. Como

R(pn) = h(p) —b = b —b = 0 para todo n € N, segue do Teorema 1.10.11 que  é nula
em (), e portanto h € constante em ). Logo, a funcdo inteira h € nula. Isso € uma absurdo,

pois & é uma funcdo inteira ndo constante. Como h ndo é constante em Clr(f,e™), existem

fu, g € Clr(f,e") tais que h(p1) # h(ua). Segue de (3.39) que A1), h(pz) € Clr(po f,e™).
Ademais, pelo que foi comentado ap6s a defini¢do de 7y, temos #Clr(po f, e") = ¢ e portanto

po f e Jy. Como ¢ € & € qualquer, o teorema estd demonstrado. [

3.6 Comentarios e problemas

O conceito de pontual fortemente x-algebravel foi inspirado nos trabalhos [53,72]. Eles
propuseram este tipo de estudo para espacgos vetoriais, € nds estamos propondo esse estudo
também para dlgebras. A luz do trabalho [53] e de nossas pesquisas, sugerimos os seguintes

problemas:

Problema 3.6.1. Podemos desenvolver um estudo similar ao que é feito em [53] para algebra-
bilidade?

Problema 3.6.2. Seja £ := (C", || - ||). O conjunto Gs(H(B)) é algebrdvel?

Problema 3.6.3. Seja E um espaco de Banach separdvel de dimensdo infinita. O conjunto
G5 (Hoo(B)) é algebrdvel?

Por fim, considere o conjunto

IWN) =D e W) . existe § > 0 tal que Ds(0) C NyerCl(D, it) e

D depende exatamente de /N nimeros primos}.

Problema 3.6.4. Se N > 2 existem estruturas linear e algébrica no conjunto %) ?
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