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Resumo

Maximizar a receita de vendedores preservando a satisfagao dos consumidores apre-
senta alguns desafios computacionais. O problema da precificagao livre de inveja
surgiu como uma alternativa de modelagem que é APX-dificil em geral, mas al-
guns casos e/ou variagoes ja foram provados ser resolviveis de maneira exata em
tempo polinomial. Este trabalho aborda os casos de emparelhamento perfeito livre
de inveja, no qual o nimero de consumidores coincide com o ntmero de itens a
venda e cada consumidor pode comprar apenas um tnico item, e o de demanda
unitdria com substituibilidade métrica, no qual varias unidades de um mesmo item
sao vendidas em localidades diferentes e os consumidores destas localidades podem
comprar apenas uma unidade do item, sendo que os custos de deslocamento de
uma localidade & outra para a realizacao da compra formam um espaco métrico.
Para o primeiro caso, foi projetado um algoritmo exato baseado em uma estratégia
de programacao dinamica levando em consideracao as utilidades dos consumido-
res para calcular as precificagoes 6timas. Para o segundo caso, foi proposta uma
estratégia algoritmica que realiza a busca das solugoes 6timas através de uma re-
ducao para o primeiro caso e da simplificagao dos célculos dos caminhos minimos
para a determinacao dos precos. Comparando-se os métodos propostos com os
existentes na literatura, no primeiro caso houve um aumento de desempenho de,
em média, 49% na busca de pregos 6timos, e no segundo caso houve uma redugao
da complexidade computacional de tempo na busca das solugoes 6timas de O(n?)
para O(n?).

Palavras-chave: otimizagao combinatoéria, complexidade de algoritmos, auséncia

de inveja, programacao dinamica.
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Abstract

Maximizing sellers’ revenue while preserving consumers’ satisfaction presents some
computational challenges. The envy-free pricing problem is itself a modeling alter-
native that is APX-hard in general, but some cases and /or variations have already
been proven to be solvable exactly in polynomial time, and for others, there exists
approximation algorithms with constant ratio in polynomial time. This work ad-
dresses the cases of envy-free perfect matching, in which the number of consumers
coincides with the number of items on sale and each consumer can buy only a
single item, and unit demand with substitutability metric, in which several units
of the same item are sold in different locations and consumers in these locations
can buy only one unit of the item, and the costs of moving from one location to
another to make the purchase form a metric space. For the first case, an exact
algorithm was designed based on a dynamic programming strategy taking into
account the consumers’ utilities to calculate the optimal pricing. For the second
case, an algorithmic strategy was proposed that performs the search for the op-
timal solutions through a reduction to the first case and the simplification of the
calculations of the shortest paths for the determination of prices. Comparing the
proposed methods with those in the literature, in the first case there was a per-
formance increase of, on average, 49 % in the search for optimal prices, and in the
second case there was a reduction in computational time complexity in the search

for optimal solutions from O(n?) to O(n?).

Keywords: combinatorial optimization, algorithm complexity, envy-freeness, dy-

namic programming.
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Introducao

Propor algoritmos cada vez mais eficientes para problemas computacionais esta na
pauta nao s6 da pesquisa em otimizacao combinatoria, mas da ciéncia da compu-
tacao em geral. Pode-se citar o caso classico da multiplicacao de matrizes, para
o qual Coppersmith e Winograd |Coppersmith & Winograd, 1987| apresentaram
um algoritmo de tempo polinomial O(n*37), aumentando o desempenho na busca
de solugoes exatas em relac¢ao ao algoritmo de Strassen [Strassen, 1969|, que é de
tempo O(n?®°7). Outro problema computacional classico que continua atraindo a
atencao de pesquisadores na busca de solugoes cada vez mais eficientes é o pro-
blema da ordenagao, para o qual Alotaibi, Almutairi e Kurdi [Alotaibi et al., 2020]
propuseram um algoritmo de tempo quadratico que apresenta melhor desempenho
que os algoritmos bubble sort, selection sort e insertion sort.

No que diz respeito a otimizagao combinatoria, especificamente, um problema
classico que continua desafiando os pesquisadores na busca de solugoes 6timas ou
aproximadas de maneira cada vez mais eficiente é o problema do caixeiro viajante,
para o qual se desenvolveram desde um algoritmo exato de tempo O(n?2") — que
¢ o algoritmo de Held-Karp (Held & Karp [1962]) — até um algoritmo de tempo
polinomial que aproxima a solu¢do 6tima a um fator 3/2, como o proposto por
Karlin, Klein ¢ Gharan (Karlin et al. [2021]).

Outro problema que tem sido explorado é o problema da precificacao livre
de inveja (EFPP — envy-free pricing problem, em inglés). De forma coloquial,
neste problema — que é o foco do presente estudo — um vendedor possui uma certa

quantidade n de itens a venda, cada um com uma ou varias copias disponiveis, e

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

m consumidores atribuem valores a cada item ou a pacotes especificos de itens. O
vendedor precisa decidir quais itens ou pacotes de itens (juntamente com as copias
de cada item definidas pelos consumidores) devem ser vendidos a determinados
consumidores, de forma que os precos estabelecidos os deixem satisfeitos no sentido
de que um consumidor nao tenha "inveja" de um item ou pacote de itens que
nao tenha sido alocado a ele — ou seja, a diferenca entre o que o consumidor
contemplado esté disposto a pagar pelos itens ou pacotes de itens alocados a ele e
os precos estabelecidos a estes é maior ou igual aos dos outros itens ou pacotes de
itens, sendo esta diferen¢a nao negativa — ao mesmo tempo em que a receita com
a venda seja maximizada. Além do mais, os precos estabelecidos s@o os mesmos
para todos os consumidores, isto é, consumidores que compram um determinado
item pagam o mesmo valor por ele.

Varias propostas de aplicagoes praticas do EFPP podem ser encontradas na
literatura: venda de energia para abastecimento de veiculos elétricos e venda de
espagos de publicidade em péaginas da web (Anshelevich et al. [2017]); aquisi¢ao
de itens e materiais por parte de o6rgaos publicos, e venda de slots de memoria
em servidores remotos (Bilo et al. [2017]); venda de combustivel em diferentes
localidades, e venda online de produtos diversos para diferentes paises (Chen et al.
[2011]), apenas para citarmos algumas. A defini¢ao formal do EFPP encontra-se
na Secao 2.4.2.

Dado que solugoes 6timas para casos particulares do EFPP podem ser en-
contradas em tempo polinomial, como os estudados por Giinliik |Giinliik, 2008],
Chen e Deng |[Chen & Deng, 2014|, e Arbib, Karagan e Pinar [Arbib et al., 2019],
por exemplo, um desafio computacional que se apresenta é propor métodos cada

vez mais eficientes na busca de solu¢oes 6timas para casos e variagoes do EFPP.

1.1 Justificativa

O conceito de auséncia de inveja' surgiu em problemas de divisao justa de fatias
de bolo |Gamow, 1958, Steinhaus, 1949|, e mais tarde foi formalizado por Foley

[Foley, 1967| no contexto da divisao justa de recursos na administragao publica.

ITraducdo livre para envy-freeness.



1.1. JUSTIFICATIVA 3

A partir dai, varias técnicas e métodos foram desenvolvidos para a resolucao e
aplicacao de problemas envolvendo este conceito em diversos contextos |[Maskin,
1987, Saari, 1988, Varian, 1974|.

Mais recentemente, Guruswami et. al [Guruswami et al., 2005| formularam
o EFPP no contexto de leiloes combinatérios — nos quais o leiloeiro disponibiliza
varios itens indivisiveis a venda e os participantes podem dar lances tanto a itens
singularmente quanto a pacotes de itens — provando que, em geral, o EFPP ¢
APX-dificil, ou seja, que nao é possivel projetar algoritmos que produzem solu-
¢Oes aproximadas com razao constante em relagao as solugoes 6timas em tempo
polinomial. Eles apresentaram um algoritmo que encontra solugoes aproximadas
com razao O(logm) para o caso de demanda unitaria (no qual pode-se comprar
apenas um unico item), e outro algoritmo que encontra solugoes aproximadas com
razao O(logm + logn) para o caso de demanda por pacotes especificos? (no qual
pode-se comprar apenas conjuntos especificos de itens previamente determinados
pelos consumidores), em que m é o numero de consumidores participantes e n é o
nimero de itens disponibilizados a venda.

A partir dai, varios estudos foram realizados no sentido de se buscar solugoes
tanto 6timas quanto aproximadas cada vez mais eficientes para casos e variagoes
do EFPP. Pode-se citar, por exemplo, o trabalho de Demaine et al. |[Demaine
et al., 2008, que propuseram um algoritmo aproximativo com razao O(logn) para
um caso de demanda por pacotes especificos. Ja Anshelevich, Kar e Sekar [Anshe-
levich et al., 2017, ao considerarem um cenéario de demanda unitaria em grandes
mercados, conseguiram projetar um algoritmo que produz solugoes aproximadas
com razao constante, a saber, 1.88.

No que diz respeito ao desenvolvimento de algoritmos que encontram solugoes
6timas em tempo polinomial para casos do EFPP, pode-se citar os trabalhos de
Chen, Ghosh e Vassilvitskii [Chen et al., 2011], e Arbib, Karagan e Piar [Arbib
et al., 2019|, que provaram que o EFPP com demanda unitaria pode ser resolvido
de maneira exata em tempo O(n*) e O(n?), respectivamente, em casos especificos:
o de substituibilidade métrica e o de emparelhamento perfeito livre de inveja,
respectivamente.

Mesmo em casos NP-dificeis do EFPP (ou seja, para os quais nao é possivel

2Traducao livre para single-minded demand.



4 CAPITULO 1. INTRODUCAO

encontrar sempre solugoes 6timas em tempo polinomial), hé o interesse de se desen-
volver estratégias algoritmicas que produzam solugoes, 6timas ou nao, num tempo
cada vez mais rapido. Isto se reflete, por exemplo, nos trabalhos de Shioda, Tuncel
e Myklebust [Shioda et al., 2011] e Myklebust, Sharpe e Tuncel [Myklebust et al.,
2016], que desenvolveram heuristicas baseadas em formulag¢oes em termos de pro-
gramagao inteira mista (MIP — mized-integer programming, em inglés ), na busca
de solugoes para casos de demanda unitaria do EFPP. Formulagoes MIP sao tipos
de modelagem matematica consistindo de funcoes objetivo, a serem maximizadas
ou minimizadas, seguidas de restrigdes envolvendo igualdades e/ou desigualdades
que descrevem as caracteristicas e propriedades do problema, com variaveis intei-
ras e continuas. Elas sao uteis no desenvolvimento de estratégias algoritmicas, pois
definem o espaco de busca através das restri¢oes, bem como possuem indicadores
da qualidade das solugoes a serem produzidas, orientados pelas fungoes objetivo.
Uma descri¢ao formal de modelos MIP encontra-se na Secao 2.1.

Percebe-se, entao, que ha um esforgo na pesquisa em otimizac¢ao combinatoéria
e, mais especificamente, sobre o EFPP, em se projetar algoritmos cada vez mais
eficientes seja no sentido da diminuigao da razao de aproximagcao, seja no aumento
de desempenho (em relagao ao tempo computacional) na busca de solugoes 6timas,
sendo este tltimo aspecto o abordado no presente trabalho.

Portanto, esta tese d& a sua contribui¢ao propondo algoritmos eficientes para
dois casos particulares do EFPP: o caso de emparelhamento perfeito livre de inveja
e o de demanda unitaria com substituibilidade métrica. No primeiro caso, resulta-
dos tedrico-empiricos mostram que a estratégia utilizada aqui possui a mesma com-
plexidade de tempo O(n?) que a encontrada na literatura, porém com aumento de
eficiéncia de aproximadamente 49% no tempo da busca de solugoes 6timas quando
os algoritmos sao avaliados empiricamente. No segundo caso, resultados tedricos
mostram que os algoritmos propostos neste trabalho reduzem a complexidade de

tempo na busca de solugoes 6timas de O(n?) para O(n?).

1.2 Questio da pesquisa

Diante do exposto, estabelece-se a questao da pesquisa: para quais casos do

problema da precificacao livre de inveja com demanda unitaria pode-
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se desenvolver algoritmos exatos mais eficientes que os constantes na
literatura?

A investigacao teve como base as seguintes hipoteses:

(i) casos de demanda unitaria possuem caracteristicas combinatorias menos

complexas que outros casos de demanda;

(i) algoritmos combinatorios de propositos especificos podem ser mais eficientes
que algoritmos de propositos gerais para os problemas em questao, ou seja,
projetar algoritmos que levem as particularidades de cada caso pode resultar
em melhores desempenhos, ao invés de se adaptar algoritmos desenvolvidos

para casos mais gerais e/ou problemas correlatos; e

(iii) dividir o EFPP em dois subproblemas — alocagao e precificagdo — pode pro-
duzir solugoes 6timas de maneira mais eficiente do que atacar o problema

como um todo.

1.3 Objetivos

O objetivo geral da pesquisa é desenvolver algoritmos exatos eficientes para ca-
sos especiais do EFPP com demanda unitéria utilizando propriedades instrisecas
dos problemas abordados que auxiliem na simplificacao dos célculos, proporcio-
nando, dessa forma, mais eficiéncia na busca de solugoes 6timas para problemas
de otimizacao combinatoéria no contexto de leiloes combinatorios.

Partindo desse objetivo geral, define-se os objetivos especificos:

e identificar casos polinomiais do EFPP com demanda unitéria;

e demonstrar matematicamente as propriedades dos casos polinomiais selecio-

nados que possam ser tteis na formulacao de algoritmos eficientes.

1.4 Organizacao do trabalho

A partir deste capitulo introdutoério, o presente trabalho organiza-se da seguinte

forma: no Capitulo 2 sao apresentados os fundamentos tedricos que sustentam
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as formulagoes e os métodos empregados na pesquisa. No Capitulo 3 faz-se um
resumo dos resultados que atualizam o estado da arte, englobando formulgoes
MIP e estratégias algoritmicas tanto para casos polinomiais quanto para casos
NP-dificeis, assim como resultados sobre inaproximabilidade. A apresentacao dos
resultados obtidos durante a pesquisa sera feita nos Capitulos 4 e 5, juntamente
com a discussao destes e a comparacao com as estratégias da literatura. Por fim,
o Capitulo 6 tece as consideragoes finais com um resumo dos resultados obtidos,

assim como aponta perspectivas para trabalhos futuros.



Fundamentacio tedrica

Este capitulo apresenta o ferramental teérico necessario ao entendimento do pro-
blema computacional estudado na pesquisa: programacao inteira mista, teoria dos
algoritmos, teoria dos grafos e teoria dos jogos algoritmica.

2.1 Programacao inteira mista

Modelos MIP possuem a seguinte estrutura geral:

min  f(z,y)
Jr’y
sa. h(x,y) =
g(x,y) <
r € R"
y € 7Z™

Este tipo de formulacao abrange uma gama de problemas de otimizagcao,
caracterizados de acordo com consideracoes apropriadas ou eliminacao dos seus
elementos. Se as variaveis inteiras sao eliminadas, e tanto a fungao objetivo como
as restri¢coes sao lineares, a formulacao ¢ de um problema de programacao linear.
Se as variaveis inteiras sao eliminadas e existem termos nao lineares na fungao
objetivo e/ou nas restrigdes, a formulagao é de um problema de programagao nao
linear. Se as variaveis inteiras possuem relacao linear e separavel com as variaveis

continuas, e tanto a fungao objetivo como as restri¢oes sao lineares, a formulagao

7



8 CAPITULO 2. FUNDAMENTAGAO TEORICA

¢ de um problema de programacao inteira mista linear. Se existem termos nao
lineares na fungao objetivo e/ou nas restrigoes, a formulagao é de um problema de
programacao inteira mista nao linear.

Em muitas aplicagoes de modelos MIP as variaveis inteiras sao binérias,
dando surgimento a dificuldades devido & natureza combinatoéria dessas varidveis.

Analises tedricas e praticas de problemas lineares e nao lineares podem ser en-
contradas nos livros de Floudas [Floudas, 1995|, Parker e Radin |Parker & Rardin,
2014], Schrijver [Schrijver, 1998|, ¢ Wolsey e Nemhauser [Wolsey & Nemhauser,
1999.

2.2 Teoria dos algoritmos

A teoria dos algoritmos ocupa-se do estudo de técnicas de projeto e anélise de algo-
ritmos para se resolver problemas computacionais. O presente trabalho, bem como
os encontrados na literatura sobre o EFPP, utilizaram algumas destas técnicas, que

serao descritas a seguir.

2.2.1 Técnicas de projeto de algoritmos

Dentre as principais estratégias de projeto de algoritmos desenvolvidos para a

busca de solu¢oes do EFPP, pode-se destacar:

e estratégia gulosa: esta técnica realiza a busca de solugdes 6timas de um
determinado problema de otimizagao tomando a melhor solugao a cada passo,
ou seja, se o problema ¢ de maximizacao, o algoritmo constréi a solucao a
partir de um valor inicial digamos, 0, e percorre o espaco de solugoes a cada
passo tomando como solugao corrente aquela que mais aumenta o valor em
relacao a solugao anterior, sem nunca voltar atras. Um exemplo de algoritmo
guloso é o algoritmo de Prim [Prim, 1957], que resolve o problema da arvore

geradora minima.

e programacao dindmica: esta estratégia, assim como a de divisao e con-
quista, divide a instancia original de um problema em instancias menores,

com a diferenca de que as solucoes do problema para as varias subinstancias
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sao armazenadas. Ao final, a solu¢ao do problema original é obtida a partir
dos valores armazenados. Convém notar que um problema sé pode ser resol-
vido através de programacao dinamica se toda solucao para uma instancia
qualquer do problema contiver as solugoes das subinstancias. Esta proprie-
dade é conhecida como subestrutura otima. Um exemplo de algoritmo que
utiliza a estratégia de programacao dinamica é o algoritmo de Floyd-Warshal
[Floyd, 1962], que resolve o problema dos caminhos minimos entre todos os

pares de vértices de um grafo direcionado.

2.2.2 Teécnicas de analise de algoritmos

No que diz respeito a analise de algoritmos, sao observados os tempos de execugao
(complexidade de tempo) e as quantidades de memoria necessarias a execugao
dos algoritmos (complexidade de espago), sendo utilizadas unidades abstratas de
medida para as quantificacoes, isto é, as medidas nao dependem das especificidades
de uma maquina. Na analise de ambas as complexidades, os calculos sao realizados
através de fungoes dependentes, em geral, dos tamanhos das instancias. Para se
estipular e representar os limites superiores assintoticos das complexidades, ou

seja, os piores casos, utiliza-se a notacao Big-O.

Dadas duas fungoes f, g : N — R, diz-se que f(n) pertence a classe O(g(n))
e escreve-se, por abuso de notacdo, f(n) = O(g(n)), se existem um ndimero real
¢ > 0 e um namero natural ng de forma que f(n) < cg(n) para todo n > ng, ou
seja, se a funcao ¢ limita superior e assintoticamente a funcao f. Dessa forma, se
f é uma funcao que descreve o niimero de operagoes realizadas por um algoritmo
projetado para resolver um determinado problema de acordo com o tamanho das
instancias, diz-se que o algoritmo é executado, ou resolve o problema, em tempo
O(g(n)).

Para uma consulta mais detalhada sobre a teoria dos algoritmos, recomenda-
se os livros de Kleinberg e Tardos |Kleinberg & Tardos, 2006|, Dasgupta, Papadi-
mitriou e Vazirani [Dasgupta et al., 2008| ¢ Cormen et al. [Cormen et al., 2009,

entre outros.
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2.3 Teoria dos grafos

Um grafo G = G(V, E) consiste num par de conjuntos F e V' de forma que V' # ()
e F ¢é formado por pares de elementos de V. Os elementos de V' sao chamados de
vértices e os elementos de E, arestas. Se os elementos de E sao pares ordenados,
diz-se que G ¢ direcionado®. Caso contrario, G é dito ser nao direcionado. Se
existem Vi, Vy €V tais que V =V, UV, VinVo =0 e u;, v; € V; = Aus,v;) € E
para cada i = 1,2, diz-se que G ¢é bipartido. Uma sequéncia de vértices vy, ..., v
tais que (vj_1,v;) € E para todo 2 < j < k é chamado de caminho em G. Se
k > 3 e v = v, o caminho é chamado de ciclo.

Na modelagem de certos problemas, atribui-se valores numéricos as arestas,
o que se chama de pesos. Dessa forma, o comprimento do caminho vy,... v, é
igual a soma dos pesos das arestas desse caminho. No caso de nao haver pesos nas
arestas, o comprimento é k—1. A distdncia entre dois vértices u e v, denotada por
d(u,v), ¢ o menor comprimento dos caminhos vy, ..., v; tais que v; = u e v = v.
Um emparelhamento em G é um subconjunto de arestas M C FE tal que para todo
par de arestas distintas (uy,us), (v1,v2) € M tem-se u; # v;, Vi,j = 1,2. Um
emparelhamento M é dito ser perfeito se para cada vértice v € V, existe alguma
aresta (x,y) € M tal que v = x ou v =y, e 0 peso de um emparelhamento M é a
soma dos pesos das arestas de M, denotado por w(M).

Um congunto independente de um grafo G = G(V,E) é um conjunto de
vértices V/ C V tal que u,v € V' = B(u,v) € F para quaisquer u,v € V', ou

seja, nao existem arestas que conectam dois vértices quaisquer de V.

2.3.1 Problema do caminho minimo

Um problema estudado em termos de modelagem em grafos é o problema do ca-
minho minimo: dados um grafo G(V, E) e dois vértices u,v € V, encontrar um
caminho que determine d(u,v). Este problema pode ser resolvido em tempo poli-

nomial, e os algoritmos classicos para resolvé-lo sao:

e algoritmo de Dijkstra [Dijkstra et al., 1959|: utiliza uma estratégia gulosa

LGrafos direcionados também costumam ser chamados de redes, seus vértices de nds e suas
arestas de arcos.
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para encontrar a distancia de um vértice dado a todos os outros vétices
do grafo. Este algoritmo foi projetado para calcular distancias em grafos
que nao possuem arestas com peso negativo. Sua complexidade de tempo é
O(|E| + |V]log|V|), em que |V| e |E| é o nimero de vértices e o numero de

arestas do grafo, respectivamente;

e algoritmo de Bellman-Ford [Bellman, 1958|: utiliza uma estratégia em
programagao dinamica. Calcula a distancia de um vértice dado a todos os
outros vértices do grafo em tempo O(|V||E|). Este algoritmo foi projetado
para calcular distancias em grafos que nao possuem ciclos com comprimento
negativo, ou seja, em grafos que nao possuem caminhos que iniciam e termi-
nam num mesmo vértice e cujas somas dos pesos das arestas desses caminhos

nao seja negativa.

2.3.2 Problema do emparelhamento de peso maximo

Outro problema estudado em teoria dos grafos é o problema do emparelhamento
de peso mdzximo: dado um grafo G(V, E'), encontrar um emparelhamento M C F
de forma que M = argmaxypcp{w(M')}. Dentre os algoritmos classicos para
resolver este problema em tempo polinomial O(|V||E|?) encontram-se o método
hiingaro [Kuhn, 1955] e o algoritmo de Edmonds [Edmonds, 1965|, que utili-
zam estratégias primais-duais e sao aplicados em grafos bipartidos e generalizados,

respectivamente.

2.3.3 Problema do conjunto independente de peso maximo

No problema do conjunto independente de peso mdximo é dado um grafo G =
G(V, E) nao direcionado com pesos nos vértices, e procura-se um conjunto inde-
pendente V' C V' que maximiza ) v, w(v;). Varios algoritmos que encontram
solugoes 6timas em tempo polinomial para casos particulares deste problema tém
sido desenvolvidos, como os apresentados por Chen, Kuo e Sheu [Chen et al., 1988],
que apresentaram um algoritmo de tempo O(|V]), Lozin e Milani¢ [Lozin & Mi-
lani¢, 2008] que apresentaram uma estratégia algoritmica de tempo O(|V|T) em

que 7T é o tempo necessario para resolver o problema em grafos cujos subconjuntos
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de quatro vértices possuem mais de trés arestas conectando-os, e Keil et al. [Keil
et al., 2017| que apresentaram um algoritmo de tempo O(|V[?), entre outros.
Estudos e exposi¢coes mais aprofundadas sobre a teoria dos grafos podem
ser encontrados nos livros de Bondy e Murty [Bondy & Murty, 2008|, Gibbons
|Gibbons, 1985|, Godsil e Royle [Godsil & Royle, 2001] e Szwarcfiter [Szwarcfiter,

2018|, entre outros.

2.4 Teoria dos jogos algoritmica

A teoria dos jogos algoritmica (TJA) estabelece um elo entre a teoria dos jogos
e a teoria da computacao. Ela preocupa-se em analisar resultados da teoria dos
jogos do ponto de vista computacional, pois as aplicagoes desta teoria podem
enfrentar dificuldades no que tange a grandeza das instancias envolvidas. Por
outro lado, a TJA ocupa-se em abordar problemas cléssicos da computacao —
mormente os de otimizacao — do ponto de vista da teoria dos jogos, considerando
que os agentes visam maximizar seus ganhos e/ou minimizar suas perdas de acordo

com as decisoes tomadas pelo conjunto de agentes.

2.4.1 Problemas de precificacao

Uma classe de problemas estudados em teoria dos jogos algoritmicas consiste em
problemas de precifica¢ao, nos quais um vendedor deseja vender itens a varios con-
sumidores, atribuindo precos a cada um dos itens de modo a maximizar o seu
lucro/receita. Nesses ambientes, as preferéncias e caracteristicas dos dos consu-
midores sao levadas em consideragao no processo de decisao pois, se 0s precos
estiverem além do alcance orcamentario dos consumidores, entao o vendedor tera
dificuldades em vender seus produtos. De outro modo, se os pregos forem muito
baixos, o vendedor pode ter seu lucro/receita comprometido.

Dentre alguns dos problemas pertencentes a essa classe, encontram-se:

e problema da compra maxima: dadas valoracoes dos consumidores atri-
buidas aos itens, encontrar uma aloca¢ao e uma precificagao que maximizam

a receita do vendedor de forma que cada comprador recebe um item cujo
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preco esta dentro do seu orgamento, ou seja, o pre¢o do item é menor ou

igual a valor que o comprador atribui a esse item;

e problema da compra por preferéncia: dadas valoragoes e preferéncias
dos consumidores atribuidas aos itens, encontrar uma alocagao e uma preci-
ficagdo que maximizam a receita do vendedor de forma que cada comprador

recebe seu item cujo preferido, se existir, de acordo com seu or¢amento;

e problema da compra minima: dadas valoragoes dos consumidores atri-
buidas aos itens, encontrar uma alocacao e uma precificacao que maximizam
a receita do vendedor de forma que cada comprador recebe um item de menor

preco que esta dentro do seu orcamento.

O problema de precificacao estudado neste trabalho é o EFPP, que sera
definido formalmente na préoxima subsecao. Uma visao mais aprofundada sobre a
teoria dos jogos algoritmica e problemas de precificacao pode ser encontrada nos
textos de Nisan et al. [Nisan et al., 2007] e Schouery et al. [Schouery et al., 2015,

dentre outros.

2.4.2 Problema da precificacao livre de inveja

Para se definir o EFPP, assume-se que existe um conjunto I de m consumidores
e um conjunto J de n itens diferentes. Cada item possui ¢; copias, e entao um
vetor de disponibilidade é dado por ¢ = (¢1,¢9,...,¢,) € N*. Cada consumidor
possui uma valoragao v;(S) para cada pacote S C J de itens (por conveniéncia, é
assumido que v;(()) = 0 para todo consumidor i € I); a matriz de valoragoes m x 2"
(cujas linhas representam os consumidores, as linhas os pacotes e cada entrada v;g
representa a valora¢ao do consumidor ¢ ao pacote S) é denotada por V' € ]R’;OXT

Dado um wvetor de pre¢cos p = (p1,p2,...,pn) € IR%,, a utilidade que o
consumidor ¢ obtém do pacote S é U;(S) = v;(S) — ps, em que pg = Zjespj' Se a
utilidade do consumidor ¢ para o pacote S é nao-negativa, ¢ dito que S ¢é factivel
para 7.

O conjunto de demanda D; do consumidor ¢z contém os pacotes que o deixam

mais satisfeito. Formalmente, D; = {S | U;(S) = maxg U;(S")}. Como nao
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comprar nenhum pacote é sempre uma opgao com utilidade U;()) = 0, segue que
U;(S) > 0 para todo S € D;.

De acordo com esta terminologia, define-se:

Defini¢ao 2.4.1. Uma alocag¢ao (S1,Ss,...,Sy) para os consumidores é factivel

se cada item j estd em no mdximo c; conjuntos S;.

Definicao 2.4.2. Dada uma precificagio p = (p1,p2,...,Pn), wma aloca¢ao
(51,89, ...,Sn) € livre de inveja se S; € D; para i, isto €, cada consumidor recebe

um pacote de seu conjunto de demanda.

Definicao 2.4.3. Uma precificagao p € livre de inveja se ela admite uma alocagao

factivel livre de inveja

Entao, o EFPP consiste em: dada a entrada (m,n,V,c), calcular uma
precificagao livre de inveja p e uma alocacao livre de inveja correspondente
(S1,S2,...,Sy) de forma a maximizar a receita do vendedor y " | ps,.

Dois casos de demanda do EFPP sao os mais abordados:

o Consumidores com demanda unitdaria: cada consumidor ¢ estd interessado em
comprar exatamente um item, e entao v;(S) > 0 somente quando |S| = 1.
Logo, a dimensao da matriz de valoragoes se reduz de m x 2" para m xn, e a
entrada v;; representa a valoracao do consumidor ¢ para o item j. A Figura

ilustra este caso

o Consumidores com demanda por pacotes especificos: cada consumidor i esta
interessado em somente um pacote especifico de itens S;. Logo, as valoracoes
podem ser resumidas em um conjunto de pares (v;,.S;), significando que o

consumidor 7 estd interessado no pacote .S;, e atribui o valor v; a ele.

Em ambos os casos o EFPP ¢ APX-dificil, ainda que os itens ndao tenham
limite de disponibilidade |Guruswami et al., 2005]. Um problema que esta inti-
mamente relacionado ao EFPP é o de encontrar uma precificacao e uma alocagao
de forma a obter um equilibrio walrasiano (EW), também chamado de equilibrio
competitivo. Um EW consiste numa precificagao p e numa alocacao de forma que

p ¢ livre de inveja e os itens nao alocados possuem preco igual a zero. Esta é uma
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Figura 2.1. Exemplo de leilao combinatério com demanda unitaria. No EFPP com
demanda unitaria, o vendedor precisa definir uma alocacao e precificacao de forma que
tanto a a sua receita quanto a utilidade dos compradores sejam maximizadas.

defini¢ao formal para a classica nocao de equilibrio de mercado: oferta = demanda
(no contexto de auséncia de inveja). Um cenério economicamente interessante é
aquele no qual todos os itens sao vendidos, ocasionando um balanceamento do

mercado.

Uma variagao possivel de EW ¢é obtida incorporando-se precos de reserva.
Um preco de reserva para um item j ¢ o menor preco pelo qual o vendedor estéa
disposto a comercializar este item. Dessa forma, um equilibrio walrasiano com
precos de reserva consiste numa precificacao livre de inveja p e numa alocacao de
forma que, dado um vetor de precos de reserva r = (r1,...,r,), se tenha p; > r;

para todo j, e se um item j nao é vendido, seu prego é r;.
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2.5 Consideracoes finais

Neste capitulo foram apresentadas as definigoes formais dos conceitos envolvidos
nos problemas estudados nesta tese. Uma formulagao em programacao inteira
mista sera utilizada na formulacao de um algoritmo para o caso de emparelhamento
perfeito livre de inveja — um caso particular do EFPP a ser definido formalmente
no Capitulo 4. Em relacao as técnicas de projeto de algoritmos,a programacgao
dinamica, sera utilizada no problema acima citado, enquanto a estratégia gulosa
sera utilizada na formulacao de um algoritmo para o caso de demanda unitdria
com substituibilidade métrica — a ser definido formalmente no Capitulo 5. Com
relacao as técnicas de analise de algoritmos, a notagao Big-O foi explorada, pois
seré utilizada na anélise de complexidade de tempo dos algoritmos propostos nesta
tese, bem como na comparacao destes com os encontrados na literatura.

A teoria dos grafos, bem como alguns dos algoritmos utilizados para resolver
problemas cléssicos desta area, foram apresentados pois também serao utilizados
nos algoritmos propostos nesta tese. Tanto o método hungaro — que resolve o
problema do emparelhamento méximo — quanto o algoritmo de Bellman-Ford,
que resolve o problema do caminho minimo, serao utilizados nas formulagoes dos
algoritmos propostos nesta tese e na comparagao destes com os encontrados na
literatura para ambos os casos citados no pardgrafo anterior. A apresentacao do
problema do conjunto independente de peso maximo é til para se compreender
a estratégia utilizada na literatura para resolver o caso de demanda unitéria com
substituibilidade métrica e compara-la com a estratégia utilizada nesta tese.

Por fim, o EFPP — que insere-se na teoria dos jogos algoritmica — foi apre-
sentado formalmente, pois ele é o foco de estudo desta tese. No préoximo capitulo
serd apresentada uma revisao da literatura sobre resultados obtidos para o EFPP,

bem como para alguns de seus casos particulares e variagoes.
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Revisao da Literatura

Neste capitulo serao descritos trabalhos encontrados na literatura sobre formula-
¢oes MIP, casos 6timos polinomiais, estratégias heuristicas, algoritmos aproxima-
tivos e resultados sobre inaproximabilidade para casos do EFPP e algumas de suas

variagoes.

3.1 Formulacdes MIP

Em 1988, Dobson e Kalish [Dobson & Kalish, 1988] propuseram uma formulagao
MIP para um problema de posicionamento e precificagao de linhas de produtos
que viria a ser utilizada posteriormente no EFPP por outros autores. Eles mes-
mos adaptaram esta formulacao quando se incorporam ao problema uma analise
conjunta de dados de custos [Dobson & Kalish, 1993]. Na primeira formulagcao,
ja se utilizou a estratégia de decomposicao do problema em dois subproblemas:
alocacao e precificagao. Na segunda formulacao, os autores utilizaram a vantagem
de a precificagao poder ser obtida através da solu¢ao dual de um problema de fluxo
de custo minimo [Magnanti et al., 1993].

Esta tltima formulacao de Dobson e Kalish foi estendida por Day e Venka-
taramanan [Day & Venkataramanan, 2006] ao incorporar custos fixos comuns de
manufatura e decisoes de composicao dos produtos. A nao linearidade da formu-
lagao proposta por eles foi resolvida (ou seja, fez-se uma linearizagao do modelo)
através da fixacao da precificagao e, além disso, as varidveis continuas que mode-

lam os pregos foram reduzidas a variaveis discretas, tendo em vista a aplicacao do

17
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modelo em situacoes reais embora esta reducao limitasse o lucro obtido através da
modelagem.

Giinliik |Giinliik, 2008] apresentou um modelo MIP para um problema de
precificagao de linhas de produtos no qual os consumidores possuem demanda nao
uniforme para um de varios itens com disponibilidade ilimitada, o que chamaram de
problema de design de linhas de produtos 6timas na auséncia de competicao. Este
problema também captura a maximizacao da utilidade dos compradores, assim
como o EFPP.

Shioda, Tungel e Myklebust [Shioda et al., 2011] formularam um modelo MIP
para o EFPP no caso de demanda unitaria em que os consumidores sao agrupados
em segmentos e os produtos possuem disponibilidade ilimitada, propondo varias
desigualdades validas. Mais tarde, Myklebust, Sharpe e Tungel [Myklebust et al.,
2016] abordaram o mesmo problema com a mesma formula¢ao propondo novas
heuristicas mais eficientes.

Fernandes et al. |Fernandes et al., 2016] apresentaram duas novas formu-
lacoes MIP para o EFPP com demanda unitéiria e disponibilidade ilimitade de
itens, ao mesmo tempo em que propuseram trés modelos geradores de instancias
que proporcionam intepretacoes economicas no que diz respeito as caracteristi-
cas dos produtos, as localizagoes dos consumidores em relacao aos produtos e a
popularidade dos produtos.

A Tabela 3.1 retne e sintetiza os trabalhos citados nesta se¢ao. Pode-se
notar que, na maioria das interpretagoes econdmicas das modelagens propostas,
o principal foco foi a maximizagao da receita e do lucro, sendo a satisfacao dos
consumidores deixado como algo secundario. A maximizagao da satisfacao dos
consumidores possui nao apenas um apelo social, mas também pode produzir

solugoes computacionais mais eficientes, como sera visto no Capitulo 4.

3.2 Casos polinomiais

Giinliik [Giinliik, 2008| provou que se as valoragoes dos consumidores satisfazem a
propriedade de Monge, isto é, se na matriz que as representa qualquer submatriz
2 x 2 possuir a caracteristica de a soma dos elementos da diagonal ser maior ou

igual & soma dos outros elementos, o caso do EFPP com demanda nao uniforme
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Tabela 3.1. Formulagoes MIP para o EFPP e problemas correlatos

Problema Funcao objetivo [Autor, ano]
Posicionamento e Maximizacao do lucro  [Dobson & Kalish, 1988|
precificagao de linhas de
produtos
Posicionamento e Maximizagao do |[Dobson & Kalish, 1993

precificagao de linhas de  lucro/bem-estar social
produtos usando analise
conjunta de dados de

custo
Precificagao de linhas de ~ Maximizacao do lucro [Day &
produtos incorporando Venkataramanan, 2006|

custos fixos comuns de
manufatura e decisoes
de composicao dos
produtos
Design de linhas de Maximizagao da receita |Giinliik, 2008|
produtos 6timas na
auséncia de competicao
EFPP com demanda Maximizacao da receita [Shioda et al., 2011]
unitaria, consumidores
agrupados em
segmentos e
disponibilidade
ilimitada de produtos
EFPP com demanda  Maximizacao da receita  [Myklebust et al., 2016|
unitaria, consumidores
agrupados em
segmentos e
disponibilidade
ilimitada de produtos
EFPP com demanda  Maximizagao da receita  [Fernandes et al., 2016]
unitaria e
disponibilidade
ilimitada de produtos

— ou seja, as copias de itens desejadas varia de consumidor para consumidor — e
disponibilidade ilimitada de itens pode ser resolvido em tempo polinomial O(mn?),

em que m é o numero de consumidores e n é o nimero de itens, através de pro-
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gramagao dindmica baseada no MIP formulado.

Chen, Gosh e Vassilvitskii [Chen et al., 2011| mostraram que o caso do EFPP
com demanda unitaria e substituibilidade métrica no qual os custos de desloca-
mento formam um espaco métrico se reduz ao problema do conjunto independente
de peso méaximo em grafos perfeitos, e portanto pode ser resolvido em tempo po-
linomial O(n?).

Chen e Deng [Chen & Deng, 2014| provaram que o caso do EFPP em que
cada item possui disponibilidade de uma tnica copia, a demanda é unitaria e
cada consumidor valora positivamente no méximo dois itens, também se reduz
ao problema do conjunto independente de peso maximo em grafos perfeitos, e
portanto pode ser resolvido em tempo polinomial O(n?).

Ja Chen et al. [Chen et al., 2016| consideraram um caso do EFPP no qual
cada item possui disponibilidade de uma tinica cépia, os consumidores desejam um
ou mais itens e s6 aceitam comprar o nimero de itens desejados exatamente ou
nao compram nenhum item, o que chamaram de demanda de multi-itens exata.
Além disso, cada consumidor ¢ possui uma unica valoracao v; e cada item possui
uma métrica de qualidade ¢;, e dai o valor do item j ao consumidor ¢ é definido
por v;q; = v, Vi = 1,...m, Vj = 1,...,n. Dessa forma, eles mostraram que
o EFPP pode ser resolvido em tempo polinomial O(nm?3logn) se a demanda de
cada consumidor é limitada por uma constante.

Eles construiram uma estratégia na qual primeiro se encontram conjuntos
de 'candidatos’ a compradores, e entao um programa linear caracteriza o conjunto
6timo. Logo ap6s, um algoritmo em programacao dinamica encontra a alocagao.
Ambos programa linear e algoritmo efetuam a busca em tempo polinomial. Ao final
um algoritmo em tempo polinomial que utiliza outro programa linear resolvivel
polinomialmente toma a alocagao 6tima como entrada e produz a precificacao
6tima como saida.

Arbib, Karagan e Pmar [Arbib et al., 2019] provaram que o EFPP pode
ser resolvido em tempo polinomial O(n?®) se cada item possui disponibilidade de
uma Unica copia, o nimero de compradores coincide com o ntmero de itens, e
a demanda é unitaria, ao que chamaram de emparelhamento perfeito livre de
inveja (EFPM — envy-free perfect matching, em inglés). Eles consideraram os

subproblemas da alocacao e da precificacao separadamente e mostraram que a
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alocacao pode ser obtida por um emparelhamento perfeito de peso maximo e a

precificagao por caminhos minimos, apos a alocagao ser determinada.

A Tabela 3.2 faz um resumo dos resultados apresentados nesta se¢gao. Nota-se
que as menores complexidades de tempo sao alcancadas quando algumas particu-
laridades sao consideradas: quando se tem a propriedade de Monge na matriz de
valoragoes [Giinliik, 2008|, e quando o namero de consumidores coincide com o

namero de itens a venda, ou seja, m = n [Arbib et al., 2019|.

3.3 Heuristicas e meta-heuristicas

Dobson e Kalish [Dobson & Kalish, 1988, 1993|, Shioda, Tungel e Myklebust [Shi-
oda et al., 2011] e Myklebust, Sharpe e Tuncel [Myklebust et al., 2016| utilizaram
estratégias semelhantes baseadas nos MIPs formulados. Algoritmos gulosos foram
utilizados para determinar as alocagoes factiveis e entao estas solugoes alimentam
o proximo passo da precificacao a ser obtida através de caminhos minimos. As
alocacoes sao rearranjadas e o processo repetido até que nao se aumente o valor

da receita total.

A principal diferenga entre as estratégias utilizadas reside na determinagao
das alocagoes. Enquanto Dobson e Kalish [Dobson & Kalish, 1988, 1993| iniciam
o célculo da precificagao com uma alocagao que leva em consideracao as maiores
valoragoes para cada item, Shioda, Tungel e Myklebust [Shioda et al., 2011] o
fazem através de um rearranjo da alocacao de modo a obter uma precificagao
sempre crescente através da modelagem do problema por avores geradoras, obtendo
assim um melhor desempenho de tempo na busca de solugoes. Ja Myklebust,
Sharpe e Tungel [Myklebust et al., 2016] propuseram realizar iterag¢oes utilizando
a estratégia anterior até que se atinja um ponto fixo, obtendo um desempenho de
tempo ainda melhor na busca de solugoes.

Day e Venkataramanan |[Day & Venkataramanan, 2006| utilizaram dois algo-
rimos genéticos em sequéncia para estimar a solugao 6tima. O primeiro algoritmo
retorna a receita total apos determinar alocacgoes que maximizam as utilidades
dos compradores. O segundo determina as precificagoes 6timas de acordo com as

alocacoes produzidas pelo primeiro através de chamadas do MIP formulado.
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Tabela 3.2. Casos especiais 6timos do EFPP

Caracteristicas Estratégia Complexidade de [Autor, ano]
algoritmica tempo
Disponibilidade Demanda Outros
de itens
ilimitada nao uniforme valoragoes programacao O(mn?) |Giinlik, 2008]
satisfazendo a dinamica
propriedade de
Monge
ilimitada unitaria os custos de reducao ao O(n%) [Chen et al., 2011]
deslocamento de problema do
localidade formam conjunto
um espago métrico independente de
peso maximo em
grafos perfeitos
limitada unitaria cada consumidor redugao ao O(n?) [Chen & Deng,
valora problema do 2014]
positivamente no conjunto
maximo dois itens independente de
peso maximo em
grafos perfeitos
limitada exata de multiplos cada item possui programacgao O(nm?logn) [Chen et al., 2016]
itens uma métrica de dinamica
qualidade, e a combinada com
demanda de cada programas lineares
consumidor é
limitada por uma
constante
limitada unitaria m=mn emparelhamento O(n?) [Arbib et al., 2019]

perfeito de peso
méximo e caminhos
minimos
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A Tabela 3.3 apresenta um resumo das estratégias heuristicas utilizadas para
casos do EFPP e variagoes. Nota-se que, apesar das vérias estratégias utilizadas
para a determinacao das alocagoes, as precificagoes quase sempre foram obtidas

através da busca de caminhos minimos nos grafos que modelam os problemas.

Tabela 3.3. Heuristicas e meta-heuristicas para casos e variacoes do EFPP

Problema Estratégia algoritmica [Autor, ano]
Alocagao Precificagao
posicionamento e algoritmo caminhos [Dobson &
precificagao de guloso minimos Kalish, 1988|
linhas de produtos
posicionamento e algoritmo caminhos [Dobson &
precificagao de guloso minimos Kalish, 1993]
linhas de produtos
precificacao de algoritmo algoritmo [Day & Venka-
linhas de produtos genético genético taramanan,
2006
EFPP algoritmo caminhos [Shioda et al.,
guloso minimos 2011|
EFPP algoritmo caminhos [Myklebust
guloso minimos et al., 2016]

3.4 Algoritmos

aproximativos/inaproximabilidade

Guruswami et al. |Guruswami et al., 2005| utilizaram emparelhamentos de
peso maximo das matrizes de valoracao na construgao de um algoritmo logm-
aproximativo para o EFPP com demanda unitaria e disponibilidade ilimitada de
itens. Para o caso de demanda por pacotes especificos, uma simples estratégia
gulosa fornece uma log m + log n-aproximacao.

Briest [Briest, 2008| estabeleceu uma conexao do EFPP com demanda unité-
ria e disponibilidade ilimitada de itens com o problema do conjunto independente
bipartido balanceado [Khot, 2006] para mostrar que nao é possivel uma aproxi-

macao em tempo polinomial melhor que log® m, para algum e > 0. Tal conexao
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foi feita através do problema de sequéncias de expansao maxima |Briest & Krysta,
2011], que relaciona diferentes niveis de precos do EFPP com demanda unitaria a
conjuntos independentes em grafos. Para o caso de demanda por pacotes especi-
ficos, ele mostrou que é R3SAT*(20(""))-dificil aproximar o problema em O(n¢),
para todo d > 0 e algum € > 0.

Demaine et al. |[Demaine et al., 2008] reduziram o problema da cobertura
tnica |Demaine et al., 2006] ao EFPP com demanda por pacotes especificos e dis-
ponibilidade ilimitada de itens para obter uma aproximacao O(logn). Tal reducao
toma uma colecao da instancia do problema da cobertura tnica e a transforma
num item do EFPP, e cada elemento do conjunto universo é transformado num
consumidor. Em relacao as valoragoes, conjuntos que contém elementos especifi-
cos sao transformados em pacotes que contém itens correspondentes ao consumidor
que os desejam e, dessa forma, atribui-se a valoracao 1 a esses pacotes. Conse-
quentemente, os pregos terao valores 0 ou 1 (logo livres de inveja), e maximizar o
nimero de pacotes com exatamente um item de preco 1 equivale a encontrar uma
cobertura tinica no outro problema.

Chakermsook et al. [Chalermsook et al., 2012| mostraram que o EFPP com
demanda tanto unitaria quanto por pacotes especificos é loglfﬁ(m + n)-dificil de
aproximar através de redugoes a partir do problema do conjunto independente
maximo. As estratégias de reducao tomam um instancia deste ultimo problema
obtida a partir de uma formula 3S AT [Karp, 1972 de onde é possivel construir um
grafo de grau maximo até A = 2% p(’ly(%), em que € > 0 é uma constante qualquer
suficientemente pequena e A > 0 é um inteiro qualquer, e a transformam numa
instancia intermediaria de consumidores "virtuais", até se chegar numa instancia
do EFPP que retne os conjuntos e as preferéncias destes consumidores ficticios,
dessa forma capturando as caracteristicas das instancias do EFPP em si.

No caso de demanda miiltipla exata e disponibilidade limitada de itens, Bilo,
Flammini e Monaco [Bilo et al., 2017] apresentaram uma estratégia gulosa obtendo
uma m-aproximacao para o EFPP, ao mesmo tempo em que provaram ser impossi-
vel obter uma O(m!~¢)-aproximagao a menos que P = NP. Esta impossibilidade
foi provada através de uma reducao a partir do problema do particionamento res-
trito [Burkard & Yao, 1990].

A Tabela 3.4 sintetiza os resultados descritos nesta secao. Nota-se que para
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os casos de demanda unitaria as ordens de aproximacao e inaproximabilidade de-
pendem exclusivamente do ntimero de consumidores, enquanto que nos casos de
demanda por pacotes especificos estas ordens dependem exclusivamente do nu-
mero de itens. Ja quando as demandas sao consideradas em conjunto, as ordens
dependem de ambas as quantidades. Estes fatos sugerem que considerar o nimero
de consumidores igual ao nimero de itens pode reduzir a complexidade de tempo

na busca de solugoes para o EFPP.

3.5 Consideracoes finais

A revisao apresentada neste capitulo teve como objetivo apontar dire¢oes para as
quais é possivel projetar algoritmos exatos para casos e/ou variantes do EFPP,
e por outro lado os resultados sobre inaproximabilidade, algoritmos aproximati-
vos heuristicas e meta-heuristicas para casos NP-dificeis mostram que, para estes
casos, solugoes 6timas nao podem sempre ser obtidas em tempo polinomial. Mode-
lagens em termos de formulagoes MIP sao tteis no desenvolvimento de estratégias
algoritmicas tanto exatas quanto aproximadas, e as técnicas de projeto de algo-
ritmos utilizadas em todos os cenarios abordados na se¢ao fornecem uma intuicao
para o desenvolvimento de algoritmos eficientes que encontram solugoes em casos
especiais 6timos.

Em posse disso, o restante do trabalho apresentara as estratégias e os resulta-
dos obtidos para os casos em que foi possivel projetar algoritmos para casos 6timos
mais eficientes que os encontrados na literatura, a saber: o caso de emparelhamento

perfeito livre de inveja e o caso de demanda unitéria com substituibilidade métrica.
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Tabela 3.4. Algoritmos aproximativos e inaproximabilidade para casos do EFPP

Caracteristicas Aproximacgao Inaproxima- (Autor, ano)
bilidade
Disponibilidade Demanda
de itens
limitada unitaria O(logm) - |Guruswami
et al., 2005
ilimitada pacotes O(logm + logn) - |Guruswami
especificos et al., 2005
ilimitada unitaria - O(log*m), € >0 [Briest, 2008]
ilimitada pacotes — O(n), e>0 [Briest, 2008]
especificos
ilimitada pacotes O(logn) - [Demaine et al.,
especificos 2008|
ilimitada unitéria e - O(log'“(m + |Chalermsook
pacotes n)), €e>0 et al., 2012]
especificos
limitada multipla exata O(m) O(n'=), e>0 |Bilo et al., 2017]




4

O caso de emparelhamento

perfeito livre de inveja

No EFPM, o nimero de itens coincide com o niimero de consumidores, ou seja,
m = n, cada item possui uma tinica copia disponivel e cada consumidor pode com-
prar apenas uma copia de um item. Neste capitulo serao apresentados resultados
tedricos e experimentais de uma estratégia que aumenta a performance na busca
de precos livres de inveja 6timos em relacao aquela proposta por Arbib, Karasan

¢ Pmar [Arbib et al., 2019.

4.1 Preliminares

Considere as varidveis de decisao x;; tais que x;; = 1 se o consumidor ¢ recebe
o item j, e z;; = 0 caso contrario. Arbib, Karagan e Pmar |Arbib et al., 2019

propuseram a seguinte formulagao MIP que modela o EFPM:

max ij (4.1)
j=1

soa. Yy ay =1, Viel (4.2)
j=1
> ay=1, Viel (4.3)
=1

27
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pj — injvlj < 0, VJ el (44)
i=1
Dj — Dk — Z(Uz’j — Vi) wij <0, Vi kel (4.5)
=1
pj € Rxo, vjiel (4.6)
Tij € {0,1}, Vi,jel (4.7)

A fungao objetivo (4.1) representa a receita total do vendedor obtida com a
venda dos itens. Os conjuntos de equagoes (4.2) e (4.3) junto com o dominio (4.7)
garantem o emparelhamento perfeito. O conjunto de restrigoes (4.4) assegura que
os itens estdo nos conjuntos de demanda dos compradores e, somado a isto, (4.5)
fornece pregos que maximizam as utilidades deles, sendo, dessa forma, livres de

inveja: os pregos sao obtidos por
VijTij — PiTij 2 VigTij — Pk, Vi, J, k€ 1,

dai (vij — vig)wij > pjri; — Pk, € efetuando a soma sobre todo i € I, tem-se
n n n
Z(Uz’j — Vik)Tij > ijﬂﬁij — Pk = Dj Ziﬁzj — Pk =Dj — Pk

i=1 =1 i=1

O dominio dos pregos ¢ descrito em (4.6).

Considere a seguinte formulagao MIP (maximizac¢ao do bem estar social):

max i i Lij Ui (48)

i=1 j=1

sty wy =1, Viel (4.9)
j=1
S ay=1, Vjiel (4.10)
i=1

Tij € {0, 1}, VZ,j el (411)

Lema 4.1.1. (caso particular do Primeiro Teorema do Bem Estar Social) Se X =
(zi;) € {0,1}™™ € uma solugao para o modelo (4.8) — (4.11) e p € IR%, ¢ uma
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solugao (parcial) para o modelo (4.1) — (4.7), entao (X,p) € uma solugao para o
modelo (4.1) - (4.7).

Demonstragao. Seja X' = (z};) € {0,1}™" uma solugao (parcial) para o modelo
(4.1) — (4.7). Como X maximiza (4.8),

n n n n
ZEZ‘]‘UZ‘]‘ Z xijvij

i=1 j=1 i=1 j=1
e entao
n n
D> Tty Zpa > 30> s - Zpa
i=1 j=1 i=1 j=1

As restrigoes (4.9), (4.10), (4.2) e (4.3) permitem que esta tultima desigualdade

seja reescrita como

n n n n n n n n
Z Z TijVij — Z Z Tipj = Z Z T;5Vij — Z Z };p;

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

o que implica
n n

Z(U” P;)Tij > ZZ Vij — Pj) Ty (4.12)

=1 j=1 =1 j=1

No entanto, como X’ maximiza as utilidades dos compradores, segue que

DD i —pp)a; =Y 0> (v — py)ws. (4.13)

i=1 j=1 i=1 j=1

Juntando (4.12) e (4.13), segue que X também maximiza as utilidades dos com-
pradores, e portanto (X, p) ¢ uma solu¢ao para o modelo (4.1) — (4.7). O

Conforme visto acima, o Primeiro Teorema do Bem Estar Social [Nisan et al.,
2007] assegura que uma alocagao que maximiza o bem estar social também maxi-
miza a receita com uma precificagao livre de inveja. Entao, encontrar uma alocagao
otima para o EFPM equivale a encontrar um emparelhamento perfeito de peso mé-
ximo no grafo associado a matriz de valoragoes V. Seja X = (x;;) € {0,1}™" a
matriz binaria associada ao emparelhamento perfeito de peso méximo. Tem-se o

seguinte Lema:
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Lema 4.1.2. Seja {iy, iy, ..., i} um subconjunto de I e V' = X7V = (v};). Entao

/
Tpip—1

/ / / / /
ivie < Uiy T Uiy T oo T 0 +v

/
t Vigiy T+ T +v i ir—vip—1 T Vigiy

Demonstracao. Se a desigualdade nao fosse valida, existiria uma matriz de per-

mutacao II tal que
Tivip = Tigig = «+» = Tip_yip = Tipiy = 1,

e entao tr(II7V) > tr(XTV), o que contradiz a otimalidade de X. O
Uma vez que a alocagao 6tima é encontrada, considere a matriz U = (u;;) €
IR™™ tal que u;; = vgj — ’u;-]-. Esta matriz herda a propriedade fundamental da

matriz V' mostrada no Lema 4.1.2, que é afirmada no seguinte Corolario:

Corolario 4.1.3. Seja {iy, s, ... i} um subconjunto de I. Entdo

r—1
Uiy q, + E Wiy iy <0
k=1

Demonstra¢ao. A matriz U ¢é obtida adicionando-se constantes (negativas) a cada
coluna de V', o que introduz as constantes relativas as colunas iy, 1s,...,4, em
ambos os lados da desigualdade do Lema 4.1.2. Como os elementos da diagonal
de U sao nulos, o resultado segue. O

O seguinte Lema relaciona a matriz U com as utilidades dos compradores:

Lema 4.1.4. Se y1,ys, ...y, SG0 numeros nao negativos minimos tais que
Yi > Yk +ujk, Vi k€1, #k, (4.14)
entao estes numeros sao as utilidades mdrimas dos compradores.

Demonstragao. De fato, pondo p; = v}j -y, Vj €1, tem-se

/

Ujj_pj:yjZyk+ujk:U;gk;_pk+v;k—v;€k:1)}k—pk, Vi, kel, j+#k,

e o resultado segue. 0
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Proposicao 4.1.5. Os nimeros yi1,ya, - . . Yn podem ser encontrados resolvendo-se

o programa linear

minZyj (4.15)
j=1

Sty VikeljAk (4.16)
Yy; € RZO Vel (417)

Demonstracao. A funcao objetivo, as restri¢oes e o dominio satisfazem as hipoteses

do Lema 4.1.4. O

4.2 Sequéncias de utilidades

Nesta secao, serao apresentadas e analisadas sequéncias numéricas nao descres-
centes que representam as utilidades dos consumidores. Sera mostrado que estas
sequéncias convergem para as utilidades maximas dos consumidores em no ma-
ximo n — 1 passos, e entao elas serao utilizadas para se calcular os precos 6timos
livres de inveja.
: : . (t) . -
Para cada j € I, considere a sequéncia (y;”)sen definida a seguir:
0 _ (t+1) _ (t)
y;’ =0, y; ) =max{y,’ +u}. (4.18)
kel

Teorema 4.2.1. As sequéncias definidas em (4.18) sao convergentes, e convergem

em no mdximo n — 1 passos.

Demonstracao. Para se visualizar este fato, constroi-se uma arvore enraizada no
n6é 0, e os outros noés sao criados pelo seguinte procedimento: apds o primeiro

(1)
passo, se .

;7 >0, entao o no6 j é um filho da raiz. Nos proximos passos, se

t t

o+ g = max{y” + ),

entdao o n6 j é um filho do né k que esta no nivel ¢ (se existir outro &’ que satisfaz
esta condigao, escolha o menor, sem prejuizo para o procedimento). Como um

exemplo, considere a matriz de valoragoes
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74 35 125 108 35
109 109 120 10 48
V=116 41 109 78 13

24 58 110 3 49
122 106 47 44 15

A matriz de permutagao que maximiza tr(II7V) ¢

<

Il
o o~ o o
_ o o o o
o o o~ O
o o o o
o = o o o

Entao, a matriz U é

—-65 —11 —-30 —36
0 -73 —-64 —34
U=|-7 3 0 -98 -1
—42 =71 5 0 -—-14
-92 —48 —-10 —-105 0O |

A arvore para esta matriz é mostrada na Figura 4.1.

Figura 4.1. A arvore associada a matriz U, construida pelo procedimento.

Note que um caminho ligando qualquer n6é j a raiz contém somente nos
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distintos, porque se nao fosse assim, suponha que exista um caminho contendo a

repeticao {Jji1, ja, - -, Jr, j1}. Ter-se-ia

y <yl 4wy,

s+1 s+1 s
y](s : < yj('z ) + Ujsjp = y]('l) + W + Ujsjo
s+r—3 s+r—3 s
yj(-r ) < Z/j(;_l '+ Uj,joy = yj(l) + Ujpjy + Ujsjo + o F UG,
s+r—2 s+r—2 s
yj('l )< ?/j( " = yj(-l) F Ujpjy + Wjggy + oo F Uy T+ Ui,

para algum s € N, e entao

s+r—2 s
Wing + Wigga + -+ Fjg + Ftg5, >y T =y >0,

o que, pelo Corolario 4.1.3, é impossivel. Assim, a altura da arvore é no maximo
n — 1, e portanto

gy =y vjel vt>n-1, (4.19)

dai o resultado segue. 0]

Corolario 4.2.2. Existe pelo menos um jo € I tal que
y=0, vteN.

Demonstracao. De fato, como cada ramo da arvore construida na prova do Teo-
rema 4.2.1 nao contém repeticoes de nos, existe pelo menos um j, € I tal que o

noé jo nao esta nela, dai o resultado segue. O

Corolario 4.2.3. As sequéncias definidas em (4.18) convergem para nimeros nao

neqgativos yi, Ya, - - - , Yn satisfazendo (4.14).

Demonstracao. Suponha que existam nimeros nao negativos z1, 2o, . . . , 2, satisfa-
zendo

ZjZZk—f—Ujk, Vj,kef,j#k,
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com z; <vy;, Vj € I. Entao, para cada j € I, usando (4.19), tem-se

—1
(n—1) _  (n—2)
Y, =Y ot Ui, € Zj 2 Zjy Uy,

) _ 0
yjnfl - yjn + ujn—ljn7 € Zjn—l 2 Z]n + ujn—ljn'

Subtraindo as equagoes a esquerda das desigualdades a direita, obtém-se

n—1

Zj—zlel/j—yg('l g
n—1 n—2
Zjl_zjézy](‘ )_y](‘2 )7

(1) (0)
Z,jn—l - Zjn Z y‘jn71 o ]n :

Somando-se todas estas desigualdades, segue que

(0)

Zj = Zje 2 Yi — Y,

Como z;, > 0e y](-g) = 0, tem-se

0
5> 2= 2, 2 Y=Yy > Y

Portanto, z; = y; Vj € I, dai o resultado segue.

(®)

0

Corolario 4.2.4. Para cadat =0,...,n — 1, eviste um j; tal que y;’ € mdzimo.

J

Demonstracao. Com efeito, se nao fosse assim, haveria repeticao de nés em algum

ramo da arvore construida na prova do Teorema 4.2.1 e, pelo Corolario 4.2.2, existe

jo € I tal que maxt:(),_“,n_l{yj(-?} = 0, dai o resultado segue.

Teorema 4.2.5. Seja p = (p1,p2, .-, Pn) tal que

pi=vj;—y; V€L

O

(4.20)
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Entao p € um vetor de precos livres de inveja que maximiza a receita do vendedor.

Demonstracao. Pelo Corolario 4.2.3, os ntimeros nao negativos 1, 4a, . .., Y, Sa0
os minimos satisfazendo (4.14). Entao, pondo os pregos como em (4.20), o Lema
4.1.4 assegura que eles maximizam as utilidades dos compradores. Além disso,

Yi 2 Yj + wij =yj+v£j _U;j = Yj —yri‘%{j < U;‘jv Vi,jel, i #j.
Fixando 7 € I tal que y; = 0, cuja existéncia é garantida pelo Coroléario 4.2.2,
tem-se

yj v < vy =y <y, Vel
Portanto, os itens alocados estao nos conjuntos de demanda dos compradores, dai

o resultado segue. O

4.3 Algoritmo, corretude e complexidade de

tempo

Agora estao dadas as condi¢Oes para a apresentacao de um algoritmo que calcula
uma precificacao livre de inveja que maximiza a receita do vendedor. O Algoritmo

1 descreve o procedimento.

Algorithm 1 encontra uma precificacao livre de inveja 6tima

fim enquanto

Lowj v —v Vi, j=1,....n

2: y(© < (0,0,...,0) € R"

3: y]m +— rilglx{u]k} Vi=1,....n

4: 1+ 1

5: enquanto y](t) > y](-t_l) para algum j € I faga
6: y](-tH) — ‘?3}{{%(:) +uj} Vi=1,...,n

7 t—t+1

8:

9:

pj VY — ](-t) Vi=1,....n

H
=

return p
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Intuitivamente, pode-se entender o funcionamento do Algoritmo 1 da seguinte
forma: a linha 1 constréi a "matriz de utilidades" U, enquanto a sequéncia de
utilidades ¢ iniciada com zeros na linha 2, seguida das méaximas utilidades na
linha 3. A partir dai, nas linhas 4 — 8 a sequéncia de utilidades continua sendo
construida até que se atinjam as utilidades méaximas de acordo com o Lema 4.1.4,
sendo que o loop termina em algum momento devido ao Teorema 4.2.1. Por fim,
os precos O0timos livres de inveja que maximizam a receita sao calculados na linha
9, de acordo com o Teorema 4.2.5. A seguir encontram-se as provas tedricas da

corretude do algoritmo.

Teorema 4.3.1. (invariante) Para todo t € N, vale
u >yt Vikel, j#k (4.21)

Demonstracao. De fato, as linhas 2 — 3 definem

1
1 = )

_ (0) 4
= max{y, "+ u;}
>y fuy, Vikel, j#k

Entao, o invariante (4.21) vale antes da primeira iteracgdo do lago descrito nas
linhas 5 — 8. Além do mais, se o critério de parada na linha 5 nao for satisfeito,

entao a linha 6 produz

t+1 t
uy " = max{y” + uy)

t . :
Zyl(g)+ujk7 VJ,]{IEI,]#k,
e portanto o invariante também vale no final de uma iteragao arbitraria do laco,
assim como no inicio, dai o resultado segue. 0
Teorema 4.3.2. (término) O lago termina em no mdzimo n — 1 iteragoes.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.2.1, vale

y§(n—1)+1) _ J(n) _ yj(n—l)’ Viel.
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Como t = 1 no inicio do lago, o resultado segue. ([l

Teorema 4.3.3. (corretude das utilidades) Ao final do lago, vale
D>y b, Vikelj#k 4.22
yj - yk + u]ka ]7 E 7] 7é ) ( . )

para algum t € {1,...,n}.

Demonstracao. De fato, quando o critério de parada na linha 5 é satisfeito, entao
(4.22) vale porque

. i ‘ t—1
o = = o =l )

_ ® 4y
= max{y,” +u;it

>y fuy, Vikelj#k

O

Teorema 4.3.4. (corretude dos pregos) O Algoritmo 1 retorna um vetor de pre¢os

livres de inveja p que maximiza a receita do vendedor.

Demonstragao. A linha 9 produz um vetor p que satisfaz (4.20). Portanto, pelo

Teorema 4.2.5, o resultado segue. 0

Teorema 4.3.5. O Algoritmo 1 encontra uma precificacao livre de inveja dtima

em tempo O(n?).

Demonstracao. A maior custo computacional esté no laco, pois nas linha anteriores
realizam-se operagoes simples e atribuigoes de custo O(n). A linha 6 executa n
vezes O(n) operagoes, logo em tempo O(n?), e o lago efetua estas O(n?) operagoes
no maximo n — 1 vezes. Portanto, o resultado segue. 0

Observe o comportamento do vetor y calculado pelo Algoritmo 1, utilizando

como exemplo a mesma matriz U da prova do Teorema 4.2.1:
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= (0,0,0,0,0)
= (0,6,3,5,0)
=(0,6,9,8,0)
=(0,6,9,14,0)

Note que as componentes 1 e 5 atingem seu maximo antes da primeira ite-
racao, a componente 2 atinge seu maximo na primeira iteracao, a componente 3
atinge seu maximo na segunda iteracao e a componente 4 atinge seu méaximo na
terceira iteracao. Este exemplo mostra, juntamente com o Coroléario 4.2.4, que
pelo menos um consumidor atinge sua utilidade maxima a cada iteragao, e dai o
Algoritmo 1 explora uma subestrutura 6tima do problema, e portanto possui uma
abordagem em programacao dinamica.

Para fins de implementacao, fez-se uma leve modificagao no Algoritmo 1 para
se aumentar a eficiéncia na busca das utilidades 6timas, sobrescrevendo-se o vetor
y nele mesmo a cada iteracao do lago quando j = 1,...,n. Esta versao é descrita

no seguinte algoritmo:

Algorithm 2 versao melhorada do Algoritmo 1

2: y < (0,0,...,0) € R"
3: enquanto y; < rilagc{yk + ujx} para algum j =1,...,n faca
€

4 yjeriléi;({yk—i—ujk} Vi=1,...,n
5: fim enquanto

6: pj v —y; Vi=1,....n

7

: return p

A principal diferenga do Algoritmo 2 em relagao ao Algoritmo 1 reside na atu-
alizacao do "vetor de utilidades" y, que é sobrescrito nele mesmo a cada iteragao,
e a cada vez que as linhas da matriz U sao utilizadas nos calculos em cada iteragao

resultando, assim, num ganho de tempo e memoria. Note que pode-se adaptar
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facilmente as anéalises de corretude e complexidade de tempo do Algoritmo 1 para

o Algoritmo 2.

4.4 Comparacao com a estratégia de caminhos
minimos

Nesta se¢ao serao apresentados resultados de experimentos para fins de comparagao
dos algoritmos propostos com a estratégia utilizada na literatura. Primeiramente,

a seguir, serao expostos os materiais e métodos utilizados nas simulacoes.

4.4.1 Materiais e métodos

Os algoritmos foram testados em conjuntos de dados gerados aleatoriamente atra-
vés de um computador usando processador Intel Core i3-6006U rodando a 2.0 GHz
e 4GB de RAM, usando Windows 10 Pro 64bits. Os codigos dos algoritmos foram
implementados em C++ e compilados no g++ 8.1.0.

Foram gerados 15 casos de testes aleatorios para cada n = 1000, 2000, 5000,
10000 e 15000. Em todos os casos de teste, cada v;; ¢ um inteiro aleatério es-
colhido por distribuicao uniforme sobre os inteiros entre 0 e 1000000, inclusive.
A escolha de n a partir de 1000 se deu pelo fato de que para valores meno-
res que este, os tempos (em segundos) sdo muito pequenos sendo, portanto, di-
ficeis de comparar. Os codigos estao disponiveis no repositorio do Github em
<https://github.com /marcosmsgithub /efpm.git .

Para efeito de comparacao, os dados obtidos pelos experimentos foram ana-
lisados estatisticamente através do calculo das médias aritméticas e dos intervalos
de confianga de 95% (isto significa que, em tese, se forem realizados 100 experi-
mentos para cada n, os tempos de execucao de 95 deles estarao dentro do intervalo
calculado para este n) dos tempos de execugao do algoritmo de Bellman-Ford e o
Algoritmo 2.

Para uma visualizagao grafica dos resultados dos experimentos, foram gera-
dos bozplots |[Tukey, 1972] para cada n. Um boxplot possibilita a observagao visual
de caracteristicas como posicao, dispersao, simetria, e valores discrepantes. Os

elementos bésicos de um bozxplot sao os valores minimo e maximo, a mediana, os
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Figura 4.2. Um bozplot e seus principais elementos

primeiro (Q1) e terceiro (Q3) quartis — valores que dividem a mostra em quatro
partes iguais — e os outliers (valores discrepantes). Esses valores sao determinados

da seguinte forma:

e 0 minimo ¢é maior ou igual a Q1 — 1.5 % (3 — Q1);

Q1 & maior ou igual a 25% e menor ou igual a 75% dos valores do conjunto
de dados;

e a mediana corresponde ao valor central do conjunto de dados ordenado;

@3 ¢é maior ou igual a 75% e menor ou igual a 25% dos valores do conjunto
de dados;

e 0 maximo ¢é menor ou igual a @3 + 1.5 % (@3 — Q1);

os outliers sao valores atipicos, ou discrepantes.

A Figura 4.2 ilustra um exemplo de boxplot e seus elementos bésicos.

Outro recurso utilizado para se comparar as performances dos algoritmos
propostos para o EFPM com os da literatura foi o teste dos postos sinalizados
de Wilcoxon [Wilcoxon, 1992|. O uso deste teste tem como objetivo verificar se
existem diferencas significativas entre os resultados. Se existirem apenas diferen-

cas aleatorias a hipotese de nulidade (HO) é aceita. Caso seja verificada uma
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diferenca de performance em favor de um dos algoritmos, a hipotese é rejeitada.
Para determinar se a diferenca entre a mediana dos resultados dos experimentos
¢é estatisticamente significativa, o valor-p — a probabilidade de se encontrar um
resultado no qual a hipotese de nulidade seja aceita — é comparado com o nivel de
significancia («). Um nivel de significancia de 0.05 indica que o risco de se concluir
que existe uma diferenca, quando, na verdade, nao existe nenhuma diferenca real,
é de 5%.

4.4.2 Resultados dos experimentos

A Tabela 4.1 mostra as médias dos tempos de execucgao e os intervalos de confianca
(IC), em segundos com precisao de dois digitos, do algoritmo de Bellman-Ford e
do Algoritmo 2. Conforme o esperado, o Algoritmo 2 obteve melhor performance
que o algoritmo de Bellman-Ford em todas as simulacoes, com um aumento de
performance na determinacao dos precgos livre de inveja 6timos de, em média,
49%. Além do mais, nota-se que as amplitudes dos intervalos de confianca de 95%
do Algoritmo 2 sao menores que do algoritmo de Bellman-Ford, mostrando que o
Algoritmo 2 apresentou-se mais "estavel" nos experimentos realizados, fornecendo
uma melhor precisao estatistica nas analises.

Isto se deve ao seguinte fato: a estratégia usada por Arbib, Karasan e Pimar
[Arbib et al., 2019] para encontrar os pregos livres de inveja 6timos consiste em
construir um grafo direcionado com n + 1 nés no qual o n6 0 é um no6 auxiliar,
cada no j representa um item j € I, cada arco conectando os nos j e k para todos
J,k € I, j # k possui comprimento vj; — v}, e cada arco conectando cada né
j € I ao n6 0 possui comprimento v};. Entao, o preco livre de inveja 6timo do
item j é o comprimento do menor caminho do n6 57 ao n6 0. Eles enfatizaram o
uso do algoritmo de Bellman-Ford para isto (pois o grafo pode conter arcos com
pesos negativos). Este esquema é mostrado na Fig. 4.3.

Sendo assim, o algoritmo de Bellman-Ford realiza n x O(n?) operagoes para
encontrar os caminhos minimos ao n6 0 no caso médio, enquanto o Algoritmo 2
realiza (n — 1) x O(n?) operagoes para encontrar as utilidades méaximas no pior
caso, e entao calcula os pregos livres de inveja 6timos em tempo O(n).

As Figuras 4.4, 4.5 e 4.6 mostram comparacoes graficas dos tempos de exe-
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Tabela 4.1. Comparacao dos tempos de execucao dos algoritmos de Bellman-Ford e o
Algoritmo 2

n Bellman-Ford Algoritmo 2
Tempo médio (s) IC de 95% Tempo médio  IC de 95%
1000 0.69 (0.56,0.74) 0.33 (0.28,0.38)
2000 3.89 (3.49,4.30) 2.0 (1.80,2.39)
5000 53.82 (47.16,60.43) 26.07 (22.75,29.39)
10000 312.16 (286.39,337.94) 175.39 (161.80,188.81)
15000 864.60 (777.08952.11) 47721 (431.19,523.22)

Figura 4.3. Grafo usado por Arbib, Karagan e Pinar [Arbib et al., 2019| para encontrar
os precgos Otimos livres de inveja.

cucao dos algoritmos para as instancias usadas nas simulacoes através de boxplots
e, para se assegurar que os resultados dos experimentos indicam de fato uma dife-
renca na performance dos algoritmos, o teste dos postos sinalizados de Wilcoxon
foi feito para cada n utilizado nos experimentos. Em todos os testes, a hipotese de
nulidade (Hy) foi rejeitada, ou seja, a hipotese de que a abordagem em programa-
¢ao dindmica proposta neste trabalho nao representa uma diminuigao significativa
nos tempos de execucao na busca de solugoes 6timas em relagao a abordagem de
caminhos minimos mostrou-se falsa. Os resultados dos testes sao mostrados na
Tabela 4.2.
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Tabela 4.2. Testes dos postos sinalizados de Wilcoxon com nivel de significancia o =
0.05

n valor-p Rejeigao de Hy
1000 0.00064675 SIM
2000  0.00065331 SIM
5000  0.00065496 SIM
10000  0.00065496 SIM
15000 0.00065496 SIM

4.5 Consideracoes finais

Neste capitulo foram apresentadas estratégias algoritmicas para o EFPM demons-
tradas matematicamente e que, empiricamente, obtiveram melhor desempenho
de tempo na busca de solucoes 6timas se comparadas aquelas encontradas na
literatura.

Para este caso, o foco foi a obtencao dos pregos livres de inveja, pois a a-
locagao pode ser obtida através de um emparelhamento perfeito de peso méximo
utilizando-se algoritmos classicos de tempo ciibico que usam uma heap de Fibo-
nacci [Fredman & Tarjan, 1987].

Encontrada uma alocacao 6tima, foram construidas sequéncias que represen-
tam as utilidades dos compradores. Foi feita a demonstracao matemaética de que
estas sequéncias convergem para as utilidades 6timas que maximizam a receita do
vendedor, dai os algoritmos propostos utilizaram este fato para calcular os pregos
6timos livres de inveja.

Feitas as analises estatisticas dos resultados dos experimentos, observou-se
que a estratégia proposta nesta tese obteve uma melhoria no desempenho de tempo
de, em média, 49% na busca de solugoes 6timas para o problema se comparada a

estratégia de caminhos minimos.



O caso de demanda unitaria com

substituibilidade métrica

Neste capitulo serao apresentados resultados tedricos sobre o aumento de perfor-
mance na busca de solugoes 6timas para o caso de demanda unitaria com substi-
tuibilidade métrica [Salvatierra et al., 2021].

No problema da precificagao livre de inveja com demanda unitdria (UDEFP —
unit demand envy-free pricing, em inglés) e substituibilidade métrica, um vendedor
possui um item com disponibilidade ilimitada de copias, e n consumidores estao
em localidades diferentes. Cada consumidor ¢ atribui uma valoracao v; ao item, e
um custo de deslocamento d;; que é subtraido de v; caso a compra seja realizada
na localidade j. O conjunto de todos os custos de deslocamento {6;}1<i<, possui
a estrutura de espago métrico, isto ¢, a fungao 6 : {1,...,n}*> — R satisfaz, para
todos 1 < 4,75,k <n:

(i) 0;j = 0 <= i =j (identidade de indiscerniveis);
(i) 6;; = 0j; (simetria);
(iii) d;; < dix + Ok, (desigualdade triangular).

O vendedor precisa determinar o preco p; da copia do item vendido na lo-
calidade do consumidor i de modo a maximizar a utilidade v; — (p; + ¢;) de cada
comprador i e, a0 mesmo tempo, maximizar a receita com a venda das copias do

item.

45
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5.1 Equilibrio competitivo

Num primeiro momento, serd considerado que todos os consumidores compram
uma copia do item. Dessa forma, a alocagao e a precificacao sao determinadas de
tal maneira que existe um equilibrio competitivo de mercado, e as solugoes sao
Pareto Eficientes [Nisan et al., 2007].

5.1.1 Reducao do UDEFP com substituibilidade métrica ao
EFPM

Uma instancia do UDEFP com substituibilidade métrica consiste em: n, o nimero
de consumidores; v;, a valoracao que o consumidor ¢ atribui ao item se a compra é
realizada na sua propria localidade; 6,5, o custo de deslocamento que ¢ subtraido
de v; se a compra do consumidor i é realizada na localidade j. As instancias para
este problema podem ser modeladas por grafos nao direcionados com pesos nos

vértices e nas arestas, como mostra a Figura 5.1.

Figura 5.1. Uma instancia do UDEFP com substituibilidade métrica.

Ja no EFPM, uma instancia consiste de n, o nimero de consumidores e itens,
e de V = (v;;), a matriz de valoragdes. As instancias para este problema podem
ser modeladas por grafos bipartidos G = G(I U J, E) com pesos nas arestas, em

que [ representa o conjunto de consumidores, J representa o conjunto de itens, e
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o peso de uma aresta conectando o vértice i ao vértice j representa a valoragao
que o consumidor ¢ atribui ao item j, como mostrado na Figura 5.2.

Entao, pondo v;; = v; — d;; para todos 1 < 14,5 <mn, ¢ facil ver que, do ponto
de vista abstrato, o UDEFP com substituibilidade métrica é um caso particular
do EFPM. Sob esta abordagem, a linhas de V' representam os consumidores, e a

colunas representam as localidades.

Figura 5.2. Uma instancia do EFPM.

5.1.2 Alocacao

Pelo Primeiro Teorema do Bem-Estar Social [Nisan et al., 2007|, sabe-se que uma
alocacao otima para o EFPM maximiza o bem-estar social, ou seja, a soma das
valoragoes dos compradores para os itens alocados a eles. Em termos de progra-
magcao matematica linear, o problema de encontrar tal alocacao pode ser modelado
pelo MIP (4.1) — (4.7).

Este programa linear também modela o emparelhamento perfeito de peso
méximo no grafo mostrado na Figura 5.2. Como v; = v; > v; — 0;; = v;; para
todos 1 < 4,57 < mn com ¢ # j, tem-se que a matriz identidade n x n é aquela que
maximiza tr(I17V), ou seja, a soma dos elementos da diagonal principal de 17V,
em que Il é uma matriz de permutacao n X n. Portanto, a solu¢ao para este MIP
éx;j=1sei=j,ex; =0, caso contrario, em que x;; sao as variaveis binarias.

Estas consideracoes acerca da alocacao 6tima permitem que se estabeleca a

seguinte proposicao:

Proposicao 5.1.1. Cada consumidor compra uma copia do item em sua propria

localidade.
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5.1.3 Precificacido

Uma vez que uma alocacao 6tima é encontrada, considere a seguinte rede: o con-
junto de noés consiste dos nés 0, 1,...,n; existe um arco de cadané 1 <i < n ao
no6 0 com peso v; = v;; existe um arco do nd ¢ ao noé 7, para todos 1 < 7,7 < n tais
que ¢ # j, com peso v;; — v;; = 0;5. Entao, os caminhos minimos dos nés 1 <¢ < n
ao no 0 correspondem aos pregos livres de inveja py, ..., p, [Arbib et al., 2019]. A

rede é mostrada na Figure 5.3.

Figura 5.3. A rede construida para encontrar os precos livres de inveja.

Ao invés de se usar o algoritmo de Bellman-Ford para encontrar os caminhos
minimos ao n6 0, a estrutura métrica do conjunto dos custos de deslocamento sera
explorada para simplificar os calculos mas, antes disso, sera visto que é possivel
encontrar um preco particular sem haver a necessidade de se calcular o caminho

minimo correspondente.
Lema 5.1.2. Sev; < vy <...<w,, entdo p1 = v1.

Demonstracao. De fato, se p; > vy, a condicao de liberdade de inveja, ou seja,
de maximizagao da utilidade nao-negativa é violada. Se p; < vy, os outros pregos
serao forcados a baixar até as utilidades dos outros compradores alcancarem no
minimo v;; — py, para todo 2 < i < n, e entao 0s precos nao maximizarao a receita,

de onde o resultado segue. 0
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Agora estao dadas as condigbes para se encontrar iterativamente os pregos

restantes a partir desta primeira descoberta.

Lema 5.1.3. Se vy < vy < ... <, entdo p; = minj<;«;{v;,v; + d;;} para todo
2<13<n.

Demonstracao. Da estrutura métrica do conjunto dos custos de deslocamento,
tem-se que 9;; < 0;; + 0i; para todos 1 < 4,7,k < n. Entao, o caminho minimo
do n6 ¢ ao nd 0 consiste ou do arco conectando o né 2 ao n6 0 com peso v;, ou
dos arcos conectando o né ¢ a algum né j e o ndé j ao n6 0 com pesos d;; € vj,
respectivamente. Como v; < vy, para todos i < k, tem-se que v; < vy, + &, para
todos i < k, e entdo minj<;<;{v;,v; + d;;} < vp + 0 para todo 2 < ¢ < n com

1 < k, de onde o resultado segue. 0]

5.1.4 Algoritmo, corretude e complexidade de tempo

As consideracoes feitas acima permitem que se apresente um algoritmo para encon-
trar uma solucao 6tima para o UDEFP com substituibilidade métrica e equilibrio

competitivo. O procedimento é descrito abaixo.

Algorithm 3 encontra um equilibrio competitivo 6timo

1: Faga uma permutagao 7 tal que vr-1(1) < vr-12) < ... < U1y

20 Pr-1(1) £ Up—11)
3: Pr-1(s) < MiN<jei{Vr13), Vr-1(j) + Or-1(x-1(j) } Para todo 2 <i <n

Este algoritmo permite que se estabeleca o seguinte teorema:

Teorema 5.1.4. O UDEFP com substituibilidade métrica e equilibrio competitivo

pode ser resolvido de maneira dtima em tempo O(n?).

Demonstracao. O Lema 5.1.2 assegura que a Linha 2 retorna um preco livre de
inveja 6timo para o consumidor 77%(1), e o Lema 5.1.3 assegura que a Linha 3
retorna precos livres de inveja 6timos para os outros. A permutacao na Linha 1
pode ser feita em tempo O(n?) por qualquer algoritmo de ordenacio classico, e a
Linha 3 realiza n — 1 vezes O(n) operagoes. Portanto, a complexidade de tempo
total do algoritmo ¢ O(n?). O
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5.2 Cenario geral

Em alguns casos, pode haver um aumento da receita se o vendedor nao vender
copias do item em algumas localidades. Como um exemplo, considere dois consu-
midores com vy = 10, vo = 4, e d12 = Jy; = 1. Entao p = (5,4) é a precificacao
livre de inveja 6tima com equilibrio competitivo com receita 9, mas p’ = (10, 10) é
uma precificacao livre de inveja com receita 10, em que o consumidor 2 nao compra
uma copia do item.

E claro que a Proposicdo 5.1.1 também vale para o cenario geral (pois valo-

ragoes maiores produzem pregos maiores), com a seguinte modificagao:
Proposicao 5.2.1. Cada comprador realiza a compra na sua propria localidade.

Ao invés de se usar forca bruta para verificar todas as combinagoes de sub-
alocacoes da alocagao definida na Secao 5.1.2, é facil ver que é necessario verificar
apenas as alocagoes para consumidores com valoragoes mais altas. Entao, se v; >
vy > ... > v, pode-se calcular os precos livres de inveja e as receitas a partir das
submatrizes principais da matriz de valoragoes V', e entao escolhe-se a alocacao e a
precificagao que produzem a maior receita. O procedimento é descrito no seguinte

algoritmo:

Algorithm 4 encontra uma precificagao livre de inveja 6tima

1: Faca uma permutacao o tal que v,-1(1) 2> V5-1(2) = ... 2 VUp-1(n)

2: Use o Algoritmo 3 para calcular os pregos na matriz k x k dos consumidores
o '(1),...,07 (k) para todo 1 < k < n. Se k < n, p; < v,-1(1) Para todo
k<i<n

3: Escolha a alocacao e a precificacao que produzem a receita méxima

Este segundo algoritmo permite que se estabeleca o seguinte teorema:

Teorema 5.2.2. O UDEFP com substituibilidade métrica pode ser resolvido de

maneira étima em tempo O(n?).

Demonstracao. O maior custo computacional esta na Linha 2, pois nela realiza-se
uma chamada do Algoritmo 4. Esta linha realiza n vezes O(n?) operagoes, pelo

Teorema 5.1.4, de onde o resultado segue. 0
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5.3 Comparacao com a estratégia de conjuntos

independentes de peso maximo

Os resultados apresentados neste trabalho sobre as propriedades das alocagoes
e precificagoes livres de inveja 6timas estao de acordo com aquele apresentados
por Chen, Gosh e Vassilvitskii [Chen et al., 2011|, que utilizaram a estratégia
de conjuntos independentes de peso méaximo: cada consumidor que compra uma
copia do item realiza a compra na sua propria localidade, e o preco pago por um
consumidor é igual a sua valoragao ou ao preco pago por outro consumidor mais
o custo de deslocamento para a localidade deste ultimo consumidor, ou seja, para
cada comprador 1 < i <n tem-se p; = v; ou p; = p; + J;; para algum j # ¢ (mais

especificamente, j < i), com p; = v;.

A fim de se justificar esta ultima afirmacao, suponha que exista um 7 tal
que p; = v; + 0;; para algum j < ¢ com v; # p;. Isto implica que p; < vy,
e entao p; = v + 0 para algum k£ < j. Como 0;; < 0d;; + d;, ocorreria que
U + Oi, < v + 055 + 0 = pj + ;5 < vj + i, € entdo p; # ming< i {vi, vy + 80},

uma, contradigao.

A abordagem do UDEFP com substituibilidade métrica em termos do EFPM
permitiu, além de apresentar provas teédricas alternativas de algumas propriedades,
também reduzir a complexidade de tempo na busca de solugoes 6timas para o
problema. Além do mais, nota-se que a propriedade da simetria no conjunto dos
custos de deslocamento nao foi exigida pra se encontrar uma precificagao livre de
inveja 6tima. Entao, pode-se assumir que d;; nao precisa ser necessariamente igual
a 0;; (mas positivo) quando ¢ # j, o que incorpora mais subjetividade a modelagem
do problema, tornando-a mais realistica. Dessa forma, as instancias do UDEFP

com substituibilidade métrica tornam-se redes com pesos nos nos e nos arcos (ver
Figura 5.4).
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Figura 5.4. Uma instancia do UDEFP com substituibilidade métrica e custos de
deslocamento nao simétricos.

5.4 Consideracoes finais

Neste capitulo foram apresentadas propostas algoritmicas tedricas matematica-
mente demonstradas para o UDEFP com substituibilidade métrica.

Para o desenvolvimento dos algoritmos, primeiramente uma instancia gené-
rica do UDEFP com substituibilidade métrica foi transformada em uma instancia
genérica do EFPM. As propriedades da diagonal principal da matriz de valora-
¢oes, sob esta nova perspectiva, foram usadas para a determinagao da alocacao.
Uma rede cujos comprimentos dos arcos sao baseados em relagoes especificas dos
elementos da matriz de valoracoes foi construida e, como os caminhos minimos a
um noé auxiliar correspondem aos precos livres de inveja que maximizam a receita,
a desigualdade triangular foi usada para simplificar os célculos destes caminhos
minimos através de programacao dinamica, ao invés de se recorrer ao algoritmo de
Bellman-Ford.

Como resultado, obteve-se uma reducao teorica da complexidade de tempo de
O(n*) para O(n?) na busca de solugoes 6timas para o problema, melhorando, assim,
o desempenho na busca dessas solugoes, comparado-se com estratégia utilizada na

literatura, que reduziu o problema ao de conjuntos independentes de peso maximo.



Conclusoes

Contribuicoes da tese e resultados

Neste trabalho foram apresentadas duas propostas algoritmicas mais eficientes que
as encontradas na literatura para casos especiais 6timos do problema da precifi-
cagao livre de inveja: o caso de emparelhamento perfeito livre de inveja e o caso
de demanda unitaria com substituibilidade métrica. Tanto os resultados obtidos
quanto os processos envolvidos na obtencao destes dao a sua contribuicao para a
teoria da ciéncia da computacao e, mais especificamente, para a érea de otimiza-
¢ao combinatoéria nos seguintes aspectos: por um lado, aumenta-se o repertério
de estratégias possiveis — matematicamente demonstradas — na busca de solugoes
Otimas eficientes para casos particulares de problemas computacionais mais gerais,
como ¢é o caso do estudo feito sobre o emparelhamento perfeito livre de inveja; por
outro lado, reduz-se o limite superior assintotico na busca de solugoes 6timas para
um determinado problema computacional, e a reducao de tal problema a outro
conhecido contribui para a consolidagao e a unificacao da teoria, como é o caso
do estudo feito sobre demanda unitaria com substituibilidade métrica, no qual
reduziu-se a complexidade de tempo de O(n?) para O(n?), resultado este aceito e
publicado no periodico Algorithms em setembro de 2021 [Salvatierra et al., 2021],
enquanto aquele outro resultado — sobre o emparelhamento perfeito livre de inveja

— foi submetido para publicagao no peridédico Algorithmica, e um survey baseado na

53
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revisao de literatura apresentada no Capitulo 3 esté em fase desenvolvimento para

submissao em periddico especializado na area de otimizagao/pesquisa operacional.

Limitagdes/Dificuldades encontradas

Vale ressaltar que a estratégia proposta para a busca de precos 6timos no caso de
emparelhamento perfeito livre de inveja aplica-se somente quando é fornecido um
emparelhamento perfeito de peso maximo exato como entrada. Se o emparelha-
mento é uma aproximacao do 6timo, o algoritmo entrara num loop infinito, pois o
procedimento violara a condigao estrutural da matriz U apresentada no Corolario
4.1.3.

Um dificuldade encontrada durante a pesquisa foi a implementagao do algo-
ritmo proposto na literatura para o caso de demanda unitaria com substituibilidade
métrica devido a sofisticacao teodrica utilizada da modelagem do problema e & com-
plexidade dos grafos envolvidos, o que tornou inviavel a comparacao empirica entre

as performances este algoritmo e o proposto neste trablho.

Trabalhos futuros

As limitagoes e dificuldades descritas acima encorajam o desenvolvimento de algo-
ritmos aproximativos eficientes para o calculo dos precos livres de inveja quando as
instancias tiverem grande magnitude. Como algoritmos aproximativos de tempo
linear com razao de aproximacao 1 — ¢, para qualquer ¢ > 0, tém sido apresentados
para a determinacao de emparelhamentos de peso maximo — tal como o proposto
por Duan e Pettie [Duan & Pettie, 2014| — uma possibilidade de trabalho futuro é
o desenvolvimento de um algoritmo mantendo estas mesmas razao de aproximacgao
(com um fator possivelmente dependendo de €) e complexidade de tempo para a
obtencao de pregos livres de inveja.

Ainda para o caso de emparelhamento perfeito livre de inveja, pode-se tra-
balhar na identificacao de classes de instancias que indiquem o melhor e pior casos

do algoritmo proposto.
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Um desafio que também permanece é a implementacao e analise da perfor-
mance empirica tanto dos algoritmos propostos neste trabalho quanto do encon-
trado na literatura para o caso de demanda unitaria com substituibilidade métrica.

Outra possibilidade de investigacao futura consiste em verificar se, reforcan-
do-se a desigualdade triangular e transformando-se os custos de deslocamento em
um espago ultramétrico — ou seja, ao invés de se ter d;; < d;;, + dx; para quaisquer
i, j, k tem-se 6;; < max{d, o;} — o caso de demanda unitaria com substituibilidade
(ultra)métrica pode ser resolvido de maneira 6tima num tempo menor que O(n?)

no cenario de equilibrio competitivo, e num tempo menor que O(n?) em geral.
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Apéndice

A Tabela 6.1 mostra os tempos de execugao, em segundos com precisao de dois
digitos seguidos dos niimeros do testes executados, e do ntimeros de iteracoes do

algoritmo de Bellman-Ford bem como do Algoritmo 2 para o EFPM.

Tabela 6.1. Comparacao dos tempos de execugao dos algoritmos para o EFPM

n Bellman-Ford Algoritmo 1  BELLMAN-FORD  Algoritmo 2 ~BELLMAN-FORD  Algoritmo 2
0.74/#1 0.37/#1 0.64/#6 0.32/#6 0.72/#11 0.37/#11

0.40/#2 0.20/#2 0.65/#7 0.33/#7 0.59/#12 0.30/#12

1000 0.65/#3 0.33/#3 0.36/#8 0.18/#8 0.75/#13 0.39/#13
0.52/#4 0.27/#4 0.57/#9 0.29/#9 1.04/#14  0.54/#14

0.84/#5 0.43/#5 0.58/#10 0.29/#10 0.67/4#15 0.35/#15

118/#1 2.19/#1 1.70/76 2.41/76 1.68/#11 2.44/#11

3.35/42 174/ 42 3.16/#7 1.65,/47 4.09/#12  2.14/#12

2000 4.62/#3 3.52/#3 4.25/#8 2.21/#8 420/#13  2.14/#13
4.28/#4 2.24/#4 4.08/#9 2.13/#9 2.60/#14 1.36/#14

2.97/#5 1.56/#5 4.57/#10 2.33/#10 2.68/#15 1.35/#15

TA06/#1  B4.17/#1 1833/#6  23.57/#6 12.02/#11  18.96/#11

48.53 /42 24.22/#2 44.86 /47 22.02/#7 67.45/#12  32.50/#12

5000 40.25/#3 18.40/#3 58.09/#8 28.52/#8 76.38/#13 38.10/#13
39.25/4#4 19.32/#4 55.14/#9 26.52/#9 45.00/#14  21.76/#14

46.75/#5 22.76/#5 62.82/#10 31.22/#10 58.37/#15 29.02/#15

304.96/#1 176.05/#1 335.15/#6 184.42/#6 322.86/#11  177.23/#11
241.80/#2  139.48/#2 290.19/#7  164.01/#7 273.38/#12  158.46/#12

10000 302.36/#3 162.36/#3 248.69/#8 144.37/#8 301.33/#13  172.00/#13
351.91/#4 196.47/#4 327.81/#9 180.96/#9 425.29/#14  233.60/#14
345.52/#5 195.11/#5 269.28/#10  148.88/#10 341.91/4#15  196.22/#15
930.12/#1 524.26 /#1 772.08 /46 419.99/#6 TT6.11/#11  427.11/#11
748.38/#2 414.48 /#2 794.75 ) #7 444.66/#7 925.81/#12  518.57/#12

15000 810.88/#3 446.22/#3 933.89/#8 518.36/#8 736.72/#13  406.53/#13
1013.15/#4 552.09/#4 892.60/#9 479.97/#49 1007.04/#14  573.30/#14
598.82/#5 345.61/#5 1263.47/#10  672.64/#10 765.12/4#15  414.32/#15
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