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Resumo

Neste trabalho, estudamos análise de Fourier e teoria espectral de operadores autoadjuntos (não
limitados) para discutirmos a persistência de espectro puramente pontual e localização dinâmica
para o operador de Schrödinger discreto com campo elétrico sob perturbações adequadas.



Abstract

We study Fourier Analysis and Spectral Theory of (unbounded) Self-adjoint Operators to dis-
cuss the persistence of pure point spectrum and dynamical localization for the discrete Schrö-
dinger operator with electric �eld under suitable perturbations.
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Notação selecionada

T Toro unidimensional R/Z.
R∗ Conjunto dos números reais não-nulos.
m Medida de Lebesgue em T ou R.
P Espaço dos polinômios trigonométricos.
H Espaço de Hilbert complexo separável.
ρ(T ) Conjunto resolvente de um operador linear T em H.
Rλ(T ) Operador resolvente de T em λ ∈ ρ(T ) ⊂ C.
B(X) Espaço dos operadores lineares limitados entre um espaço normado X.
N(A) Núcleo de um operador linear A.
Im(A) Imagem de um operador linear A.
χE Função característica de um subconjunto E ⊂ R.



Introdução

Seja T um operador autoadjunto em um espaço de Hilbert complexo separável H e seja a
equação de Schrödinger linear {

∂tξ = −iT ξ, t ∈ R,
ξ(0) = ξ, ξ ∈ dom T.

(ES)

cuja única solução é dada por e−itT ξ.
O estudo da dinâmica quântica de e−itT ξ é um assunto clássico da literatura matemática

e física (ver [1, 2, 7, 9, 11, 12, 13] e suas referências). Neste contexto, apresentamos a seguir
uma quantidade dinâmica usualmente considerada para sondar o comportamento assintótico da
dinâmica e−itT ξ: seja {en} uma base ortonormal de H; o valor esperado do q-momento, q > 0,
do operador de posição no tempo t > 0, com condição inicial ξ, é de�nido como

⟨|X|q⟩t,ξ :=
∑
n

|n|q|⟨e−itT ξ, en⟩|2. (1)

Estas quantidades descrevem o comportamento da �posição base� do pacote de ondas e−itT ξ,
à medida que t tende ao in�nito (ver [2, 8, 13] e suas referências). Particularmente, para
H = ℓ2(Z) e {en ≡ (δnj)j∈Z} a base canônica, tais quantidades caracterizam o espalhamento do
pacote de ondas e−itT ξ.

Nessa dissertação, nossa principal propriedade dinâmica de interesse é a chamada localização
dinâmica (LD) (ver [11, 12, 15] e suas referências) medida através dos momentos de ordem q > 0.
Diz-se que T tem localização dinâmica se, para todas as condições iniciais ek, cada momento é
uniformemente limitado no tempo, i.e., para cada q > 0 e cada ξ = ek,

sup
t

⟨|X|q⟩t,ξ < +∞. (2)

Esta é a noção forte padrão de ausência de transporte para operadores de Schrödinger. Dizemos
que um operador T de�nido em um subconjunto denso de um espaço de Hilbert H tem espectro
puramente pontual, se existir uma base ortonormal de H constituída por autovetores de T .
Devido ao Teorema RAGE [9], localização dinâmica requer espectro puramente pontual. No
entanto, é possível ter sistemas com �comportamento patológico�, isto é, espectro puramente
pontual sem localização dinâmica [1, 12].

Seja H0, o operador de Schrödinger discreto com campo elétrico uniforme, de�nido como

dom(H0) := {ψ ∈ ℓ2(Z)|
∑
n

|n|2|ψn|2 < +∞},

(H0ψ)n := (∆ψ)n + nψn.

Relembre que o Laplaciano discreto é o operador autoadjunto limitado (∆ψ)n := ψn+1 + ψn−1.
Neste trabalho, estudamos análise de Fourier e teoria espectral de operadores autoadjuntos

(não limitados) para mostrarmos que H0 tem espectro puramente pontual e LD. Então, dado
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um potencial V ∈ ℓ∞(Z), mostramos, através de um método de diagonalização baseado no
bem conhecido procedimento iterativo devido originalmente a Kolmogorov, Arnold e Moser
(KAM), que se ||V ||∞ é su�cientemente pequeno, então HV = H0 +V tem espectro puramente
pontual e LD, um resultado provado por C. R. de Oliveira e M. Pigossi em [11]; ver também [15].
Ressaltamos que este resultado devido a C. R. de Oliveira e M. Pigossi con�rmou rigorosamente
estimavas numéricas nessa direção obtidas anteriormente em [14].

A organização do trabalho é descrita a seguir. No Capítulo 1, apresentamos em detalhes
o bem conhecido Teorema de Plancherel (ver Teorema 1.8 adiante) para séries de Fourier, que
é uma ferramenta padrão usada ao longo de todo o texto. No Capítulo 2, provamos que H0

é autoadjunto através do celebrado Teorema de Kato-Rellich, que é discutido em detalhes, e
discutimos, também, a existência e unicidade de soluções para a equação de Schrödinger linear
(ES) através do Teorema Espectral. Por �m, no Capítulo 3 discutimos a persistência de espectro
puramente pontual e localização dinâmica para H0 sob perturbações su�cientemente pequenas.

Finalmente, gostaríamos de mencionar que o texto foi escrito admitindo-se que o leitor tenha
apenas conhecimentos prévios equivalentes a um curso padrão de análise real em uma variável,
teoria da medida e integração, como o equivalente ao exposto em [10] e [3], e análise funcional,
como o conteúdo equivalente ao de [4].
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Capítulo 1

Séries de Fourier: teoria básica

Neste capítulo estudaremos a representação de funções periódicas de�nidas em R como
série de funções da forma (e2πkix)k∈Z, com i =

√
−1. Nosso principal objetivo é apresentar

em detalhes o bem conhecido Teorema de Plancherel (ver Teorema 1.8 adiante) para séries de
Fourier. O estudo aqui apresentado é baseado em [6, 17].

1.1 Propriedades elementares

De�nição 1. Seja f : R → C. Dizemos que f é T -periódica se existir T > 0 tal que

f(x+ T ) = f(x), ∀x ∈ R.

Neste capítulo nos deteremos a funções 1-periódicas. Deste modo, neste trabalho, sempre
que nos referirmos ao termo função periódica, estamos assumindo que a função é 1-periódica.
Note que uma função f : R → C 1-periódica é totalmente determinada por sua restrição ao
conjunto T = R\Z ≃ [0, 1) ⊂ R.

Dado 1 ≤ p < +∞, de�nimos o espaço Lp(T) como

Lp(T) :=
{
f : T → C; f é mensurável e

∫
T
|f(x)|pdx < +∞

}
,

onde a integral acima utilizada é a integral de Lebesgue em relação à medida de Lebesgue de
R. Dado j ∈ N ∪ {0}, de�nimos o espaço Cj(T) como o conjunto das funções de�nidas em T
cuja extensão periódica a R é de classe Cj. Como padrão, denotamos C(T) ≡ C0(T).

Suponhamos, então, que existam constantes . . . , a−2, a−1, a0, a1, a2, . . . , an, . . . ∈ C tais que

f(x) =
∑
k∈Z

ake
2πkix, ∀x ∈ T. (1.1)

Seja n ∈ Z. Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por e−2πnix e integrando
em relação à medida de Lebesgue, obtemos:

∫
T
f(x)e−2πnixdx =

∫
T

(∑
k∈Z

ake
2πkixe−2πnix

)
dx =

∫
T

(∑
k∈Z

ake
2π(k−n)ix

)
dx.

Se for válida a integração membro a membro, a igualdade acima torna-se:∫
T
f(x)e−2πnixdx =

∑
k∈Z

∫
T
ake

2π(k−n)ixdx = an,

o que motiva as seguintes de�nições.
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De�nição 2. Seja f ∈ L1(T). O k-ésimo coe�ciente da série de Fourier, k ∈ Z, é de�nido por

f̂(k) :=

∫
T
f(x)e−2πkixdx. (1.2)

De�nição 3. Sejam f ∈ L1(T) e x ∈ T. A série de Fourier de f em x, S[f ](x), é de�nida por

S[f ](x) :=
∑
k∈Z

f̂(k)e2πkix. (1.3)

Ainda não se sabe quando a série acima converge e em que sentido; por exemplo, a princípio,
esta pode ser condicionalmente convergente. A partir de agora, neste capítulo, estabeleceremos
uma discussão nessa direção.

Recorde que o espaço das sequências limitadas é de�nido como

ℓ∞(Z) := {a : Z → C; sup
k∈Z

|ak| < +∞},

||a||ℓ∞(Z) := sup
k∈Z

|ak|.

Proposição 1. Sejam f, g funções periódicas e k ∈ Z.

(i) F : L1(T) → ℓ∞(Z), F(f) = f̂ , é um operador linear limitado satisfazendo

||f̂ ||ℓ∞(Z) ≤ ||f ||L1(T).

(ii) Se f ∈ L1(T), então τ̂yf(k) = e−2πikyf̂(x), onde τyf(x) := f(x− y).

(iii) Se f ∈ Cj(T), então
d̂α

dxα
f(k) = (2πik)αf̂(k),

onde α ∈ N, com α ≤ j.

(iv) (Lema de Riemann-Lebesgue) Se f ∈ L1(T), então

lim
|k|→+∞

f̂(k) = 0.

Demonstração. (i) A linearidade de F é imediata. Mostraremos agora que

||f̂ ||ℓ∞(Z) = sup
k∈Z

|f̂(k)| ≤ ||f ||L1(T).

De fato, sejam f ∈ L1(T) e k ∈ Z arbitrário. Temos:

|f̂(k)| =
∣∣∣∣∫

T
f(x)e−2πikxdx

∣∣∣∣ ≤ ∫
T
|f(x)| · 1dx = ||f ||L1(T).

Como k ∈ Z é arbitrário, segue-se que

||f̂ ||ℓ∞(Z) = sup
k∈Z

|f̂(k)| ≤ ||f ||L1(T).

(ii) Com efeito, realizando-se mudança de variáveis e utilizando o fato de que

f(x+ 1) = f(x), ∀x ∈ R,
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temos:

τ̂yf(k) =

∫
T
f(x− y)e−2πikxdx =

∫
[0,1)

f(x− y)e−2πikxdx =

∫ 1−y

−y
f(u)e−2πik(u+y)du,

= e−2πiky

∫ 1−y

−y
f(u)e−2πikudu

= e−2πiky

∫ 1

0

f(u)e−2πikudu

= e−2πiky

∫
T
f(u)e−2πikudu

= e−2πikyf̂(k).

(iii) Mostraremos o caso α = 1. Temos, aplicando-se integração por partes e o fato de que
f(0) = f(1):

d̂f

dx
(k) =

∫
T

df

dx
(x)e−2πikxdx

= f(x)e−2πikx

∣∣∣∣1
0

− (−2πik)

∫ 1

0

f(x)e−2πikxdx

= f(1)e−2πik − f(0)− (−2πik)

∫
T
f(x)e−2πikxdx

= f(1) · 1− f(0) + 2πikf̂(k)

= f(0)− f(0) + 2πikf̂(k)

= 2πikf̂(k).

O caso geral se faz por indução.

(iv) Seja ϵ > 0 arbitrário. Como o espaço S das funções simples de�nidas em T é denso em
L1(T), existe uma função simples g ∈ S tal que:∫

T
|f(x)− g(x)|dx < ϵ

2
. (1.4)

Suponhamos que g se escreva como:

g =
N∑
i=1

ciχ(ai,bi),

com N ∈ N, (ai, bi) ⊂ T, para cada i = 1, . . . , N , e c1, c2, . . . , cN ∈ C. Note que:∫
T
g(x)e−2πikxdx =

∫
T

N∑
i=1

ciχ(ai,bi)e
−2πikxdx

=
N∑
i=1

ci

∫
T
χ(ai,bi)e

−2πikxdx

=
N∑
i=1

ci

∫ bi

ai

e−2πikxdx

=
N∑
i=1

ci
e−2πikbi − e−2πikai

−2πik
.
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Daí, pela última igualdade acima, existe k0 ∈ N tal que:

|k| ≥ k0 ⇒
∣∣∣∣∫

T
g(x)e−2πikxdx

∣∣∣∣ < ϵ

2
. (1.5)

Observe que:∣∣∣∣∫
T
f(x)e−2πikxdx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
T
g(x)e−2πikxdx+

∫
T
[f(x)− g(x)]e−2πikxdx

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫

T
g(x)e−2πikxdx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
T
[f(x)− g(x)]e−2πikxdx

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫

T
g(x)e−2πikxdx

∣∣∣∣+ ∫
T
|f(x)− g(x)|dx.

Pela desigualdade acima e por (1.4) e (1.5), se |k| ≥ k0, tem-se∣∣∣∣∫
T
f(x)e−2πikxdx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
T
g(x)e−2πikxdx

∣∣∣∣+ ∫
T
|f(x)− g(x)|dx < ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ.

Logo,

lim
|k|→+∞

f̂(k) = lim
|k|→+∞

∫
T
f(x)e−2πikxdx = 0.

1.2 Polinômios trigonométricos

De�nição 4 (Polinômio trigonométrico). Seja P : T → C. Dizemos que P é um polinômio
trigonométrico se existem N ∈ N e escalares ak ∈ C, |k| ≤ N , tais que

P (x) =
N∑

k=−N

ake
2kπix, ∀x ∈ T.

É bem conhecido que aproximações por polinômios trigonométricos em técnicas de análise
que envolvem análise de Fourier podem ser bastante úteis. Como veremos, tais aproximações
aparecem naturalmente na prova do Teorema de Plancherel (Teorema 1.8).

Nesta seção, nosso principal objetivo é provar que os polinômios trigonométricos são densos
em espaços apropriados.

De�nição 5 (Álgebra em C). Sejam X ⊂ R um espaço topológico e C(X) ≡ C(X;C) o
conjunto das funções contínuas de X em C. Dizemos que uma coleção M ⊂ C(X) é uma
álgebra em C(X) se M é um subespaço de C(X) e f · g ∈ M, quaisquer que sejam f, g ∈ M.
SeM é uma álgebra em C(X) e para toda f ∈ M, tem-se que o conjugado f ∈ M, dizemos que
M é fechada sob a conjugação complexa. Ademais, dizemos que M é uma álgebra que separa
pontos se para todo par de pontos x, y ∈ X, com x ̸= y, existe f ∈ M tal que f(x) ̸= f(y).

Dado um espaço topológico compacto X ⊂ R, pode-se introduzir a norma ∥·∥∞ em C(X)
de�nindo:

∥f∥∞ := sup
x∈X

|f(x)|.

A norma ∥·∥∞ de�nida acima goza da propriedade ∥fg∥∞ ≤ ∥f∥∞ ∥g∥∞ , ∀f, g ∈ C(X).
Daqui em diante, a menos que explicitamente mencionado em sentido contrário, o espaço C(X)
será sempre considerado munido com a norma ∥·∥∞ acima de�nida.
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Proposição 2. Seja X ⊂ R um espaço topológico compacto. Se M é uma álgebra em C(X)
fechada sob a conjugação complexa que separa pontos, então seu fecho M (relativamente à
norma ∥·∥∞) é também uma álgebra em C(X) fechada sob a conjugação complexa que separa
pontos.

Demonstração. ComoM é um subespaço de (C(X), ∥·∥∞), então segue-se queM é também um
subespaço de (C(X), ∥·∥∞). Mostremos que dados f, g ∈ M quaisquer, tem-se que f · g ∈ M.
De fato, dados f, g ∈ M, existem sequências (fn)n∈N, (gn)n∈N ⊂ M tais que

lim
n→∞

∥fn − f∥∞ = lim
n→∞

∥gn − g∥∞ = 0.

Agora, para cada n ∈ N, pela desigualdade triangular,

∥fngn − fg∥∞ = ∥(fngn − fgn) + (fgn − fg)∥∞ ≤ ∥gn∥∞ ∥fn − f∥∞ + ∥f∥∞ ∥gn − g∥∞ .

Como existe A > 0 tal que ∥gn∥∞ ≤ A, ∀n ∈ N, tomando-se n → ∞ na desigualdade acima
obtém-se lim

n→∞
∥fngn − fg∥∞ = 0. Assim, fg ∈ M.

Vamos mostrar agora que M é fechada sob a conjugação complexa. Seja f ∈ M. Existe
uma sequência (fn)n∈N ⊂ M com lim

n→∞
∥fn − f∥∞ = 0. Como M é fechada sob a conjugação

complexa, tem-se (fn)n∈N ⊂ M. A�rmamos que lim
n→∞

∥∥fn − f
∥∥
∞ = 0. De fato,

lim
n→∞

∥∥fn − f
∥∥
∞ = lim

n→∞
sup
x∈X

|fn(x)− f(x)|

= lim
n→∞

sup
x∈X

|fn(x)− f(x)| = lim
n→∞

∥fn − f∥∞ = 0.

Então, M é uma álgebra em C(X) fechada sob a conjugação complexa. Resta mostrar que M
separa pontos. Mas isto decorre imediatamente do fato de queM ⊂ M eM separa pontos.

Proposição 3. O conjunto P dos polinômios trigonométricos constitui uma álgebra em C(T)
fechada sob a conjugação complexa que separa pontos.

Demonstração. Como P é um subespaço de C(T), para veri�car que P é uma álgebra basta
apenas mostrar que dados P,Q ∈ P , tem-se P · Q ∈ P . De fato, como P,Q são polinômios
trigonométricos, existem escalares aj, bk ∈ C tais que P (x) =

∑N
k=−N aje

2jπix, ∀x ∈ T e
Q(x) =

∑M
k=−M bke

2kπix, ∀x ∈ T. Então,

(P ·Q)(x) =

(
N∑

j=−N

aje
2jπix

)(
M∑

k=−M

bke
2kπix

)

=
N∑

j=−N

aje
2jπix

(
M∑

k=−M

bke
2kπix

)

=
N∑

j=−N

(
M∑

k=−M

aje
2jπixbke

2kπix

)

=
N∑

j=−N

M∑
k=−M

ajbke
2(j+k)πix, ∀x ∈ T.

Portanto, P · Q ∈ P . Assim, P é uma álgebra em C(T). Mostremos que P é fechada sob a
conjugação complexa. Seja P =

∑N
k=−N ake

2kπi(·) um polinômio trigonométrico. Tem-se:

P (x) = P (x) =
N∑

k=−N

ake2kπix =
N∑

k=−N

ake2kπix =
N∑

k=−N

ake
−2kπix, ∀x ∈ T.
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Então, P ∈ P . Logo, P é fechada sob a conjugação complexa. Resta mostrar que P separa
pontos. Com efeito, suponhamos, por absurdo, que existam x0, y0 ∈ [0, 1) distintos tais que
para todo h ∈ P , h(x0) = h(y0). Sabe-se que α : [0, 1) → R2 de�nida por:

α(t) = (sen(2πt), cos(2πt))

é injetiva.

As funções f : [0, 1) → R, g : [0, 1) → R, de�nidas por f(x) = sen(2πx), g(x) = cos(2πx),
pertencem a P . Note também que α(t) = (f(t), g(t)) para todo t ∈ [0, 1). Então, α(x0) = α(y0)
e, da injetividade de α em [0, 1), segue-se que x0 = y0 (contradição).

O seguinte teorema, cuja demonstração pode ser vista em [10, p. 141], será usado na prova
de que o espaço P dos polinômios trigonométricos é denso em C(T).

Teorema 1 (Teorema de Stone-Weierstrass). Sejam X ⊂ R um espaço topológico de Hausdor�
compacto e A uma álgebra de C(X), que separa pontos e fechada sob a conjugação complexa.
Se A = A, então A = C(X) ou A = {f ∈ C(X); f(x0) = 0} para algum x0 ∈ X.

Proposição 4. O espaço P dos polinômios trigonométricos de T é denso em C(T).

Demonstração. Pela Proposição 3, o espaço P dos polinômios trigonométricos de T é uma
álgebra em C(T) que separa pontos fechada pela conjugação complexa. Pela Proposição 2, P
também o é. Como P é um conjunto fechado, pelo Teorema de Stone-Weierstrass segue-se que
P = C(T) ou P = {f ∈ C(T); f(x0) = 0} para algum x0 ∈ T. Como a função constante
f : T → C, de�nida por f(x) = 1 para todo x ∈ T, pertence a P ⊂ P , não se pode ter
P = {f ∈ C(T); f(x0) = 0} para algum x0 ∈ T. Logo, P = C(T).

Proposição 5. Seja 1 ≤ p <∞. O espaço das funções contínuas C(T) é denso (relativamente
à norma ∥·∥p) em Lp(T).

Demonstração. Com efeito, dada f ∈ C(T), segue-se que C(T) ⊂ Lp(T), pois f é limitada.
Mostremos agora que Lp(T) ⊂ C(T), relativamente à norma ∥·∥p. Seja g ∈ Lp(T). Como o

espaço das funções simples
∑N

i=1 ciχEi
, onde cada Ei ⊂ T é um intervalo limitado, é denso em

Lp(T), dado ϵ > 0, tomemos f =
∑N

i=1 ciχEi
simples tal que ∥g − f∥p < ϵ/2. Podemos tomar,

para cada i = 1, . . . , N , uma função teste hi : R → R in�nitamente diferenciável que se anula
em R \ [0, 1] tal que ∥ciχEi

− hi∥p < ϵ/2N . Seja h : R → R de�nida por h =
∑N

i=1 hi. É claro

que h̃ := h|T ∈ C(T) e, aplicando-se a desigualdade triangular, obtemos que ||g − h̃||p < ϵ.
Logo, C(T) é denso em Lp(T).

A demonstração do resultado seguinte pode ser vista em [10, p. 98].

Teorema 2 (Teorema da Diferenciação de Lebesgue). Sejam E ⊂ Rn um conjunto mensurável
à Lebesgue e f : E → C tal que

∫
K
|f(x)|dx < +∞ para todo K ⊂ E limitado e mensurável.

Então:

lim
r→0

1

m(B(x; r))

∫
B(x;r)

f(y)dy = f(x),

para quase todo x ∈ E, onde m denota a medida de Lebesgue.

Corolário 1. Sejam h1, h2 ∈ L1(T) tais que
∫ x
0
h1(y)dy =

∫ x
0
h2(y)dy para todo x ∈ T. Então,

h1(x) = h2(x) q.t.p. em T.
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Demonstração. Com efeito, seja x ∈ (0, 1). Dado ϵ > 0 su�cientemente pequeno, tem-se∫
(x−ϵ,x+ϵ)[h1(y)− h2(y)]dy = 0. Daí,

1

m([x− ϵ, x+ ϵ])

∫
(x−ϵ,x+ϵ)

[h1(y)− h2(y)]dy = 0

. Portanto,

lim
ϵ→0

1

m([x− ϵ, x+ ϵ])

∫
(x−ϵ,x+ϵ)

[h1(y)− h2(y)]dy = 0.

Logo, pelo Teorema da Diferenciação de Lebesgue, h1(x) = h2(x) q.t.p.

Recorde que se 1 ≤ p < +∞, então

ℓp(Z) := {a : Z → C;
∑
k∈Z

|ak|p < +∞},

||a||ℓp(Z) :=
[∑
k∈Z

|ak|p
]1/p

.

Teorema 3. Valem as seguintes a�rmações:

i) O espaço dos polinômios trigonométricos é denso em Lp(T), 1 ≤ p < +∞.

ii) Se f ∈ L1(T) é tal que f̂(k) = 0, ∀k ∈ Z, então f(x) = 0, para quase todo ponto em T.

iii) Se f ∈ L1(T) e f̂ ∈ ℓ1(Z), então

f(x) =
∑
k∈Z

f̂(k)e2πikx, (1.6)

para quase todo ponto x ∈ T.

Demonstração. (i) Seja 1 ≤ p < +∞. O espaço dos polinômios trigonométricos P está con-
tido em Lp(T) (pois todo polinômio trigonométrico é mensurável e limitado). Mostremos que
Lp(T) ⊂ P . Seja f ∈ Lp(T). Dado ϵ > 0, pela Proposição 5 existe g : T → C contínua tal
que ∥f − g∥p < ϵ/2. Por outro lado, da densidade de P em (C(T), ∥·∥∞), existe P ∈ P tal

que ∥P − g∥∞ <
ϵ

2
. Daí, ∥g − P∥p = ∥P − g∥p ≤ ∥P − g∥∞ < ϵ/2. Assim, pela desigualdade

triangular, ∥f − P∥p ≤ ∥f − g∥p + ∥g − P∥p < ϵ/2 + ϵ/2 = ϵ. Logo, P é denso em Lp(T).

(ii) Se f ∈ L1(T) e

f̂(k) =

∫
T
f(x)e−2kπixdx = 0, ∀k ∈ Z,

então dado um polinômio trigonométrico P =
∑N

k=−N ake
2kπi(·) arbitrário, tem-se:

∫
T
f(x)P (x)dx =

∫
T
f(x)

N∑
k=−N

ake
2kπixdx =

N∑
k=−N

ak

∫
T
f(x)e2kπixdx = 0.

A�rmação 1.
∫
T f(x)g(x)dx = 0, qualquer que seja g ∈ C(T).
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Prova da a�rmação:

Seja g ∈ C(T). Pela densidade dos polinômios trigonométricos em C(T), dado n ∈ N, existe
um polinômio trigonométrico Pn tal que ∥Pn − g∥∞ < 1/n. Assim,

∣∣∣∣∫
T
f(x)g(x)

∣∣∣∣ dx =

∣∣∣∣∫
T
f(x)[g(x)− Pn(x) + Pn(x)]dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
T
f(x)[g(x)− Pn(x)]dx+

∫
T
f(x)Pndx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
T
f(x)[g(x)− Pn(x)]dx+ 0

∣∣∣∣
≤
∫
T
|f(x)[g(x)− Pn(x)]|dx

≤
∫
T
|f(x)||g(x)− Pn(x)|dx

≤
∫
T
|f(x)| 1

n
dx

≤ 1

n

∫
T
|f(x)|dx.

Logo, como f ∈ L1(T), tomando-se n→ ∞, tem-se
∫
T f(x)g(x)dx = 0.

A a�rmação está provada.

A�rmação 2. Dado (a, b) ⊂ R, b > a, tem-se
∫
T f(x)χ(a,b)(x)dx = 0.

Prova da a�rmação:

Com efeito, existe uma sequência (hn)n∈N de funções teste, com cada hn : R → R in�-
nitamente diferenciável que se anula em R \ [0, 1] e |hn(x)| ≤ 1 para todo x ∈ R, tal que
hn(x) → χ(a,b)(x) q.t.p. Claro que f(x)hn(x) → f(x)χ(a,b)(x) q.t.p. e |f(x)hn(x)| ≤ |f(x)|.
Como f é integrável, pelo Teorema da Convergência Dominada segue-se que∫

T
f(x)χ(a,b)(x)dx = lim

n→∞

∫
T
f(x)hn(x)dx.

Por outro lado, pela A�rmação 1,
∫
T f(x)hn(x)dx = 0, qualquer que seja n ∈ N, tem-se

limn→∞
∫
T f(x)hn(x)dx = 0. Logo, pela igualdade acima,

∫
T f(x)χ(a,b)(x)dx = 0.

A a�rmação está provada.

Seja y ∈ T e, para cada r > 0, seja gr ≡
1

m(y − r, y + r)
χ(y−r,y+r). Pela A�rmação 2,

0 =

∫
T
f(x)gr(x)dx =

1

m(y − r, y + r)

∫
T
f(x)χ(y−r,y+r)(x)dx

=
1

m(y − r, y + r)

∫
(y−r,y+r)

f(x)dx.

Então,

lim
r→0

1

m(y − r, y + r)

∫
(y−r,y+r)

f(x)dx = 0.
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Por outro lado, pelo Teorema da Diferenciação de Lebesgue,

lim
r→0

1

m(y − r, y + r)

∫
(y−r,y+r)

f(x)dx = f(y), para quase todo y ∈ T.

Logo, f(x) = 0, para quase todo ponto x ∈ T.

(iii) Com efeito, de�namos g : T → C por g(x) =
∑

n∈Z f̂(n)e
2πinx, x ∈ T. Como f̂ ∈ ℓ1(Z),

g está bem de�nida. Mostraremos agora que ĝ ≡ f̂ . Com efeito, note inicialmente que pelo
Teste M de Weierstrass, a série converge uniformemente para g. Deste modo, dado k ∈ Z:

ĝ(k) =

∫
T
g(x)e−2πikxdx

=

∫
T

∑
n∈Z

f̂(n)e2πinxe−2πikxdx

=

∫
T

∑
n∈Z

f̂(n)e2πi(n−k)xdx

=
∑
n∈Z

∫
T
f̂(n)e2πi(n−k)xdx,

onde a última igualdade acima decorre da convergência uniforme da série. Prosseguindo, tem-se:

ĝ(k) =
∑
n∈Z

f̂(n)

∫
T
e2πi(n−k)dx = f̂(k).

Portanto, f̂ ≡ ĝ. Note que g ∈ L1(T), pois g é limitada. Daí,

̂(f − g) ≡ 0.

Como f −g ∈ L1(T), segue-se pelo item (ii) que f −g ≡ 0, para quase todo ponto x ∈ T. Logo,
f ≡ g em quase todo ponto x ∈ T, o que encerra a prova da proposição.

1.3 Teorema de Plancherel

Nesta secção nós apresentaremos o principal resultado do capítulo, o Teorema de Plancherel;
para tanto, naturalmente alguma preparação é necessária.

Consideremos agora o espaço vetorial L2(T). Sabemos que podemos de�nir um produto
interno ⟨·, ·⟩ : L2(T)× L2(T) → C por:

⟨f, g⟩ =
∫
T
f(x)g(x)dx,

fazendo de L2(T) um espaço de Hilbert.
De�namos agora, para cada n ∈ Z, a função ϕn : T → C por

ϕn(x) = e2nπix, x ∈ T. (1.7)

Proposição 6. O conjunto E = {ϕn;n ∈ Z} constitui um sistema ortonormal completo para
L2(T).
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Demonstração. Um cálculo direto mostra que E é um conjunto ortonormal. Resta mostrar que
E⊥ = {0}. Com efeito, seja ψ ∈ E⊥. Temos ⟨ψ, ϕk⟩ = 0, ∀k ∈ Z. Então,

0 = ⟨ψ, ϕk⟩ =
∫
T
ψ(x)e−2πikxdx = ψ̂(k), ∀k ∈ Z.

Deste modo, como ψ ∈ L1(T), pois L2(T) ⊂ L1(T), pelo Teorema 3, item (i), segue-se que
ψ(x) = 0 em quase todo ponto x ∈ T. Logo, E⊥ = {0}.

Teorema 4 (Teorema de Plancherel). Seja f ∈ L2(T). Então, f̂ ∈ ℓ2(Z) e

∥f∥L2(T) =
∥∥∥f̂∥∥∥

ℓ2(Z)
.

O operador linear F : L2(T) → ℓ2(Z) de�nido por F(f) = f̂ é uma isometria sobrejetiva.

Demonstração. Sejam f ∈ L2(T) e, para cada k ∈ Z, ϕk como em (1.7). Pela Proposição 4,
o espaço dos polinômios trigonométricos é denso em L2(T). Assim, existe uma sequência de
polinômios trigonométricos (Pn)n∈N tal que

lim
n→∞

∥Pn − f∥L2(T) = 0.

A�rmação 3. Se P é um polinômio trigonométrico, então ∥P∥L2(T) = ∥F(P )∥ℓ2(Z).

Prova da a�rmação:

Seja P =
∑N

k=−N akϕk um polinômio trigonométrico arbitrário. Observe que P̂ (k) = ak, se

|k| ≤ N e P̂ (k) = 0, se |k| > N . Assim, como o conjunto {ϕk}k∈Z é ortonormal, segue-se que

∥P∥L2(T) =

(
N∑

k=−N

|ak|2
)1/2

=

(∑
k∈Z

|P̂ (k)|2
)1/2

=
∥∥∥P̂∥∥∥

ℓ2(Z)
= ∥F(P )∥ℓ2(Z) . (1.8)

Isto encerra a prova da a�rmação.

A�rmação 4. Existe φ ∈ ℓ2(Z) tal que lim
n→∞

∥F(Pn)− φ∥ℓ2(Z) = 0.

Prova da a�rmação:

Com efeito, a sequência (F(Pn))n∈N é de Cauchy em ℓ2(Z), pois pela linearidade de F e
pelo fato de que (Pn)n∈N é sequência de Cauchy em L2(T), tem-se:

∥F(Pn)−F(Pl)∥ℓ2(Z) = ∥F(Pn − Pl)∥ℓ2(Z) = ∥Pn − Pl∥L2(T) ,

onde na última igualdade empregamos a A�rmação 3. Então, como (F(Pn))n∈N é de Cauchy
no espaço de Banach ℓ2(Z), existe φ ∈ ℓ2(Z) tal que

lim
n→∞

∥F(Pn)− φ∥ℓ2(Z) = 0.

Isto encerra a prova da a�rmação.
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A�rmação 5. φ = F(f).

Prova da a�rmação:

Seja k ∈ Z arbitrário. Tem-se:

|F(Pn)(k)−F(f)(k)| = |(F(Pn)−F(f))(k)| = |F(Pn − f)(k)|

=

∣∣∣∣∫ 1

0

[Pn(x)− f(x)]e−2kπixdx

∣∣∣∣
≤ ∥Pn − f∥L2(T)

∥∥e2kπi(·)∥∥
L2(T)

≤ ∥Pn − f∥L2(T) · 1,

onde a primeira desigualdade acima segue da Desigualdade de Cauchy-Schwartz. Então, como
lim
n→∞

∥Pn − f∥L2(T) = 0, tem-se

lim
n→∞

|F(Pn)(k)−F(f)(k)| = 0. (1.9)

Agora, por outro lado, como lim
n→∞

∥F(Pn)− φ∥ℓ2(Z) = 0, dado ϵ > 0, existe n0 ∈ N tal que

n ≥ n0 ⇒ ϵ > ∥F(Pn)− φ∥ℓ2(Z) =

[∑
l∈Z

|F(Pn)(l)− φ(l)|2
]1/2

≥ |F(Pn)(k)− φ(k)|.

Portanto, lim
n→∞

|F(Pn)(k)−φ(k)| = 0. Então, pela unicidade do limite, usando-se (1.9), obtemos
que

φ(k) = F(f)(k).

Como k ∈ Z é arbitrário, F(f) ≡ φ.

Isto encerra a prova da a�rmação.

Assim, F(f) ∈ ℓ2(Z). Como lim
n→∞

∥Pn − f∥L2(T) = 0 e lim
n→∞

∥F(Pn)−F(f)∥ℓ2(Z) = 0, segue-
se que

∥f∥L2(T) = lim
n→∞

∥Pn∥L2(T) = lim
n→∞

∥F(Pn)∥ℓ2(Z) = ∥F(f)∥ℓ2(Z) .

Logo, F : L2(T) → ℓ2(Z) é uma isometria.

Mostraremos agora que F é sobrejetivo. Seja (ak)k∈Z ∈ ℓ2(Z). Para cada n ∈ N de�na a
função Sn : T → C por:

Sn :=
n∑

k=−n

akϕk.

A sequência (Sn)n∈N é de Cauchy em L2(T), pois dados n, l ∈ N, com l < n, temos, pela
ortonormalidade de {ϕk}k∈Z:
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∥Sl − Sn∥L2(T) =

∥∥∥∥∥∥
∑

l<|k|≤n

akϕk

∥∥∥∥∥∥
L2(T)

=

 ∑
l<|k|≤n

|ak|2
1/2

.

Assim, como (ak)k∈Z ∈ ℓ2(Z), segue-se que (Sn)n∈N é sequência de Cauchy em L2(T). Daí,
como o espaço L2(T) é de Banach, existe g ∈ L2(T) tal que

lim
n→∞

∥Sn − g∥L2(T) = 0. (1.10)

Agora vamos mostrar que ĝ ≡ (ak)k∈Z, �nalizando a prova do teorema. Seja k ∈ Z arbitrário.
A�rmamos que lim

n→∞
Ŝn(k) = ĝ(k). Com efeito, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwartz,

obtemos:

|Ŝn(k)− ĝ(k)| =
∣∣∣∣∫

T
[Sn(x)− g(x)]e−2πikxdx

∣∣∣∣ ≤ ∥Sn − g∥L2(T)

Por (1.10), temos:

lim
n→∞

Ŝn(k) = ĝ(k). (1.11)

Novamente, note que:

Ŝn(k) =

∫
T
Sn(x)e

−2πikxdx = ak, se |k| ≤ n.

Daí,

lim
n→∞

Ŝn(k) = ak, ∀k ∈ Z. (1.12)

Por (1.11) e (1.12), segue-se que:

ĝ(k) = ak.

Então, como k ∈ Z é arbitrário, ĝ ≡ (ak)k∈Z.
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Capítulo 2

Teoria espectral

Neste capítulo, vamos mostrar que H0 é autoadjunto e discutir a existência e unicidade
de soluções para a equação de Schrödinger linear (ES) através do Teorema Espectral, isto é,
daremos sentido para a família de operadores (e−iT t)t∈R, onde T é um operador autoadjunto
(não necessariamente limitado!) em um espaço de Hilbert complexo separável. A principal
referência seguida para a discussão que se estabelece neste capítulo foi [9].

2.1 Operadores autoadjuntos

Sejam H um espaço de Hilbert complexo separável e A : dom A ⊂ H → H um operador
linear densamente de�nido, i.e., dom A = H. De�namos:

dom A∗ := {φ ∈ H;∃η ∈ H tal que ⟨η, ψ⟩ = ⟨φ,Aψ⟩,∀ψ ∈ dom A}.

Dado φ ∈ dom A∗, sabemos, então, que existe η ∈ H tal que

⟨η, ψ⟩ = ⟨φ,Aψ⟩, ∀ψ ∈ dom A. (2.1)

Convém indagar se η assim obtido é único. A resposta é a�rmativa. Com efeito, suponhamos
que existam η, η′ ∈ H que satisfaçam (2.1). Temos:

⟨η, ψ⟩ = ⟨φ,Aψ⟩ = ⟨η′, ψ⟩, ∀ψ ∈ dom A⇒ ⟨η − η′, ψ⟩ = 0, ∀ψ ∈ dom A.

Assim, ⟨η − η′, ψ⟩ = 0, ∀ψ ∈ dom A. O seguinte lema nos permite concluir que η = η′.

Lema 1. Sejam H um espaço de Hilbert, B ⊂ H um conjunto denso em H e θ ∈ H. Se
⟨θ, β⟩ = 0, ∀β ∈ B, então θ = 0.

Demonstração. De fato, pela densidade de B em H, existe uma sequência (θn)n∈N ⊂ B tal que
lim
n→∞

θn = θ. Daí, ⟨θ, θn⟩ = 0, ∀n ∈ N. Então, 0 = lim
n→∞

⟨θ, θn⟩ = ⟨θ, lim
n→∞

θn⟩ = ⟨θ, θ⟩. Logo,

θ = 0.

Deste modo, pelo Lema 1, segue-se que η = η′. Podemos então de�nir o operador adjunto.

De�nição 6 (Operador adjunto). Seja A : dom A ⊂ H → H um operador densamente de�nido.
O operador adjunto de A é o operador A∗ : dom A∗ ⊂ H → H de�nido por A∗φ = η, onde
η ∈ H satisfaz (2.1).

A discussão feita anteriormente nos permite concluir que A∗ está bem de�nido.

De�nição 7. Seja A : dom A ⊂ H → H um operador linear densamente de�nido. Dizemos
que A é fechado se o grá�co Graf (A) de A for fechado em H×H.
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Proposição 7. dom A∗ é um subespaço de H e A∗ é um operador linear fechado.

Demonstração. Mostraremos inicialmente que dom A∗ é um subespaço vetorial e que A∗ é
linear. Com efeito, pela de�nição de dom A∗, 0 ∈ dom A∗. Sejam φ, ψ ∈ dom A∗, λ ∈ C.
Temos:

⟨λφ+ ψ,Aθ⟩ = λ⟨φ,Aθ⟩+ ⟨ψ,Aθ⟩, ∀θ ∈ dom A,

= λ⟨A∗φ, θ⟩+ ⟨A∗ψ, θ⟩, ∀θ ∈ dom A,

= ⟨λA∗φ+ A∗ψ, θ⟩, ∀θ ∈ dom A.

Assim, λφ + ψ ∈ dom A∗ e A∗(λφ + ψ) = λA∗φ + A∗ψ. Resta, por �m, mostrar que A∗ é
fechado. Seja (xn, A

∗xn)n∈N ⊂ Graf A∗ tal que (xn, A
∗xn) → (a, b) ∈ H ×H. Então, xn → a e

A∗xn → b. Agora,

⟨xn, Aφ⟩ = ⟨A∗xn, φ⟩, ∀φ ∈ dom A, ∀n ∈ N.

Assim, fazendo n→ ∞, obtemos:

⟨a,Aφ⟩ = ⟨ lim
n→∞

xn, Aφ⟩ = lim
n→∞

⟨xn, Aφ⟩

= lim
n→∞

⟨A∗xn, φ⟩ = ⟨ lim
n→∞

A∗xn, φ⟩ = ⟨b, φ⟩, ∀φ ∈ dom A.

Da de�nição de operador adjunto, segue-se que a ∈ dom A∗ e b = A∗a e, daí, (a, b) ∈ Graf A∗.
Logo, A∗ é um operador fechado.

Dadas duas aplicações A : dom A → E, B : dom B → E, dizemos que B estende A, e
denotamos por A ⊂ B, se dom A ⊂ dom B e B(v) = A(v), ∀v ∈ dom A.

De�nição 8 (Operador simétrico). Seja A : dom A ⊂ H → H um operador linear densamente
de�nido em um espaço de Hilbert. Dizemos que A é simétrico se

⟨Av,w⟩ = ⟨v,Aw⟩, ∀v, w ∈ dom A.

A de�nição acima é equivalente a a�rmar que A ⊂ A∗.

De�nição 9 (Operador autoadjunto). Um operador linear A : dom A ⊂ H → H densamente
de�nido é autoadjunto se A = A∗.

Note que todo operador autoadjunto é simétrico. Porém, a recíproca para este fato é
falsa. Apresentaremos a seguir um exemplo nessa direção. Naturalmente, alguma preparação
é necessária.

De�nição 10 (Função absolutamente contínua). Seja F : [a, b] → C uma função. Dizemos que
F é absolutamente contínua em [a, b] se dado ϵ > 0, existe δ > 0 tal que para toda coleção
�nita de intervalos disjuntos [a1, b1], [a2, b2], . . . , [an, bn] de [a, b] tem-se

n∑
i=1

(bi − ai) < δ ⇒
n∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| < ϵ.

A proposição a seguir nos ajuda a obter exemplos de funções absolutamente contínuas.

Proposição 8. Se F : [a, b] → C possui derivada limitada, então F é absolutamente contínua.
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Demonstração. Com efeito, como F ′ é limitada, existeM > 0 tal que |F ′(x)| ≤M, ∀x ∈ [a, b].
Dado ϵ > 0, tome δ = ϵ/M . Se [a1, b1], [a2, b2], . . . , [an, bn] são intervalos disjuntos de [a, b] tais
que

∑n
i=1(bi − ai) < δ, então, pelo Teorema do Valor Médio,

n∑
i=1

|F (bi)− F (ai)| =
n∑
i=1

|F ′(ci)(bi − ai)|, ci ∈ (ai, bi), i = 1, 2 . . . , n

≤
n∑
i=1

M |bi − ai| =M

n∑
i=1

|bi − ai| =M

n∑
i=1

bi − ai < M · ϵ

M
= ϵ.

Logo, F é absolutamente contínua.

Proposição 9. Se F : [a, b] → C é absolutamente contínua, então F é uniformemente contínua.

Demonstração. Com efeito, por de�nição, dado ϵ > 0, existe δ > 0 tal que, para todo intervalo
(x, y) ⊂ [a, b], se |x− y| = (y − x) < δ, então |f(x)− f(y)| < ϵ.

A demonstração do próximo teorema pode ser vista em [10, p. 106].

Teorema 5 (Teorema Fundamental do Cálculo para integrais de Lebesgue). Seja F : [a, b] → C;
−∞ < a < b < +∞ . As seguintes a�rmações são equivalentes:

(a) F é absolutamente contínua em [a, b].

(b) F (x)− F (a) =
∫ x
a
f(t)dt para alguma função f ∈ L1[a, b].

(c) F é diferenciável q.t.p em [a, b], F ′ ∈ L1[a, b] e F (x)− F (a) =
∫ x
a
F ′(t)dt.

Corolário 2. Seja G : [0, 1] → C de�nida por G(x) =
∫ x
0
g(y)dy, para alguma g ∈ L1[0, 1].

Então, G′(x) = g(x) q.t.p. em [0, 1].

Demonstração. Com efeito, como G é absolutamente contínua, pelo Teorema 5, tem-se que
G(x) =

∫ x
0
G′(y)dy para todo x ∈ [0, 1]. Logo, pelo Corolário 1, G′(x) = g(x) q.t.p.

Corolário 3 (Integração por partes para integrais de Lebesgue). Sejam F,G : [a, b] → C funções
absolutamente contínuas. Então,∫ b

a

G′(t)F (t)dt+

∫ b

a

G(t)F ′(t)dt = G(b)F (b)−G(a)F (a).

Demonstração. Note que GF : [a, b] → C é absolutamente contínua em [a, b]. Com efeito, como
F,G são absolutamente contínuas, pela Proposição 9, são uniformemente contínuas e, deste
modo, limitadas em [a, b]. Assim, existe M > 0 tal que |F (x)|, |G(x)| ≤ M, ∀x ∈ [a, b].
Ademais, como F é absolutamente contínua, dado ϵ > 0, existe δ1 > 0 tal que para toda
coleção �nita de intervalos disjuntos [a1, b1], . . . , [ak, bk] de [a, b] vale

k∑
i=1

bi − ai < δ ⇒
k∑
i=1

|F (bi)− F (ai)| < ϵ/2M.

Analogamente, existe δ2 > 0 tal que

k∑
i=1

bi − ai < δ ⇒
k∑
i=1

|G(bi)−G(ai)| < ϵ/2M.
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Tome δ = mín {δ1, δ2}. Então:

k∑
i=1

|F (bi)G(bi)− F (ai)G(ai)| =
k∑
i=1

|F (bi)G(bi)− F (ai)G(bi) + F (ai)G(bi)− F (ai)G(ai)|

=
k∑
i=1

|G(bi)[F (bi)− F (ai)] + F (ai)[G(bi)−G(ai)]|

≤
k∑
i=1

|G(bi)[F (bi)− F (ai)]|+
k∑
i=1

|F (ai)[G(bi)−G(ai)]|

≤
k∑
i=1

M |[F (bi)− F (ai)]|+
k∑
i=1

M |[G(bi)−G(ai)]|

< Mϵ/2M +Mϵ/2M = ϵ.

Portanto, F · G é absolutamente contínua. Pelo Teorema 5, F · G é derivável em quase todo
ponto, (F ·G)′ é integrável e (F ·G)(b)− (F ·G)(a) =

∫ b
a
(F ·G)′(t) dt. Daí,

F (b)G(b)− F (a)G(a) =

∫ b

a

(F ·G)′(t) dt =
∫ b

a

(F ′G+GF ′)(t) dt. (2.2)

Observe que F ′G e GF ′ são integráveis, pois para quase todo ponto

|(F ′G)(·)| = |F ′(·)||G(·)| ≤M · |F ′(·)|,
|(G′F )(·)| = |G′(·)||F (·)| ≤M · |G′(·)|,

e como F ′, G′ são integráveis, tem-se∫ b

a

|F ′(t)G(t)| dt ≤M

∫ b

a

|F ′(t)| dt < +∞,∫ b

a

|G′(t)F (t)| dt ≤M

∫ b

a

|G′(t)| dt < +∞.

Logo, por (2.2):

F (b)G(b)− F (a)G(a) =

∫ b

a

(F ′G+GF ′)(t) dt =

∫ b

a

F ′(t)G(t) dt+

∫ b

a

G′(t)F (t) dt.

Vejamos agora o seguinte critério básico, que diz respeito à autoadjunticidade de operadores
simétricos.

Proposição 10 (Critério básico). Seja A : dom A ⊂ H → H, com A ⊂ A∗. As seguintes
a�rmações são equivalentes:

(a) A = A∗,

(b) N(A∗ ± iI) = {0} e A é fechado,

(c) Im(A± iI) = H.
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Demonstração. (a) ⇒ (b) Como A = A∗ e A∗ é fechado (Proposição 7), segue-se que A é
fechado. Resta mostrar que φ ∈ N(A∗ ± iI) ⇒ φ = 0. Com efeito, note que como φ ∈ dom A,
pela de�nição de operador adjunto segue-se que

0 = ⟨0, φ⟩ = ⟨(A∗ ± iI)φ, φ⟩ = ⟨(A± iI)φ, φ⟩ = ⟨Aφ,φ⟩ ± ⟨iφ, φ⟩ = ⟨Aφ,φ⟩ ± i⟨φ, φ⟩.

Note que ⟨Aφ,φ⟩ ∈ R, uma vez que ⟨Aφ,φ⟩ = ⟨φ,Aφ⟩ = ⟨Aφ,φ⟩. Assim, as partes real e
imaginária de ⟨Aφ,φ⟩± i⟨φ, φ⟩ são, respectivamente, ⟨Aφ,φ⟩ e ±⟨φ, φ⟩. Pela igualdade acima,
ambas devem se anular. Então, ⟨φ, φ⟩ = 0. Logo, φ = 0.

(b) ⇒ (c) A demonstração segue das seguintes a�rmações:

A�rmação 6. N(A∗ ∓ iI) = Im(A± iI)⊥.

Prova da a�rmação:

Com efeito,

φ ∈ Im(A± iI)⊥ ⇔ ⟨φ, (A± iI)ψ⟩ = 0, ∀ψ ∈ dom A

⇔ ⟨φ,Aψ⟩ = ⟨±iφ, ψ⟩, ∀ψ ∈ dom A

⇔ φ ∈ dom A∗, A∗φ = ±iφ
⇔ (A∗ ∓ iI)φ = 0

⇔ φ ∈ N(A∗ ∓ iI).

A a�rmação está provada.

A�rmação 7. Im(A± iI) é fechada.

Prova da a�rmação:

Note que dado φ ∈ dom A, tem-se

∥(A± iI)φ∥2 = ⟨(A± iI)φ, (A± iI)φ⟩
= ⟨Aφ,Aφ⟩ ± ⟨Aφ, iφ⟩ ± ⟨iφ,Aφ⟩+ ⟨φ, φ⟩
= ∥Aφ∥2 + ∥φ∥2 ± i(⟨φ,Aφ⟩ − ⟨Aφ,φ⟩).

Como A é simétrico, ⟨φ,Aφ⟩ = ⟨Aφ,φ⟩. Assim, pela última igualdade acima obtemos

∥(A± iI)φ∥2 = ∥Aφ∥2 + ∥φ∥2 ± i(⟨φ,Aφ⟩ − ⟨Aφ,φ⟩)
= ∥Aφ∥2 + ∥φ∥2 , ∀φ ∈ dom A. (2.3)

Seja ((A± iI)φn)n∈N ⊂ Im(A± iI) tal que lim
n→∞

(A± iI)φn = ψ ∈ H. A �m de mostrar que

Im(A± iI) é fechada, é su�ciente mostrar que existe φ ∈ dom A tal que (A± iI)φ = ψ.
Dados, m,n ∈ N, tem-se, pela igualdade (2.3)

∥Aφn − Aφm∥2 = ∥A(φn − φm)∥2 ≤ ∥(A± iI)(φn − φm)∥2

e

∥φn − φm∥2 ≤ ∥(A± iI)(φn − φm)∥2 .

Então, como a sequência ((A± iI)φn)n∈N é de Cauchy, segue-se que as sequências (Aφn)n∈N e
(φn)n∈N são, também, de Cauchy em H. Como H é um espaço de Banach, existem ξ, η ∈ H
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tais que φn → ξ e Aφn → η. Então, (φn, Aφn) → (ξ, η). Daí, como o grá�co de A é fechado,
segue-se que ξ ∈ dom A e η = Aξ. Assim,

ψ = lim
n→∞

(A± iI)φn = lim
n→∞

Aφn ± lim
n→∞

iφn = η ± iξ = Aξ ± iξ = (A± iI)ξ,

com ξ ∈ dom A. Logo, Im(A± iI) é fechada.

A a�rmação está provada.

Assim, pelas duas a�rmações anteriores, como H é espaço de Hilbert e Im(A±iI) é fechada,
temos:

H = {0}⊥ = N(A∓ iI)⊥ = (Im(A± iI)⊥)⊥ = Im(A± iI).

(c) ⇒ (a) Seja η ∈ dom A∗ ⊂ H. Como A∗η ∓ iη ∈ H, existe φ ∈ dom A tal que

A∗η ∓ iη = Aφ± iφ.

Daí, como A ⊂ A∗,

A∗η ∓ iη = Aφ± iφ⇒ A∗η ∓ iη = A∗φ± iφ

⇒ (A∗ ∓ iI)(η − φ) = 0

⇒ (η − φ) ∈ N(A∗ ∓ iI) = Im(A± iI)⊥ = {0}
⇒ η = φ.

Assim, dom A∗ = dom A. Logo, como A ⊂ A∗, A = A∗.

O próximo exemplo mostra que nem todo operador simétrico é autoadjunto.

Exemplo 1. Sejam os seguintes conjuntos:

dom A0 := {φ ∈ L2[0, 1];φ′ ∈ L2[0, 1] e φ é abs. contínua},
dom A1 := {φ ∈ dom A0;φ(0) = φ(1)},
dom A2 := {φ ∈ dom A0;φ(0) = φ(1) = 0}

e seja Aj : dom Aj → L2[0, 1], de�nido por Aj(φ) =
1

i
φ′, j = 0, 1, 2. Então:

(a) A0, A1, A2 são operadores fechados.

(b) A1, A2 são simétricos e A0 não é simétrico.

(c) A∗
0 = A2 e A∗

2 = A0.

(d) A∗
1 = A1.

Demonstração. (a) Mostremos que A0 é fechado. Sejam as sequências (φn)n∈N ⊂ dom A0

e (A0φn)n∈N ⊂ L2[0, 1] tais que φn → φ, A0φn → ψ, para alguns φ, ψ ∈ L2[0, 1]. A �m
de mostrar que A0 é fechado, é su�ciente mostrarmos que existe η ∈ L2[0, 1] absolutamente
contínua tal que η(x) = φ(x) q.t.p., η′ ∈ L2[0, 1] e η′(x) = iψ(x) q.t.p. Como cada φn é
absolutamente contínua, pelo Teorema 5, dado n ∈ N,

φn(x)− φn(0) =

∫ x

0

φ′
n(y)dy,∀x ∈ [0, 1].
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Note que como lim
n→∞

∥φn − φ∥2 = 0 e m([0, 1]) < ∞, segue-se que lim
n→∞

∥φn − φ∥1 = 0. Daí,

existe subsequência (φnk
)k∈N tal que lim

k→∞
|φnk

(x)− φ(x)| = 0 q.t.p. em [0, 1]. Assim,

lim
k→∞

[φnk
(x)− φnk

(0)] = lim
k→∞

∫ x

0

φ′
nk
(y)dy =

∫ x

0

iψ(y)dy,∀x ∈ [0, 1].

Como lim
k→∞

φnk
(x) = φ(x) q.t.p., e existe, pela igualdade acima, lim

k→∞
[φnk

(x) − φnk
(0)], existe,

então, c := lim
k→∞

φnk
(0). Deste modo, tem-se

φ(x) =

∫ x

0

iψ(y)dy + c, x− q.t.p. em [0, 1].

De�na η : [0, 1] → C por

η(x) =

∫ x

0

iψ(y)dy + c. (2.4)

Pelo Teorema 5, η é absolutamente contínua. Como φ ∈ L2[0, 1] e η(x) = φ(x) q.t.p., segue-se
que η ∈ L2[0, 1]. Aplicando-se novamente o Corolário 2, segue-se que η′(x) = iψ(x) q.t.p. Logo,
A0 é fechado.

Mostremos agora que A1 é fechado. Sejam (φn)n∈N ⊂ dom A1 e (A1φn)n∈N ⊂ L2[0, 1]
sequências convergentes em L2[0, 1] a φ e ψ, respectivamente. A �m de mostrar que o grá�co
de A1 é fechado, é su�ciente mostrarmos que existe η ∈ L2[0, 1] tal que η é absolutamente
contínua, η′(x) = iψ(x) q.t.p, η(0) = η(1) e η(x) = φ(x) q.t.p. De�na η : [0, 1] → C como no
caso A0 realizado anteriormente. Resta, então, mostrar que η(0) = η(1). Note que como cada
φn é absolutamente contínua e φn(1)− φn(0) = 0, segue-se que

0 = φn(1)− φn(0) =

∫ 1

0

φ′
n(y)dy,∀n ∈ N.

Tomando-se o limite n → ∞ na igualdade acima, temos 0 =
∫ 1

0
iψ(y)dy (pois φ′

n converge em
L2[0, 1] a iψ). Assim,

η(0) =

∫ 0

0

iψ(y)dy + c =

∫ 1

0

iψ(y)dy + c = η(1).

Logo, A1 é fechado.

Mostremos, por �m, que A2 é fechado. Sejam (φn)n∈N ⊂ dom A2 e (A2φn)n∈N ⊂ L2[0, 1]
sequências convergentes em L2[0, 1] a φ e ψ, respectivamente. De�nindo η : [0, 1] → C como
em (2.4), como c é limite de alguma subsequência de (φn(0))n∈N e cada φn(0) = 0, segue-se que
c = 0. Da prova de que A1 é fechado, sabemos que η é absolutamente contínua, η(x) = φ(x)
q.t.p., η′(x) = ψ(x) q.t.p. e η(0) = η(1). Como η(0) = c = 0, segue-se que η ∈ dom A2. Logo,
pelo que já mostramos anteriormente, A2 é fechado.
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(b) Dados φ, ψ ∈ dom A1, temos:

⟨A1φ, ψ⟩ =
1

i
⟨φ′, ψ⟩

=
1

i

∫ 1

0

φ′(x)ψ(x)dx

=
1

i

(
φ(x)ψ(x)|10−

∫ 1

0

φ(x)ψ′(x)dx

)
=

1

i

(
0−

∫ 1

0

φ(x)ψ′(x)dx

)
=

∫ 1

0

φ(x)

[
1

i
ψ′(x)

]
dx

= ⟨φ,A1ψ⟩,

onde a terceira igualdade acima decorre do Corolário 3. Logo, A1 é simétrico. Analogamente
demonstra-se que A2 é também simétrico.

A�rmamos que A0 não é simétrico. Com efeito, suponha, por absurdo, que A0 seja um
operador simétrico. Tomemos f, g : [0, 1] → C de�nidas por f(x) = x, g(x) = 1 − sen πx.
Como f, g possuem derivadas limitadas, pela Proposição 8 segue-se que f, g são absolutamente
contínuas e f ′, g′ ∈ L2[0, 1]. Portanto, f, g ∈ dom A0. Assim, como A0 é simétrico, tem-se:

⟨A0f, g⟩ = ⟨f, A0g⟩ ⇔
1

i

∫ 1

0

f ′(x)g(x)dx = −1

i

∫ 1

0

f(x)g′(x)dx

⇔ 1

i

(∫ 1

0

f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)dx

)
= 0

⇔ 1

i

∫ 1

0

d

dx

(
f(x)g(x)

)
dx = 0

⇔
∫ 1

0

d

dx

(
f(x)g(x)

)
dx = 0

⇔ f(1)g(1)− f(0)g(0) = 0

⇔ 1 · (1− sen π)− 0 = 0

⇔ 1 = 0 (absurdo!).

Logo, A0 não é simétrico.

(c) Seja ψ ∈ dom A2. Temos:

⟨A2ψ, φ⟩ =
∫ 1

0

1

i
ψ′(x)φ(x)dx

=
1

i

[
ψ(x)φ(x)|10−

∫ 1

0

ψ(x)φ′(x)dx

]
=

1

i

(
−
∫ 1

0

ψ(x)φ′(x)dx

)
= ⟨ψ,A0φ⟩, ∀φ ∈ dom A0.

Então, ψ ∈ dom A∗
0 e, ademais, A2ψ = A∗

0(ψ). Portanto, A2 ⊂ A∗
0. Mostraremos agora que

dom A∗
0 ⊂ dom A2.

Seja γ ∈ dom A∗
0. De�na ω : [0, 1] → C por ω(x) = i

∫ x
0
(A∗

0γ)(y)dy.
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A�rmação 8. ω(1) = i
∫ 1

0
A∗

0(γ)(y)dy = 0.

Prova da a�rmação: Com efeito,∫ 1

0

A∗
0(γ)(y)dy =

∫ 1

0

1 · A∗
0(γ)(y)dy =

∫ 1

0

A0(1)(y)γ(y)dy = 0.

A a�rmação está demonstrada.

Assim, ω(0) = ω(1) = 0. Então, pelo Teorema 5, segue-se que ω ∈ dom A2.

A�rmação 9. ω(x) = γ(x) q.t.p.

Prova da a�rmação: Já vimos que A2 ⊂ A∗
0. Daí,

(A∗
0ω)(x) = (A2ω)(x) = (A∗

0γ)(x) q.t.p.,

onde a última igualdade segue por aplicação do Corolário 2
Então,

0 = ⟨φ, 0⟩ = ⟨φ,A∗
0(ω − γ)⟩ = ⟨A0φ, ω − γ⟩,∀φ ∈ dom A0. (2.5)

Deste modo, a �m de concluir que ω(x) = γ(x) q.t.p., é su�ciente, pelo Lema 1, mostrar
que Im A0 é densa em L2[0, 1]. A�rmamos que Im A0 = L2[0, 1]. Com efeito, seja u ∈ L2[0, 1]
e seja v : [0, 1] → C de�nida por v(x) = i

∫ x
0
u(y)dy. Novamente pelo Corolário 2, tem-se

v′(x) = iu(x) q.t.p., e daí, v′ ∈ L2[0, 1]. Então, como v é absolutamente contínua, temos
v ∈ dom A0 e (A0v)(x) = u(x) q.t.p. Logo, u ∈ Im A0. Assim, como Im A0 = L2[0, 1], segue-se
pela igualdade em (2.5) que ω(x) = γ(x) q.t.p.

A a�rmação está demonstrada.

Como γ ∈ dom A∗
0 é arbitrário e ω ∈ dom A2, segue-se que dom A∗

0 ⊂ dom A2. Logo,
A∗

0 = A2. Resta, por �m, mostrarmos que A∗
2 = A0. De fato, como A∗

0 = A2, segue-se que
A∗

2 = (A∗
0)

∗. Daí, A∗
2 = (A∗

0)
∗ = A0, pois A0 é um operador fechado (ver [16, p. 255]).

(d) Com efeito, pela Proposição 10, como A1 é simétrico e fechado, a �m de mostrarmos
que A1 é autoadjunto, é su�ciente mostrarmos que N(A∗

1 ± iI) = {0}. Seja φ ∈ N(A∗
1 ± iI).

Sabemos, pela Proposição 1.7, que o conjunto de funções (ϕn)n∈Z da forma ϕn(x) = e2πinx

constitui um sistema ortonormal completo para L2[0, 1].

A�rmação 10. ⟨φ, ϕn⟩ = 0,∀n ∈ Z.

Prova da a�rmação: Com efeito, como φ ∈ N(A∗
1 ± iI), temos A∗

1φ = ∓iφ. Daí,

⟨A∗
1φ, ϕn⟩ = ⟨∓iφ, ϕn⟩ = ∓i⟨φ, ϕn⟩, ∀n ∈ Z.

Por outro lado, temos

⟨A∗
1φ, ϕn⟩ = ⟨φ,A1ϕn⟩ =

〈
φ,

2nπiϕn
i

〉
= 2nπ⟨φ, ϕn⟩, ∀n ∈ Z.

Assim,

2nπ⟨φ, ϕn⟩ = ∓i⟨φ, ϕn⟩,∀n ∈ Z.

Portanto, ⟨φ, ϕn⟩ = 0,∀n ∈ Z.
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A a�rmação está provada.

Deste modo, como (ϕn)n∈Z constitui um sistema ortonormal completo para L2[0, 1], pela
Identidade de Parseval e pela a�rmação anterior, segue-se que

φ =
∑
n∈Z

⟨φ, ϕn⟩ϕn =
∑
n∈Z

0 · ϕn = 0.

Logo, N(A∗
1 ± iI) = {0}.

2.2 Teorema de Kato-Rellich

Como mencionado anteriormente, neste capítulo vamos veri�car que H0 é autoadjunto.
Para tanto, usaremos o celebrado Teorema de Kato-Rellich, que fornece condições su�cientes
para que ao perturbarmos adequadamente um operador autoadjunto, ainda obtenhamos um
operador autoadjunto. A seguir discutiremos em detalhes tal resultado.

2.2.1 Enunciado e prova

Enunciado:

A �m de enunciar o Teorema de Kato-Rellich de�nimos.

De�nição 11. Sejam A : dom A ⊂ H → H e B : dom B ⊂ H → H operadores lineares.
Dizemos que B é A-limitado se

(a) dom B ⊃ dom A.

(b) Existem constantes α, β ≥ 0 tais que:

∥Bφ∥ ≤ α ∥φ∥+ β ∥Aφ∥ , ∀φ ∈ dom A.

Neste caso, de�nimos

β0 := inf{β0 ≥ 0 : (α, β) satisfaz a condição em (b) para algum α ≥ 0}.

Teorema 6 (Teorema de Kato-Rellich). Sejam A : dom A ⊂ H → H e B : dom B ⊂ H → H
operadores lineares. Se A = A∗, B ⊂ B∗ e B for A-limitado, com β0 < 1, então A + B é
autoadjunto.

Passemos agora à demonstração do Teorema de Kato-Rellich.

Alguns resultados preliminares:

Lema 2. Seja A : dom A ⊂ H → H um operador autoadjunto. Então, dado λ ∈ R,

∥(A± iλI)φ∥2 = ∥Aφ∥2 + λ2 ∥φ∥2 , ∀φ ∈ dom A. (2.6)

Demonstração. É su�ciente provar que ∥(A+ iλI)φ∥2 = ∥Aφ∥2 + λ2 ∥φ∥2. Seja φ ∈ dom A.
Temos:

∥(A+ iλI)φ∥2 = ⟨(A+ iλI)φ, (A+ iλI)φ⟩ = ⟨Aφ,Aφ⟩+ iλ⟨φ,Aφ⟩ − iλ⟨Aφ,φ⟩+ λ2⟨φ, φ⟩.

Como A é autoadjunto, segue-se que ⟨Aφ,φ⟩ = ⟨φ,Aφ⟩. Assim, pela igualdade acima obtemos:

∥(A+ iλI)φ∥2 = ⟨Aφ,Aφ⟩+ λ2⟨φ, φ⟩ = ∥Aφ∥2 + λ2 ∥φ∥2 .
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De�nição 12 (Resolvente de um operador linear). Seja A : dom A ⊂ E → E um operador
linear em um espaço normado E. O resolvente ρ(A) é o conjunto de escalares λ ∈ C tais que o
operador (A− λI)−1 : E → dom A existe e é limitado.

De�nição 13 (Operador resolvente). Seja A : dom A ⊂ E → E um operador linear e seja
λ ∈ ρ(A). De�nimos o operador resolvente Rλ(A) por Rλ(A) := (A− λI)−1.

Proposição 11 (Segunda identidade do resolvente). Sejam A, S operadores lineares tais que
dom S ⊂ dom A e seja λ ∈ ρ(A) ∩ ρ(S). Então,

Rλ(A)−Rλ(S) = Rλ(A)(S − A)Rλ(S).

Demonstração. Mostremos que Rλ(A) = Rλ(A)(S − A)(Rλ)(S) + Rλ(S). De fato, é su�ciente
mostrar que Rλ(A)(S−A)(Rλ)(S)+Rλ(S) é inversa à direita do operador A−λI. Deste modo,

(A− λI)[(A− λI)−1(S − A)(S − λI)−1 + (S − λI)−1]

= (S − A)(S − λI)−1 + (A− λI)(S − λI)−1

= (S − λI)(S − λI)−1

= I.

Logo, Rλ(A)−Rλ(S) = Rλ(A)(S − A)Rλ(S).

Lema 3. Seja A : dom A ⊂ H → H um operador autoadjunto. Então C \ R ⊂ ρ(A).

Demonstração. Com efeito, seja z = x+ iy ∈ C, com x ∈ R e y ∈ R∗. Consideremos o operador
S : dom A ⊂ H → H dado por

S =
1

y
(A− xI).

Note que (A− zI) = y(S − iI). Assim, como y ̸= 0, para provar que (A− zI)−1 existe e é
limitado, é su�ciente provar que (S − iI) : dom A→ H possui inversa contínua.

Como S é um operador autoadjunto, pelo Critério Básico, segue-se que Im(S − iI) = H e,
então, que S − iI é sobrejetivo. Para provar a injetividade de S − iI, obtemos, pelo Lema 2

∥(S − iI)ν∥2 ≥ ∥Sν∥2 + ∥ν∥2 ≥ ∥ν∥2 , ∀ν ∈ dom A.

Segue-se então que S− iI é injetivo. Por �m, a mesma desigualdade acima nos permite concluir
que (S − iI)−1 : H → dom A é limitado. Logo, (A− zI)−1 é também limitado.

O teorema seguinte generaliza, para série de operadores, a série geométrica.

Teorema 7 (Série de Neumann). Sejam X um espaço de Banach e A : X → X um operador
linear limitado. Se ∥A∥ < 1, então (1 · I − A)−1 : X → X existe, é limitado e

(I − A)−1 =
∞∑
j=0

Aj.

Demonstração. De�na, para cada n ∈ N, Sn :=
∑n

j=0A
j. Mostraremos que existe um operador

linear S : X → X limitado tal que S = lim
n→∞

n∑
j=0

Aj. Com efeito, note que a sequência (Sn)n∈N

é de Cauchy, pois:

∥Sn − Sm∥ =

∥∥∥∥∥
m∑

j=n+1

Aj

∥∥∥∥∥ ≤
m∑

j=n+1

∥∥Aj∥∥ ≤
m∑

j=n+1

∥A∥j , ∀m,n ∈ N, com m ≥ n.
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Como a série
∑∞

j=0 ∥A∥
j é convergente em R (pois ∥A∥ < 1), segue-se pela desigualdade

acima que (Sn)n∈N é sequência de Cauchy em B(X) (espaço de Banach dos operadores lineares
limitados entre X). Assim, existe S ∈ B(X) tal que S = lim

n→∞
Sn.

Mostraremos agora que S = (I − A)−1. De fato, S é inversa à esquerda de (I − A), pois

∥Sn(I − A)− I∥ =
∥∥An+1

∥∥ ≤ ∥A∥n+1 .

Fazendo n→ ∞ na igualdade acima, obtém-se que

S(I − A) = I.

Portanto, S é inversa à esquerda de (I−A). Analogamente, mostra-se que S é inversa à direita

de (I − A). Logo,
∞∑
j=0

Aj = (I − A)−1.

Proposição 12. Sejam A : dom A ⊂ H → H e B : dom B ⊂ H → H operadores lineares, com
dom A ⊂ dom B e ρ(A) ̸= ∅. As seguintes a�rmações são equivalentes:

(a) BRz(A) ∈ B(H), ∀z ∈ ρ(A),

(b) BRz(A) ∈ B(H), para algum z ∈ ρ(A),

(c) B é A-limitado.

Demonstração. (b) ⇒ (c). Seja z ∈ ρ(A) tal que BRz(A) é limitado. Então:

∥Bξ∥ = ∥BRz(A)(A− zI)ξ∥ ≤ ∥BRz(A)∥ ∥(A− zI)ξ∥ ≤ ∥BRz(A)∥ (∥Aξ∥+ |z| ∥ξ∥)
≤ ∥BRz(A)∥ · ∥Aξ∥+ (∥BRz(A)∥ |z|) · ∥ξ∥ , ∀ξ ∈ dom A.

Pondo a = ∥BRz(A)∥ e b = ∥BRz(A)∥ |z|, pela desigualdade acima, obtemos

∥Bξ∥ ≤ a ∥Aξ∥+ b ∥ξ∥ , ∀ξ ∈ dom A.

Logo, B é A-limitado.

(c) ⇒ (a). Seja z ∈ ρ(A). Note que se φ ∈ H, então φ ∈ dom Rz(A) e Rz(A)φ ∈ dom A.
Assim, como B é A-limitado, existem constantes a, b ≥ 0 tais que

∥BRz(A)φ∥ ≤ a ∥Rz(A)φ∥+ b ∥ARz(A)φ∥
≤ a ∥Rz(A)φ∥+ b ∥ARz(A)φ− zRz(A)φ+ zRz(A)φ∥
≤ a ∥Rz(A)φ∥+ b ∥(A− zI)Rz(A)φ+ zRz(A)φ∥
≤ a ∥Rz(A)φ∥+ b ∥φ+ zRz(A)φ∥
≤ a ∥Rz(A)∥ ∥φ∥+ b(∥φ∥+ |z| ∥Rz(A)∥ ∥φ∥)
≤ [a ∥Rz(A)∥+ b(1 + |z| ∥Rz(A)∥)] ∥φ∥ , ∀φ ∈ H.

Logo, BRz(A) ∈ B(H).

Prova do Teorema Kato-Rellich:

Note que como A,B são operadores simétricos, A+B é também simétrico.
Como A é autoadjunto, pelo Lema 3, segue-se (A± iλI)−1 : H → dom A existe e é limitado,

qualquer que seja λ ∈ R∗. Note que:

(A+B ± iλI) = (B + A± iλI) = [B(A± iλI)−1(A± iλI) + I(A± iλI)]

= [B(A± iλI)−1 + I](A± iλI), ∀λ ∈ R∗.
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Então,

(A+B ± iλI) = (BR±iλ(A) + I)(A± iλI), ∀λ ∈ R∗. (2.7)

Como R±iλ(A) : H → dom A existe e é limitado, pela Proposição 12, obtém-se que o ope-
rador BR±iλ(A) : H → H é limitado.

Mostraremos agora que existe λ0 ∈ R∗ tal que BRiλ0(A) + I : H → H é sobrejetivo. Pela
Série de Neumann, é su�ciente determinarmos λ0 ∈ R∗ tal que ∥BRiλ0(A)∥ < 1. Isto é garantido
através das duas próximas a�rmações.

A�rmação 11. ∥AR±iλ(A)∥ ≤ 1, ∀λ ∈ R∗.

Prova da a�rmação:

Pelo Lema 2, tem-se:

∥(A± iλI)φ∥2 ≥ ∥Aφ∥2 , ∀φ ∈ dom A.

Seja ψ ∈ H arbitrário. Tome φ = R±iλ(A)ψ ∈ dom A. Pela desigualdade acima:

∥AR±iλ(A)ψ∥2 ≤ ∥(A± iλ)R±iλψ∥2 = ∥ψ∥2 .

Logo, como ψ ∈ H é arbitrário, ∥AR±iλ(A)∥ ≤ 1.

A a�rmação está provada.

A�rmação 12. Existe λ0 ∈ R∗ tal que ∥BR±iλ0(A)∥ < 1.

Prova da a�rmação:

Seja λ ∈ R∗. Pelo Lema 2, ∥(A± iλ)φ∥2 ≥ λ2 ∥φ∥2 , ∀φ ∈ dom A e daí

∥φ∥ ≤ 1

|λ|
∥(A± iλ)φ∥ , ∀φ ∈ dom A.

Então, para cada ψ ∈ H, pode-se tomar φ = (A ± iλ)−1ψ = R±iλ(A)ψ e, como φ ∈ dom A,
pela desigualdade acima obtemos:

∥R±iλ(A)ψ∥ ≤ 1

|λ|
∥ψ∥ , ∀ψ ∈ H.

Portanto, ∥R±iλ(A)∥ ≤ 1

|λ|
. Deste modo, como B é A-limitado e ∥AR±iλ(A)∥ ≤ 1, tem-se:

∥BR±iλ(A)φ∥ ≤ α ∥R±iλ(A)φ∥+ β0 ∥AR±iλ(A)φ∥
≤ α ∥R±iλ(A)∥ ∥φ∥+ β0 ∥AR±iλ(A)∥ ∥φ∥

≤ α
1

|λ|
∥φ∥+ β0 · 1 · ∥φ∥

≤
(
α

|λ|
+ β0

)
∥φ∥ , ∀φ ∈ H.
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Então, ∥BR±iλ(A)∥ ≤ α

|λ|
+ β0. Como β0 < 1, existe λ0 ∈ R tal que

α

|λ0|
+ β0 < 1. Logo,

existe λ0 ∈ R tal que

∥BR±iλ0(A)∥ < 1.

A a�rmação está provada.

Assim, como ∥BR±iλ0(A)∥ < 1 (A�rmação 12), pela Série de Neumann, o operador linear
BR±iλ0(A) + I : H → H é invertível e, portanto, sobrejetivo.

A�rmação 13. Im(A± iλ0I) = H, ∀λ0 ∈ R∗.

Prova da a�rmação:

Como A é autoadjunto e λ0 ∈ R∗, segue-se que
A

λ0
: dom A → H também é autoadjunto.

Pela Proposição 10,
A

λ0
± iI : dom A → H é sobrejetivo. Assim, como λ0 ̸= 0, λ0

(
A

λ0
± iI

)
é

sobrejetivo. Logo, Im(A± iλ0I) = H.

A a�rmação está provada.

Assim, pela igualdade em (2.7), obtemos que Im(A + B ± iλ0I) = H. Como λ0 ̸= 0, note
que:

Im(A+B ± iλ0I) = H ⇒ Im

(
λ0

(
A+B

λ0
± iI

))
= H ⇒ Im

(
A+B

λ0
± iI

)
= H.

Como (A+B) ⊂ (A+B)∗ e 1/λ0 ∈ R, obtém-se que
A+B

λ0
⊂
(
A+B

λ0

)∗

. Segue-se então

da inclusão acima e da Proposição 10 que

(
A+B

λ0

)
é autoadjunto. Logo, tem-se que A + B

é autoadjunto.

Corolário 4. Sejam A : dom A ⊂ H → H, B : dom B ⊂ H → H operadores simétricos tais que
dom A ⊂ dom B. Se B é limitado e A é autoadjunto, então A+B : dom A→ H é autoadjunto.

Demonstração. Com efeito, note que:

∥Bφ∥ ≤ ∥B∥ ∥φ∥ = ∥B∥ ∥φ∥+ 0 · ∥Aφ∥ , ∀φ ∈ dom A.

Da desigualdade acima, segue-se que B é A-limitado, com β = 0. Logo, pelo Teorema de
Kato-Rellich, A+B é autoadjunto.

2.2.2 H0 é autoadjunto

A seguir vamos veri�car que H0 é autoadjunto através do Teorema de Kato-Rellich. Recorde
que:

dom H0 := {(φk)k∈Z ∈ ℓ2(Z);
+∞∑

k=−∞

k2|φk|2 < +∞},

(H0φ)k = φk+1 + φk−1 + kφk, ∀k ∈ Z.
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Teorema 8. H0 é autoadjunto.

Demonstração. Mostraremos primeiramente que H0 é um operador densamente de�nido. Com
efeito, para cada k ∈ Z, seja ek : Z → C de�nida por (ek)j = δkj. Seja G := span {ek; k ∈ Z};
G ⊂ dom H0 e também ℓ2(Z) = G. Então, ℓ2(Z) = dom H0. Portanto, H0 é densamente
de�nido.

H0 é simétrico: sejam φ = (φk)k∈Z, ψ = (ψk)k∈Z ∈ dom H0. Então:

⟨H0φ, ψ⟩ =
+∞∑

n=−∞

(φn+1 + φn−1 + nφn)ψn

=
+∞∑

n=−∞

φn+1ψn +
+∞∑

n=−∞

φn−1ψn +
+∞∑

n=−∞

nφnψn

=
+∞∑

k=−∞

φkψk−1 +
+∞∑

k=−∞

φkψk+1 +
+∞∑

k=−∞

kφkψk

=
∞∑

k=−∞

φk(ψk−1 + ψk+1 + kψk)

=
∞∑

k=−∞

φk(ψk−1 + ψk+1 + kψk)

= ⟨φ,H0ψ⟩.

Assim, para encerrar a prova do teorema, pela Proposição 10, é su�ciente veri�carmos que
Im (H0 ± iI) = ℓ2(Z). Isto segue da seguinte a�rmação.

A�rmação 14. Seja F : L2(T) → ℓ2(Z) a transformada de Fourier de�nida no Teorema 4.
Então: F−1H0F : dom A1 ⊂ L2(T) → L2(T) é autoadjunto, onde A1 é como no Exemplo 1.

Prova da a�rmação:

De�na M : L2(T) → L2(T) por:

g 7→ Mg : T → C
x 7→ 2 cos(2πx)g(x).

Um cálculo direto mostra que M está bem de�nido e é um operador linear limitado. Ade-
mais, M é autoadjunto, pois

⟨Mg, f⟩ =
∫ 1

0

2 cos(2πx)g(x)f(x)dx

=

∫ 1

0

g(x)2 cos(2πx)f(x)dx

=

∫ 1

0

g(x)2 cos(2πx)f(x)dx

= ⟨g,Mf⟩, ∀f, g ∈ L2(T).

Agora, seja g ∈ dom A1. Recorde que:

(Fg)(k) =
∫ 1

0

g(x)e−2kπixdx, ∀k ∈ Z.
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Note que Fg ∈ dom H0. Com efeito, pela Proposição 1, tem-se

k(Fg)(k) = kĝ(k) =
1

2πi
(2kπi)ĝ(k) =

1

2πi

(̂
dg

dx

)
(k) =

1

2πi
ĝ′(k) =

1

2πi
(Fg′)(k), ∀k ∈ Z.

Como g ∈ dom A1, g′ ∈ L2(T). Então, pelo Teorema de Plancherel, Fg′ ∈ ℓ2(Z). Daí, pela
igualdade acima, Fg ∈ dom H0. Assim,

(H0Fg)(k) =
∫ 1

0

g(x)e−2(k+1)iπxdx+

∫ 1

0

g(x)e−2(k−1)iπxdx+ k(Fg)(k)

=

∫ 1

0

g(x)e−2kiπx
(
e−2iπx + e2iπx

)
dx+ k(Fg)(k)

=

∫ 1

0

g(x)e−2kiπx · 2 · cos(2πx)dx+ k(Fg)(k)

= (FMg)(k) + k(Fg)(k)

= (FMg)(k) +
1

2π
2ikπ(Fg)(k)1

i

= (FMg)(k) +
1

2π

(
F dg

dx

)
(k)

(
1

i

)
= (FMg)(k) +

1

2π

(
F 1

i

dg

dx

)
(k), ∀k ∈ Z,

onde a penúltima igualdade acima segue também da Proposição 1.

Então,

H0F(g) = FMg +
1

2π
F
(
1

i

dg

dx

)
= FMg +

1

2π
F (A1g)

= FMg +
1

2π
FA1g, ∀g ∈ dom A1.

Portanto, F−1H0F = M +
1

2π
A1. Tem-se, também, que o operador

A1

2π
é autoadjunto, pelo

Exemplo 1, e M é autoadjunto e limitado. Logo, pelo Corolário 4, F−1H0F é autoadjunto.

Isto encerra a prova da a�rmação.

Seja φ ∈ ℓ2(Z). Como F−1H0F : dom A1 → L2(T) é autoadjunto, pela Proposição 10,
existe η ∈ dom A1 tal que

F−1H0Fη ± iη = F−1φ.

Daí,

F
(
F−1H0Fη ± iη

)
= F

(
F−1φ

)
⇒ H0Fη ±F(iη) = φ⇒ H0Fη ± iFη = φ.

Então, existe Fη ∈ dom H0 tal que H0(Fη)± i(Fη) = φ e, deste modo, Im (H0 ± iI) = ℓ2(Z).
Logo, como H0 é simétrico, pela Proposição 10, segue-se que H0 é autoadjunto.
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2.3 Grupos de evolução unitários e o Teorema de Stone

Nesta secção, recordamos alguns resultados sobre grupos de evolução unitários. Na próxima
secção, usaremos alguns desses resultados para provar, através do Teorema Espectral, existência
e unicidade de soluções para a equação de Schrödinger linear (ES).

De�nição 14 (Operador unitário). Dizemos que um operador U : H → H é unitário se U é
invertível e U∗ = U−1.

De�nição 15 (Grupo de evolução unitário). Uma aplicação G : R → B(H) é dita ser um grupo
de evolução unitário se, para cada t ∈ R, G(t) é unitário e G(t+ s) = G(t)G(s), ∀s, t ∈ R.

De�nição 16 (Gerador in�nitesimal). Se G : R → B(H) é um grupo de evolução unitário, o
operador T de�nido por

dom T :=

{
ξ ∈ H;∃ lim

h→0

1

h
(G(h)− I)ξ

}
,

T ξ := i lim
h→0

1

h
(G(h)− I)ξ

é denominado gerador in�nitesimal de G.

Proposição 13. Se G : R → B(H) é um grupo de evolução unitário cujo gerador in�nitesimal
é T , então

G(t)Tξ = TG(t)ξ, ∀t ∈ R, ∀ξ ∈ dom T

e G(t)(dom T ) = dom T, ∀t ∈ R.

Demonstração. Note que: dados ξ ∈ dom T, t ∈ R, tem-se

1

h
(G(h)− I) (G(t)ξ) =

1

h
(G(h)G(t)ξ −G(t)ξ)

=
1

h
(G(h+ t)ξ −G(t)ξ)

=
1

h
(G(t+ h)ξ −G(t)ξ)

=
1

h
(G(t)G(h)ξ −G(t)ξ)

=
1

h
G(t)(G(h)ξ − ξ)

=
1

h
G(t)(G(h)− I)ξ

= G(t)

(
G(h)− I

h

)
ξ, ∀h ∈ R∗.

Assim, pela continuidade de G(t), como lim
h→0

(G(h)− I)ξ

h
=

1

i
T ξ, fazendo h → 0 na igualdade

acima, obtemos que G(t)ξ ∈ dom T e, ademais:

1

i
T (G(t)ξ) = G(t)

(
1

i
T ξ

)
=

1

i
G(t)Tξ.

Então,

G(t)Tξ = TG(t)ξ, ∀t ∈ R, ∀ξ ∈ dom T.
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Resta mostrar que G(t)(dom T ) = dom T, ∀t ∈ R. Pela igualdade acima, segue-se que
G(t)(dom T ) ⊂ dom T . Para mostrar que dom T ⊂ G(t)(dom T ), note que: dado t ∈ R, já
sabemos que G(−t)(dom T ) ⊂ dom T . Daí,

dom T = G(t)G(−t)(dom T ) ⊂ G(t)(dom T ).

Logo, dom T ⊂ G(t)(dom T ).

Proposição 14. Seja G : R → B(H) um grupo de evolução unitário. Então seu gerador
in�nitesimal T é simétrico e para ξ ∈ dom T a curva ξ(t) := G(t)ξ ∈ H é a única solução de

i
dξ

dt
(t) = Tξ(t), ξ(0) = ξ.

Demonstração. A prova de que a curva dada por ξ(t) = G(t)ξ é solução do problema de valor
inicial está essencialmente feita na demonstração da Proposição 13; portanto, será omitida.
Agora mostraremos que T é simétrico. Sejam ξ, η ∈ dom T . Tem-se:

⟨Tξ, η⟩ =
〈
i lim
h→0

(G(h)− I)ξ

h
, η

〉
= lim

h→0
i
1

h
⟨(G(h)− I)ξ, η⟩

= lim
h→0

i
1

h
⟨ξ, (G(h)− I)∗η⟩

= lim
h→0

i
1

h
⟨ξ, (G(h)∗ − I)η⟩

= lim
h→0

i
1

h
⟨ξ, (G(−h)− I)η⟩

= lim
h→0

〈
ξ,
i(G(−h)− I)η

−h

〉
=

〈
ξ, i lim

h→0

(G(−h)− I)η

−h

〉
= ⟨ξ, Tη⟩.

Portanto, T é simétrico. Resta, por �m, mostrar a unicidade da solução. Sejam η(t), ξ(t)
soluções do problema de valor inicial. Tem-se:

d

dt
∥η(t)− ξ(t)∥2 = 2Re

〈
η(t)− ξ(t),

d

dt
[η(t)− ξ(t)]

〉
= 2Re ⟨η(t)− ξ(t),−iT [η(t)− ξ(t)]⟩
= 2Re i ⟨η(t)− ξ(t), T [η(t)− ξ(t)]⟩
= 0,

onde a última igualdade decorre do fato de que T é simétrico e, daí, ⟨Tψ, ψ⟩ ∈ R, qualquer
que seja ψ ∈ dom T . Assim, ∥η(t)− ξ(t)∥ é constante. Como η(0) = ξ(0), segue-se que η ≡ ξ.
Logo, a solução é única.

De�nição 17 (Grupo de evolução unitário mensurável). Seja G : R → B(H) um grupo de
evolução unitário em H. Dizemos que G é mensurável se a aplicação R ∋ t 7→ ⟨G(t)ξ, η⟩ é
mensurável (à Lebesgue) para todo ξ, η ∈ H.

A respeito dos grupos de evolução unitário, o celebrado Teorema de Stone, que apresentamos
a seguir e cuja demonstração pode ser vista em [9, p. 129], caracteriza o gerador in�nitesimal
de um grupo de evolução unitário mensurável no seguinte sentido.
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Teorema 9 (Teorema de Stone). Se G : R → B(H) é grupo de evolução unitário mensurável
em H, então seu gerador in�nitesimal T é autoadjunto (isto é, G(t) ≡ e−itT ).

Vale ressaltar que combinando o Teorema de Stone ao Cálculo Funcional Espectral (ver
Teorema 11 adiante), pode-se estabelecer uma relação biunívoca entre grupos de evolução
unitários mensuráveis e operadores autoadjuntos.

2.4 Teorema Espectral

De�nição 18. Sejam N1,N2 espaços normados e T, Tn : N1 → N2 operadores em B(N1, N2).
Dizemos que a sequência (Tn)n∈N converge fortemente para T (e denotamos por Tn

s−→ T ou
T = s− lim

n→∞
Tn) se

lim
n→∞

∥Tnξ − Tξ∥N2
= 0, ∀ξ ∈ N1.

Seja Proj(H) o conjunto dos operadores P0 ∈ B(H) autoadjuntos e tais que P 2
0 = P0.

Denotemos por A a σ-álgebra de Borel em R e por
∑

j Λj a união de conjuntos Λj ∈ A
disjuntos dois a dois.

De�nição 19. Uma resolução da identidade em H é uma aplicação P : A → Proj(H) tal que

(a) P (R) = 1.

(b) Se Λ =
∑∞

j=1 Λj, então

P (Λ) = s− lim
n→∞

n∑
j=1

P (Λj).

Dada uma resolução da identidade P , para cada ξ ∈ H, associa-se uma medida de Borel
positiva �nita µξ : A → [0,+∞) de�nida por:

µξ(Λ) := ⟨ξ, P (Λ)ξ⟩.

Note que µξ(Λ) = ⟨ξ, P (Λ)ξ⟩ = ⟨ξ, P (Λ)P (Λ)ξ⟩ = ⟨P (Λ)ξ, P (Λ)ξ⟩ = ∥P (Λ)ξ∥2, qualquer
que seja Λ ∈ A. Segue-se daí que µξ(R) = ∥ξ∥2.

Para cada par ξ, η ∈ H associa-se a medida de Borel complexa µξ,η : A → C de�nida por:

µξ,η(Λ) = ⟨ξ, P (Λ)η⟩

e por polarização

µξ,η(Λ) =
1

4
[µξ+η(Λ)− µξ−η(Λ) + i(µξ−iη(Λ)− µξ+iη(Λ))] .

Então, µξ = µξ,ξ e |µξ,η(Λ)| ≤ ∥ξ∥ ∥η∥.

De�nição 20. As medidas µξ, µξ,η de�nidas acima são chamadas de medidas espectrais da
resolução da identidade P associadas a ξ e ao par ξ, η ∈ H, respectivamente.
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Pode-se integrar funções e de�nir a integral em relação à resolução da identidade P do
seguinte modo: dada uma função mensurável simples f =

∑n
j=1 ajχΛj

, onde Λj são mensuráveis
disjuntos dois a dois, de�ne-se: ∫

fdP :=
n∑
j=1

ajP (Λj).

As notações P (f),
∫
R f(t)dP (t) também podem ser usadas para denotar

∫
fdP . Observe

que
∫
χΛdP = P (Λ), se Λ é um conjunto mensurável. Também convém notar que a aplicação

f → P (f) de�nida no conjunto das funções simples é linear e satisfaz

⟨ξ, P (f)ξ⟩ =
∫
R
f(t)dµξ(t),

e como

∥P (f)ξ∥2 =
∫
R
|f(t)|2dµξ(t) = ∥f∥2L2

µξ

≤ sup
t∈R

|f(t)|2µξ(R) =
(
sup
t∈R

|f(t)|2
)
∥ξ∥2 ,

segue-se que a aplicação linear P : {funções simples} → B(H) é contínua (o espaço das funções
simples com a norma do sup).

Seja B∞(R) o espaço vetorial das funções de Borel mensuráveis limitadas com a norma
∥f∥∞ := sup

t∈R
|f(t)|. Como as funções simples constituem um conjunto denso em B∞(R),

existe uma única extensão de P a um operador linear limitado (e usando a mesma notação)
P : B∞(R) → B(H), tal que para toda f ∈ B∞(R),

⟨ξ, P (f)η⟩ =
∫
f(t)dµξ,η(t)

e

∥P (f)ξ∥2 =
∫

|f(t)|2dµξ(t) ≤
(
sup
t∈R

|f(t)|2
)
∥ξ∥2 .

Lema 4. Seja P uma resolução da identidade e considere a aplicação P : B∞(R) → B(H). Se
(fn) ⊂ B∞(R), fn → f pontualmente e (∥fn∥∞) é uma sequência limitada, então f ∈ B∞(R) e

s− lim
n→∞

P (fn) = P (f).

Demonstração. Tem-se que f ∈ B∞, uma vez que o limite pontual de funções mensuráveis é
uma função mensurável e, como existe A > 0 tal que ∥fn∥∞ ≤ A, segue-se pela convergência
pontual que f é limitada.

Dado ξ ∈ H,

∥P (fn)ξ − P (f)ξ∥2 = ∥P (fn)ξ − P (f)ξ∥2

=

∫
R
|fn(t)− f(t)|2dµξ(t) → 0,

quando n→ ∞, pelo Teorema da Convergência Dominada, o que encerra a prova do lema.

O próximo passo é estender a aplicação P ao conjunto das funções de Borel ilimitadas
f : R → C. De�na

dom f := {ξ ∈ H; f ∈ L2
µξ
(R)} =

{
ξ ∈ H;

∫
|f |2dµξ < +∞

}
,
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que é um espaço vetorial, pois µaξ(Λ) = |a|2µξ(Λ) e usando a desigualdade triangular tem-se
que µξ+η(Λ) ≤ 2(µξ(Λ) + µη(Λ)) (para obtê-la, usa-se a relação 0 ≤ ⟨(ξ − η), P (Λ)(ξ − η)⟩).
Pondo

Λn = Λn(f) := {t ∈ R; |f(t)| ≤ n}, fn := fχΛn ,

e para ξ ∈ dom f esta sequência de funções converge para f em L2
µξ
(R), pelo Teorema da

Convergência Dominada. Portanto, (fn) é uma sequência de Cauchy em L2
µξ
(R). Como cada

fn ∈ B∞(R) e

∥P (fn)ξ∥2 =
∫

|fn|2dµξ = ∥fn∥2L2
µξ

,

segue-se que (P (fn)ξ)n é uma sequência de Cauchy em H, e deste modo, converge a um vetor
P (f)ξ, o que de�ne a extensão desejada, com dom P (f) = dom f . Note que tal extensão
f → P (f) é linear e contínua; note também que: com a notação P (f) :=

∫
fdP , fazendo

n→ ∞ na igualdade acima obtém-se:

∥P (f)ξ∥2 =
∫

|f |2dµξ = ∥f∥2L2
µξ

.

Lema 5. Para cada função de Borel f : R → C tem-se dom f denso em H. Então, a adjunta
P (f)∗ está bem de�nida.

Demonstração. Seja Λn como de�nido acima. Se ξ ∈ H, considerando ξn = P (Λn)ξ, tem-se
µξn = χΛnµξ. Então,∫

R
|f(t)|2dµξn(t) =

∫
Λn

|f(t)|2dµξ(t) ≤ n2 ∥ξ∥2 < +∞,

e então ξn ∈ dom f . Como χΛn → 1 em L2
µξ
(R), quanto n→ ∞, e

∥ξ − ξn∥2 =
∫
R
|1− χΛn(t)|2dµξ(t),

obtém-se que ξn → ξ em H, quanto n → ∞, pelo Teorema da Convergência Dominada.
Portanto, dom f é denso em H.

Finalmente, apresentamos a seguir o Teorema Espectral, cuja demonstração pode ser vista
em [9, p. 213], e o Cálculo Funcional Espectral para operadores autoadjuntos, cuja demonstra-
ção também pode ser vista em [9, p. 217].

Teorema 10 (Teorema Espectral). A cada operador autoadjunto T corresponde uma única
resolução da identidade P T em H tal que T =

∫
tP T (t).

Teorema 11 (Cálculo Funcional Espectral). Considere T um operador autoadjunto. Então, a
aplicação Φ: B∞(R) → B(H), Φ(f) ≡ f(T ) := P T (f), é a única que satisfaz:

(a) Φ(fg) = Φ(f)Φ(g) = Φ(g)Φ(f), Φ(λg) = λΦ(g), Φ(1) = I e Φ(f) = Φ(f)∗,

(b) Φ é contínua, ou seja, ∥Φ(f)∥B(H) ≤ C ∥f∥∞,

(c) Se f(x) = x, então Φ(f) = T ,

(d) Se Tψ = λψ, então Φ(f)ψ = f(λ)ψ,

(e) σ[Φ(f)] = {f(λ);λ ∈ σ(T )}.
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2.4.1 Existência e unicidade de solução para a equação de Schrödinger

Seja T um operador autoadjunto e recorde que a equação de Schrödinger linear é dada por{
∂tξ = −iT ξ, t ∈ R,
ξ(0) = ξ, ξ ∈ dom T.

(ES)

Provaremos agora existência e unicidade de soluções para (ES). De fato, seja e−iT t := ft(T ),
onde ft(x) = e−ixt, ∀t ∈ R, ∀x ∈ R. Pelo Cálculo Funcional Espectral, (e−iT t)t∈R é um grupo
de evolução unitário.

A�rmação 15. T é o gerador in�nitesimal de (e−iT t)t∈R.

Prova da a�rmação: denote por A o gerador in�nitesimal de (e−iT t)t∈R. Vamos mostrar
que A = T . Por convergência dominada, para cada ξ ∈ dom T ,∥∥∥∥Tξ − lim

h→0
i
1

h
(e−iTh − I)ξ

∥∥∥∥2 = lim
h→0

∫
R

∣∣∣∣x− i

h
(e−ixh − 1)

∣∣∣∣2dµTξ (x) = 0,

onde µTξ é a medida espectral de P T associada a ξ. Assim, ξ ∈ dom A e Aξ = Tξ, ou seja,
T ⊂ A. Um argumento análogo ao apresentado anteriormente mostra que

dom A ⊂ dom T = {ξ ∈ H; | · | ∈ L2
µTξ
(R)}.

Logo, A = T , como queríamos provar.

A a�rmação está provada.

Como T é o gerador in�nitesimal de (e−iT t)t∈R, pela Proposição 14, a curva (e−iT tξ)t∈R é a
única solução de (ES). Notamos que se ξ ̸∈ dom T , então dizemos que a curva (e−iT tξ)t∈R é
uma solução fraca de (ES).
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Capítulo 3

Localização dinâmica para perturbações

de H0

Neste capítulo, vamos discutir a persistência de espectro puramente pontual e localização
dinâmica para H0 sob perturbações su�cientemente pequenas. As principais referências são
[11, 15].

3.1 Localização dinâmica para H0

Recordemos que se T é um operador autoadjunto em H, então diz-se que T tem espectro
puramente pontual se existir uma base ortonormal (ej) de H formada por autovetores de T .
Neste caso, o espectro de T é o fecho do conjunto Σ = {λj} em R.

A seguir vamos mostrar que o espectro de H0 é puramente pontual discreto e obter algumas
estimativas para suas autofunções que serão úteis adiante.

Teorema 12. H0 tem espectro puramente pontual discreto dado pelos inteiros.

Demonstração. Sejam ψ ∈ ℓ2(Z) e λ ∈ C tais que

H0ψ = λψ. (3.1)

Como, pelo Teorema de Plancherel, o operador F : L2(T) → ℓ2(Z) é um isomor�smo, existe
g ∈ L2(T) tal que Fg = ψ. Então,

H0ψ = λψ ⇔ H0(Fg) = λ(Fg) ⇔ (Fg)k+1 + (Fg)k−1 + k(Fg)k = (Fλg)k, ∀k ∈ Z

⇔
∫ 1

0

e−2(k+1)πixg(x)dx+

∫ 1

0

e−2(k−1)πixg(x)dx+
2kπi

2πi
(Fg)k = (Fλg)k, ∀k ∈ Z

⇔
∫ 1

0

e−2kπix · 2 · 1
2

(
e2πix + e−2πix

)
g(x)dx+

2kπi

2πi
(Fg)k = (Fλg)k, ∀k ∈ Z

⇔
∫ 1

0

e−2kπix[2 cos(2πx)g(x)]dx+
2kπi

2πi
(Fg)k = (Fλg)k, ∀k ∈ Z

⇔ (F {2 cos[2π(·)]g})k +
2kπi

2πi
(Fg)k = (Fλg)k, ∀k ∈ Z.

Consideremos a equação:

(F {2 cos[2π(·)]g})k +
2kπi

2πi
(Fg)k = (Fλg)k, ∀k ∈ Z. (3.2)
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A�rmação 16. Seja g ∈ C1(T). g é solução de (3.2) se, e somente se, g é da forma

g(x) = Ke−2isen(2πx)e2πimx, x ∈ T,

para algum m ∈ Z e para alguma constante K ∈ C; neste caso, deve-se ter λ = m.

Prova da a�rmação:

Com efeito, pela Proposição 1, 2kπi(Fg)k = (Fg′)k, se g ∈ C1(T). Deste modo,

(F {2 cos[2π(·)]g})k +
2kπi

2πi
(Fg)k = (Fλg)k, ∀k ∈ Z

⇔
(
F {2 cos[2π(·)]g}+ F

{
g′

2πi

})
k

= (Fλg)k, ∀k ∈ Z

⇔
(
F
{
2 cos[2π(·)]g + g′

2πi
− λg

})
k

= 0, ∀k ∈ Z.

Pela Proposição 3, isto ocorre, se, e somente se,

2 cos(2πx)g(x) +
g′(x)

2πi
− λg(x) = 0, em quase todo x ∈ T.

Pela continuidade de g e g′, isto é equivalente à

g′(x) + [4πi cos(2πx)− 2πiλ]g(x) = 0, ∀x ∈ T.

Finalmente, esta equação equivale à

g′(x)e
∫
4πi cos(2πx)−2πiλdx + [4πi cos(2πx)− 2πiλ]g(x)e

∫
4πi cos(2πx)−2πiλdx = 0, ∀x ∈ T.

Logo, deve-se ter g(x) = Ke−2i sin(2πx)e2πiλx, para algum K ∈ C e para todo x ∈ T. Como
g(0) = g(1), deve-se ter também λ ∈ Z e a a�rmação está provada.

Mostraremos agora que o conjunto de soluções {gm}, m ∈ Z, gm(x) = e−2isen(2πx)e2mπix,
x ∈ T, é um sistema ortonormal completo em L2(T). Como o conjunto {gm} é ortonormal,
basta veri�car que {gm}⊥ = {0}. Seja g ∈ L2(T) tal que ⟨g, gm⟩ = 0, ∀m ∈ Z. Tem-se

(Fge2isen(2π(·)))m =

∫ 1

0

g(x)e2isen(2πx)e−2mπixdx = ⟨g, gm⟩ = 0, ∀m ∈ Z.

Pela Proposição 3, tem-se g(x)e2isen(2πx) = 0, em quase todo ponto x ∈ T. Logo, g ≡ 0 em
L2(T). Isto mostra que {gm} é um sistema ortonormal completo em L2(T). Ponhamos, para
cada m ∈ Z, ψm ≡ Fgm. Pelo Teorema de Plancherel, segue-se que {ψm}m∈Z é um sistema
ortonormal completo em ℓ2(Z).

Resta, por �m, veri�car que os autovalores de H0 são somente os inteiros. Seja λ um
autovalor de H0. Suponha, por absurdo, que λ /∈ Z. Seja ψ um autovetor associado a λ.
Como H0 é autoadjunto, autovetores associados a autovalores distintos são ortogonais. Daí,
⟨ψ, ψm⟩ = 0,∀m ∈ Z. Pela Identidade de Parseval, segue-se que

ψ =
∑
m∈Z

⟨ψ, ψm⟩ψm =
∑
m∈Z

0 · ψm = 0 (absurdo!).
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Observação 2.2 No que se segue, denotaremos as autofunções de H0 como descritas no
Teorema 12. Note que (ψm)(n) = (ψ0)(m− n), para todo m,n ∈ Z.

Na prova da próxima proposição utilizaremos algumas propriedades da função de Bessel,
que podem ser encontradas em [5].

Proposição 15. Tem-se, para todo n,m ∈ Z,

|(ψm)(n)| ≤
1

|m− n|!
.

Demonstração. É su�ciente provar que |(ψ0)(n)| ≤ 1/|n|!. Tem-se

(ψ0)(n) =

∫ 1

0

e−2πinxe−2isen(2πx)dx

=

∫ 1

0

[cos(2πx)− isen(2πnx)][cos(2sen(2πx))− isen(2sen(2πx))]dx. (3.3)

Relembre que para valores inteiros n, a função de Bessel Jn pode ser dada através da integral

Jn(x) =
1

π

∫ π

0

cos(nτ − xsenτ)dτ.

Utilizando-se o fato de que para inteiros n, J−n(2) = (−1)nJn(2), obtemos

J−n(2) =
1

2π

∫ 2π

0

cos(2sen(τ) + nτ)dτ.

Deste modo, efetuando-se as multiplicações, separando-se as partes real e imaginária da integral
em (3.3) e efetuando-se a mudança de variáveis y := 2πx, obtemos em (3.3)

(ψ0)n = J−n(2)−
∫ 1

0

isen(2(sen2πx+ πnx))dx. (3.4)

Depois da mudança de variáveis y := y(x) = 2πx − π, y(0) = −π, y(1) = π e usando que
sen(π ± x) = ∓sen(x), obtém-se para o segundo termo em (3.4)∫ π

−π

i

2π

(
sen
(
2(sen(y + π) +

n

2
(y + π))

))
dy =

∫ π

−π

i

2π

(
sen
(
2(−seny + n

2
(y + π))

))
dy

= 0,

pois o integrando acima é uma função ímpar.

Convém observar que para valores não-negativos de n, tem-se

Jn(x) =
∞∑
m=0

(−1)m

m!(m+ n)!

(x
2

)2m+n

e daí,

Jn(2) =
∞∑
m=0

(−1)m

m!(m+ n)!
· 1 ≤ 1

n!

∞∑
m=0

(−1)m

m!
=

1

n!
e−1 <

1

n!
.

Mais geralmente para qualquer inteiro n, utilizando-se novamente que J−n(2) = (−1)nJn(2),

segue-se que |J−n(2)| ≤
1

n!
. Então, por (3.4),

|ψ0(n)| = |J−n(2)| ≤
1

n!

e a prova está completa.
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Agora veri�caremos que H0 tem LD (2). Começamos com uma breve revisão de como isso
pode ser provado. Seja {ϕk} um conjunto ortonormal completo de autofunções de um operador
autoadjunto T atuando em ℓ2(Z) tal que Tϕk = λkϕ

k. Se ψ = em, (em)j = δmj, para algum
m ∈ Z, então

ψ(t, n) := (e−itTψ)n =
∑
k

e−itλk(ϕk)n(ϕk)m,

e

sup
t

|ψ(t, n)| ≤ Z(n,m), sup
t
⟨|X|q⟩t,ψ ≤

∑
n∈Z

|n|pZ2(n,m),

com

Z(n,m) =
∑
k

|(ϕk)n(ϕk)m|.

Então, para provar LD (2) para qualquer condição inicial ψ = em, basta mostrar que a função
Z(n,m) decai su�cientemente rápido quando |n| → ∞, para todo m ∈ Z.

Uma maneira de obter tal propriedade é via um controle de autofunções que se denominou
SULE [12, 18]. Neste caso, diz-se que T possui SULE se existir α > 0 e, para cada autofunção
ϕk, um nk ∈ Z tal que, para qualquer δ > 0,

|(ϕk)(n)| ≤ C(δ)eδ|nk|−α|n−nk|, (3.5)

com algum C(δ) �nito uniformemente em k, n. Segue-se, deste modo, que se T tem SULE,
então a função Z(n,m) decai exponencialmente em n para todo m e T tem LD. Esta será nossa
maneira de provar LD para os modelos considerados nesse trabalho.

Teorema 13. H0 tem localização dinâmica.

Demonstração. Vamos provar que H0 tem SULE. Pela Proposição 15, tem-se

|(ψm)(n)| ≤
1

|n−m|!
.

Tomando-se nm = m, precisamos mostrar que

1

|n−m|!
< C(δ)eδ|m|−α|n−m|.

Como
∑
n∈Z

eα|n|

|n|!
< +∞ qualquer que seja α > 0; para todo α > 0 existe uma constante

C > 0 tal que

1

|n|!
< Ce−α|n|,

para todo n. Portanto, fazendo C(δ) = C, ∀δ > 0, temos

|(ψm)(n)| ≤
1

|n−m|!
< C(δ)e−α|n−m| < C(δ)eδ|m|−α|n−m|, ∀δ > 0.

Isto conclui a prova.
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3.2 Localização dinâmica para o operador perturbado

Teorema 14. Seja T um operador autoadjunto em H com dimH = +∞. São equivalentes:

(a) Existe uma base ortonormal (ej) de H formada por autovetores de T , i.e., Tej = λjej,
com autovalores reais λj formando um conjunto discreto. Além disso, cada um desses
autovalores tem multiplicidade �nita e lim

j→∞
|λj| = +∞.

(b) Rz(T ) é um operador compacto para algum z ∈ ρ(T ) (e assim para todos z ∈ ρ(T )).

Teorema 15. Se V ∈ ℓ∞(Z), então HV = H0 + V possui espectro puramente pontual discreto.
Além disso, cada um de seus autovalores λj tem multiplicidade �nita e lim

j→∞
|λj| = +∞.

Demonstração. Note que pelo Corolário 4, segue-se que HV é autoadjunto. Deste modo, pelo
Lema 3, i ∈ ρ(HV ) ∩ ρ(H0). Pelos Teoremas 12 e 14, Ri(H0) é compacto.

Agora, pela segunda identidade do resolvente (Proposição 11),

Ri(HV ) = Ri(H0)−Ri(H0)V Ri(HV ) = Ri(H0)(I − V Ri(HV )).

Como V e Ri(HV ) são limitados, I − V Ri(V ) é limitado. Então, pela compacidade de Ri(H0),
segue-se que Ri(H0)(I − V Ri(V )) é, também, compacto. Deste modo, pela igualdade acima,
Ri(HV ) é compacto. Logo, o resultado segue do Teorema 14.

O fato de HV ter espectro puramente pontual discreto não nos permite concluir LD. De
fato, precisamos de mais informações sobre suas autofunções. Nosso objetivo agora é mostrar
que para ∥V ∥∞ su�cientemente pequeno, LD está presente. Para tanto, como já mencionado,
empregaremos um método de diagonalização baseado no bem conhecido procedimento iterativo
devido originalmente a Kolmogorov, Arnold e Moser (KAM).

Começamos com a introdução de notações pertinentes e um espaço. Para r > 0, denotemos
por A(r) o conjunto dos operadores lineares a em ℓ2(Z) com representação matricial a = {anm}
na base {ψm}m∈Z de autovetores de H0, i.e., anm := ⟨ψn, aψm⟩, n,m ∈ Z, e de�namos uma
norma

∥a∥r := sup
n

∑
m

|anm|er|n−m| <∞.

Pode-se veri�car que (A(r), ∥·∥r) é um espaço de Banach (ver [15] para detalhes); neste
caso, se a, c ∈ A(r), então ac, ca ∈ A(r) e

∥ac∥r , ∥ca∥r ≤ ∥a∥r ∥c∥r .

Um operador linear a, não necessariamente em A(r) é diagonal se anm = 0 para n ̸= m (note
que o termo diagonal aqui está relacionado à base ortonormal especí�ca (ψm) de ℓ2(Z)). Por
construção, H0 é diagonal com elementos de representação matricial (H0)nm = nδnm, enquanto
que para o operador perturbado (HV )nm = nδnm + Vnm. Para o texto inteiro, denote por ḃ o
operador linear com elementos matriciais

ḃnm =
∑
l∈Z

1

|n− l|!|m− l|!
.

De�namos

||ḃ||0 := inf
r>0

||ḃ||r.

O principal resultado discutido neste trabalho é o seguinte.
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Teorema 16. Seja V ∈ ℓ∞(Z). Se

∥V ∥∞ <
1

20||ḃ||0
,

então existem r > 0 e um operador invertível P ∈ A(r) tais que

P−1HV P

é um operador diagonal com espectro simples e discreto cujos autovetores são ψm, m ∈ Z.

Veri�caremos agora que, para V como no Teorema 16, os autovetores de HV satisfazem
(3.5), isto é, HV tem SULE, particularmente LD.

Pelo Teorema 15, HV tem espectro discreto. Determinou-se que seus autovetores são {Pψm},
com P ∈ A(r), para algum r > 0, operador que diagonaliza HV , e {ψm} os autovetores de H0.
Tais autovetores constituem um sistema ortonormal completo em ℓ2(Z).

Como
1

|m′ − n|!
decai mais rapidamente que qualquer exponencial quando |m′ − n| → ∞,

existe uma constante C1 > 0 tal que

|(ψm′)(n)| ≤ C1
e−r|m

′−n|

1 + |m′ − n|2
,

para todo m′, n ∈ Z. Para {Pψm}, como P ∈ A(r), tem-se

|(Pψm)(n)| = |⟨en, Pψm⟩| =

∣∣∣∣∣∑
k

⟨en, ψk⟩⟨ψk, Pψm⟩

∣∣∣∣∣
≤
∑
k

|Pkm||(ψk)(n)|

≤
∑
k

Ce−r|k−m| 1

|n− k|!

≤
∑
k

Ce−r|k−m| C1e
−r|n−k|

(1 + (n− k)2)

≤ C2

∑
k

e−r|n−m|

(1 + (n− k)2)

≤ e−r|n−m|
∑
k

C2

(1 + (n− k)2)
. (3.6)

Como a última soma é convergente e independe de m,n, tem-se

|(Pψm)(n)| ≤ C̃e−r|n−m|,

um caso particular de SULE.

3.3 Prova do resultado principal

Esta seção é destinada à prova do Teorema 16. O operador identidade é denotado por I;
então Inm = δnm, e note que ∥I∥r = 1, para todo r > 0. A diagonal do operador a será denotada
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por diag a, isto é, (diag a)nm = annδnm. Se a ∈ ℓ∞(Z) (este é o caso de nossos potenciais V ),
temos a norma usual ∥a∥∞ = sup

n
|an|.

Repetidamente usaremos o fato de que se a ∈ A(r) com ∥a− I∥r < 1, então a é invertível
em A(r) e

∥∥a−1 − I
∥∥
r
≤ ∥a− I∥r

1− ∥a− I∥r
. (3.7)

Alguns resultados preliminares:

A prova do lema abaixo apresentada em [11] envolve uma estimativa numérica. Por isso,
será omitida.

Lema 6. Se a ∈ ℓ∞(Z), então

|anm| ≤ ∥a∥∞ ḃnm, ∀n,m ∈ Z.

Ademais, ḃ pertence a A(r) para todo r ≥ 0.

Lema 7. Temos a inclusão natural ℓ∞(Z) ⊂ A(r), para todo r ≥ 0, visto que para a ∈ ℓ∞(Z),
∥a∥r ≤ ∥a∥∞ ||ḃ||r. Adicionalmente, dado θ > 0, para ∥a∥∞ su�cientemente pequeno,

∥a∥r ≤ θ. (3.8)

Demonstração. Pelo Lema 6,

∥a∥r = sup
n

∑
m

|anm|er|n−m| ≤ sup
n

∑
m

∥a∥∞ ḃnme
r|n−m| = ∥a∥∞ ||ḃ||r,

e o resultado segue tomando-se ∥a∥∞ ≤ θ/||ḃ||r.

Agora um lema importante para o processo indutivo; [a, c] = ac − ca é o comutador dos
operadores a e c.

Lema 8. Fixe r > 0. Sejam G um operador diagonal e B ∈ A(r) com

(G+ diag B)nm = gn +Bnn ∈ R

e

|(gn +Bnn)− (gm +Bmm)| > K, ∀m ̸= n e para algum K > 0. (3.9)

Dado B ∈ A(r), existe W ∈ A(r) resolvendo

[G+ diag B,W ] +B − diag B = 0 (3.10)

com Wnn = 1, para todo n. Ademais,

∥W − I∥r ≤
1

K
∥B∥r . (3.11)
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Demonstração. Queremos encontrar W tal que

B − diag B = W (G+ diag B)− (G+ diag B)W,

equivalentemente,

(B − diag B)nm = (W (G+ diag B))nm − ((G+ diag B)W )nm

=
∑
j∈Z

Wnj(G+ diag B)jm − (G+ diag B)njWjm.

Como G+ diag B é diagonal, isto equivale a procurar solução para

(B − diag B)nm = Wnm(gm +Bmm)− (gn +Bnn)Wnm.

Obtemos, então, uma solução W̃nm para a equação acima dada por

W̃nm =


Bnm

(gm +Bmm)− (gn +Bnn)
, n ̸= m,

0, n = m.

Resta, agora, veri�carmos que W̃ ∈ A(r): devido a (3.9), para m ̸= n,

|W̃nm| =
|Bnm|

|(gm +Bmm)− (gn +Bnn)|
≤ 1

K
|Bnm|;

portanto,

∥∥∥W̃∥∥∥
r
= sup

n

∑
m

er|n−m||W̃nm| = sup
n

∑
m̸=n

er|n−m| |Bnm|
|(gm +Bmm)− (gn +Bnn)|

≤ 1

K
sup
n

∑
m̸=n

er|n−m||Bnm|

≤ 1

K
∥B∥r .

Isto encerra a prova do lema, uma vez que se W̃ é uma solução de (3.10), então W := W̃ + I é
também uma solução e (3.11) vale para (W − I).

Prova do Teorema 16:

Denotamos D = D0 = H0, V
0 = V e P 0 = I; então, HV = D + V . Considere

(P 0)−1(D + V )P 0 = D0 + V 0 = (D0 + diag V 0) + (V 0 − diag V 0); (3.12)

gostaríamos de encontrar um operador linear invertível W 0 tal que

(W 0)−1(D + V )W 0 = operador diagonal.

Note que: se V 0 = 0, então o operador identidade W 0 = I é uma solução desejada. Para
provarmos o Teorema 16, empregaremos o método de diagonalização baseado no bem conhecido
procedimento iterativo devido originalmente a Kolmogorov, Arnold e Moser (KAM).

Dividiremos a processo em passos e depois veri�caremos a convergência.
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Escolha de r > 0.

Como ||ḃ||0 <
1

20 ∥V ∥∞
, e ||ḃ||0 = infr>0||ḃ||r, existe r > 0 tal que

||ḃ||0 ≤ ||ḃ||r <
1

20 ∥V ∥∞
.

Primeiro passo k = 0:

Ponha D = D0 = H0, V
0 = V e P 0 = I; portanto

(P 0)−1(D + V )P 0 = D0 + V 0 = (D0 + diag V 0) + (V 0 − diag V 0). (3.13)

D0 + diag V 0 é um operador diagonal com (D0 + diag V 0)nn = λ0n = n + V 0
nn. Ademais, note

que

∥V0∥r ≤ ∥V ∥∞ ||ḃ||r < ∥V ∥∞ · 1

20 ∥V ∥∞
=

1

20
<

1

4
.

Deste modo, usando-se o fato de |V 0
nn| ≤ |V 0|r, qualquer que seja m não negativo, se m ̸= n,

temos

|λ0n − λ0m| = |n+ V 0
nn − (m+ V 0

mm)| = |(n−m)− (V 0
mm − V 0

nn)| ≥ |n−m| − |V 0
mm − V 0

nn|

≥ 1− |V 0
nn − V 0

mm| ≥ 1− (|V 0
nn|+ |V 0

mm|) ≥ 1− 2
∥∥V 0

∥∥
r
>

1

2
.

Existe, então,
1

2
< K0 < 1 tal que

|λn0 − λm0 | ≥ K0.

Pelo Lema 8, existe uma solução W 0 ∈ A(r) de

[D0 + diag V 0,W 0] + V 0 − diag V 0 = 0 (3.14)

com

diag (W 0 − I) = 0,

e para C0 = 1/K0 ≥ 1,

∥∥W 0 − I
∥∥
r
≤ C0

∥∥V 0
∥∥
r
. (3.15)

Note que 1 ≤ C0 ≤ 2. Então, como ∥V 0∥r <
1

4
, tem-se

C0

∥∥V 0
∥∥
r
< 2 · 1

4
=

1

2
.

Daí, ∥∥W 0 − I
∥∥
r
<

1

2
< 1.
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Segue-se daí, usando (3.7), que W 0 é invertível. Então,

(W 0)−1(P 0)−1(D + V )P 0W 0 (3.13)
= (W 0)−1(D0 + diag V 0)W 0 + (W 0)−1(V 0 − diag V 0)W 0

(3.14)
= (W 0)−1(W 0(D0 + diag V 0))− (W 0)−1((V 0 − diag V 0))

+ (W 0)−1(V 0 − diag V 0)W 0 =: D1 + V 1.

Portanto,

(P 1)−1(D + V )P 1 = D1 + V 1,

com 
P 1 = P 0W 0

D1 = D0 + diag V 0

V 1 = (W 0)−1(V 0 − diag V 0)(W 0 − I).

Novamente por (3.7) e, utilizando-se o fato de que C0 ∥V 0∥r <
1

2
, obtemos

∥∥(W 0)−1 − I
∥∥
r
≤ ∥W 0 − I∥r

1− ∥W 0 − I∥r
≤ ∥W0 − I∥r

1− C0 ∥V 0∥r
≤ 2

∥∥W 0 − I
∥∥
r
< 1.

Tem-se, então, ∥∥V 1
∥∥
r
=
∥∥(W 0)−1(V 0 − diag V 0)(W 0 − I)

∥∥
r

≤
∥∥(W 0)−1

∥∥
r

∥∥V 0
∥∥
r

∥∥W 0 − I
∥∥
r
.

Como ∥∥(W 0)−1
∥∥
r
=
∥∥(W 0)−1 − I + I

∥∥
r
≤
∥∥(W 0)−1 − I

∥∥
r
+ ∥1∥r < 2,

de�ne-se θ1 através de∥∥V 1
∥∥
r
≤ 2

∥∥V 0
∥∥
r

∥∥W 0 − I
∥∥
r
≤ 2C0

∥∥V 0
∥∥2
r
=: θ2

1

1 .

Ademais,

∥∥V 1
∥∥
r
≤ 2C0

∥∥V 0
∥∥2
r
< 2 · 2

(
1

4

)2

=
1

4
.

Segundo passo k = 1:

Seja D1 + diag V 1 o operador diagonal com

(D1 + diag V 1)nn = λ1n = λ0n + (diag V 1)nn = n+ V 0
nn + V 1

nn,

e, como ∥V 1∥r <
1

4
,

|λ1n − λ1m| >
1

2
> 0, ∀n ̸= m.
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Existe, então,
1

2
≤ K1 ≤ K0 ≤ 1 tal que

|λ1n − λ1m| > K1,

se m ̸= n. Pelo Lema 8, existe uma solução W 1 ∈ A(r) para

[D1 + diag V 1,W 1] + V 1 − diag V 1 = 0, (3.16)

com

diag(W 1 − I) = 0,

e, para C1 = 1/K1 ≥ 1, ∥∥W 1 − I
∥∥
r
≤ C1

∥∥V 1
∥∥
r
<

1

2
< 1. (3.17)

Segue-se daí, utilizando-se (3.7), que W 1 é invertível. Então,

(W 1)−1(P 1)−1(D + V )P 1W 1 (3.13)
= (W 1)−1(D1 + diag V 1)W 1 + (W 1)−1(V 1 − diag V 1)W 1

(3.16)
= (W 1)−1(W 1(D1 + diag V 1))− (W 1)−1((V 1 − diag V 1))

+ (W 1)−1(V 1 − diag V 1)W 1 =: D2 + V 2

Portanto,

(P 2)−1(D + V )P 2 = D2 + V 2,

com 
P 2 = P 1W 1

D2 = D1 + diag V 1

V 2 = (W 1)−1(V 1 − diag V 1)(W 1 − I).

Novamente utilizando-se (3.7) e o fato de que C1 ∥V 1∥r <
1

2
,

∥∥(W 1)−1 − I
∥∥
r
≤ ∥W 1 − I∥r

1− ∥W 1 − I∥r
≤ ∥W 1 − I∥r

1− C1 ∥V 1∥r
≤ 2

∥∥W 1 − I
∥∥
r
< 1,

Tem-se ∥∥V 2
∥∥
r
=
∥∥(W 1)−1(V 1 − diag V 1)(W 1 − I)

∥∥
r

≤
∥∥(W 1)−1

∥∥
r

∥∥V 1
∥∥
r

∥∥W 1 − I
∥∥
r
.

Como ∥∥(W 1)−1
∥∥ =

∥∥(W 1)−1 − I + I
∥∥
r
≤
∥∥(W 1)−1 − I

∥∥
r
+ ∥I∥r < 2,

de�ne-se θ2 por ∥∥V 2
∥∥
r
≤ 2

∥∥V 1
∥∥
r

∥∥W 1 − I
∥∥
r
< 2C1

∥∥V 1
∥∥2
r

≤ 8C1C
2
0

∥∥V 0
∥∥4
r
=: θ2

2

2 .

Ademais, como C1, C0 ≤ 2 e ∥V 0∥r <
1

4
, pela desigualdade acima temos

∥∥V 2
∥∥
r
≤ 8C1C

2
0

∥∥V 0
∥∥4
r
< 23 · 2 · 22 ·

(
1

2

)8

=
1

4
.
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Passo k + 1:

Suponha que possamos encontrar, para algum k ∈ N,

1. Um operador V k ∈ A(r) tal que
∥∥V k

∥∥
r
<

1

4
, satisfazendo∥∥V k

∥∥
r
≤ θ2

k

k ,

com

θk =
{
Πk−1
j=0(2Cj)

2−j−1
}∥∥V 0

∥∥
r
. (3.18)

2. Um operador diagonal Dk com (Dk + diag V k)nn = λkn = λk−1
n + V k

nn satisfazendo, para

algum 1 ≥ Kk ≥
1

2
,

|λkn − λkm| > Kk, ∀n ̸= m (3.19)

tal que

(P k)−1(D + V )P k = Dk + V k, (3.20)

com P k = W 0W 1 · · ·W k−1.

Mostraremos que 1. e 2. valem para k + 1.

Pelo Lema 8, existe uma solução W k ∈ A(r) para

[Dk + diag V k,W k] + V k − diag V k = 0 (3.21)

com

diag (W k − I) = 0.

Ademais, para Ck = 1/Kk ≥ 1,∥∥W k − I
∥∥ ≤ Ck

∥∥V k
∥∥
r
< 2 · 1

4
=

1

2
. (3.22)

Segue-se por (3.7) que W k é invertível. Então,

(W k)−1(P k)−1(D + V )P kW k (3.13)
= (W k)−1(Dk + diag V k)W k + (W k)−1(V k − diag V k)W k

(3.21)
= (W k)−1(W k(Dk + diag V k))− (W k)−1((V k − diag V k))

+ (W k)−1(V k − diag V k)W k =: Dk+1 + V k+1.

Portanto,

(P k+1)−1(D + V )P k+1 = Dk+1 + V k+1,

com 
P k+1 = P kW k;

Dk+1 = Dk + diag V k;

V k+1 = (W k)−1(V k − diag V k)(W k − I).
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Como Ck
∥∥V k

∥∥
r
<

1

2
, novamente empregando-se (3.7), obtemos

∥∥(W k)−1 − I
∥∥
r
≤

∥∥W k − Ir
∥∥

1− ∥W k − Ir∥
≤

∥∥W k − I
∥∥
r

1− Ck ∥V k∥r
≤ 2

∥∥W k − I
∥∥
r
< 1.

Tem-se ∥∥V k+1
∥∥
r
=
∥∥(W k)−1(V k − diag V k)(W k − 1)

∥∥
r

≤
∥∥(W k)−1

∥∥
r

∥∥V k
∥∥
r

∥∥W k − I
∥∥)r.

Como ∥∥(W k)−1
∥∥
r
=
∥∥(W k)−1 − I + I

∥∥
r
≤
∥∥(W k)−1 − I

∥∥
r
+ ∥1∥r < 2,

de�ne-se θk+1 por ∥∥V k+1
∥∥
r
≤ 2

∥∥V k
∥∥
r

∥∥W k − I
∥∥
r
≤ 2Ckθ

2k

k =: θ2
k+1

k+1 .

Temos também que
∥∥V k+1

∥∥
r
<

1

4
, pois

∥∥V k+1
∥∥
r
≤ 2

∥∥V k
∥∥
r

∥∥W k − I
∥∥
r
< 2 · 1

4
· 1
2
=

1

4
.

Mostremos agora que existe
1

2
≤ Kk+1 ≤ Kk ≤ 1 tal que dados m,n inteiros não-negativos

distintos, vale |λk+1
n − λk+1

m | ≥ Kk+1. Sejam m,n inteiros não-negativos distintos. Temos

|λk+1
n − λk+1

m | = |(m− n)− (V k+1
nn + V k+1

mm )| ≥ 1− 2
∥∥V k+1

∥∥
r
≥ 1

2
.

Pode-se então escolher Kk+1 tal que
1

2
≤ Kk+1 ≤ Kk ≤ 1 e |λk+1

n − λk+1
m | ≥ Kk+1, se m ̸= n.

Convergência

Mostraremos agora que o processo iterativo converge quando k → ∞, isto é,

(a) θk → θ∞, θ∞ <
1

5
.

(b) P k é um sequência de Cauchy em A(r), a �m de que exista P ∈ A(r) tal que P k → P .
P ̸= 0.

(c) V k → 0 em A(r).

Veri�cação de (a):

Veri�caremos agora que existe 0 < θ∞ <
1

5
tal que θk → θ∞ quando k → ∞. Ponhamos

θ0 := ∥V ∥∞ ||ḃ||r. Por (3.18) segue-se que

θk =
{
Πk−1
j=0(2Cj)

2−j−1
}∥∥V 0

∥∥
r
≤
{
Πk−1
j=0(2Cj)

2−j−1
}
θ0.
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Note que a sequência (Ck)k≥0 é tal que 1 ≤ Ck ≤ 2. Assim, segue-se que (θk)k≥0 é monótona e
limitada, pois

θk ≤ Πk−1
j=0(2Cj)

2−j−1

θ0 ≤ 4
∑∞

j=0 2
−j−1

θ0 = 4θ0.

Deste modo, existe θ∞ tal que θk → θ∞. Da desigualdade acima, θ∞ ≤ 4θ0. Como de�nimos,

θ0 = ∥V ∥∞ ||ḃ||r. Da desigualdade ||ḃ||r <
1

20 ∥V ∥∞
segue-se que:

θ∞ ≤ 4θ0 = 4 ∥V ∥∞ ||ḃ||r < 4 ∥V ∥∞ · 1

20 ∥V ∥∞
=

1

5
.

Veri�cação de (b):
Mostraremos que P k converge em A(r) para algum P ̸= 0 quando k → ∞. Note que

Ck
∥∥V k

∥∥
r
≤ Ckθ

2k+1

k ≤ θ2
k

∞ < 1. (3.23)

Portanto, ∥∥P k − P k−1
∥∥
r
=
∥∥P k−1W k−1 − P k−1

∥∥
r
≤
∥∥P k−1

∥∥
r

∥∥W k−1 − I
∥∥
r

≤ (
∥∥W 0 − I

∥∥
r
+ ∥1∥r)(

∥∥W 1 − I
∥∥
r
+ ∥1∥r)

. . . (
∥∥W k−2 − I

∥∥
r
+ ∥1∥r)(

∥∥W k−1 − I
∥∥
r
)

= Πk−2
j=0(

∥∥W j − I
∥∥
r
+ ∥1∥r)

∥∥W k−1 − I
∥∥
r

≤
∥∥W k−1 − I

∥∥
r
Πk−2
j=0(θ

2j

∞ + 1).

Por (3.22) e (3.23), tem-se ∥∥P k − P k−1
∥∥
r
≤ 2θ2

k−1

∞ . (3.24)

Suponha que m < k; então, como θ∞ < 1,∥∥P k − Pm
∥∥
r
≤
∥∥P k − P k−1

∥∥
r
+
∥∥P k−1 − P k−2

∥∥
r
+ . . .+

∥∥Pm+1 − Pm
∥∥
r

≤ 2
k−1∑
j=m

θ2
j

∞ ≤ 2θ2
m

∞

∞∑
j=0

θj∞ =
2θ2

m

∞
1− θ∞

→ 0, quando m→ ∞

Como θ∞ < h, segue-se também que

∥∥P k − I
∥∥
r
≤ 2

k−1∑
j=0

∥∥W j − I
∥∥
r
≤ 2

k−1∑
j=0

θ2
j

∞

≤ 2θ∞

∞∑
j=0

θj∞ =
2θ∞

1− θ∞
< 1.

Portanto, quando k → ∞, obtém-se

∥P − I∥r ≤
2θ∞

1− θ∞
< 1

Agora, por (3.7), ∥∥(P )−1 − I
∥∥
r
≤ ∥P − I∥r

1− ∥P − I∥r
≤ 2θ∞

1− 3θ∞
< 1
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e vê-se que P é invertível em A(r), em particular, P ̸= 0. Portanto,

∥P∥r ≤ 2 e
∥∥(P−1)

∥∥
r
≤ 2.

Veri�cação de (c):

Por indução e usando (3.23), obtém-se∥∥V k
∥∥
r
≤ θ2

k

k ≤ θ0θ
2k−1
∞ , (3.25)

e então V k → 0 em A(r). Ademais,

(P )−1HV P = H0 +
∑
k≥0

diag V k

é um operador diagonal cujos autovalores são

λ∞n := n+
∑
k≥0

(diag V k)nn. (3.26)

O teorema está, portanto, demonstrado.
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