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Resumo

Neste trabalho, estudamos anélise de Fourier e teoria espectral de operadores autoadjuntos (ndo
limitados) para discutirmos a persisténcia de espectro puramente pontual e localizagao dinamica
para o operador de Schrodinger discreto com campo elétrico sob perturbacgoes adequadas.



Abstract

We study Fourier Analysis and Spectral Theory of (unbounded) Self-adjoint Operators to dis-
cuss the persistence of pure point spectrum and dynamical localization for the discrete Schro-
dinger operator with electric field under suitable perturbations.
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Notacao selecionada

B(X)
N(A)
Im(A)
XE

Toro unidimensional R/Z.

Conjunto dos niimeros reais nao-nulos.

Medida de Lebesgue em T ou R.

Espago dos polindmios trigonométricos.

Espaco de Hilbert complexo separavel.

Conjunto resolvente de um operador linear 7" em H.
Operador resolvente de T em \ € p(T) C C.

Espaco dos operadores lineares limitados entre um espaco normado X.
Nicleo de um operador linear A.

Imagem de um operador linear A.

Funcao caracteristica de um subconjunto £ C R.



Introducao

Seja T um operador autoadjunto em um espaco de Hilbert complexo separavel H e seja a
equacao de Schrodinger linear
0 =—iTE teR
tg ? 67 € ) (ES)
£0)=¢ ¢edom T.

cuja tnica solucdo é dada por e “7¢.

O estudo da dinamica quantica de e#T¢ é um assunto classico da literatura matematica
e fisica (ver [1, 2, 7, 9, 11, 12, 13| e suas referéncias). Neste contexto, apresentamos a seguir
uma quantidade dinamica usualmente considerada para sondar o comportamento assintético da
dinamica e *T¢: seja {e,} uma base ortonormal de H; o valor esperado do g-momento, ¢ > 0,
do operador de posicao no tempo t > 0, com condicao inicial &, é definido como

(1X[%ee =Y Inl?l{e"7€, en) (1)

n

Estas quantidades descrevem o comportamento da “posicdo base” do pacote de ondas e 4T¢,
a medida que t tende ao infinito (ver [2, 8, 13| e suas referéncias). Particularmente, para
H = (*(Z) e {e, = (0,;) ez} a base canonica, tais quantidades caracterizam o espalhamento do
pacote de ondas e #T¢.

Nessa dissertacao, nossa principal propriedade dinamica de interesse é a chamada localizagao
dindmica (LD) (ver |11, 12, 15] e suas referéncias) medida através dos momentos de ordem ¢ > 0.
Diz-se que T tem localizacao dinamica se, para todas as condicoes iniciais e, cada momento é
uniformemente limitado no tempo, i.e., para cada ¢ > 0 e cada £ = ey,

sup {[X[")r < +oo. (2)

Esta é a nocao forte padrao de auséncia de transporte para operadores de Schrédinger. Dizemos
que um operador 7" definido em um subconjunto denso de um espago de Hilbert H tem espectro
puramente pontual, se existir uma base ortonormal de H constituida por autovetores de T.
Devido ao Teorema RAGE [9], localizacao dinamica requer espectro puramente pontual. No
entanto, é possivel ter sistemas com “comportamento patologico”, isto €, espectro puramente
pontual sem localizagdo dinamica [1, 12].

Seja Hy, o operador de Schrédinger discreto com campo elétrico uniforme, definido como

dom(Hy) := {t) € ((Z)| Y _ |n[*[¢n]* < +00},

(Hotp)n = (At))y + nthy,.

Relembre que o Laplaciano discreto é o operador autoadjunto limitado (Av),, := ¥n11 + ¥p_1.
Neste trabalho, estudamos analise de Fourier e teoria espectral de operadores autoadjuntos
(ndo limitados) para mostrarmos que Hy tem espectro puramente pontual e LD. Entao, dado



um potencial V' € (*°(Z), mostramos, através de um método de diagonaliza¢ao baseado no
bem conhecido procedimento iterativo devido originalmente a Kolmogorov, Arnold e Moser
(KAM), que se ||V||« € suficientemente pequeno, entdo Hy = Hy + V' tem espectro puramente
pontual e LD, um resultado provado por C. R. de Oliveira e M. Pigossi em [11]; ver também [15].
Ressaltamos que este resultado devido a C. R. de Oliveira e M. Pigossi confirmou rigorosamente
estimavas numéricas nessa dire¢ao obtidas anteriormente em [14].

A organizagao do trabalho é descrita a seguir. No Capitulo 1, apresentamos em detalhes
o bem conhecido Teorema de Plancherel (ver Teorema 1.8 adiante) para séries de Fourier, que
¢ uma ferramenta padrao usada ao longo de todo o texto. No Capitulo 2, provamos que Hy
¢ autoadjunto através do celebrado Teorema de Kato-Rellich, que é discutido em detalhes, e
discutimos, também, a existéncia e unicidade de solucoes para a equacao de Schrodinger linear
(ES) através do Teorema Espectral. Por fim, no Capitulo 3 discutimos a persisténcia de espectro
puramente pontual e localizacao dinamica para Hy sob perturbagoes suficientemente pequenas.

Finalmente, gostariamos de mencionar que o texto foi escrito admitindo-se que o leitor tenha
apenas conhecimentos prévios equivalentes a um curso padrao de analise real em uma variavel,
teoria da medida e integragao, como o equivalente ao exposto em [10] e [3], e analise funcional,
como o contetdo equivalente ao de [4].



Capitulo 1

Séries de Fourier: teoria basica

Neste capitulo estudaremos a representacao de funcoes periddicas definidas em R como
série de funcoes da forma (e ™)., com i = /—1. Nosso principal objetivo é apresentar
em detalhes o bem conhecido Teorema de Plancherel (ver Teorema 1.8 adiante) para séries de
Fourier. O estudo aqui apresentado é baseado em [6, 17].

1.1 Propriedades elementares

Definicao 1. Seja f: R — C. Dizemos que f é T-periddica se existir T' > 0 tal que
flx+T)=f(z), VxeR.

Neste capitulo nos deteremos a funcoes 1-periddicas. Deste modo, neste trabalho, sempre
que nos referirmos ao termo funcao periddica, estamos assumindo que a funcao é 1-periodica.
Note que uma funcao f: R — C 1-periddica é totalmente determinada por sua restricao ao
conjunto T =R\Z ~ [0,1) C R.

Dado 1 < p < 400, definimos o espaco LP(T) como

LP(T) := {f T — C; f é mensuravel e / |f(z)]Pdx < —1—00} :
T

onde a integral acima utilizada é a integral de Lebesgue em relagao a medida de Lebesgue de
R. Dado j € NU {0}, definimos o espaco C?(T) como o conjunto das fungoes definidas em T
cuja extensdo periddica a R é de classe CV. Como padrao, denotamos C(T) = C(T).

Suponhamos, entao, que existam constantes ...,a_o,a_1,ag, a1, 0, ...,0y,... € C tais que
f(z) = Z ape®™ Yz €T, (1.1)
kez

—2mnix

Seja n € Z. Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por e e integrando

em relacao & medida de Lebesgue, obtemos:

/f(x)e%mmdx:/ <Z ak627rkix627mix> dl’:/ (ZakQQﬂ(kn)ix> dx.
T T T

keZ kEZ
Se for valida a integragdo membro a membro, a igualdade acima torna-se:
/ f(l’)€_27mmdl’ _ § /ake%r(k—n)mdx = ay,,
T kez YT

0 que motiva as seguintes defini¢oes.



Definigao 2. Seja f € LY(T). O k-ésimo coeficiente da série de Fourier, k € Z, é definido por
Flk) = /f(a:)e_%kmdx. (1.2)

T
Definicao 3. Sejam f € L'(T) e x € T. A série de Fourier de f em x, S[f](x), é definida por

Sif)z) =Y flk)e*™e. (1.3)

kEZ

Ainda nao se sabe quando a série acima converge e em que sentido; por exemplo, a principio,
esta pode ser condicionalmente convergente. A partir de agora, neste capitulo, estabeleceremos
uma discussao nessa direcao.

Recorde que o espago das sequéncias limitadas é definido como

>°(Z) -={a:7Z — C; sup|ag| < +oo},
keZ

||al|ee(zy = sup |ax|.
keZ
Proposicao 1. Sejam f, g funcoes periddicas e k € 7.
(i) F: LY(T) — ¢=(Z), F(f) = f, é um operador linear limitado satisfazendo

||f||€°°(Z) < ||f||L1(’]I‘)

(i) Se f € LY(T), entio 7,f(k) = e"2"* f (), onde 7,f(x) :== f(x —y).
(iif) Se f € CI(T), entao

onde o € N, com a < j.
(iv) (Lema de Riemann-Lebesgue) Se f € L'(T), entao

-~

lim f(k) = 0.

|k|—+o00
Demonstragao. (i) A linearidade de F ¢ imediata. Mostraremos agora que
[ flle=(zy = sup | f(k)] < [[f]|r(m)-
keZ

De fato, sejam f € L'(T) e k € Z arbitrario. Temos:

(k)| = S/Tlf(x)l-ldsv: £l -

/f(x)e_%ikxda:
T
Como k € Z é arbitrario, segue-se que
[ le @) = sup [f(R)| < [1f |-
keZ
(ii) Com efeito, realizando-se mudanga de variaveis e utilizando o fato de que
flz+1) = f(z), VrekR,

4



temos:

R = [ s - gt —

T [0,1)

f(l’ _ y>€—27rzk:cdx _ / f(U)G_QMk(u—i_y)dU,
-y

1-y

— 6—27riky/ f(u)e—QTrik‘udu
-y
1

— e—?mky/ f(u)e—Qﬂ'ik‘udu
0

:e2m'ky/f(u)62ﬂ'ikudu
T
— e—27rik:yf<k,).

(iii) Mostraremos o caso o = 1. Temos, aplicando-se integragdo por partes e o fato de que

f(0) = f(1):

df df omike
D n) = /d$<> ke gy

1 1
— f(x)e—%rikm —27le?) / f(x)e—%rik:mdl,
0

= f(l)ef%rik _ f(O) _ (—271'2']&’)/]‘]6<x)62mk$d1:

= f(1) - 1= £(0) + 2mikf (k)
= f(0) = £(0) + 2mik f (k)
= 2mik f (k).

0

O caso geral se faz por indugao.

(iv) Seja € > 0 arbitrario. Como o espago S das fungdes simples definidas em T é denso em
LY(T), existe uma fungao simples g € S tal que:

/ |f(z) — g(z)|dx < 5 (1.4)

Suponhamos que g se escreva como:

N
g = ZCiX(ai,bi)a
=1

com N € N, (a;,b;) C T, paracadai=1,...,N, ecy,cq,...,cxy € C. Note que:

N
/g(x)eQWikxdx _ / Z CiX(ai’bi)ef%rik:vdI
T -

Il
Mz HMZ HMZ

—2mikx
X(az z dx

/ —27rzka;d

—2mkb e—27rik:ai

—2mik

Ci
1

1



Dai, pela dltima igualdade acima, existe kg € N tal que:

/Tg(x)e%““dw << (1.5)

Observe que:

/T f(x)ezmk“dx‘ =

g@w2““m%ﬁ/vu»—m@k2ﬂma:

/ T
stémmaM“m—%Auuw@@WQMWx
<| [at@e sl [ 1760) - gtollao

Pela desigualdade acima e por (1.4) e (1.5), se |k| > ko, tem-se

/f(x)e—%rika:dx /g(x)e—%rika:dx
T T

<
- 2 2

+ [ 1@~ glallde < 5+ 5 =e
T
Logo,

lim f(k)= lim /f(x)e_%““dx:O.
T

|k|—+o00 |k|—+o00

1.2 Polinémios trigonométricos

Defini¢ao 4 (Polinomio trigonométrico). Seja P: T — C. Dizemos que P é um polinomio
trigonométrico se existem N € N e escalares a;, € C, |k| < N, tais que

N
P(z) = Z ape®*™ Y e T.
k=—N

E bem conhecido que aproximacdes por polindmios trigonométricos em técnicas de analise
que envolvem andlise de Fourier podem ser bastante tteis. Como veremos, tais aproximacoes
aparecem naturalmente na prova do Teorema de Plancherel (Teorema 1.8).

Nesta secao, nosso principal objetivo é provar que os polindmios trigonométricos sao densos
em espacos apropriados.

Defini¢do 5 (Algebra em C). Sejam X C R um espaco topoléogico e C(X) = C(X;C) o
conjunto das fungoes continuas de X em C. Dizemos que uma colecdo M C C(X) é uma
dglgebra em C'(X) se M é um subespaco de C(X) e f g € M, quaisquer que sejam f,g € M.
Se M é uma algebra em C(X) e para toda f € M, tem-se que o conjugado f € M, dizemos que
M € fechada sob a conjugacdo complera. Ademais, dizemos que M € uma dlgebra que separa
pontos se para todo par de pontos x,y € X, com x # y, existe f € M tal que f(z) # f(y).

Dado um espaco topologico compacto X C R, pode-se introduzir a norma |||, em C(X)
definindo:

[fllo = sup [f ()]
reX
A norma ||-|| definida acima goza da propriedade || fg|l ., < [|fll l9ll: Vf.g € C(X).

Daqui em diante, a menos que explicitamente mencionado em sentido contrério, o espa¢o C'(X)
serd sempre considerado munido com a norma |||, acima definida.
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Proposigao 2. Seja X C R um espago topoldgico compacto. Se M é uma dlgebra em C(X)
fechada sob a conjugacdo complexa que separa pontos, entio seu fecho M (relativamente d
norma ||-||,) € também uma dlgebra em C(X) fechada sob a conjugag¢io complexa que separa
pontos.

Demonstragdo. Como M ¢ um subespago de (C(X), ||-||,), entdo segue-se que Mé também um
subespaco de (C(X), MOO) Mostremos que dados f, g € M quaisquer, tem-se que f-g € M.
De fato, dados f, g € M, existem sequéncias (f,,)nen, (gn)nen C M tais que

lim [[fn = fllo = lm lgn —gl[oc = 0.
n—oo n—oo
Agora, para cada n € N, pela desigualdade triangular,

[fngn = F9llo = 1(fugn = Fgn) + (fn = FD oo < Ngnllc 10 = flloe + 1 fllo N19n — 9l -

Como existe A > 0 tal que g, < A, Vn €N, tomando-se n — oo na desigualdade acima
obtém-se lim ||f,g, — fgll,, = 0. Assim, fg € M.
n—oo

Vamos mostrar agora que M é fechada sob a conjugacdo complexa. Seja f € M. Existe
uma sequéncia (f,)ney C M com lim || f, — f]|,, = 0. Como M é fechada sob a conjugacao
n—0oQ

complexa, tem-se (f, )ney C M. Afirmamos que lim ||?n — ?H = 0. De fato,
n—00 o0

lim || f, = f||, = lim supl|f,(z)— f(z)|

n—00 n—00 pc X
= lim sup|f.(z) — f(z)| = lim || f, — fl|., = 0.
n—00 4 X n—00

Entdo, M ¢é uma algebra em C(X) fechada sob a conjugacdo complexa. Resta mostrar que M
separa pontos. Mas isto decorre imediatamente do fato de que M C M e M separa pontos. []

Proposicao 3. O conjunto P dos polindmios trigonométricos constitui uma dlgebra em C(T)
fechada sob a conjugacao complexa que separa pontos.

Demonstra¢ao. Como P é um subespaco de C(T), para verificar que P é uma algebra basta
apenas mostrar que dados P, () € P, tem-se P - () € P. De fato, como P, () sao polinomios
trigonométricos, existem escalares a;,b, € C tais que P(z) = Son v a;e¥™ Yo € T e
Q(z) =M bpe® ™ Yz € T. Entdo,

(P-Q)(x) = <Z aj€2jm'z> < Z bke%mgc)

N M
_ Z aj62j7rm’ < Z kakaac>
j=—N k=—M
N M
_ Z < aj€2j7ri:cbk€2km’x>
—-M

j=—N \k=
N M
= Z Z ajbke2(3+k)m’”, Ve e T.
j=—N k=—M

Portanto, P - @ € P. Assim, P é uma élgebra em C(T). Mostremos que P é fechada sob a
conjugagao complexa. Seja P = EszfN a,e?*™() um polindémio trigonométrico. Tem-se:

N N

N
P(x) = P(z) = Z apekmiv — Z agekmiv — Z are e Yy e T.
k=—N k=—N k=—N



Entdo, P € P. Logo, P ¢ fechada sob a conjugacio complexa. Resta mostrar que P separa
pontos. Com efeito, suponhamos, por absurdo, que existam zg,yy € [0,1) distintos tais que
para todo h € P, h(xg) = h(y). Sabe-se que a: [0,1) — R? definida por:

a(t) = (sen(2mt), cos(2mt))
é injetiva.

As fungoes f: [0,1) — R, g: [0,1) — R, definidas por f(z) = sen(2nz), g(x) = cos(2wx),
pertencem a P. Note também que «(t) = (f(t),g(t)) para todo t € [0,1). Entao, a(zg) = a(yo)
e, da injetividade de a em [0, 1), segue-se que xy = o (contradi¢do). ]

O seguinte teorema, cuja demonstracao pode ser vista em [10, p. 141], sera usado na prova
de que o espaco P dos polinémios trigonométricos é denso em C(T).

Teorema 1 (Teorema de Stone-Weierstrass). Sejam X C R um espago topoldgico de Hausdorff
compacto e A uma dlgebra de C(X), que separa pontos e fechada sob a conjugac¢io compleza.

Se A=A, entio A= C(X) ou A= {f € C(X); f(zo) = 0} para algum zy € X.
Proposicao 4. O espaco P dos polinémios trigonométricos de T é denso em C(T).

Demonstracao. Pela Proposicao 3, o espaco P dos polindmios trigonométricos de T é uma
algebra em C(T) que separa pontos fechada pela conjugacio complexa. Pela Proposicao 2, P
também o é. Como P é um conjunto fechado, pelo Teorema de Stone-Weierstrass segue-se que
P = C(T) ou P = {f € C(T); f(xo) = 0} para algum zo € T. Como a fun¢do constante
f: T — C, definida por f(x) = 1 para todo x € T, pertence a P C P, nio se pode ter
P = {f € C(T); f(x) = 0} para algum zy € T. Logo, P = C(T). O

Proposicao 5. Seja 1 < p < 0o. O espaco das funcgoes continuas C(T) é denso (relativamente
a norma ||-||,,) em LP(T).

Demonstragao. Com efeito, dada f € C(T), segue-se que C(T) C LP(T), pois f é limitada.
Mostremos agora que LP(T) C CT), relativamente & norma |[|-[|,. Seja g € LP(T). Como o

espaco das funcoes simples Zfil ciXE,;, onde cada E; C T ¢ um intervalo limitado, é denso em
LP(T), dado € > 0, tomemos f = S ¢;xp, simples tal que ||g — fll, < €/2. Podemos tomar,
para cada ¢ = 1,..., N, uma funcao teste h;: R — R infinitamente diferenciavel que se anula
em R\ [0,1] tal que |le;xe, — hill, < €/2N. Seja h: R — R definida por h = SV hi. E claro
que h := h|T € C(T) e, aplicando-se a desigualdade triangular, obtemos que ||g — k||, < €.
Logo, C(T) é denso em LP(T). O

A demonstracdo do resultado seguinte pode ser vista em [10, p. 98].

Teorema 2 (Teorema da Diferenciacao de Lebesgue). Sejam E C R™ um conjunto mensurdvel
a Lebesque e f: E — C tal que [ |f(x)|de < +oo para todo K C E limitado e mensurdvel.
Entao:

1
i s [ )y = (o)
r—0 m(B(x, T)) B(z;r)
para quase todo x € E, onde m denota a medida de Lebesque.

Corolario 1. Sejam hy, hy € LY(T) tais que [ hi(y)dy = [ ho(y)dy para todo x € T. Entdo,
hi(z) = ho(z) g.t.p. em T.



Demonstragao. Com efeito, seja x € (0,1). Dado € > 0 suficientemente pequeno, tem-se
f(x—e,x-‘,-e) [hl (y) - h2(y)]dy = 0. Dai,

1
m([z — €,z + €)

/( —ea+ )[h1(y) — ha(y)]dy =0

. Portanto,
! [ ) - ha(ldy =0
im - =0.
e—0m([x — e, x + €]) [ 1 24y
Logo, pelo Teorema da Diferenciacio de Lebesgue, hy(x) = ha(x) q.t.p. ]

Recorde que se 1 < p < 400, entao

?’(Z) :={a:Z — C; Z lag|P < +oo},
kez

1/p
ol =] o]

keZ

Teorema 3. Valem as sequintes afirmacoes:

i) O espaco dos polindmios trigonométricos é denso em LP(T), 1 < p < 4o00.

~

ii) Se f € LY(T) € tal que f(k) =0, Vk€Z, entao f(x) =0, para quase todo ponto em T.
iii) Se f € LNT) e f € €(Z), entio
fla) =" flk)e*e, (1.6)
ke

para quase todo ponto x € T.

Demonstracao. (i) Seja 1 < p < 4o0. O espago dos polindmios trigonométricos P esta con-
tido em LP(T) (pois todo polinomio trigonométrico é mensuravel e limitado). Mostremos que
LP(T) C P. Seja f € LP(T). Dado ¢ > 0, pela Proposicio 5 existe g: T — C continua tal
que [|f —gll, < €/2. Por outro lado, da densidade de P em (C(T),|-||,,), existe P € P tal

que [P —g| < g Dai, [[g — P||, = [P —gll, < IP — gll, <€/2. Assim, pela desigualdade
triangular, ||f — P|, < |If —gll, + llg — P, < ¢/2+ ¢/2 = €. Logo, P ¢ denso em L”(T).

(ii) Se f € L\(T) e
flk) = / f(x)e ™ dy =0, Vk € Z,
T

2kmi(-

~ N . U N P
entdo dado um polindmio trigonométrico P =), axe ) arbitrario, tem-se:

N N
dr = 2k7rixd — 2k7rixd —0.
/Tf(x)P(x) x /Tf(x)k:z:Nake x k:z:Nak/Tf(x)e x=0

Afirmacao 1. [ f(z)g(z)dx = 0, qualquer que seja g € C(T).



Prova da afirmacao:

Seja g € C(T). Pela densidade dos polinomios trigonométricos em C(T), dado n € N, existe
um polinémio trigonométrico P, tal que || P, — g||., < 1/n. Assim,

~ || F@ls() = Pofo) + Pafa)lda

:/f dx+/f ) Pda
= | [ @)ist@) = Putoldz + 0
SAUWM@—&@Wx
< [11@llat@) - Puto)las

< [ 1@l s

< [l

Logo, como f € L'(T), tomando-se n — oo, tem-se [, f(x)g(x)dz = 0.

A afirmacao estd provada.
Afirmacao 2. Dado (a,b) CR, b > a, tem-se [, f(x)X(ap) (x)dz = 0.

Prova da afirmacgao:

Com efeito, existe uma sequéncia (h,),eny de funcoes teste, com cada h,: R — R infi-
nitamente diferenciavel que se anula em R\ [0,1] e |h,(z)] < 1 para todo = € R, tal que

ho(x) = X@p) (@) a.t.p. Claro que f(z)hn(x) = f(2)X@p(2) at.p. e |f(x)h,(x)] < |f(x)].
Como f é integravel, pelo Teorema da Convergéncia Dominada segue-se que

/f z)dr = lim [ f(x)h,(z)dz.

n—oo T

Por outro lado, pela Afirmacao 1, fT hyp(x)dx = 0, qualquer que seja n € N, tem-se
limy o0 [¢ f(2)hy(x)dz = 0. Logo, pela 1gua1dade acima, fT T)X(ap) (®)dz = 0.

A afirmacao estd provada.

1
Seja y € T e, para cada r > 0, seja g, = X(y—ry+r)- Pela Afirmacao 2,
m(y -y + T)
1
0 = r d - T r d
[ @@t = s [ @) i @)

Sl
= f(z)dz.
m(y -y + T) (y—mry+r)

Entao,

1
lim / f(x)dx = 0.
r—0 m(y -y + 7") (y—ry+r) ( )
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Por outro lado, pelo Teorema da Diferenciacao de Lebesgue,

1
lim / f(x)dx = f(y), para quase todo y € T.
r—0 m(y -y + 7") (y—ry+r) ( ) ( )

Logo, f(x) = 0, para quase todo ponto x € T.

(iii) Com efeito, definamos g: T — C por g(z) = >, f(n)e2mz 2 € T. Como [ € (1(Z),

~

g esta bem definida. Mostraremos agora que g = f. Com efeito, note inicialmente que pelo
Teste M de Weierstrass, a série converge uniformemente para g. Deste modo, dado k € Z:

30) = [ gla)e s
T
— / Z f(n)GQNinxe—Zwikxdx
T

neL

_ f n eQﬂi(n—k)de
[ i)
T

neL

_ Z/f(n)e%ri(n—k)xdx7
T

nez
onde a tltima igualdade acima decorre da convergéncia uniforme da série. Prosseguindo, tem-se:

a0 =Y 7o) [

(&
nel T

-~

27ri(nfk)dl_ — f(/f)

-~

Portanto, f = 7. Note que g € L*(T), pois g é limitada. Dai,

(f—9)=0.
Como f—g € L'(T), segue-se pelo item (ii) que f —g = 0, para quase todo ponto z € T. Logo,
f = g em quase todo ponto x € T, o que encerra a prova da proposicao. O

1.3 Teorema de Plancherel

Nesta secgao nos apresentaremos o principal resultado do capitulo, o Teorema de Plancherel;
para tanto, naturalmente alguma preparacao ¢ necesséria.

Consideremos agora o espago vetorial L*(T). Sabemos que podemos definir um produto
interno (-,-): L?(T) x L*(T) — C por:

Uy%jéﬂwﬂﬁw,

fazendo de L?*(T) um espago de Hilbert.
Definamos agora, para cada n € Z, a funcao ¢,,: T — C por

bule) = 77z € T, (1.7)
Proposicao 6. O conjunto E = {¢n;n € Z} constitui um sistema ortonormal completo para

L2(T).
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Demonstracao. Um calculo direto mostra que £ ¢ um conjunto ortonormal. Resta mostrar que
E+ = {0}. Com efeito, seja ¢ € E+. Temos (¢, ¢p) =0, Vk € Z. Entao,
0= (wéu) = [ Wlae ™ Wde = (k). V€L
T

Deste modo, como v € L'(T), pois L*(T) C L'(T), pelo Teorema 3, item (i), segue-se que
Y(x) = 0 em quase todo ponto = € T. Logo, £+ = {0}. O

Teorema 4 (Teorema de Plancherel). Seja f € L?(T). Entao, e *(Z) e

1£llzacn = |7

@)
O operador linear F: L*(T) — (*(Z) definido por F(f) = f € uma isometria sobrejetiva.

Demonstragdao. Sejam f € L*(T) e, para cada k € Z, ¢, como em (1.7). Pela Proposicao 4,
o espago dos polinomios trigonométricos é denso em L?*(T). Assim, existe uma sequéncia de
polinémios trigonométricos (P, ),en tal que

nh_g}o [P — f”L?(T) =0.

Afirmacao 3. Se P é um polindmio trigonométrico, entao ||P|| 2y = [F(P);2(z)-

Prova da afirmacgao:

Seja P = Z]k,vsz ap¢r um polindmio trigonométrico arbitrario. Observe que 13(/{) = ay, se
|k| < N e P(k) =0, se |k| > N. Assim, como o conjunto { ¢ }rez ¢ ortonormal, segue-se que

ew [F(P) 2z - (1.8)

N 1/2 1/2
1Pl agry = (Z |ak|2> : (Zrmw) G

k=—N kEZ

Isto encerra a prova da afirmacao.

Afirmagao 4. Eziste ¢ € (*(Z) tal que lim [[F(P,) — ¢l|p2(z = 0.
n—oo

Prova da afirmacgao:

Com efeito, a sequéncia (F(P,))nen ¢ de Cauchy em ¢*(Z), pois pela linearidade de F e
pelo fato de que (P,),en é sequéncia de Cauchy em L?(T), tem-se:

| F(Pn) — -F(JDZ)HP(Z) = [|F (P — Pl)HP(Z) = || P — PIHLQ(T) )

onde na tultima igualdade empregamos a Afirmacdo 3. Entdo, como (F(P,))nen ¢ de Cauchy
no espago de Banach (?(Z), existe ¢ € (*(Z) tal que

nh_{go [F(Fn) = @ll2zy = 0.

Isto encerra a prova da afirmacao.
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Afirmacao 5. ¢ = F(f).

Prova da afirmacao:

Seja k € Z arbitrario. Tem-se:

FR)H) — FUHR] = [(F(P) — FUB = [F(P. — F)(E)
[ 1P - s
<P = fll oy [
<P~ Fllay 1

M cee)

onde a primeira desigualdade acima segue da Desigualdade de Cauchy-Schwartz. Entao, como
lim [Py, = fllp2(p) = 0, tem-se
n—oo

lim |F(P,)(k) = F(f)(F)] = 0. (1.9)

n—oo

Agora, por outro lado, como lim [|[F(F,) — ¢||,2(z = 0, dado € > 0, existe no € N tal que
n—oo

1/2
n>ng=e>|F(B) = ¢lpg = | D IFEIOD =] > |F(B)k) — p(k)

leZ

Portanto, lim |F(P,)(k)—y(k)| = 0. Entao, pela unicidade do limite, usando-se (1.9), obtemos
n— oo
que

Como k € Z ¢é arbitrario, F(f) = ¢.
Isto encerra a prova da afirmacao.
Assim, F(f) € 3(Z). Como lim [|P, — fll o) =0 e lim [|F(P,) = F(f)ll 2z = 0, segue-
||fHL2(']1‘) = JE{}O ||Pn||L2(']1‘) = nhjgo ||}-(Pn)||e2(2) = ||]:(f)||e2(2) :
Logo, F: L*(T) — (*(Z) é uma isometria.

Mostraremos agora que JF ¢ sobrejetivo. Seja (ag)rez € (*(Z). Para cada n € N defina a
funcao S,,: T — C por:

A sequéncia (S, )nen ¢ de Cauchy em L?(T), pois dados n,l € N, com [ < n, temos, pela
ortonormalidade de {¢y }rez:
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150 = Sull oy = || D anew = Dl

I<|k|<n L2(T)

Assim, como (ag)rez € (*(Z), segue-se que (S, )nen € sequéncia de Cauchy em L?(T). Dai,
como o espago L*(T) é de Banach, existe g € L*(T) tal que

Tim (1S, = gl o) = 0. (1.10)

Agora vamos mostrar que g = (ay)kez, finalizando a prova do teorema. Seja k € Z arbitrério.
Afirmamos que lim S, (k) = g(k). Com efeito, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwartz,
n—oo

obtemos:

S (k) = G(k)| =

/T 1u(2) — g(@))e ™ dz| < |18, = gl oen

Por (1.10), temos:

lim S, (k) = g(k). (1.11)

n—oo

Novamente, note que:

Sn(k) = /TSR(:E)e_medx = ay, se |k| <n.

Dai,
lim 5,(k) = ax, Vk € Z. (1.12)
Por (1.11) e (1.12), segue-se que:
g(k) = ay.
Entdo, como k € Z é arbitrario, g = (ax)kez- H
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Capitulo 2

Teoria espectral

Neste capitulo, vamos mostrar que Hy é autoadjunto e discutir a existéncia e unicidade
de solugbes para a equacdo de Schrédinger linear (ES) através do Teorema Espectral, isto é,
daremos sentido para a familia de operadores (e7*);cg, onde T' é um operador autoadjunto
(ndo necessariamente limitado!) em um espaco de Hilbert complexo separavel. A principal
referéncia seguida para a discussao que se estabelece neste capitulo foi [9].

2.1 Operadores autoadjuntos

Sejam H um espaco de Hilbert complexo separavel e A: dom A C H — H um operador
linear densamente definido, i.e., dom A = H. Definamos:

dom A" :={p € H;3In € H tal que (n,v) = (p, AY),V € dom A}.
Dado ¢ € dom A*, sabemos, entao, que existe n € H tal que

(n, )y = (@, AY), Yip € dom A. (2.1)

Convém indagar se 1 assim obtido é inico. A resposta é afirmativa. Com efeito, suponhamos
que existam 7,7’ € H que satisfagam (2.1). Temos:

(n,¥) = (@, A) = (0, ), Vi €dom A= (n—n',¢) =0, Vi € dom A.
Assim, (n —1n',¢¥) =0, V¢ € dom A. O seguinte lema nos permite concluir que n = 7'.

Lema 1. Sejam H um espaco de Hilbert, B C H um conjunto denso em H e 8 € H. Se

0,8) =0, VpBeB, entiod=0.

Demonstracao. De fato, pela densidade de B em H, existe uma sequéncia (6,,),en C B tal que

lim 6, = 6. Dai, (0,6,) =0, ¥n € N. Entao, 0 = lim (0,6,) = (0, lim 6,) = (0,0). Logo,
n—o00 n—o0

n—oo

0 =0. O
Deste modo, pelo Lema 1, segue-se que n = . Podemos entao definir o operador adjunto.

Definig¢ao 6 (Operador adjunto). Seja A: dom A C ‘H — H um operador densamente definido.
O operador adjunto de A é o operador A*: dom A* C ‘H — H definido por A*¢ = 7, onde
n € H satisfaz (2.1).

A discussao feita anteriormente nos permite concluir que A* estd bem definido.

Definigao 7. Seja A: dom A C ‘H — H um operador linear densamente definido. Dizemos
que A ¢é fechado se o grafico Graf (A) de A for fechado em H x H.
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Proposicao 7. dom A* é um subespaco de H e A* é um operador linear fechado.

Demonstracao. Mostraremos inicialmente que dom A* é um subespaco vetorial e que A* é
linear. Com efeito, pela definicao de dom A*, 0 € dom A*. Sejam ¢,9 € dom A*, A € C.
Temos:

(Ap + b, AB) = Aip, AB) + (b, AB), V6 € dom A,
= MA*p,0) + (A, 6), V6 € dom A,
= (A A" + A%, 6), V6 € dom A.

Assim, A\p + ¢ € dom A* e A*(A\p + ¢) = AA*p + A*. Resta, por fim, mostrar que A* é
fechado. Seja (x,, A*x,)neny C Graf A* tal que (z,,, A*x,) — (a,b) € H x H. Entdo, z, — a e
A*x, — b. Agora,

(Tn, Ap) = (A*zy, ), Vo edom A, VneN.
Assim, fazendo n — oo, obtemos:

(a, Ap) = (lim z,, Ap) = lim (z,, Ap)
= lim (A*x,, p) = (lim A%z, ») = (b,p), V¢ € dom A.
n—oo

n—oo

Da definigao de operador adjunto, segue-se que a € dom A* e b = A*a e, dai, (a,b) € Graf A*.
Logo, A* &€ um operador fechado. n

Dadas duas aplicacbes A: dom A — E, B: dom B — E, dizemos que B estende A, e
denotamos por A C B, se dom A C dom B e B(v) = A(v), Vv € dom A.

Definicao 8 (Operador simétrico). Seja A: dom A C H — H um operador linear densamente
definido em um espaco de Hilbert. Dizemos que A é simétrico se

(Av,w) = (v, Aw), Yv,w € dom A.
A definicao acima é equivalente a afirmar que A C A*.

Definicdo 9 (Operador autoadjunto). Um operador linear A: dom A C ‘H — H densamente
definido é autoadjunto se A = A*.

Note que todo operador autoadjunto é simétrico. Porém, a reciproca para este fato é
falsa. Apresentaremos a seguir um exemplo nessa direcao. Naturalmente, alguma preparacao
¢ necessaria.

Definicao 10 (Funcao absolutamente continua). Seja F': [a,b] — C uma fun¢ao. Dizemos que
F ¢é absolutamente continua em [a,b] se dado € > 0, existe § > 0 tal que para toda colecao
finita de intervalos disjuntos [aq, b1], [ag, bal, . .., [an, b,] de [a, b] tem-se

n

> bi—a) <= Z 1£(b;) — flas)| < e.

i=1
A proposicao a seguir nos ajuda a obter exemplos de funcoes absolutamente continuas.

Proposicao 8. Se F': [a,b] — C possui derivada limitada, entdo F € absolutamente continua.
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Demonstragao. Com efeito, como F” é limitada, existe M > 0 tal que |F'(z)| < M, Vzx € [a,b].
Dado € > 0, tome § = ¢/M. Se [a1,b1], [as, ba], ..., [an,b,] sdo intervalos disjuntos de [a, b] tais
que Y (b — a;) < ¢, entdo, pelo Teorema do Valor Médio,

n

ZIF Fla)| =Y |F'(e)(bi —a)l, ¢ € (aibi),i=1,2...,n

i=1
g;M!bi—ai!:M;\bi—cm:M;bi_aKM.%:ﬁ

Logo, F' é absolutamente continua. O]
Proposicao 9. Se F': [a,b] — C ¢ absolutamente continua, entao F é uniformemente continua.

Demonstracao. Com efeito, por definicao, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que, para todo intervalo
(C(],y) - [a»b]a se |[E - y| = (y - [E) < 57 entao |f([17) - f(y)| <€ u

A demonstrac¢do do proximo teorema pode ser vista em [10, p. 106].

Teorema 5 (Teorema Fundamental do Calculo para integrais de Lebesgue). Seja F': [a,b] — C;
—00 < a<b< +oo. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(a) F € absolutamente continua em |a,b].
(b) F(z) — F(a) = [ f(t)dt para alguma fungdo f € Ll[a, b).
(c) F € diferencidvel q.t.p em [a,b], F' € L'[a,b] e F(x) = [TF/(t

Corolario 2. Seja G: [0,1] — C definida por G(x fo y)dy, para alguma g € L'[0,1].
Entao, G'(z) = g(x) q.t.p. em [0,1].

Demonstmgda Com efeito, como G é absolutamente continua, pelo Teorema 5, tem-se que
= [ G'(y)dy para todo = € [0,1]. Logo, pelo Corolério 1, G'(z) = g(x) q.t.p. O

Corolario 3 (Integragao por partes para integrais de Lebesgue). Sejam F, G [a,b] — C fungoes
absolutamente continuas. Entao,

/ G+ / GUVF(0)dt = C)F(b) — Gla)F(a),

Demonstragao. Note que GF': [a,b] — C é absolutamente continua em [a, b]. Com efeito, como
F, G sao absolutamente continuas, pela Proposicao 9, sao uniformemente continuas e, deste
modo, limitadas em [a,b]. Assim, existe M > 0 tal que |F(z)],|G(z)| < M, Vz € [a,b].
Ademais, como F' é absolutamente continua, dado € > 0, existe 9; > 0 tal que para toda
colecdo finita de intervalos disjuntos [ay, b1], ..., [ax, bk] de [a, b] vale

k

> bi—a; <= |F(bi) — Fa;)| < ¢/2M.

i=1

Analogamente, existe 65 > 0 tal que

Zb—al<5:>Z]G G(a)| < €/2M.
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Tome 6 = min {dy,0>}. Entao:

k

k
Z |[F(bi)G(bi) — F(a;)G(ai)| = Z |[F ()G (b;) — F(ai)G(b;) + F(a;)G(b;) — F(a;)G(a;)]
— Z |G(0)[F(b:) — F(a;)] + F(a;)[G(b;) — G(a;)]]
< X IGO)IF () = Fla) |+Z!F (a:)[G(bi) = Gla)]|

< ZMHF((%) — F(a;)]| + ZMHG(Z%) — G(a;)]]
< Me/2M + Me/2M = e. :

Portanto, I'- G é absolutamente continua. Pelo Teorema 5, F' - G é derivavel em quase todo
ponto, (F - G)" é integravel e (F' - G)(b) — (F - G)(a) = fab(F -G)/(t) dt. Dai,

b b
F(b)G(b) — F(a)G(a) = / (F-G)(t)dt = / (F'G + GF')(t) dt. (2.2)
Observe que F'G e GF' sao integraveis, pois para quase todo ponto

(F'G)) = [F'ONGO < M- [F()],
(G'F)O) =G OINFC) < M-|E()],

e como F’ G’ sao integréaveis, tem-se
/|F’ |dt<M/ |F'(t)| dt < 400,

/ |G’(t)F(t)|dt§M/ |G'(t)| dt < +00.

Logo, por (2.2):

F()G(b) — F(a)G(a) = / b(F’G L GF) () dt = / ’ FI(OG() dt + / b G/(H)F(t) dt.

O

Vejamos agora o seguinte critério basico, que diz respeito a autoadjunticidade de operadores
simétricos.

Proposigao 10 (Critério bésico). Seja A: dom A C H — H, com A C A*. As sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

(a) A= A",
(b) N(A* £il) ={0} e A € fechado,
(c) Im(A+il)="H.
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Demonstracao. (a) = (b) Como A = A* e A* é fechado (Proposigdo 7), segue-se que A é
fechado. Resta mostrar que ¢ € N(A* £il) = ¢ = 0. Com efeito, note que como ¢ € dom A,
pela definicao de operador adjunto segue-se que

0=1(0,0) = (A" T il)p,p) = (AL il)p,p) = (Ap, ) T (ip, o) = (Ap,p) Ti(p, ).

Note que (Ap,p) € R, uma vez que (Ap, ) = (v, Ap) = (Ap, p). Assim, as partes real e
imaginaria de (Ap, ) £i(p, @) sdo, respectivamente, (Ap, p) e £{(p, p). Pela igualdade acima,
ambas devem se anular. Entao, (p,¢) = 0. Logo, ¢ = 0.

(b) = (¢) A demonstracao segue das seguintes afirmagoes:
Afirmagao 6. N(A* Fil) = Im(A+il)*.

Prova da afirmacgao:

Com efeito,

o€ Im(A+il)" & (p, (A+il)p) =0, V¢ € dom A
< (@, AY) = (xip, ), Vi € dom A
< p edom A*, A% p = +tip
s (A Fil)p=0
S pe NA Fi).

A afirmacao esta provada.
Afirmagao 7. Im(A +il) é fechada.

Prova da afirmacgao:

Note que dado ¢ € dom A, tem-se

I(A£il)p|* = ((A£il)p, (A+il)p)
= (Ap, Ap) £ (Ap,ip) £ (i, Ap) + (0, ¢)
= [l Ap|” + llol* £ i({p, Ap) — (Ap, ©)).

Como A é simétrico, (p, Ap) = (Ap, p). Assim, pela tltima igualdade acima obtemos

I(A £ iDell* = | Apl* + llell® £i({p, Ap) — (Ap, )
= | Ael* + llel*, Ve € dom A. (2:3)

Seja (AL il)n)neny C Im(A=£4l) tal que lim (A+il)p, =1 € H. A fim de mostrar que
n—oo

Im(A +1il) é fechada, é suficiente mostrar que existe ¢ € dom A tal que (A £ il)p = 1.
Dados, m,n € N, tem-se, pela igualdade (2.3)

1A@n = Apml® = | A(on — @m)|I” < I(A £ i) (00 = ¢m)lI”

lon = mll® < (A £4D)(pn — em)l”-

Entdo, como a sequéncia ((A £ il)p,)nen € de Cauchy, segue-se que as sequéncias (A, )nen €
(pn)nen s@o, também, de Cauchy em H. Como H é um espaco de Banach, existem &, 7 € H
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tais que ¢, — & e Ap, — 1. Entao, (on, Apn) — (£,71). Dai, como o gréafico de A é fechado,
segue-se que £ € dom A e n = AL, Assim,

= lim (A+il)p, = lim Agpn:i:hm ipn =n+if =A +£i§ = (AL,

n—o0 n—oo

com ¢ € dom A. Logo, Im(A £ iI) é fechada.
A afirmacdo esta provada.

Assim, pelas duas afirmagoes anteriores, como H é espaco de Hilbert e Im(A=+il) é fechada,
temos:

H={0}"=NAFi)* = Im(A+il)")*" = Im(A+il).
(¢) = (a) Sejan € dom A* C H. Como A*n Fin € H, existe ¢ € dom A tal que
A'nFin=Ap+tip.
Dai, como A C A*,
A'nFin=ApLtip=A'nFin=A"p+tip
= (A"Fil)(n—¢) =0
= (n— ) € N(A* Fil) = Im(A+il)* = {0}
=1 = .
Assim, dom A* = dom A. Logo, como A C A*, A= A*. ]
O proximo exemplo mostra que nem todo operador simétrico é autoadjunto.

Exemplo 1. Sejam os seguintes conjuntos:

dom Ay := {p € L?[0,1];¢' € L?[0,1] e ¢ é abs. continua},
dom A; := {¢ € dom Ay; p(0) = p(1)},
dom Ay := {p € dom Ag; p(0) = (1) =0}

e seja A;: dom A; — L?[0,1], definido por 4;(p) = ~¢, j = 0,1,2. Entao:

(
(

1
1

a) Ag, Ay, Ay sao operadores fechados.

b) A;, Ay sao simétricos e Ay nao é simétrico.

)
)
(¢) Af= Ay e A} = A,
(d) A

Demonstracao. (a) Mostremos que Ag é fechado. Sejam as sequéncias (p,)nen C dom Ag
e (Aopn)nen C L*0,1] tais que ¢, — @, Agp, — 1, para alguns ¢,v € L*[0,1]. A fim
de mostrar que Ay é fechado, ¢ suficiente mostrarmos que existe n € L?[0,1] absolutamente
continua tal que n(z) = ¢(z) q.t.p.,, 7 € L*[0,1] e #'(z) = p(x) q.t.p. Como cada ¢, é
absolutamente continua, pelo Teorema 5, dado n € N,

on(T) — 9n(0) = /Om o (y)dy, Vo € [0,1].
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Note que como lim |[¢, —¢|, = 0 e m([0,1]) < oo, segue-se que lim [|¢, — ¢||; = 0. Dai,
n—00 n—o0

existe subsequéncia (¢, )ren tal que klim |on, () — @(x)] =0 q.t.p. em [0, 1]. Assim,
—00

T

Jim [on, (2) =, (0)] = lim [ 7, (y)dy = / W(y)dy, Ve € [0,1].

—00 k—oo [ 0

Como klim ©n, () = @(x) q.t.p., e existe, pela igualdade acima, klim [©n, () — n, (0)], existe,
—00 —00

entdo, ¢ := lim ¢, (0). Deste modo, tem-se
k—o0

o(x) :/0 i(y)dy + ¢,z — q.t.p. em [0,1].

Defina n: [0, 1] — C por

o) = [ ity (2.4

Pelo Teorema 5,  é absolutamente continua. Como ¢ € L?[0,1] e n(z) = ¢(z) q.t.p., segue-se
que n € L?[0,1]. Aplicando-se novamente o Corolario 2, segue-se que 7'(x) = i1 (z) q.t.p. Logo,
Ay & fechado.

Mostremos agora que A; é fechado. Sejam (p,),eny C dom Ay e (A1pn)neny € L20,1]
sequéncias convergentes em L2[0,1] a ¢ e 1, respectivamente. A fim de mostrar que o grafico
de A; é fechado, é suficiente mostrarmos que existe n € L?[0, 1] tal que n é absolutamente
continua, n'(z) = i (z) q.t.p, n(0) = n(1) e n(z) = ¢(x) q.t.p. Defina n: [0,1] — C como no
caso Ay realizado anteriormente. Resta, entao, mostrar que 7(0) = n(1). Note que como cada
©n € absolutamente continua e ¢, (1) — ¢,(0) = 0, segue-se que

0= u(1) — gu(0) = / o (y)dy, ¥n € N.

Tomando-se o limite n — oo na igualdade acima, temos 0 = fol i(y)dy (pois ¢! converge em
L?[0,1] a 4¢)). Assim,

0 1
00) = [ s+ e= [ iwtdy+ =)
0 0
Logo, A; é fechado.

Mostremos, por fim, que A, é fechado. Sejam (¢, )neny C dom Ay e (A0 )nen C L20,1]
sequéncias convergentes em L2[0,1] a ¢ e v, respectivamente. Definindo 7: [0,1] — C como
em (2.4), como ¢ é limite de alguma subsequéncia de (¢,,(0)),en € cada ¢, (0) = 0, segue-se que
¢ = 0. Da prova de que A; é fechado, sabemos que 1 é absolutamente continua, n(z) = ¢(z)
q.t.p., 7'(x) = ¥(x) q.t.p. e n(0) =n(1). Como n(0) = ¢ = 0, segue-se que n € dom As. Logo,
pelo que ja mostramos anteriormente, Ay é fechado.
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(b) Dados ¢,1 € dom A;, temos:

(Arp, ) =

|
.
=

S| S| s.|>—t®|}—‘

o\
ﬁ\
&
&
U
8

o
|
i
5
=2
1 <
=
S~—
ISH
S
N——

Q.| =

I
N
S
—~~
8
| — |
<
&
QL
S

= <SO7 A1¢>7

onde a terceira igualdade acima decorre do Corolario 3. Logo, A; é simétrico. Analogamente
demonstra-se que A, é também simétrico.

Afirmamos que Ay nao é simétrico. Com efeito, suponha, por absurdo, que A, seja um
operador simétrico. Tomemos f,g: [0,1] — C definidas por f(z) = x,g9(z) = 1 — sen 7.
Como f, g possuem derivadas limitadas, pela Proposicao 8 segue-se que f, g sao absolutamente
continuas e f’, ¢’ € L*0,1]. Portanto, f g € dom Aj. Assim, como Ag ¢ simétrico, tem-se:

Logo, Ag nao é simétrico.

(c) Seja 1p € dom Ay. Temos:

(A o) = [ (@) p(@)de

0 ¢

- [ || v
-3 (= [ i)

<w, AOSO VQO € dom AO

Entdo, ¢ € dom A§ e, ademais, Ay1) = A}(¢). Portanto, Ay C Aj. Mostraremos agora que
dom Aj C dom A,.

Seja v € dom Aj. Defina w: [0,1] — C por w(z) =i [ (A5y)(y)dy.
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Afirmagao 8. w(1) = ifol As(v)(y)dy = 0.

Prova da afirmacgao: Com efeito,

1 1 1
/ As(7)(y)dy = / 1 A5(v)(y)dy = / Ao(1)(y)y(y)dy = 0.
0 0 0
A afirmacao estd demonstrada.

Assim, w(0) = w(1) = 0. Entao, pelo Teorema 5, segue-se que w € dom As.
Afirmacgao 9. w(z) = y(z) ¢.t.p.

Prova da afirmacao: J4 vimos que Ay C Aj. Dai,

(Agw)(z) = (Aw)(2) = (Ag7)(x) q.t.p.,

onde a ultima igualdade segue por aplicagao do Corolério 2
Entao,

0= {(p,0) = (p, Aj(w — 7)) = (Aop,w — 7), Yo € dom A. (2.5)

Deste modo, a fim de concluir que w(x) = v(x) q.t.p., é suficiente, pelo Lema 1, mostrar
que Im Ay é densa em L?[0,1]. Afirmamos que Im Ay = L?[0,1]. Com efeito, seja u € L?[0, 1]
e seja v: [0,1] — C definida por v(z) = i [ u(y)dy. Novamente pelo Corolario 2, tem-se
v'(z) = iu(z) q.t.p., e dai, v € L?[0,1]. Entdo, como v ¢ absolutamente continua, temos
v € dom Ay e (Agv)(z) = u(z) q.t.p. Logo, u € Im Ay. Assim, como Im Ay = L?[0, 1], segue-se
pela igualdade em (2.5) que w(z) = y(z) q.t.p.

A afirmacao estd demonstrada.

Como v € dom Aj é arbitrario e w € dom A, segue-se que dom A C dom A,. Logo,
Af = As. Resta, por fim, mostrarmos que A5 = Aj. De fato, como Aj = A, segue-se que
A5 = (A{)*. Dai, A5 = (A§)* = Ao, pois Ay ¢ um operador fechado (ver [16, p. 255]).

(d) Com efeito, pela Proposi¢ao 10, como A; é simétrico e fechado, a fim de mostrarmos
que A; é autoadjunto, é suficiente mostrarmos que N(A} +i/) = {0}. Seja ¢ € N(A} £ il).
Sabemos, pela Proposigao 1.7, que o conjunto de fungoes (¢, )nez da forma ¢,(z) = e*™n*
constitui um sistema ortonormal completo para L*[0, 1].

Afirmacgao 10. (¢, ¢,) =0,Vn € Z.
Prova da afirmagao: Com efeito, como ¢ € N(A; £iI), temos Ajp = Fip. Dai,

Por outro lado, temos

2nmid,
(ATp, on) = (o, A1) = <90, n@gb > = 2n7m{p, ¢,),Vn € Z.

]

Assim,

207 (@, o) = Filp, dn), Vn € Z.

Portanto, {(p, ¢,) = 0,Vn € Z.
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A afirmacao estd provada.

Deste modo, como (¢, )cz constitui um sistema ortonormal completo para L2[0, 1], pela
Identidade de Parseval e pela afirmacao anterior, segue-se que

¢:Z<¢a¢n>¢nzzo‘¢n:0-

nez nez

Logo, N(Aj +£4I) = {0}.

2.2 Teorema de Kato-Rellich

Como mencionado anteriormente, neste capitulo vamos verificar que Hy é autoadjunto.
Para tanto, usaremos o celebrado Teorema de Kato-Rellich, que fornece condi¢oes suficientes
para que ao perturbarmos adequadamente um operador autoadjunto, ainda obtenhamos um
operador autoadjunto. A seguir discutiremos em detalhes tal resultado.

2.2.1 Enunciado e prova
Enunciado:

A fim de enunciar o Teorema de Kato-Rellich definimos.

Defini¢ao 11. Sejam A:dom A C H — H e B: dom B C H — H operadores lineares.
Dizemos que B é A-limitado se

(a) dom B D dom A.
(b) Existem constantes o, § > 0 tais que:

|Bo|l < ool + B1lAp|l, Ve € dom A.

Neste caso, definimos
Bo :=inf{fy > 0 : («, ) satisfaz a condi¢ao em (b) para algum a > 0}.

Teorema 6 (Teorema de Kato-Rellich). Sejam A: dom ACH — H e B: dom BC H — H
operadores lineares. Se A = A*, B C B* e B for A-limitado, com [y < 1, entdo A+ B €
autoadjunto.

Passemos agora a demonstracao do Teorema de Kato-Rellich.

Alguns resultados preliminares:
Lema 2. Seja A: dom A C H — H um operador autoadjunto. Entdo, dado A € R,
I(A£ixDp|” = [[Apl* + X [lel|*, Vi € dom A. (2.6)

Demonstragio. E suficiente provar que |[(A +iAp|* = ||Ag|®> + A2 |j¢]®>. Seja ¢ € dom A.
Temos:

I(A +iADpl* = (A +iM)p, (A +iM)p) = (Ap, Ap) +iMp, Ap) — iM(Ap, ) + A (g, ¢).
Como A é autoadjunto, segue-se que (Ap, ) = (p, Ap). Assim, pela igualdade acima obtemos:
I(A+ixDe|* = (Ap, Ap) + X(p, @) = | Ap|” + X [l
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Definigao 12 (Resolvente de um operador linear). Seja A: dom A C E — E um operador
linear em um espago normado E. O resolvente p(A) é o conjunto de escalares A € C tais que o
operador (A — AI)~!: E — dom A existe e é limitado.

Definigao 13 (Operador resolvente). Seja A: dom A C E — E um operador linear e seja
A € p(A). Definimos o operador resolvente Ry(A) por Ry(A) := (A — XI)~L.

Proposicao 11 (Segunda identidade do resolvente). Sejam A, S operadores lineares tais que
dom S C dom A e seja A € p(A) N p(S). Entao,

RA(A) = RA(S) = RA(A)(S — A)RA(S).

Demonstragao. Mostremos que Ry(A) = Ry(A)(S — A)(R,)(S) + RA(S). De fato, é suficiente
mostrar que Ry(A)(S—A)(Ry)(S)+ RA(S) é inversa a direita do operador A— AI. Deste modo,

(A= AD[(A=XI)"Y(S — A)(S = AI)"' + (S — A7}
=(S—A)(S— AP+ (A-XD(S—A)!
(S —AI)(S —AI)7!
I.

Logo, RA(A) — RA(S) = Ra(A)(S — A)RA(S).

Lema 3. Seja A: dom A C H — H um operador autoadjunto. Entao C\ R C p(A).

Demonstracao. Com efeito, seja z = x+iy € C, com x € R e y € R*. Consideremos o operador
S:dom A C 'H — H dado por

1
S=—(A—zxIl).
y( )

Note que (A — 2I) = y(S —il). Assim, como y # 0, para provar que (A — zI)~! existe e é
limitado, é suficiente provar que (S —i/): dom A — H possui inversa continua.

Como S é um operador autoadjunto, pelo Critério Bésico, segue-se que Im(S —il) = H e,
entao, que S — il é sobrejetivo. Para provar a injetividade de S — ¢/, obtemos, pelo Lema 2

IS = il)w||* 2 |Svl* + [lv|I* = |lv]*, Vv € dom A.

Segue-se entao que S —1/ é injetivo. Por fim, a mesma desigualdade acima nos permite concluir
que (S —il)™': H — dom A ¢ limitado. Logo, (A — 2I)~! é também limitado. O

O teorema seguinte generaliza, para série de operadores, a série geométrica.

Teorema 7 (Série de Neumann). Sejam X um espaco de Banach e A: X — X um operador
linear limitado. Se ||A|| <1, entdo (1-1— A)™': X — X emiste, € limitado e

(I— A" = im.

Demonstracao. Defina, para cadan € N, S, := Z?:o AJ. Mostraremos que existe um operador

linear S: X — X limitado tal que S = lim ZAj. Com efeito, note que a sequéncia (S, )nen

n—00 —
¢ de Cauchy, pois: "
m m m
1S — Sl = Z Al < Z |47 < Z |A|J, ¥m,n €N, com m > n.
j=n+1 Jj=n+1 j=n+1
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Como a série Y 2 |A|l” é convergente em R (pois ||A|| < 1), segue-se pela desigualdade
acima que (S, )nen € sequéncia de Cauchy em B(X) (espago de Banach dos operadores lineares
limitados entre X). Assim, existe S € B(X) tal que S = lim S,,.

n—oo

Mostraremos agora que S = (I — A)~1. De fato, S ¢ inversa a esquerda de (I — A), pois
1S2(1 = A) = I = [[A™H || < A"

Fazendo n — oo na igualdade acima, obtém-se que

S(I—A)=1.
Portanto, S é inversa a esquerda de (I — A). Analogamente, mostra-se que S é inversa a direita
de (I — A). Logo, ZAj =(I—-A)"" O
5=0

Proposicao 12. Sejam A: dom A CH — H e B: dom B C H — H operadores lineares, com
dom A C dom B e p(A) # (). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) BR.(A) € B(H), Vzep(A),
(b) BR,(A) € B(H), para algum z € p(A),
(¢) B é A-limitado.
Demonstragao. (b) = (c). Seja z € p(A) tal que BR,(A) ¢ limitado. Entao:

IBE|l = | BR.(A)(A = 2D)¢|| < [[BR-(A)| |(A = 2D)¢]| < | BR-(A)[| (1 AL]] + |=] [I€]])
< [|BR(A)| - |ASN + (IBR-(A)[] |2]) - [I€]}, V€ € dom A.

Pondo a = ||BR.(A)|| e b = ||BR.(A)]| |z], pela desigualdade acima, obtemos
BN < al|Agll+blIEll, V€ € dom A.
Logo, B é A-limitado.

(c) = (a). Seja z € p(A). Note que se p € H, entao ¢ € dom R,(A) e R,(A)p € dom A.
Assim, como B é A-limitado, existem constantes a,b > 0 tais que

IBR-(A)pl < a[R-(A)p| + b AR (A)el]
< al|R.(A)pll +0[[AR-(A)p — 2R-(A)p + zR-(A)g]|
< a|[R.(A)el +b[[(A = 2D)R.(A)p + zR.(A)g||
< a|[R(A)pll +bl[¢ + 2R-(A)e||
a|[R(A)[ el + b(llell + 2] [ R=(A)] [l el])
@ |R-(A) |+ (L + [z [[R (DIl Yo € H,

Logo, BR,(A) € B(H). O

<
<

Prova do Teorema Kato-Rellich:

Note que como A, B sao operadores simétricos, A + B é também simétrico.
Como A ¢ autoadjunto, pelo Lema 3, segue-se (A+iA)~!: H — dom A existe e ¢ limitado,
qualquer que seja A € R*. Note que:
(A+B+i))=(B+A%i\) = [BAXi\) " (ALi\) + I(A£i)\])]
= [B(A+i\) P+ IJ(A+iN]), VIeR.
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Entao,
(A+ B=£i\) = (BRypn(A) + I)(A+iX), VYA€R" (2.7)

Como Ri;\(A): H — dom A existe e é limitado, pela Proposicdo 12, obtém-se que o ope-
rador BRy;\(A): H — H é limitado.

Mostraremos agora que existe \g € R* tal que BR;),(A) + I: H — H é sobrejetivo. Pela
Série de Neumann, ¢é suficiente determinarmos Ay € R* tal que || BR;y,(A)|| < 1. Isto é garantido
através das duas proximas afirmagoes.

Afirmacao 11. [[ARL\(A)|| <1, VA eR*.

Prova da afirmacao:

Pelo Lema 2, tem-se:
I(A+iXDel* > [[Agl*, Vi € dom A.
Seja ¢ € H arbitrario. Tome ¢ = Ry;\(A)Y € dom A. Pela desigualdade acima:
AR (A I* < [I(A £ id) Reanto|* = ([l
Logo, como ¢ € H ¢é arbitréario, ||[ARLi\(A)| < 1.

A afirmacao estd provada.

Afirmacgao 12. Fziste Ao € R* tal que | BR1;),(A)]| < 1.

Prova da afirmacgao:

Seja A € R*. Pelo Lema 2, ||(A £\ p||* > A2 |l¢l®, Ve € dom A e dai
1 :
ol < A+, o € dom A

Entao, para cada 1 € H, pode-se tomar ¢ = (A +£i\)"1 = Ri;n(A)Y e, como ¢ € dom A,
pela desigualdade acima obtemos:

1

Riin(A <

191, Vi eH.

1
Portanto, ||Ryin(A)|| < —. Deste modo, como B é A-limitado e ||ARL;i\(A)]| < 1, tem-se:

Al
| BRix(A)gll < a||Rein(A)pll + Bo [[ARLix(A)¢]|

< a|Rean(A)| lell + Bo l[ARLix(A)| [l
1

< arllel+ 8- 1- el
Al
o
< (W +6o) loll, Ve € H.
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«

Al

«

Entdo, [|[BRx(A)| <
ol

+ Bp. Como [y < 1, existe \g € R tal que + By < 1. Logo,

existe Ao € R tal que
[BRix (A)]| < 1.

A afirmacao estd provada.

Assim, como ||BR+i,(A)|| < 1 (Afirmacdo 12), pela Série de Neumann, o operador linear
BRyiy(A) + I: H — H & invertivel e, portanto, sobrejetivo.

Afirmacao 13. Im(A +iXI) =H, VI € R

Prova da afirmacao:

Como A é autoadjunto e \y € R*, segue-se que )\—: dom A — H também é autoadjunto.
0

A A
Pela Proposicao 10, " +1¢I: dom A — H é sobrejetivo. Assim, como Ay # 0, \g (A_ + 2’[) é
0 0
sobrejetivo. Logo, Im(A £ i\I) = H.

A afirmacao esta provada.

Assim, pela igualdade em (2.7), obtemos que Im(A 4+ B +i\I) = H. Como Ay # 0, note
que:

A A
Im(A+Biz’)\OI):H:>Im<>\O( iBiuD :7-[:>[m( jBM) — .

0 0

Como (A+ B) C (A+ B)* e 1/X € R, obtém-se que
A+ B

0

A+ B (A+B
C

" N ) . Segue-se entao

da inclusao acima e da Proposicao 10 que < ) é autoadjunto. Logo, tem-se que A + B

é autoadjunto. [

Corolario 4. Sejam A: dom A CH — H,B: dom B C H — H operadores simétricos tais que
dom A C dom B. Se B ¢ limitado e A € autoadjunto, entdo A+ B: dom A — H € autoadjunto.

Demonstracao. Com efeito, note que:

[Bell < [IBll llell = Bl lell +0- [[A¢ll, ¥ € dom A.

Da desigualdade acima, segue-se que B é A-limitado, com S = 0. Logo, pelo Teorema de
Kato-Rellich, A + B ¢é autoadjunto. ]

2.2.2 H, é autoadjunto

A seguir vamos verificar que Hy é autoadjunto através do Teorema de Kato-Rellich. Recorde
que:

+o00
dom Ho := {(pr)kez € C(Z); > K|enl* < +oo},

k=—o00

(Hop)k = Yrs1 + Pr—1 + ko, Vk € Z.
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Teorema 8. H, ¢ autoadjunto.

Demonstracao. Mostraremos primeiramente que Hy ¢ um operador densamente definido. Com
efeito, para cada k € Z, seja €*: Z — C definida por (e); = d;;. Seja G := span {e*; k € Z};
G C dom Hy e também (*(Z) = G. Entao, (*(Z) = dom H,. Portanto, Hy ¢ densamente
definido.

H, é simétrico: sejam ¢ = (Yp)rez, ¥ = (Yr)rez € dom Hy. Entao:

—+00

(Hop, ¥) = D (ns1 + n1 +nn),

n=—0oo

too B +00 . e —
- Z gpn+1¢n+ Z wn—1¢n+ Z nQOn@b”

+o00 +o00 +o00
= Z Prtp1 + Z PrPpp + Z kot
k=—00 k=—00 k=—00
= Z k(U1 + Vpr + k)
k=—0o0
= Z Or(Vp—1 + Y1 + kdy)
k=—0o0
= <§0> HO¢>

Assim, para encerrar a prova do teorema, pela Proposicao 10, é suficiente verificarmos que
Im (Hy +il) = (*(Z). Tsto segue da seguinte afirmagao.

Afirmacgao 14. Seja F: L*(T) — (*(Z) a transformada de Fourier definida no Teorema 4.
Entao: F'HoF: dom Ay C L*(T) — L*(T) € autoadjunto, onde Ay é como no Ezemplo 1.

Prova da afirmacgao:

Defina M: L*(T) — L*(T) por:

g—> Mg: T —C
x +— 2cos(2mx)g(x).

Um calculo direto mostra que M estd bem definido e é um operador linear limitado. Ade-
mais, M é autoadjunto, pois

(Mg, f) = / 2 cos(2ma) g ) () da

—/0 g(z)2 cos(2mz) f (x)da

:/0 g(x)2cos(2mx) f(x)dx
= (g, Mf), Vf,geL*T).

Agora, seja g € dom A;. Recorde que:

(Fg)(k) = /0 g(x)e ™y, Yk € Z.
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Note que Fg € dom Hy. Com efeito, pela Proposicao 1, tem-se

HFG) () = K3 = (ki) = o (42) () = 5 ) = 5 (F)®), Wk €2,

Como g € dom Ay, ¢ € L*(T). Entao, pelo Teorema de Plancherel, F¢' € (*(Z). Dai, pela
igualdade acima, Fg € dom Hj. Assim,

1 1
(HoFg)(k) = / g(z)e 2FHimr gy 4 / g(x)e 2BV dy 4 k(Fg) (k)
0 0
1
— / g(x)ekaimL‘ (6721‘71'1 + e?iﬂ':{:) dl’ + k(fg)(k)
0

_ /0 g(2)e 2T 2. cos(2ma)dx + k(Fg) (k)
= (FMg)(k) + k(Fg) (k)
= (FMg)(K) + 5-2ik(Fo) (k)

~ (FMg)k) + % (72w (3)

= (FMg)(k) + % <J—"l@) (k), VkeZ,

onde a pentultima igualdade acima segue também da Proposicao 1.

Entao,

1
HyF(g) = FMg + ]—"( dg)
dx

=F —]-" A
Mg+ o F (Aig)
1
= FMg + 2—.7-"Alg, Vg € dom Aj;.
7r
1 1 Ay
Portanto, F~— HyF = M + A1 Tem-se, também, que o operador o é autoadjunto, pelo
Exemplo 1, e M ¢ autoadjunto e limitado. Logo, pelo Corolario 4, F~1HyF é autoadjunto.

Isto encerra a prova da afirmacao.

Seja ¢ € (*(Z). Como F'HyF: dom A; — L?*(T) é autoadjunto, pela Proposi¢ao 10,
existe n € dom A; tal que

F'HoFnLin=F ‘o
Dai,
F(F 'HoFnLin) =F (F o) = HFn+ F(in) = ¢ = HiFn£iFn=¢

Entao, existe Fn € dom Hy tal que Ho(Fn) +i(Fn) = ¢ e, deste modo, Im (Hy + 1) = (*(Z).
Logo, como Hj é simétrico, pela Proposicao 10, segue-se que Hj ¢ autoadjunto. O
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2.3 Grupos de evolugcao unitarios e o Teorema de Stone

Nesta seccao, recordamos alguns resultados sobre grupos de evolucao unitarios. Na proxima
sec¢ao, usaremos alguns desses resultados para provar, através do Teorema Espectral, existéncia
e unicidade de solugoes para a equagao de Schrodinger linear (ES).

Definigao 14 (Operador unitario). Dizemos que um operador U: H — H é unitdrio se U é
invertivel e U* = U~ L.

Definicao 15 (Grupo de evolugao unitario). Uma aplicacdo G: R — B(H) é dita ser um grupo
de evolugdo unitdrio se, para cada t € R, G(¢) é unitario e G(t + s) = G(t)G(s), Vs,t € R.

Definicado 16 (Gerador infinitesimal). Se G: R — B(H) ¢ um grupo de evolucao unitério, o
operador 1" definido por

dom T := {5 € H;Elllzig(l)%(G(h) —I)f}»

T¢ = i lim %(G(h) 1)

h—0

é denominado gerador infinitesimal de G.

Proposicao 13. Se G: R — B(H) é um grupo de evolu¢ao unitdrio cujo gerador infinitesimal
€T, entao

Gt)TE =TG(t)E, VteR, Y¢edomT
e G(t)(dom T) = dom T, VteR.

Demonstracao. Note que: dados £ € dom T, t € R, tem-se

% (G(h) — 1) (G()E) = % (G(h)G()E — G(t)E)
=+ (G(h+ 1) ~ G1)E)
- % (G(t+ h)E — G(t)§)
_ % (G(G(h)E — G(1)€)
= LGO(ERE - )
= 2G(1)(Gh) — 1)
=G(t) (%) £, VheR".

Assim, pela continuidade de G/(2), como lin w _ %Tﬁ, fazendo h — 0 na igualdade

acima, obtemos que G (1) € dom T e, ademais:

%T(G(t)f) =G(1) (;Tﬁ) = -G()T¥.

Entao,

Gt)TE=TG()E, ViteR, VEedomT.
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Resta mostrar que G(t)(dom T') = dom T, Vt € R. Pela igualdade acima, segue-se que
G(t)(dom T') C dom T. Para mostrar que dom 7" C G(t)(dom T'), note que: dado t € R, ja
sabemos que G(—t)(dom T') C dom T'. Dali,

dom T'= G(t)G(—t)(dom T') C G(t)(dom T).
Logo, dom T' C G(t)(dom T). O

Proposicao 14. Seja G: R — B(H) um grupo de evolugdo unitdrio. Entao seu gerador
infinitesimal T' € simétrico e para & € dom T a curva (t) :== G(t)§ € H € a unica solucio de

d€

’l/—

dt

Demonstra¢ao. A prova de que a curva dada por £(t) = G(t)§ é solugao do problema de valor

inicial estd essencialmente feita na demonstracao da Proposicao 13; portanto, serd omitida.
Agora mostraremos que T é simétrico. Sejam &, 7 € dom T. Tem-se:

G(h) —1I
(G( )h )§>n>

(t) =TE(t), £(0)=¢.

(TE,m) = <Z}gg)

h—0

— }Lli%z%(g (G(h) = I)™n)

— 1imz%<(G(h) — )¢ m)

- hmz%(g, (G(h)* = I)n)

h—0

— }llii%z%@, (G(=h) —I)n)
= lim <£, HG(=h) - I)n>

|
=T n;

Portanto, T' é simétrico. Resta, por fim, mostrar a unicidade da solugdo. Sejam n(t), (%)
solucoes do problema de valor inicial. Tem-se:

S 0(0)— €01 = 2Re (ule) — ). 1) — (1)

=2Re (n(t) —&(t), —iTn(t) — &@)])
=2Re i (n(t) — &), Tn(t) — £@)])
=0,

onde a tltima igualdade decorre do fato de que T' é simétrico e, dai, (T'y,1) € R, qualquer
que seja ¢ € dom T'. Assim, ||n(t) — &(t)]| é constante. Como 7n(0) = £(0), segue-se que n = &.
Logo, a solucao é tnica. O]

Definicdo 17 (Grupo de evolugdo unitario mensuravel). Seja G: R — B(H) um grupo de
evolucdo unitario em H. Dizemos que G é mensuravel se a aplicacio R > t — (G(t)€,n) ¢é
mensuravel (& Lebesgue) para todo &, € H.

A respeito dos grupos de evolugao unitario, o celebrado Teorema de Stone, que apresentamos
a seguir e cuja demonstragdo pode ser vista em [9, p. 129], caracteriza o gerador infinitesimal
de um grupo de evolugao unitario mensuravel no seguinte sentido.
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Teorema 9 (Teorema de Stone). Se G: R — B(H) € grupo de evolugdo unitdrio mensurdvel

em H, entdo seu gerador infinitesimal T € autoadjunto (isto €, G(t) = e~ T).

Vale ressaltar que combinando o Teorema de Stone ao Céalculo Funcional Espectral (ver
Teorema 11 adiante), pode-se estabelecer uma relagdo biunivoca entre grupos de evolucdo
unitarios mensuraveis e operadores autoadjuntos.

2.4 Teorema Espectral

Defini¢ao 18. Sejam N, s espacos normados e T, T, : N7 — N3 operadores em B(Ni, N).
Dizemos que a sequéncia (T},),en converge fortemente para T (e denotamos por T, 5 T ou
T=s—limT,) se

n—oo

lim [ T,€ — T¢|ly, =0, V€€ M.

Seja Proj(H) o conjunto dos operadores Py € B(H) autoadjuntos e tais que P? = P,
Denotemos por A a o-algebra de Borel em R e por Zj A; a uniao de conjuntos A; € A
disjuntos dois a dois.

Definicao 19. Uma resolugdo da identidade em H é uma aplicacdo P: A — Proj(H) tal que
(a) P(R)=1.
(b) Se A =377, Aj, entdo

P(A)=s— lim Y P(A).
7j=1

Dada uma resolucao da identidade P, para cada £ € H, associa-se uma medida de Borel
positiva finita pe: A — [0, +00) definida por:

pe(A) := (& P(A)S).

Note que pg(A) = (€, P(A)§) = (€, P(MP(A)E) = (P(M)E, P(A)E) = [[P(A)E], qualquer
que seja A € A. Segue-se daf que ue(R) = [|€]|>.

Para cada par £, € H associa-se a medida de Borel complexa fi¢,,: A — C definida por:

fe.q(A) = (&, P(A)n)
e por polarizacao

1

Mf,n(A) = 1

g0 (A) = pre—n(A) + i(pte—in(A) — peqin(A))] .

Entdo, p1e = piee e |peq(A)] <[] In]l-

Definicao 20. As medidas pe, j1e, definidas acima sao chamadas de medidas espectrais da
resolucao da identidade P associadas a & e ao par &,n € ‘H, respectivamente.
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Pode-se integrar fungoes e definir a integral em relagao & resolucao da identidade P do
seguinte modo: dada uma fungao mensurével simples f = Z;'L:1 ajXa;, onde A; sao mensuréveis
disjuntos dois a dois, define-se:

/fdP - i a;P(A,).

As notagoes P(f), [, f(t)dP(t) também podem ser usadas para denotar [ fdP. Observe
que [ xadP = P(A), se A ¢ um conjunto mensuravel. Também convém notar que a aplicacio
f — P(f) definida no conjunto das fungoes simples é linear e satisfaz

- / £ () dpe (1)

PO = [ 150Fduto) = 115, < supl0Fus(® = (sup 7OF ) 7.

segue-se que a aplicacao linear P: {fun¢oes simples} — B(H) é continua (o espaco das fungoes
simples com a norma do sup).
Seja B*(R) o espaco vetorial das fungoes de Borel mensuréaveis limitadas com a norma
| flloo = sup|f(t)]. Como as fun¢des simples constituem um conjunto denso em B>(R),
teR

existe uma tnica extensdo de P a um operador linear limitado (e usando a mesma notacdo)

P: B*®(R) — B(H), tal que para toda f € B>®(R),

7 = / F()dpen(t)

1Pl = [170Paelo) < (sup 17O ) el

Lema 4. Seja P uma resolug¢io da identidade e considere a aplicagio P: B®(R) — B(H). Se
(fn) C B¥(R), f. — f pontualmente e (|| f,||,) € uma sequéncia limitada, entdo f € B¥(R) e

s — Tim P(f,) = P(f).

Demonstracao. Tem-se que f € B*, uma vez que o limite pontual de funcdes mensuraveis é
uma funcdo mensuravel e, como existe A > 0 tal que ||f,[|., < A, segue-se pela convergéncia
pontual que f é limitada.

Dado € € H,
IP(f)6 — PUOEIR = [ P(f)E — P(HE?
/ Falt) — F(0)Pdpe(t) — 0,

quando n — oo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, o que encerra a prova do lema. [J

O proximo passo é estender a aplicagao P ao conjunto das fungoes de Borel ilimitadas
f: R — C. Defina

dom f := {£€H;f€Li§(R)} = {fe’H;/\f’Qdué < —i—oo},
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que & um espago vetorial, pois pae(A) = |a|?ue(A) e usando a desigualdade triangular tem-se

que fieqn(A) < 2(pe(A) + py(A)) (para obté-la, usa-se a relagdo 0 < ((§ —n), P(A)(€ —n))).
Pondo

An = Mu(f) = {t e RS [f(O) <}y fri= Fxan,

e para £ € dom f esta sequéncia de fungoes converge para f em Lig (R), pelo Teorema da

Convergéncia Dominada. Portanto, (f,) é uma sequéncia de Cauchy em Lig (R). Como cada
fn € B¥(R) e

IPUER = [ 1fuPdne = 152055,

segue-se que (P(f,)¢), é uma sequéncia de Cauchy em H, e deste modo, converge a um vetor
P(f)&, o que define a extensdo desejada, com dom P(f) = dom f. Note que tal extensdo
f — P(f) é linear e continua; note também que: com a notagdo P(f) := [ fdP, fazendo
n — oo na igualdade acima obtém-se:

IPHEI? = [ 15 Pdme = 1115,

Lema 5. Para cada fungao de Borel f: R — C tem-se dom f denso em H. Entao, a adjunta
P(f)* estd bem definida.

Demonstrac¢ao. Seja A, como definido acima. Se & € H, considerando &, = P(A,)&, tem-se
He, = XAnHe- Entéo,

100 = [ 170 Fue(t) < n il < oo

e entdo &, € dom f. Como x,, — 1 em Lz6 (R), quanto n — oo, e

€ — &l = / 11— o, () Pdpe (t).

obtém-se que &, — £ em H, quanto n — oo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada.
Portanto, dom f é denso em H. O

Finalmente, apresentamos a seguir o Teorema Espectral, cuja demonstracao pode ser vista
em |9, p. 213], e o Céalculo Funcional Espectral para operadores autoadjuntos, cuja demonstra-
¢ao também pode ser vista em [9, p. 217].

Teorema 10 (Teorema Espectral). A cada operador autoadjunto T corresponde uma unica
resolugao da identidade PT em H tal que T = [tPT(t)

Teorema 11 (Calculo Funcional Espectral). Considere T um operador autoadjunto. Entao, a
aplicacio ®: B®(R) — B(H), ®(f) = f(T) := PL(f), ¢ a vinica que satisfaz:

(a) @(fg) = 2()2(g) = 2(9)2(f), P(Ag) = AD(g), ®(1) =T e ®(f) = (/)"
(b) @ ¢ continua, ou seja, [|2(f)ll gy < Cllflloer

(
(d) Se T = Mp, entao ©(f)y = f(A)Y,
(e) o[®(S)] = {f(\);Aea(T)}.

)
)
¢) Se f(x) =z, entdo ®(f) =T,
)
)
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2.4.1 Existéncia e unicidade de solucao para a equacao de Schrodinger

Seja T um operador autoadjunto e recorde que a equacgao de Schrodinger linear é dada por

{atg — iTE, tER, (ES)

€0)=¢, ¢ €dom T.

Provaremos agora existéncia e unicidade de solugoes para (ES). De fato, seja e =1t := f,(T),
onde fi(z) = e ™ Vt € R, Vx € R. Pelo Calculo Funcional Espectral, (e™7*);cg é um grupo
de evolucao unitario.

Afirmagao 15. T € o gerador infinitesimal de (e71%);cR.

Prova da afirmagao: denote por A o gerador infinitesimal de (e=?)

que A =T'. Por convergéncia dominada, para cada £ € dom T,

ter. Vamos mostrar

2

= lim
h—0 R

1, o 2
HT§ - limiﬁ(e_ZTh —I)¢ x — %(e_“h - 1) d,ug(m) =0,

h—0

onde ,uET ¢ a medida espectral de PT associada a . Assim, £ € dom A e AE = T¢, ou seja,
T C A. Um argumento andlogo ao apresentado anteriormente mostra que

dom ACdom T ={£e€H;| |€ Li§<R)}
Logo, A =T, como queriamos provar.
A afirmacao esta provada.
Como T é o gerador infinitesimal de (e7"1%);cg, pela Proposicao 14, a curva (e 7%¢),cr é a

tinica solugdo de (ES). Notamos que se ¢ € dom T, entdo dizemos que a curva (e”7%¢),cg é
uma solucdo fraca de (ES).
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Capitulo 3

Localizacao dinamica para perturbacoes
de HO

Neste capitulo, vamos discutir a persisténcia de espectro puramente pontual e localizagao
dinamica para H, sob perturbacdes suficientemente pequenas. As principais referéncias sao
[11, 15].

3.1 Localizacao dindmica para H,

Recordemos que se T' é um operador autoadjunto em H, entao diz-se que T tem espectro
puramente pontual se existir uma base ortonormal (e;) de H formada por autovetores de 7.
Neste caso, o espectro de T" ¢ o fecho do conjunto ¥ = {);} em R.

A seguir vamos mostrar que o espectro de Hy é puramente pontual discreto e obter algumas
estimativas para suas autofuncoes que serao uteis adiante.

Teorema 12. H, tem espectro puramente pontual discreto dado pelos inteiros.
Demonstragao. Sejam ¢ € (*(Z) e X € C tais que
Hyp = . (3.1)

Como, pelo Teorema de Plancherel, o operador F: L*(T) — ¢*>(Z) é um isomorfismo, existe
g € L*(T) tal que Fg = 1. Entao,

Hyp = M) < Ho(Fg) = MFg) © (FQir1 + (F@ro1 + k(Fg)e = (FAgk, VEk€EZ

1
. 2
o / —2(kDmiz g () e —|—/ —2(k=bmiz () dg 4 bt (]-"g);C = (FX\Q), VkEZ
0

<:>/ —2kmiz 9. ( 2miz +€f2m'z) g(x)d:c—i— 5 (J’-'g)k = (f)\g)k, Vk € 7

km

= /0 e~ ki[9 cos(2mx) g (x)]da + (.Fg)k = (FAg)k, VkelZ

2kmi

& (F {2eos2n(lgb + 5

“(Fg)e = (FAg), Vk€Z.

Consideremos a equacao:

2kmi

5 F 9= (FAgh, Yk €Z. (3.2)

(F{2cos2m(-)lg})k +
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Afirmagao 16. Seja g € C1(T). g € solucio de (3.2) se, e somente se, g € da forma
g(l') — K€72isen(2ﬂ':p)€2m'mac’ = T,

para algum m € Z e para alguma constante K € C; neste caso, deve-se ter A = m.

Prova da afirmacao:

Com efeito, pela Proposigao 1, 2kmi(Fg)r = (Fg')x, se g € C*(T). Deste modo,

2kmi
271

(F{2cos[2m(-)]g})r + (F9k = (FAgr, VEkeZ

/

<:>(.7:{2008[27T(-)]g} +F { 2€ri })k = (FA\g)s, VkeZ

/
<:><.7:{2 cos[27(+)]g + I _ )\g}) =0, VkelZ
271 &
Pela Proposicao 3, isto ocorre, se, e somente se,

9()

2 2
cos(2mx)g(x) + 57

— Ag(z) =0, em quase todo z € T.

Pela continuidade de g e ¢/, isto é equivalente a
g'(x) + [4micos(2mz) — 2miNg(z) =0, Ve T.
Finalmente, esta equacao equivale a
g (x)el Amicos@ra)=2midds | (47 cos(2ma) — 2miN|g(x)el ATicos@ra)=2mirde — yp e T

Logo, deve-se ter g(z) = Ke 2sm@m@)e2mA para algum K € C e para todo € T. Como
g(0) = g(1), deve-se ter também X\ € Z e a afirmacao esta provada.

Mostraremos agora que o conjunto de solucoes {gn}, m € Z, gn(x) = e~2sen(na)g2mmiz.
x € T, ¢ um sistema ortonormal completo em L*(T). Como o conjunto {g,,} é ortonormal,
basta verificar que {g,,}*+ = {0}. Seja g € L*(T) tal que (g,¢,,) =0, Vm € Z. Tem-se

1
(fg€2isen(27r(-)))m — / g(x)e2isen(27rx)e—2m7rizdx — <g’ gm> — O, VYm € Z.
0

Pela Proposicio 3, tem-se g(x)e?®"(™) — 0, em quase todo ponto € T. Logo, ¢ = 0 em
L*(T). Tsto mostra que {g,,} é um sistema ortonormal completo em L?*(T). Ponhamos, para
cada m € Z, ¥, = Fgm. Pelo Teorema de Plancherel, segue-se que {¢,}mez € um sistema
ortonormal completo em (*(Z).

Resta, por fim, verificar que os autovalores de Hj sao somente os inteiros. Seja A um
autovalor de Hy. Suponha, por absurdo, que A ¢ Z. Seja ¢ um autovetor associado a .
Como H, é autoadjunto, autovetores associados a autovalores distintos sao ortogonais. Dai,
(W, 1) = 0,Ym € Z. Pela Identidade de Parseval, segue-se que

Y= Z<¢7¢m>¢m = Z 0 ¢, = 0 (absurdo!).

meZ meZ
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Observacao 2.2 No que se segue, denotaremos as autofungoes de Hy como descritas no
Teorema 12. Note que (1,)(n) = (1o)(m — n), para todo m,n € Z.

Na prova da proéxima proposicao utilizaremos algumas propriedades da funcao de Bessel,
que podem ser encontradas em [5].

Proposicao 15. Tem-se, para todo n,m € Z,

(W) ()] < —

|m —n|l’

Demonstragdo. E suficiente provar que |(1o)(n)| < 1/[n|!. Tem-se
1
WJO)(n) :/ 6—27rina:e—2isen(2m)dx
0

= /o [cos(2mz) — isen(2mnaz)|[cos(2sen(2mx)) — isen(2sen(27x))]dx. (3.3)

Relembre que para valores inteiros n, a func¢ao de Bessel J, pode ser dada através da integral
1 ™
Jn(z) = —/ cos(nt — xsent)dr.
0

™

Utilizando-se o fato de que para inteiros n, J_,(2) = (—1)"J,(2), obtemos
1
J_n(2) =

27

—/ cos(2sen(1) + nt)dr.
2 Jo

Deste modo, efetuando-se as multiplicacoes, separando-se as partes real e imaginéria da integral

em (3.3) e efetuando-se a mudanca de varidveis y := 2wz, obtemos em (3.3)

V), = J_n(2) — /0 isen(2(sen2rz + mnx))dz. (3.4)

Depois da mudanga de variaveis y := y(z) = 27z — 7w, y(0) = —m, y(1) = 7 e usando que

sen(m £ x) = Fsen(x), obtém-se para o segundo termo em (3.4)

™

/7r - (sen (2(Sen(y +7) + g(y + 7r))>> dy = / - (sen (2(—seny + g(y + 7r))>> dy

g 2m - 2m

=0,

pois o integrando acima é uma fungao fmpar.

Convém observar que para valores nao-negativos de n, tem-se

e dai,

(= R Nl Gt D
Jn(2) = 1< — = < —.
2) w;)m'(m+n ~ nl Z m' n' n!

Mais geralmente para qualquer inteiro n, utilizando-se novamente que J_,(2) = (=1)"J,(2),
1

segue-se que |J_,(2)] < —- Entao, por (3.4),
n!

gul)] = 1a(2)] <

e a prova esta completa. O
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Agora verificaremos que Hy tem LD (2). Comegamos com uma breve revisao de como isso
pode ser provado. Seja {¢*} um conjunto ortonormal completo de autofungoes de um operador
autoadjunto T atuando em ¢*(Z) tal que ToF = A\.¢F. Se ¢ = €™, (e™); = d,,, para algum
m € 7, entao

¢(t’ n) — —th Z e—zt)\k ¢k ¢k)

k

sup [¢(t,n)| < Z(n,m), Sup(]X| tp < Z]n]pZQ n,m),
t

nel
com

Z(n,m) = 1(&")n(¢")ml-

k

Entao, para provar LD (2) para qualquer condigao inicial ¢ = €™, basta mostrar que a funcdo
Z(n,m) decai suficientemente rapido quando |n| — oo, para todo m € Z.

Uma maneira de obter tal propriedade é via um controle de autofungoes que se denominou
SULE [12, 18]. Neste caso, diz-se que T possui SULE se existir a > 0 e, para cada autofungao
o, um ny € 7 tal que, para qualquer 6 > 0,

(@) (n)] < C(B)ellmImelnmmed, (3-5)

com algum C'(0) finito uniformemente em k,n. Segue-se, deste modo, que se T tem SULE,
entdo a funcdo Z(n, m) decai exponencialmente em n para todo m e T tem LD. Esta serd nossa
maneira de provar LD para os modelos considerados nesse trabalho.

Teorema 13. H, tem localizacao dindmica.

Demonstracao. Vamos provar que Hy tem SULE. Pela Proposicao 15, tem-se

(W) ()] < —

= In —m|!’
Tomando-se n,, = m, precisamos mostrar que

1

T < C@)emeln .

€a|n\
Como E —— < 400 qualquer que seja a > 0; para todo a > 0 existe uma constante
n

|
nez | |
C > 0 tal que

para todo n. Portanto, fazendo C'(§) = C,Vd > 0, temos
1

In —m|!

(1) (n)]| < < C(§)e nml < ¢(g)edlmi—aln=ml — v5 > 0.

Isto conclui a prova. O
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3.2 Localizacao dinamica para o operador perturbado

Teorema 14. Seja T um operador autoadjunto em H com dimH = +o00. Sao equivalentes:

(a) Ewxiste uma base ortonormal (e;) de H formada por autovetores de T, i.e., Te; = Aje;,
com autovalores reais \; formando um conjunto discreto. Além disso, cada um desses
autovalores tem multiplicidade finita e lim |\;] = +o0.

j—00

(b) R.(T) é um operador compacto para algum z € p(T) (e assim para todos z € p(T)).

Teorema 15. Se V € (*(Z), entdo Hy = Hy + V possui espectro puramente pontual discreto.
Além disso, cada um de seus autovalores \; tem multiplicidade finita e lim |\;| = +o0.
Jj—00

Demonstracao. Note que pelo Corolério 4, segue-se que Hy é autoadjunto. Deste modo, pelo
Lema 3, i € p(Hy) N p(Hp). Pelos Teoremas 12 e 14, R;(Hy) ¢ compacto.
Agora, pela segunda identidade do resolvente (Proposigao 11),

Como V e R;(Hy) sao limitados, I — V R;(V) é limitado. Entao, pela compacidade de R;(Hy),
segue-se que R;(Hy)(I — VR;(V)) é, também, compacto. Deste modo, pela igualdade acima,
R;(Hy) é compacto. Logo, o resultado segue do Teorema 14. O]

O fato de Hy ter espectro puramente pontual discreto nao nos permite concluir LD. De
fato, precisamos de mais informagoes sobre suas autofuncoes. Nosso objetivo agora é mostrar
que para ||V suficientemente pequeno, LD estd presente. Para tanto, como ji mencionado,
empregaremos um método de diagonalizagao baseado no bem conhecido procedimento iterativo
devido originalmente a Kolmogorov, Arnold e Moser (KAM).

Comecamos com a introduc¢ao de notagoes pertinentes e um espaco. Para r > 0, denotemos
por A(r) o conjunto dos operadores lineares a em (?*(Z) com representagio matricial a = {a,,, }
na base {1y, }mez de autovetores de Hy, i.e., apym = (¥n, athp),n,m € Z, e definamos uma
norma

all . :=su e’ ™ < oo,
” H7 p | |
n
m

Pode-se verificar que (A(r),||-]|,) € um espaco de Banach (ver [15] para detalhes); neste
caso, se a,c € A(r), entdo ac,ca € A(r) e

lacll, . [leall, < lall, llc]l, -

Um operador linear a, ndo necessariamente em A(r) ¢ diagonal se a,,, = 0 para n # m (note
que o termo diagonal aqui esta relacionado & base ortonormal especifica (1,,,) de ¢*(Z)). Por
construgao, Hy é diagonal com elementos de representacdo matricial (Hg),m = ndpm, enquanto
que para o operador perturbado (Hy )pm = ndpm + Vam. Para o texto inteiro, denote por b o
operador linear com elementos matriciais

. 1

bpm = .
Z In—1!|m — 1!
lez

Definamos
[1bllo := inf||b]],.

O principal resultado discutido neste trabalho é o seguinte.
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Teorema 16. Seja V € (>°(Z). Se

1
Voo < S
201[b]]o

entdo existem r > 0 e um operador invertivel P € A(r) tais que
P 'HyP
¢ um operador diagonal com espectro simples e discreto cujos autovetores sao vV, m € 7.

Verificaremos agora que, para V como no Teorema 16, os autovetores de Hy satisfazem
(3.5), isto é, Hy tem SULE, particularmente LD.

Pelo Teorema 15, Hy tem espectro discreto. Determinou-se que seus autovetores sao { P, },
com P € A(r), para algum r > 0, operador que diagonaliza Hy, e {¢,,} os autovetores de H.
Tais autovetores constituem um sistema ortonormal completo em (%(Z).

1 . . . .
Como ﬁ decai mais rapidamente que qualquer exponencial quando |m’ — n| — oo,
m' — n|!
existe uma constante C; > 0 tal que
e—’r|m’—n|

| (Y ) ()] < C’1m7

para todo m’,n € Z. Para {P,,}, como P € A(r), tem-se

|(Pem) ()] = [(en, Prom)| = D {ens Yr) (ks Pibm)

k

< 37 | Pnl () ()]

1
—r|k—m]|
= %:CQ P

rin—k|
< Zcefﬂk m|__—1v 016

1+ (k)2
R
<G T
orin—ml &
= g I+ (n—h?) (3:6)

Como a ultima soma é convergente e independe de m,n, tem-se
|(P)(n)] < Cemrmml,

um caso particular de SULE.

3.3 Prova do resultado principal

Esta secao é destinada a prova do Teorema 16. O operador identidade é denotado por I;
entao Inm = dpm, € note que ||I[|, = 1, para todo r > 0. A diagonal do operador a sera denotada
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por diag a, isto ¢, (diag a)pm = @nndnm. Se a € l(Z) (este é o caso de nossos potenciais V),
temos a norma usual |a|| = sup |a,|.
n

Repetidamente usaremos o fato de que se a € A(r) com |ja — ||, < 1, entdo a é invertivel

em A(r) e

Ha—1_[|| < la — I,

< Ma=1ll, (3.7)
" - ||a’_I”r

Alguns resultados preliminares:

A prova do lema abaixo apresentada em [11] envolve uma estimativa numérica. Por isso,
serd omitida.

Lema 6. Se a € (*(Z), entao
|G| < ||a||006nm, Vn,m € Z.

Ademais, b pertence a A(r) para todo r > 0.

Lema 7. Temos a inclusio natural (>°(Z) C A(r), para todo v > 0, visto que para a € {*(Z),
lall, < |lall 116]],. Adicionalmente, dado 8 > 0, para ||a||,, suficientemente pequeno,

all, < 0. (3.8)

Demonstracao. Pelo Lema 6,

||lall,, = sup E |anm|er|"*m| < sup E Ha||ool')nmer‘”*m| = ||a||, |]b||7«,
n n
m m

e o resultado segue tomando-se [|a||__ < 6/b|],- O

Agora um lema importante para o processo indutivo; [a,c] = ac — ca é o comutador dos
operadores a e c.

Lema 8. Fize r > 0. Sejam G um operador diagonal e B € A(r) com

(G + diag B)pm = gn + Bun € R

|(gn + Bun) — (gm + Bmm)| > K, Vm # n e para algum K > 0. (3.9)
Dado B € A(r), existe W € A(r) resolvendo
|G + diag B,W|+ B — diag B =10 (3.10)

com W,, = 1, para todo n. Ademais,

1
W = 1Ill, < 2= |IBIl, (3.11)
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Demonstracao. Queremos encontrar W tal que
B —diag B =W (G + diag B) — (G + diag B)W,
equivalentemente,

(B —diag B),m = (W(G + diag B))nm — (G + diag B)W )
=Y W,;(G + diag B)j, — (G + diag B)y;Wim.

JEL

Como G + diag B é diagonal, isto equivale a procurar solucao para
(B — diag B)nm = Whm(gm + Bmm) = (9n + Bun) Wam

Obtemos, entio, uma solucio Wi, para a equacio acima dada por

Bnm

0, n=m.

7n%m7

Resta, agora, verificarmos que W € A(r): devido a (3.9), para m # n,

7 | Brm| 1
[ Wom| = < —|Buml:
portanto,
] = 3 ) = s 3 e B

1 .

< 5w Y ¢ Bl

m#n

1

< —||B].. .

<~ I1Bl,

Isto encerra a prova do lema, uma vez que se W é uma solugao de (3.10), entao W := W+1é
também uma solucdo e (3.11) vale para (W — I). O

Prova do Teorema 16:

Denotamos D = D° = Hy, VY =V e P = I; entdo, Hy = D + V. Considere
(PO Y (D+V)P* =D+ V° = (D" +diag V°) + (V° — diag V"); (3.12)
gostariamos de encontrar um operador linear invertivel W0 tal que
(WH™H(D + V)W = operador diagonal.

Note que: se V? = 0, entdo o operador identidade W = I é uma solucdo desejada. Para
provarmos o Teorema 16, empregaremos o método de diagonalizagao baseado no bem conhecido
procedimento iterativo devido originalmente a Kolmogorov, Arnold e Moser (KAM).

Dividiremos a processo em passos e depois verificaremos a convergéncia.
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Escolha de r > 0.

Como |[b]]o < m, e [|bllo = inf,ol|b||,, existe r > 0 tal que
1llo < bl < 5o
20 (V1o
Primeiro passo k = 0:
Ponha D = D° = Hy,V® =V e P° = [; portanto
(PO (D+ V)P’ =D+ V° = (D" + diag V°) + (V° — diag V). (3.13)

D? + diag V? é um operador diagonal com (D° + diag V°),,, = \Y = n + V9. Ademais, note
que

1 1
=_—<

' 1
Voll, < IVl [l < 1Vl - 5o 4
1Voll, < IVl Bl < 1V e - 577 = 26 < 3

Deste modo, usando-se o fato de |V9 | < |V?|,, qualquer que seja m nao negativo, se m # n,
temos

An = Al =+ Vo, = (m + Vi)l = [(n=m) — (Vo = Vi) = In—m| — [V, = Vi
1
> 1= Vi = Vool 2 1= (Vi + Vo) 2 1= 2{|V0] > 5.
) .1
Existe, entao, 5 < Ky < 1 tal que

A0 = A’ = Ko.

Pelo Lema 8, existe uma solugao W° € A(r) de

[D° + diag VO, W) 4 V° — diag V° = 0 (3.14)
com
diag (W° — 1) =0,
e para Cy = 1/Ky > 1,
[we 1], < G V], (3.15)

1
Note que 1 < Cy < 2. Entdo, como ||[VO|],. < 7 tem-se

11
Col[VOll, <27 =5
Dali,

1
O_ —_—
W —1f], <5 <1.
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Segue-se dai, usando (3.7), que WY ¢ invertivel. Entao,

(W) (P*) (D + V) PPWO 2 (W) (DO 4 diag V)W + (W)~ (V° — diag V)W
CL (W) (WO(DO + diag V) — (W) (VO — diag V)
+ (WO (VY — diag VOYW° = D! + V1,

Portanto,
(PHY"Y(D+V)P'=D'+ V!,
com

Pl = powyo
D' = D%+ diag V°
vl = (WO VO — diag VO) (W —I).

1
Novamente por (3.7) e, utilizando-se o fato de que Cy ||V < 3 obtemos

We —1j Wo — 1]
T < r
Iwe =11, = 1= Co[[Vol,
2wl —1I| <1

Jowey 1], < !

Tem-se, entao,

VA, = (W)~ (VP = diag VO)(W? = D),
< W 1||T VoI, w® = 1],

Como
[V, = [V = T 1|, < [Jv) =" = 1], + 11, < 2,
define-se 0, através de
VA, < 2[[VOll, [[We = 1], < 26 [V =: 63"

Ademais,

1 2
IV, < 260 V0 <202 (3) =

1
e
Segundo passo k£ = 1:

Seja D! + diag V! o operador diagonal com

(D! + diag V1), = AL = X0 + (diag V) = n+ VO, + V1

n nn’

1
€, Como HV1||T < 17

\)\}L—)\}n|>§>0, Yn # m.
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1
Existe, entao, ) 3 < K < Ky <1 tal que
An — An| > Ky,
se m # n. Pelo Lema 8, existe uma solugao W' € A(r) para
[D' + diag V!, W' + V! — diag V' = 0, (3.16)
com

diag(W' — I) = 0,
e, para C1, = 1/K; > 1,
1
w1l < V'), < 5 <1 (3.17)
Segue-se dai, utilizando-se (3.7), que W' ¢ invertivel. Entao,
(WHL(PYY(D + V)P W 2 (1D ¢ diag VHW! + (W)Y (V! = diag V)W
W WD + diag V) — (W) (V! diag V1))
+ (WH NV - diag VHW! =: D* + V?
Portanto,
(P)"Y(D+V)P*=D*+V?,
com
P2 — lel
D?* = D'+ diag V!
V2 o= (WhH (V! —diag V) (W' —I).

1
Novamente utilizando-se (3.7) e o fato de que Cy [|[V!]], < Y
w1, W -1,
T WE=TL T =GV
<o -], <1,

lwH=" = 1f|, <

Tem-se
V2], = |WH (V! = diag VH(W! = D),
< |[l(w lllr VA, (W = 1],
Como
(WO = ([ = T 1], < [[0vH ™ =1, + 1], < 2,
define-se 6y por
V2, < 2|V, W = 11|, < 260 |[V;
<82 || = 62

1
Ademais, como C1,Cp <2 e |V, < T pela desigualdade acima temos

8
V2], < 8CiC2 VOl < 28222 (1) _

1
2 4
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Passo k + 1:

Suponha que possamos encontrar, para algum k € N,
1
1. Um operador V* € A(r) tal que HV’“”T < 7 satisfazendo

k 2k
[VEIL < 05,
com

6, = {n;?;g@cj)?*“} v (3.18)

2. Um operador diagonal D* com (D* + diag V*),,, = At = A\=1 + V* satisfazendo, para
algum 1 > K > %,
N AP > K, V£ m (3.19)
tal que
(P (D+V)P* = D"+ V¥, (3.20)
com PF = WOW1.. . )Wkt

Mostraremos que 1. e 2. valem para k + 1.

Pelo Lema 8, existe uma solucao W* € A(r) para

[DF + diag V¥, W + VF — diag V¥ =0 (3.21)
com
diag (W* — 1) =

Ademais, para Cy, = 1/ K > 1,

1 1
F_ |l < b o2 29
e < v, <21 - L 522
Segue-se por (3.7) que W* é invertivel. Entao,
(WP (D + V) PFE P2 (WA Y (DF 4 diag VR + (WF) " (V= diag VF) I
(3:21)

= (WM YWH(D* + diag V*)) — (WF)"H((VF — diag V)
+ (Wk)fl(vk . dlag Vk)wk — Dk+1 + VkJrl.

Portanto,

(PkJrl)fl(D + V)Pk+1 — Dk+1 + Vk+1,

com
Pk+1 — Pka;
D*t = D* 4 diag V¥
VERL = (WF)"Y(VF — diag VF)(WE - T).
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1
Como C}, HV’“HT < 3 novamente empregando-se (3.7), obtemos

i WE—L|| _ w1
Wiy < = I

<2(wk—1|| <1

Tem-se
[VERH], = [[(v") (V" = diag VE)(WF = 1)
< [V LAV AP = 1]
Como
[VE7H, = W™ = L 1], < [[0V™) 7" = 1]+ [l < 2,

define-se 0., por

2k+1

HvkﬂHT <2 Hkar HWk _ _]“T < 2014013’“ =0 -

Temos também que HV’f“HT < i, pois

1
VEHL = 2 VAL W = 1], <2 1

N —

1
4
. 1 C . .
Mostremos agora que existe — < Kj1 < K < 1 tal que dados m,n inteiros nao-negativos
distintos, vale |[AFF1 — NEFL| > [() 1. Sejam m, n inteiros ndo-negativos distintos. Temos
1
k k k k k
|)\n+1 - )\m+1| = ‘(m - TL) - (Vnrjl + ij’r;l)| >1-2 HV +1Hr > 5

1
Pode-se entdo escolher K, tal que 3 < Kp S Kp <le N \MHY > G se m# .

Convergéncia

Mostraremos agora que o processo iterativo converge quando k — o0, isto é,

@)@—wwew<é

(b) P* & um sequéncia de Cauchy em A(r), a fim de que exista P € A(r) tal que P* — P.
P40,

(c) VF —0em A(r).

Verificacao de (a):
1
Verificaremos agora que existe 0 < 0, < R tal que 0, — 0, quando £k — oo. Ponhamos

b = IV ||b||,, Por (3.18) segue-se que

Ok = {H?;(%@Cj)w_l} VeIl < {Hﬁ;S(QCj)W_I}@o
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Note que a sequéncia (Cy)g>o € tal que 1 < C < 2. Assim, segue-se que (6x)r>o ¢ mondtona e
limitada, pois

O, < H§;3<2Cj)2_j_190 <AXFTT) = 46,

Deste modo, existe 0., tal que 0, — 6. Da desigualdade acima, 6., < 46y. Como definimos,

0o = |V || 16|, Da desigualdade ||b]], < segue-se que:

20|Vl

1 1

Ose < 400 = 4|V |1B]], < 4|V, - 0(V|. 5

Verificagao de (b):
Mostraremos que P* converge em A(r) para algum P # 0 quando k — oo. Note que

C|[V¥]|, < Cub? ™ < 0% < 1. (3.23)
Portanto,
e I e I L N ]
< (WO =1l + 1) (" =1, + 11,
AW = 1] ) = 1))
= 5w = 1], + ) W = 1],
S Hwk 1 IH Hk 2 923 )
Por (3.22) e (3.23), tem-se
|P*— P <202 (3.24)
Suponha que m < k; entao, como 0, < 1,

[Pt =P, <IIP’“—P’HH +|[PP = PR [P - P
2
<2Ze”<292’”20ﬂ _ %

Como 6, < h, segue-se também que
k—1 k=1
|Pe—1], <23 w7 —1||, <2 6
j=0 Jj=0
=\ 20
< 2900;)9@0 =6

m

— 0, quando m — oo

Portanto, quando k — oo, obtém-se

20
1 -0

|P -1l < <1

Agora, por (3.7),

1P — 11, 200
<

e A T [

<1
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e vé-se que P é invertivel em A(r), em particular, P # 0. Portanto,
1P, <2e [[(PTY], <2
Verificacao de (c):
Por indugdo e usando (3.23), obtém-se
VA, < 62" < a6,

e entdo V¥ — 0 em A(r). Ademais,

(P)'HyP = Hy+ Y diag V*

k>0

é um operador diagonal cujos autovalores sao

A i=mn+ Z(diag VFY -

k>0

O teorema esta, portanto, demonstrado.
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