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“A Matematica é a tnica
linguagem que temos em comum

com a natureza.”

(Stephen Hawking)



Resumo

Este trabalho tem o propésito de explicar um resultado de rigidez para uma classe de
variedades compactas quasi-Einstein generalizadas com curvatura escalar constante. Além
disso, sob algumas hipoteses geométricas, a rigidez para o caso nao compacto também é
provada. Considerando curvatura escalar nao constante, caracterizamos e apresentamos
duas classes de variedades quasi-Einstein generalizadas completas conformes ao espaco
Euclidiano que sao obtidas tomando func¢oes potenciais e fatores conformes como radiais
ou invariantes sob a a¢do de um grupo de translagao (n-1)-dimensional (ver Freitas Filho,
A. A. e Tenenblat, K. [On generalized quasi-Einstein manifolds, J. Geom. Phys. 178
(2022) 104562]).

Palavras-chave: Variedades quasi-Einstein generalizadas, Variedades tipo-Einstein, Re-

sultados de rigidez, Variedades completas conformemente planas.



Abstract

This work aims to explain a stiffness result for a class of generalized quasi-Einstein
compact manifolds with constant scalar curvature. Furthermore, under some geometric
assumptions, the stiffness for the non-compact case is also proved. Considering non-
constant scalar curvature, we characterize and present two classes of complete generalized
quasi-Einstein manifolds conforming to Euclidean space that are obtained by taking po-
tential functions and conforming factors as radial or invariant under the action of a trans-
lation group (n-1)-dimensional (see Freitas Filho, A. A. and Tenenblat, K. [On generalized
quasi-Einstein manifolds, J. Geom. Phys. 178 (2022) 104562]).

Palavras-chave: Generalized quasi-Einstein manifolds, Einstein type manifolds, Rigidity

results, Conformally flat complete manifolds.
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Introducao

Nas ultimas décadas tem havido bastante interesse no estudo dos fluxos, sobre tudo os
fluxos definidos em variedades Riemannianas. Em 1982 Hamilton introduziu o Fluxo de
Yamabe com intuito de resolver problema de Yamabe e o fluxo de Ricci com o objetivo
de resolver a Conjectura de Poincaré, que podem ser vistos com mais detalhes em [I7],
definindo assim o fluxo de Ricci como sendo uma equagao de evolugao no espago das

métricas Riemannianas como

9
ot

O fluxo de Ricci ¢ um andlogo da equagao calor (u; = cu,,) para uma familia de

(t) = —2R7:Cg(t).

métricas a um parametro g(t) em uma variedade M", definida no intervalo I C R, onde
Ricg(y denota o tensor de Ricci na métrica g(t). As pesquisas de Hamilton foram de grande
relevancia para o estudo dos fluxos geométricos e classificagoes de variedades que sao
solucoes auto-similares do fluxo de Ricci, como consequéncia, o tensor de curvatura evolui
por um sistema de equacoes de difusao que converge para uma de curvatura uniforme ao
longo de toda a variedade. Embora Hamilton nao tenha conseguido provar a Conjectura
de Poincaré seus estudos contribuiram para que Perelmann provasse ([27, 28], 29]).
Hamilton queria estudar o comportamento das solugoes do fluxo de Rici em uma vari-
edade tridimensional compacta dotada de uma métrica Riemanniana arbitraria e como se
comporta as singularidades do mesmo. As solugoes auto-similares deste fluxo sao deno-
minados so6litons de Ricci, uma condigao necessaria para que uma métrica gy sobre uma
variedade M", dé origem a uma solucao auto-similar é que exista um nimero real A e um

campo diferencial X, tal que

1
Ric + §£Xg0 = /\go,

onde £xgo é a derivada da Lie da métrica gg na direcao do campo vetorial X. Satisfeitas
essas condi¢oes dizemos que (M", gg, X, A) é um soliton de Ricci. Considerando uma

fungao potencial f : M — R, se X = V f temos um séliton de Ricci gradiente
Ric+ V*f = \go.

Onde V2f denota a hessiana de f. Os solitons de Ricci sdo ainda vistos como uma

generalizagao das variedades Einstein, que sao variedades cujo tensor de Ricci é miltiplo



da métrica, ou seja, Ric = A\g, de modo que A é uma funcao suave em M e Ric denota o
tensor de Ricci na métrica g. Tal métrica surge como ponto critico do funcional Einstein-
Hilbert R : M — R, definido por

R(g):/ Sydvoly.
M

Ao longo dos anos foram feitas muitas generalizagoes das variedades Einstein, dentre
algumas delas podemos relembrar os solitons p-Einstein, quasi-solitons de Ricci, quasi-
solitons de Yamabe, varidades m-quasi-Einstein generalizada, variedades tipo-Einstein
e variedades quasi-Einstein generalizada. Os soélitons p-Eintein, correspondem as solu-
¢oes auto-similares do fluxo de Ricci-Bourguignon [6]. Os quasi-solitons de Ricci sdo
generalizagoes de solitons p-Einstein, veja [31]. Os solitons de Yamabe correspondem as
solugoes auto-similares do fluxo de Yamabe. Diferente dos solitons citados anteriormente,
as variedades m-quasi-Einstein generalizada foram originadas do estudo de variedades
que sao produtos warped Einstein e a base satisfaz a equagao de uma variedade m-
quasi-Einstein generalizada, ver [2]. Uma variedade Riemanniana (M™, g) é dita ser uma

variedade tipo-Einstein gradiente se existir f € C°°(M) e constantes «, 3, i, p € R, com
(0,8, 1) # (0,0,0), tais que

aRic+ BVAf + pdf @ df = (pS + \)g, (1)

onde A € C*°(M), como definido em [9].

Portanto, temos a variedade quasi-Einstein generalizada que seré nosso objeto de es-
tudo. Este conceito foi introduzido por Catino [8] como segue. Seja (M™, g) uma variedade
Riemanniana conexa de dimensao n > 3. Denotamos por Ric e S seu tensor de Ricci e
curvatura escalar, respectivamente. Dizemos que (M™, g, f, A\, ) é uma variedade quasi-
Einstein generalizada ou (M™, g) suporta uma estrutura quasi-Einstein generalizada se

existem fungoes reais suaves f, \ e v definidas em M , de tal modo que
Ric+ V2f —vdf @ df = \g (2)

Referimo-nos a f como a funcao potencial. Dizemos que a variedade quasi-Einstein ge-
neralizada é trivial quando f é constante. Em [8], Catino provou que uma variedade
quasi-Einstein generalizada, com tensor de Weyl harmoénico e com a curvatura de Weyl
nula é localmente um produto warped, com fibras de Einstein (n — 1)-dimensionais.

E possivel observar que ha uma interseccao entre essas duas nocoes. De fato, dada uma
variedade quasi-Einstein generalizada satisfazendo , se v ¢ uma funcao constante e A é
uma funcao linear da curvatura escalar, entao, é uma variedade tipo-Einstein gradiente.
Por outro lado, dada uma variedade tipo-Einstein gradiente satisfazendo , se as cons-

tantes a e 3 forem diferentes de zero, entao dividindo por « e considerando f = Bf/a,



U= —pa/B?e X = (pS+))/a, temos uma variedade quasi-Einstein generalizada gradiente
satisfazendo Ric+ V2f — vdf @ df = Ag.

Uma variedade tipo Ricci-Hessiano é outro exemplo de estrutura que generaliza uma
variedade Einstein e esta relacionada a construgao de (quase) solitons de Ricci gradien-
tes produtos warped (ver [I1}, 12]). Uma caracterizacao completa dos quase sblitons de
Ricci gradientes em produtos warped semi-Riemannianos pode ser encontrada em [5]. Sob
certas condigoes, variedades Riemannianas compactas de curvatura escalar constante sao
isométricas a uma esfera padrao, por exemplo, Gomes [I5] provou que uma variedade
compacta do tipo-Einstein gradiente de curvatura escalar constante é isométrica a esfera
padrao com uma funcao potencial bem definida. A soluc¢ao do problema de Yamabe asse-
gura que uma variedade compacta suave admite uma métrica Riemanniana de curvatura
escalar constante [35]. Esta dissertagao contribui em duas dire¢bes. A primeira fornece
resultados de rigidez para variedades completas do tipo quasi-Einstein com curvatura es-
calar constante S. O outro fornece classes de variedades completas do tipo quasi-Einstein,
conformes ao espaco Euclidiano, com curvatura nao constante S.

Obtemos resultados de rigidez para variedades quasi-Einstein generalizadas compactas
(e ndo compactas) com curvatura escalar constante, semelhantes as obtidas em [15] para
as variedades tipo-Einstein gradientes. Agora assuma uma condi¢ao adicional, que é
motivada por uma propriedade necessaria satisfeita por qualquer estrutura quasi-Einstein
generalizada (ver Proposigao , a saber:

d|VfI[* Adv Adf =0, (3)

onde f and v sao fungoes satisfazendo .

Considerando , se v é uma funcao nao constante, assumimos que v é uma fungao
de f, ou seja, v = v o f para alguma fungdo v : I C R — R, onde I = f(M). Essa
mesma suposi¢ao foi considerada em [23|, onde Mirshafeazadeh-Bidabad mostraram que
em uma variedade quasi-Einstein generalizada compacta Bach-flat (M™, g, f, A\, v), quando
a funcao v é uma fungao positiva da funcao potencial f, entao certos tensores sao nulos.

Para enunciar nossos resultados de rigidez, assumindo que v = v o f, definimos a

seguinte suave funcao ¢ : I C R — R dada por

o(t) = /t (e’ fs“(’")d’"> ds + ca, (4)

para alguma constante ¢y e cs.

Nosso primeiro resultado de rigidez ¢ uma caracterizagao da esfera padrao.

Teorema 1. Seja (M™, g, f,\,v) uma variedade quasi-Einstein generalizada compacta
com f nao constante, curvatura escalar constante e v = v o f para alguma func¢ao suave
v:I CR —= R, onde I = f(M). Entao, (M",g) € isométrica a esfera padrao S™(r)



de raio r. Além disso, a menos de reescalonamento, a funcdao potencial € dada por f =
¢ c—hy/n) , onde ¢ é dado por , ¢ € uma constante e hy, € a fungao altura na esfera

unitdria S™, em relagao a um vetor diferente de zero w.

Para o caso completo nao compacto, consideramos uma suposi¢ao geométrica motivada

pelo Teorema de Karp. Mais precisamente:

Teorema 2. Seja (M", g, f,\,v) uma variedade quasi-Finstein generalizada completa
nao compacta com f nao constante, curvatura escalar constante e v = v o f para alguma
fungao suave v: I CR — R, onde I = f(M). Considere a bola geodésica B(r) de raio r

centrada em algum ponto fixo xo € M. Além disso, suponha que

lim inf - / | Rie(V(6 0 £))]|dvol, = 0, (5)

r—oo T
B(2r)\B(r)

onde ¢ : I C R — R € dado por e Ric denota o tensor de Ricci sem traco. Entao,
(M™, g) é uma variedade Finstein de curvatura escalar nao-positiva e f tem no mdximo

um ponto critico. Mais precisamente, (M™, g) é isométrica a uma das sequintes variedades
(i) um produto Riemanniano R x N"~1.

(ii) um espag¢o Euclidiano R™.

. 7. n n(n—1)
(7ii) um espaco Hiperbdlico H (\/T) .

/s
(iv) um Produto Warped (R x N1 di? + ¢ ”‘"‘l)th) , onde (N""19V) ¢ uma vari-

edade Einstein.

Em um artigo recente, [16] Gomes-Wang-Xia considerou os solitons h—quase Ricci. Este
conceito foi introduzido em [22] para estudar mudangas conformes de solitons Kéahler-Ricci
que dao origem a novas métricas Kéahler. Em [16] (ver Teorema 1), os autores provaram
que um h-quase Ricci soliton compacto, com curvatura escalar constante e funcao h nao
nula, é isométrico a uma esfera padrao.

Com este resultado em mente, lembramos que se (M™, g), n > 3, é uma variedade Rie-
manniana compacta com curvatura escalar constante, entao ela nao admite uma métrica
de Einstein g conforme a g, a menos que (M", g) seja isométrica a uma esfera padrao.
Esta é uma caracterizagdo bem conhecida da esfera padrao obtida por Obata (Proposi-
¢ao 6.2 em [25]). Assumindo hipoteses semelhantes ao do caso ndo compacto, obtemos o

seguinte resultado de rigidez interessante, para o caso nao compacto completo, a saber:

Corolario 3. Seja (M",g) uma variedade Riemanniana completa nao compacta com

curvatura escalar constante S. Suponha que g = #g € uma métrica de Einstein em M"

4



onde ¢ € uma fung¢do suave positiva nao constante. Seja B(r) a bola geodésica de raio r

centrada em algum ponto fixo xo € M. Além disso, suponha que

r—oo T

1 o
lim inf — / [Ric(V ()| dvol, = 0.

B(2r)\B(r)

Entao, (M™,g) € uma variedade de Finstein com S < 0 e ¢ tem no mdzimo um ponto

estaciondrio. Mais precisamente, (M", g) € isométrica a uma das sequintes variedades:
(1) um produto Riemanniano R x N1,

(i1) um espag¢o Euclidiano R™.

. <7 n n(n—1)
(i1i) um espago Hiperbdlico H (\/T) .

S
(iv) um Produto Warped (R x N1 di? + eV "("”th), onde (N"19N) ¢ uma varie-

dade FEinstein.

No primeiro capitulo apresentamos algumas defini¢oes e propriedades basicas dos ten-
sores e operadores em variedades Riemannianas, métricas conformes e campos conformes,
que serao importantes para as demonstracoes dos lemas e teoremas; na primeira secao
do capitulo 2 abordaremos alguns resultados auxiliares admitindo algumas hipoteses so-
bre uma variedade quasi-Einstein generalizada, onde apresentamos lemas necessarios para
provar os resultados de rigidez, em seguida demonstraremos o primeiro resultado de rigi-
dez no caso compacto, onde mostraremos uma caracterizagao da esfera. na segunda secao
deste capitulo demonstronstaremos o resultado de rigidez para o caso nao compacto, sob
a condicao da variedade ser nao compacta, vamos considerar uma hipétese motivada pelo

Teorema de Karp. Finalizaremos a dissertacao com alguns exemplos nao rigidos.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos a teoria base para este trabalho, o qual veremos alguns
resultados de geometria Riemanniana que serao utilizados no decorrer do texto, para
um estudo mais aprofundado em Geometria Riemanniana indicamos [4] [7, 14, B0]. No
desenvolvimento de todo o trabalho, o par (M", g) denotara uma variedade Riemanniana,
isto é, conexa de dimensao n > 3, com métrica Riemanniana g (ou (-,-)). O conjunto dos
campos vetoriais suaves X : M — TM sera denotado por X(M) enquanto que C>®°(M) ¢é

o conjunto das fungoes suaves M

1.1 Tensores e operadores diferenciais

Definigao 1.1. Um (1,r)-tensor em uma variedade suave M é uma aplicagio

T:\%(M)x...x%(M)%%(M)

(r)

multilinear sobre o anel C*(M) das fungoes diferencidveis em M. Enquanto que, num

(0,7)~tensor, o contradominio é C*(M). Formalmente,
T(WVis..  fX+RY, .. Y)) = fT(Yr,.... X, ... .Y,) + hT(Ys,....Y,....Y})

para todos X,Y € X(M) e f,h € C®(M).

O valor do campo T'(Y3,...,Y,) (ou da fungdo no caso de (0,r)-tensores) num ponto
p € M depende unicamente dos valores dos campos de vetores Yy,..., Y, € X(M) no
ponto p. Isto é, se Zy,...,Z, € X(M) sao tais que Y;(p) = Z;(p) (1 < j < r). Entao

T(Yi,....Y,)(p) = T(Z, ..., 2Z,)(p).

Com efeito, para provar este fato, primeiramente vamos considerar campos Xi,..., X, €



X(M) e supor que para algum j, X;(p) = 0. Em uma vizinhanga coordenada U de p,
temos X; = a'9;. Seja ¥ uma fun¢ao bump em p, com supp¥ C U e ¥(p) = 1. Assim,
a fungdo Wa' € C°(M) e o campo de vetores ¥9; € X(M), para cada i = 1,...,n.

Consequentemente,

V(X X X)) = T(Xy,.., 92X, . X,) =T(Xy,...,0a' 0o, ..., X,)
\I/(liT(Xl,.‘.,\Ifﬁi ...,Xr)

Como cada a‘(p) = 0 e U(p) = 1, segue que T(X1,...,X;,..., X,)(p) = 0. Agora por
hipotese Y;(p) = Z;(p) para todo j, isso vai implicar pelo fato anterior e pela multilinea-
ridade de T que

T(Y:,....Y.))=T(Z,.... Z,) =0,

conforme haviamos afirmado. A este fato vamos nos referir como o carater pontual dos

tensores.

Exemplo 1.2. O tensor métrico g : X(M) x X(M) — C>(M) que faz corresponder a
cada ponto p € M e a cada par X,Y € T,M, o produto interno de X e Y na métrica
Riemanniana de M, isto é, g,(X,Y) = (X,Y),, é um (0,2)-tensor e suas componentes no

referencial {0;} sao os coeficientes g;; da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas
dado.

Exemplo 1.3. Toda k-forma diferencial w em M é automaticamente um (0, k)-tensor
em M.

Observacao 1.4. Em uma variedade Riemanniana (M™,g) a métrica Riemanniana faz
corresponder a cada campo suave X € X(M) a 1-forma diferencial wx € X*(M) dada
por.

wx(Y) =(X,Y), para todo Y € X(M).

E imediato que wx estd unicamente determinada. Neste sentido, temos um (0,1)-tensor
X X(M) — C=(M), dado por

X(Y) = (X,Y), para todo Y € X(M).

Também seré conveniente considerarmos o isomorfismo musical £ : X*(M) — X(M)que

associa a cada 1-forma w a um tnico campo w*, dado por
w(Y) = (w*,Y), para todo Y € ¥(M)

ou seja, a inversa da aplicagdo b : X(M) — X*(M) que associa cada campo X € X(M)
ao seu dual X°.
Mais geralmente, dado um (0, r)-tensor 7" em uma variedade Riemanniana (M, (-, -)),

podemos identificé-lo com um (1,7 — 1)-tensor T’ mediante a métrica Riemanniana (-, -),

7



fazendo

(T(Yi, ... Y1), Yoy = T(Vi, ..., Y,) (1.1)

Por simplicidade de notacao, e desde que nao teremos perigo de confusao, omitiremos
0 “~ " mno (1,7 — 1)-tensor correspondente ao (0,r)-tensor 7. Em particular, o tensor
métrico g, sera identificado com o (1, 1)-tensor identidade I em X(M).

Em uma variedade suave é possivel estender a nocao de derivada covariante a tensores

COImo veremos agora.

Definigao 1.5. A deriavada covariante de um (1,7)~tensor T' é um (1,r + 1)~tensor VT

dado por
VT(X,Y1,....Y,) =Vx(T(Yy,....Y.)-T(VxYy,...,Y, ) —...=T(Y1,...,VxY,) (1.2)

Para cada X € X(M), define-se a derivada covariante VxT de T em relagio a X como

um tensor de mesma ordem que T dado por
VxT(Yy,...,Y,):=VT(X,Y,...,Y,).

Analogamente a derivada covariante de um (0, 7)-tensor 7" é um (0,7 + 1)-tensor VT’
dado por (|1.2)).

Observacao 1.6. Dizemos que um tensor é paralelo quando VT = 0.

Exemplo 1.7. Em uma variedade Riemanniana (M, g) com a conexao de Levi-Civita V,

temos que Vg = 0. (A derivada covariante do tensor métrico é o tensor nulo). Com
efeito, dados Y1,Ys, X € X(M), teremos

Vg(X,Y1,Y2) = (Vxg) (Y1, Y2)
= Vx(9(V1,Y2)) — g(VxY1,Ya) — g(Y1, VxY2)

Exemplo 1.8. Utilizando a Observacao |1.4], a derivada covariante de wy em relagdo ao
campo Z € X(M) € tal que, para todo Y € X(M),

(Vwx)(2,Y) = (Vzwx)(Y)

Z(wx(Y)) —wx(VzY) = Z(X,Y) — (X, VzY)
(VzX,)Y)+ (X, VzY) — (X, VzY) = (VX Y)
(VX(Z),Y) = VX(Z,Y)

Decorre dai que V zwx pode ser identificado ao campo V z X, ou equivalentemente, Vwyx

pode ser identificado ao operador VX .Isto mostra que a derivada covariante de tensores



¢ uma generalizagio da deriva¢ao covariante de campos (derivar um campo € o mesmo

que derivar covariantemente o seu dual).
Definigao 1.9. Seja T um (1,1)~tensor. Define-se a derivada covariante de sequnda
ordem V*T = VVT como o (1,3)-tensor, dado por
VT'(X,Y,Z) = (VxVr) — (Veyvr(2)).
Isso se justifica pelos célculos seguintes:

VVT(X,Y,Z) = (VxVT)(Y,Z2)

VxVT(Y,Z) - V(Vx,Z) = VT(Y,VxZ)

= VxVyT(Z) = VxT(Vy Z) — Ve v T(2)
T (Ve yZ) — VyT(VxZ) + T(VyVxZ)

Reagrupando as duas primeiras parcelas com as duas tltimas, temos

VVT(X,Y,Z) = {VxVyT(Z)— VxT(VyZ) — VyT(VxZ) + T(VyXVxY Z)}
—AVeyT(Z) = T(Vey v Z)}

= AVx(WyT)(Z) = (VyT)(VxZ)} —{VvwT(Z) = T(VyyvZ)}
= (VW T)(Z) = (Vv T)(2),

que esta de acordo com a definigao.
Para cada X,Y € X(M), define-se a derivada covariante de segunda ordem V%QYT em

relagao a X, Y como um tensor de mesma ordem que 7', dado por
ViyT(Z) :=V’T(X,Y,Z).

Motivados pelo resultado do Exemplo para cada Z € X(M), convém considerar
o (1,1)-tensor VZ : X(M) — X(M) dado por VZ(X) = VxZ. Assim, pela equacio,

teremos o (1, 2)-tensor dado por
VivZ = VVZ(X)Y)
= Vx(VZ(Y)) = (VZ2)(VyX) (1.3)
— VxWWZ - Vy,xZ
para todo X,Y € X(M). Analogamente,
ViyZ =VyVxZ —Vy,xZ (1.4)
Subtraindo ((1.4]) de (|1.3), obtemos para cada Z € X(M), O (1,2)-tensor dado por
ViyZ — V3,2 =VxVyZ =VyVxZ - VixyZ (1.5)
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Fazendo Z variar na equagado (|1.5) obteremos um (1,3)-tensor, bastando provar a

linearidade em Z. O que motiva a definicao seguinte.

Definicao 1.10. Seja M wuma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de Riemann
¢ o (1,3)-tensor

R:X(M)xX(M) x X(M) — X(M)

dado por
R(X,Y,Z) =VxVyZ - VyVxZ - Vixv|Z (1.6)

Exemplo 1.11. Seja M = R", entio R(X,Y)Z =0 para todo X,Y,Z € X(M). De fato,
seja Z = (z1,...,2n), entdo VxZ = (X, ..., X,,) e VyZ = (Y,,,...,Y,,). Logo,

VxVyZ =(XY,,....,XY, ), VyVxZ =(YX,,....YX,))

V[X7Y]Z = ([X7 Y}Zl7 R [Xa Y]Zn)
Portanto, R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vixy1Z = 0.

Usando o tensor métrico podemos definir o tensor curvatura como sendo o (0, 4)—tensor
R:X(M)xX(M)xX(M)xX(M)— C®(M)

dado por
R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W)

Proposicao 1.12. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propriedades:
(1) R(X,Y,Z,W)=-R(Y,X,Z, W)=R(Y,X,W,Z)
(2) R(X,Y,Z,W)= R(Z,W,X,Y)
(3) R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X+ R(Z,X)Y=0 (primeira identidade de Bianchi)

(4) (VxR)(Y,Z, W)+ (VyR)(Z,X, W)+ (VzR)(X,Y,W) =0 (sequnda identidade de
Bianchi)

A partir do tensor de curvatura definiremos os seguintes entes geométricos.

Definigao 1.13. A curvatura seccional K(x,y) sequndo um subespago bidimensional o C
T,M € definida por
(R(z,y)y, x)

onde x,y € o sao vetores linearmente independentes e |x A y|* = |z[*|y|* — (z,y)*.
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Segue da algebra linear que esta definicao nao depende da escolha dos vetores x,y € o.

Além disso, note que se {ey,...e,} é uma base ortonormal de 7,M, temos
K;j = K(e;,ej) = (R(e;, ej)ej, e;) = R(es, e, ¢€j,€;) = Rijji.

Definigao 1.14. Definimos o tragco de um (0,2)-tensor como sendo o traco do (1,1)-

tensor associado, ou seja, se {e;} € uma base ortonormal,entdo
tr(T) = (T(e;),ei) = > Teie).

Em uma base coordenada {0;},
tr(T) = g"T(9;,9;).

Com isso, ¢ possivel definir um produto interno entre (0,2)-tensores 7,S chamado

produto interno de Hilbet-Schmidt da seguinte forma:
(T, S) =tr(T*S).
Em uma base ortonormal {e;}, tem-se

tr(T*S) = (T*S(ei), ei) = > (S(er), T(ey)).

7 %

Com esta expressao podemos concluir diretamente das propriedades de produto interno
e que tr(T) = (T, g).

Note que a defini¢ao do produto interno de Hilbert-Schmidt é equivalente a (T, S) =
tr(T*S)

Defini¢ao 1.15. A parte sem trago de um (0,2)—tensor T em (M",g) € definida por

tr <T)g.

T=1- 1.7
- (17)
Deste modo,

tr(T) = tr (T - 0g)

= (T >—tr(”; g

= (T,g) — % tr(9)
= (T,g) - <T 9) =0

temos ainda que

tr (T)?

0 < |12 = 7 — B

n
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Proposigao 1.16. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana tais que T e R sao (0,2)—

tensores. Entao

(T, R) = (T, R)

Demonstracao.
trT >

(T
ey

(T Fot 2g) — (224 R)
.

.

> + B(T, g) — “L(g, R)

O

Definicao 1.17. Definimos o tensor de Ricci como o trago do tensor curvatura de Rie-
mann. Isto é, se {e1,...,e,} C T,M € uma base ortonormal e u,v € T,M, entdo para

cada p € M o tensor de Ricci é dado por

n n

Ric(u,v) = Z(R(ei, u)v, e;) = Z(R(ei, v)u, e;) = Ric(v,u),

i=1 =1

onde a sequnda igualdade seque da Proposicao|l.12| e prova que o tensor de Ricci é simé-

trico.

Proposicao 1.18. Sejam X,Y campos de vetores suaves em (M™,g). Entao,
Ric(X,Y) =div(VxY) — (X, V(divY)) — (VX" VY).

Demonstragao. Seja {ey,...,e,} um referencial geodésico em um ponto p € M", vamos

o fato de que (Vxe;)(p) = 0. Vejamos que

Rice(X,Y) = Z(Rz’c(ei,X)Y,eJ

= ) (V. VxY = VxV.Y = Vi, x).e)

= dilv(VXY) - Z<VXV6iY7 ei) — Z(Vveixya €i)
= div(VyY) - X(Z(VeiY, er)) — Z(VY(V&X), e:)
= div(VxY) — X(din Y) - Z(vei)é,* VY (e;))

i

= div(VxY) — (X, V(divY)) — (VX,*VY)

12



Tomando o traco da curvatura de Ricci, obtemos a curvatura escalar
n
S = Z Ric(ej, e;) = QZ K(e;, e;).
j=1 i<j

Definigao 1.19. Dizemos que uma variedade Riemanniana (M", g) é Finstein se existir

uma funcao suave A : M™ — R tal que Ric, = Ag.

Teorema 1.20 (Lema de Schur). Seja (M™, g) uma variedade Finstein, isto €, Ric = \g,
onde A € C®°(M). Sen > 3, entdo A € constante.

Demonstragao. Como (M", g) é Einstein entao
S

Ric = —g (1.8)
n

Passando o divergente na equagao ([1.8) temos

div Ric = 1div(Syg)

%dS = %dS
(g - %)ds -0
(n—2)dS = 0
dS = 0
Portanto S é constante. O

Encerramos esta secao apresentando algumas propriedades da derivada de Lie de ten-
sores. Para tanto, vamos considerar um campo de vetores X € X(M) e seu fluxo
¢ (—e,6) x U - M, o qual para cada t € (—¢,¢), ¢ : U — ¢(U) é um difeomor-
fismo dado por ¢;(q) = ¢(t,q).

A derivada de Lie de um (0, r)-tensor T com respeito a X é o (0, r)-tensor que a cada

p € M associa ao operador dado por

t:o((pt T)p = %1_{% ;[wt Totp) — TP]‘

d
(ExT), = dt

No caso de fungoes f € C*°(M), devemos interpreta-las como (0, 0)-tensores, de modo

que ¢; [ = f oy implica

(Fee)) = lim [ (2(p)) — F()]

t—0 ¢

d
(i f)p = dt

d
(2Xf)p:_ ‘

dt

t=0 t=0

Ademais, vale a seguinte propriedade da derivada de Lie para um (0, r)-tensor T' em M
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Em particular, para o (0, 2)-tensor métrico g em M vale
(Lxg9) (Y, Z)=9(Vy X, Z)+ g(VzX,Y). (1.9)

Também precisamos do lema abaixo, que é uma propiedade geral para (0, 2)—tensores

simétricos em uma variedade Riemanniana.

Lema 1.21. Para todo (0,2)-tensor simétrico T em uma variedade Riemanniana (M",g)
vale

(Lxg9, Ty =2(VX,T),
para todo X € X(M).

Demonstragao. Basta tomar um referencial ortonormal local {e;,...,e,} em (M", g),

usando a eqaugao ((1.9) e a simetria de (0, 2)—tensor T' temos que

(€xg,T) = > ,;(&x9)i Ty
- Zi,j(g(veiXa e;) + g(Ver, )Ty
22.;9(Ve X, ¢))T5
2),9(Ve, X, 6)9(T, )
2VX,T).

0

Assim como a derivada covariante de campos vetoriais permite estender a nocao de
derivada direcional do espago Euclidiano para variedades Riemannianas, a derivada cova-
riante de tensores estende certos operadores diferenciais tais como gradiente, divergente,

laplaciano, entre outros destacaremos agora alguns desses operadores.

Definicao 1.22. Seja f : M — R uma func¢ao suave. O gradiente de f é o campo vetorial
suave V f, definido sobre M por

(Vf,X)=df(X)=X(f) =Vx/[,para todo X € X(M).

Escreva Vf = a’e; em termos de um referencial ortonormal {e;} em uma vizinhanga
U C M. Temos que a' = (Vf,e;), e portanto em U,

V=Y (Vfe)ei=> eilfe
Em geral, se {0;} ¢ o referencial coordenado em U, teremos

Vi =g0;(f);.
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Além disso, segue das propriedades de derivacao que se f,h : M — R sao fungoes
suaves, entdo V(f +g) =V f+Vge V(fh) =hVf+ fVh.

Observagao 1.23. Dizemos que um referencial ortonormal {e;} em um aberto U C M™

¢ geodésico em p € U se (V.,e;)(p) =0, para todos i,j =1,...,n.

Definigao 1.24. Seja X um campo de vetores suave em M. A divergéncia de X € a
fungao suave div X : M — R, definida por

(div X)(p) = tr{v = V., X(p)},

onde v € T,M.

Seja {e;} um referencial ortonormal em uma vizinhanca U € M de p. Escrevendo o

campo X = > . a;e; em U, temos

divX = > (VX e)
= Y i(ei(X,e) — (X, Vee))
= > i(ei(a;) = (Veei, X))

Em particular, se o referencial {e;} for geodésico em p € U, teremos div X =) . e;(a;).
Ademais, segue diretamente das propriedades de conexao e da definicao de gradiente
que

dv(X +Y) =divX +divY e div(fX) = fdivX + (Vf, X).

Definicao 1.25. Seja f : M — R uma fun¢ao suave. O laplaciano de f é a fungao suave
Af: M — R dada por
Af =div(Vf)

Segue pelas propriedades do gradiente e divergente que A(f + h) = Af + Ah, e para

duas funcgoes suaves f,h : M — R, tem-se

A(fh) = div(V(fh))
= div(hVf) + div(fVh)
= hdiv(Vf) + (Vh, V) + fdiv(Vh+ (Vf,Vh))
— hAf+ fAR+2(VF, VD).

Definicao 1.26. Seja f : M — R uma funcao suave. Definimos o hessiano de f como o
(1,1)-tensor dado por
Vif=VxVf,

para todo X € X(M).
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Através do (0, 2)—tensor associado, obtemos

V2f(X,Y) = <vaf>
= X(VEY) -~ (VS VxY)

(1.10)
= X)) = (VxY)(f)
= V%(,Yf'
Além disso, a hessiana é um tensor simétrico. De fato,
VII(XY) = Y(X(f)) = (VyX)(f). (1.11)

Subtraindo ((1.11)) de (|1.10)) concluimos a afirmagao. Ademais, segue da definigao que

Af =tr(V3f). (1.12)
Proposicao 1.27. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana e Vf € X(M). Entao,
Qvfg = 2V2f.

Demonstracao. De fato, pela propriedade da derivada de Lie para (0,2)-tensores, veja

Petersen [30], temos

(Lorg)(V,Z) = g(VyV [, 2)+g(Y,V;V )
= VY, 2)+V*f(Y,Z)
V2 f(Y, Z)

O

Proposicao 1.28. Sejam f,h fungéoes suaves em (M", g). Entio sao vdlidas as afirma-

¢oes:
(1) V*f = Vdf;
(2) V(hdf) = hV2f + dh @ df ;
(3) V2f(Vf,.) = 3d|IV .

Demonstragao. (1) Segue por definicdo da derivada covariante e do hessiano que, para
todos X,Y € X(M), tem-se

Vdf(X,Y) = Vx(df(Y)) —df(VxY)= XY (f)) = (VxY)(f)
= V2f(X,Y).
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(2) De fato, pelas propriedades de conexao e por (1), para todos X, Y € X(M), obtemos

V(hdf)(X,Y) = (Vxhdf)(Y) = h(Vxdf)(Y)+ X (h)df(Y)
= hVAf(X,Y) + dh(X)df(Y)
(hV2f + dh @ df)(X,Y).

(3) De fato, pelas propriedades de conexao e por (1), para todos X,Y € X(M), obtemos

diVIP(X) = X(IVfP?) = X(g(Vf,Vf))
29(VxVf, V)
= 2V2f(Vf,X)

para todo X € M. O

Proposigao 1.29. Se f: M —- R e ¢ : I — R sao funcoes suaves, entao
1. d(¢o f) = ¢'(f)df.
2. V3(do f) =& (f)IVAf +¢"(f)df @ df.

Demonstracao. (1) Pelo carater tensorial da diferencial df, provaremos apenas no refe-

rencial coordenado {0;}. Por definicao,
d(¢ o [)(0:) = 0i(do f) = ¢'())ai(f) = ¢'(f)df ().
(2) Pelo item 1, temos

Vi(¢o f) = Vd(¢o f)=VI[¢(f)df]
= d(¢'(f) @df +¢'(f)Vdf (1.13)
= ¢"(f)df @ df +¢'(f)V*f.
0J

Defini¢ao 1.30. Definimos a divergéncia de um (1,r)—tensor T em (M", g) como sendo

o (0,r)~tensor dado por

(divT)(vy,...,0)(p) = tr(w— (V1) (v1,...,0.)(p)),

ondep e M e (vy,...,v,) € T,M x ... xT,M.

Para o (1,1)-tensor T considere um referencial ortonormal local {e;}, entdo, para todo
Z € X(M), tem-se

(divT)(Z2) = 2 9((VeT)(Z),ei)
> 9(VeT(Z) =T(Ve,Z), ei)
= div(T(2)) = 2, T(Ve Z,e:)
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Portanto,
div(T'(Z2)) = (divT)(Z2) +(VZ,T). (1.14)

Proposicao 1.31. Seja T' um (0, 2)-tensor simétrico em (M", g). Entao, para cada Z €
X(M) e cada ¢ € C®(M),

div(T(p2)) = (divT)(Z) + o(VZ,T) + T{p, Z).
Demonstracao. Segue das propriedades do divergente e da simetria de T que

div(T(pZ)) = div(eT(2))
= pdiv(T(2)) + 9(Vp, T(2))
= o(divT)(Z2)+ e(VZ,T) +T(Vyp, Z)

O
Proposigao 1.32. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana. Sao vdlidas as afirmagoes:
(1) div(fI) = df;
(2) div Ric = £dS (Sequnda identidade de Bianchi contraida duas vezes);
(3) div(V2f) = dAf + Ric(Vf,-).

Demonstragao. (1) Das propriedades de divergéncia de campos segue

A(FD(X) = dv(fI(X)) — (VX 71)
fdivX +(V[f,X)— fdivX
df (X).

(2) Pelo carater pontual dos tensores, é suficiente provar para um referencial geodésico
{e;} em p € M. Para isso, usaremos as notagoes R(e;,e;)er = Ry ¢ Ve, = V,. Sendo

assim, observe que, em p,

dS(ex) = ex(S) = ek(z Ric(e;,e;)) = Zekmﬁi, ¢j) = Y (ViRjii, ;).

v

(3) Com efeito, pela Proposi¢ao [1.18]

Ric(X,Vf) = div(VxVf) — (X, V(div(Vf))) — (VX,* VVF)
= div(V2f(X)) — (dAf)(X) = (VX, V).

Utilizando a equagao ({1.14]), obtemos

Ric(X,Vf)+ (dAf)X) = div(V2f(X)) — (VX,V2f)
= (divVZf)(X).
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para todo X € X(M). O resultado segue pela simetria do tensor de Ricci. O

Pela antissimetria dos dois primeiros indices do tensor curvatura e pela Segunda Iden-

tidade de Bianchi, obtemos

dS(ex) = —>_;(ViRiji,ej)
= 2(ViRjki,e) +52,;,(V; Riii, €5)
= Zij<viRjki7 ej) + Zij (ViR ei)
= 23 (ViRjki. ;)

(1.15)

onde na pentltima parcela usamos que e;(Ryi;, €j) = €;(Rikj, €;) em p e na ultima parcela

trocamos ¢ por j. Por outro lado, ainda no ponto p, temos

(div Ric)(ex) = > ,((ViRic)ey,e;) = > ,(ViRic(ey),e;)
= el Ric(ex), e) = >y ei Rk, €5) (1.16)
= Zij (ViRjki, €;).

De (|1.16)) e (1.15]) segue o resultado.

1.2 Meétricas conformes e Campos Conformes

Sejam M"™ uma variedade suave e g e g duas métricas Riemannianas definidas em M.
Dizemos que as métricas Riemannianas g e g sao conformes se existe uma fungao suave
positiva ¢ : M — (0,400) tal que

~ 1
9g=—=39
2

O teorema de uniformizagao para superficies Riemannianas afirma que toda métrica
Riemanniana em uma superficie compacta esta relacionada conformemente a uma métrica
de curvatura constante. Um modo de generalizar este resultado em dimensoes altas (n >

3) foi proposto por Yamabe [35], a saber:

Teorema 1.33 (Yamabe). Sejam M"™ uma variedade compacta de dimensao n > 3 e
g uma métrica Riemanniana em M™. Entao, existe uma métrica g conforme a g com

curvatura escalar constante.

O teorema anterior, apesar de verdadeiro, nao foi totalmente demonstrado quando
proposto, diante disso, ele ficou conhecido como Problema de Yamabe. Posteriormente,
os trabalhos de Trundiger [34], Aubin [I] e Schoen [32] garantiram a sua veracidade.

A proposicao abaixo reune as equagoes que comparam as relagoes de certos entes

geométricos entre duas métricas conformes g e g.
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Proposigao 1.34. Sejam g e g duas métricas conformes definidas em M"™. Entio sao

satisfeitas as sequintes equacgoes:
1. Vu= ©*Vu.
2. VyX = VyX = LY (9)X = LX ()Y + Lg(X,Y)Vep.
3. divX =divX — 2X(p).
4. Au= p?*Au— (n — 2)pg(Ve, Vu).

5. Lxg= ﬁﬂxg - %X(SO)Q-

6. V2u = Vu+ édgo ® du + %Ddu ®dp — ég(V(p, Vu)g.
7. Ric = Ric+ "2V + 22 — (n — 1) Vel

8. S =8¢+ 2(n—1)pAp —n(n —1)|| Vel

9. dvol = Ldvol.

Observagao 1.35. Convém lembrar que, uma variedade Riemanniana (M",g) € local-
mente conformemente plana se cada ponto de M estd contido em uma vizinhanga coorde-

nada U que é conforme ao espaco Fuclidiano R™.

Outro conhecido problema envolvendo variedades Riemannianas compactas é referente

a teoria de campos conformes, cujo enunciado é descrito abaixo:

Conjectura 1.36. A esfera padrao é a unica variedade suave M"™ compacta que admite
uma métrica Riemanniana g com curvatura escalar constante S e munida de uma campo

de vetores conforme X.

Lembre que um campo de vetores X € X(M ), em uma variedade Riemanniana (M™", g),
é conforme (em relagdo & métrica g) se existir uma fungao suave ¢ : M™ — R de modo

que
Lxg = 2g. (1.17)

A funcgéo v é chamada de fator conforme de X (com respeito & métrica g).

Assumindo hipéteses adicionais, Bochner, Lichnerowicz, Nagano, Obata e Yano apre-
sentaram resultados que resolviam a conjectura. O livro do Yano [36] contém um compi-
lado desses resultados (em [I0] consta a contribuigao de cada um deles). Posteriormente,
Ejiri [T0] demonstrou que a conjectura nao é verdadeira, para isso ele apresentou um
contra-exemplo construindo uma métrica de curvatura escalar constante no produto war-
ped St x; N"™! em que S' ¢ o circulo padrdo e N"! ¢ uma variedade Riemanniana

compacta com curvatura escalar constante.
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De posse de um campo de vetores conforme X, e seu fator conforme 1), é possivel
deduzir as equagoes da proposigao abaixo (que podem ser encontradas em Obata—Yano
[26]).

Proposigao 1.37. Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana e X um campo conforme

com fator conforme . Entdo sao satisfeitas:
1. g(VS, X) = =2(n—1)A¢Y — 259,
2. LxRic= —(n—2)V%) — Ay,
3. £xRic= —(n — 2)V%).
Em particular, se a curvatura escalar for constante no item 1 acima, entao

S
—AYp = —— 1.18
v n— 11/J ( )
isto é, 1 é uma autofungao do laplaciano. Na hipotese mais forte de (M™, g) ser Einstein,
entao pelo Lema de Schur [1.20, a curvatura escalar é constante e a equacao do item 2 é

reescrita como segue

A S
Vi =—g=~—

- mlpg. (1.19)

O carater conforme de um campo é invariante por mudanca conforme da métrica. Isto
significa que se g e g sao métricas conformes e X é conforme em relacao a g, entao X é
conforme em relacgao a g.

Os campos conformes gradientes sao extremamente especiais, visto que eles revelam
certa rigidez para a sua ocorréncia. O apéndice de Borges—Tenenblat [5] reune os resulta-
dos referentes a essa relevancia (com as referéncias indicadas nele) inclusive para o caso
semi-Riemanniano.

Uma das técnicas para obter que uma variedade Riemanniana completa (M™, g) é
isométrica a uma “certa variedada” é a de encontrar uma solucao ¢ da seguinte equacao

tensorial:
V2 = (—ky + ¢)g, (1.20)

para algumas constantes reais k e c¢. Note que se k # 0, entao uma autofungao do Lapla-

ciano A é uma boa candidata a solugao da equacao (|1.20)).
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Capitulo 2

Variedade quasi-Einstein generalizada

Nosso objetivo é estudar algumas propiedades das variedades quasi-Einstein generali-

zadas completas, de forma a caracteriza-las sob algumas hipoteses geométricas.

2.1 Resultados auxiliares e caso compacto

Os dois primeiros resultados auxiliares sao gerais para uma variedade Riemanniana

(M™, g).

Lema 2.1. Seja (M™,g) wma variedade Riemanniana e f : M — R um fun¢do suave.

Entao
n

div(Ric(Vf)) =

—9 .
- (VS,Vf)+ (V?f, Ric) (2.1)
Demonstracgao.

div(Ric(Vf)) = divRic(Vf)+ (V2f, Ric)

= div ((Ric — g)(vf)) + (V2f, Ric) O
div (Ric(Vf)) — L div (Sg(V f)) + (V2f, Ric)
(AVS,Vf) - <nv5, V) (V2. Ric)
= 22(YS, V) + (V2] Ric).

O

Lema 2.2. Para um campo vetorial X em uma variedade Riemanniana (M",g), temos
div(X’ ® X) = div X. X" + (Vx X)’
Em particular, quando X = V f para alguma funcgao f em M, concluimos que

div(df ® df) = Afdf + %d\w\?.
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Demonstragio. Em geral (divT)(Z) := div(T(Z)) — (VZ,T) onde T(X,Y) = (T'(X), Z),
T : X(M) — X(M), por defini¢ao, temos

(X' ©X)(VYs) = X'(V)X(Y)
— (X, V) (X, 7)
— (X)X, Vo).

Assim,

P

(X?® X°)(V1,Ys) = ((X*® X")(Y1),Y2), onde
(X @ X)(Vi) = (X.¥)X = X’(Vi)X
(divX’® X°)(Z) = div((X@/Xb)(Z)) —(VZ, X’ ® X"
= div((X,2)X) - (VZ, X" ® X*)
= (X, 2)divX + (V((X,2)),X) — (VZ)(X, X)

(

— (divX)X"(Z) + X((X. 2)) - (Vx2)(X)

= (divX)X*(2) + X((X, 2)) ~ X(Z°(X)) + Z'(VxX)
= (divX)X"(Z) + X((X, 2) - X((Z,X)) + (Z,VxX)
= (divX)X"(Z) + (VxX)(2).

Portanto, como Z € X(M) é arbitrario
div(X* ® X°) = div X. X" + (Vx X)".
Agora, tomando X = V f

div(df @ df) = divVf(VF) + (Ve;VI)
= Afdf + (VyVI).

Consideremos um campo Z € X(M), entao

(VvsV)(Z) = (VviVf Z)
= VQf(Za Vf)
= (VZVf,Vf).

E, pela compatibilidade da métrica vamos ter

(VzVENVE) = ZUVEVH) = (VVZV)
= Z(V[P) = (V[ V2V])

2V = Z(VfP)

(VI,VzVf) = 5dIVIP(2).
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Logo, quando X = V f podemos verificar que
1
div(df @ df) = Afdf + §d\Vf\2.

O

Agora, voltando nossa atencao as variedades quasi-Einstein generalizadas, apresenta-

mos dois resultados necessarios para a demonstragao dos teoremas principais.

Proposigao 2.3. Seja (M™, g, f, \,v) uma variedade quasi-FEinstein generalizada. Entdo
d|[VfI* Adv Adf = 0.

Demonstra¢ao. Recordando a Proposi¢ao m temos que div(Ric) = %dS , desenvolvendo
ambos os lados desta equagao e lembrando que o (1, 1)-tensor identidade I de X(M) esta
associado ao (0,2)-tensor métrico g o que nos permite verificar, do item 1 da mesma

proposigao, que div(Ag) = dA, onde A é uma fungao suave de M em R, temos
div Ric = — div(V?f) + div(vdf ® df) + div(\g)
Pelo lema 2.2 obtemos

divRic = —Ric(Vf,.)—dAf +v (Afdf +Ld|VfI1?) + df (Vv)df + dX
= —Ric(Vf,.) —dAf +vAdf + 4|V f||> + (Vf, V) + dA

Uma vez que
Ric(Vf,.) = =V2f(Vf,)+vdf @df + \g
= —3d[VFI? + vV [,V f)df + Adf
= —3d|VII?+v|V[I?df + Adf

Temos
divRic = 3d|Vf|* = v|Vf|*df — Adf —dAf

+vAdf + 4d||VfI|? + (Vf,Vv)df + d\ (2.2)
= LV —dAf) + fdX — dAS +dX + div(vV f)df + gd||Vf||2,

Entao, segue de
sd(tr Ric) = 3d(tr(=V*f 4+ vdf @ df + \g))
ld(_
2

3dS = Af +v[|[VF]|? + nd)) (2.3)
—2dAf + 2d|Vf? + LV f]]Pdv + 2dX

1
2
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Portanto, por (2.2)) e (2.3) implica que

—LAAf + 2d|V P+ B gy 4 2ax = Ld|VF|2 = d(Af) + fdA — dAS
+ AN+ divV ) df + 5|V £,

que se reduz a
VAAS = d|V P+ @52d + Wy = div(pV f)df + fd,

isto é,

IV £1?

SIAF+(n—2A+ 2] + dv = div(vV f)df + fdA

Pela derivada exterior, temos

1 B 1 2 IVAP o
STIAS + (n = 2N+ 22+ Sd| V| Adv + Z——=d*v = d[div(vV )] A df
+ div(wV f)d2 f +df AdA
+ fd* ).
Dai,
%dHVfHQ Adv Adf = d[div(vV f) — X Adf Adf.
Logo,

d|Vf|? Adv Adf = 0.
(]

Lema 2.4. Sejam (M™, g, f, \,v) uma variedade quasi-Einstein generalizada tal que v =
vo f para alguma fungao suavev: I € R - R, onde I = f(M) e ¢ dada por (??). Entdo

. 1 24 o f) —
Ric + ¢,(f>V (oo f)=Ag. (2.4)
Além disso, .
> = — 02 O . .
Ric ¢’(f)v (pof) (2.5)

Em particular, (M™, g) é uma variedade Einstein se, e s6 se,V(¢po f) € um campo vetorial

conforme.

Demonstragao. Pela equagao (1.13[), obtemos

VAo f) =& (HVf +¢"(f)df & df
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isto é,
VI = Voo f) - Sipdf e df

onde ¢'(t) # 0. Desde que ¢ ¢ dada por (?7?), segue que

¢"(t) +u(t)d' (t) = —crv(t)e” Jro()ds 4 cru(t)e” Jhe)ds — .

_ ")

Desta forma, v = v(f) = =% 7 substituindo na equagao de estrutura

Riet V2f —vif @ df = g

Ric+ V(9o f) = —df®df — vdf ® df
Ric+ 5tmV2(po f)+vdf @ df —vdf @ df = Ag
Ric+ 55 V(00 f) = Ag

|
>
Q

Portanto, temos que se v ¢ uma funcdo de f entéo vale (2.4)).
De ([2.4), podemos facilmente verificar a identidade ([2.5)), visto que

Fie = = o000 f) — 1O+ (000 ) &
L 1 204 1 V2o 9
= e e e e,
_ 1 204 o _trV2(¢of)
- g (Voo n -
I =, o
- ey e

Além disso, segue também de que (M™, g) é uma variedade Einstein se, e somente
se, V(¢ o f) for um campo vetorial conforme.

Para verificar suponhamos que (M™, g) seja uma variedade Einstein, disso segue que
Ric = 0, mas se isso ocorre entao VQ(gb o f) = 0, temos ainda por definicdo de um
(0, 2)-tensor sem trago e pela Proposicao que

Vi(¢of) = V¥gof)— 2=y
= 38vweng — “5lg.

Entao,

A(po
2%9 == Sv(¢of)g. (26)

Desta forma, temos pela equacao (|1.17)) refente a campos conformes que V(¢ o f) é um

campo de vetores conforme gradiente com fungao conforme ¢ = @. Por outro lado,
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se o campo V(¢ o f) é conforme com fator ¢ = W, temos
Soelly = Lopong
28009 = 2V%(po f) (2.7)

0 = Vo f)— 2ty

donde segue que 62@ o f) =0, o que implica que Ric = 0, e, portanto, (M"™ g) é uma

variedade Einstein. O

O préximo resultado apresenta uma forma caracteristica da hessiana de uma fungao

suave v numa variedade Einstein (M", g), cujo campo gradiente Vu é conforme.

Lema 2.5. Seja (M",g) uma variedade de Einstein conexa, n > 3, e seja u : M — R

uma fungao suave cujo gradiente Vu € um campo vetorial conforme. Entao

Vs |y o

para alguma constante c.

Demonstragao. Como (M™, g) é uma variedade Einstein, isto é, Ric = %g, pelo lema de
(Schur) m a curvatura escalar S é constante, por hipétese Vu é um campo de vetores
conforme. Portanto, segue de ((1.19) que

A
Viu = —ug (2.8)
n

Pelo item (3) da proposicao e fazendo w = 2% obtemos

div(VZu) = div(wg)
Ric(Vu) +dAu = dw

%du+dAu = %dAu
%du + (nflrszu

dividindo por (n — 1), temos

por integracao,

n  nh-1)

para alguma constante c¢. Substituindo em ([2.8), segue que

Su

vos St

—i—c] g,
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de onde segue o resultado. 0

Os dois proximos resultados finalizam a técnica necesséaria para a demonstracao do
Teorema 2.9

Teorema 2.6 (Teorema da Divergéncia). Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana com-
pacta, orientada e X € X(M). Se o bordo OM de M estd munido com a orientagdo e a

métrica induzida por M, e v denota o normal exterior a M ao longo de OM, entao

/M div X dvol, = / (X, 1)d(OM).

oM

Em particular, se OM = ) tem-se
/ div Xdvol, = 0.
M

Teorema 2.7 (Principio do Méximo de Hopf). Seja (M™, g) uma variedade Riemanianna
compacta sem bordo, orientdvel e f uma fun¢ao suave em M. Se Af >0 (ou Af <0),

entao f € constante.

Finalmente, o tltimo resultado auxiliar seréd o Teorema de Karp, o qual é uma extensao

do Teorema de Stokes, e sera usado para provar o Teorema [2.10]

Lema 2.8 (Teorema de Karp [19]). Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana completa
nao compacta. Considere a bola geodésica B(r) de raio r centrada em algum ponto fixo

xr € M™ e um campo vetorial X tal que
]
lim inf — / | X ||dvol, =0
r—oo T
B(2r)\B(r)
Se div X tiver uma integral (ou seja, se (divX)t ou (divX)~ for integrdvel), entio
fM div Xdvolg = 0. Em particular, se divX nao mudar o sinal fora de algum conjunto

compacto, entao [,, div Xdvolg = 0.

Caso compacto

Nesta se¢ao apresentaremos nosso primeiro resultado de rigidez, o qual é uma caracte-

rizagao da esfera padrao.

Teorema 2.9. Seja (M™, g, f, \,v) uma variedade quasi-FEinstein generalizada compacta
com f nao constante, curvatura escalar constante e v = v o f para alguma funcgdo suave
v:I CR — R, onde I = f(M). Entao, (M™,g) € isométrica a esfera padrao S™(r)

de raio r. Além disso, a menos de reescalonamento, a func¢ao potencial € dada por f =

28



¢ e — hy/n) , onde ¢ € dado por (??), ¢ é uma constante e h,, ¢ a funcao altura na

esfera unitdria S™, em relagao a um vetor diferente de zero w.

Demonstragao. Consideramos ¢ : I C R — R dado por (??). Podemos verificar pela
Proposicao 2.1 que

n—2

div(Ric(V(¢o ) = = —(V5, V(¢ 0 f)) + (V*(é 0 f), Ric)

pela Proposicao [1.16] e tendo em vista que a curvatura escalar é constante, obtemos

div(Ric(V(¢ o f))) = (Ric, V3(¢ o f))

Segue do Lema [2.4] que

div(Ric(V(00 /) = (Mg 757200 ), V260 )
= (A, V(60 ) — 515 (VA0 ), V200 f))
=~y (V00 1)+ 22l V200 )
= 5t [IV2(00 PP + 28240, V(60 )]
= —551V2(s0 D%

Logo,
1

()

Integrando ([2.9) e aplicando o teorema da divergéncia, uma vez que M é compacta,

div(Ric(V(¢o f))) = IV2(6 0 f)]. (2.9)

concluimos que

1
¢'(f)

Deste modo, %2(¢o f) =0, pelo Lema , (M", g) ¢ uma varidade Einstein. Verificamos

em (2.6) que V(¢ o f) é um campo vetorial conforme gradiente nao trivial com fator

conforme 9 = %. Assim, pelo Lema [2.5]

IV2(6 o f)]|%dvol,.

Oz/Mdiv(Roz'c(V(gzﬁof)))dvolg:/M—

Vz(cbOf):[— °f +c}g,

n(n —1)
para alguma constante c¢. Segue do Principio do Maximo de Hopf 2.7 e da estrutura
quasi-Einstein gradiente ser nao trivial que 1) nao pode ser constante.

Como por hipotese S é constante, pela equacao ([1.18]) referente a campos conformes,

temos g
—AYp=—9 (2.10)

n—1

e, portanto % é um autovalor do laplaciano, desta forma V(¢o f) é um campo conforme
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gradiente que satisfaz Ay + %1/1:0 . Segue que S > 0, pois ¥ nao é constante.
Por (M™,g) ser Einstein temos pela equagao ([1.19)) referente a campos conformes,

obtemos que

S

MR

vg.
Como a variedade M é compacta, o teorema de Obata [24] implica que (M", g) é isométrica,

a esfera padrao S™(r) de raio r = / "(”571). Fazendo homotetia na métrica podemos supor

S =n(n —1). Substituindo em (2.10)) e usando o fato de que ¥ = Al shtemos

n

~ AA($o f) = nA(@o f) (2.11)

Portanto, A(¢ o f) é uma autofungao associada ao primeiro autovalor da esfera unitaria.
Por Berger [3], segue que existe um vetor w tal que A(¢o f) = h,,, onde w € S" . Assim,

podemos reescrever a equacao (2.12)) como
Py

Pelo Principio do Méaximo de Hopf concluimos que (¢ o f) = ¢ — %w, onde ¢ é uma
constante positiva. Finalmente, como ¢ é estritamente monétona, concluimos que f =

¢~ (c— ). O

2.2 Caso nao compacto e exemplos nao rigidos

Nesta secao, iremos demonstrar o resultado de rigidez para o caso nao compacto. No

final apresentamos duas classes de variedades quasi-Einstein nao rigidas.

Teorema 2.10. Seja (M", g, f, \,v) uma variedade quasi-Einstein generalizada completa
nao compacta com f nao constante, curvatura escalar constante e v = v o f para alguma
fungao suave v: I CR — R, onde I = f(M). Considere a bola geodésica B(r) de raio r

centrada em algum ponto fixo xg € M. Além disso, suponha que

r—-oco T
B(2r)\B(r)

lim inf / |Ric(V (¢ o f))||dvol, = 0 (2.12)

onde ¢ : I C R — R € dado por e Ric denota o tensor de Ricci sem traco. FEntao,
(M"™, g) é uma variedade Finstein de curvatura escalar nao-positiva e f tem no mdximo

um ponto critico. Mais precisamente, (M™, g) € isométrica a uma das sequintes variedades
(i) um produto Riemanniano R x N"~1.
(i1) um espag¢o Euclidiano R™.
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. <7 n n(n—1)
(iii) um espago Hiperbdlico H (\/T) .

S
(iv) um Produto Warped (R x N1 di? + eV "(”1>th> , onde (N"~195) € uma varie-

dade Einstein.

Demonstracao. Como na prova anterior, por hipotese temos

1

¢,(f>HVQ(¢0f)H2- (2.13)

div(Ric(V(¢o f))) = —

Como ¢'(f) # 0, segue que a constante c¢; de (??) é diferente de zero, portanto
div(Ric(V(¢ o f))) ndo muda de sinal. Integrando (T.13) segue do lema (Teorema
de Karp) que

1
¢'(f)

0= / div(Ric(V(¢p o f)))dvol, = —/ V(¢ o £)l|?dvol,
M M
ademais, Ric =0 e V(¢o f) € um campo de vetorial conforme gradiente. Portanto, (M, g)

¢ uma variedades Einstein. Asim sendo, o lema [2.5] implica

S(¢o f)

Voo s = |-20d)

+ c} g,
e, portanto, a classificacdo de (M", g) depende da curvatura escalar S e da existéncia de
pontos criticos de f. Ademais, como (M™, g) também é completa e ndo compacta, segue
do Teorema de Bonnet-Myers que S < 0.

Supondo S = 0 temos dois casos a considerar: ¢ =0 ou ¢ # 0.

Se S = ¢ = 0, entao (M",g) ¢ isométrico ao produto Riemanniano R x N"! (veja
[20]).

Se S = ¢ # 0 entao (M",g) ¢ isométrica ao espago euclidiano (R", go) (veja [20] ou
Teorema 5.5 em [0]), o que prova (i) e (i7).

Agora suponha que S < 0, entao devemos considerar os pontos criticos de f, que
também sao os mesmos pontos criticos de ¢ o f.

Se f tem um ponto critico, entdao (M", g) é isométrica a um espago Hiperbolico
H" ( %) (ver [I8] ou Teorema 5.7 em [5]), que prova (7iz).

Se f nao tem pontos criticos, entao (M",g) ¢ isométrico a R x N"~! | com a métrica
dada por dt? + eV %tg]v e (N"2 gn) (ver [I8] ou Teorema 5.7 em [5]), que prova (iv).

Se f ndo tem pontos criticos (N"!, gy) ¢ uma variedade Riemanniana Einstein, (veja
[20] ou Teorema 5.7 em [5]). Isso prova (iv). O

Corolario 2.11. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana completa nao compacta com

curvatura escalar constante S. Suponha que g = #g € uma métrica de Einstein em M"
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onde ¢ € uma fung¢do suave positiva nao constante. Seja B(r) a bola geodésica de raio r

centrada em algum ponto fixo xo € M. Além disso, suponha que

1 o
lim inf — / |Ric(V ()| dvol, = 0. (2.14)
r—oo T

B(2r)\B(r)

Entao, (M™,g) € uma variedade de Finstein com S < 0 e ¢ tem no mdzimo um ponto
estaciondrio. Mais precisamente, (M", g) € isométrica a uma das sequintes variedades:

(i) um produto Riemanniano R x N"1.

(i1) um espag¢o Euclidiano R™.

. L. n n(n—1)
(71i) um espago Hiperbdlico H (\/T) .

/s
(iv) um Produto Warped <R x N"1 d? + ¢ ”<"1>th> , onde (N""19V) ¢ uma vari-
edade Einstein.

Demonstragao. Inicialmente, notamos que (M", g) tem curvatura escalar constante S e

existe uma métrica de Einstein conforme g, cujo tensor de Ricci Ric é dado como no item

(7 da proposicao ou seja,

5 -2 A 2
Ric = Ric+ =2 g2, B2, _ Ve’
¥ ®
Além disso B
Ric="9="5,
n ngp

onde S é a curvatura escalar (constante) de g. Entao

-2
Ric+ %V%p = \g

com )
Vell

2

A=———"+(n-1
ne? @ ( )90

Agora, tomando f = (n—2)Ingp ie., p = o f, por um calculo direto (M™, g, f, X, ——)
Variedade de Einstein e desde

1 o 1 o
lim inf = / | Rie(V(6 o £))|[dvol, = lim inf - / |Ric(V))|dvol, = 0
B(2r)\B(r) =0 T JB(2r)\B(r)

a classificagao de (M™, g) segue pelo Teorema O

Observacao 2.12. Note que podiamos ter demonstrado o Teorema [2.1(} e o Coroldrio
usando o Teorema 2 e [35].
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Exemplos nao rigidos

Os resultados de rigidez indicados acima requerem uma curvatura escalar constante.
Se liberarmos esse requisito, obteremos o seguintes teoremas, que provam a existéncia de
classes de variedades quasi-Einstein generalizadas completas, conformes ao espaco eucli-
diano (R", gy), onde go é a métrica padrao. Essas variedades sao obtidas considerando-se
o fator conforme e a funcao potencial como radial ou invariante sob a acao de um grupo

de traslagao (n — 1)-dimensional.

Lema 2.13. Seja (R™, g0), n > 3, o espago euclidiano. Considere as fungdes suaves @,
f, Aev:R" = R, tais que ¢ nao se anula. Entio (R", g, f,\,v), com g = % € uma
variedade quasi-Finstein generalizada nao trivial se, e somente se, as fungoes f, A\, v e @
satisfazem para todot1 =7 ,1 <14, 7<n,

(n —2)—2 P

()017] ()OJB'L
fa:zccj"i_fxz 90 fl’j _foiij :0 (215>

para todo 1,

Pz, Pa; -
(n_Q) +fx¢xi+2fmi _V'(fxi)2+z
¥ % 1

© Cun ) © A
Pogwn 0 q (ﬂ) g o A
(1) (2 fkgO] 2

(2.16)

Demonstracao. A prova segue calculando cada termo da equacao fundamental para
a métrica g;; = d;;/p?. Pelo item @) Proposigao [1.34] referente a métricas conformes,

temos

. . n—2 - (n — 1) =
(Ricg)i; = (Rics)ij + 2000, + > a0 — 2 2,04

k=1 k=1
n 2
n—2 Py Py
RS Bl e R | k)]@j,
1 ¥ ¥

Para calcular a Hessiana vamos utilizar o item @, dai segue,

(V2f)ij = fr, + 2(df @ dp)(0;,05) + L(dp @ df)(9, ;) Zfzksou i

= foiw, + Ldf(9:)dp(0;) + L »df(@)—ifom&j
k=1

P, x;
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Substuindo em e observando que (df ® df)i; = fs, fz;, obtemos

n 2
o243 [ =) ()] 1
k=1

Pz, | Pu -
¥ ¥ 1

+ Jfa

concluimos que vale se, e somente se, ([2.15)) e (2.16) valem. O

Observe que pelo item a curvatura escalar da métrica g = go/¢* ¢ dada por

S = (n—1)(2pA 0 — 1|V, 0l). (2.17)

Ressaltamos que o sistema de equagdes ([2.15]) e (2.16)) admite solugoes radiais e também
solugdes que sdo invariantes sob a a¢do de um grupo de translagao (n — 1)-dimensional.
Essas solugoes fornecem as variedades quasi-Einstein generalizadas dadas nos teoremas

seguintes.

Teorema 2.14. Seja (R", g), n > 3, uma variedade Riemanniana conformemente plana,
onde g = go/¢*. Suponha que ¢(r) e f(r) sejam fungoes radiais de r = ||z||?, tais que
w nao se anule e [ seja estritamente mondtona. Entao (R", g, f,\,v) é uma variedade

quasi-Einstein generalizada se, e somente se, A e v também sao funcoes de v que sdao

dadas por
1 ()0” 1 /SDI
v = n—2)—+f +2f—|, 2.18
(f)? (n=2) i @ (218)
A=A[(n = 1)@ (¢ —1¢) +role” = f'¢)] +2f'¢". (2.19)
Nest caso,
S =4(n—1)_2ree” —nr(¢)? + ney']. (2.20)

além disso, se @ € uma func¢ao limitada, entdo € uma variedade completa.

Demonstragdo. Suponha que ¢ e f sejam fungoes de r = ||z||*>. Como conseqiiéncia do
Lema m, (R", g, f,\,v) é uma variedade quasi-Einstein generalizada, onde g = go/¢?
se, e somente se, (2.15) e (2.16) valem. Um calculo direto mostra que essas equagoes se

reduzem, respectivamente, a

i /

Az | (n — 2)% + 2f’% —u(f)?| =0,

para todo 7 # 7, r € R™ e todo 1,
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/

|00 - 2% 4 2 S - or
¥ ¥

7

/ " 7\ 2 ’
A
+4 (n—1)£+¢—r—(n—1)(£) r— el = 4.
¥ ¥ ¥ %

Como f(r) é uma funcado estritamente monotona, entao f' # 0. Portanto, segue de
e (2.16) que (R™, g, f,A\,v) é uma variedade quasi-Einstein generalizada se, e so-
mente se, v ¢ dado em termos de ¢ e f por e A é definido por (2.19). A expressao
da curvatura escalar segue de ([2.17]).

Se ¢ ¢ uma fungao limitada, entdao a completude da variedade segue do fato de que o

comprimento de qualquer divergente curva é ilimitada.
O

Apresentamos agora alguns exemplos de variedades quasi-Einstein generalizadas, con-

formemente planas e completas em R™, descritas no Teorema

Exemplo 2.15. Consideramos o fator conforme ¢(r), onde r = ||z||?, dado por o(r) =
7‘2
e~z e o potencial do sdliton gaussiano, f(r) = cr, ¢ # 0 nas Equagdes (2.18]) e (2.19)

obtemos , , ,
v(r) = Ciz {(n —2) (—e7 T;ST> — 207'6%1
3{(n = 2% ~ 1) — 201
= S[nr?—2rc—2r2 —n+2]
e

2 2 2 2

Ar) = 4[(%—1)(—7’)6%( %+e%)+re%(r26%—e§ +cre§)} + 2cre™"”
24 1) + (> — 1+ cr)] + 2ce™™

- (n—l)(r +1)—|—7“ —1+cr] + 2ce™

= Prlenr —n+ 12+ 1402 — 1+ cr] + 2cre™

rlnr? 4 2r2 + or —n) 4 2ce””

Como ||¢|| < 1, seque do Teorema que (R™, go/p?, [, \,v) € uma variedade quasi-
FEinstein generalizada completa, cuja curvatura escalar nao constante (negativa) é dada

por
S(r)=4(n — 1)6_727“(717“2 —2r +n +2).

Exemplo 2.16. Consideramos o fator conforme o(r) = 1/(1+ 1), onde r = ||z]|? € o
potencial do sdliton gaussiano, f(r) =cr, ¢ # 0. Das Equagoes (2.18)) e (2.19)) obtemos
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v = Sl =226+ 1)7 2 + 1))
— Ln—Q—C(l‘FT)]
o)

A(r) = Alln—1)¢'(r)(g(r) —r¢'(r)) +ré(d" — f'(r)¢'(r)] + 21 (r)(¢(r)?

= 4-M-1)Q+r)H(Q+rH+rA+r))+r(l+r) 201 +r) 3
+e(14+7)72)] + 2c(1+7)72

= 4-(n—-1)A+r)2—=m—-Dr(l+r)*+2r(1+r)* +cr(1+r)"3
+2c(1+7)2

= 401+ -n-1)A+r)—(n—Dr+2r+cr(1+7)]+ 2c(1 +7r)2

= 40 +r)Her(l+r)—n—nr+14+r—nr+r+2r]+2c¢(1+7r)"2

= 41+ 7r)Yer(L+7) = 2nr —n+4r + 1] + 2¢(1 + )72

= L[cr(1+r)—2r(n—2)—n+1]+i
(L4r)— (1+7)2

Desde ||¢|| < 1, Teorema [2.1]) implica que (R™, go/©?, f, A\, v) € uma variedade quasi-

FEinstein generalizada completa, cuja curvatura escalar é dada por
4(n—1)
(1+r)*

Pode-se certamente produzir muitos outros exemplos explicitos de variedades quasi-

S(r)= (4r — 2nr —n).

Finstein generalizadas, escolhendo outras fungoes radiais potenciais f(r) que sao estrita-

mente mondtonas e outras fungées radiais limitadas positivas p(r), onde r = ||x|?.

Teorema 2.17. Seja (R",g) uma variedade Riemanniana conformemente flat , onde
g = go/¥* € o(u) é um fungao nao nula de w =Yy ;_, ayy, onde oy, € R sao tais que
a=>,_,0f #0. Seja f(u) uma fungao estritamente mondtona. Entao existe v(u) e

Au) tais que (R™, g, f,\,v) e uma variedade quasi-FEinstein generalizada se, e somente

se,
v = (fl/)z (n— 2)%/ + "+ 2f’% , (2.21)
A=alpe" = floe’ = (n—1)(¢)). (2.22)

Sua curvatura escalar € dada por

S = a(n - 1)[2pp" —n(¢')?.
Além disso, se @ for uma fungao limitada, entao a variedade (M™,g) € completa.

Demonstragao. Suponha que f(u) e ¢(u) sejam fungdes de u = >, agxy, onde a =
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Sor_ai # 0, tal que ¢ ndo se anula. Como consequéncia do Lema (R™ g, f,\,v) é

uma variedade quasi-Einstein generalizada, onde g = go/¢? se, e somente se, para todos

0S i #J
QON " /30/ N2\ __

e para todo @

A= &ln—2)p" + "+ 20f ¢ — v (f)]
+alpp” — (n—1)(¢')? — floe]. (2.24)

Se existe ¢ # j tal que a;a; # 0, entdo segue de (2.23) que

"

/
(n— 2)% 7+ 2f’% —u(f')? =0. (2.25)
Portanto, ([2.24) se reduz a

A=alpg" — (n—1)(¢") = floy]. (2.26)

Se para todos os pares i # j, a;a; = 0, entao v depende apenas de uma das variaveis
x; e sem perda de generalidade, podemos assumir v = ayx; , a1 # 0. Entao é
trivialmente satisfeito para todo ¢ # j. Além disso, para i > 1, se reduz a
com a = a3 # 0 e para i = 1, reduz-se a

A= a?[(n—2)pp" + G f" + 201" — v*(f)?] + al(n — 2)% + 1+ 2f’% — (1),

Portanto, como A satisfaz (2.26)), segue de a dltima equacdo que (2.25) mantém. O

Exemplo 2.18. Consideramos o fator conforme p(u) = 1+ tanhu,onde u = "7 _, ayxy,

coma =Y ,_, a2 #0 e a fungio potencial f(u) = u. Das equagoes (2.21) e ([2.22), e

observando que derivada ¢'(u) = —ﬁ, O (u) = —% e f'(r) =1 obtemos
v = g (1= DG+ ) + 27 () 5
_ 2tanhu 2
- _(n B 2) cosh? u(1+tanh u) + cosh?(1+tanh u)]

2 1—(n—2) tanhu
cosh? u(1+tanh u)
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A= alpuw)e"(w) — fle(u)e'(w) — (n—1)(¢'(u)’]
= a[(1+ tanhu) (—%) — (1 + tanhu)sech® u — (n — 1) sech® u]
= a [ 2;3‘11}12“ (1 +tanhu) — (1 + tanhu) sech® u — (n—1) sech? u]
= i [—2tanhu(1 + tanh ) — (1+ tanhu) — (n — 1) sech? u]
= Cosh2 [—2tanhu — 2tanh®u — 1 — tanh u — nsech’® u + sech” u]
= Cosh2 [—3tanhu — 2tanh®u — 1 — n(1 — tanh” u) + 1 — tanh® u
= i [ 3tanhu — 3tanh® v — n 4 n tanh? u}
= —4-[(n-3) tanh® u — 3 tanh u — n]

Como ¢ € uma funcgao limitada, seque do Teorema que (R™, go/¢%, f, N\, V) € uma

variedade quasi-Einstein generalizada completa, cuja curvatura escalar é dada por

S = a(n—12p(u)¢"(u) — n(¢')’]
= a(n—1) [2(1 + tanhu) (220%) — psech? ]
= a(n—1) [-4225 (1 4 tanhu) — n(sech’ u)?]
= a(n—1)[- 4f§:h1§u (14 tanhu) — COS#}
= ) [~asm (1 + tanhu) — nsech” u]
— 50 [dtanhu— Stank u - n(l ~ tanh®u)]
- ch:k?ﬁlg [(n —4) tanh®u — 4 tanh u — n}

Pode-se produzir muitos outros exemplos explicitos de variedades quasi-Einstein gene-
ralizadas, escolhendo outras fungoes potenciais estritamente mondtonas f(u) e fungoes
limitadas positivas ¢(u), onde u =Y ,_ opzp e a =y ;_ op # 0, que sio invariantes

sob a a¢ao de um grupo de transla¢io (n — 1)—dimensional .
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