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por

Daniel Moraes dos Reis 1

Dissertação apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pós-Graduação em Ma-
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Resumo

Esta dissertação é baseada no artigo “Soliton solutions to the curve shortening flow on

the 2-dimensional hyperbolic space”de da Silva e Tenenblat [2]. Nosso objetivo é apresen-

tar a demonstração que caracteriza quando uma curva regular é um soliton do fluxo de

curvatura. A saber, uma curva regular X : I → H2 parametrizada pelo comprimento de

arco é um soliton do fluxo de curvatura se, e somente se, sua curvatura geodésica é igual

ao pseudo-produto interno entre seu campo de vetores tangente e um vetor não nulo do

espaço de Minkowski. Esse resultado permite estabelecer uma relação entre os solitons

e um sistema de equações diferenciais ordinárias. Por meio da análise qualitativa do sis-

tema, é posśıvel mostrar que os solitons são curvas definidas em toda reta, mergulhadas

em H2 e sua curvatura geodésica, em cada fim, converge para −1, 0 ou 1.

Palavras-chave: Espaço de Minkowski. Plano hiperbólico. Transformações de Lorentz.

Fluxo de curvatura. Isometrias.



Abstract

This work is based on the article “Soliton solutions to the curve shortening flow on the

2-dimensional hyperbolic space”by da Silva and Tenenblat [2]. Our goal is to present the

proof that characterize when a regular curve is a soliton of the curvature flow. Namely,

a regular curve X : I → H2 parameterized by arc length is a soliton of the curvature

flow, if only if, its geodesic curvature is equal to the pseudo inner product between its

tangent vector field and a non-null vector of the Minkowski space. This result enables

us to establish a relationship between the solitons and a system of ordinary differential

equations. Through the system qualitative analysis, it is possible to proof that the solitons

are defined curves on the entire real line, embedded in H2 and its geodesic curvature, at

each end, converges to −1, 0 ou 1.

keywords: Minkowski space. Hyperbolic plane. Lorentz transformations. Curvature

flow. Isometries.
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Introdução

O problema do fluxo de curvas contraindo pela função curvatura consiste em analisar

o comportamento de uma famı́lia de curvas que evoluem na direção do vetor normal e

com velocidade igual à sua curvatura.

No plano euclidiano, dada uma curva suave, regular e fechada, X0 : [a, b] → R2,

dizemos que uma variação suave X : [a, b]× [0, ε) → R2 de X0 é um fluxo contraindo pela

função curvatura, se X satisfaz o seguinte problema de valor inicial


∂X

∂t
= kN

X(·, 0) = X0,

em que k é a curvatura de X0, e N o campo normal unitário a X.

Ao longo dos anos, o estudo de objetos geométricos que evoluem por meio da função

curvatura foi alvo de pesquisas por muitos geômetras. Um dos trabalhos pioneiros sobre

a evolução de curvas pela função curvatura foi o artigo “Curve shortening makes convex

curves circular” por Gage [4]. Nesse trabalho, o autor provou que as curvas fechadas,

convexas e normalizadas pelo fator
√

π
A(t)

, em que A(t) representa a área delimitada pela

curva, convergem para o ćırculo unitário. Gage e Hamilton [5] provaram que curvas

fechadas, convexas e mergulhadas em R2 evoluem para um ponto em tempo finito e, além

disso, a curva permanece convexa em todo tempo, tornando-se circular à medida que o

fluxo a contrai. Em 1987, Grayson [6] estendeu o resultado obtido por Gage e Hamilton,

provando que as curvas mergulhadas em R2, não necessariamente convexas, convergem

para um ponto em tempo finito, sendo sua forma limite um ćırculo redondo.

Um caso particular de soluções do fluxo de curvatura são as soluções autossimilares,

isto é, soluções que evoluem por isometrias ou homotetias. Halldorsson [7] estudou todas

as soluções autossimilares do fluxo de curvas no plano, classificando-as em translações,

expansões, contrações e rotações.
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Em outros ambientes, por exemplo no plano de Minkowski R2
1, Halldorsson [8] clas-

sificou todas as soluções autossimilares, a saber, as translações, expansões, contrações,

rotações hiperbólicas, expansões hiperbólicas e contrações hiperbólicas.

Também, destacamos o artigo de dos Reis e Tenenblat [3], cujo espaço ambiente é

a esfera euclidiana bidimensional. Nesse trabalho, os autores classificaram as soluções

autossimilares, mais especificamente, mostraram que uma curva é um soliton do fluxo de

curvatura se, e somente se, sua curvatura geodésica é proporcional ao produto interno

entre seu vetor tangente e um vetor v ∈ R3 fixo. Além disso, em cada fim, os solitons são

assintóticos para o equador da esfera que é ortogonal a v.

Dando continuidade ao estudo dos solitons nos espaços de curvatura constante de

dimensão 2, o artigo de da Silva e Tenenblat [2] trouxe informações sobre os solitons no

plano hiperbólico. Seguindo os passos desse trabalho, apresentamos nesta dissertação os

principais resultados sobre as soluções autossimilares no plano hiperbólico. A saber, uma

curva parametrizada pelo comprimento de arco é um soliton do fluxo de curvatura se, e

somente se, sua curvatura pode ser escrita como o pseudo-produto interno entre seu vetor

tangente e um vetor não nulo do espaço de Minkowski, e para cada vetor não nulo de R3
1

existe uma famı́lia a 2-parâmetros de solitons do fluxo de curvatura em H2. Além disso,

os solitons são curvas mergulhadas, definidas em toda reta e, em cada fim, sua curvatura

geodésica tende para −1, 0 ou 1. A seguir, descrevemos brevemente cada caṕıtulo.

No capitulo 1, apresentamos o espaço de Minkowski Rn+1
1 e suas propriedades elemen-

tares, a definição de pseudo-produto interno e o caráter causal de um vetor de Rn+1
1 . Além

disso, apresentamos a definição de matriz lorentziana e exibimos uma base para a álgebra

de Lie do grupo das matrizes lorentzianas. Por último, destacamos o resultado sobre a

classificação das matrizes lorentzianas positivas (Teorema 1.16).

No Caṕıtulo 2, estudamos o espaço hiperbólico de dimensão n. Apresentamos a de-

monstração de que toda transformação de Lorentz positiva de Rn+1 quando restrita a Hn é

uma isometria de Hn, e que toda isometria de Hn se estende a uma única transformação de

Lorentz positiva de Rn+1. Introduzimos o triedro de Darboux-Ribaucour com o objetivo

de apresentar o Teorema Fundamental das Curvas no plano hiperbólico.

O Caṕıtulo 3 é dedicado ao estudo dos solitons do fluxo de curvatura emH2. O primeiro

resultado mostra que uma curva regular X : I → H2 parametrizada pelo comprimento de

arco é um soliton do fluxo de curvatura se, e somente se, sua curvatura geodésica é igual
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ao pseudo-produto interno do vetor tangente a X com um vetor não nulo do espaço de

Minkowski. Esse resultado permite estabelecer uma relação entre os solitons e um sistema

de equações diferenciais ordinárias que advém do triedro de Darboux-Ribaucour de X. O

segundo resultado deste caṕıtulo afirma que os solitons são curvas definidas em toda reta,

mergulhadas em H2, e que a curvatura geodésica, em cada fim, converge para uma das

seguintes constantes: −1, 0 ou 1.

11



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo são introduzidas as noções básicas sobre o espaço de Minkowski. Na

primeira seção, apresentamos a definição de pseudo-produto interno no espaço euclidiano

de dimensão n, a definição do pseudo-produto vetorial no espaço de Minkowski tridimen-

sional e mostramos suas propriedades. Na segunda seção, estudamos as aplicações que

preservam o pseudo-produto interno, chamadas transformações de Lorentz. Na terceira

seção, mostramos como obter os elementos do grupo das transformações de Lorentz nos

casos de dimensão dois e três. Na quarta seção, apresentamos resultados básicos sobre

curvas no espaço de Minkowski. Para mais detalhes, sugerimos ao leitor as referências

[1, 10, 11, 12].

1.1 O Espaço de Minkowski

Sejam o espaço euclidiano Rn+1, n > 1, e a forma bilinear ⟨·, ·⟩ : Rn+1 × Rn+1 → R

definida por

⟨x, y⟩ = −x1y1 + x2y2 + · · ·+ xn+1yn+1, (1.1)

em que x = (x1, x2, . . . , xn+1) e y = (y1, y2, . . . , yn+1) são vetores em Rn+1.

Notemos que ⟨·, ·⟩ satisfaz as propriedades de simetria e homogeneidade, isto é, ⟨x, y⟩ =

⟨y, x⟩ e ⟨λx, y⟩ = λ⟨x, y⟩ para todos x, y ∈ Rn+1 e λ ∈ R, porém ⟨·, ·⟩ não é um produto

interno em Rn+1, pois se tomarmos os vetores x = (1, 0, . . . , 0) e y = (1, 0, . . . , 0, 1) temos

que ⟨x, x⟩ < 0 e ⟨y, y⟩ = 0. O produto (1.1) é chamado de pseudo-produto interno.

O par (Rn+1, ⟨·, ·⟩) é chamado de espaço de Minkowski ou espaço de Lorentz-Minkowski.

Por simplicidade, denotamos o espaço de Minkowski por Rn+1
1 , em que o subscrito 1, cha-
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mado de ı́ndice de ⟨·, ·⟩, indica que se V ⊂ Rn+1 é o menor subespaço tal que ⟨·, ·⟩|V×V é

negativa-definida, então a dimensão de V é igual a 1. De forma geral, dados um número

inteiro 1 ≤ v ≤ n+1 e vetores x = (x1, . . . , xn+1) e y = (y1, . . . , yn+1), um pseudo-produto

interno, de ı́ndice v, em Rn+1 é definido por

⟨x, y⟩ = −
v∑

i=1

xiyi +
n+1∑

i=v+1

xiyi, (1.2)

em que v é a maior dimensão de um subespaço W de Rn+1 tal que ⟨·, ·⟩|W×W é negativa.

O espaço Rn+1 munido do pseudo-produto interno (1.2) é denotado por Rn+1
v .

Para cada vetor de Rn+1, o pseudo-produto interno em Rn+1
1 pode ser positivo, nulo

ou negativo. Em virtude disso, definimos o caráter ou tipo causal de um vetor x ∈ Rn+1
1

como segue.

Definição 1.1. Dizemos que x ∈ Rn+1 é tipo espaço, se ⟨x, x⟩ > 0 ou x = 0, tipo luz, se

⟨x, x⟩ = 0 e x ̸= 0, e tipo tempo, se ⟨x, x⟩ < 0.

Vejamos que, se alterarmos o sinal de quaisquer coordenadas de um vetor de Rn+1
1 , o

caráter causal do vetor não se altera, pois, no pseudo-produto interno, todas as coorde-

nadas são elevadas ao quadrado. Ademais, se λ ∈ R, então λv tem o mesmo tipo causal

de v.

A aplicação ∥·∥ : Rn+1
1 → R dada por ∥x∥ =

√
|⟨x, x⟩| é chamada de norma. Contudo,

esta aplicação não define uma norma no sentido usual, pois se x é um vetor tipo luz, então

∥x∥ = 0. Além disso, a desigualdade triangular não é satisfeita para esta norma, pois se

u = (−1, 0, . . . , 0, 1) e v = (1, 0, . . . , 0, 1), então u + v = (0, 0, . . . , 0, 2), ∥u + v∥ = 2 e

∥u∥ = ∥v∥ = 0. Logo, ∥u+ v∥ > ∥u∥+ ∥v∥.

Daqui em diante, usamos a seguinte notação: dado um vetor x = (x1, x2, . . . , xn+1) ∈

Rn+1
1 , denotamos o vetor x ∈ Rn por x = (x2, . . . , xn+1). Com essa notação, reescrevemos

(1.1) como

⟨x, y⟩ = −x1y1 + x · y, (1.3)

em que · é o produto interno usual de Rn, ou seja, x · y = x2y2 + · · ·+ xn+1yn+1.

Denotamos por ∥ · ∥E : Rn → R a norma euclidiana usual de Rn, definida por, ∥x∥E =
√
x · x. Assim, se x é um vetor tipo espaço, então |x1| < ∥x∥E; se x é tipo luz, então

|x1| = ∥x∥E e, se x é tipo tempo, então |x1| > ∥x∥E.
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Proposição 1.1. Se x, y ∈ Rn+1
1 não são vetores tipo espaço e x1 e y1 têm o mesmo

sinal, então ⟨x, y⟩ ≤ 0. A igualdade é válida se, e somente se, x e y são vetores tipo luz e

linearmente dependentes.

Demonstração. Por hipótese, x e y são vetores tipo tempo ou tipo luz. Assim, |x1| ≥ ∥x∥E,

|y1| ≥ ∥y∥E e |x1| |y1| = x1y1. Segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz, aplicada aos

vetores x e y, que

x1y1 ≥ ∥x∥E ∥y∥E ≥ x · y. (1.4)

Por (1.3), temos que ⟨x, y⟩ ≤ 0.

Agora, se x e y são vetores tipo luz e linearmente dependentes, então |x1| = ∥x∥E,

|y1| = ∥y∥E e x · y = ∥x∥E ∥y∥E. Portanto, ⟨x, y⟩ = 0, pois x1y1 = x · y. Reciprocamente,

se ⟨x, y⟩ = 0, então x1y1 = x ·y. Pela desigualdade (1.4), temos x1y1 ≥ ∥x∥E ∥y∥E ≥ x1y1,

logo x1y1 = ∥x∥E ∥y∥E. Desta forma, x e y são vetores tipo luz, pois se x ou y são tipo

tempo, temos que x1y1 < ∥x∥E ∥y∥E, uma contradição. Analogamente, pela desigualdade

(1.4) conclúımos que x · y = ∥x∥E ∥y∥E, logo x e y são linearmente dependentes.

Definição 1.2. Dizemos que um vetor tipo tempo x ∈ Rn+1
1 é positivo (resp. negativo)

se x1 > 0 (resp. x1 < 0). Quando dois vetores x, y ∈ Rn+1
1 forem ambos positivos ou

negativos, diremos que x e y têm o mesmo sinal.

Da Proposição 1.1, se x e y são vetores tipo tempo com o mesmo sinal, então ⟨x, y⟩ < 0.

Agora, se x e y têm sinais opostos, então ⟨x, y⟩ > 0, pois x e −y têm o mesmo sinal, donde

⟨x,−y⟩ < 0. A mesma observação é válida quando x é um vetor tipo tempo e y um vetor

tipo luz.

A noção de ortogonalidade em Rn+1
1 é introduzida de modo análogo ao caso euclidiano.

Dizemos que dois vetores não nulos x, y ∈ Rn+1
1 são pseudo-ortogonais se, e somente se,

⟨x, y⟩ = 0. Nesse caso, x e y também são chamados Lorentz ortogonais.

Corolário 1.2. Sejam x, y ∈ Rn+1
1 vetores pseudo-ortogonais. Se x é tipo tempo, então

y é tipo espaço.

Demonstração. Sejam x e y tais que ⟨x, y⟩ = 0, em que x é um vetor tipo tempo. Da

Proposição 1.1, y não pode ser um vetor tipo tempo ou tipo luz, pois ⟨x, y⟩ < 0 se x e y

têm o mesmo sinal e ⟨x, y⟩ > 0 se x e y têm sinais opostos, o que contradiz o fato de que

⟨x, y⟩ = 0. Portanto, y é um vetor tipo espaço.
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Os subespaços de Rn+1
1 e Rn+1 são os mesmos, pois a definição de subespaços independe

de (1.2). A próxima definição traz a ideia do tipo causal de um subespaço de Rn+1
1 .

Definição 1.3. Dizemos que um subespaço V ̸= {0} de Rn+1 é:

(1) tipo espaço, se ⟨·, ·⟩|V×V é positiva-definida;

(2) tipo tempo, se ⟨·, ·⟩|V×V é negativa-definida ou indefinida e não-degenerada;

(3) tipo luz, se ⟨·, ·⟩|V×V é degenerada.

Notemos que, se V ⊂ Rn+1
1 é um subespaço de tipo espaço, então V possui apenas

vetores tipo espaço; se V é um subespaço de tipo tempo, temos duas possibilidades, ou V

possui apenas vetores tipo tempo, e neste caso V é uma reta, ou possui vetores de todos

os tipos causais. Agora, se V é um subespaço de tipo luz, então V possui vetores tipo luz

mas não contém vetores tipo tempo. O espaço nulo {0} ⊂ Rn+1
1 e o espaço de Minkowski

Rn+1
1 são de tipo espaço e tipo tempo, respectivamente.

O conceito de base para um espaço vetorial também independe de qualquer produto

interno. A seguir, introduzimos o conceito de base pseudo-ortogonal em Rn+1
1 . Uma base

ordenada {v1, v2, . . . , vn+1} de Rn+1
1 é dita pseudo-ortogonal se

⟨vi, vj⟩


< 0, se i = j = 1,

= 0, se i ̸= j,

> 0, se i = j ̸= 1.

Observemos que v1 é tipo tempo e vi, i = 2, . . . , n + 1, é tipo espaço. Dizemos que

{v1, v2, . . . , vn+1} é uma base pseudo-ortonormal se for pseudo-ortogonal e ∥vi∥ = 1, i =

1, . . . , n + 1. A base canônica {e1, e2, . . . , en+1} de Rn+1 é uma base pseudo-ortonormal

de Rn+1
1 .

1.1.1 O pseudo-produto vetorial em R3
1

Sejam x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) vetores de R3
1 e

G =


−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .
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O pseudo-produto vetorial de x e y é definido por

x× y = G(x ∧ y), (1.5)

em que ∧ é o produto vetorial usual de R3.

Observemos que,

G(x) =


−1 0 0

0 1 0

0 0 1




x1

x2

x3

 =


−x1
x2

x3

 .

Se x ∧ y = (λ1, λ2, λ3), então x× y = G(x ∧ y) = (−λ1, λ2, λ3). Assim, escrevemos

x× y =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−e1 e2 e3

x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

em que {e1, e2, e3} é a base canônica de R3. Notemos que G(x× y) = x ∧ y.

Lema 1.3. Se x e y são vetores de R3, então x× y = G(y) ∧G(x).

Demonstração. Uma vez que G(x) = (−x1, x2, x3) e G(y) = (−y1, y2, y3), segue das pro-

priedades do determinante que

x× y =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−e1 e2 e3

x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

−y1 y2 y3

−x1 x2 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = G(y) ∧G(x),

em que multiplicamos a primeira coluna por −1 e trocamos as linhas 2 e 3.

Dados x, y, z em R3
1, de (1.1) e (1.5) segue que ⟨z, x× y⟩ = z · (x∧ y), em que · denota

o produto interno usual de R3. De fato, se z = (z1, z2, z3) e x ∧ y = (λ1, λ2, λ3), então

⟨z, x× y⟩ = −z1(−λ1) + z2λ2 + z3λ3 = z1λ1 + z2λ2 + z3λ3 = z · (x ∧ y). (1.6)

Notemos que ⟨x, x × y⟩ = x · (x ∧ y) = 0 e ⟨y, x × y⟩ = y · (x ∧ y) = 0. Assim, x × y é

pseudo-ortogonal aos vetores x e y.
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Teorema 1.4. Se x, y, z, w são vetores de R3, então

1. x× y = −y × x,

2. ⟨x× y, z⟩ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣,
3. x× (y × z) = ⟨x, y⟩z − ⟨z, x⟩y,

4. ⟨x× y, z × w⟩ =

∣∣∣∣∣∣ ⟨x,w⟩ ⟨x, z⟩

⟨y, w⟩ ⟨y, z⟩

∣∣∣∣∣∣.
Demonstração. 1. Pelo Lema 1.3, segue que

x× y = G(y) ∧G(x) = −G(x) ∧G(y) = −y × x,

2. Pela equação (1.6), segue que

⟨x× y, z⟩ = (x ∧ y) · z =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

3. Novamente pelo Lema 1.3, temos

x× (y × z) = G(y × z) ∧G(x)

= (y ∧ z) ∧G(x)

= −G(x) ∧ (y ∧ z)

= (G(x) · y)z − (G(x) · z)y

= ⟨x, y⟩z − ⟨z, x⟩y.
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4. Usando a equação (1.6) e o Lema 1.3, segue que

⟨x× y, z × w⟩ = (x ∧ y) · (z × w)

= (x ∧ y) · (G(w) ∧G(z))

=

∣∣∣∣∣∣ x ·G(w) x ·G(z)

y ·G(w) y ·G(z)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ ⟨x,w⟩ ⟨x, z⟩

⟨y, w⟩ ⟨y, z⟩

∣∣∣∣∣∣ .

1.2 Transformações de Lorentz

Nesta seção, estudaremos as propriedades das transformações φ : Rn → Rn que pre-

servam o pseudo-produto interno (1.1).

Definição 1.4. Uma aplicação φ : Rn → Rn é uma transformação de Lorentz (ou trans-

formação lorentziana), se

⟨φ(x), φ(y)⟩ = ⟨x, y⟩, ∀ x, y ∈ Rn.

Exemplo 1.1. A aplicação φ : Rn → Rn dada por φ(x) = (−x1, x2, . . . , xn) é uma

transformação de Lorentz, pois, para quaisquer x, y ∈ Rn, temos

⟨φ(x), φ(y)⟩ = −(−x1)(−y1) + x2y2 + · · ·+ xnyn

= −x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

= ⟨x, y⟩.

Para todo α ∈ R,

φ(αx+ y) = (−(αx1 + y1), αx2 + y2, . . . , αxn + yn)

= (−αx1, αx2, . . . , αxn) + (−y1, y2, . . . , yn)

= α(−x1, x2, . . . , xn) + (−y1, y2, . . . , yn)

= αφ(x) + φ(y)

e, portanto, φ é uma transformação linear. Além disso, como φ(e1) = −e1 e φ(ej) = ej,
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segue que {φ(e1), . . . , φ(en)} é uma base pseudo-ortonormal de Rn, em que {e1, . . . , en} é

a base canônica do Rn.

Em geral, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.5. Uma aplicação φ : Rn → Rn é uma transformação de Lorentz de Rn se, e

somente se, φ é linear e {φ(e1), . . . , φ(en)} é uma base pseudo-ortonormal de Rn.

Demonstração. Suponha que φ seja uma transformação de Lorentz de Rn. Então,

⟨φ(ei), φ(ej)⟩ = ⟨ei, ej⟩ =


−1 se i = j = 1,

0 se i ̸= j,

1 se i = j ̸= 1.

Logo, {φ(e1), . . . , φ(en)} é uma base pseudo-ortonormal de Rn.

Seja x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Então, existem coeficientes c1, . . . , cn em R tais que

φ(x) =
n∑

j=1

cjφ(ej).

Como {φ(e1), . . . , φ(en)} é uma base pseudo-ortonormal de Rn, temos

−c1 = ⟨φ(x), φ(e1)⟩ = ⟨x, e1⟩ = −x1

e

cj = ⟨φ(x), φ(ej)⟩ = ⟨x, ej⟩ = xj, para j > 1.

Então,

φ

(
n∑

j=1

xjej

)
= φ(x) =

n∑
j=1

cjφ(ej) =
n∑

j=1

xjφ(ej).

Reciprocamente, suponha que φ é linear e {φ(e1), . . . , φ(en)} é uma base pseudo-
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ortonormal de Rn. Então, dados x, y ∈ Rn

⟨φ(x), φ(y)⟩ =

〈
φ

(
n∑

i=1

xiei

)
, φ

(
n∑

j=1

yjej

)〉

=

〈
n∑

i=1

xiφ(ei),
n∑

j=1

yjφ(ej)

〉

=
n∑

i=1

n∑
j=1

xiyj⟨φ(ei), φ(ej)⟩

= −x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

= ⟨x, y⟩.

Portanto, φ é uma transformação de Lorentz.

Seja M(n,R) o espaço das matrizes reais de ordem n. Dizemos que A ∈ M(n,R)

é lorentziana, se a transformação associada φA : Rn → Rn definida por φA(x) = Ax é

lorentziana. O conjunto das matrizes lorentzianas de ordem n será denotado por O1(n,R).

Voltando ao exemplo 1.1, a transformação de Lorentz φ(x) = (−x1, x2, . . . , xn) pode

ser escrita como φ(x) = Gx, em que

G =


−1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1

 . (1.7)

A matriz G é a matriz lorentziana associada a φ.

O resultado a seguir nos mostra condições para verificar quando uma matriz A é

lorentziana. Para o que se segue, A⊤ denota a transposta da matriz A.

Teorema 1.6. Sejam A ∈ M(n;R) e G a matriz diagonal dada por (1.7). As seguintes

afirmações são equivalentes:

1. A matriz A é lorentziana.

2. As colunas da matriz A formam uma base pseudo-ortonormal de Rn.

3. A matriz A satisfaz a equação A⊤GA = G.
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Demonstração. Seja φA : Rn → Rn a transformação de Lorentz associada à matriz A.

Por linearidade, φA(x) =
n∑

j=1

xjφA(ej), para todo x ∈ Rn. Se Aj denota as colunas da

matriz A, então Ax =
n∑

j=1

xjAj. Como φA(x) = Ax, então φA(ej) = Aj, 1 ≤ j ≤ n. Do

Teorema 1.5, {φA(e1), . . . , φA(en)} é uma base pseudo-ortonormal de Rn.

Considere a matriz

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

 .

Então,

A⊤G =


−a11 a21 · · · an1

−a12 a22 · · · an2
...

...
. . .

...

−a1n a2n · · · ann

 .

Se Aj, 1 ≤ j ≤ n, são as colunas de A, então

A⊤GA =


⟨A1, A1⟩ ⟨A1, A2⟩ · · · ⟨A1, An⟩

⟨A2, A1⟩ ⟨A2, A2⟩ · · · ⟨A2, An⟩
...

...
. . .

...

⟨An, A1⟩ ⟨An, A2⟩ · · · ⟨An, An⟩

 .

Como as colunas da matriz A formam uma base pseudo-ortonormal de Rn, segue que

⟨Ai, Aj⟩ =


−1 se i = j = 1,

0 se i ̸= j,

1 se i = j ̸= 1.

Logo, A⊤GA = G.

Se A⊤GA = G, então a transformação φA : Rn → Rn definida por φA(x) = Ax, para

todo x ∈ Rn, é uma transformação lorentziana. De fato, para cada u, v ∈ Rn podemos
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escrever ⟨u, v⟩ = u⊤Gv. Dáı, para todo x, y ∈ Rn,

⟨φA(x), φA(y)⟩ = (φA(x))
⊤GφA(y)

= (Ax)⊤G(Ay)

= (x⊤A⊤)G(Ay)

= x⊤(A⊤GA)y

= x⊤Gy

= ⟨x, y⟩,

completando a demonstração do Teorema.

Corolário 1.7. Seja A ∈M(n,R).

(i) Se A é lorentziana, então detA = ±1.

(ii) A é lorentziana se, e somente se, A⊤ é lorentziana.

Demonstração. (i) Como A⊤GA = G, então detG = det(A⊤GA) = (detG)(detA)2.

Logo, (detA)2 = 1, pois detG = −1, e assim detA = ±1.

(ii) Usando que A⊤GA = G, pois A é lorentziana, e G2 = Id, segue que

A⊤GA = G ⇐⇒ (AG)A⊤GA = (AG)G

⇐⇒ (AGA⊤)GA = A

⇐⇒ AGA⊤ = A(GA)−1

⇐⇒ AGA⊤ = AA−1G

⇐⇒ AGA⊤ = G.

Como A = (A⊤)⊤, concluimos que A⊤ é lorentziana.

Do Corolário acima, segue que toda matriz lorentziana A pertence ao grupo GL(n,R)

das matrizes invert́ıveis de ordem n. Assim, o conjunto das matrizes lorentzianas de

ordem n é caracterizado como o conjunto de todas as matrizes A ∈ GL(n,R) tais que

A⊤GA = G.

Os resultados a seguir mostram que O1(n,R) com a operação de multiplicação de

matrizes é um subgrupo de GL(n,R). Além disso, O1(n,R) é fechado para transposição

de matrizes.
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Corolário 1.8. Uma matriz A é lorentziana se, e somente se, sua inversa A−1 é lorentzi-

ana.

Demonstração. Sendo A lorentziana, segue que

A⊤GA = G ⇐⇒ (A⊤)−1A⊤GA = (A⊤)−1G

⇐⇒ GA = (A⊤)−1G

⇐⇒ GAA−1 = (A⊤)−1GA−1

⇐⇒ G = (A⊤)−1GA−1.

Como (A⊤)−1 = (A−1)⊤ a última igualdade é equivalente a dizer queA−1 é lorentziana.

Corolário 1.9. Se A e B são matrizes lorentzianas, então a matriz AB é lorentziana.

Demonstração. Vamos mostrar que (AB)⊤G(AB) = G. De fato, usando as proprieda-

des de transposição de matrizes, a associatividade do produto de matrizes e que A e B

satisfazem A⊤GA = G e B⊤GB = G, temos que

(AB)⊤G(AB) = (B⊤A⊤)G(AB)

= B⊤(A⊤G)(AB)

= B⊤(A⊤GA)B

= B⊤GB

= G.

Definição 1.5. Uma transformação de Lorentz é dita positiva (resp. negativa) se leva

vetores tipo tempo positivos (vide Definição 1.2) em vetores tipo tempo positivos (resp.

negativos). A matriz associada à transformação lorentziana positiva (resp. negativa) é

chamada matriz lorentziana positiva (resp. negativa). O grupo das matrizes lorentzianas

positivas será denotado por PO1(n,R).

Os próximos resultados que veremos são relativos às matrizes lorentzianas positivas.

Nosso primeiro objetivo é mostrar que a inversa de uma matriz lorentziana positiva é
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também positiva. Para simplificar a demonstração da proposição a seguir, seja

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . ann

 ,

uma matriz lorentziana positiva e A−1 a sua inversa, com Ai e A
i os vetores colunas de

A e A−1, respectivamente. Como A⊤GA = G, segue que A−1 = GA⊤G, isto é,

A−1 =


a11 −a21 . . . −an1
−a12 a22 . . . an2
...

...
. . .

...

−a1n a2n . . . ann

 . (1.8)

Então, para cada x ∈ Rn
1 , temos

Ax =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . ann




x1

x2
...

xn

 =


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn


e

A−1x =


a11 −a21 . . . −an1
−a12 a22 . . . an2
...

...
. . .

...

−a1n a2n . . . ann




x1

x2
...

xn

 =


a11x1 − a21x2 − · · · − an1xn

−a12x1 + a22x2 + · · ·+ an2xn
...

−a1nx1 + a2nx2 + · · ·+ annxn

 .

Logo,

Ax =


−⟨A1, x⟩

⟨A2, x⟩
...

⟨An, x⟩

 e A−1x =


−⟨A1, x⟩

⟨A2, x⟩
...

⟨An, x⟩

 .

Portanto, A é lorentziana positiva se, e somente se, ⟨A1, x⟩ < 0 para cada vetor tipo
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tempo positivo x ∈ Rn
1 . Do mesmo modo, A−1 é lorentziana positiva se, e somente se,

⟨A1, x⟩ < 0 para cada tal x ∈ Rn
1 .

Proposição 1.10. Seja A = (aij) uma matriz lorentziana. Então, A é positiva se, e

somente se, a11 > 0.

Demonstração. Se a11 > 0, então A1 é um vetor tipo tempo positivo. Assim, se x ∈ Rn
1

é um vetor tipo tempo positivo, a Proposição 1.1 garante que ⟨A1, x⟩ < 0, e disto A é

positiva. Reciprocamente, se A é positiva, então para cada vetor tipo tempo positivo

x ∈ Rn
1 , temos que ⟨A1, x⟩ < 0, ou seja,

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = −⟨A1, x⟩ > 0. (1.9)

Notemos que se a11 < 0, então por ⟨A1, A1⟩ = −1 temos

a11 = −
√
1 + a212 + · · ·+ a21n.

Como x é tipo tempo positivo, segue que

x1 >
√
x22 + · · ·+ x2n.

Portanto, de (1.9)

a12x2 + · · ·+ a1nxn >
√

1 + a212 + · · ·+ a21n

√
x22 + · · ·+ x2n.

Isto contradiz a desigualdade de Cauchy-Schwarz em Rn aplicada aos vetores (1, a12, . . . , a1n)

e (0, x2, . . . , xn). Assim, a11 > 0.

Corolário 1.11. Uma matriz A é lorentziana positiva se, e somente se, A−1 é positiva.

Demonstração. A prova deste resultado segue diretamente do Corolário 1.8 e da identi-

dade (1.8).

De modo análogo, é facilmente provado que A é lorentziana positiva se, e somente se,

A⊤ é lorentziana positiva.

Corolário 1.12. Se A e B são matrizes lorentzianas positivas, então AB é positiva.

25



Demonstração. Sejam A = (aij), B = (bij) e AB = (cij). Tome u = (a11, a12, . . . , a1n) e

v = (b11, b21, . . . , bn1). Como A e B são matrizes lorentzianas positivas, u e v são vetores

tipo tempo positivos. Se c11 < 0, então

0 > c11 =
n∑

j=1

a1jbj1 = a11b11 +
n∑

j=2

a1jbj1 = a11b11 + u · v.

Vejamos que a11 > ∥u∥E e b11 > ∥v∥E, pois a11 e b11 são positivos. Assim

∥u∥E ∥v∥E + u · v < 0.

O que contradiz a desigualdade de Cauchy-Schwarz, em Rn−1, aplicada aos vetores u e v.

Portanto, c11 > 0.

Proposição 1.13. Para cada par de vetores tipo tempo positivos x, y ∈ Rn
1 , existe uma

única transformação lorentziana positiva A tal que Ax = y.

Demonstração. Sejam {e1, . . . , en} a base canônica e {u1, . . . , un} uma base qualquer de

Rn, em que u1 é um vetor tipo tempo positivo. Usando o processo de ortonormalização

de Gram-Schmidt obtemos uma base pseudo-ortonormal de Rn da seguinte forma. Escre-

vemos w1 = u1/∥u1∥ e assim ⟨w1, w1⟩ = −1. Agora, consideramos v2 = u2 + ⟨u2, w1⟩w1.

Então, v2 é não nulo, uma vez que u1 e u2 são linearmente independentes. Além disso,

⟨w1, v2⟩ = ⟨w1, u2⟩+ ⟨u2, w1⟩⟨w1, w1⟩ = 0.

Pela Proposição 1.1, v2 é um vetor tipo espaço. Escrevendo w2 =
v2
∥v2∥

e seguindo o

mesmo processo, obtemos:

v3 = u3 + ⟨u3, w1⟩w1 − ⟨u3, w2⟩w2,

w3 =
v3
∥v3∥

,

...

vn = un + ⟨un, w1⟩w1 − ⟨un, w2⟩w2 − · · · − ⟨un, wn−1⟩wn−1,

wn =
vn
∥vn∥

.
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Portanto, {w1, . . . , wn} é uma base pseudo-ortonormal de Rn, pois

⟨wi, wj⟩ =


−1 se i = j = 1,

0 se i ̸= j,

1 se i = j ̸= 1.

Seja A a matriz cujas colunas são w1, . . . , wn. Então, pelo Teorema 1.6, A é lorentziana

e, uma vez que Ae1 = w1 é um vetor tipo tempo positivo, A é positiva.

Agora, sejam x e y vetores tipo tempo positivos. Completando {x} e {y} à bases de

Rn e aplicando o processo acima, conclúımos que existem matrizes lorentzianas positivas

B e C tais que Be1 =
x

||x||
e Ce1 =

y

||y||
. Tomando A =

||y||
||x||

CB−1, segue que Ax = y e

dos Corolários 1.11 e 1.12 obtemos que A é uma matriz lorentziana positiva.

1.3 O grupo O1(3,R)

Aqui mostramos como obter os elementos do grupo O1(3,R). Para isso, consideramos

A ∈ O1(3,R) na forma

A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 .

Para essa matriz, destacamos o menor principal A11 =

 a22 a23

a32 a33

 associado ao termo

a11. A matriz A11 é chamada a parte espacial de A.

Lema 1.14. Se A ∈ O1(3,R), então a11 detA = detA11.

Demonstração. Uma vez que A é lorentziana, temos

−a211 + a212 + a313 = −1,

−a11a21 + a12a22 + a13a23 = 0,

−a11a31 + a12a32 + a13a33 = 0.

(1.10)

Desenvolvendo o determinante de A pelos menores principais da primeira coluna e usando
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(1.10), obtemos

a11 detA = a211 detA11 − a11a21 detA21 + a11a31 detA31

= a211 detA11 − (a12a22 + a13a23)(a12a33 − a32a13) + (a12a32 + a13a32)(a12a23 − a22a13)

= a211 detA11 − a212(a22a33 − a32a23)− a213(a22a33 − a32a23)

= (a211 − a212 − a213) detA11

= detA11.

De maneira análoga, obtemos as igualdades

a12 detA = a21a33 − a31a23,

a13 detA = a22a31 − a32a21,

a21 detA = a12a33 − a32a13,

a22 detA = a11a33 − a31a13,

a23 detA = a12a31 − a32a11,

a31 detA = a22a13 − a12a23,

a32 detA = a21a13 − a11a23,

a33 detA = a22a11 − a12a21,

(1.11)

que serão importantes na demonstração do Teorema 3.1.

Pelo Lema 1.14, o grupo O1(3,R) fica completamente determinado pelos sinais de a11

e do determinante de A11. Isto nos permite escrever o grupo O1(3,R) como união disjunta

dos seguintes conjuntos

PO+
1 (3,R) = {A ∈ O1(3,R) ; detA11 > 0 e a11 > 0},

PO−
1 (3,R) = {A ∈ O1(3,R) ; detA11 < 0 e a11 > 0},

NO+
1 (3,R) = {A ∈ O1(3,R) ; detA11 > 0 e a11 < 0},

NO−
1 (3,R) = {A ∈ O1(3,R) ; detA11 < 0 e a11 < 0}.

Os elementos de PO−
1 (3,R), NO+

1 (3,R) e NO−
1 (3,R) podem ser escritos como produto

à esquerda das matrizes I1, G e I2, respectivamente, pelos elementos de PO+
1 (3,R). Isto

é,

PO−
1 (3,R) = I1·PO+

1 (3,R), NO+
1 (3,R) = G·PO+

1 (3,R) e NO−
1 (3,R) = I2·PO+

1 (3,R),
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em que

I1 =


1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 , G =


−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 e I2 =


−1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 .

De fato, notemos que a matriz I1 ∈ PO−
1 (3,R) altera apenas o sinal do determinante de

A11, a matriz G ∈ NO+
1 (3,R) muda apenas o sinal de a11 e a matriz I2 ∈ NO−

1 (3,R)

altera o sinal de a11 e do determinante de A11. Assim, para determinar os elementos do

grupo O1(3,R), basta estudarmos os elementos do conjunto PO+
1 (3,R).

Para prosseguirmos, se faz necessário determinar os elementos do grupo O1(2,R). É

fácil verificar que o resultado do Lema 1.14 é válido para matrizes nesse grupo. Assim,

consideremos A = (aij)1≤i,j≤2 ∈ PO+
1 (2,R), isto é, a11 > 0 e a22 > 0. Como as colunas de

A formam uma base pseudo-ortonormal de R2
1 e detA = 1, temos

−a211 + a221 = −1, (1.12)

−a212 + a222 = 1, (1.13)

−a11a12 + a21a22 = 0, (1.14)

a11a22 − a21a12 = 1. (1.15)

Então, de (1.12) e (1.13), a11, a22 ≥ 1. Agora, seja f(x) = cosh x. Notamos que f é par

e f(x) ≥ 1 para todo x ∈ R. Assim, existem únicos t, s ∈ R+ tais que a11 = cosh t e

a22 = cosh s. Usando (1.12), (1.13) e a relação fundamental da trigonometria hiperbólica

mostra-se que |a21| = sinh t e |a12| = sinh s. De (1.15) obtemos

a21a12 = a11a22 − 1 = cosh t cosh s− 1 ≥ 0.

Então, a21 e a12 possuem o mesmo sinal. Dessa forma, de (1.14)

0 = cosh t cosh s− sinh t sinh s = sinh (t− s).
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Como sinh x = 0 se, e somente se, x = 0, segue que t = s. Portanto,

A =

 cosh t sinh t

sinh t cosh t

 ou

 cosh t − sinh t

− sinh t cosh t

 , para t > 0.

Reescrevemos as matrizes acima como

A =

 coshφ sinhφ

sinhφ coshφ

 , φ ∈ R.

Agora, observamos que

I1 =

 1 0

0 −1

 , G =

 −1 0

0 1

 e I2 =

 −1 0

0 −1

 .

Portanto,

PO−
1 (2,R) = I1 · PO+

1 (2,R) =


 coshφ sinhφ

− sinhφ − coshφ

 ; φ ∈ R

 ,

NO+
1 (2,R) = G · PO+

1 (2,R) =


 − coshφ − sinhφ

sinhφ coshφ

 ; φ ∈ R

 ,

NO−
1 (2,R) = I2 · PO+

1 (2,R) =


 − coshφ − sinhφ

− sinhφ − coshφ

 ; φ ∈ R

 .

Agora, voltemos à classificação de O1(3,R). No que segue, consideramos o subgrupo

SO1(3,R) = {A ∈ O1(3,R) ; detA = 1}.

Proposição 1.15. Se A ∈ SO1(3,R), então 1 é autovalor de A.

Demonstração. Vamos mostrar que a identidade det(A− Id) = 0 é satisfeita. Com efeito,
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sendo G2 = Id, em que Id denota a matriz identidade de ordem 3,

det(A− Id) = det(A−G2)

= det(A−GA⊤GA)

= det(Id−GA⊤G) detA

= det(G2 −GA⊤G)

= detG det(Id− A⊤) detG

= det(Id− A⊤)

= det(Id− A)⊤

= − det(A− Id).

Portanto, det(A− Id) = 0.

Assim, se v ∈ R3
1 é um autovetor de A ∈ SO1(3,R) associado ao autovalor 1, então a

matriz A deixa fixa a reta cuja direção é dada por v.

Definição 1.6. Seja A ∈ SO1(3,R), A ̸= Id, e v um autovetor de A associado ao

autovalor 1. Dizemos que A é:

(1) hiperbólica, se v é tipo espaço;

(2) eĺıptica, se v é tipo tempo;

(3) parabólica, se v é tipo luz.

É importante observar que A possui somente um autovetor associado ao autovalor 1.

De fato, se existem dois autovetores linearmente independentes associados ao 1, então

A = Id, pois detA = 1.

Com as informações acima em mãos, apresentamos como são os elementos do grupo

PO+
1 (3,R). Consequentemente, conhecemos os elementos de O1(3,R).

Sejam A = (aij)1≤i,j≤3 ∈ PO+
1 (3,R) e U uma reta fixada por A. Tomando ej, 1 ≤

j ≤ 3, os vetores da base canônica de R3, estudamos os casos em que U = span{e3} (A é

hiperbólica) ou U = span{e1} (A é eĺıptica) ou span{e1 + e2} (A é parabólica), ou seja,

U é uma reta de cada tipo causal.

Se U = span{e3}, então Ae3 = e3. Como ⟨Ae3, Aej⟩ = ⟨e3, ej⟩ = 0, para j = 1, 2,
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segue que Ae1, Ae2 ∈ span{e1, e2}. Logo, a31 = a32 = 0 e obtemos

A =


a11 a12 0

a21 a22 0

0 0 1

 .

Sendo A ∈ PO+
1 (3,R), as colunas de A satisfazem as condições dadas de (1.12) à (1.15).

Deste modo, existe φ ∈ R tal que

A =


coshφ sinhφ 0

sinhφ coshφ 0

0 0 1

 . (1.16)

Se U = span{e1}, então Ae1 = e1. Como ⟨Ae1, Aej⟩ = ⟨e1, ej⟩ = 0, para j = 2, 3,

segue que Ae2, Ae3 ∈ span{e2, e3}. Dáı, a12 = a13 = 0 e então

A =


1 0 0

0 a22 a23

0 a32 a33

 .

Como A ∈ PO+
1 (3,R), as colunas de A formam uma base pseudo-ortonormal de R3

1 e

detA = 1, ou seja,

a222 + a232 = 1,

a223 + a233 = 1,

a22a23 + a32a33 = 0,

a22a33 − a32a23 = 1.

Das equações acima, conclúımos que a matriz (aij)2≤i,j≤3 ∈ SO(2,R), em que

SO(2,R) = {A ∈M(2,R) ; A é ortogonal e detA = 1}.
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Assim, existe θ ∈ [0, 2π) tal que

A =


1 0 0

0 cos θ sin θ

0 − sin θ cos θ

 . (1.17)

Por fim, se U = span{e1+e2}, vamos determinar A indiretamente, calculando primeiro

A na base B = {e1 + e2, e2, e3}, que denotamos por AB = (λij)1≤i,j≤3. Nesta base, o

pseudo-produto interno de R3
1 é dado por

⟨(x1, y1, z1)B, (x2, y2, z2)B⟩ = x1y2 + x2y1 + y1y2 + z1z2,

em que (x, y, z)B = xe1 + (x+ y)e2 + ze3. Como A(e1 + e2) = e1 + e2, a primeira coluna

de AB é o vetor (1, 0, 0)B. Além disso, ⟨e3, e1 + e2⟩ = 0, então, Ae3 ∈ span{e3, e1 + e2},

ou seja, λ23 = 0. Assim,

AB =


1 λ12 λ13

0 λ22 0

0 λ32 λ33

 .

Uma vez que, 1 = detAB = λ22λ33, obtemos λ22 =
1

λ33
. Para encontrar as demais

entradas, notemos que

1 = ⟨e2, e1 + e2⟩ = ⟨Ae2, A(e1 + e2)⟩ = λ22,

1 = ⟨e2, e2⟩ = ⟨Ae2, Ae2⟩ = 1 + 2λ12 + λ232,

0 = ⟨e2, e3⟩ = ⟨Ae2, Ae3⟩ = λ13 + λ32.

Dáı, obtemos λ33 = λ22 = 1, λ32 = −λ13 e λ12 = −λ
2
13

2
. Denotando λ = λ13, temos

AB =


1 −λ

2

2
λ

0 1 0

0 −λ 1

 .
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Voltando para a base canônica, temos

A =


1 0 0

1 1 0

0 0 1




1 −λ
2

2
λ

0 1 0

0 −λ 1




1 0 0

1 1 0

0 0 1


−1

=


1 −λ

2

2
λ

1 1− λ2

2
λ

0 −λ 1




1 0 0

−1 1 0

0 0 1

 .

Portanto,

A =


1 +

λ2

2
−λ

2

2
λ

λ2

2
1− λ2

2
λ

λ −λ 1

 . (1.18)

Teorema 1.16. Seja A ∈ PO+
1 (3,R). Então, A é conjugada a uma das matrizes dadas

por (1.16), (1.17) e (1.18). Isto é, existe uma matriz Q ∈ O1(3,R) tal que A = QMiQ
−1,

em que

M1 =


1 0 0

0 cos θ sin θ

0 − sin θ cos θ

 , θ ∈ [0, 2π),

é a matriz que fixa o vetor (1, 0, 0),

M2 =


1 +

λ2

2
−λ

2

2
λ

λ2

2
1− λ2

2
λ

λ −λ 1

 , λ ∈ R,

é a matriz que fixa o vetor (1, 1, 0) e

M3 =


coshφ sinhφ 0

sinhφ coshφ 0

0 0 1

 , φ ∈ R,

é a matriz que fixa o vetor (0, 0, 1).
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Demonstração. Seja U uma reta fixada por A. Consideramos os casos:

Se A é hiperbólica, seja u3 ∈ U um vetor unitário. Complete {u3} para uma base

pseudo-ortonormal {u1, u2, u3} de R3
1. Seja Q ∈ O1(3,R) tal que Qei = ui, para 1 ≤ i ≤ 3.

Temos que Q−1AQ ∈ PO+
1 (3,R), pois

det(Q−1AQ) = detQ−1 detA detQ = (detQ)2 detA = 1.

Além disso,

Q−1AQe3 = Q−1Au3 = Q−1u3 = e3.

Logo, existe φ ∈ R tal que

A = Q


coshφ sinhφ 0

sinhφ coshφ 0

0 0 1

Q−1.

Se A é eĺıptica, seja u1 ∈ U um vetor unitário. Complete {u1} para uma base pseudo-

ortonormal {u1, u2, u3} de R3
1. Tome Q ∈ O1(3,R) tal que Qei = ui, para 1 ≤ i ≤ 3. Dáı

Q−1AQ ∈ PO+
1 (3,R) satisfaz

Q−1AQe1 = Q−1Au1 = Q−1u1 = e1.

Então, existe θ ∈ [0, 2π) tal que

A = Q


1 0 0

0 cos θ sin θ

0 − sin θ cos θ

Q−1.

Por fim, se A é parabólica, seja u ∈ U tal que u = (1, a, b). Como a2 + b2 = 1, existe

θ0 ∈ [0, 2π) tal que a = cos θ0 e b = sin θ0. Tomando Q ∈ PO+
1 (3,R) da forma

Q =


1 0 0

0 cos θ0 − sin θ0

0 sin θ0 cos θ0

 ,
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temos Q−1AQ ∈ PO+
1 (3,R) e

Q(e1 + e2) =


1 0 0

0 cos θ0 − sin θ0

0 sin θ0 cos θ0




1

1

0

 =


1

cos θ0

sin θ0

 =


1

a

b

 = u.

Dáı

Q−1AQ(e1 + e2) = Q−1Au = Q−1u = e1 + e2.

Portanto existe λ ∈ R tal que

A = Q


1 +

λ2

2
−λ

2

2
λ

λ2

2
1− λ2

2
λ

λ −λ 1

Q−1 (1.19)

Para finalizar, determinamos a álgebra de Lie do grupo O1(3,R), que será denotada

por o1(3,R).

Seja X um vetor tangente a O1(3,R) em Id. Então, existe uma curva diferenciável

(C∞) α : (−ε, ε) → O1(3,R) tal que α(0) = Id e α′(0) = X. Como α(s) ∈ O1(3,R), para

todo s ∈ (−ε, ε), segue que (α(s))⊤Gα(s) = G. Derivando, obtemos (α′(s))⊤Gα(s) +

(α(s))⊤Gα′(s) = 0. Para s = 0, X⊤GId = −Id⊤GX, isto é, X⊤G = −GX. Portanto,

o1(3,R) = {X ∈ M(3;R) ; X⊤G = −GX}. (1.20)

Escrevendo

X =


x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

 ,

segue de (1.20) que,


−x11 x21 x31

−x12 x22 x32

−x13 x23 x33

 =


x11 x12 x13

−x21 −x22 −x23
−x31 −x32 −x33

 .
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Portanto,

X =


0 x12 x13

x12 0 x23

x13 −x23 0

 .

Dáı, conclúımos que

X1 =


0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 , X2 =


0 0 1

0 0 0

1 0 0

 e X3 =


0 1 0

1 0 0

0 0 0

 . (1.21)

é uma base para o1(3,R).

1.4 Curvas parametrizadas em Rn
1

Finalizamos este caṕıtulo com o estudo sobre curvas no espaço de Minkowski.

Definição 1.7. Uma curva parametrizada é uma aplicação suave γ : I → Rn
1 , em que I

é um intervalo de R. Chamamos a imagem γ(I) de traço de γ. Para cada s ∈ I, o vetor

γ′(s) é chamado o vetor tangente de γ em s.

Todas as curvas estudadas nesta seção são parametrizadas.

Na seção 1.1 foi introduzido o tipo causal de vetores e de subespaços de Rn
1 . No caso

de curvas temos a seguinte definição.

Definição 1.8. Sejam γ : I → Rn
1 uma curva e s0 ∈ I.

(1) Se γ′(s0) é um vetor de tipo espaço, dizemos que γ é uma curva tipo espaço em s0;

(2) Se γ′(s0) é um vetor de tipo tempo, dizemos que γ é uma curva tipo tempo em s0;

(3) Se γ′(s0) é um vetor de tipo luz, dizemos que γ é uma curva tipo luz em s0.

Se para todo s ∈ I, γ′(s) é um vetor tipo espaço (resp. de tipo tempo, tipo luz),

dizemos que γ é de tipo espaço (resp. de tipo tempo, tipo luz).

Exemplo 1.2.

1. Sejam p, v ∈ Rn
1 . A reta parametrizada por α(s) = p+sv, s ∈ R, tem vetor tangente

α′(s) = v. Logo, α tem o mesmo tipo causal de v.
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2. Seja β : [0, 2π) → R3
1 o ćırculo β(s) = (0, r cos s, r sin s) de raio r > 0 e cen-

tro na origem de R3
1. Seu vetor tangente é β′(s) = (0,−r sin s, r cos s) e assim

⟨β′(s), β′(s)⟩ = r2 > 0. Então, β é uma curva de tipo espaço.

3. Seja γ : R → R3
1 a curva dada por γ(s) = (bs, a cos s, a sin s), com a, b > 0. Temos

γ′(s) = (b,−a sin s, a cos s) e ⟨γ′(s), γ′(s)⟩ = a2 − b2 = (a − b)(a + b). Portanto, se

a > b, então γ é de tipo espaço; se a = b, segue que γ é de tipo luz e se a < b, γ é

de tipo tempo.

Definição 1.9. Seja γ : I → Rn
1 uma curva. Dizemos que γ é regular se γ′(t) ̸= 0, para

todo t ∈ I. Se existe t0 ∈ I tal que γ′(t0) = 0, dizemos que t0 é um ponto singular desta

parametrização.

As curvas dadas no Exemplo 1.2 são regulares.

Teorema 1.17. Seja γ : I → Rn
1 uma curva. Se γ é de tipo luz ou tempo, então γ é

regular.

Demonstração. Se γ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) é de tipo luz ou tipo tempo, então ⟨γ′(t), γ′(t)⟩ ≤

0 para todo t ∈ I, isto é,

−(x′1(t))
2 + (x′2(t))

2 + · · ·+ (x′n(t))
2 ≤ 0

e então x′1(t) ̸= 0 para todo t ∈ I, e portanto γ′(t) ̸= 0 para todo t ∈ I.

Definição 1.10. Sejam γ : I → Rn
1 uma curva e a, b ∈ I. O comprimento de arco de γ

entre a e b é definido por

Lb
a[γ] =

∫ b

a

∥γ′(t)∥ dt.

Definição 1.11. Seja γ : I → Rn
1 uma curva. Uma reparametrização de γ é uma curva

parametrizada da forma β = γ ◦h, onde h : J → I é um difeomorfismo entre os intervalos

abertos J e I. A função h é chamada mudança de parâmetro.

Definição 1.12. Uma curva γ : I → Rn
1 tem velocidade unitária se ∥γ′(t)∥ = 1 para todo

t ∈ I, e que está parametrizada pelo comprimento de arco se para todo t0 ∈ I, a função

comprimento de arco a partir de t0 é dada por s(t) = t− t0.

As definições acima, nos permitem enunciar o seguinte resultado.
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Teorema 1.18. Seja γ : I → Rn
1 uma curva regular e que não seja de tipo luz. Então,

γ admite uma reparametrização com velocidade unitária. Mas precisamente, existe um

intervalo aberto J e um difeomorfismo h : J → I tal que γ̃ = γ◦h tem velocidade unitária.

A demonstração desse Teorema é análogo ao caso de curvas no espaço euclidiano e

pode ser visto em ([1], p. 116).
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Caṕıtulo 2

O Espaço Hiperbólico

No espaço euclidiano Rn+1 munido do produto interno

⟨x, y⟩E =
n+1∑
i=1

xiyi,

em que x = (x1, . . . , xn+1) e y = (y1, . . . , yn+1), a esfera Sn é definida como o conjunto

dos pontos x ∈ Rn+1 tais que ⟨x, x⟩E = 1. Analogamente, no espaço de Minkowski Rn+1
1 ,

definimos o conjunto

Hn = {x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1
1 ; ⟨x, x⟩ = −1, x1 > 0},

o qual chamamos de espaço hiperbólico de dimensão n. Note que, por definição, Hn

contém apenas vetores tipo tempo positivos e, se n = 2, o espaço H2 é uma superf́ıcie

regular de R3
1, a qual chamamos plano hiperbólico.

Neste caṕıtulo, nosso objetivo é estudar as principais ferramentas geométricas que

serão essenciais para o último caṕıtulo deste trabalho.

2.1 Isometrias de Hn

Dizemos que uma aplicação φ : Hn → Hn é uma isometria de Hn, se φ preserva o

pseudo-produto interno (1.1), isto é, ⟨φ(x), φ(y)⟩ = ⟨x, y⟩ para todos x, y ∈ Hn.

Exemplo 2.1. A aplicação ψ1 : H2 → H2 dada por

ψ1(x, y, z) = (x, y cos θ + z sin θ, z cos θ − y sin θ), θ ∈ [0, 2π),
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é uma isometria de H2. De fato, sejam (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ H2, temos

⟨ψ1(x1, y1, z1), ψ1(x2, y2, z2)⟩ = −x1x2 + (y1 cos θ + z1 sin θ)(y2 cos θ + z2 sin θ)

+(z1 cos θ − y1 sin θ)(z2 cos θ − y2 sin θ)

= −x1x2 + y1y2 cos
2 θ + y1z2 cos θ sin θ + z1y2 cos θ sin θ

+z1z2 sin
2 θ + z1z2 cos

2 θ − z1y2 cos θ sin θ

−y1z2 cos θ sin θ + y1y2 sin
2 θ

= −x1x2 + y1y2(cos
2 θ + sin2 θ) + z1z2(cos

2 θ + sin2 θ)

= −x1x2 + y1y2 + z1z2

= ⟨(x1, y1, z1), (x2, y2, z2)⟩.

Exemplo 2.2. A aplicação ψ2 : H2 → H2 dada por

ψ2(x, y, z) =

(
λ2

2
(x− y) + λz + x,

λ2

2
(x− y) + λz + y, λ(x− y) + z

)
, λ ∈ R,

é uma isometria de H2. Com efeito, se (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ H2, então

⟨ψ2(x1, y1, z1), ψ2(x2, y2, z2)⟩ = −
(
λ2

2
(x1 − y1) + λz1 + x1

)(
λ2

2
(x2 − y2) + λz2 + x2

)
+

(
λ2

2
(x1 − y1) + λz1 + y1

)(
λ2

2
(x2 − y2) + λz2 + y2

)
+(λ(x1 − y1) + z1)(λ(x2 − y2) + z2)

= −
(
λ2

2
(x1 − y1) + λz1

)(
λ2

2
(x2 − y2) + λz2

)
−
(
λ2

2
(x1 − y1) + λz1

)
x2 −

(
λ2

2
(x2 − y2) + λz2

)
x1 − x1x2

+

(
λ2

2
(x1 − y1) + λz1

)(
λ2

2
(x2 − y2) + λz2

)
+

(
λ2

2
(x1 − y1) + λz1

)
y2 +

(
λ2

2
(x2 − y2) + λz2

)
y1 + y1y2

+λ2(x1 − y1)(x2 − y2) + λ(x1 − y1)z2 + λ(x2 − y2)z1 + z1z2

= −λ
2

2
(x1 − y1)x2 − λz1x2 −

λ2

2
(x2 − y2)x1 − λz2x1 − x1x2

+
λ2

2
(x1 − y1)y2 + λz1y2 +

λ2

2
(x2 − y2)y1 + λz2y1 + y1y2

+λ2(x1 − y1)(x2 − y2) + λ(x1 − y1)z2 + λ(x2 − y2)z1 + z1z2
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= −λ
2

2
(x1 − y1)(x2 − y2)− λ(x2 − y2)z1 −

λ2

2
(x1 − y1)(x2 − y2)

−λ(x1 − y1)z2 − x1x2 + y1y2 + λ2(x1 − y1)(x2 − y2)

+λ(x1 − y1)z2 + λ(x2 − y2)z1 + z1z2

= −x1x2 + y1y2 + z1z2

= ⟨(x1, y1, z1), (x2, y2, z2)⟩.

Exemplo 2.3. A aplicação ψ3 : H2 → H2 dada por

ψ3(x, y, z) = (x coshφ+ y sinhφ, y coshφ+ x sinhφ, z), φ ∈ R,

é uma isometria de H2. De fato, dados (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ H2, temos

⟨ψ3(x1, y1, z1), ψ3(x2, y2, z2)⟩ = −(x1 coshφ+ y1 sinhφ)(x2 coshφ+ y2 sinhφ)

+(y1 coshφ+ x1 sinhφ)(y2 coshφ+ x2 sinhφ) + z1z2

= −x1x2 cosh2 φ− x1y2 sinhφ coshφ− y1x2 sinhφ coshφ

−y1y2 sinh2 φ+ y1y2 cosh
2 φ+ y1x2 sinhφ coshφ

+x1y2 sinhφ coshφ+ x1x2 sinh
2 φ+ z1z2

= −x1x2(cosh2 φ− sinh2 φ) + y1y2(cosh
2 φ− sinh2 φ) + z1z2

= −x1x2 + y1y2 + z1z2

= ⟨(x1, y1, z1), (x2, y2, z2)⟩.

Observe que, para todo x ∈ R3, tem-se ψ1(x) =M1x, ψ2(x) =M2x e ψ3(x) =M3x, em

queM1,M2 eM3 são as matrizes do Teorema 1.16. Ou seja, ψ1, ψ2 e ψ3 são transformações

de Lorentz positivas de R3.

O próximo resultado caracteriza as isometrias de Hn.

Teorema 2.1. Toda transformação de Lorentz positiva de Rn+1 restrita a Hn é uma

isometria de Hn. Toda isometria de Hn se estende a uma única transformação de Lorentz

positiva de Rn+1.

Demonstração. Sejam ψ : Rn+1 → Rn+1 uma transformação de Lorentz positiva e φ =

ψ|Hn a restrição de ψ a Hn. Notemos que φ leva vetores de Hn em vetores de Hn, pois ψ

preserva o pseudo-produto interno e assim se x ∈ Hn, então ⟨φ(x), φ(x)⟩ = ⟨x, x⟩ = −1,

ou seja, φ(x) ∈ Hn. Dáı, segue direto que ⟨φ(x), φ(y)⟩ = ⟨x, y⟩ para todo x, y ∈ Hn.
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Agora, consideramos φ : Hn → Hn uma isometria. Vamos mostrar que existe uma

única transformação de Lorentz positiva ψ : Rn+1 → Rn+1, tal que φ = ψ|Hn . De fato,

seja {e1, . . . , en+1} a base canônica de Rn+1. Suponhamos inicialmente que φ(e1) = e1.

Usando a notação φ1, . . . , φn+1 para as coordenadas de φ, segue que

φ1(x) = −⟨φ(x), e1⟩ = −⟨φ(x), φ(e1)⟩ = −⟨x, e1⟩ = x1,

em que x1 é a primeira coordenada de x. Assim, φ(x) = (x1, φ2(x), . . . , φn+1(x)).

Seja p : Hn → Rn definida por p(x) = x. Notemos que p é uma bijeção. De fato, se

p(x) = p(y) para x, y ∈ Hn, então x = y, ou seja, xi = yi, para todo 2 ≤ i ≤ n + 1.

Como x, y ∈ H2, ou seja, ⟨x, x⟩ = ⟨y, y⟩ = −1, segue que x21 = y21 ou, equivalentemente,

x1 = |y1|, mas x1 > 0 e y1 > 0 e portanto x1 = y1. Assim, p é injetiva. Agora, seja

u = (u1, . . . , un) ∈ Rn. Notemos que v = (v1, u1, . . . , un) com v1 =
√

1 + u21 + · · ·+ u2n

pertence a Hn e p(v) = u.

Usando φ e p, definimos uma função φ : Rn → Rn por φ(u) = p ◦ φ ◦ p−1(u). Disso,

segue que para todo x ∈ Hn

φ(x) = p ◦ φ ◦ p−1(x) = p ◦ φ(x) = φ(x).

Combinando a última igualdade com a equação (1.3) e o fato de φ ser uma isometria,

obtemos

−x1y1 + φ(x) · φ(y) = −x1y1 + x · y

φ(x) · φ(y) = x · y

φ(x) · φ(y) = x · y.

Dáı, φ é uma transformação ortogonal. Assim, existe uma matriz ortogonal A tal que

Au = φ(u) para todo u ∈ Rn. Seja

Â =


1 0 · · · 0

0
... A

0

 .

Observamos que Â é lorentziana positiva e Âx = φ(x) para todo x ∈ Hn, pois as colunas

de A formam uma base ortonormal de Rn. Além disso, se x ∈ Rn+1 é um vetor tipo tempo
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positivo, a primeira coordenada de Âx é a primeira coordenada de x, que é positiva, logo

Â é uma matriz lorentziana positiva. Sendo Ax = φ(x), para todo x ∈ Hn, então

Âx = (x1, φ2(p
−1(x)), . . . , φn+1(p

−1(x)))

= (x1, φ2(x), . . . , φn+1(x))

= φ(x).

Dáı, conclúımos que, se φ : Hn → Hn é uma isometria de Hn tal que φ(e1) = e1, então

existe uma transformação de Lorentz positiva de Rn+1 que estende φ.

Para o caso geral, procedemos da seguinte forma. Suponhamos que φ seja uma isome-

tria arbitrária de Hn. Sejam e1 e φ(e1) vetores tipo tempo positivos. Pela Proposição 1.13,

existe B ∈ PO1(n+1,R), tal que Bφ(e1) = e1. Assim, do caso anterior, existe uma trans-

formação lorentziana positiva ψ : Rn+1 → Rn+1, tal que ψ(x) = Bφ(x) para todo x ∈ Hn.

Usando os Corolários 1.11 e 1.12, mostra-se que B−1ψ é uma transformação lorentziana

positiva de Rn+1. Logo, B−1ψ estende φ. Para provar a unicidade, consideramos Φ e Ψ

transformações de lorentz positivas do Rn+1 que estendem φ, isto é, Φ(x) = φ(x) = Ψ(x)

para todo x ∈ Hn. Considerando {e1, . . . , en+1} a base canônica de Rn+1, notemos que os

vetores e1 e
√
2e1 + ej, j = 2, . . . , n+ 1, pertencem a Hn, pois ⟨e1, e1⟩ = −1 e

〈√
2e1 + ej,

√
2e1 + ej

〉
= 2⟨e1, e1⟩+ 2

√
2⟨e1, ej⟩+ ⟨ej, ej⟩ = −1.

Assim, Φ(e1) = Ψ(e1) e Φ(
√
2e1 + ej) = Ψ(

√
2e1 + ej), j = 2, . . . , n + 1 e então da

linearidade de Φ e Ψ segue que Φ(ei) = Ψ(ei) para todo i = 1, . . . , n + 1. Portanto, é

única a transformação de Lorentz positiva que estende φ.

2.2 Curvas Parametrizadas em H2

Nesta seção, apresentamos algumas definições e resultados básicos sobre curvas no

espaço hiperbólico bidimensional que serão utilizados no Caṕıtulo 3.

Definição 2.1. Uma curva parametrizada regular em H2 é uma aplicação suave γ : I →

H2, em que I é um intervalo de R, tal que γ′(s) ̸= 0 para todo s ∈ I.

É importante observar que ⟨γ′(s), γ(s)⟩ = 0 para todo s ∈ I, pois γ(s) ∈ H2. Assim,

γ(s) e γ′(s) são vetores pseudo-ortogonais. Além disso, sendo γ(s) um vetor tipo tempo,

44



segue da Proposição 1.1 que γ′(s) é de tipo espaço e então, da Definição 1.8, γ é uma

curva tipo espaço.

Exemplo 2.4. A aplicação γ : R → H2 dada por γ(s) = (cosh s, sinh s, 0) é uma curva

parametrizada regular em H2, pois

⟨γ(s), γ(s)⟩ = − cosh2 s+ sinh2 s = −1

e γ′(s) = (sinh s, cosh s, 0) ̸= (0, 0, 0) para todo s ∈ R. Além disso, γ está parametrizada

pelo comprimento de arco, pois ⟨γ′(s), γ′(s)⟩ = − sinh2 s+ cosh2 s = 1 para todo s ∈ R.

No que segue, denotamos γ′(s) por t(s) e consideramos γ : I → H2 uma curva para-

metrizada pelo comprimento de arco s, isto é, ⟨t(s), t(s)⟩ = 1 para todo s ∈ I.

O vetor normal à γ em s ∈ I é definido por n(s) = γ(s) × t(s). Assim, n(s) é

pseudo-ortogonal a γ(s) e t(s). Além disso, ⟨n(s), n(s)⟩ = 1, pois, do item 4 do Teorema

1.4,

⟨n(s), n(s)⟩ = ⟨γ(s)× t(s), γ(s)× t(s)⟩

=

∣∣∣∣∣∣ ⟨γ(s), t(s)⟩ ⟨γ(s), γ(s)⟩

⟨t(s), t(s)⟩ ⟨t(s), γ(s)⟩

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ 0 −1

1 0

∣∣∣∣∣∣
= 1.

Dessa forma, {γ(s), t(s), n(s)} é uma base pseudo-ortonormal de R3
1 ao longo de γ, pois

γ(s) é de tipo tempo e, pelo Corolário 1.2, os vetores t(s) e n(s) são de tipo espaço, para

todo s ∈ I.

2.2.1 O Triedro de Darboux-Ribaucour

Nosso objetivo adiante é determinar as equações de Darboux-Ribaucour de γ(s) asso-

ciadas à base pseudo-ortonormal {γ(s), t(s), n(s)}, a qual chamamos triedro de Darboux-

Ribaucour da curva γ. Essas equações nos possibilitam mostrar o Teorema Fundamental

de Curvas em H2. Para isso, começamos com a seguinte definição.

Definição 2.2. A curvatura geodésica de γ em s ∈ I é a função kg : I → R dada por

kg(s) = ⟨t′(s), n(s)⟩.
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Notemos que, a curvatura geodésica kg(s) é a componente de t′(s) na direção de n(s).

Exemplo 2.5. A curva γ(s) = (cosh s, sinh s, 0), do Exemplo 2.4, é uma geodésica de H2.

De fato, seu vetor tangente é t(s) = (sinh s, cosh s, 0) e assim, t′(s) = (cosh s, sinh s, 0). O

vetor normal a γ(s) é dado por

n(s) = γ(s)× t(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−e1 e2 e3

cosh s sinh s 0

sinh s cosh s 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (0, 0, 1).

Então,

kg(s) = ⟨t′(s), n(s)⟩ = ⟨(cosh s, sinh s, 0), (0, 0, 1)⟩ = 0.

Portanto, γ é geodésica.

Exemplo 2.6. A curva β(s) = (cosh s, cos θ sinh s,− sin θ sinh s), θ ∈ [0, 2π), é uma

geodésica de H2. De fato, notemos que β = R ◦ γ, em que R é a rotação de um ângulo θ

em torno da reta gerada pelo vetor (1, 0, 0), isto é,

R =


1 0 0

0 cos θ sin θ

0 − sin θ cos θ


e γ(s) = (cosh s, sinh s, 0) é a geodésica do exemplo anterior. Como R é uma isometria

de H2 e a curvatura geodésica é invariante por isometrias, então β é uma geodésica.

Observemos que, para cada p ∈ H2, o espaço tangente a H2 no ponto p, denotado por

TpH2, é o conjunto

TpH2 = {v ∈ R3
1 ; ⟨p, v⟩ = 0}. (2.1)

De fato, se v ∈ TpH2, então existe uma curva α : (−ε, ε) → H2 tal que α(0) = p

e α′(0) = v. Como α(s) ∈ H2, para todo s ∈ (−ε, ε), segue que ⟨α(s), α′(s)⟩ = 0.

Para s = 0, temos ⟨α(0), α′(0)⟩ = 0, ou seja, ⟨p, v⟩ = 0. Agora, seja v ∈ R3
1 \ {0} tal

que ⟨p, v⟩ = 0. Do Corolário 1.2, v é tipo espaço, e então ⟨v, v⟩ > 0. Defina a curva

α : (−ε, ε) → H2 por α(s) =
(
cosh(as)

)
p+
(
sinh(as)

)
v̄, em que a = ||v|| e v̄ =

v

a
. Temos
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α′(s) =
(
sinh(as)

)
ap+

(
cosh(as)

)
v e α(s) ∈ H2 para todo s ∈ (−ε, ε), pois

⟨α(s), α(s)⟩ =
〈(

cosh(as)
)
p+

(
sinh(as)

)
v̄,
(
cosh(as)

)
p+

(
sinh(as)

)
v̄
〉

= cosh2(as)⟨p, p⟩+ 2 cosh(as) sinh(as)⟨p, v̄⟩+ sinh2(as)⟨v̄, v̄⟩

= − cosh2(as) + sinh2(as)

= −1.

Uma vez que α(0) = p e α′(0) = v, segue que v ∈ TpH2 e assim (2.1) está provada. Como

consequência, t(s) e n(s) pertencem a Tγ(s)H2 para todo s ∈ I.

Escrevendo t′(s) e n′(s) em termos da base {γ(s), t(s), n(s)}, obtemos t′(s) = −⟨t′(s), γ(s)⟩γ(s) + ⟨t′(s), t(s)⟩t(s) + ⟨t′(s), n(s)⟩n(s)

n′(s) = −⟨n′(s), γ(s)⟩γ(s) + ⟨n′(s), t(s)⟩t(s) + ⟨n′(s), n(s)⟩n(s).

Sabendo que γ(s) e t(s) são pseudo-ortogonais e que t(s) e n(s) são unitários, temos

que ⟨t′(s), γ(s)⟩ = −⟨t(s), t(s)⟩ = −1, ⟨t′(s), t(s)⟩ = 0 e ⟨n′(s), n(s)⟩ = 0. Da igualdade

⟨n(s), γ(s)⟩ = 0, segue que ⟨n′(s), γ(s)⟩ = −⟨n(s), t(s)⟩ = 0. Por fim, como ⟨t(s), n(s)⟩ =

0, obtemos kg(s) = ⟨t′(s), n(s)⟩ = −⟨t(s), n′(s)⟩.

Assim, as equações de Darboux-Ribaucour de γ(s) são
γ′(s) = t(s)

t′(s) = γ(s) + kg(s)n(s)

n′(s) = −kg(s)t(s).

(2.2)

No plano euclidiano R2, uma curva regular é determinada, a menos de isometrias, por

sua função curvatura. No espaço hiperbólico, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.2 (Fundamental das Curvas em H2). Dada uma função diferenciável k : I →

R, existe uma curva parametrizada regular X : I → H2, tal que s é o comprimento de arco,

e k é a curvatura geodésica de X. Além disso, qualquer outra curva X̃ satisfazendo as

mesmas condições difere de X por uma isometria de H2, isto é, existe uma transformação

de Lorentz positiva A ∈ O1(3,R), tal que X̃(s) = AX(s).

Demonstração. Sejam X(s) = (x1(s), x2(s), x3(s)), T (s) = (t1(s), t2(s), t3(s)) e N(s) =
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(n1(s), n2(s), n3(s)). Consideremos o seguinte sistema de equações diferenciais em I ×R9


x′j(s) = tj(s)

t′j(s) = k(s)nj(s) + xj(s)

n′
j(s) = −k(s)tj(s)

(2.3)

com j = 1, 2, 3.

Pelo Teorema de Existência e Unicidade de soluções para equações diferenciais or-

dinárias, dadas condições iniciais {X0, T0, N0} e s0 ∈ I, existe uma famı́lia de soluções

{X(s), T (s), N(s)}, s ∈ I, satisfazendo X(s0) = X0, T (s0) = T0 e N(s0) = N0.

Afirmamos que a famı́lia {X(s), T (s), N(s)} permanece pseudo-ortonormal para todo

s ∈ I. De fato, de (2.3), obtemos

⟨X,T ⟩′ = k⟨X,N⟩+ ⟨X,X⟩+ ⟨T, T ⟩

⟨X,N⟩′ = −k⟨X,T ⟩+ ⟨T,N⟩

⟨T,N⟩′ = k⟨N,N⟩+ ⟨X,N⟩ − k⟨T, T ⟩

⟨X,X⟩′ = 2⟨X,T ⟩

⟨T, T ⟩′ = 2k⟨T,N⟩+ 2⟨X,T ⟩

⟨N,N⟩′ = −2k⟨T,N⟩.

(2.4)

Verifica-se facilmente que

⟨X,T ⟩ = 0, ⟨X,N⟩ = 0, ⟨T,N⟩ = 0, ⟨X,X⟩ = −1, ⟨T, T ⟩ = 1, e ⟨N,N⟩ = 1

é solução do o sistema (2.4) com condições iniciais 0, 0, 0,−1, 1, 1 e, por unicidade, a

famı́lia {X(s), T (s), N(s)} é pseudo-ortonormal para todo s ∈ I.

Por (2.2), temos que X ′ = T e T ′ = X + kN , logo

⟨T ′, N⟩ = ⟨X + kN,N⟩ = ⟨X,N⟩+ ⟨kN,N⟩ = k

e, então, k é a curvatura geodésica de X.

Agora, afirmamos que X é a única curva, a menos de isometria, cuja curvatura

geodésica é k. Sejam X̃ : I → H2 uma curva com curvatura k̃(s) = k(s), para todo

s ∈ I, e {X̃0, T̃0, Ñ0} o triedro de Darboux-Ribaucour de X̃ em s0 ∈ I. Existe uma
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transformação de Lorentz positiva A ∈ PO(3,R) que leva a base {X0, T0, N0} na base

{X̃0, T̃0, Ñ0}. Temos

⟨AT̃ ′, AÑ⟩ = ⟨T̃ ′, Ñ⟩ = k,

isto é, a curva AX tem curvatura k. Além disso, satisfaz as condições iniciais AX0 = X̃0,

AT0 = T̃0 e AN0 = Ñ0 em s0 ∈ I. Pela unicidade, segue que X̃ = AX.
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Caṕıtulo 3

Solitons do Fluxo de Curvatura no

Plano Hiperbólico

Este caṕıtulo é dedicado ao estudo do fluxo de curvatura no plano hiperbólico e suas

soluções autossimilares, isto é, soluções que evoluem por isometrias de H2, chamadas

solitons. Mais especificamente, apresentaremos os principais resultados do artigo “Soliton

solutions to the curve shortening flow on the 2-dimensional hyperbolic space”de da Silva

e Tenenblat [2].

3.1 Fluxo de curvatura em H2

Seja X : I ⊂ R → H2 ⊂ R3
1 uma curva regular parametrizada pelo comprimento de

arco s. Denotamos por T (s) = X ′(s) o campo de vetores tangentes, N(s) = X(s)× T (s)

o campo de vetores normais unitários e k(s) = ⟨T ′(s), N(s)⟩ a curvatura geodésica de X.

Uma famı́lia a um parâmetro de curvas X̂ : I × J → H2, em que J é um intervalo de R,

é chamada fluxo de curvatura com condição inicial X, se
〈
∂

∂t
X̂(s, t), N̂(s, t)

〉
= k̂(s, t)

X̂(s, 0) = X(s)

(3.1)

em que ⟨ , ⟩ é o pseudo-produto interno definido no Caṕıtulo 1, k̂(s, t) é a curvatura

geodésica de X̂(s, t), e N̂(s, t) é o campo de vetores normal unitário a X̂(s, t).

Definição 3.1. Seja X̂ : I × J → H2 ⊂ R3
1 uma solução para o fluxo de curvatura (3.1)
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em H2, com condição inicial X : I → H2. Dizemos que X é um soliton para o fluxo de

curvatura, se existe uma famı́lia a 1-parâmetro de isometrias, M(t) : H2 → H2, tal que

M(0) = Id e

X̂(s, t) =M(t)X(s) (3.2)

para todo t ∈ J , em que Id é a aplicação identidade de H2.

De (3.2), temos que os campos de vetores tangente e normal a X̂(s, t) para cada t ∈ J

são dados, respectivamente, por T̂ (s, t) = M(t)T (s) e N̂(s, t) = M(t)N(s). Além disso,

uma vez que a curvatura geodésica é invariante por isometrias, temos que k̂(s, t) = k(s)

para todo (s, t) ∈ I × J .

Observemos que, se escrevermosX(s) = (x1(s), x2(s), x3(s)), T (s) = (t1(s), t2(s), t3(s))

e N(s) = (n1(s), n2(s), n3(s)), então, do Teorema 1.4 (item 4), T (s) = −X(s) × N(s) e,

consequentemente,

T (s) = (x2(s)n3(s)− x3(s)n2(s), x1(s)n3(s)− x3(s)n1(s), x2(s)n1(s)− x1(s)n2(s)).

O primeiro resultado principal estabelece uma condição necessária e suficiente para

uma curva parametrizada pelo comprimento de arco ser um soliton do fluxo de curvatura.

Teorema 3.1. Seja X : I → H2 uma curva regular parametrizada pelo comprimento de

arco. Então, X(s) é um soliton para o fluxo de curvatura se, e somente se, existe um

vetor v ∈ R3
1 \ {0}, tal que

k(s) = ⟨T (s), v⟩, (3.3)

em que T (s) é o campo de vetores tangentes unitários e k(s) é a curvatura goedésica de

X(s).

Demonstração. Seja X : I → H2 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s.

Se X é um soliton do fluxo de curvatura, então X̂(s, t) = M(t)X(s) é uma solução de

(3.1), em que M(t) é uma famı́lia de isometrias de H2 tal que M(0) = Id. Derivando

X̂(s, t) em relação a t,
∂

∂t
X̂(s, t) =M ′(t)X(s).

Por (3.1),

k̂(s, t) =

〈
∂

∂t
X̂(s, t), N̂(s, t)

〉
= ⟨M ′(t)X(s),M(t)N(s)⟩.
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Logo, para t = 0,

k(s) = ⟨M ′(0)X(s), N(s)⟩.

ComoM ′(0) é um elemento da álgebra de Lie o1(3), existem constantes cj ∈ R, 1 ≤ j ≤ 3,

tais que M ′(0) = c1A1 + c2A2 + c3A3, em que

A1 =


0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 , A2 =


0 0 1

0 0 0

1 0 0

 e A3 =


0 1 0

1 0 0

0 0 0


formam uma base de o1(3). Para o que segue, escrevemos X(s) = (x1(s), x2(s), x3(s)) e

N(s) = (n1(s), n2(s), n3(s)). Assim,

M ′(0)X(s) =


0 c3 c2

c3 0 c1

c2 −c1 0




x1(s)

x2(s)

x3(s)

 =


c3x2(s) + c2x3(s)

c3x1(s) + c1x3(s)

c2x1(s)− c1x2(s)

 .

Sendo X(s)×N(s) = −T (s), obtemos

⟨M ′(0)X(s), N(s)⟩ = −(c3x2 + c2x3)n1 + (c3x1 + c1x3)n2 + (c2x1 − c1x2)n3

= −(x2n3 − x3n2)c1 + (x1n3 − x3n1)c2 − (x2n1 − x1n2)c3

= ⟨−X(s)×N(s), (c1, c2,−c3)⟩

= ⟨T (s), (c1, c2,−c3)⟩.

Assim, fazendo v = (c1, c2,−c3), concluimos que

k(s) = ⟨T (s), v⟩.

Reciprocamente, seja X : I → H2 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

s tal que sua curvatura geodésica satisfaz k(s) = ⟨T (s), v⟩ para algum vetor v ∈ R3
1 \ {0}.

Do Teorema 1.16, existe uma matriz Q ∈ O1(3,R), tal que A = QMiQ
−1 ∈ PO+

1 (3,R),

1 ≤ i ≤ 3, fixa a reta gerada por v. Para cada tipo causal de v, definimos a evolução
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X̂(s, t) = Ai(t)X(s), em que Ai(t) = QMi(t)Q
−1 e

M1(t) =


1 0 0

0 cos (φ1(t)) sin (φ1(t))

0 − sin (φ1(t)) cos (φ1(t))

 ,

M2(t) =


1 +

(φ2(t))
2

2
−(φ2(t))

2

2
φ2(t)

(φ2(t))
2

2
1− (φ2(t))

2

2
φ2(t)

φ2(t) −φ2(t) 1

 ,

M3(t) =


cosh (φ3(t)) sinh (φ3(t)) 0

sinh (φ3(t)) cosh (φ3(t)) 0

0 0 1


são famı́lias de isometrias que fixam o vetor v para cada tipo causal, e φi(t) satisfaz

φi(0) = 0 para cada i = 1, 2, 3. Isto implica que T̂ (s, t) = Ai(t)T (s) e N̂(s, t) = Ai(t)N(s).

Assim, obtemos〈
∂

∂t
X̂(s, t), N̂(s, t)

〉
=

〈
A′

i(t)X(s), Ai(t)N(s)
〉

=
〈
QM ′

i(t)Q
−1X(s), QMi(t)Q

−1N(s)
〉

=
(
QM ′

i(t)Q
−1X(s)

)⊤
GQMi(t)Q

−1N(s)

= (X(s))⊤(Q−1)⊤(M ′
i(t))

⊤Q⊤GQMi(t)Q
−1N(s)

= (X(s))⊤(Q−1)⊤(M ′
i(t))

⊤GMi(t)Q
−1N(s).

Agora, analisamos os três casos do tipo causal de v. Em todos os casos, por simplici-

dade, escrevemos X(s) = (x1, x2, x3), N(s) = (n1, n2, n3) e φi(t) = φi, i = 1, 2, 3.

(i) Se v é tipo tempo, seja A1(t) = QM1(t)Q
−1, com φ1(t) = ∥v∥t, se detQ = 1, ou

φ1(t) = −∥v∥t, se detQ = −1. Dessa forma,

(M ′
1(t))

⊤GM1(t) = φ′
1


0 0 0

0 − sinφ1 − cosφ1

0 cosφ1 − sinφ1




−1 0 0

0 1 0

0 0 1




−1 0 0

0 cosφ1 sinφ1

0 − sinφ1 cosφ1


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= φ′
1


0 0 0

0 − sinφ1 − cosφ1

0 cosφ1 − sinφ1




1 0 0

0 cosφ1 sinφ1

0 − sinφ1 cosφ1



= φ′
1


0 0 0

0 0 −1

0 1 0


= φ′

1(M
′
1(0))

⊤G.

Do Teorema 1.16, Q é uma matriz lorentziana que satisfaz Qe1 = ṽ, em que ṽ = v/∥v∥ e

e1 = (1, 0, 0). Dessa forma, escrevendo

Q =


v1 u1 w1

v2 u2 w2

v3 u3 w3

 ,

temos ṽ = (v1, v2, v3). Logo

(Q−1)⊤(M ′
1(0))

⊤GQ−1 =


v1 −u1 −w1

−v2 u2 w2

−v3 u3 w3




0 0 0

0 0 −1

0 1 0




v1 −v2 −v3
−u1 u2 u3

−w1 w2 w3



=


0 −w1 u1

0 w2 −u2
0 w3 −u3




v1 −v2 −v3
−u1 u2 u3

−w1 w2 w3



=


0 u1w2 − u2w1 u1w3 − u3w1

−(u1w2 − u2w1) 0 −(u2w3 − u3w2)

−(u1w3 − u3w1) u2w3 − u3w2 0

 .

Fazendo

Q11 =

 u2 w2

u3 w3

 , Q21 =

 u1 w1

u3 w3

 e Q31 =

 u1 w1

u2 w2

 ,

segue de (1.11) que detQ11 = ±v1, detQ21 = ±v2 e − detQ31 = ±v3, pois detQ = ±1.
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Logo,

(Q−1)⊤(M ′
1(0))

⊤GQ−1 = ±


0 −v3 v2

v3 0 −v1
−v2 v1 0

 .

Consequentemente,

(X(s))⊤(Q−1)⊤(M ′
1(0))

⊤GQ−1N(s) = ±(x1 x2 x3)


0 −v3 v2

v3 0 −v1
−v2 v1 0




n1

n2

n3



= ±
(
x2v3 − x3v2 x3v1 − x1v3 x1v2 − x2v1

)


n1

n2

n3


= ±[(x2v3 − x3v2)n1 + (x3v1 − x1v3)n2 + (x1v2 − x2v1)n3]

= ±[−(x2n3 − x3n2)v1 + (x1n3 − x3n1)v2 + (x2n1 − x1n2)v3]

= ±⟨(x2n3 − x3n2, x1n3 − x3n1, x2n1 − x1n2), (v1, v2, v3)⟩

= ±⟨T (s), ṽ⟩.

Portanto, 〈
∂

∂t
X̂(s, t), N̂(s, t)

〉
= (X(s))⊤(Q−1)⊤(M ′

1(t))
⊤GM1(t)Q

−1N(s)

= (X(s))⊤(Q−1)⊤φ′
1(t)(M

′
1(0))

⊤GQ−1N(s)

= φ′
1(t)(X(s))⊤(Q−1)⊤(M ′

1(0))
⊤GQ−1N(s)

= ±φ′
1(t)⟨T (s), ṽ⟩

= ∥v∥⟨T (s), ṽ⟩

= ⟨T (s), v⟩

= k(s).

(ii) Se v = (v1, v2, v3) é tipo luz, seja A2(t) = QM2(t)Q
−1, com φ2(t) = v1t. Assim,

(M ′
2(t))

⊤GM2(t) = φ′
2


φ2 φ2 1

−φ2 −φ2 −1

1 1 0




−1 0 0

0 1 0

0 0 1




1 +
φ2
2

2
−φ

2
2

2
φ2

φ2
2

2
1− φ2

2

2
φ2

φ2 −φ2 1


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= φ′
2


φ2 φ2 1

−φ2 −φ2 −1

1 1 0




−1− φ2
2

2

φ2
2

2
−φ2

φ2
2

2
1− φ2

2

2
φ2

φ2 −φ2 1



= φ′
2


0 0 1

0 0 −1

−1 1 0


= φ′

2(M
′
2(0))

⊤G.

Agora, seja ṽ = (1, a, b), com a =
v2
v1

e b =
v3
v1
. Do Teorema 1.16, Q é uma matriz

lorentziana da forma

Q =


1 0 0

0 cos θ0 − sin θ0

0 sin θ0 cos θ0

 ,

em que θ0 ∈ [0, 2π) é tal que a = cos θ0 e b = sin θ0. Assim,

(Q−1)⊤(M ′
2(0))

⊤GQ−1 =


1 0 0

0 cos θ0 − sin θ0

0 sin θ0 cos θ0




0 0 1

0 0 −1

−1 1 0




1 0 0

0 cos θ0 − sin θ0

0 sin θ0 cos θ0



=


0 0 1

sin θ0 − sin θ0 − cos θ0

− cos θ0 cos θ0 − sin θ0




1 0 0

0 cos θ0 − sin θ0

0 sin θ0 cos θ0



=


0 − sin θ0 cos θ0

sin θ0 0 −1

− cos θ0 1 0



=


0 −b a

b 0 −1

−a 1 0

 .
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Então,

(X(s))⊤(Q−1)⊤(M ′
2(0))

⊤GQ−1N(s) = (x1 x2 x3)


0 −b a

b 0 −1

−a 1 0




n1

n2

n3



=
(
x2b− x3a x3 − x1b x1a− x2

)


n1

n2

n3


= (x2b− x3a)n1 + (x3 − x1b)n2 + (x1a− x2)n3

= −(x2n3 − x3n2) + (x1n3 − x3n1)a+ (x2n1 − x1n2)b

= ⟨(x2n3 − x3n2, x1n3 − x3n1, x2n1 − x1n2), (1, a, b)⟩

= ⟨T (s), ṽ⟩.

Portanto, 〈
∂

∂t
X̂(s, t), N̂(s, t)

〉
= (X(s))⊤(Q−1)⊤(M ′

2(t))
⊤GM2(t)Q

−1N(s)

= (X(s))⊤(Q−1)⊤φ′
2(t)(M

′
2(0))

⊤GQ−1N(s)

= φ′
2(t)(X(s))⊤(Q−1)⊤(M ′

2(0))
⊤GQ−1N(s)

= φ′
2(t)⟨T (s), ṽ⟩

= v1⟨T (s), ṽ⟩

= ⟨T (s), v⟩

= k(s).

(iii) Se v é tipo espaço, seja A3(t) = QM3(t)Q
−1, com φ3(t) = −∥v∥t, se detQ = 1 ou

φ3(t) = ∥v∥t, se detQ = −1. Dessa forma,

(M ′
3(t))

⊤GM3(t) = φ′
3


sinhφ3 coshφ3 0

coshφ3 sinhφ3 0

0 0 0




−1 0 0

0 1 0

0 0 1




coshφ3 sinhφ3 0

sinhφ3 coshφ3 0

0 0 1



= φ′
3


sinhφ3 coshφ3 0

coshφ3 sinhφ3 0

0 0 0




− coshφ3 − sinhφ3 0

sinhφ3 coshφ3 0

0 0 1



57



= φ′
3


0 1 0

−1 0 0

0 0 0


= φ′

3(M
′
3(0))

⊤G.

Do Teorema 1.16, Q é uma matriz lorentziana que satisfaz Qe3 = ṽ, em que ṽ = v/∥v∥ e

e3 = (0, 0, 1). Dessa forma, escrevendo

Q =


u1 w1 v1

u2 w2 v2

u3 w3 v3

 ,

temos ṽ = (v1, v2, v3). Logo,

(Q−1)⊤(M ′
3(0))

⊤GQ−1 =


u1 −w1 −v1
−u2 w2 v2

−u3 w3 v3




0 1 0

−1 0 0

0 0 0




u1 −u2 −u3
−w1 w2 w3

−v1 v2 v3



=


w1 u1 0

−w2 −u2 0

−w3 −u3 0




u1 −u2 −u3
−w1 w2 w3

−v1 v2 v3



=


0 u1w2 − u2w1 u1w3 − u3w1

−(u1w2 − u2w1) 0 −(u2w3 − u3w2)

−(u1w3 − u3w1) u2w3 − u3w2 0

 .

Fazendo

Q13 =

 u2 w2

u3 w3

 , Q23 =

 u1 w1

u3 w3

 e Q33 =

 u1 w1

u2 w2

 ,

segue de (1.11) que − detQ13 = ±v1, − detQ23 = ±v2 e detQ33 = ±v3. Logo,

(Q−1)⊤(M ′
3(0))

⊤GQ−1 = ±


0 v3 −v2

−v3 0 v1

v2 −v1 0

 .
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Assim,

(X(s))⊤(Q−1)⊤(M ′
3(0))

⊤GQ−1N(s) = ±(x1 x2 x3)


0 v3 −v2

−v3 0 v1

v2 −v1 0




n1

n2

n3



= ±
(
x3v2 − x2v3 x1v3 − x3v1 x2v1 − x1v2

)


n1

n2

n3


= ±[(x3v2 − x2v3)n1 + (x1v3 − x3v1)n2 + (x2v1 − x1v2)n3]

= ±[−(x3n2 − x2n3)v1 + (x3n1 − x1n3)v2 + (x1n2 − x2n1)v3]

= ±⟨(x3n2 − x2n3, x3n1 − x1n3, x1n2 − x2n1), (v1, v2, v3)⟩

= ±⟨−T (s), ṽ⟩.

Portanto, 〈
∂

∂t
X̂(s, t), N̂(s, t)

〉
= (X(s))⊤(Q−1)⊤(M ′

3(t))
⊤GM3(t)Q

−1N(s)

= (X(s))⊤(Q−1)⊤φ′
3(t)(M

′
3(0))

⊤GQ−1N(s)

= φ′
3(t)(X(s))⊤(Q−1)⊤(M ′

3(0))
⊤GQ−1N(s)

= ±φ′
3(t)⟨−T (s), ṽ⟩

= ∥v∥⟨T (s), ṽ⟩

= ⟨T (s), v⟩

= k(s).

Do Teorema 3.1, o estudo dos solitons do fluxo de curvatura no plano hiperbólico se

reduz a descrever as curvas X : I → H2 regulares parametrizadas pelo comprimento de

arco que satisfazem a equação (3.3) para algum vetor não nulo do espaço de Minkowski.

Como as isometrias do plano hiperbólico satisfazendo Ai = QMiQ
−1, com i = 1, 2, 3,

implicam que a matriz Ai é semelhante à matriz Mi, podemos considerar, sem perda de

generalidade, que v = aei, em que a > 0, e1 = (−1, 0, 0) se v é tipo tempo, e2 = (−1, 1, 0)

se v é tipo luz e e3 = (0, 0, 1) se v é tipo espaço. Dessa forma, estudamos as curvas em

H2 cuja curvatura geodésica satisfaz k(s) = ⟨T (s), aei⟩.
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Proposição 3.2. Seja X : I → H2 uma curva regular parametrizada pelo comprimento

de arco s. Considere os vetores

e1 = (−1, 0, 0), e2 = (−1, 1, 0), e3 = (0, 0, 1). (3.4)

Para cada i ∈ {1, 2, 3}, defina as funções

αi(s) = ⟨X(s), ei⟩, τi(s) = ⟨T (s), ei⟩, ηi(s) = ⟨N(s), ei⟩,

em que T e N são os campos de vetores tangente e normal a X, respectivamente. Para

a > 0 fixo, tem-se que a igualdade

ki(s) = aτi(s) ∀s ∈ I

é válida se, e somente se, as funções αi(s), τi(s) e ηi(s) satisfazem o sistema
α′
i(s) = τi(s),

τ ′i(s) = aτi(s)ηi(s) + αi(s),

η′i(s) = −aτ 2i (s),

(3.5)

com condição inicial (αi(0), τi(0), ηi(0)), tal que

− α2
i (0) + τ 2i (0) + η2i (0) =


−1, se i = 1,

0, se i = 2,

1, se i = 3.

(3.6)

No caso afirmativo, −α2
i (s) + τ 2i (s) + η2i (s) satisfaz (3.6) para todo s ∈ I, e ηi(s) é uma

função decrescente.

Demonstração. Sejam X : I → H2 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

s, T (s) e N(s) seus campos de vetores tangente e normal, respectivamente, e k(s) sua

curvatura geodésica. O triedro {X(s), T (s), N(s)} satisfaz as equações
X ′(s) = T (s),

T ′(s) = k(s)N(s) +X(s),

N ′(s) = −k(s)T (s).
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Tomando o produto interno das equações acima com ei, obtemos
α′
i(s) = τi(s),

τ ′i(s) = k(s)ηi(s) + αi(s),

η′i(s) = −k(s)τi(s),

(3.7)

para todo s ∈ I.

Se k(s) = aτi(s), i = 1, 2, 3, com a > 0 fixo, obtemos (3.5). Além disso, observando-se

que

ei = −αi(s)X(s) + τi(s)T (s) + ηi(s)N(s), (3.8)

tem-se que ⟨ei, ei⟩ = −α2
i (s) + τ 2i (s) + η2i (s) é constante e igual ao lado direito de (3.6).

Reciprocamente, suponha que as funções αi(s), τi(s) e ηi(s) satisfazem as equações

(3.5) e (3.6) para i = 1, 2, 3. Comparando (3.5) e (3.7), temos aτi(s)ηi(s) + αi(s) = k(s)ηi(s) + αi(s),

−aτ 2i (s) = −k(s)τi(s),

isto é,  (aτi(s)− k(s))ηi(s) = 0,

(aτi(s)− k(s))τi(s) = 0.
(3.9)

Observemos que, se aτi(s) − k(s) ̸= 0 para todo s ∈ I, então τi(s) = 0 e ηi(s) = 0,

i = 1, 2, 3. Assim, de (3.8), ei = −αi(s)X(s) e então

− α2
i (s) =


−1, se i = 1,

0, se i = 2,

1, se i = 3.

(3.10)

As identidades (3.10) não ocorrem, caso contrário teŕıamos, se i = 1, X(s) = ±e1 impli-

cando T (s) = (0, 0, 0) ou se i = 2, α(s) = 0 implicando e2 = (0, 0, 0) ou se i = 3, então

α2
3(s) = −1. Portanto, k(s) = aτi(s) para todo s ∈ I e i = 1, 2, 3.

Proposição 3.3. Dada uma solução (α(s), τ(s), η(s)) para o sistema (3.5) em algum

intervalo I com a > 0 fixo e condições iniciais (α(0), τ(0), η(0)) satisfazendo −α2(0) +

τ 2(0) + η2(0) = −1 (resp. 0, 1), existe uma curva suave X : I → H2 parametrizada pelo

comprimento de arco s, tal que os campos de vetores tangente e normal T e N , de X,
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satisfazem:

α(s) = ⟨X(s), e⟩, τ(s) = ⟨T (s), e⟩, η(s) = ⟨N(s), e⟩, (3.11)

em que e = (−1, 0, 0) (resp. e = (−1, 1, 0), e = (0, 0, 1)).

Demonstração. Defina a função k(s) = aτ(s). Considere as condições iniciais X(0), T (0)

e N(0), tais que

− α(0)X(0) + τ(0)T (0) + η(0)N(0) = e, (3.12)

em que e = (−1, 0, 0) (resp. e = (−1, 1, 0), e = (0, 0, 1)). Pelo Teorema 2.2, existe,

a menos de uma isometria de H2, uma única curva X : I → H2 parametrizada pelo

comprimento de arco s, cuja curvatura geodésica é k(s). Seja f : I → R3 definida por

f(s) = −α(s)X(s) + τ(s)T (s) + η(s)N(s). (3.13)

Das equações de Darboux-Ribaucour para {X(s), T (s), N(s)} e de (3.6), temos

f ′(s) = −α′(s)X(s)− α(s)X ′(s) + τ ′(s)T (s) + τ(s)T ′(s) + η′(s)N(s) + η(s)N ′(s)

= −α′(s)X(s)− α(s)T (s) + τ ′(s)T (s) + k(s)τ(s)N(s) + τ(s)X(s) + η′(s)N(s)

−η(s)k(s)T (s)

= (τ(s)− α′(s))X(s) + (τ ′(s)− k(s)η(s)− α(s))T (s) + (η′(s) + k(s)τ(s))N(s)

= (τ(s)− α′(s))X(s) + (τ ′(s)− aτ(s)η(s)− α(s))T (s) + (η′(s) + aτ 2(s))N(s)

= (0, 0, 0).

Logo, f é uma função constante o que, juntamente com (3.12), implica que f(s) = e. As

igualdades (3.11) seguem-se desse fato e da igualdade (3.13).

A Proposição 3.2 e as equações (3.6) sugerem introduzir os três seguintes conjuntos

H = {(α, τ, η) ∈ R3;−α2 + τ 2 + η2 = −1},

C = {(α, τ, η) ∈ R3;−α2 + τ 2 + η2 = 0},

S = {(α, τ, η) ∈ R3;−α2 + τ 2 + η2 = 1}.

Sejam ψ(s) = (α(s), τ(s), η(s)) uma solução do sistema (3.5) e a > 0 fixo. A Pro-

posição 3.3 garante que existe uma curva X : I → H2 parametizada pelo comprimento

de arco, tal que k(s) = a⟨T (s), e⟩ é a curvatura geodésica de X, em que T (s) é o campo

de vetores tangente a X(s) e e = (−1, 0, 0) se ψ(0) ∈ H, e = (−1, 1, 0) se ψ(0) ∈ C, e
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e = (0, 0, 1) se ψ(0) ∈ S. Logo, pela segunda parte da Proposição 3.3,

− α2(s) + τ 2(s) + η2(s) = δ, em que δ ∈ {−1, 0, 1}, (3.14)

para todo s ∈ I, ou seja, ψ(s) pertence a um, e somente um, dos conjuntos: H, C ou S.

No que segue, escreva X(s) = (x1(s), x2(s), x3(s)). Para ψ(s) ∈ H, obtemos

α(s) = ⟨(x1(s), x2(s), x3(s)), (−1, 0, 0)⟩ = x1(s).

Uma vez que X(s) ∈ H2 para todo s ∈ I, tem-se x1(s) > 0, donde α(s) > 0 para todo

s ∈ I. Portanto, geometricamente, a função α(s) representa a altura euclidiana de X(s)

em relação ao vetor (1, 0, 0).

Se ψ(s) ∈ C,

α(s) = ⟨(x1(s), x2(s), x3(s)), (−1, 1, 0)⟩ = x1(s) + x2(s).

Como X(s) é tipo tempo, segue que x21(s) > x22(s) + x23(s). Logo, x1(s) > |x2(s)| e, por

conseguinte, x1(s) + x2(s) > 0, ou seja, α(s) > 0 para todo s ∈ I. Assim, a função
α(s)√

2
representa a altura euclidiana de X(s) em relação ao vetor (1, 1, 0). Observemos que

(0, 0, 0) satisfaz a equação (3.14), com δ = 0, porém α(s) ̸= 0. Dessa forma, (0, 0, 0) /∈ C.

Por fim, se ψ(s) ∈ S, então

α(s) = ⟨(x1(s), x2(s), x3(s)), (0, 0, 1)⟩ = x3(s).

Logo, a função |α(s)| representa a altura euclidiana de X(s) em relação ao vetor (0, 0, 1).

Da análise acima e das Proposições 3.2 e 3.3, conclúımos que o estudo dos solitons

do fluxo de curvatura no plano hiperbólico é equivalente ao estudo das soluções ψ(s) =

(α(s), τ(s), η(s)) do sistema 
α′(s) = τ(s)

τ ′(s) = aτ(s)η(s) + α(s)

η′(s) = −aτ 2(s),

(3.15)
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para cada constante a > 0 e condição inicial ψ(0) ∈ H ∪ C ∪ S ⊂ R3
1, em que

H = {(α, τ, η) ∈ R3;−α2 + τ 2 + η2 = −1, α > 0},

C = {(α, τ, η) ∈ R3 \ {0};−α2 + τ 2 + η2 = 0, α > 0},

S = {(α, τ, η) ∈ R3;−α2 + τ 2 + η2 = 1}

(3.16)

são conjuntos disjuntos e se a condição inicial ψ(0) ∈ H (resp. C, S) então a solução ψ(s)

definida no intervalo máximo I está contida em H (resp. C, S) para todo s ∈ I.

Observação 3.1. Com as definições deH, C e S, analisemos alguns casos sobre as funções

α, τ e η. Vejamos que se α é constante, então de (3.15), τ(s) = 0 e assim α(s) = 0. Logo

ψ(s) ∈ S e de (3.14), η2(s) = 1 nos dá ψ(s) = (0, 0,±1) as únicas soluções singulares de

(3.15) definidas em toda reta. Agora, se η é constante, novamente ψ(s) = (0, 0,±1). Neste

caso, seja X(s) um soliton correspondente a solução ψ(s). Como α(s) representa a altura

euclidiana do soliton X com respeito ao vetor (0, 0, 1), segue que X(s) é a interseção de H2

com o plano xy, isto é, X(s) = (cosh s, sinh s, 0) e esta curva possui curvatura geodésica

igual a zero (ver Caṕıtulo 2).

Para o caso τ constante, temos o seguinte Lema.

Lema 3.4. Seja ψ(s) = (α(s), τ(s), η(s)) uma solução não nula de (3.15) definida no

intervalo máximo I = (ω−, ω+), com condição inicial ψ(0) ∈ H ∪C ∪S, em que H, C e S

são dados em (3.16). Então τ(s) = b, s ∈ I, em que b é uma constante real se, e somente

se, b ∈ {−1, 0, 1}, I = R e ψ(s) ∈ S para todo s ∈ R. Além disso,

(i) Se b = 0, então ψ(s) = (0, 0,±1) são soluções singulares de (3.15) em S.

(ii) Se b2 = 1, então a = 1 e ψ(s) = (±s+ α(0),±1,−s± α(0)).

Demonstração. Seja τ(s) = b, em que b é uma constante. O sistema (3.15) se torna
α′(s) = b

α(s) = −abη(s)

η′(s) = −ab2.

(3.17)

Da condição inicial −α2(0) + τ 2(0) + η2(0) = δ, em que δ ∈ {−1, 0, 1}, e da segunda

equação em (3.17), segue que −a2b2η2(s) + b2 + η2(s) = δ. Logo,

η2(s)(1− a2b2) = δ − b2, (3.18)
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donde conclúımos que η2(s)(1− a2b2) é constante.

Se 1−a2b2 ̸= 0, então η é constante e assim obtemos τ(s) = 0 e α(s) = 0. Consequen-

temente, η(s) = ±1. Além disso, ψ(s) = (0, 0,±1) são soluções singulares de (3.15) em S

e definidas para todo s ∈ R.

Se 1−a2b2 = 0 e η é não constante, então ab = ±1 e de (3.18) segue que b2 = δ. Neste

caso, δ = 1, ou seja, b2 = 1. Assim, temos a = 1 e de (3.17), segue que α(s) = ∓η(s) e

α(s) = ±s+ α(0). Portanto, se τ(s) = ±1, então ψ(s) = (±s+ α(0),±1,−s∓ α(0)) são

soluções de (3.15) em S e definidas para todo s ∈ R.

Observemos que, se τ(s) é constante, o Lema 3.4 garante que as soluções ψ(s) para o

sistema (3.15) pertencem a S. Além disso, τ ∈ {−1, 0, 1}. Dessas conclusões, introduzi-

mos a seguinte definição.

Definição 3.2. Seja ψ(s) = (α(s), τ(s), η(s)) uma solução para o sistema (3.15) definida

no intervalo máximo I = (ω−, ω+) e ψ(s) ∈ H ∪ C ∪ S. Dizemos que ψ é uma solução

trivial, se τ(s) é uma função constante.

Nos próximos resultados estudamos os pontos cŕıticos da função τ e o comportamento

das funções α e η nos extremos do intervalo máximo.

Lema 3.5. Seja ψ(s) = (α(s), τ(s), η(s)) uma solução de (3.15) definida no intervalo

máximo I = (ω−, ω+) com condição inicial ψ(0) ∈ H ∪ C, em que H e C são dados em

(3.16).

(i) Se s0 é um ponto cŕıtico de α, então s0 é um ponto de mı́nimo global de α. Além

disso, existe sempre s̄ ∈ I, tal que α(s) é estritamente monótona nos intervalos

(ω−, s̄] e [s̄, ω+).

(ii) Se s0 é um ponto cŕıtico de τ , então a2τ 2(s0) > 1 e s0 é um ponto de mı́nimo (resp.

máximo) local de τ se, e somente se, τ(s0) < 0 (resp. τ(s0) > 0).

Demonstração. (i) Se s0 ∈ I é um ponto cŕıtico de α, então τ(s0) = α′(s0) = 0. De (3.15),

α′′(s) = τ ′(s) = aτ(s)η(s) + α(s),

o que implica α′′(s0) = α(s0) > 0. Logo, s0 é ponto de mı́nimo global de α, pois se s̃ ∈ I

é também um ponto cŕıtico de α, então s̃ é ponto de mı́nimo, assim existe um ponto de
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máximo s1 ∈ (s̃, s0) ⊂ I. Mas, α′′(s1) = α(s1) > 0 implica que s1 é ponto de mı́nimo, o

que é um absurdo. O caso é análogo para s̃ > s0. Portanto, α é estritamente decrescente

no intervalo (ω−, s0] e estritamente crescente no intervalo [s0, ω+).

(ii) Se s0 ∈ I é um ponto cŕıtico de τ , então τ ′(s0) = aη(s0)τ(s0) + α(s0) = 0.

Como α(s) > 0 para todo s ∈ I, segue que aη(s0)τ(s0) = −α(s0), isto é, −α2(s0) =

−a2η2(s0)τ 2(s0). Da condição inicial ψ(0) ∈ H ∪C, temos −α2(s)+ τ 2(s)+η2(s) = δ ≤ 0

para todo s ∈ I, em que δ ∈ {0,−1}. Logo

0 ≥ −a2η2(s0)τ 2(s0) + τ 2(s0) + η2(s0) = η2(s0)[1− a2τ 2(s0)] + τ 2(s0).

Como η2(s0) e τ
2(s0) são positivos, segue que a2τ 2(s0) > 1. Derivando a segunda equação

de (3.15) e aplicando em s0, obtemos

τ ′′(s0) = aτ ′(s0)η(s0) + aτ(s0)η
′(s0) + τ(s0) = τ(s0)

(
1− a2τ 2(s0)

)
,

donde conclúımos que s0 é ponto de mı́nimo (resp. máximo) local de τ se, e somente, se

τ(s0) < 0 (resp. τ(s0) > 0).

De agora em diante, usaremos o seguinte resultado de equações diferenciais que no

nosso contexto diz que, se I = (ω−, ω+) é o intervalo máximo da solução ψ(s) com

condição inicial fixada e existe p ∈ R3
1 tal que lim

s→ω+

ψ(s) = p, então ω+ = +∞ e p é uma

solução singular de (3.15). Vale um resultado análogo substituindo ω+ por ω−. A prova

deste resultado pode ser vista em ([14], p.133).

Para o caso em que não existem pontos cŕıticos para a função α, temos o seguinte

resultado. Lembramos que não existem soluções singulares de (3.15) no conjunto C.

Lema 3.6. Seja ψ(s) = (α(s), τ(s), η(s)) uma solução de (3.15) definida no intervalo

máximo I = (ω−, ω+) e condição inicial ψ(0) ∈ C, em que C é dado em (3.16).

(i) Se τ(s) > 0 em I, então α é estritamente crescente em I, τ(s) é limitada e tem

no máximo um ponto cŕıtico em I. Além disso, ω− = −∞, lim
s→−∞

ψ(s) = (0, 0, 0) e

lim
s→ω+

−η(s) = lim
s→ω+

α(s) = +∞.

(ii) Se τ(s) < 0 em I, então α é estritamente decrescente em I, τ(s) é limitada e tem

no máximo um ponto cŕıtico em I. Além disso, ω+ = +∞, lim
s→+∞

ψ(s) = (0, 0, 0) e

lim
s→ω−

η(s) = lim
s→ω−

α(s) = +∞.
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Demonstração. (i) Se τ(s) > 0, segue da primeira equação em (3.15) que α′(s) > 0 para

todo s ∈ I, logo α é estritamente crescente em I. Afirmamos que α é ilimitada em I.

Suponhamos que α é limitada em I. Segue da condição inicial α2(s) = τ 2(s) + η2(s) que

τ(s) ≤ α(s) e |η(s)| ≤ α(s) para todo s ∈ I. Logo, as funções τ e η também são limitadas

em I. Dáı, ω+ = +∞ e existe p ∈ R3
1 tal que lim

s→+∞
ψ(s) = p é solução singular de (3.15).

Da igualdade −α2(s) + τ 2(s) + η2(s) = 0, segue que p ∈ C, o que contradiz o Lema 3.4.

Agora, vamos mostrar que τ é limitada. Suponhamos que τ é ilimitada em I. Nesse

caso, existe s̄ ∈ I tal que aτ(s) > 2 para todo s > s̄. Como τ(s) > 0 em I, segue que

aτ 2(s) > 2τ(s) para s > s̄. Usando (3.15),

2α(s)− 2α(s̄) =

∫ s

s̄

2τ(u) du <

∫ s

s̄

aτ 2(u) du = η(s̄)− η(s).

Assim, α(s) < 2α(s̄)+ η(s̄) < 3α(s̄) para s > s̄. Isto significa que α é limitada, o que não

ocorre. Logo, τ é limitada em I. Agora, note que, pelo Lema 3.5, se s0 ∈ I é ponto cŕıtico

de τ , então é um ponto de máximo local. Além disso, s0 é único com essa caracteŕıstica.

De fato, se existe s1 ∈ I, com s1 > s0, que também é ponto de máximo de τ , então existiria

s2 ∈ (s0, s1) ⊂ I, tal que τ(s2) < 0, uma contradição. O caso é análogo se s1 < s0. Dáı,

conclúımos que τ tem no máximo um ponto cŕıtico em I.

Para completar a prova do item (i), notemos que dado s̄ ∈ I, α é limitada em (ω−, s̄),

pois 0 < α(s) < α(s̄) para todo s ∈ (ω−, s̄) e como τ(s) ≤ α(s) e |η(s)| ≤ α(s) para

todo s ∈ I, τ e η também são limitadas em (ω−, s̄). Dáı, como I = (ω−, ω+) é o inter-

valo máximo, ω− = −∞. Agora, como α é estritamente crescente e positiva, segue que

lim
s→−∞

α(s) = 0 e, pelo Teorema do Confronto ([9], p.198), lim
s→−∞

τ(s) = lim
s→−∞

η(s) = 0.

Assim, lim
s→−∞

ψ(s) = (0, 0, 0). Além disso, sendo η ser decrescente, temos que η(s) < 0

para todo s ∈ I.

Por fim, afirmamos que η é ilimitada em I. De fato, suponhamos que η seja limitada.

Então, pela identidade α2(s) = τ 2(s) + η2(s), τ é ilimitada, pois α é ilimitada, uma

contradição. Portanto, lim
s→ω+

−η(s) = lim
s→ω+

α(s) = +∞.

(ii) Se τ(s) < 0, segue da primeira equação de (3.15) que α′(s) < 0 para todo s ∈

I. Logo, α é estritamente decrescente em I. Vamos mostrar que α é ilimitada em I.

Suponhamos que α é limitada em I, segue da condição inicial α2(s) = τ 2(s) + η2(s) que

|τ(s)| ≤ α(s) e |η(s)| ≤ α(s) para todo s ∈ I, logo as funções τ e η também são limitadas
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em I. Dáı, ω− = −∞ e existe p ∈ R3
1, tal que lim

s→+∞
ψ(s) = p é solução singular de (3.15).

Da igualdade −α2(s) + τ 2(s) + η2(s) = 0, segue que p ∈ C, o que contradiz o Lema 3.4.

Agora, vejamos que τ é limitada. Com efeito, se τ é ilimitada em I, existe s̄ ∈ I tal que

aτ(s) < −2 para todo s < s̄. Como τ(s) < 0 em I, segue que aτ 2(s) > −2τ(s) para s < s̄.

Usando (3.15),

2α(s)− 2α(s̄) = −
∫ s̄

s

2τ(u) du <

∫ s̄

s

aτ 2(u) du = η(s)− η(s̄)

e obtemos, α(s) < 2α(s̄) − η(s̄) < 3α(s̄), para s < s̄. Mas a última desigualdade não

ocorre, pois α é ilimitada. Disso, conclúımos que τ é limitada em I. A prova das últimas

afirmações do item (ii) é análoga àquela do item (i).

O Lema a seguir garante que sempre existem pontos cŕıticos para a função α no

conjunto H. Contudo, não podemos garantir a existência de pontos cŕıticos da função α

nos conjuntos C e S, apesar da solução ψ(s) ter o mesmo comportamento no conjunto

em que existem pontos cŕıticos.

Lema 3.7. Seja ψ(s) = (α(s), τ(s), η(s)) uma solução de (3.15) definida no intervalo

máximo I = (ω−, ω+) e condição inicial ψ(0) ∈ H, em que H é dado em (3.16). Então :

(i) Existe um único s0 tal que α′(s0) = τ(s0) = 0.

(ii) lim
s→ω−

α(s) = lim
s→ω+

α(s) = +∞.

(iii) lim
s→ω−

η(s) = +∞ e lim
s→ω+

η(s) = −∞.

(iv) A função τ é limitada e possui dois pontos cŕıticos.

Demonstração. (i) Suponhamos que não exista s0 ∈ I, tal que τ(s0) = 0. Assim, τ(s) > 0

ou τ(s) < 0 para todo s ∈ I. Se τ(s) > 0, então α é estritamente crescente. Para s̄ ∈ I

fixo, temos α(s) ≤ α(s̄) sempre que s < s̄. De (3.14), obtemos

τ 2(s) + η2(s) = α2(s)− 1 < α2(s) ≤ α2(s̄)

para todo s < s̄. Dessa forma, as funções α e η são monótonas e limitadas em (ω−, s̄].

Logo, existem os limites lim
s→ω−

α(s), lim
s→ω−

η(s) e, consequentemente, existe o limite lim
s→ω−

τ(s).

Assim, existe p ∈ H, tal que lim
s→ω−

ψ(s) = p, ω− = −∞ e p é uma solução singular de

(3.15). Mas, pelo Lema 3.4, p ∈ S e assim p ∈ H ∩ S, o que é um absurdo.
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Analogamente, se τ(s) < 0, então α é estritamente decrescente. Para s̄ ∈ I fixo, temos

α(s) ≤ α(s̄) sempre que s > s̄. De (3.14), obtemos

τ 2(s) + η2(s) = α2(s)− 1 < α2(s) ≤ α2(s̄)

para todo s > s̄. Dessa forma, as funções α e η são monótonas e limitadas em [s̄, ω+).

Logo, existem os limites lim
s→ω+

α(s), lim
s→ω+

η(s) e, consequentemente, existe o limite lim
s→ω+

τ(s).

Assim, existe p ∈ H tal que lim
s→ω+

ψ(s) = p, ω+ = +∞ e p é uma solução singular de (3.15).

Mas, pelo Lema 3.4, p ∈ S e assim p ∈ H ∩ S, o que é um absurdo.

Portanto, existe s0 ∈ I tal que α′(s0) = 0. Pelo item (i) do Lema 3.5, s0 é um ponto

de mı́nimo global de α, e então é o único ponto cŕıtico de α.

(ii) Se s0 ∈ I é o ponto de mı́nimo global de α, então α é monótona nos intervalos

(ω−, s0] e [s0, ω+). Suponhamos que α seja limitada em [s0, ω+). Como τ 2(s) + η2(s) =

α2(s) − 1 ≤ α2(s), segue que as funções α e η são monótonas e limitadas em [s0, ω+).

Dessa forma, lim
s→ω+

α(s) e lim
s→ω+

η(s) existem e assim lim
s→ω+

τ(s) existe. Em vista disso,

existe p ∈ H tal que lim
s→ω+

ψ(s) = p, ω+ = +∞ e p é uma solução singular de (3.15), o

que não pode ocorrer pelo Lema 3.4. Analogamente, mostra-se que α não é limitada em

(ω−, s0]. Portanto α é ilimitada em I e lim
s→ω−

α(s) = lim
s→ω+

α(s) = +∞.

(iii) Seja s0 ∈ I o ponto de mı́nimo global de α. Temos τ(s) > 0 para s > s0 e τ(s) < 0

para s < s0. Suponhamos que a função η seja limitada em (s0, ω+). Pelo item (ii) e de

(3.14), segue que τ é uma função ilimitada e positiva. Logo, existe s1 ∈ (s0, ω+), tal que

aτ(s) > 1. Então, aτ 2(s) > τ(s) para s > s1. De (3.15), temos

α(s)− α(s1) =

∫ s

s1

τ(u) du <

∫ s

s1

aτ 2(u) du = η(s1)− η(s).

Assim, α(s) < η(s1)− η(s) + α(s1) para s > s1, contradição pelo item (ii).

Agora, se η é limitada em (ω−, s0], então pelo item (ii) e (3.14), segue que τ é uma

função ilimitada e negativa em (ω−, s0]. Logo, existe s2 ∈ (ω−, s0], tal que aτ(s) < −1.

Então, −aτ 2(s) < τ(s) para todo s < s2. Novamente, de (3.15),

α(s)− α(s2) = −
∫ s2

s

τ(u) du <

∫ s2

s

aτ 2(u) du = η(s)− η(s2),

ou seja, α(s) < η(s)− η(s2) + α(s2) para s < s2, o que contradiz o item (ii). Portanto, η
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é ilimitada em I e então lim
s→ω−

η(s) = +∞ e lim
s→ω+

η(s) = −∞.

(iv) Notemos que se τ não possui ponto cŕıtico em I, então −1 < aτ(s) < 0 em

(ω−, s0) e 0 < aτ(s) < 1 em (s0, ω+). De fato, seja s0 o ponto de mı́nimo global de α.

Como τ(s0) = 0, segue de (3.15) que τ ′(s0) = α(s0) > 0. Sendo τ ′(s) ̸= 0 para todo

s ∈ I, conclúımos que τ ′(s) = aη(s)τ(s) + α(s) > 0. Logo, τ é uma função crescente em

I, lim
s→ω−

τ(s) ̸= 0 e lim
s→ω+

τ(s) ̸= 0. Do item (iii), lim
s→ω−

η(s) = +∞ e lim
s→ω+

η(s) = −∞ e

assim existem s1 ∈ (ω−, s0) e s2 ∈ (s0, ω+) de modo que η(s) > 0 para s < s1 e η(s) < 0

para s > s2. Uma vez que τ é negativa em (ω−, s0) e positiva em (s0, ω+), segue que

−α(s) < aη(s)τ(s) < 0 para s < s1 e s > s2. Assim, −α2(s) < −a2τ 2(s)η2(s) em

I \ [s1, s2]. Dáı,

δ = −α2(s) + τ 2(s) + η2(s) < −a2τ 2(s)η2(s) + τ 2(s) + η2(s),

equivalentemente,

a2τ 2(s)η2(s) < −δ + τ 2(s) + η2(s).

Portanto,

1 < − δ

a2τ 2(s)η2(s)
+

1

a2η2(s)
+

1

a2τ 2(s)
. (3.19)

Agora, como τ é crescente, temos que τ(s) < τ(s1) < 0 para s < s1 e τ(s) > τ(s2) > 0

para s > s2. Logo,

1

τ 2(s)
< min

{
1

τ 2(s1)
,

1

τ 2(s2)

}
, para s ∈ I \ [s1, s2]

e dáı, concluimos que a função
1

τ 2(s)
é monótona e limitada nos intervalos (ω−, s1) e

(s2, ω+). Visto que lim
s→ω−

τ(s) ̸= 0 e lim
s→ω+

τ(s) ̸= 0, segue que

lim
s→ω−

1

a2τ 2(s)
e lim

s→ω+

1

aτ 2(s)

existem. Usando (3.19), obtemos

lim
s→ω−

1

a2τ 2(s)
> 1 e lim

s→ω+

1

a2τ 2(s)
> 1,
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ou seja,

lim
s→ω−

a2τ 2(s) < 1 e lim
s→ω+

a2τ 2(s) < 1. (3.20)

Do fato de τ ser crescente, a2τ 2(s) < 1 para todo s ∈ I. Logo, −1 < aτ(s) < 0 para

s ∈ (ω−, s0) e 0 < aτ(s) < 1 para s ∈ (s0, ω+). O que prova a afirmação.

Suponhamos agora que τ não possui ponto cŕıtico, e definamos as funções f(s) =

α(s) + η(s) e g(s) = α(s) − η(s), que são positivas, pois α(s) > 0 e |η(s)| < α(s).

Derivando f e g, obtemos

d

ds
(α(s)± η(s)) = τ(s)± aτ 2(s) = τ(s)

(
1± aτ(s)

)
.

Ou seja, f(s) = τ(s)
(
1 − aτ(s)

)
e g(s) = τ(s)

(
1 + aτ(s)

)
. Da afirmação anterior, segue

que 1−aτ(s) > 0 e 1+aτ(s) > 0. Então, f e g são crescentes, se τ(s) > 0, e decrescentes,

se τ(s) < 0 e

0 < f(s)g(s) = α2(s)− η2(s) = τ 2(s)− δ <
1

a2
− δ

para todo s ∈ I, em que δ ∈ {−1, 0}. Logo, as funções f e g são monótonas e limitadas

no intervalos (ω−, s0) e (s0, ω+). Desse modo, existem constantes positivas K1 e K2, tais

que  α(s) + η(s) ≤ K1

α(s)− η(s) ≤ K2

para todo s ∈ (ω−, s0) e s ∈ (s0, ω+). Consequentemente, 2α(s) ≤ K1 + K2 para todo

s ∈ (ω−, s0) e s ∈ (s0, ω+). Isto mostra que τ possui pelo menos um ponto cŕıtico em

cada intervalo (ω−, s0) e (s0, ω+). Do item (ii) do Lema 3.5, τ possui um ponto de mı́nimo

global em (ω−, s0) e um ponto de máximo global em (s0, ω+). Com isso, se s1 e s2 são

os pontos de mı́nimo e máximo global de τ , respectivamente, então τ(s1) ≤ τ(s) ≤ τ(s2)

para todo s ∈ I, isto é, a função τ é limitada.

Observação 3.2. No Lema 3.7, se substituirmos a hipótese ψ(0) ∈ H por ψ(0) ∈ C, os

itens (ii), (iii) e (iv) continuam verdadeiros desde que α possua um único ponto cŕıtico.

Agora, analisamos o caso em que ψ(s) ∈ S.

Lema 3.8. Seja Φ : S −→ TqS ⊂ R3 um campo de vetores diferenciáveis definido por

Φ(α, τ, η) = (τ, aτη + α,−aτ 2),
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em que TqS denota o espaço tangente a S no ponto q ∈ S e a > 0. Então, p = (0, 0, 1)

e −p = (0, 0,−1) são pontos singulares de Φ e os autovalores de dΦp e dΦ−p são dados,

respectivamente, por

λp =
a±

√
a2 + 4

2
, λ−p =

−a±
√
a2 + 4

2
.

Demonstração. Observemos que se Φ(α, τ, η) = 0, então α(s) = τ(s) = 0 e η(s) = ±1, por

(3.15). Logo, ±p = (0, 0,±1) são os únicos pontos singulares de Φ. O plano tangente T±pS

em cada ponto singular é o conjunto dos pontos w = (x, y, z) ∈ R3
1 tais que ⟨w,±p⟩ = 0,

isto é, o conjunto dos pontos da forma w = (x, y, 0). Assim, calculando a diferencial de

Φ em ±p, obtemos

(dΦ±p) =


0 1 0

1 ±a 0

0 0 0

 .

Por definição, λ é um autovalor de dΦ±p se existe um vetor w ∈ T±pS com w ̸= 0, tal que

dΦ±p(w) = λw, ou seja,


0 1 0

1 ±a 0

0 0 0




x

y

0

 = λ


x

y

0

 .

Então, y = λx e x± ay = λy. Isto implica que λ é solução da equação λ2 ∓ aλ− 1 = 0.

Portanto,

λp =
a±

√
a2 + 4

2
e λ−p =

−a±
√
a2 + 4

2
.

Na observação 3.1, vimos que os pontos p = (0, 0, 1) e −p = (0, 0,−1) geram o

mesmo soliton para o fluxo de curvatura, X(s) = (cosh s, sinh s, 0). Assim, para estudar o

comportamento das soluções não triviais do sistema (3.15) consideremos p = (0, 0, 1) como

único ponto singular e ψ(s, q) uma solução do sistema com condição inicial q ∈ S. Como

os autovalores de dΦp são não nulos, segue que p é um ponto singular hiperbólico de Φ.

Pelo Teorema de Hartman-Grobman ([13], p.107) os campos Φ e dΦp são topologicamente

conjugados (localmente). Uma vez que os autovalores de dΦp têm sinais opostos, existem
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condições iniciais q1 ∈ S\{p} e q2 ∈ S\{p} tais que lim
s→−∞

ψ(s, q1) = p e lim
s→+∞

ψ(s, q2) = p.

Definimos, então, os seguintes conjuntos

W u(p) = {q ∈ S ; lim
s→−∞

ψ(s, q) = p},

W s(p) = {q ∈ S ; lim
s→+∞

ψ(s, q) = p}.
(3.21)

Lema 3.9. Seja ψ(s) = (α(s), τ(s), η(s)) uma solução não trivial de (3.15) definida no

intervalo máximo I = (ω−, ω+) e condição inicial ψ(0) ∈ S, em que S é dado em (3.16).

Se s0 ∈ I é um ponto cŕıtico de α, então s0 é o mı́nimo (resp. máximo) global de α se, e

somente se, α(s0) > 0 (resp. α(s0) < 0). Além disso, existe sempre s̄ ∈ I tal que a função

α é monótona nos intervalos (ω−, s̄) e (s̄, ω+).

Demonstração. Seja s0 um ponto cŕıtico de α. Então, de (3.15), segue que

τ ′(s0) = α(s0). (3.22)

Notemos que se s̃ é ponto cŕıtico de α, então α(s̃) ̸= 0, pois, se α(s̃) = 0, obtemos de

(3.14) η(s̃) = ±1 e assim ψ(s) é uma solução trivial de (3.15). Dessa forma, α(s0) > 0 ou

α(s0) < 0.

Se α(s0) > 0, de (3.22) segue-se que s0 é um ponto de mı́nimo local de α. Para mostrar

que s0 é o ponto de mı́nimo global de α é suficiente provar que α(s0) ≤ α(s) para todo

s ∈ I. Para isso, suponhamos que exista s1 < s0 tal que α(s1) < α(s0). Como s0 é ponto

de mı́nimo local, existe ε1 > 0 tal que α é monótona decrescente no intervalo (s0− ε1, s0).

Existe também ε2 > 0 de modo que α é monótona crescente no intervalo (s1, s1+ε2), pois

α(s1) < α(s0). Nessas condições, existe um ponto de máximo local de α, s̄ ∈ (s1, s0), mas

como α(s̄) > α(s0) > 0, segue de (3.22) que s̄ é um ponto de mı́nimo local, um absurdo.

Analogamente, se s2 > s0 é tal que α(s2) < α(s0), então existem ε1 e ε2 positivos, tais

que α é crescente no intervalo (s0, s0 + ε1) e decrescente no intervalo (s2 − ε2, s2). Logo,

existe um ponto de máximo local de α, s̃ ∈ (s0, s2). Entretanto, α(s̃) > α(s0) > 0 e (3.22)

implicam que s̃ é um ponto de mı́nimo local de α. Decorre dáı que α(s0) ≤ α(s) para

todo s ∈ I e, portanto, s0 é o ponto de mı́nimo global de α. Além disso, α é uma função

positiva.

Se α(s0) < 0, de modo análogo ao caso anterior, conclúımos que s0 é o ponto de

máximo global de α. Além disso, α é uma função negativa.
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Por fim, notemos que se α não possui pontos cŕıticos, então α′(s) > 0 ou α′(s) < 0.

Dessa forma, α é monótona em I. Caso contrário, α possui um único ponto cŕıtico s̄ que

é de máximo ou de mı́nimo global e, portanto, α é monótona em (ω−, s̄) e (s̄, ω+).

Lema 3.10. Seja ψ(s) = (α(s), τ(s), η(s)) uma solução não trivial de (3.15) definida no

intervalo máximo I = (ω−, ω+) e condição inicial ψ(0) ∈ S, em que S é dado em (3.16).

Considere W u(p) e W s(p) dados por (3.21). Se ψ(0) ∈ S \W u(p) (resp. S \W s(p)), então

lim
s→ω−

|α(s)| = +∞ (resp. lim
s→ω+

|α(s)| = +∞).

Demonstração. Do Lema 3.9, existe s̄ tal que α é monótona nos intervalos (ω−, s̄) e (s̄, ω+).

Se ψ(0) ∈ S \W u(p) e α é limitada em (ω−, s̄), segue de τ
2(s) + η2(s) = α2(s) + 1 que as

funções η e α são monótonas e limitadas em (ω−, s̄). Logo, existem os limites lim
s→ω−

α(s) e

lim
s→ω−

η(s). Em particular, lim
s→ω−

τ(s) existe. Portanto, existe q ∈ R3
1 tal que lim

s→ω−
ψ(s) = q,

ω− = −∞ e q é solução singular de (3.15), contradizendo a hipótese. Dáı, conclúımos que

lim
s→ω−

|α(s)| = +∞.

Analogamente, se ψ(0) ∈ S \W s(p), então lim
s→ω+

|α(s)| = +∞.

Lema 3.11. Seja ψ(s) = (α(s), τ(s), η(s)) uma solução não trivial de (3.15) definida no

intervalo máximo I = (ω−, ω+) e condição inicial ψ(0) ∈ S, em que S é dado em (3.16).

(i) Se s0 é um ponto cŕıtico de τ(s), então τ 2(s0) ̸= 1, a2τ 2(s0) ̸= 1 e τ(s0) ̸= 0. Se

τ(s0) > 0, então s0 é um ponto de mı́nimo (resp. máximo) de τ(s) se, e somente se,

0 < aτ(s0) < 1 (resp. aτ(s0) > 1). Se τ(s0) < 0, então s0 é um ponto de mı́nimo

(resp. máximo) local de τ se, e somente se, aτ(s0) < −1 (resp. −1 < aτ(s0) < 0).

(ii) A função τ é limitada em I.

Demonstração. (i) Seja s0 um ponto cŕıtico de τ . Se τ 2(s0) = 1, então de (3.14) segue que

α2(s0) = η2(s0). Como τ ′(s0) = 0 e τ(s0) = ±1, temos de (3.15) que ±aη(s) = −α(s0) e,

portanto, a = 1, o que contradiz o Lema 3.4.

Se a2τ 2(s0) ̸= 1, então aτ(s0) = ±1. De (3.15), segue que 0 = τ ′(s0) = ±η(s0)+α(s0).

De (3.14), segue que τ 2(s0) = 1. o que contradiz a conclusão anterior.

Agora, se τ(s0) = 0, então 0 = τ ′(s0) = α(s0) e consequentemente η(s0) = ±1, o que

contradiz o fato de ψ(s) ser solução não trivial de (3.15).
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Notemos que

τ ′′(s0) = aη′(s0)τ(s0) + aη(s0)τ
′(s0) + τ(s0)

= −aτ 3(s0) + τ(s0)

= τ(s0)
(
1− a2τ 2(s0)

)
= τ(s0)

(
1− aτ(s0)

)(
1 + aτ(s0)

)
.

(3.23)

Se τ(s0) > 0, então 1+aτ(s0) > 0, e de (3.23) s0, é ponto de mı́nimo (resp. máximo) local

se, e somente se, 0 < aτ(s0) < 1 (resp. aτ(s0) > 1). Se τ(s0) < 0, então 1− aτ(s0) > 0, e

de (3.23), s0 é ponto de mı́nimo (resp. máximo) local de τ se, e somente se, aτ(s0) < −1

(resp. −1 < aτ(s0) < 0).

(ii) Do Lema 3.9, existe s̄ ∈ I, de modo que α é monótona nos intervalos (ω−, s̄) e

(s̄, ω+). Se ψ(0) ∈ W s(p) (resp. ψ(0) ∈ W u(p)), então lim
s→+∞

τ(s) = 0 (resp. lim
s→−∞

τ(s) =

0). Logo, τ é limitada em (s̄, ω+) (resp. (ω−, s̄)).

Agora, seja ψ(0) ∈ W s(p) ∪W u(p). A seguir, analisamos as condições em cada in-

tervalo, notando que o Lema 3.9 garante que τ(s) > 0 ou τ(s) < 0 em cada um dos

intervalos.

Caso 1: Suponhamos que τ é ilimitada em (s̄, ω+). Então, existe s1 ∈ (s̄, ω+) tal

que |τ(s)| > 1 e a|τ(s)| > 2 para todo s > s1. Como α2(s) − η2(s) = τ 2(s) − 1, temos

|α(s)| > |η(s)| e aτ 2(s) > 2|τ(s)| para s > s1.

Se τ(s) > 0 em (s̄, ω+), então α é crescente e, do Lema 3.10, lim
s→ω+

α(s) = +∞. Logo,

podemos tomar s̄ de modo que α(s) > 0 para s > s̄. Da desigualdade |η(s)| < α(s),

obtemos α(s) + η(s) > 0 e, de (3.15), temos

2α(s)− 2α(s1) =

∫ s

s1

2τ(u) du <

∫ s

s1

aτ 2(u) du = η(s1)− η(s),

isto é,

0 < α(s) + η(s) < η(s1) + 2α(s1)− α(s).

Dáı, conclúımos que α(s) < η(s1) + 2α(s1) para todo s > s1, o que contradiz o fato de

que lim
s→ω+

α(s) = +∞.

Se τ(s) < 0 em (s̄, ω+), então α é decrescente e, do Lema 3.10, lim
s→ω+

α(s) = −∞. Logo,

podemos tomar s̄ de modo que α(s) < 0 para s > s̄. Da desigualdade |η(s)| < −α(s),
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obtemos α(s)− η(s) < 0 e, de (3.15), temos

2α(s1)− 2α(s) = −
∫ s

s1

2τ(u) du <

∫ s

s1

aτ 2(u) du = η(s1)− η(s),

isto é,

2α(s1)− α(s)− η(s1) < α(s)− η(s) < 0.

Dáı, conclúımos que α(s) > 2α(s1) − η(s1) para todo s > s1, o que contradiz o fato de

que lim
s→ω+

α(s) = −∞. Portanto, τ é limitada em (s̄, ω+).

Caso 2: Suponhamos que τ é ilimitada em (ω−, s̄). Então existe s2 ∈ (ω−, s̄) tal que

|τ(s)| > 1 e a|τ(s)| > 2 para todo s < s2. Como α2(s) − η2(s) = τ 2(s) − 1, temos

|α(s)| > |η(s)| e aτ 2(s) > 2|τ(s)| para s < s2.

Se τ(s) > 0 em (ω−, s̄), então α é crescente e, do Lema 3.10, lim
s→ω−

α(s) = −∞. Logo,

podemos tomar s̄ de modo que α(s) < 0 para s < s̄. Da desigualdade |η(s)| < −α(s),

obtemos η(s) + α(s) < 0 e, de (3.15), temos

2α(s2)− 2α(s) =

∫ s2

s

2τ(u) du <

∫ s2

s

aτ 2(u) du = η(s)− η(s2),

isto é,

2α(s2) + η(s2)− α(s) < η(s) + α(s) < 0. (3.24)

Dáı, conclúımos que α(s) > 2α(s2) + η(s2) para todo s < s2, o que contradiz o fato de

que lim
s→ω−

α(s) = −∞.

Se τ(s) < 0 em (ω−, s̄), então α é decrescente e, do Lema 3.10, lim
s→ω−

α(s) = +∞.

Logo, podemos tomar s̄ de modo que α(s) > 0 para s < s̄. Da desigualdade |η(s)| < α(s),

obtemos α(s) + η(s) > 0 e, de (3.15), temos

2α(s)− 2α(s2) = −
∫ s2

s

2τ(u) du <

∫ s2

s

aτ 2(u) du = η(s)− η(s2),

isto é,

0 < α(s) + η(s) < 2α(s2)− η(s2)− α(s).

Dáı, conclúımos que α(s) < 2α(s2) − η(s2) para todo s < s2, o que contradiz o fato de

que lim
s→ω−

α(s) = +∞. Portanto, τ é limitada em (ω−, s̄).
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Lema 3.12. Seja ψ(s) = (α(s), τ(s), η(s)) uma solução não trivial de (3.15) definida no

intervalo máximo I = (ω−, ω+) e condição inicial ψ(0) ∈ S, em que S é dado em (3.16).

Considere W u(p) e W s(p) dados por (3.21). Se ψ(0) ∈ S \W u(p) (resp. S \W s(p)), então

lim
s→ω−

η(s) = +∞ (resp. lim
s→ω+

η(s) = −∞).

Demonstração. Dos Lemas 3.10 e 3.11 e de τ 2(s)+η2(s) = α2(s)+1, segue que lim
s→ω−

η(s) =

+∞ se ψ(0) ∈ S \W u(p) e lim
s→ω+

η(s) = −∞ se S \W s(p), pois η é monótona decrescente.

Corolário 3.13. Seja ψ(s) = (α(s), τ(s), η(s)) uma solução não trivial de (3.15) definida

no intervalo máximo I = (ω−, ω+) e condição inicial ψ(0) ∈ H ∪C ∪ S, em que H, C e S

são dados em (3.16). Então, I = R.

Demonstração. Do item (iv) do Lema 3.7, τ é limitada em I, e então existe uma constante

positiva M ∈ R, tal que |τ(s)| ≤M para todo s ∈ I. De (3.15),

|α(s)− α(s0)| =
∣∣∣∣∫ s

s0

τ(u) du

∣∣∣∣ ≤M |s− s0|. (3.25)

Analisamos, a seguir dois casos:

Caso 1: ψ(0) ∈ H ∪ C.

Se α possui pontos cŕıticos, então, do Lema 3.7, lim
s→ω−

α(s) = lim
s→ω+

α(s) = +∞. Logo,

de (3.25) segue que ω− = −∞ e ω+ = +∞. Se α não possui pontos cŕıticos, então τ(s) > 0

ou τ(s) < 0 para todo s ∈ I. Supondo que τ(s) > 0, do Lema 3.6, temos ω− = −∞ e

lim
s→ω+

α(s) = +∞. Segue de (3.25) que ω+ = +∞. Por fim, se τ(s) < 0, do Lema 3.6,

temos ω+ = +∞ e lim
s→ω−

α(s) = +∞. Segue de (3.25) que ω− = −∞. Portanto, I = R.

Caso 2: ψ(0) ∈ S.

Vejamos que se ψ(0) ∈ S \W s(p) (resp. ψ(0) ∈ S \W u(p)), o Lema 3.10 garante que

α é ilimitada. Então, de (3.25), obtemos ω+ = +∞ (resp. ω− = −∞).

Agora, suponhamos que ψ(0) ∈ W s(p) (resp. ψ(0) ∈ W u(p)). Então, por definição,

ω+ = +∞ (resp. ω− = −∞), concluindo o resultado.

Lema 3.14. Seja ψ(s) = (α(s), τ(s), η(s)) uma solução não trivial de (3.15) e condição

inicial ψ(0) ∈ H ∪ C ∪ S, em que H, C e S são dados em (3.16). Seja X(s) o soliton

correspondente à solução ψ(s) para o fluxo de curvatura em H2. Então, ψ(s) e X(s) são

definidos para todo s ∈ R. Além disso, em cada fim a curvatura k(s) de X converge para

δ, em que δ ∈ {−1, 0, 1}.
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Demonstração. Seja ψ(s) = (α(s), τ(s), η(s)) uma solução não trivial de (3.15) e condição

inicial ψ(0) ∈ H∪C∪S. Se X é o soliton correspondente a ψ, então a curvatura geodésica

de X é dada por k(s) = aτ(s). Do Lema 3.13, ψ está definida para todo s ∈ R, assim

como o soliton X.

Para provar que k(s) converge para δ, vamos dividir a demonstração em dois casos.

Inicialmente, vamos mostrar que existem lim
s→−∞

k(s) e lim
s→+∞

k(s). Em seguida calculamos

seus valores.

Caso 1: ψ(0) ∈ H ∪ C.

Se α não possui pontos cŕıticos, então τ(s) > 0 ou τ(s) < 0. Em cada caso, do Lema

3.6, τ é limitada e possui no máximo um ponto cŕıtico em s0 ∈ I, logo τ é monótona

limitada nos intervalos (ω−, s0) e (s0, ω+). Se α possui ponto cŕıtico, então, pelo Lema

3.7, a função τ é limitada e possui dois pontos cŕıticos s1, s2 ∈ I, com s1 < s2. Logo,

τ é monótona limitada nos intervalos (ω−, s1) e (s2, ω+). Portanto, existem lim
s→−∞

k(s) e

lim
s→+∞

k(s).

Caso 2: ψ(0) ∈ S.

Suponhamos que ψ(0) ∈ S\W s(p). Se existe s1 ∈ I tal que τ é monótona em (s1,+∞),

então existe lim
s→+∞

k(s), pois do Lema 3.11, a função τ é limitada. Do contrário, se τ não é

monótona em nenhum intervalo do tipo (s1,+∞), então τ possui infinitos pontos cŕıticos.

Do item (i) do Lema 3.11, a função τ não possui pontos cŕıticos degenerados (isto é, pontos

cŕıticos tais que a segunda derivada é nula). Logo, τ possui uma quantidade enumerável

de pontos cŕıticos, pois τ é suave ([9], p.294). Seja (sn)n∈N a sequência de pontos cŕıticos

de τ . Notemos que lim
n→∞

sn = +∞, pois se existe s̄ <∞ tal que (sn) converge para s̄, então

τ seria monótona no intervalo (s̄,+∞). De (3.15), temos 0 = τ ′(sn) = aη(sn)τ(sn)+α(sn)

e então −α2(sn) = −a2η2(sn)τ 2(sn), para todo n ∈ N. De (3.14), obtemos

τ 2(sn) =
1− η2(sn)

1− aη2(sn)
.

Pelo Lema 3.12, lim
s→+∞

η(s) = −∞. Então, lim
n→∞

aτ(sn) = ±1. Para concluir a existência

do limite, consideremos uma sequência (sm)m∈N tal que lim
m→∞

sm = +∞. Dado ε > 0,

existe um ı́ndice n0 ∈ N, tal que a sequência dos pontos cŕıticos satisfaz |aτ(sn)− 1| < ε

para todo n ≥ n0. Sejam sn1 um ponto de mı́nimo e sn2 um ponto de máximo de τ ,

com n1 > n0 e n2 > n0, e tais que τ(sn1) ≤ τ(s) ≤ τ(sn2) para todo s > sn0 . Assim,
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existe m0 ∈ N, tal que τ(sn1) ≤ τ(sm) ≤ τ(sn2) para todo m > m0. Consequentemente,

|aτ(sm)− 1| ≤ |aτ(sn)− 1| < ε para m > m0, donde se conclui que lim
s→+∞

k(s) existe. De

forma análoga mostra-se que lim
s→−∞

k(s) existe. Observemos que, se ψ(0) ∈ W s(p) (resp.

ψ(0) ∈ W u(p)), então lim
s→+∞

τ(s) = 0 (resp. lim
s→−∞

τ(s) = 0) por definição deW s(p). Logo,

lim
s→+∞

k(s) = 0 (resp. lim
s→−∞

k(s) = 0).

Agora, suponhamos que ψ(0) /∈ W s(p) ∪W u(p). Dos Lemas 3.7 e 3.10, lim
s→∞

|α(s)| =

+∞ e de −α2(s) + τ 2(s) + η2(s) = δ, δ ∈ {−1, 0, 1}. Logo,

lim
s→∞

η2(s)

α2(s)
= lim

s→∞

(
δ − τ 2(s)

α2(s)
+ 1

)
= 1. (3.26)

Dos Lemas 3.7 e 3.12, lim
s→∞

η2(s) = ∞. Usando a regra de L’Hôpital,

lim
s→∞

− η(s)

α(s)
= lim

s→∞
− η′(s)

α′(s)
= lim

s→∞

aτ 2(s)

τ(s)
= lim

s→∞
aτ(s) = lim

s→∞
k(s). (3.27)

De (3.26) e (3.27), obtemos lim
s→∞

k(s) = ±1.

Com os resultados anteriores em mente, podemos agora demonstrar o segundo resul-

tado principal dessa dissertação.

Teorema 3.15. Para cada v ∈ R3
1 \ {0}, existe uma famı́lia a 2-parâmetros de solitons

não-triviais para o fluxo de curvatura no plano hiperbólico. Cada soliton é uma curva

mergulhada X(s) em H2, definida para todo s ∈ R. Além disso, em cada fim, a função

curvatura k(s) tende para uma das seguintes constantes: −1, 0 ou 1.

Demonstração. Para cada vetor v ∈ R3
1 \ {0}, consideremos, sem perda de generalidade,

v = ae, em que a > 0, e

e =


(−1, 0, 0) se v é tipo tempo,

(−1, 1, 0) se v é tipo luz,

(0, 0, 1) se v é tipo espaço.

Seja ψ(s) = (α(s), τ(s), η(s)) uma solução de (3.15) definida no intervalo máximo I =

79



(ω−, ω+) e condição inicial ψ(0) ∈ H ∪ C ∪ S satisfazendo

− α2(0) + τ 2(0) + η2(0) =


−1, se v é tipo tempo,

0, se v é tipo luz,

1, se v é tipo espaço.

(3.28)

A Proposição 3.3 garante que existe um soliton X(s) para o fluxo de curvatura, tal que

k(s) = aτ(s), e os campos de vetores tangente e normal de X satisfazem as relações

α(s) = ⟨X(s), e⟩, τ(s) = ⟨T (s), e⟩ e η(s) = ⟨N(s), e⟩. Logo, para a > 0, as condições

iniciais de (3.15) determinam o soliton em cada caso. Dáı, para cada vetor fixo v ∈ R3
1\{0},

existe uma famı́lia a 2-parâmetros de solitons não-triviais para o fluxo de curvatura em

H2. Além disso, segue do Corolário 3.13 que cada soliton é definido para todo s ∈ R,

e do Lema 3.14 que a curvatura geodésica de X, em cada fim, converge para uma das

constantes: −1, 0 ou 1.

Agora, vamos mostrar que os solitons são mergulhados em H2. Primeiramente, ob-

servemos que, dos Lemas 3.5 e 3.9, sempre existe s0 ∈ R tal que α é monótona nos

intervalos (−∞, s0) e (s0,+∞). Como α descreve a altura euclidiana de X em relação

a um plano fixo, temos que X não possui auto-interseção em cada um dos intervalos

(−∞, s0) e (s0,+∞). Dessa forma, X é um mergulho, se α é uma função monótona em

R.

Verifiquemos, agora, o caso em que α não é monótona. Para tanto, suponhamos que

existem s1 ̸= s2 com s1, s2 ∈ R e s1 < s0 < s2 tais que X(s1) = X(s2). Consideramos R

a região simples limitada por X([s1, s2]), e θ o ângulo externo entre os vetores tangentes

T (s1) e T (s2), tal que 0 < θ ≤ π. Usando o Teorema de Gauss-Bonnet para o plano

hiperbólico, obtemos

∫
R

K dσ +

∫
X([s1,s2])

k(s) ds+ θ = 2πχ(R),

em que K é a curvatura seccional de H2 e χ(R) é a caracteŕıstica de Euler de R. Como
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R é uma região simples, temos χ(R) = 1. Então,

0 < 2π − θ =

∫
R

K dσ +

∫
X([s1,s2])

k(s) ds

= −
∫
R

dσ +

∫
X([s1,s2])

aτ(s) ds

= −
∫
R

dσ + a[α(s2)− α(s1)]

= −
∫
R

dσ < 0,

o que é absurdo. Logo, o soliton X não possui auto-interseções. Uma vez que os dois fins

das curvas são ilimitados, pelos Lemas 3.6 e 3.7, segue-se que X é um mergulho de R em

H2.
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