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Resumo

Esta dissertacao é baseada no artigo “Soliton solutions to the curve shortening flow on
the 2-dimensional hyperbolic space”de da Silva e Tenenblat [2]. Nosso objetivo é apresen-
tar a demonstragao que caracteriza quando uma curva regular é um soliton do fluxo de
curvatura. A saber, uma curva regular X : I — H? parametrizada pelo comprimento de
arco ¢ um soliton do fluxo de curvatura se, e somente se, sua curvatura geodésica € igual
ao pseudo-produto interno entre seu campo de vetores tangente e um vetor nao nulo do
espaco de Minkowski. Esse resultado permite estabelecer uma relacao entre os solitons
e um sistema de equacoes diferenciais ordinarias. Por meio da andlise qualitativa do sis-
tema, é possivel mostrar que os solitons sao curvas definidas em toda reta, mergulhadas

em H? e sua curvatura geodésica, em cada fim, converge para —1, 0 ou 1.

Palavras-chave: Espaco de Minkowski. Plano hiperbdlico. Transformacoes de Lorentz.

Fluxo de curvatura. Isometrias.



Abstract

This work is based on the article “Soliton solutions to the curve shortening flow on the
2-dimensional hyperbolic space”by da Silva and Tenenblat [2]. Our goal is to present the
proof that characterize when a regular curve is a soliton of the curvature flow. Namely,
a regular curve X : I — H? parameterized by arc length is a soliton of the curvature
flow, if only if, its geodesic curvature is equal to the pseudo inner product between its
tangent vector field and a non-null vector of the Minkowski space. This result enables
us to establish a relationship between the solitons and a system of ordinary differential
equations. Through the system qualitative analysis, it is possible to proof that the solitons
are defined curves on the entire real line, embedded in H? and its geodesic curvature, at

each end, converges to —1, 0 ou 1.

keywords: Minkowski space. Hyperbolic plane. Lorentz transformations. Curvature

flow. Isometries.
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Introducao

O problema do fluxo de curvas contraindo pela funcao curvatura consiste em analisar
o comportamento de uma familia de curvas que evoluem na direcao do vetor normal e
com velocidade igual a sua curvatura.

No plano euclidiano, dada uma curva suave, regular e fechada, X, : [a,b] — R?
dizemos que uma variagao suave X : [a,b] x [0,e) — R? de X ¢ um fluxo contraindo pela

funcao curvatura, se X satisfaz o seguinte problema de valor inicial

0X
~— = kN
ot

X(,O) — X(),

em que k é a curvatura de X, e N o campo normal unitario a X.

Ao longo dos anos, o estudo de objetos geométricos que evoluem por meio da fungao
curvatura foi alvo de pesquisas por muitos geometras. Um dos trabalhos pioneiros sobre
a evolucao de curvas pela fungao curvatura foi o artigo “Clurve shortening makes convex

curves circular” por Gage [4]. Nesse trabalho, o autor provou que as curvas fechadas,

T

A0 em que A(t) representa a drea delimitada pela

convexas e normalizadas pelo fator
curva, convergem para o circulo unitdrio. Gage e Hamilton [5] provaram que curvas
fechadas, convexas e mergulhadas em R? evoluem para um ponto em tempo finito e, além
disso, a curva permanece convexa em todo tempo, tornando-se circular a medida que o
fluxo a contrai. Em 1987, Grayson [0] estendeu o resultado obtido por Gage e Hamilton,
provando que as curvas mergulhadas em R?, nao necessariamente convexas, convergem
para um ponto em tempo finito, sendo sua forma limite um circulo redondo.

Um caso particular de solucoes do fluxo de curvatura sao as solugoes autossimilares,
isto é, solugoes que evoluem por isometrias ou homotetias. Halldorsson [7] estudou todas

as solucoes autossimilares do fluxo de curvas no plano, classificando-as em translagoes,

expansoes, contracoes e rotagoes.



Em outros ambientes, por exemplo no plano de Minkowski R?, Halldorsson [8] clas-
sificou todas as solugoes autossimilares, a saber, as translacoes, expansoes, contragoes,
rotacoes hiperbdlicas, expansoes hiperbdlicas e contracoes hiperbdlicas.

Também, destacamos o artigo de dos Reis e Tenenblat [3], cujo espago ambiente é
a esfera euclidiana bidimensional. Nesse trabalho, os autores classificaram as solugoes
autossimilares, mais especificamente, mostraram que uma curva é um soliton do fluxo de
curvatura se, e somente se, sua curvatura geodésica é proporcional ao produto interno
entre seu vetor tangente e um vetor v € R? fixo. Além disso, em cada fim, os solitons sao
assintéticos para o equador da esfera que é ortogonal a v.

Dando continuidade ao estudo dos solitons nos espacos de curvatura constante de
dimensao 2, o artigo de da Silva e Tenenblat [2] trouxe informagdes sobre os solitons no
plano hiperbdlico. Seguindo os passos desse trabalho, apresentamos nesta dissertagao os
principais resultados sobre as solugoes autossimilares no plano hiperbdlico. A saber, uma
curva parametrizada pelo comprimento de arco é um soliton do fluxo de curvatura se, e
somente se, sua curvatura pode ser escrita como o pseudo-produto interno entre seu vetor
tangente e um vetor nao nulo do espaco de Minkowski, e para cada vetor nao nulo de R?
existe uma familia a 2-parametros de solitons do fluxo de curvatura em H?. Além disso,
os solitons sao curvas mergulhadas, definidas em toda reta e, em cada fim, sua curvatura
geodésica tende para —1, 0 ou 1. A seguir, descrevemos brevemente cada capitulo.

No capitulo , apresentamos o espaco de Minkowski R e suas propriedades elemen-
tares, a definicio de pseudo-produto interno e o carater causal de um vetor de R}, Além
disso, apresentamos a definicao de matriz lorentziana e exibimos uma base para a algebra
de Lie do grupo das matrizes lorentzianas. Por ultimo, destacamos o resultado sobre a
classificagdo das matrizes lorentzianas positivas (Teorema [1.16]).

No Capitulo [2| estudamos o espago hiperbélico de dimensao n. Apresentamos a de-
monstracao de que toda transformacao de Lorentz positiva de R"*! quando restrita a H" é
uma isometria de H", e que toda isometria de H" se estende a uma tinica transformagao de
Lorentz positiva de R""!. Introduzimos o triedro de Darboux-Ribaucour com o objetivo
de apresentar o Teorema Fundamental das Curvas no plano hiperbdlico.

O Capitulo[3|¢ dedicado ao estudo dos solitons do fluxo de curvatura em H?. O primeiro
resultado mostra que uma curva regular X : I — H? parametrizada pelo comprimento de

arco é um soliton do fluxo de curvatura se, e somente se, sua curvatura geodésica é igual

10



ao pseudo-produto interno do vetor tangente a X com um vetor nao nulo do espacgo de
Minkowski. Esse resultado permite estabelecer uma relacao entre os solitons e um sistema
de equacoes diferenciais ordinarias que advém do triedro de Darboux-Ribaucour de X. O
segundo resultado deste capitulo afirma que os solitons sao curvas definidas em toda reta,
mergulhadas em H?, e que a curvatura geodésica, em cada fim, converge para uma das

seguintes constantes: —1, 0 ou 1.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo sao introduzidas as nogoes basicas sobre o espago de Minkowski. Na
primeira secao, apresentamos a definicao de pseudo-produto interno no espaco euclidiano
de dimensao n, a definicao do pseudo-produto vetorial no espago de Minkowski tridimen-
sional e mostramos suas propriedades. Na segunda secao, estudamos as aplicacoes que
preservam o pseudo-produto interno, chamadas transformacoes de Lorentz. Na terceira
secao, mostramos como obter os elementos do grupo das transformacoes de Lorentz nos
casos de dimensao dois e trés. Na quarta secao, apresentamos resultados basicos sobre
curvas no espago de Minkowski. Para mais detalhes, sugerimos ao leitor as referéncias

[T, 10, [T, 2]

1.1 O Espaco de Minkowski

Sejam o espago euclidiano R n > 1, e a forma bilinear (-,-) : R"" x R"™ — R
definida por

(T, y) = —21y1 + Tay2 + -+ + Tps1Ynt1, (1.1)

em que ¥ = (T1, T, ..., Tns1) €Y = (Y1,Y2, - .., Yni1) S20 vetores em R™H1,

Notemos que (-, -) satisfaz as propriedades de simetria e homogeneidade, isto é, (z,y) =
(y,x) e (\r,y) = Mz, y) para todos z,y € R"™! e A € R, porém (-,-) ndo é um produto
interno em R™*!, pois se tomarmos os vetores z = (1,0,...,0) ey = (1,0,...,0,1) temos
que (z,z) <0e (y,y) =0. O produto ¢ chamado de pseudo-produto interno.

O par (R™™ (-, -)) é chamado de espago de Minkowski ou espacgo de Lorentz-Minkowski.

Por simplicidade, denotamos o espaco de Minkowski por R?™! em que o subscrito 1, cha-
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mado de indice de {-,-), indica que se V' C R™™! é o menor subespago tal que (-, )|y v é
negativa-definida, entao a dimensao de V' é igual a 1. De forma geral, dados um nimero
inteiro 1 <v <n+1evetoresx = (x1,...,Zp41) €y = (Y1, .-, Yns1), um pseudo-produto

interno, de indice v, em R™*! é definido por

v n+1
(w,y) ==z + Y wig, (1.2)
=1 i=v+1

em que v é a maior dimensao de um subespago W de R™*! tal que (-, -)|wxw é negativa.
O espago R™™! munido do pseudo-produto interno (1.2)) é denotado por R .

Para cada vetor de R"*!, o pseudo-produto interno em R}*! pode ser positivo, nulo
ou negativo. Em virtude disso, definimos o cardter ou tipo causal de um vetor z € R}t

COomo segue.

Definigao 1.1. Dizemos que x € R™ & tipo espago, se (x,x) > 0 ou x = 0, tipo luz, se

(x,x) =0ex#0, e tipo tempo, se (x,x) < 0.

Vejamos que, se alterarmos o sinal de quaisquer coordenadas de um vetor de R}*, o
carater causal do vetor nao se altera, pois, no pseudo-produto interno, todas as coorde-
nadas sao elevadas ao quadrado. Ademais, se A € R, entao Av tem o mesmo tipo causal
de v.

A aplicacdo ||-|| : R — R dada por ||z|| = \/|{z, 7)| é chamada de norma. Contudo,
esta aplicagao nao define uma norma no sentido usual, pois se x é um vetor tipo luz, entao
|z|| = 0. Além disso, a desigualdade triangular nao é satisfeita para esta norma, pois se

u=(-1,0,...,0,1) e v = (1,0,...,0,1), entdo u + v = (0,0,...,0,2), |[u+0v| =2e

[ull = [Jo]] = 0. Logo, [[u+ v > [lull + v
Daqui em diante, usamos a seguinte notac¢ao: dado um vetor z = (x1, 29, ..., Zp41) €
R}t denotamos o vetor T € R” por T = (2, ..., Zp41). Com essa notacdo, reescrevemos
(1.1) como
(r,y) =~ +7 - 7, (1.3)

em que - ¢ o produto interno usual de R", ou seja, T -y = Toys + - - - + Tpa1Yni1-
Denotamos por || - ||g : R* — R a norma euclidiana usual de R", definida por, ||Z|| g =
VT -Z. Assim, se x é um vetor tipo espago, entao |ri| < ||Z||g; se x é tipo luz, entdo

|z1| = ||Z||g e, se x é tipo tempo, entdo |x1| > ||7||&.

13



Proposicao 1.1. Se z,y € R?H nao sao vetores tipo espaco e x; e y; tém o mesmo
sinal, entao (x,y) < 0. A igualdade é vilida se, e somente se, = e y sdo vetores tipo luz e

linearmente dependentes.

Demonstragao. Por hipétese, x e y sdo vetores tipo tempo ou tipo luz. Assim, |x1| > [|Z]| g,
ly1l > ||7lle e |z1| |y1| = z1y1. Segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz, aplicada aos

vetores T e Yy, que

vy > |7llelylle =7 -9 (1.4)

Por ([1.3]), temos que (z,y) < 0.
Agora, se x e y sao vetores tipo luz e linearmente dependentes, entao |z1| = |7 g,
lyil = |7lle e T -7 = ||Z||g ||7]|g- Portanto, (x,y) = 0, pois x1y; = T - §. Reciprocamente,

se (z,y) = 0, entdo x1y; = T-y. Pela desigualdade (|1.4)), temos x1y1 > ||Z|| g ||Y]|e > z191,
logo z1y1 = ||Z||g ||7]|g- Desta forma, = e y s@o vetores tipo luz, pois se x ou y sao tipo
tempo, temos que z1y; < ||Z||g ||7|lg, uma contradigdo. Analogamente, pela desigualdade

(1.4) concluimos que Z -7 = ||Z||g ||7]| £, logo z e y s@o linearmente dependentes. O

Definicao 1.2. Dizemos que um vetor tipo tempo x € R}™! & positivo (resp. negativo)
se z; > 0 (resp. x; < 0). Quando dois vetores x,y € R forem ambos positivos ou

negativos, diremos que z e y tém o mesmo sinal.

Da Proposicao , se x e y sao vetores tipo tempo com o mesmo sinal, entao (x,y) < 0.
Agora, se x e y tém sinais opostos, entao (z,y) > 0, pois e —y tém o mesmo sinal, donde
(x,—y) < 0. A mesma observagao é valida quando x é um vetor tipo tempo e y um vetor
tipo luz.

A nocéo de ortogonalidade em R é introduzida de modo anélogo ao caso euclidiano.
Dizemos que dois vetores ndo nulos z,y € Rf™ sdo pseudo-ortogonais se, e somente se,

(x,y) = 0. Nesse caso, x e y também sao chamados Lorentz ortogonais.

Coroldrio 1.2. Sejam z,y € R vetores pseudo-ortogonais. Se x é tipo tempo, entdo

y € tipo espago.

Demonstragao. Sejam x e y tais que (x,y) = 0, em que x é um vetor tipo tempo. Da
Proposicao y nao pode ser um vetor tipo tempo ou tipo luz, pois (x,y) < 0se x e y
tém o mesmo sinal e (z,y) > 0 se z e y tém sinais opostos, o que contradiz o fato de que

(x,y) = 0. Portanto, y é um vetor tipo espago. ]

14



Os subespacos de R} e R"*! sdo os mesmos, pois a definicao de subespacos independe

de . A préxima definicdo traz a ideia do tipo causal de um subespaco de R}
Definigao 1.3. Dizemos que um subespago V # {0} de R™"*! ¢é:
(1) tipo espaco, se (-, )|y xv € positiva-definida;
(2) tipo tempo, se (-, -)|yxv ¢ negativa-definida ou indefinida e nao-degenerada;
(3) tipo luz, se (-, -)}|vxy é degenerada.

Notemos que, se V' C R} é um subespaco de tipo espaco, entdo V possui apenas
vetores tipo espaco; se V' é um subespaco de tipo tempo, temos duas possibilidades, ou V'
possui apenas vetores tipo tempo, e neste caso V' é uma reta, ou possui vetores de todos
os tipos causais. Agora, se V' é um subespaco de tipo luz, entao V' possui vetores tipo luz
mas ndo contém vetores tipo tempo. O espaco nulo {0} C R e o espaco de Minkowski
R?H sao de tipo espaco e tipo tempo, respectivamente.

O conceito de base para um espaco vetorial também independe de qualquer produto
interno. A seguir, introduzimos o conceito de base pseudo-ortogonal em R, Uma base

ordenada {v1, vy, ..., Uny1} de RPT ¢ dita pseudo-ortogonal se

<0, se 1=75=1,
(vi,v;) § =0, se i#j,
>0, se 1 =75 # 1.

Observemos que vy € tipo tempo e v;, © = 2,...,n + 1, é tipo espaco. Dizemos que
{v1,v9,..., 0,11} é uma base pseudo-ortonormal se for pseudo-ortogonal e ||v;|| = 1, i =
1,...,n+ 1. A base candnica {e1,es,...,e,,1} de R"" é uma base pseudo-ortonormal

de R

1.1.1 O pseudo-produto vetorial em R?

Sejam x = (21, 2,%3), Y = (Y1,Y2, y3) vetores de R? S

-1 0 0
G = 0 10
0 01

15



O pseudo-produto vetorial de = e y é definido por

rxy=G(xANy), (1.5)

em que A é o produto vetorial usual de R3.

Observemos que,

—1 0 0 T —I
G(z) = 0 1 0 o | = To
0O 0 1 T3 Zs3

Se x Ay = (A1, Mg, Az), entdo X y = G(x Ay) = (=1, A2, A3). Assim, escrevemos

—€1 €2 €3
TXY=| T3 X2 T3 |>»
U1 Y2 Y3

em que {ej, ez, e3} ¢ a base canonica de R3. Notemos que G(z X y) =z Ay.
Lema 1.3. Se z e y sdo vetores de R3, entdo z x y = G(y) A G(x).

Demonstra¢ao. Uma vez que G(z) = (—x1, 29, x3) € G(y) = (—y1, Y2, y3), segue das pro-

priedades do determinante que

—€1 €2 €3 €1 €2 €3
TXY = T xy xy | = | =y oy ys | =G AG(2),
Y1 Y2 Y3 —r1 Ty X3
em que multiplicamos a primeira coluna por —1 e trocamos as linhas 2 e 3. O]

Dados x,y, z em R3, de (1.1]) e (1.5) segue que (z,z x y) = z- (x Ay), em que - denota

o produto interno usual de R3. De fato, se 2 = (21, 29, 23) € Ay = (A1, A2, \3), entao
(z,x X y) = —21(=A1) + 2200 + 2303 = 21 M + 220 + 2303 = 2+ (T A\ y). (1.6)

Notemos que (z,z xy) =z -(x Ay) =0e (y,x xXy) =y -(xAy) =0. Assim, z X y é

pseudo-ortogonal aos vetores x e y.

16



Teorema 1.4. Se x,y,z,w sdo vetores de R3, entao

1. zxy=—-yXux,

a1
2. <$Xy7z> = Y1

21

T2

Y2

22

xs3

Ys |»

z3

3w x (yxz) = (x,y)2 - (z,2)y,

4. (T Xy, zxXw)=

(x,w)y (z,z)

(y,w) (y,2)

Demonstragao. [1 Pelo Lema[1.3] segue que

rxy=Gy) ANGx)=-Gx)\Gly)=—y xuz,

[4 Pela equagio (L.6]), segue que

Xy T2 I3

(rxy,2)=(rNy) 2= Y1 Y2 Y3

21 22 23

[3 Novamente pelo Lema [I.3] temos

rx(yxz) = Gyxz)ANG(x)

= (yA2)ANG(z)

= —Gx)A(yA2)

= (G(z)-y)z— (G(z) - 2)y
= (z,y)z — (2, 2)y.

17



. Usando a equagao (1.6 e o Lema , segue que

(xxy,zxw) = (z

1.2 Transformacoes de Lorentz

Nesta secao, estudaremos as propriedades das transformacoes ¢ : R® — R™ que pre-

servam o pseudo-produto interno (|1.1)).

Defini¢ao 1.4. Uma aplicagao ¢ : R — R" é uma transformacao de Lorentz (ou trans-

formagao lorentziana), se

(p(z), 0(y)) = (z,y), Yr,yecR"

Exemplo 1.1. A aplicacao ¢ : R* — R™ dada por ¢(z) = (—z1,29,...,2,) é uma

transformacao de Lorentz, pois, para quaisquer z.vy € R". temos
G , POIs, P q q Y )

(@), 0y) = —(=z1)(—y1) +T2y2 + - + TpYn
= —Ti1 +Taya + o+ Tnln

= (x,y).
Para todo a € R,
olar+y) = (—(axy+wy1), 003+ Yo, ..., qx, + Ypn)
= (—axy,axs,...,ax,) + (—y1,Y2, -, Yn)

- O‘(_xlax%"'vxn)+<_y1ay27"'7yn)
= ap(z) + ¢(y)

e, portanto, ¢ é uma transformagao linear. Além disso, como p(e1) = —e; e p(e;) = e;,

18



segue que {p(e1),...,p(e,)} é uma base pseudo-ortonormal de R™, em que {ey,...,e,} é

a base canonica do R™.
Em geral, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.5. Uma aplicagao ¢ : R — R™ é uma transformacao de Lorentz de R™ se, e

somente se, @ € linear e {¢(ey1),...,¢(e,)} € uma base pseudo-ortonormal de R".
Demonstra¢ao. Suponha que ¢ seja uma transformacao de Lorentz de R"™. Entao,
-1 sei1=753=1,

(plei), plej)) = (eie5) =4 0 se i#j,
1 sei=j#1

Logo, {¢(e1),...,¢(e,)} é uma base pseudo-ortonormal de R™.

Seja © = (x1,...,%,) € R". Entdo, existem coeficientes ¢y, ..., ¢, em R tais que

p(r) = ciple;).

J=1

Como {p(e1),...,¢(e,)} ¢ uma base pseudo-ortonormal de R™, temos

—c1 = (p(x), pler)) = (z,e1) = =11

¢ = (p@).ple;)) = (v,¢;) = a;, para j > 1.

Entao,
@ (Z %’%’) = p(r) = Z ciple;) = Z%’@(Gj)-

Reciprocamente, suponha que ¢ é linear e {p(e;),...,¢(e,)} é uma base pseudo-
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ortonormal de R". Entao, dados x,y € R"

(p(z),0(y)) = <so (Z xe) L0 (Z yjej)>

- <Z zi0(e;), Z yj@(ej)>
= Z Z xiyj<30(€z‘)a Sﬁ(ej»

i=1 j=1

= —I1y T Ty + -+ Tuln
= (x,y).

Portanto, ¢ é uma transformagao de Lorentz. O

Seja M(n,R) o espago das matrizes reais de ordem n. Dizemos que A € M(n,R)
é lorentziana, se a transformacao associada ¢4 : R" — R" definida por pa(x) = Az é
lorentziana. O conjunto das matrizes lorentzianas de ordem n serd denotado por O;(n, R).
Voltando ao exemplo [L.1] a transformacao de Lorentz p(z) = (—x1, 2, ..., 2,) pode

ser escrita como ¢(x) = Gz, em que

~1 0 0
0 1 0

G = (1.7)
0 0 1

A matriz G é a matriz lorentziana associada a ¢.
O resultado a seguir nos mostra condigoes para verificar quando uma matriz A é

lorentziana. Para o que se segue, A" denota a transposta da matriz A.

Teorema 1.6. Sejam A € M(n;R) e G a matriz diagonal dada por (1.7). As sequintes

afirmacgoes sao equivalentes:
1. A matriz A € lorentziana.
2. As colunas da matriz A formam uma base pseudo-ortonormal de R".

3. A matriz A satisfaz a equacio ATGA = G.
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Demonstracao. Seja ¢4 @ R" — R" a transformagao de Lorentz associada a matriz A.

Por linearidade, pa(xz) = > x;pa(e;), para todo x € R". Se A; denota as colunas da
=1

matriz A, entdo Az = ) z;A;. Como ¢4(z) = Az, entdo pa(ej) = A;, 1 < j <n. Do
i=1
Teorema [L.5, {pa(e1),...,pale,)} é uma base pseudo-ortonormal de R™.

Considere a matriz

11 a2 - Qin
Q21 Qg2 -+ Q2n
A=
An1 Ap2 - Apn
Entao,
—a11 A21 - Apl
—ai2 A2 - Qp2
ATG =
—Q1p A2n Ann

Se Aj, 1 < j < n, sao as colunas de A, entao

(A1, A1) (A, Ag) -0 (Ag A)
ATOA = <A27.A1> <A21A2> S <A27'An>
<An,A1> <An7A2> e <AnvAn>

Como as colunas da matriz A formam uma base pseudo-ortonormal de R", segue que

—1 sei1=35=1,
(Aj, Aj) = 0 se i#j,
1 sei=7#1.

Logo, ATGA = G.
Se ATGA = G, entdo a transformacido ¢4 : R — R" definida por p4(x) = Az, para

todo x € R", é uma transformacao lorentziana. De fato, para cada u,v € R" podemos
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escrever (u,v) = u' Gv. Dai, para todo z,y € R",

(pa(®),0a(y)) = (pa(2)) Gpa(y)
= (Az)TG(Ay)

2T AT)G(Ay)

H(ATGA)y

—~

|
8

completando a demonstracao do Teorema. O]
Corolario 1.7. Seja A € M(n,R).

(i) Se A é lorentziana, entao det A = +1.

(i) A é lorentziana se, e somente se, A" é lorentziana.

Demonstragdo. (i) Como ATGA = G, entdao detG = det(ATGA) = (det G)(det A)>.
Logo, (det A)?> =1, pois det G = —1, e assim det A = +1.

(ii) Usando que ATGA = G, pois A é lorentziana, e G? = Id, segue que

ATGA=G < (AG)ATGA = (AG)G
e (AGAT)GA=A
e AGAT = A(GA)!
e AGAT = AA'G
<

AGAT = G.

Como A = (AT)T, concluimos que A" é lorentziana. O

Do Corolério acima, segue que toda matriz lorentziana A pertence ao grupo GL(n, R)
das matrizes invertiveis de ordem n. Assim, o conjunto das matrizes lorentzianas de
ordem n é caracterizado como o conjunto de todas as matrizes A € GL(n,R) tais que
ATGA =G.

Os resultados a seguir mostram que O;(n,R) com a operagao de multiplicagdo de
matrizes é um subgrupo de GL(n,R). Além disso, O;(n,R) é fechado para transposigao

de matrizes.
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Corolério 1.8. Uma matriz A ¢ lorentziana se, e somente se, sua inversa A~! é lorentzi-

alna.

Demonstracao. Sendo A lorentziana, segue que

ATGA=G <= (AT)1ATGA=(AT)"'G
e GA=(AT)G
e GAA™l = (AT)1GA™!
e G=(AT)IGA™L

Como (AT)™! = (A1) T atltima igualdade é equivalente a dizer que A~! é lorentziana. [J

Corolario 1.9. Se A e B sao matrizes lorentzianas, entao a matriz AB é lorentziana.

Demonstra¢do. Vamos mostrar que (AB)"G(AB) = G. De fato, usando as proprieda-
des de transposicao de matrizes, a associatividade do produto de matrizes e que A e B

satisfazem ATGA = G e BTGB = G, temos que

(AB)TG(AB) = (BTAT)G(AB)
— BT(ATG)(AB)
— BT(ATGA)B
- B'GB
el

O

Definigao 1.5. Uma transformagao de Lorentz é dita positiva (resp. negativa) se leva
vetores tipo tempo positivos (vide Definigao em vetores tipo tempo positivos (resp.
negativos). A matriz associada a transformacao lorentziana positiva (resp. negativa) é
chamada matriz lorentziana positiva (resp. negativa). O grupo das matrizes lorentzianas

positivas sera denotado por PO;(n,R).

Os proximos resultados que veremos sao relativos as matrizes lorentzianas positivas.

Nosso primeiro objetivo é mostrar que a inversa de uma matriz lorentziana positiva é
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também positiva. Para simplificar a demonstracao da proposicao a seguir, seja

ai

21

anl

Q12 A1n
22 A2n

b
an2 Ann

uma matriz lorentziana positiva e A~! a sua inversa, com A; e A’ os vetores colunas de

A e A7!, respectivamente. Como ATGA =

G, segue que A~ = GATG, isto é,

aii —a921 —Qnp1
_ —Q12  A22 Ap2
Al = (1.8)
—Q1n Aon Apn
Entao, para cada x € R}, temos
air a2 Q1p 1 1121 + a12T2 + - - - + A1 Ty
ag1  QA22 Qop, T 21T1 + G22T2 + - -+ + A2 Ty,
Ax = =
An1  Ap2 Ann Tp An1T1 + Ap2To +-- ApnTy
e
aii —a21 —Aan1 x1 1171 — 21T2 — *+* — Ap1Tp
1 —a12 A2 (2 T —@1271 + (22T + *+* + Apalp
A Tr = g
—Q1n Aon Ann Ty, —Q1n,T1 + AonT2 + -+ AnnTy
Logo,
1
—(A z) —(A1, z)
2
<A ) $> 1 <A27 aj)
Az = e Az =
<ATL7 .T> <An7 ,/L‘>

Portanto, A ¢é lorentziana positiva se, e somente se, (A!,z) < 0 para cada vetor tipo
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tempo positivo x € R?. Do mesmo modo, A~! é lorentziana positiva se, e somente se,

(A1,x) < 0 para cada tal z € RY.

Proposicao 1.10. Seja A = (a;;) uma matriz lorentziana. Entdo, A é positiva se, e

somente se, a;; > 0.

Demonstragdo. Se aj; > 0, entdao A' é um vetor tipo tempo positivo. Assim, se x € R}
é um vetor tipo tempo positivo, a Proposicao garante que (A',z) < 0, e disto A é
positiva. Reciprocamente, se A é positiva, entao para cada vetor tipo tempo positivo

r € RY, temos que (A, z) < 0, ou seja,
a1 + a1pTo + - - - + a1pxy, = —<A1, I’> > 0. (19)

Notemos que se a;; < 0, entao por (A!, A1) = —1 temos

@11:—\/1+a%2+"'+@%n-

Como z é tipo tempo positivo, segue que

T > \/23+ - 4 a2

Portanto, de (1.9

a12$2+---+a1nxn>\/1+a%2+---+a%n\/x§+---+at,%.

Isto contradiz a desigualdade de Cauchy-Schwarz em R™ aplicada aos vetores (1, as, ..., a1,)

e (0,29,...,2,). Assim, ay; > 0. O
Corolario 1.11. Uma matriz A é lorentziana positiva se, e somente se, A~! é positiva.

Demonstracao. A prova deste resultado segue diretamente do Corolario e da identi-

dade (1.8)). ]

De modo andlogo, é facilmente provado que A é lorentziana positiva se, e somente se,

AT é lorentziana positiva.

Corolario 1.12. Se A e B sao matrizes lorentzianas positivas, entao AB é positiva.
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Demonstragao. Sejam A = (a;;), B = (bi;) e AB = (¢;;). Tome u = (a11, 412, ..., a1,) €
v = (by1,b91,...,b,1). Como A e B sao matrizes lorentzianas positivas, u e v sao vetores

tipo tempo positivos. Se c;; < 0, entao

n

n
0>cn = Zaljbjl = ay1bn + Zaljbjl =anby +u- .

J=1 Jj=2

Vejamos que a1 > |[ul|p € by > ||V 5, pois ai1 e biy sdo positivos. Assim
[@)|e |[7]e + -7 < 0.

O que contradiz a desigualdade de Cauchy-Schwarz, em R"~!, aplicada aos vetores @ e .

Portanto, c¢1; > 0. ]

Proposicao 1.13. Para cada par de vetores tipo tempo positivos z,y € R, existe uma

unica transformacao lorentziana positiva A tal que Ax = y.

Demonstragao. Sejam {ey,...,e,} a base canonica e {us, ..., u,} uma base qualquer de
R™ em que u; é um vetor tipo tempo positivo. Usando o processo de ortonormalizagao
de Gram-Schmidt obtemos uma base pseudo-ortonormal de R™ da seguinte forma. Escre-
vemos wy = uy/||uy]| e assim (wy,w;) = —1. Agora, consideramos vy = ug + (us, wy)w;.

Entao, v, é nao nulo, uma vez que u; e uy sao linearmente independentes. Além disso,
(wy,v2) = (w1, ug) + (ug, wy)(wy, wy) = 0.

Pela Proposicao vo ¢ um vetor tipo espaco. Escrevendo we, = e seguindo o

vl

mesmo processo, obtemos:
vs = ug+ (us, wi)w — (us, wa)wy,
U3
w3 = T,
[[vs
Up = Uy + <U,n, w1>w1 - <Un, w2>w2 — = <Un, wn—1>wn—17
Un
w, = )
[[val]
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Portanto, {wy, ..., w,} é uma base pseudo-ortonormal de R", pois

-1 sei=75=1,
(w;, w;) = 0 se i#j,
1 sei1=7#1.

Seja A a matriz cujas colunas sao ws,...,w,. Entao, pelo Teorema A é lorentziana
e, uma vez que Ae; = wy é um vetor tipo tempo positivo, A é positiva.
Agora, sejam z e y vetores tipo tempo positivos. Completando {z} e {y} a bases de

R™ e aplicando o processo acima, concluimos que existem matrizes lorentzianas positivas
y Iyl

B e C tais que Be; = ﬁ e Cep = m Tomando A = WC’BA, segue que Ar =y e
x y x
dos Corolérios [1.11] e obtemos que A é uma matriz lorentziana positiva. O

1.3 O grupo O;(3,R)

Aqui mostramos como obter os elementos do grupo O;(3,R). Para isso, consideramos
A € 04(3,R) na forma
ai; Qar2 a4
A= ax as asx

a31 azz 33

Q22 Qa23

Para essa matriz, destacamos o menor principal A;; = associado ao termo
az2 Aass
ai1. A matriz Ay, é chamada a parte espacial de A.
Lema 1.14. Se A € 041(3,R), entao ay; det A = det Ay;.
Demonstracao. Uma vez que A é lorentziana, temos
—afy +afy +aj; = —1,
—a11a1 + a12a22 + azas = 0, (1.10)
—a11a31 + a12a32 + aijzazs = 0.

Desenvolvendo o determinante de A pelos menores principais da primeira coluna e usando
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(1.10)), obtemos

a1 det A = (I%l det All — 11021 det A21 + aj1a31 det A31
2
= aj; det A1y — (@12a22 + a13a23)(a12a33 — a32013) + (@12a32 + a13a32) (12023 — A22a13)
—QdetA—2( — )—2( — )
= a1 11 — A9\ Q22033 — A32023 a13(A22a33 — A32023
2 2 2
= (a1, — ajy — aj3) det Ay

= det All- ]

De maneira analoga, obtemos as igualdades

ajpdet A = ap a3z — aziass,
ajzdet A = agaz — azas,
agp det A = ajpasz — asass,
aypdet A = ajiasz — aziais, (1.11)
assdet A = ajpasz; — asqaqy,
azidet A = aza13 — ai2as3,
agpdet A = agia13 — anass,
agsdet A = agoaq; — ajaa91,

que serao importantes na demonstragao do Teorema |3.1].
Pelo Lema o grupo O;(3,R) fica completamente determinado pelos sinais de a1,
e do determinante de Ay;. Isto nos permite escrever o grupo O;(3,R) como uniao disjunta

dos seguintes conjuntos

PO (3,R) = {A€O;(3,R); det Ay; >0 e ay >0},
PO;(3,R) = {A€0:(3,R); det Aj; <0 e ay; >0},
NOf(3,R) = {A€Oi(3,R); det A;; >0 e ayy <0},
NO;(3,R) = {A€O:1(3,R); det Ay <0 e ay <0}

Os elementos de PO; (3,R), NO{ (3,R) e NO; (3, R) podem ser escritos como produto
A esquerda das matrizes I, G e Iy, respectivamente, pelos elementos de PO (3,R). Isto
¢,
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em que

10 0 -1 0 0 -1 0 O
L=]101 0 , G= 0 10 e L= 0 1 O
00 -1 0 01 0 0 -1

De fato, notemos que a matriz I; € PO; (3,R) altera apenas o sinal do determinante de
Ayp, a matriz G € NO;y (3,R) muda apenas o sinal de a;; e a matriz I, € NO; (3,R)
altera o sinal de a;; e do determinante de A;;. Assim, para determinar os elementos do
grupo O;(3,R), basta estudarmos os elementos do conjunto PO7 (3, R).

Para prosseguirmos, se faz necessario determinar os elementos do grupo O;(2,R). E
facil verificar que o resultado do Lema [1.14] é valido para matrizes nesse grupo. Assim,

consideremos A = (a;;)1<i j<2 € PO (2,R), isto é, a;; > 0 e agy > 0. Como as colunas de

A formam uma base pseudo-ortonormal de R? e det A = 1, temos

—aj, +a3 = -1, (1.12)
—a}y + a3 = 1, (1.13)
—anaz + agazn = 0, (1.14)
a1z — anaiz = 1. (1.15)

Entao, de (1.12)) e (1.13)), a1, a20 > 1. Agora, seja f(x) = coshz. Notamos que f é par

e f(z) > 1 para todo = € R. Assim, existem unicos t,s € R, tais que a;; = cosht e
age = cosh s. Usando ([1.12)), (1.13)) e a relagdo fundamental da trigonometria hiperbélica
mostra-se que |ag;| = sinht e |aj2| = sinh s. De ([1.15]) obtemos

Qo1012 = Q110292 — 1 = coshtcoshs —1 > 0.
Entao, as; e ajp possuem o mesmo sinal. Dessa forma, de ((1.14)

0 = coshtcosh s — sinh¢sinh s = sinh (¢ — s).
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Como sinh xz = 0 se, e somente se, x = 0, segue que t = s. Portanto,

cosht sinht cosht —sinht
= ou , parat > 0.
sinht cosht —sinht cosht

Reescrevemos as matrizes acima como

cosh ¢ sinh
A= 4 v , peR
sinh ¢ cosh ¢

Agora, observamos que

1 0 -1 0 -1 0
[1: s G = [§ [2:
0 —1 0 1 0 -1
Portanto,
cosh sinh
—sinhp —coshp
—cosh¢ —sinh
NOF(2,R) = G-POf(2,R) — 4 " perd,
sinh¢p  coshyp
—coshp —sinh
NO;(2.R) = I,-POH(2,R) = i 7l ser
—sinhy —coshyp

Agora, voltemos a classificacao de 01(3,R). No que segue, consideramos o subgrupo

SOl(S,R) = {A S 01(3,R) ;det A = 1}

Proposigao 1.15. Se A € SO;(3,R), entao 1 é autovalor de A.

Demonstragao. Vamos mostrar que a identidade det(A — Id) = 0 é satisfeita. Com efeito,
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sendo G? = Id, em que Id denota a matriz identidade de ordem 3,

det(A —Id) = det(A— G?)
= det(A - GATGA)
= det(ld— GATG)det A
= det(G* — GA'G)
= detGdet(/d — AT)det G

— det(Id— AT)
= det(Id—A)"
= —det(A— Id).
Portanto, det(A — Id) = 0. O

Assim, se v € R} é um autovetor de A € SO;(3,R) associado ao autovalor 1, entao a

matriz A deixa fixa a reta cuja direcao é dada por v.

Definigao 1.6. Seja A € SO;(3,R), A # Id, e v um autovetor de A associado ao

autovalor 1. Dizemos que A é:
(1) hiperbdlica, se v é tipo espago;
(2) eliptica, se v é tipo tempo;
(3) parabdlica, se v é tipo luz.

E importante observar que A possui somente um autovetor associado ao autovalor 1.
De fato, se existem dois autovetores linearmente independentes associados ao 1, entao
A = Id, pois det A = 1.

Com as informacgoes acima em maos, apresentamos como sao os elementos do grupo
PO{(3,R). Consequentemente, conhecemos os elementos de Oy (3, R).

Sejam A = (a;;)1<ij<3 € POY(3,R) e U uma reta fixada por A. Tomando e, 1 <
J < 3, os vetores da base candnica de R?, estudamos os casos em que U = span{ez} (A é
hiperbdlica) ou U = span{e;} (A é eliptica) ou span{e; + es} (A é parabdlica), ou seja,
U é uma reta de cada tipo causal.

Se U = span{es}, entdo Aes = e3. Como (Aes, Aej) = (es,e;) = 0, para j = 1,2,
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segue que Aey, Aes € span{ey, ea}. Logo, az; = azy = 0 e obtemos

ayn aiz 0
A= as  az 0
0 0 1

Sendo A € PO{(3,R), as colunas de A satisfazem as condicoes dadas de (1.12)) a (1.15)).

Deste modo, existe ¢ € R tal que

coshy sinhgp 0
A= | sinhy coshp 0 |. (1.16)
0 0 1

Se U = span{e;}, entdo Ae; = e;. Como (Aey, Aej) = (e1,e;) = 0, para j = 2,3,

segue que Aes, Aeg € span{ey, eg}. Dai, a12 = a3 = 0 e entdo

1 0 0
A= 0 ag ags
0 az ass

Como A € POY(3,R), as colunas de A formam uma base pseudo-ortonormal de R? e

det A =1, ou seja,

a5+ a3y = 1,
a +az; = 1,
2093 + azpazz = 0,
A22033 — 32023 = 1.

Das equacoes acima, concluimos que a matriz (a;;)2<; j<3 € SO(2,R), em que

SO(2,R) ={A € M(2,R); A é ortogonal e det A = 1}.
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Assim, existe 6 € [0, 27) tal que

1 0 0
A= 0 cosf sinf |- (1.17)

0 —sinf cosf

Por fim, se Y = span{e; +e5}, vamos determinar A indiretamente, calculando primeiro
A na base B = {e; + €9, 62,63}, que denotamos por Az = (\;j)1<ij<3. Nesta base, o

pseudo-produto interno de R? é dado por

(1,91, 21)B, (T2, Y2, 22)B) = T1Y2 + T2y1 + Y1y + 2122,

em que (x,y,2)p = vey + (r + y)eg + zeg. Como A(e; + e2) = €1 + eg, a primeira coluna
de Ag é o vetor (1,0,0)5. Além disso, (e3,e; + e2) = 0, entao, Aeg € span{es, e; + es},

ou seja, A9z = 0. Assim,

I A2 Aus
Ap=10 X 0
0 Aszz Asg
Uma vez que, 1 = det Ag = AyoA33, obtemos A9y = )\%3 Para encontrar as demais

entradas, notemos que

1 = (ez,e1+e2) = (Aey, Aler +e2)) = Ao,
1 = <62, 62> = <A€2, A62> =1 + 2)\12 + )\22;,2,
0 = <€2, €3> = <A€2, A€3> = )\13 + )\32.

2

Dai, obtemos A33 = Aogs = 1, A30 = — A3 € Ap = —%. Denotando A = A3, temos
2
A
2
As=10 1 o0
0 —Xx 1
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Voltando para a base canonica, temos

)\2 —1
1 00 1 Y A 100
A = 110 0 1 0 110
0 01 0 =) 1 0 01
/\2
1 D) A 1 00
)\2
= 1 1—=— X\ -1 10
2
0o - 1 001
Portanto,
A2 A2
1+—= — A
2 2
A= X X . (1.18)
2 2
A - 1

Teorema 1.16. Seja A € PO (3,R). Entdo, A é conjugada a uma das matrizes dadas
por (1.16), (1.17) e (1.18)). Isto é, existe uma matriz Q € O1(3,R) tal que A = QM;Q™",

em que
1 0 0

My=1 0 cos§ sinf |, 0€]0,2m),

0 —sinf cos@

¢ a matriz que fixa o vetor (1,0,0),

A2 A2
1+ 2y
T3 T3
MZ_ >\_2 1_>\_2 A 7)\€R7
2 2
A A 1

¢ a matriz que fiza o vetor (1,1,0) e

coshyp sinhg 0
Mz =] sinhg coshe 0 |, ¢ €R,
0 0 1

¢ a matriz que fixa o vetor (0,0,1).
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Demonstracao. Seja U uma reta fixada por A. Consideramos os casos:

Se A é hiperbdlica, seja uz € U um vetor unitario. Complete {uz} para uma base
pseudo-ortonormal {uy, us, u3} de R?. Seja Q € O1(3,R) tal que Qe; = u;, paral <7 < 3.
Temos que Q tAQ € PO (3,R), pois

det(Q'AQ) = det Q' det Adet Q = (det Q)*det A = 1.

Além disso,

Q 'AQes = Q' Auz = Qg = es.
Logo, existe ¢ € R tal que
coshyp sinhg 0

A=Q/| sinhyp coshy 0 | Q"
0 0 1

Se A é eliptica, seja u; € U um vetor unitério. Complete {u; } para uma base pseudo-
ortonormal {uy,us, us} de R3. Tome Q € O4(3,R) tal que Qe; = u;, para 1 < i < 3. Dai
Q'AQ € PO{ (3,R) satisfaz

Q 'AQe; = QM Auy = Q 'uy = ey.

Entao, existe 6 € [0, 27) tal que

1 0 0
A=Q| 0 cosf sinf |Q°"

0 —sinfd cosf

Por fim, se A ¢é parabdlica, seja u € U tal que u = (1,a,b). Como a* + b? = 1, existe

0y € [0,27) tal que a = cosfy e b = sinfy. Tomando Q € POy (3,R) da forma

1 0 0
Q=1 0 cosy —sinb, |,

0 sinfy cos6y
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temos Q7 'AQ € POy (3,R) e

1 0 0 1 1 1
Qler+e)=1| 0 cosfy —sinby 1 [ =] cosbOy | =] a | =u
0 sinfy cos6y 0 sin 6, b
Dai
QrAQ(e; +e3) = QAU = Q 'u = e +ey.
Portanto existe A € R tal que
A2 A2
1+—= —= A
* 2 2
A2 A2 -1
A=Q| X A (1.19)
2 2
A -2 1

O

Para finalizar, determinamos a dlgebra de Lie do grupo O;(3,R), que serd denotada
por 01(3,R).

Seja X um vetor tangente a O1(3,R) em [d. Entao, existe uma curva diferencidvel
(C®) a: (—e,e) = 01(3,R) tal que a(0) = Id e o/(0) = X. Como «(s) € 01(3,R), para
todo s € (—¢,¢), segue que (a(s))"Ga(s) = G. Derivando, obtemos (a/(s))" Ga(s) +
(a(s))TGd/(s) = 0. Para s =0, X'GId = —Id"GX, isto é, X TG = —GX. Portanto,

01(3,R) ={X e M(3;R); X'G=-GX}. (1.20)

Escrevendo

11 T2 X13

X = T21 T2 T23 )
T31 T32 T33
segue de que,
—T11 T21 T31 1 T12 T13
—T12 T2 T32 = —Tg1 —T2 —T23
—ZT13 T23 T33 —&x31 —T3z2 —IT33
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Portanto,

Dai, concluimos que

0 0 O 0 01 010
Xi=]l0 0 1], Xa=|000 e X3=|10 0 |. (1.21)
0 -1 0 1 00 0 0O

¢ uma base para 01(3,R).

1.4 Curvas parametrizadas em R}

Finalizamos este capitulo com o estudo sobre curvas no espago de Minkowski.

Definigao 1.7. Uma curva parametrizada é uma aplica¢ao suave v : I — R}, em que [
é um intervalo de R. Chamamos a imagem ~(I) de trago de . Para cada s € I, o vetor

~'(s) é chamado o vetor tangente de v em s.

Todas as curvas estudadas nesta secao sao parametrizadas.
Na segao [1.1] foi introduzido o tipo causal de vetores e de subespagos de R?. No caso

de curvas temos a seguinte defini¢ao.

Definigao 1.8. Sejam v : I — R} uma curva e sy € 1.
(1) Se v/(sp) é um vetor de tipo espago, dizemos que 7 é uma curva tipo espago em So;
(2) Se 7/(sp) é um vetor de tipo tempo, dizemos que v é uma curva tipo tempo em s;
(3) Se v/(sp) é um vetor de tipo luz, dizemos que v é uma curva tipo luz em sj.

Se para todo s € I, 7/(s) é um vetor tipo espago (resp. de tipo tempo, tipo luz),

dizemos que 7 é de tipo espago (resp. de tipo tempo, tipo luz).
Exemplo 1.2.

1. Sejam p,v € R}. A reta parametrizada por a(s) = p+sv, s € R, tem vetor tangente

a/(s) = wv. Logo, a tem o mesmo tipo causal de v.
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2. Seja B : [0,27) — R3? o circulo B(s) = (0,rcoss,rsins) de raio r > 0 e cen-
tro na origem de R3. Seu vetor tangente é 3'(s) = (0,—rsins,rcoss) e assim

(B'(s),5'(s)) = r* > 0. Entao, B é uma curva de tipo espago.

3. Seja v : R — R? a curva dada por ~y(s) = (bs,acos s,asins), com a,b > 0. Temos
7' (s) = (b, —asins,acoss) e (¥ (s),7(s)) = a®> = b?> = (a — b)(a + b). Portanto, se
a > b, entao 7y é de tipo espaco; se a = b, segue que v ¢é de tipo luz e se a < b, v é

de tipo tempo.

Definigao 1.9. Seja v : I — R} uma curva. Dizemos que 7 é regular se 7/(t) # 0, para
todo t € I. Se existe tg € I tal que v/(tg) = 0, dizemos que ¢y é um ponto singular desta

parametrizagao.
As curvas dadas no Exemplo [I.2] sdo regulares.

Teorema 1.17. Seja v : I — R} uma curva. Se v € de tipo luz ou tempo, entao vy é

reqular.

Demonstracao. Sey(t) = (z1(t),...,z,(t)) é de tipo luz ou tipo tempo, entao (y'(t),7'(t)) <

0 para todo t € I, isto é,

e entao ) (t) # 0 para todo t € I, e portanto 7/(t) # 0 para todo t € I. O

Definigao 1.10. Sejam v : I — R} uma curva e a,b € I. O comprimento de arco de vy

entre a e b é definido por

L= [ vl

Defini¢ao 1.11. Seja v : I — R} uma curva. Uma reparametrizacao de v é uma curva
parametrizada da forma 3 = yoh, onde h : J — I é um difeomorfismo entre os intervalos

abertos J e I. A funcao h é chamada mudanca de parametro.

Definicao 1.12. Uma curva v : I — R} tem velocidade unitdria se ||7/(¢)|| = 1 para todo
t € I, e que esta parametrizada pelo comprimento de arco se para todo ty € I, a funcao

comprimento de arco a partir de tg é dada por s(t) =t — t.

As defini¢bes acima, nos permitem enunciar o seguinte resultado.
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Teorema 1.18. Seja v : I — R} uma curva reqular e que nao seja de tipo luz. Entao,
v admite uma reparametrizacao com velocidade unitdria. Mas precisamente, existe um

intervalo aberto J e um difeomorfismo h : J — I tal que ¥ = ~yoh tem velocidade unitdria.

A demonstragao desse Teorema é analogo ao caso de curvas no espacgo euclidiano e

pode ser visto em ([I], p. 116).
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Capitulo 2
O Espaco Hiperbdlico

No espaco euclidiano R™* munido do produto interno
n+1

(T, y)p = Z LilYi,
i=1

em que = (T1,...,Tpt1) €Y = (Y1,.-.,Ynt1), & esfera S" é definida como o conjunto
dos pontos x € R™! tais que (z,2)p = 1. Analogamente, no espaco de Minkowski R,

definimos o conjunto
H" = {,Z‘ = (513'1, c ,.Z'n+1) < R?Jrl ; <£C,£L‘> = —1, xr1 > O},

o qual chamamos de espago hiperbdlico de dimensao n. Note que, por definicao, H"
té tores tipo t it] e n = 2 H? é fici
contém apenas vetores tipo tempo positivos e, se n = 2, o espago ¢ uma superficie
regular de R3, a qual chamamos plano hiperbdlico.
Neste capitulo, nosso objetivo é estudar as principais ferramentas geométricas que

serao essenciais para o ultimo capitulo deste trabalho.

2.1 Isometrias de H"

Dizemos que uma aplicagao ¢ : H" — H" ¢ uma isometria de H", se ¢ preserva o

pseudo-produto interno (1.1, isto é, (p(z), ¢(y)) = (x,y) para todos x,y € H".

Exemplo 2.1. A aplicacao v, : H> — H? dada por

Uy (x,y,2) = (x,ycosf + zsin b, zcos§ — ysinf), 6 € [0,2n),
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é uma isometria de H?. De fato, sejam (x1,y1, 21), (T2, y2, 22) € H?, temos

<1/11(x1, Y1, 21)7 ¢1($2, Y2, ZQ)>

—2129 + (y1 cos O + 21 sin 0)(yz cos O + z3 sin 0)

+(21 cos O — y; sin @) (23 cos @ — yo sin 6)

— 2129 + Y1Ya €082 O + Y129 cos 0 sin O + 2,1y, cos O sin 0
421298102 0 + 2125 cos? 0 — 21y cos O sin @

— Y125 cos 0 sin 8 + y,y, sin” 0

— 2129 + 1192(cos? O 4 sin? 0) + 21 25(cos? O + sin? 0)
—I1T2 + Y1Y2 + 2122

((v1, 91, 21); (T2, Y2, 22)).-

Exemplo 2.2. A aplicacao v, : H?> — H? dada por

2

A2 A
) = (o= D)+ Ak o= ) F A Mo 9+ 2) A ER

2

é uma isometria de H?. Com efeito, se (z1,y1, 21), (T2, Yo, 22) € H?, entao

<¢2(x17 Y1, Zl>> 1/12($2, Y2, 22)>

A2 A2
— <?(x1 — 1) + Az + x1> (?<I2 — Yo) + Azo + xQ)

A2 A2
+ <7(I1 — Y1) + Az + y1> <7(I2 — o) + Ao + y2>

+(Ma1 —y1) + 21)(Mx2 — 32) + 22)
2 2
- (E(wl —y) + >\Z1) (?(952 — o) + )‘22)
2 A2
- (5(551 —y1) + Azl> Ty — (?(IQ —y2) + A22> Ty — X172
A2 A2
+ <7(=’L’1 — 1) + )\21) (?(332 —y2) + )\22)
)\2 2
+ <E(1’1 — 1) + )\21) Yo + <?($2 —y2) + )\22) Y1+ Y1y2

—|—>\2(l’1 - y1)($2 - y2) -+ )\(1’1 — yl)ZQ -+ /\(IQ — y2>21 —+ 21292
)\2 )\2

_?@1 - y1)$2 — A\z1T9 — ?(1’2 - yQ)xl — AT — 1122

A2 A2

+?($1 — Y1)Y2 + A2y + 7(@ — y2)y1 + A2al1 + Y1y

+A% (21 — 1) (@2 — y2) + Moy — y1)ze + AM@2 — y2)21 + 2122
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A2 A2
= —5(951 — Y1) (22 — y2) — Ma2 —y2)21 — ?(951 — y1)(z2 — y2)
—ANz1 — Y1)z — 122 + Y1y + /\2($1 — 1) (T2 — y2)
+A (1 — y1)20 + Mxo — y2)21 + 2129
= —IT2 T YiY2 + 2122

= ((z1,91,21), (T2, Y2, 22))-

Exemplo 2.3. A aplicacao v3 : H?> — H? dada por
s(x,y, z) = (xcosh p + ysinh @, y cosh p + zsinh p, 2), p € R,
é uma isometria de H?. De fato, dados (z1,y1, 21), (T2, Y2, 22) € H?, temos

(Us3(x1,y1, 21), ¥3(xa, Y2, 22)) = —(x1 cosh ¢ + yy sinh @) (25 cosh ¢ + yo sinh )
+(y1 cosh ¢ + x1 sinh ) (ys cosh p + 9 sinh @) + 21 29
= —xy29cosh® ¢ — x1y, sinh ¢ cosh ¢ — 25 sinh ¢ cosh ¢
—Y1Y2 sinh? © + Y1y cosh? @ + Y179 sinh ¢ cosh ¢
+x1y sinh ¢ cosh ¢ + x1x9 sinh? 0+ 2129
= —m1x2(005h2 ¢ — sinh? @) + ylyg(cosh2 ¢ — sinh? ©) + 2129
= —I1Z2 t Y2 + 2122

= ((er 12, (2,42 22)).

Observe que, para todo x € R?, tem-se 11 (z) = Mz, o(x) = Moz e ¢3(x) = Mzx, em
que My, My e M5 sao as matrizes do Teoremall.16, Ou seja, 11, P9 € 103 sao transformagoes
de Lorentz positivas de R3.

O proéximo resultado caracteriza as isometrias de H".

Teorema 2.1. Toda transformacdo de Lorentz positiva de R™™' restrita a H" é uma
wsometria de H"™. Toda isometria de H" se estende a uma unica transformacao de Lorentz

positiva de R,

Demonstragao. Sejam 1) : R*™ — R™! uma transformacao de Lorentz positiva e ¢ =
Y|gn a restricdo de ¢ a H". Notemos que ¢ leva vetores de H™ em vetores de H", pois ¢
preserva o pseudo-produto interno e assim se x € H", entdo (¢(z), p(x)) = (z,z) = —1,

ou seja, ¢(x) € H". Dai, segue direto que {(p(z), p(y)) = (x,y) para todo z,y € H".
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Agora, consideramos ¢ : H" — H"™ uma isometria. Vamos mostrar que existe uma
tinica transformacio de Lorentz positiva 1 : R™™ — R tal que ¢ = ¥|g+. De fato,
seja {e1,...,€en41} a base candnica de R"™'. Suponhamos inicialmente que ¢(e1) = e.

Usando a notagao 1, ..., p,11 para as coordenadas de ¢, segue que

em que z; é a primeira coordenada de x. Assim, ¢(x) = (z1, p2(x), ..., Pasr1(x)).
Seja p : H* — R™ definida por p(z) = Z. Notemos que p é uma bijegao. De fato, se

p(z) = p(y) para z,y € H", entdo T = 7, ou seja, x; = y;, para todo 2 < i < n + 1.

Como z,y € H?, ou seja, (z,z) = (y,y) = —1, segue que x? = 3 ou, equivalentemente,
r1 = |y1|, mas 1 > 0 e y; > 0 e portanto 1 = y;. Assim, p é injetiva. Agora, seja
u = (uy,...,u,) € R". Notemos que v = (vy,uy,...,u,) com v; = /1 +u? +--+u2

pertence a H" e p(v) = u.
Usando ¢ e p, definimos uma fungiao @ : R® — R" por p(u) = po p o p~!(u). Disso,

segue que para todo x € H"

B(T) =popop (T) =poy(x) = p(x).

Combinando a ultima igualdade com a equagao ([1.3)) e o fato de ¢ ser uma isometria,

obtemos
—riy +o(r)-0(y) = -1y +T-7Y
p(r)-ply) = Ty
P -2 = 77

Dai, ® é uma transformacao ortogonal. Assim, existe uma matriz ortogonal A tal que

Au = P(u) para todo u € R". Seja

)

e}

Observamos que A é lorentziana positiva e Az = o(x) para todo z € H"™, pois as colunas

de A formam uma base ortonormal de R™. Além disso, se x € R*"! é um vetor tipo tempo
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positivo, a primeira coordenada de Az é a primeira coordenada de z, que é positiva, logo

A é uma matriz lorentziana positiva. Sendo AT = ®(T), para todo x € H", entao

A

Ax = (fpl, @2(2971(5))’ <. 790n+1(p71(f)))
= (21, 02(7),..., Pns1(2))
= ().

Dai, concluimos que, se ¢ : H” — H" é uma isometria de H" tal que (e;) = e;, entao
existe uma transformacao de Lorentz positiva de R"*! que estende ¢.

Para o caso geral, procedemos da seguinte forma. Suponhamos que ¢ seja uma isome-
tria arbitrdria de H". Sejam e; e ¢(e;) vetores tipo tempo positivos. Pela Proposigao[L.13]
existe B € PO1(n+1,R), tal que Bp(e1) = e;. Assim, do caso anterior, existe uma trans-
formagao lorentziana positiva 1 : R"™ — R" ™! tal que ¢(x) = By(r) para todo z € H".
Usando os Corolarios e [1.12] mostra-se que B~ é uma transformacao lorentziana
positiva de R"™!. Logo, B~ estende . Para provar a unicidade, consideramos ® e ¥
transformacoes de lorentz positivas do R"™! que estendem ¢, isto é, ®(z) = p(z) = ¥(z)
para todo z € H". Considerando {ey,...,e,;1} a base canonica de R"*!, notemos que os

vetores e; e v/2e; +e;, 7 =2,...,n+ 1, pertencem a H", pois (e1,e;) = —1 e
(V2e1 + e, V2e1 +e;) = 2(er, e1) + 2v2(er, ) + (ej,¢5) = —1.

Assim, ®(e;) = U(e) e ®(v2e +ej) = U(V2e +¢;), 5 = 2,...,n+ 1 e entdo da
linearidade de ® e ¥ segue que ®(¢;) = V(e;) para todo ¢ = 1,...,n + 1. Portanto, é

unica a transformacao de Lorentz positiva que estende . O

2.2 Curvas Parametrizadas em H?

Nesta secao, apresentamos algumas definicoes e resultados bésicos sobre curvas no

espaco hiperbdlico bidimensional que serao utilizados no Capitulo

Defini¢ao 2.1. Uma curva parametrizada regular em H? é uma aplicacao suave ~y : I —

H?, em que I é um intervalo de R, tal que +/(s) # 0 para todo s € I.

E importante observar que (v/(s),(s)) = 0 para todo s € I, pois y(s) € H2. Assim,

~(s) e 7/(s) sao vetores pseudo-ortogonais. Além disso, sendo v(s) um vetor tipo tempo,
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segue da Proposicao que v'(s) é de tipo espago e entdo, da Defini¢ao , ~v é uma

curva tipo espago.

Exemplo 2.4. A aplicagao v : R — H? dada por ~(s) = (cosh s, sinh s,0) é uma curva

parametrizada regular em H?, pois
(v(s),7(s)) = — cosh? s +sinh? s = —1

e 7' (s) = (sinh s, cosh s,0) # (0,0,0) para todo s € R. Além disso, v estd parametrizada

pelo comprimento de arco, pois (7'(s),7'(s)) = —sinh® s + cosh® s = 1 para todo s € R.

No que segue, denotamos ~'(s) por #(s) e consideramos 7 : I — H? uma curva para-
metrizada pelo comprimento de arco s, isto é, (t(s),t(s)) = 1 para todo s € I.

O vetor normal a v em s € [ é definido por n(s) = 7(s) x t(s). Assim, n(s) é
pseudo-ortogonal a y(s) e t(s). Além disso, (n(s),n(s)) = 1, pois, do item [{| do Teorema

L4

X

(n(s),n(s)) = (y(s) xt(s),7(s) x i(s))

| ety s
(t(s),t(s)) (t(s),7(s))

o

1o

_ 1

Dessa forma, {v(s),t(s),n(s)} é uma base pseudo-ortonormal de R? ao longo de 7, pois
v(s) é de tipo tempo e, pelo Corolario , os vetores t(s) e n(s) sao de tipo espago, para

todo s € I.

2.2.1 O Triedro de Darboux-Ribaucour

Nosso objetivo adiante é determinar as equagoes de Darboux-Ribaucour de 7(s) asso-
ciadas a base pseudo-ortonormal {7(s),t(s),n(s)}, a qual chamamos triedro de Darboux-
Ribaucour da curva 7. Essas equacoes nos possibilitam mostrar o Teorema Fundamental

de Curvas em H?. Para isso, comecamos com a seguinte definicao.

Definicao 2.2. A curvatura geodésica de v em s € I ¢é a funcao k, : I — R dada por
kg(s) = (t'(s), n(s)).
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Notemos que, a curvatura geodésica k,(s) é a componente de t'(s) na direcao de n(s).

Exemplo 2.5. A curva vy(s) = (cosh s,sinh s,0), do Exemplo ¢ uma geodésica de H?.
De fato, seu vetor tangente é t(s) = (sinh s, cosh s, 0) e assim, t'(s) = (cosh s, sinh s,0). O

vetor normal a v(s) é dado por

—e1 €9 €3
n(s) =7v(s) xt(s) =| coshs sinhs 0 |=(0,0,1).

sinhs coshs 0

Entao,

ky(s) = (t'(s),n(s)) = ((cosh s,sinh s,0),(0,0,1)) = 0.
Portanto, v é geodésica.

Exemplo 2.6. A curva 3(s) = (coshs,cosfsinhs, —sinfsinhs), § € [0,27), é uma
geodésica de H2. De fato, notemos que 3 = R o+, em que R é a rotacao de um angulo 6

em torno da reta gerada pelo vetor (1,0,0), isto é,

1 0 0
R = 0 cosf sinf

0 —sinf cosf

e v(s) = (coshs,sinh s,0) é a geodésica do exemplo anterior. Como R é uma isometria

de H? e a curvatura geodésica é invariante por isometrias, entao 3 é uma geodésica.

Observemos que, para cada p € H?, o espaco tangente a H? no ponto p, denotado por
T,H?, é o conjunto

T,H?> = {veR}; (p,v) =0} (2.1)

De fato, se v € T,H? entao existe uma curva a : (—¢,&) — H? tal que a(0) = p
e /(0) = v. Como «(s) € H? para todo s € (—¢,¢), segue que {a(s),a’(s)) = 0.
Para s = 0, temos («(0),a/(0)) = 0, ou seja, (p,v) = 0. Agora, seja v € R?\ {0} tal
que (p,v) = 0. Do Coroldrio [1.2| v é tipo espaco, e entdao (v,v) > 0. Defina a curva

a: (—e,e) = H? por a(s) = (cosh(as))p+ (sinh(as))v, em que a = |jv]| e o = Y Temos
a
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o/(s) = (sinh(as))ap + (cosh(as))v e a(s) € H? para todo s € (—¢,¢), pois

(a(s),a(s)) = ((cosh(as))p+ (sinh(as))v, (cosh(as))p+ (sinh(as))?v)
= cosh?(as)(p,p) + 2 cosh(as) sinh(as)(p, v) + sinh?(as) (v, D)
= — cosh?(as) + sinh?®(as)

= —1.

Uma vez que «(0) = p e o/(0) = v, segue que v € T,H? e assim (2.1)) estd provada. Como
consequéncia, t(s) e n(s) pertencem a T’ H? para todo s € 1.

Escrevendo t'(s) e n'(s) em termos da base {~(s),t(s),n(s)}, obtemos

t(s) = —{(s),v(s)v(s) + ('(s),t(s))t(s) + (t'(5), n(s))n(s)
n'(s) = —(n'(s),7(s))7(s) + (n(s),t(s))t(s) + (n'(s), n(s))n(s).

Sabendo que v(s) e t(s) sao pseudo-ortogonais e que t(s) e n(s) sdo unitdrios, temos
que (t'(s),7v(s)) = —(t(s),t(s)) = —1, (t'(s),t(s)) = 0 e (n'(s),n(s)) = 0. Da igualdade
(n(s),v(s)) =0, segue que (n'(s),v(s)) = —(n(s),t(s)) = 0. Por fim, como (t(s),n(s)) =
0, obtemos ky(s) = (t'(s),n(s)) = —(t(s),n'(s)).

Assim, as equagoes de Darboux-Ribaucour de (s) sao

V(s) = t(s)
t'(s) = ~(s)+ ky(s)n(s) (2.2)
n'(s) = —kg(s)t(s).

No plano euclidiano R?, uma curva regular ¢ determinada, a menos de isometrias, por

sua funcao curvatura. No espaco hiperbdlico, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.2 (Fundamental das Curvas em H?). Dada uma funcio diferencidvel k : I —
R, existe uma curva parametrizada reqular X : I — H?, tal que s € o comprimento de arco,
e k € a curvatura geodésica de X. Além disso, qualquer outra curva X satisfazendo as
mesmas condicoes difere de X por uma isometria de H?, isto €, existe uma transformacao

de Lorentz positiva A € O1(3,R), tal que X(s) = AX(s).

Demonstragao. Sejam X (s) = (x1(s), z2(s), x3(5)), T(s) = (t1(s),t2(s),t3(s)) e N(s) =
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(n1(s),na(s),n3(s)). Consideremos o seguinte sistema de equagoes diferenciais em I x R?

t(s) = k(s)n(s) +x;(s) (2.3)

com j =1,2,3.

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de solucoes para equacoes diferenciais or-
dindrias, dadas condigoes iniciais {Xo, Ty, No} e so € I, existe uma familia de solugoes
{X(s),T(s),N(s)}, s € I, satisfazendo X (sg) = Xy, T(s9) = Tp ¢ N(so) = Np.

Afirmamos que a familia {X (s),T(s), N(s)} permanece pseudo-ortonormal para todo

s € I. De fato, de ([2.3]), obtemos

(X, 7)Y = kKX,N)+ (X, X)+(T,T)

(X,N) = —k(X,T)+(T,N)

(T,N) = k(N,N)+ (X,N)—k(T,T) (2.4)
(X, X) = 2(X,T)

(T,TY = 2k(T,N)+2(X,T)

(N,N)Y = —2k(T,N).

Verifica-se facilmente que
(X, T)=0, (X,Ny=0, (I'N)=0, (X, X)=-1, (I'T)=1, e (N,N)=1

¢ solugao do o sistema (2.4)) com condigbes iniciais 0,0,0,—1,1,1 e, por unicidade, a
familia {X (s),T(s), N(s)} é pseudo-ortonormal para todo s € I.
Por (2.2), temos que X' =T e T' = X + kN, logo

(T',N) = (X + kN, N) = (X, N) + (kN, N) = k

e, entao, k é a curvatura geodésica de X.
Agora, afirmamos que X é a tunica curva, a menos de isometria, cuja curvatura
geodésica ¢ k. Sejam X : I — H? uma curva com curvatura k(s) = k(s), para todo

sel, e {XO,TO,NO} o triedro de Darboux-Ribaucour de X em s, € I. Existe uma
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transformagao de Lorentz positiva A € PO(3,R) que leva a base {Xo, 7o, Ny} na base
{Xo, To, No} Temos
(AT, AN) = (T',N) =k,

isto é, a curva AX tem curvatura k. Além disso, satisfaz as condic¢oes iniciais AX, = X,

ATy =Ty e ANy = Ny em sg € I. Pela unicidade, segue que X = AX. O
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Capitulo 3

Solitons do Fluxo de Curvatura no

Plano Hiperbdlico

Este capitulo é dedicado ao estudo do fluxo de curvatura no plano hiperbdlico e suas
solucoes autossimilares, isto é, solucdes que evoluem por isometrias de H?, chamadas
solitons. Mais especificamente, apresentaremos os principais resultados do artigo “Soliton
solutions to the curve shortening flow on the 2-dimensional hyperbolic space”de da Silva

e Tenenblat [2].

3.1 Fluxo de curvatura em H?>

Seja X : I C R — H? C R} uma curva regular parametrizada pelo comprimento de
arco s. Denotamos por T'(s) = X'(s) o campo de vetores tangentes, N(s) = X(s) x T'(s)
o campo de vetores normais unitérios e k(s) = (T"(s), N(s)) a curvatura geodésica de X.
Uma familia a um parametro de curvas X:IxJ— H?, em que J é um intervalo de R,

é chamada fluxo de curvatura com condicao inicial X, se

<%X(s, £), N(s, t)> = k(s.t)

X(s,0) = X(s)

(3.1)

em que (,) é o pseudo-produto interno definido no Capitulo , /%(s,t) ¢ a curvatura

geodésica de X(s,t), e N(s,t) é o campo de vetores normal unitario a X (s, ).

Definicao 3.1. Seja X : I x J — H2 C R? uma solucéo para o fluxo de curvatura (3.1)
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em H?, com condicdo inicial X : I — H?. Dizemos que X é um soliton para o fluzo de
curvatura, se existe uma familia a 1-parametro de isometrias, M (t) : H? — H?, tal que
M(0)=1Ide

A

X(s,t) = M(t)X(s) (3.2)
para todo t € J, em que Id é a aplicacao identidade de H?.

De , temos que os campos de vetores tangente e normal a X (s,t) paracadat € J
sio dados, respectivamente, por T'(s,t) = M(t)T(s) e N(s,t) = M(t)N(s). Além disso,
uma vez que a curvatura geodésica é invariante por isometrias, temos que /%(S, t) = k(s)
para todo (s,t) € I x J.

Observemos que, se escrevermos X (s) = (z1(s), x2(s), 23(s)), T(s) = (t1(s), ta(s), t3(s))
e N(s) = (n1(s), na(s),n3(s)), entdo, do Teorema [L.4] (item [4)), T'(s) = —X(s) x N(s) e,

consequentemente,
T'(s) = (w2(s)ns(s) — zs(s)na(s), z1(s)ns(s) — z3(s)ni(s), z2(s)na(s) — 1(s)na(s)).

O primeiro resultado principal estabelece uma condigao necessaria e suficiente para

uma curva parametrizada pelo comprimento de arco ser um soliton do fluxo de curvatura.

Teorema 3.1. Seja X : I — H? uma curva reqular parametrizada pelo comprimento de
arco. Entao, X (s) € um soliton para o fluro de curvatura se, e somente se, existe um
vetor v € R} \ {0}, tal que

k(s) = (T(s), v), (3.3)

em que T(s) é o campo de vetores tangentes unitdrios e k(s) € a curvatura goedésica de

X(s).

Demonstracao. Seja X : I — H? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s.
Se X 6 um soliton do fluxo de curvatura, entdao X(s,t) = M ()X (s) é uma solucao de

(3.1), em que M(t) é uma familia de isometrias de H? tal que M(0) = Id. Derivando

A

X(s,t) em relagao a t,

J /
5 X(5:0) = M'(D)X(s).

Por ,



Logo, para t =0,
k(s) = (M'(0)X(s), N(s)).

Como M'(0) é um elemento da dlgebra de Lie 01(3), existem constantes ¢; € R, 1 < j < 3,

tais que M’(0) = c1 A1 + caAs + c3A3, em que

0 0 0 00 1 010
Ai=10 0 1], A=]1000 e As=11 0 0
0 -1 0 1 00 000

formam uma base de 01(3). Para o que segue, escrevemos X (s) = (z1(s), z2(s), z3(s)) e

N(s) = (ni(s),na(s),n3(s)). Assim,

0 ¢35 ¢ z1(8) c3x2(8) + cox3(s)
MO)X(s)=] ¢ 0 ¢ 2o(s) | = | czri(s) + cras(s)
ca —c; O x3(s) cox1(s) — cra2(8)

Sendo X (s) x N(s) = —T(s), obtemos

(M'(0)X(s),N(s)) = —(cgza+ cox3)ng + (c3x1 + crw3)ng + (a1 — c1x2)n3
= —(xong — x3n2)c1 + (x1n3 — w3N1)C2 — (T2ng — T1N2)C3
= (=X(s) X N(s), (c1, 2, —c3))
= (T(s),(c1,c2,—c3)).

Assim, fazendo v = (¢1, ¢o, —c3), concluimos que

Reciprocamente, seja X : I — H? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco
s tal que sua curvatura geodésica satisfaz k(s) = (T'(s),v) para algum vetor v € R3\ {0}.
Do Teorema [1.16] existe uma matriz Q € O;(3,R), tal que A = QM,;Q~' € PO/ (3,R),

1 <4 < 3, fixa a reta gerada por v. Para cada tipo causal de v, definimos a evolucao
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1 0 0
M(t) = 0 cos(p1(t)) sin(p(t)) |
0 —sin(pi(t)) cos(pi(t))
1+ (@2§))2 _(902;75))2 @2(t>
My(t) = (%ét)) 1_(902;75)) o) |
pa(t) —pa(1) 1
cosh (¢3(t)) sinh (@3(t)) 0
Ms(t) = sinh (¢3(t)) cosh (¢3(t)) 0
0 0 1

sao familias de isometrias que fixam o vetor v para cada tipo causal, e y;(t) satisfaz
©;(0) = 0 para cada i = 1,2,3. Isto implica que T'(s,t) = A;(t)T(s) e N(s,t) = A;(t)N(s).

Assim, obtemos

<§tX(s ), N(s,t)> -

Agora, analisamos os trés casos do tipo causal de v. Em todos os casos, por simplici-
dade, escrevemos X (s) = (21, z2,x3), N(s) = (n1,n2,n3) ¢ @;(t) = ¢4, i = 1,2, 3.
(i) Se v é tipo tempo, seja A;(t) = QM (t)Q~1, com ¢ (t) = ||v||t, se det Q = 1, ou

1(t) = —||v||t, se det @ = —1. Dessa forma,
0 0 0 -1 0 0 -1 0
(M{())"GMi(t) = ¢} | 0 —sing; —cosep; 0 10 0 cosp; singp
0 cospy; —sing 0 01 0 —singp; cosy;
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0 0 0 1 0 0
= il 0 —singp; —cos 0 cospp sing;
0 cospy —sing 0 —sing; cos
00 O
= ¢[00 -1
01 0
= ¢1(M{(0))"G.

Do Teorema [1.16] @) é uma matriz lorentziana que satisfaz Qe; = 0, em que v = v/||v]| e

e; = (1,0,0). Dessa forma, escrevendo

U1 U1 wp
Q = Vo2 Ug W2 y
U3 U3z Ws
temos 0 = (vy, vg,v3). Logo
(%1 —Uu; —W 0 0 0 U1 —UVgy —7Us3
—I\T(as T -1 _
(@) (M;(0)) GQ = —Vy U Wo 0 0 —1 —U; U U3
—U3 Uus W3 01 0 —w; W2 W3
0 — W1 (51 (%1 —UV2 —7Us
= 0 ws —Ug —Ux U9 Us
0 w3 —ug —wi; Wy W3
0 ULWo — UgWq ULW3 — U3W]
= —('Lblwg — u2w1) 0 —(UQU}3 — U3"LU2)
—(u1w3 — u3w1) UW3 — UsW2 0
Fazendo
Uy  Wo Up Wi U W
Qll = ) Q21 = e Q31 = ,
uz  wWs uz ws Uz W2

segue de (1.11)) que det Q11 = £vy, det Qa1 = Lvy e —det Q31 = Fwv3, pois det Q = +1.
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Logo,

0 —v3 1y
@ NT(MIO)'GR =] vy 0 -y
—vy U 0
Consequentemente,
0 —v3 vy ng
(X(s)T(@Q@ T (M(0)TGQ™'N(s) = =(x1 x5 x3) U3 0 —u Ny
—V9 U1 0 n3
ni
= i($2@3 — I3V2 T3V — V3 T1U2 — 3527)1) Mo
ns
= £[(wovs — x3v2)ny + (L3017 — T1V3)N9 + (X109 — T2y ) N3]
= [—(z2ns — x3n2)vy + (113 — T3N1) V2 + (T2n1 — T1N2) V5]
= +((wang — w3na, T1Ng — T3N, TNy — T1Na), (V1, V2, V3))
= £(T'(s),0).
Portanto,

<%f<<s,t>,fv<s,t>> = (X() Q)T (M{(1)T G (H)Q N (s)

= (X(9)"(Q )T (t)(M(0))TGQ™N(s)
= PHO(X(s) Q)T (M{(0))TGQ™'N(s)
= P (tN(T(s),0)

= [vl(T(s), )

= (T(s),v)

= k(s)

(i) Se v = (v1, 2, v3) é tipo luz, seja As(t) = QMy(t)Q™t, com @y (t) = vyt. Assim,

¥ ‘P%

©2 ©2 1 -1 00 1+7 2 Y2
(M3(1))TGMy(t) = @b | —pp —p —1 0 10 ¥5 ¥
5 5 ©2
1 1 0 0 01
P2 —py 1
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Y2 2 1
= Pl —p —pr 1
1 1 0
0 0 1
= ¢ 0 0 -1
-1 1 0
= ¢5(M3(0))"G.
Agora, seja 0 = (1,a,b), coma:%eb:
lorentziana da forma 1
10
Q=1 0 cosby
0 sin#y

26

12 ¥
9 9 ©2
4, 4,
2 2 2
©2 —®2

U3

U1

. Do Teorema |1.16

0

cos bty

em que 6y € [0,27) é tal que a = cosfy e b = sinfy. Assim,

() é uma matriz

1 0 0 0 0 1 1 0 0
@ HT(My0)TGR™ = | 0 cosfy —sindy 0 0 —1 0 cosfp —sinby
0 sinfy cosb -1 1 0 0 sinfy cosb
0 0 1 1 0 0
= sinfy —sinfy, — cosby 0 cosfy —sinb,
—cosly cosly —sinfy 0 sinfy cosb
0 —sinfy cosby
= sin 0, 0 1
—cos 8y 1 0
0 —-b a
= b 0 -1
—a 1 0



Entao,

0 —-b a ny
(X(s) Q)T (M(0) T GQ™'N(s) = (z1 w2 23)| b 0 -1 N
—a 1 0 ns

= (a:zb —x3a T3 — b 110 — :cg) No
UE]
= (220 — x3a)ny + (x5 — 21b)ngy + (16 — x3)n3
= —(zang — w3n9) + (103 — w3n1)a + (xemy — x1N2)b
= ((xon3 — x3n9, T1N3 — T3N1, Tony — T1N2), (1, a, b))

= (T(s),0).

Portanto,

<%X<s,t>,fv<s,t>> —(X()TQ) (M) CMA()Q N (s)

= (X(s)) Q7)) T (t)(M5(0)) " GQ™'N(s)
= @h(t)(X ()" (Q71) (M5(0)) T GQ™N(s)
= Ph(t)(T(s),0)
= v(T(s),0)
= (T'(s),v)
= k(s)
(iii) Se v é tipo espago, seja As(t) = QM;3(t)Q~", com ¢3(t) = —||v[|t, se det Q@ = 1 ou
w3(t) = ||v]|t, se det Q = —1. Dessa forma,
sinh s cosh s 0 -1 0 0 cosh s sinhps 0
(M3(1)TGMs(t) = cosh 3 sinhpz 0 0 10 sinh 3 coshpz 0
0 0 0 0 01 0 0 1
sinh 3 coshes 0 —coshys —sinhps 0
= 3| coshys sinhgs 0 sinh (3 coshps 0
0 0 0 0 0 1
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0 10

= ¢s| =1 0 0
0O 00
= py(M3(0))"G.

Do Teorema [1.16] @) é uma matriz lorentziana que satisfaz Qes = v, em que v = v/||v]| e

es3 = (0,0,1). Dessa forma, escrevendo

Uy wr U
Q = Uo Wy V2 )
Uz ws U3
temos 0 = (vy, vg,v3). Logo,
U —w; —U 0O 1 0 Uy —Uy —Us
—INT(Ag7 Tro-1 _

(@) (M3(0)) GQ = —U2 W2 V2 -1 00 —wp W2 w3
—Us Ws Vs 0 0 0 —U1 (%) Us
w1 Ui 0 Uy —U2 —U3

= —Wy —U2 0 —Wwp Wy W3
—Ws3 —Us 0 —Uq (%) U3
0 Ui1W2 — UW1 U1W3 — UzWq
= —(U1UJ2 — U,gwl) 0 —(Ung — U3U)2)
—(u1w3 — Ugwl) UW3 — UsW2 0
Fazendo
Uz W2 Uy Wy Uy W
Q13 = , Qo3 = e Q33 = )
uz ws uz  ws U2 W2

segue de (1.11)) que —det Q13 = tvy, — det Qa3 = w9 e det Q33 = +v3. Logo,

0 V3 —V2
(Q_l)T(Mé(O))TGQ_l = —vz 0 U1
Vo —U1 0
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Assim,

(X ()@

Portanto,

M;(0))"GQTIN(s)

0 V3 —Va nq
+(xy 2o 23) | —v3 0 g Ngy
(%) —U1 0 ns

n
£ (2300 — 23 213 — T3V1 LoV — T1V2) | my

n3
+[(x3v2 — 2av3)ny + (2105 — T301)N2 + (T20; — T1V2)N3]
+[—(x3n2 — xang)vy + (2301 — T1n3)V2 + (21109 — TNy V3]

[
[

+((w3ng — xong, T3ng — T1Ng, TNy — ToNy ), (V1, V2, V3))
(

+(=T(s),0).

]

Do Teorema o estudo dos solitons do fluxo de curvatura no plano hiperbdlico se

reduz a descrever as curvas X : I — H? regulares parametrizadas pelo comprimento de

arco que satisfazem a equagao (3.3 para algum vetor nao nulo do espago de Minkowski.

Como as isometrias do plano hiperbdlico satisfazendo A4; = QM;Q~ "', com i = 1,2, 3,

implicam que a matriz A; é semelhante a matriz M;, podemos considerar, sem perda de

generalidade, que v = ae;, em que a > 0, e; = (—1,0,0) se v é tipo tempo, e; = (—1,1,0)

se v é tipo luz e e3 =

(0,0,1) se v é tipo espago. Dessa forma, estudamos as curvas em

H? cuja curvatura geodésica satisfaz k(s) = (T'(s), ae;).
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Proposicao 3.2. Seja X : I — H? uma curva regular parametrizada pelo comprimento

de arco s. Considere os vetores

e1 = (=1,0,0), ey =(—1,1,0), e5=(0,0,1). (3.4)

Para cada i € {1, 2,3}, defina as fungoes

ai(s) = (X(s),ex),  mils) = (T(s), i), mi(s) = (N(s), e,

em que T" e N sao os campos de vetores tangente e normal a X, respectivamente. Para

a > 0 fixo, tem-se que a igualdade

ki(s) =ari(s) Vsel

é valida se, e somente se, as fungoes a;(s), 7;(s) e n;(s) satisfazem o sistema

aj(s) = 7i(s),
Ti(s) = ami(s)mi(s) + ai(s), (3.5)

mi(s) = —ari(s),

com condicao inicial («;(0), 7;(0),7;(0)), tal que

-1, sei =1,
—a;(0)+7(0) +77(0) =4 0, sei=2, (3.6)
1, sei=3.

No caso afirmativo, —a?(s) + 72(s) + n?(s) satisfaz (3.6) para todo s € I, e 1;(s) ¢ uma

funcao decrescente.

Demonstracao. Sejam X : I — H? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco
s, T'(s) e N(s) seus campos de vetores tangente e normal, respectivamente, e k(s) sua

curvatura geodésica. O triedro {X(s),T(s), N(s)} satisfaz as equagdes

X'(s) = T(s),
T'(s) = k(s)N(s)+ X(s),
N'(s) = —k(s)T(s)



Tomando o produto interno das equagoes acima com e;, obtemos

aj(s) = 7i(s),
Ti(s) = k(s)m(s) + uls), (3.7)
mi(s) = —k(s)7(s),

para todo s € [.
Se k(s) = ari(s),i=1,2,3, com a > 0 fixo, obtemos (3.5). Além disso, observando-se
que

¢ = —a;(5)X(s) + 7(s)T(s) +1:(s) N (s), (3.8)

tem-se que (e;,e;) = —a?(s) + 72(s) + n2(s) é constante e igual ao lado direito de (3.6)).
Reciprocamente, suponha que as fungoes «;(s), 7;(s) e n;(s) satisfazem as equagoes

(13.5) e (3.6) para i =1,2,3. Comparando (3.5 e (3.7, temos

ari(s)mi(s) + ai(s) = k(s)m(s) + culs),
—ati(s) = —k(s)mi(s),

isto é,

(3.9)

Observemos que, se at;(s) — k(s) # 0 para todo s € I, entao 7;(s) = 0 e n;(s) = 0,
i=1,2,3. Assim, de (3.8)), ¢, = —a;(s) X (s) e entao

—1, set =1,
—al(s) =4 0, sei=2 (3.10)
1, sei=3.

As identidades (3.10) ndo ocorrem, caso contréario terfamos, se i = 1, X(s) = £e; impli-
cando T'(s) = (0,0,0) ou se i = 2, a(s) = 0 implicando e; = (0,0,0) ou se i = 3, entdo
a?(s) = —1. Portanto, k(s) = ar;(s) para todo s € [ ei=1,2,3. O

Proposicao 3.3. Dada uma solugao («(s),7(s),n(s)) para o sistema (3.5) em algum
intervalo I com a > 0 fixo e condigdes iniciais (a(0),7(0),7(0)) satisfazendo —a?(0) +
72(0) + n%(0) = —1 (resp. 0, 1), existe uma curva suave X : I — H? parametrizada pelo

comprimento de arco s, tal que os campos de vetores tangente e normal 7" e N, de X,
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satisfazem:
a(s) = (X(s),e), 7(s) =(T(s),e), n(s)=(N(s)e), (3.11)
em que e = (—1,0,0) (resp. e = (—1,1,0), e = (0,0, 1)).

Demonstragao. Defina a funcao k(s) = ar(s). Considere as condigoes iniciais X (0), 7°(0)
e N(0), tais que
—a(0)X(0) + 7(0)T(0) + n(0)N(0) = e, (3.12)

em que e = (—1,0,0) (resp. e = (—1,1,0), e = (0,0,1)). Pelo Teorema [2.2] existe,
a menos de uma isometria de H?, uma tnica curva X : I — H? parametrizada pelo

comprimento de arco s, cuja curvatura geodésica é k(s). Seja f : I — R? definida por
f(s) = —a(s)X(s) +7(s)T'(s) + n(s)N(s). (3.13)

Das equagoes de Darboux-Ribaucour para {X(s),T(s), N(s)} e de (3.6), temos

f'(s) = —a'(s)X(s) — a(s)X'(s) + 7'(s)T(s) + 7(s)T"(s) + 1 (s) N (s) + n(s) N'(s)
= —/(s)X(s) —als)T(s) + 7'(s)T(s) + k(s)7(s) N(s) + 7(5) X (s) +1/'(s) N(s)
—n(s)k(s)T(s)

|
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~—
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~—

= (0,0,0).

Logo, f é uma funcao constante o que, juntamente com (3.12), implica que f(s) =e. As
igualdades (3.11)) seguem-se desse fato e da igualdade (3.13)). ]

A Proposicao e as equagoes (3.6)) sugerem introduzir os trés seguintes conjuntos

H = {(a,7,n) e R —a?+ 12 +1n*> = -1},
C = {(a,7,n) € R} —a?+ 7%+ n* =0},
S = {(a,7,n) € R —a?+72+n?=1}.

Sejam ¥(s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solugdo do sistema (3.5) e a > 0 fixo. A Pro-
posicao garante que existe uma curva X : I — H? parametizada pelo comprimento
de arco, tal que k(s) = a(T'(s),e) é a curvatura geodésica de X, em que T'(s) é o campo

de vetores tangente a X(s) e e = (—1,0,0) se ¥(0) € H, e = (—1,1,0) se (0) € C, e
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e =(0,0,1) se ¢(0) € S. Logo, pela segunda parte da Proposi¢ao ,
—a?(s) +7%(s) +n*(s) =6, emqued € {—1,0,1}, (3.14)

para todo s € I, ou seja, ¥(s) pertence a um, e somente um, dos conjuntos: H, C ou S.

No que segue, escreva X(s) = (z1(s), x2(s), x3(s)). Para ¢(s) € H, obtemos

a(s) = ((z1(s), 22(s), 23(s)), (=1,0,0)) = z1(s).

Uma vez que X (s) € H? para todo s € I, tem-se z;(s) > 0, donde a(s) > 0 para todo
s € I. Portanto, geometricamente, a fungao a(s) representa a altura euclidiana de X (s)
em relagao ao vetor (1,0,0).

Se ¢(s) € C,

afs) = ((z1(s), 22(s), 23(s)), (=1, 1,0)) = @1(s) + 22(s).

Como X (s) é tipo tempo, segue que x?(s) > x3(s) + 23(s). Logo, z1(s) > |xa(s)| e, por

conseguinte, x1(s) + z2(s) > 0, ou seja, a(s) > 0 para todo s € I. Assim, a funcao als)

V2

representa a altura euclidiana de X(s) em relagdo ao vetor (1,1,0). Observemos que
(0,0,0) satisfaz a equacao (3.14)), com § = 0, porém «a(s) # 0. Dessa forma, (0,0,0) ¢ C.

Por fim, se ¥(s) € S, entao

a(s) = ((z1(s), x2(s), 23(s)), (0,0, 1)) = 3(s).

Logo, a funcao |a(s)| representa a altura euclidiana de X (s) em relagao ao vetor (0,0, 1).
Da anélise acima e das Proposigoes e 3.3 concluimos que o estudo dos solitons
do fluxo de curvatura no plano hiperbdlico é equivalente ao estudo das solugoes 1(s) =

(a(s),7(s),n(s)) do sistema

a'(s) = 7(s)
7(s) = ar(s)n(s) + als) (3.15)

n(s) = —ar?(s),
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para cada constante a > 0 e condigao inicial (0) € HUC U S C R}, em que

H = {(a,7,n) R} —a?+72+n*=—1,a> 0},
C = {(a,7,n) e R\ {0}; = + 7% + 7> = 0,a > 0}, (3.16)
S = {(a,7,n) ER} -+ 72 +n*=1}

sdo conjuntos disjuntos e se a condi¢ao inicial 1(0) € H (resp. C, S) entd@o a solugao ¢ (s)

definida no intervalo maximo I estd contida em H (resp. C, S) para todo s € I.

Observacao 3.1. Com as defini¢oes de H, C' e S, analisemos alguns casos sobre as fungoes
a, T e 1. Vejamos que se a é constante, entao de ([3.15), 7(s) = 0 e assim a(s) = 0. Logo
P(s) € S ede (3.14), n*(s) = 1 nos da ¥ (s) = (0,0,+1) as tinicas solugoes singulares de
definidas em toda reta. Agora, se n é constante, novamente 1(s) = (0,0, +£1). Neste
caso, seja X (s) um soliton correspondente a solugao 1(s). Como «(s) representa a altura
euclidiana do soliton X com respeito ao vetor (0,0, 1), segue que X (s) ¢ a intersecao de H?
com o plano zy, isto é, X(s) = (cosh s,sinh s,0) e esta curva possui curvatura geodésica

igual a zero (ver Capitulo [2)).
Para o caso 7 constante, temos o seguinte Lema.

Lema 3.4. Seja ¢(s) = («a(s),7(s),n(s)) uma solugao nao nula de definida no
intervalo méximo I = (w_,w, ), com condigao inicial ¥(0) € HUCUS, em que H, C' e S
sao dados em . Entao 7(s) = b, s € I, em que b é uma constante real se, e somente
se, be {—1,0,1}, I =R e ¢(s) € S para todo s € R. Além disso,

(i) Se b =0, entao (s) = (0,0,=£1) s@o solugoes singulares de (3.15)) em S.
(i) Se b* =1, entdo a =1 e ¥(s) = (£s + a(0), £1, —s + a(0)).

Demonstragao. Seja 7(s) = b, em que b é uma constante. O sistema (3.15)) se torna

a(s) = b
a(s) = —abn(s) (3.17)
n(s) = —ab’

Da condigao inicial —a?(0) + 72(0) + 7*(0) = §, em que § € {—1,0,1}, e da segunda
equacgao em (3.17)), segue que —a?b?n?(s) + b* + n*(s) = §. Logo,

n?(s)(1 — a*®) = 6 — b, (3.18)
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donde concluimos que 7*(s)(1 — a?b?) é constante.

Se 1 —a?b? # 0, entdao n é constante e assim obtemos 7(s) = 0 e a(s) = 0. Consequen-
temente, n(s) = £1. Além disso, 1(s) = (0,0, £1) sao solugoes singulares de em S
e definidas para todo s € R.

Se 1 —a?b? = 0 e n é nao constante, entao ab = £1 e de segue que b? = §. Neste
caso, § = 1, ou seja, b* = 1. Assim, temos a = 1 e de (3.17)), segue que a(s) = Fn(s) e
a(s) = £s + «a(0). Portanto, se 7(s) = £1, entao ¢(s) = (£s + a(0), £1, —s F a(0)) sdo
solugoes de em S e definidas para todo s € R. n

Observemos que, se 7(s) é constante, o Lema garante que as solugoes (s) para o
sistema ([3.15)) pertencem a S. Além disso, 7 € {—1,0,1}. Dessas conclusoes, introduzi-

mos a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.2. Seja 1(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao para o sistema (3.15)) definida
no intervalo maximo I = (w_,wy) e ¥(s) € HUC U S. Dizemos que ¥ é uma solugdo

trivial, se 7(s) é uma funcdo constante.

Nos préximos resultados estudamos os pontos criticos da funcao 7 e o comportamento

das fungoes a e n nos extremos do intervalo méaximo.

Lema 3.5. Seja ¥(s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solugao de (3.15) definida no intervalo
méximo I = (w_,wy) com condicao inicial (0) € H UC, em que H e C sao dados em

(3.16).

(i) Se sp é um ponto critico de a, entao sy é um ponto de minimo global de a.. Além
disso, existe sempre 5 € I, tal que a(s) é estritamente monétona nos intervalos

(w_,38] e [5,wy).

(ii) Se sg é um ponto critico de 7, entao a*7%(sg) > 1 e sp é um ponto de minimo (resp.

maximo) local de T se, e somente se, 7(sg) < 0 (resp. 7(sg) > 0).
Demonstragao. (i) Se so € I é um ponto critico de a, entao 7(sp) = o'(sg) = 0. De (3.15)),
a'(s) = 7'(s) = ar(s)n(s) + a(s),

o que implica ”(sg) = a(sg) > 0. Logo, so é ponto de minimo global de «, pois se § € I

¢ também um ponto critico de «, entao s é ponto de minimo, assim existe um ponto de
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maximo s; € (8, s9) C I. Mas, a”(s1) = a(s;) > 0 implica que s; é ponto de minimo, o
que é um absurdo. O caso é andlogo para § > so. Portanto, « é estritamente decrescente
no intervalo (w_, so| e estritamente crescente no intervalo [sg,w ).

(ii) Se sop € I é um ponto critico de 7, entdao 7/(sg) = an(se)7(so) + a(se) = 0.
Como a(s) > 0 para todo s € I, segue que an(sy)7(so) = —a(sy), isto é, —a’(sy) =
—a®n?(s9)7%(s0). Da condigao inicial ¥(0) € HUC, temos —a?(s) +7%(s) +n*(s) =5 < 0

para todo s € I, em que § € {0, —1}. Logo
0 > —a?*(s0)7°(s0) + 7°(50) +17°(50) = n*(50)[1 — a*7*(50)] + 7°(50).

Como n%(sp) e 7%(s0) sao positivos, segue que a*72(sg) > 1. Derivando a segunda equagao

de (3.15)) e aplicando em sg, obtemos

7"(s0) = a7’(s0)n(s0) + a7 (s0)17'(s0) + 7(s0) = 7(s0) (1 — a*7*(s0)).

donde concluimos que sy é ponto de minimo (resp. méximo) local de 7 se, e somente, se

7(s0) < 0 (resp. 7(s9) > 0). O

De agora em diante, usaremos o seguinte resultado de equagoes diferenciais que no
nosso contexto diz que, se I = (w_,wy) é o intervalo maximo da solu¢do ¥(s) com
condigao inicial fixada e existe p € R? tal que Sl_i)Ig}lJr Y(s) = p, entdo w; = 400 e p é uma
solucao singular de . Vale um resultado andlogo substituindo w, por w_. A prova
deste resultado pode ser vista em ([14], p.133).

Para o caso em que nao existem pontos criticos para a funcao «, temos o seguinte

resultado. Lembramos que nao existem solugoes singulares de (3.15)) no conjunto C.

Lema 3.6. Seja 1(s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solucao de (3.15)) definida no intervalo
méximo [ = (w_,w,) e condigao inicial ¥(0) € C, em que C' é dado em ({3.16)).

(i) Se 7(s) > 0 em I, entdo « é estritamente crescente em I, 7(s) é limitada e tem
no maximo um ponto critico em I. Além disso, w_ = —o0, lim 1 (s) = (0,0,0) e
S——00

o, ~te) = i, els) = oo

(ii) Se 7(s) < 0 em I, entdo « é estritamente decrescente em I, 7(s) é limitada e tem
no méximo um ponto critico em I. Além disso, w, = +oo, liI_El P(s) = (0,0,0) e
S—>+00

lim 7(s) = lim a(s) = 4o0.
S—w—_ S—w—_
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Demonstracao. (i) Se 7(s) > 0, segue da primeira equagao em que o/(s) > 0 para
todo s € I, logo a € estritamente crescente em [. Afirmamos que « é ilimitada em [.
Suponhamos que « ¢ limitada em I. Segue da condigao inicial ?(s) = 7%(s) + n*(s) que
7(s) < a(s) e |n(s)| < a(s) para todo s € I. Logo, as fungoes 7 e n também sao limitadas
em [. Daf, w, = +00 e existe p € R? tal que sginoow(s) = p é solugao singular de (3.17)).
Da igualdade —a?(s) + 72(s) + n?(s) = 0, segue que p € C, o que contradiz o Lema [3.4]
Agora, vamos mostrar que 7 é limitada. Suponhamos que 7 ¢é ilimitada em I. Nesse
caso, existe § € I tal que ar(s) > 2 para todo s > 5. Como 7(s) > 0 em I, segue que

at?(s) > 27(s) para s > 5. Usando (3.15),

2a(s) — 2a(s) = /S 27(u) du < /s at?(u) du = n(3) — n(s).

S

Assim, a(s) < 2a(5) +n(5) < 3a(s) para s > 5. Isto significa que « é limitada, o que nao
ocorre. Logo, 7 é limitada em I. Agora, note que, pelo Lema 3.5, se so € I é ponto critico
de 7, entdao é um ponto de maximo local. Além disso, sy é Unico com essa caracteristica.
De fato, se existe s; € I, com s; > sg, que também é ponto de maximo de 7, entao existiria
Sy € (S0,81) C I, tal que 7(s9) < 0, uma contradigdo. O caso é andlogo se s; < sg. Dal,
concluimos que 7 tem no maximo um ponto critico em 1.

Para completar a prova do item (i), notemos que dado s € I, « é limitada em (w_, 5),
pois 0 < a(s) < «a(s) para todo s € (w—, ) e como 7(s) < a(s) e |n(s)] < a(s) para
todo s € I, 7 e n também sao limitadas em (w_,5). Dai, como I = (w_,w;) é o inter-
valo maximo, w_ = —oo. Agora, como « € estritamente crescente e positiva, segue que
Sgr_nooa(s) = 0 e, pelo Teorema do Confronto ([9], p.198), Sgr_nooT(s) = Sgr_noon(s) =0.
Assim, Sg@mzﬁ(s) = (0,0,0). Além disso, sendo 7 ser decrescente, temos que 7(s) < 0
para todo s € I.

Por fim, afirmamos que 7 é ilimitada em /. De fato, suponhamos que 7 seja limitada.
Entdo, pela identidade o?(s) = 72(s) + n?*(s), 7 ¢é ilimitada, pois « ¢ ilimitada, uma

contradigao. Portanto, lim —n(s) = lim «a(s) = +oc0.
S—w4 S—W4

(ii) Se 7(s) < 0, segue da primeira equacao de (3.15) que o/(s) < 0 para todo s €
I. Logo, a é estritamente decrescente em I. Vamos mostrar que « ¢ ilimitada em [.
Suponhamos que « é limitada em I, segue da condigao inicial o?(s) = 72(s) + n?(s) que

I7(s)| < a(s) e |n(s)] < als) para todo s € I, logo as fungdes 7 e n também sdo limitadas
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em I. Daf, w_ = —o0 e existe p € R}, tal que SEme(s> = p é solucao singular de .
Da igualdade —a?(s) + 72(s) + n?(s) = 0, segue que p € C, o que contradiz o Lema [3.4]
Agora, vejamos que 7 € limitada. Com efeito, se 7 é ilimitada em I, existe § € I tal que
at(s) < —2 para todo s < 5. Como 7(s) < 0 em I, segue que at?(s) > —27(s) para s < 3.

Usando ([3.15)),

2a(s) — 2a(s) = — /S 27 (u) du < /S at?(u) du = n(s) — n(3)

e obtemos, a(s) < 2a(s) — n(s) < 3a(s), para s < 5. Mas a ultima desigualdade nao
ocorre, pois « é ilimitada. Disso, concluimos que 7 é limitada em I. A prova das ultimas

afirmagdes do item (ii) é andloga aquela do item (i). O

O Lema a seguir garante que sempre existem pontos criticos para a funcao a no
conjunto H. Contudo, nao podemos garantir a existéncia de pontos criticos da funcao «
nos conjuntos C' e S, apesar da solugao ¥(s) ter o mesmo comportamento no conjunto

em que existem pontos criticos.

Lema 3.7. Seja 1(s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solucao de (3.15)) definida no intervalo

méximo [ = (w_,w,) e condigao inicial ¥(0) € H, em que H é dado em (3.16]). Entao :
(i) Existe um unico s¢ tal que o/(sg) = 7(s9) = 0.

(i) lm a(s) = lim a(s) = +oo.
S—w_ S—wy

(iii) lim n(s) = +oc0 e lim n(s) = —oc.

S—hw_ S—wy

(iv) A funcd@o 7 ¢ limitada e possui dois pontos criticos.

Demonstragao. (i) Suponhamos que nao exista so € I, tal que 7(sg) = 0. Assim, 7(s) > 0
ou 7(s) < 0 para todo s € I. Se 7(s) > 0, entdo « é estritamente crescente. Para s € [

fixo, temos a(s) < a(5) sempre que s < 5. De (3.14]), obtemos
72(s) + n*(s) = a®(s) — 1 < a®(s) < a*(3)

para todo s < 5. Dessa forma, as fungdes o e 1 sdo monétonas e limitadas em (w_, §].
Logo, existem os limites lim «(s), lim 7(s) e, consequentemente, existe o limite lim 7(s).
S—w_ S—w_ S—w_

Assim, existe p € H, tal que lim #(s) = p, w_ = —o0 e p é uma solugao singular de
S—w—

(3.15). Mas, pelo Lema , p € Seassimpe HNS, oqueéum absurdo.
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Analogamente, se 7(s) < 0, entao « é estritamente decrescente. Para s € [ fixo, temos

a(s) < a(s) sempre que s > 5. De (3.14)), obtemos
T3 (s) +1’(s) = a’(s) — 1 < a’(s) < o*(5)

para todo s > 5. Dessa forma, as fungdes o e i sdo monétonas e limitadas em [S,w.).
Logo, existem os limites lim «(s), lim 7(s) e, consequentemente, existe o limite lim 7(s).
S—w4 S—w4 S—rw4
Assim, existe p € H tal que lim (s) = p, w, = 400 e p é uma solugao singular de (3.15)).
S—w4
Mas, pelo Lema 3.4 p € S e assim p € HN S, o que é um absurdo.

Portanto, existe so € I tal que o/(sg) = 0. Pelo item (i) do Lema [3.5] so ¢ um ponto
de minimo global de «, e entao é o tinico ponto critico de a.

(ii) Se s9 € I é o ponto de minimo global de «, entdo a é mondtona nos intervalos
(w_, s0] € [s0,wy). Suponhamos que « seja limitada em [sg,wy). Como 7%(s) + n?(s) =
a?(s) — 1 < a?(s), segue que as fungoes o e 1 sao mondtonas e limitadas em [sg,w, ).
Dessa forma, lim «(s) e lim 7(s) existem e assim lim 7(s) existe. Em vista disso,

S—wy S—wy S—wy
existe p € H tal que lim 9¥(s) = p, wy = +00 e p é uma solugdo singular de (3.15)), o
S—w4
que nao pode ocorrer pelo Lema [3.4] Analogamente, mostra-se que « nao é limitada em
(w_, 80]. Portanto « é ilimitada em I e lim «(s) = lim «(s) = +o0.
s—w_ S—w4

(iii) Seja so € I o ponto de minimo global de a. Temos 7(s) > 0 para s > spe 7(s) <0

para s < sg. Suponhamos que a fungao 7 seja limitada em (sg,w, ). Pelo item (ii) e de

(3.14]), segue que T é uma funcgao ilimitada e positiva. Logo, existe s; € (s, wy ), tal que
at(s) > 1. Entao, at?(s) > 7(s) para s > s;. De (3.15)), temos

als) —als) = [ rwydu< [ aru) du=n(s:) = ns).

S1 S1

Assim, a(s) < n(s1) —n(s) + a(sy) para s > s, contradigao pelo item (ii).
Agora, se n é limitada em (w_, sg, entao pelo item (ii) e (3.14)), segue que 7 é uma
funcao ilimitada e negativa em (w_, so]. Logo, existe so € (w—, so], tal que ar(s) < —1.

Entao, —at?(s) < 7(s) para todo s < s;. Novamente, de (3.15)),

a(s) —a(sy) = — /:2 7(u) du < /:2 at?(u) du = n(s) —n(ss),

ou seja, a(s) < n(s) —n(s2) + a(se) para s < s9, o que contradiz o item (ii). Portanto, n
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¢ ilimitada em I e ent@o sl_igl, n(s) =+oo e sl_i>r£+ n(s) = —oo.

(iv) Notemos que se 7 nao possui ponto critico em I, entdo —1 < a7(s) < 0 em
(w_,50) € 0 < ar(s) < 1 em (sg,wy). De fato, seja sy o ponto de minimo global de a.
Como 7(sg) = 0, segue de que 7'(sg) = a(sg) > 0. Sendo 7'(s) # 0 para todo
s € I, concluimos que 7'(s) = an(s)7(s) + a(s) > 0. Logo, 7 é uma fungao crescente em
I, Sl_ifi T(s) #0 e sl_i>r£1+ 7(s) # 0. Do item (iii), Sl_ig{ n(s) = +oo e Sl_i>r£1+ n(s) = —oo e
assim existem s; € (w_, Sp) € s2 € (So,w) de modo que n(s) > 0 para s < s; e n(s) <0
para s > so. Uma vez que 7 é negativa em (w_, sg) e positiva em (sg,w,), segue que
—a(s) < an(s)t(s) < 0 para s < s; e s > Sp. Assim, —a?(s) < —a?72(s)n*(s) em
I'\ [s1, s2]. Dali,

0 =—a®(s) +7(s) +0"(s) < —a’T*(s)n*(s) + 7°(s) + n*(s),

equivalentemente,

a*7*(s)n*(s) < =0 +77(s) + 0" (s).

Portanto,
) 1 1

LT ere) T @) T )

(3.19)

Agora, como 7 é crescente, temos que 7(s) < 7(s1) < 0 para s < s1 e 7(s) > 7(s2) >0

para s > So. Logo,

1 ) 1 1
ﬂ@><mm{r%ayf%@>

}, para s € I\ [s1, $9]

e dai, concluimos que a funcgao ¢ mondtona e limitada nos intervalos (w_,s;) e

72(s
(s2,wy). Visto que lim 7(s) # 0 e lim 7(s) # 0, segue que
S—w S—>UJ+

1
lim ——— lim ——
e a27%(s) sy ar?(s)
existem. Usando (3.19)), obtemos
1 ! > 1 li ! > 1
i e lim
s—w_ a?T2(s) s—wy a?72(s) ’
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ou seja,

lim a’7%(s) <1 e lim a*r%(s) < 1. (3.20)

S—w— S—w4

Do fato de 7 ser crescente, a’r%(s) < 1 para todo s € I. Logo, —1 < ar(s) < 0 para
s € (w_,80) e 0<ar(s) <1paras € (sg,ws). O que prova a afirmagcao.

Suponhamos agora que 7 nao possui ponto critico, e definamos as fungoes f(s) =
a(s) + n(s) e g(s) = al(s) — n(s), que sao positivas, pois a(s) > 0 e |n(s)] < a(s).

Derivando f e g, obtemos

d

T(a(s) £1(s)) = 7(s) £ ar(s) = 7(s) (1 £ ar(s)).

Ou seja, f(s) = 7(s)(1 — ar(s)) e g(s) = 7(s)(1 + ar(s)). Da afirmacao anterior, segue
que 1 —ar(s) > 0e 1+ar(s) > 0. Entdo, f e g sdo crescentes, se 7(s) > 0, e decrescentes,
se 7(s) <0e

0 < F(s)g(s) = 03(s) — 1(s) = 73(s) — 6 < = — &

para todo s € I, em que § € {—1,0}. Logo, as fungées f e g sdo mondtonas e limitadas
no intervalos (w_, sg) e (So,w). Desse modo, existem constantes positivas K; e Kj, tais

que

0
&
+
3

O
A

Ky
a(s) —n(s) < K,

para todo s € (w_,sp) e s € (Sp,wy). Consequentemente, 2a(s) < K; + K, para todo
s € (w_,S0) € s € (Sp,ws). Isto mostra que 7 possui pelo menos um ponto critico em
cada intervalo (w_, sg) e (sg,wy). Do item (ii) do Lema[3.5 T possui um ponto de minimo
global em (w_,sp) e um ponto de maximo global em (sp,wy). Com isso, se s; e sg sS40
os pontos de minimo e méximo global de 7, respectivamente, entao 7(s1) < 7(s) < 7(s2)

para todo s € I, isto é, a funcao 7 é limitada. O

Observacao 3.2. No Lema [3.7] se substituirmos a hipdtese ¢(0) € H por ¢(0) € C, os

itens (ii), (iii) e (iv) continuam verdadeiros desde que « possua um tinico ponto critico.
Agora, analisamos o caso em que 1(s) € S.

Lema 3.8. Seja @ : S — 7,5 C R um campo de vetores diferencidveis definido por
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em que 7,5 denota o espago tangente a S no ponto g € S e a > 0. Entdo, p = (0,0,1)
e —p = (0,0, —1) s@o pontos singulares de ® e os autovalores de d®, e d®_, sdo dados,

respectivamente, por

at++va?+4 —a++va?+4
Np=—"""T—, A p=—"7T-—"7"H".

2
Demonstragao. Observemos que se ®(a, 7,1) = 0, entao a(s) = 7(s) = 0en(s) = £1, por
(3.15). Logo, +p = (0,0, £1) s@o os tinicos pontos singulares de ®. O plano tangente Ty,
em cada ponto singular é o conjunto dos pontos w = (x,vy, 2) € R? tais que (w, £p) = 0,
isto é, o conjunto dos pontos da forma w = (x,y,0). Assim, calculando a diferencial de

® em +p, obtemos

0 1 0
(dPyp) =11 4a 0
0 0 0

Por definicao, A ¢ um autovalor de d®., se existe um vetor w € T%4,S com w # 0, tal que

d®,,(w) = Aw, ou seja,

0 1 0 x x
1 4a 0 y |=A| vy
0 0 0 0

Entao, y = \r e x &+ ay = \y. Isto implica que A é solucao da equacao A2 Fal —1 = 0.
Portanto,
a++a2+4 —a++Va?+4
5 .

M=o e A, =

]

Na observagio [3.1 vimos que os pontos p = (0,0,1) e —p = (0,0,—1) geram o
mesmo soliton para o fluxo de curvatura, X (s) = (cosh s,sinh s,0). Assim, para estudar o
comportamento das solugoes nao triviais do sistema consideremos p = (0,0, 1) como
unico ponto singular e (s, ¢) uma solugao do sistema com condigao inicial ¢ € S. Como
os autovalores de d®, sao nao nulos, segue que p é um ponto singular hiperboélico de ®.
Pelo Teorema de Hartman-Grobman ([13], p.107) os campos ® e d®, sdo topologicamente

conjugados (localmente). Uma vez que os autovalores de d®, tém sinais opostos, existem
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condigoes iniciais ¢; € S\{p} e ¢z € S\ {p} tais que lim (s,q1) =pe liin U(s,q) = p.
§——00 §—+00

Definimos, entao, os seguintes conjuntos

W(p) = {ge5; lim ¢(s,q) =p},

(3.21)
Wip) = {g€5; lim 4(s,q) = p}.

Lema 3.9. Seja ¥(s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solu¢ao nao trivial de definida no
intervalo maximo I = (w_,wy) e condigao inicial (0) € S, em que S ¢é dado em (3.16]).
Se sp € I é um ponto critico de «, entdo sy ¢ o minimo (resp. méaximo) global de « se, e
somente se, a(sg) > 0 (resp. a(sp) < 0). Além disso, existe sempre 5 € [ tal que a fungao

a é mondtona nos intervalos (w_, 5) e (5, w4 ).

Demonstragao. Seja sp um ponto critico de . Entao, de (3.15)), segue que
7'(s0) = a(sp). (3.22)

Notemos que se § é ponto critico de a, entdo «(3) # 0, pois, se a(§) = 0, obtemos de
n(5) = £1 e assim ¥(s) é uma solugao trivial de (3.15)). Dessa forma, a(sg) > 0 ou
a(sp) < 0.

Se a(sg) > 0, de segue-se que So ¢ um ponto de minimo local de . Para mostrar
que so € o ponto de minimo global de « é suficiente provar que «a(sg) < a(s) para todo
s € I. Para isso, suponhamos que exista s; < so tal que a(s;) < a(sg). Como s é ponto
de minimo local, existe €; > 0 tal que a ¢ mondtona decrescente no intervalo (sg — 1, So).
Existe também e5 > 0 de modo que « é mondtona crescente no intervalo (sy, $1+€3), pois
a(s1) < a(sg). Nessas condicoes, existe um ponto de méximo local de o, § € (s1, 5¢), mas
como «(5) > a(sg) > 0, segue de que § é um ponto de minimo local, um absurdo.
Analogamente, se so > so ¢ tal que a(sy) < a(sg), entdo existem e; e g9 positivos, tais
que « é crescente no intervalo (sg, o + 1) e decrescente no intervalo (sg — €9, s2). Logo,
existe um ponto de méximo local de «, § € (sg, s2). Entretanto, a(5) > a(sg) > 0e
implicam que § é um ponto de minimo local de a. Decorre dai que a(sy) < «(s) para
todo s € I e, portanto, sy é o ponto de minimo global de a. Além disso, a é uma funcao
positiva.

Se a(sg) < 0, de modo andlogo ao caso anterior, concluimos que sy é o ponto de

maximo global de a.. Além disso, o é uma funcao negativa.
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Por fim, notemos que se a nao possui pontos criticos, entdo «/(s) > 0 ou o/(s) < 0.
Dessa forma, « é mondétona em I. Caso contrario, o possui um tinico ponto critico § que

é de maximo ou de minimo global e, portanto, o é monétona em (w_, 3) e (5,w, ). ]

Lema 3.10. Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial de (3.15]) definida no
intervalo maximo I = (w_,wy) e condigao inicial 1(0) € S, em que S é dado em (3.16]).
Considere W"(p) e W*(p) dados por (3.21). Se ©(0) € S\ W*(p) (resp. S\ W?*(p)), entao

Sl_lglﬁ la(s)| = +oo (resp. 81_1>r3+ la(s)] = +00).

Demonstra¢io. Do Lema3.9] existe s tal que v é mondtona nos intervalos (w_, §) e (8, ws ).
Se (0) € S\ W (p) e a é limitada em (w_, 5), segue de 7%(s) + n*(s) = a*(s) + 1 que as

fungoes 1 e @ sdo0 mondtonas e limitadas em (w_, §). Logo, existem os limites lim «a(s) e
S—w—_

lim 7n(s). Em particular, lim 7(s) existe. Portanto, existe ¢ € R? tal que lim (s) = g,
S—w_ S—w_ S—w—

w_ = —o0 e q é solugao singular de (3.15]), contradizendo a hipdtese. Dai, concluimos que
51—15}, la(s)| = +o0.
Analogamente, se 1(0) € S\ W?*(p), entdo lim |a(s)| = +o0. O
S—w4

Lema 3.11. Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial de (3.15]) definida no

intervalo maximo / = (w_,w,) e condi¢do inicial ¥(0) € S, em que S é dado em (3.16)).

(i) Se sp é um ponto critico de 7(s), entdao 72(sg) # 1, a®*7%(sp) # 1 e 7(sg) # 0. Se
7(s9) > 0, entdo sy é um ponto de minimo (resp. maximo) de 7(s) se, e somente se,
0 < ar(sp) < 1 (resp. ar(sg) > 1). Se 7(sp) < 0, entdo so ¢ um ponto de minimo

(resp. maximo) local de T se, e somente se, at(sp) < —1 (resp. —1 < a7(sg) < 0).
(ii) A fungao 7 ¢ limitada em /.

Demonstragdo. (i) Seja sy um ponto critico de 7. Se 7%(s¢) = 1, entao de segue que
a?(s0) = n*(s0). Como 7'(s9) =0 e 7(s0) = %1, temos de que +an(s) = —a(sy) e,
portanto, a = 1, o que contradiz o Lema [3.4]

Se a?7%(sg) # 1, entdo ar(sg) = £1. De (3.15)), segue que 0 = 7/(s) = £n(s0) +(s0).
De , segue que 72(sp) = 1. o que contradiz a conclusao anterior.

Agora, se 7(sg) = 0, entdo 0 = 7'(s9) = a(sp) e consequentemente 7(sy) = £1, o que

contradiz o fato de v(s) ser solugao nao trivial de (3.15)).
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Notemos que

m"(s0) = an'(so0)7(s0) + an(so)7'(s0) + 7(s0)
= —at3(sg) + 7(s0)
= 7(s0)(1 — a*%(s0))
= T(so)(l — aT(so)) (1 + aT(so)).

(3.23)

Se 7(sg) > 0, entdo 1+ar(sg) > 0, e de S0, € ponto de minimo (resp. mdzimo) local
se, e somente se, 0 < at(sg) < 1 (resp. at(sg) > 1). Se 7(sg) < 0, entdo 1 —ar(sg) >0, e
de (3.23)), s ¢ ponto de minimo (resp. mdzimo) local de T se, e somente se, at(sy) < —1
(resp. —1 < at(sg) <0).

(ii) Do Lema , existe 5§ € I, de modo que o é mondtona nos intervalos (w_,s) e
(5,ws). Se ¥(0) € W*(p) (resp. ¥(0) € W*(p)), entao SEIJPOOT(S) =0 (resp. SEI_HOOT(S) =
0). Logo, 7 é limitada em (5,w;) (resp. (w—,5)).

Agora, seja 1(0) € W*(p) UW*(p). A seguir, analisamos as condi¢oes em cada in-
tervalo, notando que o Lema garante que 7(s) > 0 ou 7(s) < 0 em cada um dos
intervalos.

Caso 1: Suponhamos que 7 ¢ ilimitada em (5,w;). Entdo, existe s; € (5,w,) tal
que |7(s)] > 1 e a|r(s)| > 2 para todo s > s;. Como a?(s) — n*(s) = 72(s) — 1, temos

la(s)] > |n(s)| e at®(s) > 2|7(s)| para s > s1.

Se 7(s) > 0 em (5,wy), entdo « é crescente e, do Lema [3.10, lim «a(s) = +o0. Logo,
S—w4

podemos tomar § de modo que «a(s) > 0 para s > 5. Da desigualdade |n(s)| < a(s),
obtemos a(s) +n(s) > 0 e, de (3.15)), temos

s

2a(s) — 2a(sy) = /S 27 (u) du < / at?(u) du = n(s1) —n(s),

isto é,
0 < as)+n(s) <n(s1)+2a(s1) — als).

Dai, concluimos que a(s) < n(s1) + 2a(s;) para todo s > sy, o que contradiz o fato de

que lim a(s) = +oo.
S—w4

Se 7(s) < 0 em (5,w, ), entdo « é decrescente e, do Lema|3.10, lim «(s) = —oo. Logo,
S—w4

podemos tomar s de modo que «(s) < 0 para s > 5. Da desigualdade |n(s)| < —a(s),
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obtemos a(s) —n(s) < 0 e, de (3.15)), temos

S

2a(s1) — 2a(s) = — /S 27(u) du < / at?(u) du = n(s;) — n(s),

isto é,
2a(s1) — a(s) —n(s1) < a(s) —n(s) < 0.

Dai, concluimos que a(s) > 2a(s;) — n(s1) para todo s > s1, o que contradiz o fato de

que lim «a(s) = —oo. Portanto, 7 é limitada em (5, w, ).
S—w4

Caso 2: Suponhamos que 7 ¢é ilimitada em (w_, §). Entao existe sy € (w_,S) tal que
I7(s)] > 1 e a|r(s)| > 2 para todo s < sy. Como a?(s) — n*(s) = 72(s) — 1, temos

la(s)] > In(s)| e at?(s) > 2|7(s)| para s < ss.

Se 7(s) > 0 em (w_, 5), entdo « é crescente e, do Lema [3.10, lim «(s) = —oo. Logo,
S—w_

podemos tomar § de modo que a(s) < 0 para s < 5. Da desigualdade |n(s)| < —a(s),
obtemos 7(s) + a(s) < 0 e, de (3.15)), temos

2a(s9) — 2a(s) = /82 27 (u) du < /82 at*(u) du = n(s) — n(sz),
isto é,
2a(s2) +1(s2) — als) < n(s) + als) < 0. (3.24)

Dai, concluimos que a(s) > 2a(sq) + n(s2) para todo s < s, 0 que contradiz o fato de

que lim a(s) = —oo.
S—w_

Se 7(s) < 0 em (w_,35), entdo « é decrescente e, do Lema [3.10] lim «(s) = +oo.
S—w—

Logo, podemos tomar § de modo que a(s) > 0 para s < 5. Da desigualdade |n(s)| < a(s),
obtemos a(s) +n(s) > 0 e, de (3.15), temos

2a(s) — 2a(se) = — /82 27(u) du < /82 a7 (u) du = n(s) — n(sy),
isto é,
0 < a(s) +n(s) <2a(s2) —n(s2) — als).

Dai, concluimos que a(s) < 2a(s2) — n(s2) para todo s < sy, 0 que contradiz o fato de

que lim a(s) = +oo. Portanto, 7 é limitada em (w_, ). O
S—w
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Lema 3.12. Seja ¢(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solugao nao trivial de (3.15]) definida no
intervalo maximo I = (w_,wy) e condigao inicial ¢(0) € S, em que S é dado em (3.16)).
Considere W*"(p) e W#(p) dados por (3.21)). Se 1(0) € S\ W*"(p) (resp. S\ W?*(p)), entao

lim 7(s) = 400 (resp. lim n(s) = —o0).
S—w_ S—wy

Demonstragdo. Dos Lemas(3.10/e([3.11|e de 7%(s)+n*(s) = a*(s)+1, segue que lim 7(s) =
S—rw_

+oo se (0) € S\ W¥(p) e lim n(s) = —oo se S\ W*(p), pois n é mondtona decrescente.
S—w4

[

Corolario 3.13. Seja ¥(s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solu¢ao nao trivial de (3.15]) definida

no intervalo méximo I = (w_,w, ) e condicao inicial ¥)(0) € HUCUS, em que H, C e S

sao dados em ([3.16]). Entao, I = R.

Demonstragdo. Do item (iv) do Lema[3.7} 7 é limitada em I, e entdo existe uma constante
positiva M € R, tal que [7(s)| < M para todo s € I. De (3.15),

/S: 7(u) du

la(s) — also)| = < Mls — sg|. (3.25)

Analisamos, a seguir dois casos:

Caso 1: ¥(0) € HUC.
Se o possui pontos criticos, entao, do Lema , lim a(s) = lim a(s) = +oo. Logo,
S—w—

S—wW4
de (3.25)) segue que w_ = —o0 e w; = +00. Se a ndo possui pontos criticos, entao 7(s) > 0
ou 7(s) < 0 para todo s € I. Supondo que 7(s) > 0, do Lema [3.6, temos w_ = —o0 e

lim a(s) = +oo. Segue de (3.25) que w; = 4+o00. Por fim, se 7(s) < 0, do Lema ,

S—w4

temos wy = 400 e lim a(s) = 4oo. Segue de (3.25) que w_ = —oo. Portanto, I = R.
—

S—W—

Caso 2: ¥(0) € S.

Vejamos que se ¢(0) € S\ W*(p) (resp. ¥(0) € S\ W¥(p)), o Lema [3.10] garante que
a ¢é ilimitada. Entao, de (3.25]), obtemos w; = +00 (resp. w_ = —00).

Agora, suponhamos que ¥(0) € W#(p) (resp. ¥ (0) € W*(p)). Entao, por definigao,
wi = 400 (resp. w_ = —o0), concluindo o resultado. O
Lema 3.14. Seja ¥(s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solucao nao trivial de e condicao
inicial ¥(0) € HUC U S, em que H, C e S sao dados em (3.16). Seja X(s) o soliton
correspondente & solugio v(s) para o fluxo de curvatura em H?. Entao, ¥(s) e X(s) sdo

definidos para todo s € R. Além disso, em cada fim a curvatura k(s) de X converge para

d, em que 0 € {—1,0,1}.
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Demonstracao. Seja (s) = (a(s), 7(s),n(s)) uma solu¢ao nao trivial de e condigao
inicial ¥(0) € HUCUS. Se X é o soliton correspondente a v, entao a curvatura geodésica
de X ¢ dada por k(s) = ar(s). Do Lema [3.13] ¢ estd definida para todo s € R, assim
como o soliton X.

Para provar que k(s) converge para §, vamos dividir a demonstra¢do em dois casos.
Inicialmente, vamos mostrar que existem lim k(s) e SEIJPOO k(s). Em seguida calculamos

S——00
seus valores.

Caso 1: ¥(0) e HUC.

Se v nao possui pontos criticos, entdo 7(s) > 0 ou 7(s) < 0. Em cada caso, do Lema
3.6 7 ¢ limitada e possui no maximo um ponto critico em sq € I, logo 7 é mondtona
limitada nos intervalos (w_, sg) e (sp,wy). Se « possui ponto critico, entdao, pelo Lema
B.7, a funcao 7 ¢ limitada e possui dois pontos criticos 1,89 € I, com s; < s3. Logo,
7 é monétona limitada nos intervalos (w_, 1) e (so,w, ). Portanto, existem Sli)r_nook(s) e

lim k(s).

s—+00
Caso 2: ¥(0) € S.

Suponhamos que 1(0) € S\W?*(p). Se existe s; € I tal que 7 é mondtona em (s1, +00),

entao existe lim k(s), pois do Lema|3.11 a funcao 7 é limitada. Do contrério, se 7 nao é
S$—+00

monotona em nenhum intervalo do tipo (s1, +00), entao 7 possui infinitos pontos criticos.
Do item (i) do Lema a fungao T ndo possui pontos criticos degenerados (isto é, pontos
criticos tais que a segunda derivada é nula). Logo, 7 possui uma quantidade enumeravel
de pontos criticos, pois 7 é suave ([9], p.294). Seja (s,)nen @ sequéncia de pontos criticos
de 7. Notemos que nh_)rgo Sp = 400, Pois se existe § < oo tal que (s,,) converge para s, entao

7 seria monétona no intervalo (5, 4+00). De (3.15)), temos 0 = 7/(s,,) = an(s,)7(sn) +a(sy)

e entao —a?(s,) = —a’n*(s,)7%(s,), para todo n € N. De (3.14]), obtemos
1 —n%(sp
T2<Sn) _ Ui (S ) ]
1 —an?(sn)
Pelo Lema [3.12] li£rn n(s) = —oo. Entao, lim ar(s,) = £1. Para concluir a existéncia
s—+o00 n—r00

do limite, consideremos uma sequéncia (s,,)men tal que nlg%o Sm = +00. Dado ¢ > 0,
existe um indice ng € N, tal que a sequéncia dos pontos criticos satisfaz |ar(s,) — 1| < &
para todo m > ng. Sejam s,, um ponto de minimo e s,, um ponto de maximo de T,

com my > ng € ng > ng, e tais que 7(s,,) < 7(s) < 7(sp,) para todo s > s,,. Assim,
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existe mgy € N, tal que 7(sp,) < 7(s;m) < 7(sp,) para todo m > mgy. Consequentemente,
laT(sm) — 1| < |a7(s,) — 1| < € para m > my, donde se conclui que lirll k(s) existe. De
S—+00
forma andloga mostra-se que lim k(s) existe. Observemos que, se (0) € W#(p) (resp.
§——00

¥(0) € W*(p)), entdo lir+n 7(s) =0 (resp. lim 7(s) = 0) por definigao de W*(p). Logo,
s—+o00 $——00
lim k(s) =0 (resp. lim k(s) =0).
S——00

s——+00

Agora, suponhamos que ¥(0) ¢ W#*(p) U W*(p). Dos Lemas [3.7]¢[3.10] lim |a(s)| =

§—00

+00 e de —a?(s) + 72(s) + n*(s) = d, § € {—1,0,1}. Logo,

tim ) _ i (5_—T2<3) + 1) —1. (3.26)

5—00 a2(s) S§—00 aQ(s)

Dos Lemas 3.7/ ¢(3.12, lim n?(s) = co. Usando a regra de L’Hopital,

§—00

w) i) ar(s)

lim —-2~2 —

= lim a7(s) = lim k(s). (3.27)

$—00 a(s) $—00 a’(s) $—00 7‘(3) $—00 $—00

De (3.26) e (3.27), obtemos Slirglo k(s) = +1. O

Com os resultados anteriores em mente, podemos agora demonstrar o segundo resul-

tado principal dessa dissertacao.

Teorema 3.15. Para cada v € R3\ {0}, existe uma familia a 2-parametros de solitons
nao-triviais para o fluro de curvatura no plano hiperbolico. Cada soliton é uma curva
mergulhada X (s) em H?, definida para todo s € R. Além disso, em cada fim, a fungdo

curvatura k(s) tende para uma das sequintes constantes: —1, 0 ou 1.

Demonstragdo. Para cada vetor v € R? \ {0}, consideremos, sem perda de generalidade,

v =ae, em que a > 0, e

(—1,0,0) sew é tipo tempo,
e=4q (=1,1,0) sew é tipo luz,
(0,0,1) sew é tipo espago.

Seja ¥ (s) = (a(s),7(s),n(s)) uma solucao de (3.15) definida no intervalo méximo I =
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(w_, w4 ) e condigao inicial ¥(0) € H U C' U S satisfazendo

—1, sew é tipo tempo,
—a?(0) +7%(0) +7*(0) =< 0, sew é tipo luz, (3.28)

1, sew é tipo espaco.

A Proposicao garante que existe um soliton X (s) para o fluxo de curvatura, tal que
k(s) = ar(s), e os campos de vetores tangente e normal de X satisfazem as relagoes
a(s) = (X(s),e), 7(s) = (T'(s),e) e n(s) = (N(s),e). Logo, para a > 0, as condigoes
iniciais de determinam o soliton em cada caso. Dafi, para cada vetor fixo v € R$\{0},
existe uma familia a 2-parametros de solitons nao-triviais para o fluxo de curvatura em
H2. Além disso, segue do Corolério que cada soliton ¢ definido para todo s € R,
e do Lema que a curvatura geodésica de X, em cada fim, converge para uma das
constantes: —1, 0 ou 1.

Agora, vamos mostrar que os solitons sao mergulhados em H?. Primeiramente, ob-
servemos que, dos Lemas e 3.9, sempre existe sp € R tal que a é mondtona nos
intervalos (—o0, s9) e (Sg, +00). Como « descreve a altura euclidiana de X em relagao
a um plano fixo, temos que X nao possui auto-intersecao em cada um dos intervalos
(—00, s0) € (Sg, +00). Dessa forma, X é um mergulho, se @ é uma fungdo monétona em
R.

Verifiquemos, agora, o caso em que « nao é monotona. Para tanto, suponhamos que
existem s # so com $1,82 € R e 51 < 59 < 89 tais que X(s1) = X(s2). Consideramos R
a regiao simples limitada por X ([sy, s2]), e 6 o angulo externo entre os vetores tangentes
T(s1) e T(s2), tal que 0 < 6 < 7. Usando o Teorema de Gauss-Bonnet para o plano

hiperbdlico, obtemos

/ Kdo+ / k(s)ds+ 0 = 2mx(R),
R X([s12])

em que K é a curvatura seccional de H? e x(R) ¢é a caracteristica de Euler de R. Como
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R é uma regido simples, temos x(R) = 1. Entéo,

/ K do + / k(s)ds
X ([s1,52])
= / do + / ds
X ([s1,s2])

_ / do + ala(ss) — as1)]

= —/d0<0,
R

o que ¢ absurdo. Logo, o soliton X nao possui auto-intersecoes. Uma vez que os dois fins

0<2r— 0

das curvas sao ilimitados, pelos Lemas [3.6) e [3.7] segue-se que X é um mergulho de R em

H?. [l
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