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RESUMO

Estudamos o transporte quantico, via caminhadas quanticas de tempo continuo (CTQWs),
sobre diferentes redes complexas. Neste modelo, o transporte quantico pode ser comple-
tamente resolvido apds determinados seus autovalores e autovetores associados a matriz
de conectividade da rede. Para fins de comparacao, também investigamos o transporte
classico através das caminhadas aleatérias de tempo continuo (CTRWSs). A técnica das
caminhadas quanticas (QWs) é uma ferramenta poderosa na andlise de fendmenos de
transporte. Uma maneira de monitorar a eficiéncia do transporte quantico é através das
probabilidades médias e exatas de retorno. Inicialmente, empregamos o modelo CTQW
sobre estruturas multicamadas do tipo dendrimero (RMTDs). Para contornar efeitos de lo-
calizagao, decidimos empilhar varias redes dendrimero, umas sobre as outras, conectando-
as através de ligacoes entre vértices vizinhos. Através do parametro de probabilidade p,
adicionamos novas ligagoes (intraligagoes) entre vértices de mesma geragdo. Com proba-
bilidade 1 — g, retiramos ligagoes (interligagoes) entre vértices de camadas vizinhas. O
transporte quantico entao é investigado através das combinagoes numéricas desses dois
parametros. Para essas redes, uma escolha apropriada desses parametros fornece, em va-
rias ordens de grandeza, uma eficiéncia maior. Encontramos algo interessante: a melhor
eficiencia do transporte é obtida para os seguintes valores: ¢ ~ 0.9 e p ~ 0.9. Ou seja, o
melhor transporte é obtido quando hé a auséncia de uma intra- e interligacao. Na sequén-
cia, utilizamos o modelo CTQW sobre redes livres de escala generalizadas (GSFNs). Tais
estruturas sao uma mistura nao trivial entre segmentos lineares e redes do tipo estrela.
Enquanto ao transporte quantico sobre GSFNs, observamos uma alternancia entre fortes
efeitos de localizacao, devido aos segmentos de estrelas, e um bom espalhamento, devido
aos segmentos lineares. Mostramos que o transporte quantico sobre GSFNs pode ser me-
lhorado através da variagao de dois parametros de modularidade: o grau maximo e o grau
minimo permitidos a todos os nés da rede. Identificamos a mesma eficiéncia quantica para
diferentes combinacoes dos parametros de construcao das redes, que estao relacionados a
diferentes topologias.

Palavras-chave: Caminhadas Quanticas de Tempo Continuo. Caminhadas Alea-
torias de Tempo Continuo. Transporte Quantico. Redes Multicamadas. Redes
Livres de Escala. Probabilidades de retorno.



ABSTRACT

We study quantum transport on different complex networks by using continuous-time
quantum walks (CTQWSs). In this model the quantum transport is completely solved by
determining all eigenvalues and eigenvectors of the connectivity matrix. For comparison
reasons we have also investigated the classical transport through continuous-time random
walks (CTRWSs) model. The quantum walks (QWSs) technique is a powerful tool in the
analysis of transport phenomena. One method to monitor the efficiency of quantum trans-
port is through the exact and the average return probabilities. First, we have implemented
the CTQW model to transport on multilayer dendrimer networks (RMTDs). In order to
overcome the localization effects, we have chosen to stack many dendrimer networks on
top of each and connecting them by links between nodes from the neighboring layers. We
have added new links (intraconnections) between vertices from the same generation with
the probability parameter p. We have removed links (interconnections) between vertices
from the neighboring layers with probability 1 — ¢. The quantum transport is investi-
gated by numerical combinations of these two parameters. For these networks a proper
choice of these parameters provides a greater efficiency by several orders of magnitude.
We have found something peculiar: the highest efficiency is reached for the following va-
lues: ¢ =~ 0.9 and p &~ 0.9. Thus, the best transport is obtained when is missing a single
intra- and interconnection. Then, we have used the CTQW model on generalized scale-
free networks (GSFNs). Such networks are a non-trivial mixture between linear segments
and starlike networks. Regarding the quantum transport on GSFNs, we have noticed
a interplay between strong localization effects, due to the the starlike segments, and a
good spreading, due to the linear segments. We have shown that the quantum transport
on GSFNs can be improved by varying two modularity parameters: the maximum and
the minimum degree allowed for all nodes of the network. We have identified the same
quantum efficiency for different combinations of the network’s construction parameters,
which correspond to different topologies.

Keywords: Continuous-Time Quantum Walks. Continuous-Time Random Walks.
Quantum Transport. Multilayer Networks. Scale-free Networks. Return Pro-
babilities.
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CariTuLO 1

Introducao

A natureza possui uma rica diversidade de sistemas nos quais os mecanismos de
transporte exercem fungoes determinantes para sua compreensao. Atualmente, o trans-
porte quantico é extremamente importante devido as suas aplicagoes diretas em estrutu-
ras como agregados moleculares [155], ciéncia dos polimeros [6], em grafos e algoritmos
quanticos [7H9], além da computagao e informacao quanticas [10-12]. Nos ltimos anos,
algumas implementacoes experimentais foram desenvolvidas, entre elas destacamos expe-
rimentos realizados em cavidades de micro-ondas [13}/14], com dtomos de Rydberg |15],
além de fétons em guias de onda [16,/17], bem como circuitos dpticos [18] e redes de fibras

épticas [19).

Os mecanismos de transporte podem ser modelados através de diferentes técni-
cas. Uma abordagem pioneira em décadas passadas, porém ainda muito utilizada para
descrever os mais variados sistemas, é a técnica das Caminhadas Aleatérias (RWs, sigla
do inglés) [20-26]. Através dela, podemos investigar iniimeros conjuntos de sistemas com-
plexos, dos quais citamos apenas alguns: reagoes de quimica cinética [21,27], difusao de
particulas [28|, propogacgao epidémica de doengas ou virus [29[30], entre outros. Para
quantificarmos a eficiéncia de espalhamento do caminhante sobre as mais variadas estru-
turas, definimos algumas quantidades responsaveis por esta medida, as quais chamamos
de medidas de eficiéncia. Essas tltimas, sao representadas por probabilidades e serao co-
mentadas com mais detalhes no préximo Capitulo. Uma maneira de determinar a eficacia
de propagacgao das RWs pode ser feita através da seguinte medida |21]: a probabilidade
média de retorno, que considera o espalhamento do caminhante, a partir de um ponto
(vértice) inicial da rede, e monitora seu retorno ao ponto de partida. A dinamica das
RWs pode ser resolvida utilizando dois modelos distintos: o modelo de tempo discreto e

o modelo de tempo continuo [20,21].

Por outro lado, é possivel a criagao de um analogo quantico para as RWs: as
caminhadas quanticas (QWs, sigla do inglés). Isto foi feito, primeiramente, por Ahoronov
et al. em 1993 [31]. Esta proposta inicial, trata as caminhadas como uma operacao
entre dois espagos (“moeda” e posigdo) que governam a dinamica do sistema em passos
de tempo discretos. Como alternativa, em 1998, Farhi e Gutmann propuseram uma nova

abordagem para as QWs, a qual baseia-se nas cadeias de Markov de tempo continuo [32].
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Figura 1.1 - Esquema ilustrativo comparando uma RW e uma QW. O caminhante quantico, devido seu
comportamento ondulatdrio, pode estar em mais de um vértice simultaneamente.

Desta maneira, as QWs possuem dois modelos precursores: a caminhada quantica de
tempo discreto (DTQW, sigla do inglés) e a caminhada quantica de tempo continuo
(CTQW, sigla do inglés). Nao obstante, esses dois modelos nao sdo completamente in-
dependentes; eles podem ser relacionados entre si, como mostrado em [33]. Vale a pena
ressaltar a existéncia, na literatura, de outras alternativas de modelos para caminhadas
quanticas [34,35]. Aqui, focamos no modelo CTQW, que resolve a dinamica da caminhada
quantica identificando o Hamiltoniano quantico com a matriz de transferéncia cléassica,
referente a caminhada aleatdria de tempo continuo (CTRW, sigla do inglés). Semelhante
ao caso cldssico, no modelo CTQW a matriz de transferéncia de qualquer rede nao di-
recionada estd associada a matriz de conectividade A [20]. Através desta abordagem,
o transporte quantico é praticamente resolvido ao conhecermos o espectro completo de
autovalores da matriz de conectividade. A Fig. apresenta um esquema ilustrativo
da diferenca entre as RWs e QWs. Observamos que, para o caso cldssico, a trajetoria do
caminhante é bem definida e sua localizacao pode ser determinada, com precisao, em qual-
quer instante de tempo. No entanto, para o caso quantico, notamos que ha uma presenca
do caminhante em varios vértices da rede em um mesmo instante de tempo, tornando sua
localizacao incerta. Esse comportamento é decorrente de sua natureza ondulatoria, que

produz o fenomeno de interferéncia.

Modelar a dinamica quantica coerente de excitacoes, em sistemas complexos,



pode ser feito através das QWs [1H3,[36H42]. As QWs estao relacionadas, entre muitos
outras areas de pesquisa, aos grafos quanticos . Na teoria dos grafos quanticos,
adicionalmente, cada ligacao possui propriedades que devem ser levadas em conta, como
por exemplo: cada ligagao deve ser direcionada, ter diferentes valores para a forga de
acoplamento ou possuir diferentes comprimentos. Outra area rica em aplicacoes das QWs
é a da computagdo quéntica, com a criacdo dos algoritmos quénticos [10,149-55]. Os
dois trabalhos seminais nesta area sao os referentes ao algoritmo de busca de Grover
[56] e o algoritmo de Shor [57]. Quando comparados com os algoritmos cldssicos, os
algoritmos quanticos fornecem uma busca em banco de dados, por exemplo, polinomial, ou
até mesmo, exponencialmente melhor com o tempo. Aplicagoes destes algoritmos tém sido
realizadas sobre estruturas complexas, tais como uma rede quadrada d-dimensional e
redes do tipo grafeno [59].

(a) (b)
Qo

i
A
\e \@

Figura 1.2 - Ilustracdo de rede contendo N = 5 vértices. Em (a) temos uma rede do tipo arvore, nao
direcionada, sem loops, sem autoligacdo e sem peso. Por outro lado, em (b), temos a mesma estrutura,
todavia, contréria as caracteristicas de (a).

No cenario atual de sistemas complexos, o conceito de redes complexas é apli-
cado em diversas areas de pesquisas, como na fisica, quimica, sociologia, ecologia entre
muitos outros; ver , e referéncias internas. A maioria dessas aplicacoes pode ser
estudada através de trés modelos tedricos bem estabelecidos, a saber: as redes aleatorias,
redes mundo-pequeno e redes livres de escala. Uma rede é uma colecao de N vértices
(nds) conectados entre si através de E ligagdes (conexoes). Neste trabalho, ao falarmos
sobre redes complexas, estaremos nos referindo as redes do tipo arvore, ou seja, aquelas
que possuem grandes ramificagoes. Além disso, nossas estruturas iniciais serao nao dire-
cionadas, sem lagos fechados (loops), sem autoligagoes e nao daremos pesos as conexoes
entre vértices [60,/61]. A Fig. (a) mostra um esquema ilustrativo de como nossas redes

serao construidas. No caso de redes do tipo dendrimero, loops surgirao devido a adigao



de novas ligagoes. Ao lado, em (b), temos o exemplo de uma rede com caracteristicas que

sao opostas em tudo ao que mencionamos acima.

Na primeira parte dos resultados desta Tese, estaremos concentrados em redes do
tipo arvore conhecidas como dendrimeros [62-65]. Nosso objetivo serd reduzir os efeitos
de localizacao [62] das QWs sobre tais estruturas. Para isso, faremos uso da adigao
aleatoria de novas ligagoes entre vértices de mesma geracgao, assim como da construcao
de redes chamadas de multicamadas [64-67]. Desta forma, aumentaremos a quantidade
de segmentos lineares. Essa é uma alternativa possivel de contornar a baixa eficiéencia do

transporte quantico sobre redes [62,68].

Identificadas em intimeras redes reais, as redes livres de escala (SFNs, sigla do
inglés), serdo um dos nossos focos, sobre as quais avaliaremos o transporte quantico, pre-
sentes na segunda parte dos resultados desta Tese. Por conseguinte, somos levados a uma
distribuicao de grau do tipo lei de poténcia [6970]. Em nosso modelo de SFNs adicionamos
algumas restricoes a distribuicao de grau, ao implementarmos os parametros de grau ma-
ximo e minimo permitidos [71},72]. Estamos interessados, principalmente, em monitorar
a influéncia dos parametros acima mencionados sobre o transporte quantico. O expoente
da lei de poténcia, v, possibilita-nos a alteracao na topologia de nossas redes. Entre os
valores mais elevados e mais baixos de ~, teremos, respectivamente, predominancia de

segmentos lineares e familias de redes do tipo estrelas.

O transporte quantico sobre redes que contém segmentos com muitos ramos,
como estrelas ou drvores de Cayley [62,73], exibem fortes efeitos de localizagao, isto é,
alta probabilidade de permanecer no né inicial. Para contornar este problema, mecanis-
mos que aumentem os segmentos lineares devem ser implementados, uma vez que estes
elevam o transporte quantico, como mostrado na literatura [62]. Um destes mecanismos
¢ o de empilhar copias idénticas das redes umas sobre as outras [64], criando uma rede
multicamada. Outro, é o aumento de segmentos lineares internos, adicionando ligacoes
entre vértices de mesmo numero de geragao [65]. Nosso mecanismo, desenvolvido para
SENs, é o de restringir os graus maximo e minimo permitidos para cada vértice de nossas

estruturas.
Estrutura da Tese

No Capitulo 2 introduzimos o leitor aos conceitos fisicos e matematicos das
CTQWs e das CTRWSs sobre redes. A partir da identificacdo do Hamiltoniano quantico
com a matriz de conectividade da rede, encontramos algumas representagoes probabilis-
ticas que irao formar a base das quantidades que serao calculadas nos resultados deste
trabalho. Por momento, citamos as probabilidades de transicao, as probabilidades médias

de retorno, bem com o limite de longo tempo. Cada uma dessas medidas nos informa



as caracteristicas do transporte quantico sobre diferentes topologias de redes complexas.

Aproveitamos, ao final, para mostrar algumas implementagao fisicas das CTQWs.

No Capitulo 3 iniciamos a apresentacao dos nossos resultados. Esse Capitulo é
uma versao expandida da segunda parte do nosso artigo cientifico publicado sob o titulo
“Quantum transport on modified multilayered spiderwebs” [65]. Devo ressaltar que, a
primeira parte deste artigo trata do transporte quantico, via CTQWsSs, apenas sobre uma
unica camada de rede do tipo dendrimero. Por estarem presentes em minha Dissertagao
de Mestrado [74], estes resultados foram omitidos nesta Tese de Doutorado. Desta forma,
o Capitulo 3 tratard apenas do transporte quantico sobre estruturas multicamadas do
tipo dendrimero. Para fins de comparacao, também investigamos o transporte classico.
Essa abordagem, de empilhar uma camada sobre a outra, consiste em uma maneira de
contornar os efeitos de localizacao da caminhada quantica. Como elementos adicionais,
através de dois parametros de probabilidades, p e ¢, adicionamos ou retiramos ligacoes
entre vértices de mesma geracao e vértices vizinhos entre camadas. Descobrimos que a
auséncia de apenas uma intra- ou interliga¢do torna o transporte quantico mais eficiente.
Ou seja, quanto mais segmentos lineares abertos, melhor o caminhante quantico espalha-se

sobre a rede.

No Capitulo 4 apresentamos nossos resultados da andlise do transporte quan-
tico, via CTQWSs, sobre uma nova topologia, as redes livres de escala generalizadas
(GSFNs, sigla do inglés). Esse Capitulo é uma versao expandida do nosso artigo cientifico
publicado sob o titulo “Quantum transport on generalized scale-free networks” |72]. Atra-
vés de trés parametros, (v, Kyin, Kmax), controlamos o crescimento da rede. As diferentes
combinagoes desses parametros resultam em estruturas que estao entre dois casos limites:
uma rede estrela e uma cadeia linear. Nossa investigacao estard concentrada em avaliar
o transporte quantico apds alteracoes realizadas nos valores de v, Ky € Kpax, determi-
nando, assim, aquelas em que hd maior eficiéncia das caminhadas quanticas. Para fins
de comparacao, também investigamos o transporte classico, via CTRWs. Utilizamos as
GSFNs como estrutura subjacente para o estudo de um modelo epidemiolégico. Através
de individuos infectados, suscetiveis e removidos, analisamos o espalhamento de um virus
entre estes componentes da rede. Os resultados desta analise foram reunidos e publicados
em artigo cientifico sob o titulo “Mechanisms to decrease the diseases spreading on gene-
ralized scale-free networks” [30]. Nao apresentamos a discussao e nem os detalhes desses

resultados nesta Tese.

No Capitulo 5 estao presentes nossas Conclusoes e Perspectivas. Nao sao con-
clusoes finais pois ainda hé pontos a serem investigados, relativos ao transporte quantico
sobre as estruturas presentes nesta Tese. Alguns comentérios relativos o transporte quan-

tico sobre GSFNs multicamadas sao feitos. Por fim, destacamos algumas Referéncias



utilizadas na preparacao deste trabalho cientifico. Nos Apéndices, estao presentes alguns
resultados exatos e analiticos para o limite de longo tempo sobre uma tnica camada de
rede dendrimero modificado; estruturas do tipo GSEFN construidas a partir de diferentes
parametros; e algumas outras informacgoes que destacam aspectos considerados relevantes

desta pesquisa de Doutorado.



CAPITULO 2

Caminhadas quanticas de tempo

continuo sobre redes

Neste trabalho, a dinamica do transporte quantico serda modelada através das
CTQWs. Esta ultima, baseia-se na teoria das cadeias classicas de Markov de tempo
continuo e esta diretamente relacionada a matriz de conectividade das redes. Na busca
pelo comportamento das caminhadas quanticas sobre redes, iremos investigar, também, a
fim de comparacao, o transporte cldssico sobre nossas estruturas; este tultimo, referente as
CTRWs. O estudo do transporte quantico, sobre redes complexas, leva em consideracao
propriedades topoldgicas das estruturas para a determinacgao das medidas que quantificam
a eficiencia. Desta forma, devemos reservar uma atencao especial a conectividade de nossas

estruturas.
2.1 Consideracoes gerais

Considere uma rede contendo N vértices (ou nés). Podemos especificar a forma
como esses nos se conectam através de uma matriz quadrada, de N x N elementos, que
chamaremos de matriz de conectividade A. Essa matriz é resultado da diferenca entre
outras duas matrizes, chamadas de matriz de grau (D) e matriz de adjacéncia (A,g4). Ou
seja:

A=D- A, (2.1)

A matriz de adjacéncia representa a existéncia ou nao de ligacao entre os vértices da rede.
Caso tenhamos uma ligacao direta entre os vértices ¢ e j, entao a;; = 1; caso contrario serd
igual a 0. Por outro lado, a matriz de grau nos indica a quantidade de ligagoes emergentes
de um né. Os elementos da diagonal principal representarao quantas conexoes cada vértice
faz com os outros (ou seja, seu grau). J& os elementos fora da diagonal principal serdo
todos iguais a 0. Em esséncia, a matriz de conectividade nos fornece informagoes sobre
a topologia da rede, isto é, a forma de como estao dispostas as ligagoes entre os nés que
compoe a estrutura. Na Fig. (a) e (b), mostramos a representagao das matrizes A4 e
D, respectivamente, para uma rede nao direcionada contendo cinco vértices. As ligacoes

em azul estao diretamente relacionadas aos valores dentro de cada circulo azul presentes
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(a) S , .
Matriz de Adjacéncia

0

1

Aaj =] 1
o

0

o o o o =

(b) @—Q Matriz de Grau

o O O = O
O0.00
S N O O O
= o O O O

Figura 2.1 - Representagdo de uma rede nao direcionada contendo um total de cinco vértices (nés). Em
(a) mostramos a matriz de adjacéncia, A,g4j, associada a esta estrutura. Ja em (b) temos a matriz de
grau, D, também associada & mesma rede. A diferenca entre essas duas matrizes dard como resultado
uma nova matriz chamada de matriz de conectividade, A (Eq. [2.2]).

nas matrizes. Para a rede em questao, podemos escrever os elementos da matriz de

conectividade como sendo:

3 -1 -1 -1 0

-1 1 0 0 0

Aj=1 -1 0 3 -1 -1 [. (2.2)
-1 0 -1 2 0
0 0 -1 0 1

De maneira geral, seus elementos sao definidos da seguinte forma:
—1, sei # j e hd uma ligacao direta entre i e j;
A= (4 = 0, sei # j enao hé ligagao direta entre i e j; (2.3)
fia se 1= ja

onde f; corresponde ao grau do vértice i, ou seja, representa a quantidade de ligagoes

emergentes de 7. A matriz de conectividade possui as seguintes propriedades:
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a. A é real e simétrica;
b. seus autovalores A, sao todos reais e A\,, > 0;

c. A possui um tnico autovalor nulo (Ayi, = 0).

A cada vértice k, pertencente a rede, esta associado um estado fisico denotado
por |k). Uma vez que, a rede é uma colecao de N vértices, esses estados formam uma base
{lk)} (com k =1,...,N) que é ortonormal e completa, isto é, (k|j) = d;, sendo 0,5 =1
para j = k e 0 caso contrdrio, e ), |k)(k| = 1. De maneira geral, podemos representar

cada estado como um vetor que, por exemplo, sao dados através de:

0
0 1 0
=1 |.2=].|.m=|.] (2.4
0 0 1

A dinamica incoerente do processo de transporte do caminhante sobre a rede é
dada pela CTRW. Trata-se de um processo de transferéncia governado por uma matriz
de transferéncia T, constituida por taxas de transicao por unidade de tempo. Tais taxas
podem ser representadas por € e, no caso mais simples, em que todas elas sao iguais
para todas as ligacoes da rede, assumimos que € = 1. Desta forma, associamos a matriz
de transferéncia T com a matriz de conectivadade A através da relacao T = —A. Ao
assumirmos que uma CTRW corresponde a um processo Markoviano de tempo continuo,
para que um caminhante desloque-se do vértice k ao vértice j, dado um tempo ¢, sua

dindmica obedecerd a seguinte equagao mestra [20}21}/62]
d
S Pik(t) = > Tk, (2.5)
I

onde Tj; representa a taxa de transicdo entre os vértices [ e j, e p;(t) denota a pro-
babilidade de transicdo para o caminhante ir do estado |k) ao estado |j) no tempo t.
Em nosso modelo de caminhadas, como relatado anteriormente, relacionamos a matriz de
transferéncia cléssica a matriz de conectividade da seguinte maneira T = —A. Ou seja,

ao resolvermos a Eq. 2.5 encontramos o seguinte resultado [20}21]

N
pia(t) = (leT k) = Y e {j1Da)(@ulk), (2.6)

n=1
onde A, e |®,) (com n = 1,...,N) representam os autovalores e autoestados, respec-

tivamente, da matriz de conectividade. Na Eq. podemos notar claramente que a

probabilidade de transicao, para um caminhante classico, depende da conectividade da
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rede, isto é, podemos associar a eficiéncia do transporte classico a topologia da rede.
Nao obstante, a forma como os vértices estao ligados, a sua quantidade na composicao
das estruturas, bem como o nimero de ligacoes, afetam diretamente a maneira como o

caminhante ird se propagar através da rede.

Para avaliarmos o transporte quantico, levamos em conta a ideia desenvolvida
por Fahri e Gutmann [32] que propuseram a identificagdo da matriz de transferéncia T
como sendo o analogo cldssico do Hamiltoniano quantico H. Como mostrado em Ref. [62],
podemos relacionar estes dois ultimos elementos da seguinte maneira: H = —T. Feito isto,
concluimos que a relagao da matriz de conectividade com o Hamiltoniano quantico, sera
dada por H= A. A dinamica quantica é formulada no espaco de Hilbert N-dimensional,
para o qual assumimos que todos os estados |j) sdo ortonormais e completos. Ela serd
determinada por um Hamiltoniano quantico e devera obedecer a equacao de Schrodinger.

Desta forma, o caminhante quantico terd amplitudes de transicao [62], o x(t), dadas por:

d .
a0 = =1 3 Higeus ) (2.7)

De maneira similar ao caso classico, as CTQWs terao uma probabilidade quantica de
transicao dada por m;;(t). A correspondéncia entre 7;;(t) e «;(t) é representada por
mik(t) = ayk(t)|?. Ao resolvermos a Eq. 2.7 de forma andloga ao que foi desenvolvido
para a Eq. [2.5] encontramos:

a(t) = (jle ™R, (25)

de onde podemos concluir a seguinte expressao para a probabailidade de transicao quan-

tica:
2

mia(t) = | e @) (Dulk)| - (2.9)

Novamente, notamos que a eficiéncia do transporte, neste caso, para o caminhante quan-
tico, esta diretamente relacionada a conectividade da rede, uma vez que ;(t) depende
dos autovalores e autoestados da matriz A. Na sequéncia, iremos definir algumas quan-
tidades que serao importantes em nosso trabalho, pois irao determinar a eficiéncia ou a

ineficiéncia dos transportes classico e quantico.
2.2 Probabilidades classica e quantica

Na secao anterior apresentamos a maneira pela qual podemos determinar a pro-
babilidade para que um caminhante, seja ele classico ou quantico, se desloque de um
vértice a outro de uma rede, em determinado tempo t. Agora, estamos interessados em
definir quantidades que possam medir a eficiéncia da caminhada. Consideramos eficiente

a rede que, sobre ela contendo uma excitagao, esta ultima espalha-se rapidamente por
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todos os seus vértices, de maneira que a excitagao visita, em tempos relativamente curtos,
cada um dos vértices da rede [65,74]. As probabilidade apresentadas abaixo serdo nossas
quantidades que irao indicar a eficiéncia ou nao das caminhadas de tempo continuo sobre
nossas estruturas. Desta forma, iremos focar na analise do comportamento das probabili-
dades de transicao, classicas e quanticas, das probabilidades médias de retorno, classicas
e quanticas, assim como na andlise do limite quantico de longo tempo. Uma vez que estas
quantidades, abaixo apresentadas, sao calculadas diretamente dos autovalores da matriz

A também faremos uma anélise do espectro de autovalores.

Uma forma de quantificar a eficiéncia de uma excitagao, que desloca-se sobre os
vértices de uma rede, é feita através da probabilidade média de retorno. Esta probabili-
dade nos indica a permanéncia ou o retorno de uma excitagao ao seu vértice de origem k,
transcorrido um certo intervalo de tempo ¢, tomada como média sobre todos os nés [65].
Assim, podemos definir a probabilidade média de retorno para uma CTRW, da seguinte

maneira:
1 N
) 210
k=1

E, de maneira similar, para uma CTQW, teremos:

- %Zwk,k(t). (2.11)

Ao utilizarmos o resultado obtido para a probabilidade de transigao cldssica, Eq. [2.6]

podemos reescrever a Eq. [2.10, como:

Nze*n (@ ]{Z\k k\}\(b i (2.12)

onde notamos que a probabilidade média de retorno classica depende apenas dos autova-
lores A, da matriz de conectividade A. No entanto, para o caso quantico nao obtemos
uma dependéncia da probabilidade média de retorno apenas com os autovalores da ma-
triz A, mas também com os autoestados |®,). Neste trabalho, ao avaliarmos a eficiéncia
do transporte quantico sobre nossas estruturas, o algoritmo desenvolvido calculara 7(t)
presente em Eq. e Eq. 2.9 Conquanto, através da desigualdade de Cauchy-Schwarz
é possivel obtermos um limite inferior para 7(t), o qual dependera apenas dos autovalores

da matriz de conectividade, isto é, independente dos autoestados [62}64,/65]. Isto posto,
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teremos:

=

= la)

(2.13)

2
% Z e—i)\nt

Tanto p(t) quanto 7(t) nos fornecem a maneira como o caminhante, seja ele classico ou

quantico, ird se propagar sobre uma rede qualquer. Para um rapido decaimento de p(t) ou
7(t) isto nos indicard uma répida propagagao entre os vértices da estrutra. Por outro lado,
um lento decaimento destas duas quantidades, fornecera indicios de lento espalhamento

da excitagao.

A investigagao para limites de longo tempo, relativa a p(t) e 7(t), mostram que
para o transporte classico, a Eq. tende ao valor de equiparticao dado por ]lv Porém,
em constraste com o caso cldssico, para o transporte quantico, 7(¢) e |@(t)|*> nao decaem
para um valor constante, ao contrario, estas probabilidades oscilam em torno de um valor
médio. Ou seja, a andlise do comportamento do valor médio, do limite de longo tempo,
consistira em uma nova forma de quantificar a eficiéncia do transporte quantico sobre
nossas estruturas. Podemos definir esta média de longo tempo, tanto para o valor exato
da probabilidade média de retorno, quanto para seu limite inferior, da seguinte maneira:

1 t
X = lim — / la(t)|2dt’ < Jim — vy ) T(¢)dt' =x. (2.14)
As médias presentes na Eq. [2.14] podem ser reescritas em termos da densidade de au-
tovalores p(\) (ou densidade espectral). Esta tltima, contém informagoes relacionadas a
topologia da rede, isto é, nos dao caracteristicas gerais da forma como estao dispostas as

ligagoes entre os vértices de uma estrutura. Ao conhecermos p(\), escrevemos [74]

—iAnt
X_tlgc{lot Ze dt’ —Zp (2.15)
onde p(\) = + 25215()\ — An). Além disso, ao considerarmos A\*, o autovalor mais

degenerado, podemos aproximar y; desta forma, teremos [75]:
* 1 * *
X=Y_0" N >p(\ )+ L =P =x" (2.16)
A

O transporte quantico possuirda méxima eficiéncia quando xy = 0, e sera completamente
ineficiente quando x = 1. No que diz respeito a sua aproximacao, x* produz bons resulta-

dos para redes do tipo estrela ou cadeias lineares. Por exemplo, para estrelas com N — 1
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bragos (ligagoes), temos a presenca de um tnico autovalor altamente degenerado, dado
por \* = 1, que nos permite estabelecer o seguinte resultado y = x* = [QW]:,[—Q_Q)Q] Além
do mais, podemos encontrar, para cadeias lineares, que y = x* = %, uma vez que todos
os autovalores sao nao degenerados. Em relacao aos dois resutados anteriores, podemos
entao constatar que: yny_. = 1 para estrelas e yy_ = 0 para longas cadeias lineares.
Isto posto, concluimos que o transporte quantico sera mais eficiente quanto mais segmen-
tos lineares existirem, sendo os exemplos precedentes casos limites desta eficiéncia. No
mais, ressaltamos que o valor de x* nao fornece uma boa aproximacao para outros tipos

diferentes de estruturas, como mostramos em [65].

Devemos ressaltar que, além das probabilidades explicadas acima, existem outras
maneiras de investigar do transporte quantico sobre redes. Neste trabalho, nao focare-
mos nessas alternativas, apenas deixaremos para o leitor como fonte de possiveis novos
trabalhos e estudos. Inicialmente, podemos citar o tempo médio de batida (“average hit-
ting time”) [76], que é o tempo esperado para um caminhante alcan¢ar um determinado
vértice, previamente identificado, pela primeira vez. Uma outra quantidade é a probabi-
lidade de retorno como uma funcao da primeira probabilidade de chegada (“first arrival
probability”) da caminhada [77]. Neste artigo, os autores mostraram que para caminhadas
quanticas de tempo discreto, o tempo de espera para a primeira deteccao do caminhante,
pode ser tanto um multiplo inteiro do tempo de amostragem quanto um nimero infitino.
Eles concluiram que esses ntimeros inteiros estavam relacionados com a funcao Schur da
medida subjacente. Lembramos que, as nogoes acima de recorréncia (ou primeira de-
tecgdo) representam uma extensao do conceito do nimero de Pélya de uma caminhada
aleatdria cldssica as caminhadas quanticas [78], estando dentro dessas caminhadas o nosso
préprio modelo de estudo, ou seja, a CTQW [79]. Por fim, uma outra maneira de estudar
a eficiéncia do transporte quantico pode ser realizada através da probabilidade de sobre-
vivéncia (“survival probability”). Utilizando um modelo de caminhada via ligagao forte

(tight-binding), esta tltima quantidade pode ser considerada [80].
2.3 Implementacoes fisicas das CTQWs

Numerosas propostas tém sido apresentadas para a implementacao fisica das ca-
minhadas quanticas. Seja na fisica do estado sélido, ou dentro da éptica fisica, esquemas
experimentais tém sido criados para verificacao de suas caracteristicas e propriedades.
Esses trabalhos possibilitam uma interacao, via interferéncia quantica, que pode ser utili-
zada na compreensao de sistemas quimicos, biolégios e no desenvovimento da computagao
quantica [51]. Nesta se¢ao, nos restringimos a exposigao de apenas duas implementagoes
fisicas da caminhada quantica de tempo continuo. Muito tém sido feito para implementar

a fisica quantica nos mais diferentes sistemas fisicos. Um dos mais proeminentes sistemas
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para analise esta relacionado a caminhada quantica com fotons. Inicialmente, foi estu-
dada a caminhada com apenas um tnico féton, todavia, atualmente existem sistemas que
trabalham com varios fétons correlacionados [81-84]. Para tais sistemas, o maior desafio

consiste em trabalhar com baixas decoeréncias, afim de preservar os efeitos nao classicos.

0864202 46 810

Numero de saida da guia de onda |

Figura 2.2 - Esquema representativo de uma matriz de guia de onda para realizagao de CTQWSs entre
fétons correlacionados. Em (A) estdo as 21 guias de onda. Em (B) é apresentado o resultado de uma
simulagdo. J4 em (C) estd o padrao de saida da propagacao da luz laser através das guias.

Fonte: Adaptado de Peruzzo et al. (2010).

Na Fig. apresentamos um esquema experimental, em uma dimensao, de guias
de onda utilizado para a implementacao de CTQWs entre fétons correlacionados . A
Fig. (A) mostra a estrutura (“chip”) em que sao construidas 21 guias de onda. Trata-
se do oxinitreto de silicio, que permite uma refracao muito maior do que materiais do tipo
silica sobre silicio. Com esse tipo de material, ha entao, um meio pratico para a realizacao
de guias de onda acopladas que podem ser conectadas a fribas opticas. Na Fig. (B)
ha uma simulacao computacional que reproduz a propagacao da luz laser pelas guias de
onda. Claramente, podemos observar a interferéncia entre fétons presentes nas guias, e
o padrao da caminhada quantica ao se espalhar por varias guias no mesmo instante de
tempo. Por fim, na Fig. (C) estao representadas as intensidades de interferéncias
dos fétons correlacionados nas saidas das 21 guias de onda. Como sugere a simulagao,
maiores intensidades de probabilidades ocorrem para guias mais afastadas do centro da
estrutura. Para mais detalhes técnicos e informagoes experimentais, veja a Ref. e suas

referéncias internas.
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Figura 2.3 - Esquema experimental para a realizacao das CTQWs em duas dimensoes via guias de onda.
Em (A) temos a gravacdo a laser das guias de onda; (B) representa um corte transveral da disposi¢ao das
guias; (C) indica o comprimento de separacao dentre cada uma das guias; (D) a relagdo entre o coeficiente

de acoplamento das ondas e o espagamento entre as ondas; (E) todos os equipamentos técnicos utilizados
para a realizagao da experiéncia.

Fonte: Adaptado de Tang et al. (2018).

Atualmente, um dos maiores desafios da implementacao fisica das caminhadas
quanticas refere-se a dimensao em que sao realizadas. Novamente, através das guias de
ondas, Tang et al. demonstraram a realizagao das CTQWs em duas dimensoes. A

propagacao da caminhada quantica através das guias de onda, envolvem fungoes de onda
que satisfazem

[T (2)) = e W(0)), (2.17)

onde [W(2)) = >, a;(2)]j) e la;(2)]* = |(j|¥(2)]j)]* = Pj(2). Na Fig. temos um
esquema, experimental utilizado para a realizacao da caminhada quantica continua em
duas dimensoes. Trés letras importantes sao a (A), (B) e (C) da Fig. Em (A)
¢ mostrado a maneira como as guias de onda sao criadas dentro de uma estrutura de

vidro de borossilicato. Este processo é chamado de gravagao direta a laser (“direct laser-
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writing”).

Figura 2.4 - Intensidade de probabilidade para diferentes comprimentos de propagacao da CTQW em
duas dimensoes. As Figs de (A)-(E) sdo resultados experimentais, enquanto que as Figs de (F)-(J)
mostram simulagoes tedricas.

Fonte: Adaptado de Tang et al. (2018).

Em (B) temos um corte transversal de como sao dispostas cada uma das guias de onda.
A influéncia que cada guia de onda terd, umas nas outras, esta retratada em (C), onde
sao apresentados os espacamentos entre guias na vertical e horizontal. Quanto mais dis-
tante, menor a interagao. As figuras (D) e (E) mostram, respectivamente, os diferentes
coeficientes de acoplamento entre as guias de onda e todo o aparato experimental para a
realizagdo da implementagao fisica. Assim, é possivel observar, na Fig. 2.4 as intensidades
de probabilidades da caminhada quantica sobre guias de ondas em duas dimensoes. Nas
Figs. de (A)-(E) sao mostrados resultados experimentais, enquanto que nas Figs. de (F)-

(J) sdo mostradas simulagoes tedricas. Notamos que, o caminhante quantico encontra-se
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com maior probabilidade na guia inicial, e dado os coeficientes de acoplamentos, ele se
espalha por outras guias. Temos aqui, uma boa confirmacao entre resultados experimen-
tais e tedricos. Para mais detalhes técnicos e informagoes experimentais, veja a Ref. [36]

e suas referéncias internas.



CaApiTULO 3

Transporte quantico sobre redes

multicamadas do tipo dendrimero

Em linhas gerais, neste capitulo serao apresentados os resultados da investiga-
¢ao do transporte quantico, via CTQWsS, sobre redes multicamadas do tipo dendrimero
(RMTDs) [65]. O processo de construgao, de tais estruturas, consiste em colocar varias
redes dendrimero, de funcionalidade fp = 3, umas sobre as outras, conectando-as através
de ligagoes entre vértices de camadas vizinhas. A partir de um parametro de probabili-
dade p, adicionamos, entre vértices de mesma geracao da rede dendrimero, novas ligagoes
(intraconexdes). Consideramos dois casos extremos: p = 0.0, representando um dendri-
mero puro (arvore de Cayley pura) e p = 1.0, consistindo em um dendrimero modificado
completo. Por outro lado, as ligacoes entre camadas (interconezies) serao removidas atra-
vés da probabilidade 1 — ¢q. Nossos resultados indicam um melhor transporte quantico
sobre RMTDs quando temos p =~ 0.9 e ¢ = 0.9, ou seja, para redes com auséncia de uma

ntra- ou interconexao.
3.1 Introducao

O termo dendrimero tem origem na juncao de duas palavras gregas: “dendron”,
que significa drvore e “meros” cujo significado nos remete a parte [63),87,88]. Portanto,
ao investigarmos o transporte quantico sobre estruturas do tipo dendrimero, estamos
nos referindo a tipos de redes ramificadas. Inicialmente, esta nomenclatura foi feita por
Vogtle et al. [89], em 1978, substituindo assim os termos “arborols” e “cascade molecules”,
na época utilizados para a descricao de moléculas que possuem grandes ramificagoes em
sua composicao. Atualmente, os termos anteriormente citados, ainda sao validos, todavia
o nome dendrimero é mais comum. A natureza possui uma infinidade de estruturas que
apresentam esse carater de ramificagao. Em diversos sistemas notamos o crescimento de
uma estrutura subjacente que, a partir de uma origem, desenvolve-se de maneira regular
e hiper-ramificada. Por exemplo, em tecnologia, arte, crescimento de uma arvore, criagao
de uma teia de aranha, vasos sanguineos, para citar apenas alguns, todos possuem uma
caracteristica dendritica [63]. Dendrimeros também podem ser utilizados como alternativa

na representacao de um estrutura fractal. Na Fig. temos um triangulo de Sierpinski
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que representa uma estrutura fractal. A partir dos pontos médios dos lados do triangulo
equildtero inicial (G = 1), construimos um novo triangulo equilatero, menor que o orginal,
representado pelas linhas em verde. Retiramos esse novo triangulo e entao temos a geragao
G = 2. Esse processo pode ser iterado até a geracao desejada. Observe que, a cada nova
retirada de um triangulo podemos associar ao centro do triangulo removido um vértice.
E a partir dai, podemos ligar cada um desses centros. A figura, interna ao triangulo de
Sierpinski, presente em G = 4, é uma estrutura do tipo dendrimero. Seu crescimento

segue juntamente com o aumento das geracoes do fractal de Sierpinski.

Figura 3.1 - Representacao de um triangulo de Sierpinski com nimero de geracao igual a G = 4. A
cada centro de um tridangulo equildtero removido, associamos um vértice. Ao ligarmos os vértices, uns
aos outros, a estrutura interna resultante ¢ um dendrimero.

Fonte: Adaptado de Vogtle et al. (2009).

Estruturas constituidas por dendrimeros possuem uma ampla aplicabilidade.
Como exemplo, citamos as suas diversas aplicacoes dentro da biomedicina. Através da
forma, do tamanho e de sua longa ramificacao, os dendrimeros sao estruturas ideais para
a entrega de drogas dentro do corpo humano, assim como, para a transfeccao genética,
ou seja, a modificagao genética das células [90-92]. A construcao de um dendrimero pode
iniciar a partir de um centro (“core”) ou através das periferias da estrutura. Um polimero
acessivel comercialmente e de facil sintetizagao é a poliamidoamina (PAMAN), construida
a partir de um centro. Na Fig. temos a imagem do processo de construgao de uma ar-
quitetura PAMAN. O crescimento ocorre a partir de um centro e, como podemos observar,
o diametro da estrutra cresce de maneira linear, em contraste com os componentes perifé-

ricos (“surface groups”) que crescem de maneira exponencial. Dentre os diversos trabalhos
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relacionados a dendrimeros, ha também estudos tedricos e experimentais que investigam
fenomenos de transporte em suas estruturas [93]. Alguns destes sistemas apresentam
caracteristicas que podem ser modeladas através de transportes incoerentes (clssico),
enquanto outros através de transportes coerentes (quantico); ver Ref. [93] e referéncias
internas. Desta forma, modelar o transporte sobre dendrimeros é assumir seus componen-
tes como estados em que hd uma excitacao, com ligagoes conectando-os. Neste capitulo,

fazemos exatamente essa representacao para estruturas do tipo dendrimero.

G=55.3 nm G=6 6.7 nm

Figura 3.2 - A representacdo do crescimento, até geragdo G = 7, da poliamidoamina (PAMAN). Trata-
se de um exemplo marcante da caracteristica ramificada de estruturas do tipo dendrimero. Enquanto o
didmetro aumenta de maneira linear, os componentes periféricos crescem de forma exponencial.

Fonte: Adaptado de Svenson & Tomalia (2012).

Nos ultimos anos, a teoria de redes complexas tem sido uma ferramenta impor-
tante na descricao dos mais diferentes sistemas fisicos, sociais, bioldgicos ou financeiros.
Todavia, recentemente essa teoria vem sendo ampliada para sistemas que apresentam di-

ferentes formas de conexao e interacao, estando mais proxima de uma descrigao real dos
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fenomenos. Esse novo modelo de redes complexas recebeu o nome de redes multicamadas,
o que deu inicio a uma quantidade enorme de trabalhos cientificos [94-100]. Essas novas
estruturas de redes complexas sao compostas por camadas colocadas umas sobre as ou-
tras. Para uma analise mais clara, porém nao trivial, assumi-se que cada camada contém o
mesmo nimero de ndés. Agora, devemos fazer a identificacao de dois tipos de ligagoes entre
os vértices da rede: as intraconexoes, que sao ligagoes entre vértices de mesma camada,
e as interconexodes, que sao ligagoes entre vértices de diferentes camadas [66,67]. Através
dessa nova forma de representacao das redes complexas, tentamos melhorar o transporte
quantico sobre redes do tipo dendrimero. Sabemos que para arvores ramificadas, como
por exemplo, arvores de Cayley ou estrelas [62], o transporte quantico apresenta baixa
eficiencia. Ou seja, a caminhada quantica tende a permanecer em apenas algumas regioes
da rede, o que caracteriza fortes efeitos de localizacao. Com a finalidade de contornar
este problema, utilizamos redes multicamadas, construidas a partir de dendrimeros, para

melhorar a eficiencia do caminhante quantico ao se deslocar sobre os vértices da rede.

Para melhorar a eficiéncia do transporte quantico, adicionamos, entre vértices
de mesma geracao da rede dendrimero, uma nova ligacao através da probabilidade p.
Os casos limites correspondentes sao os seguintes: para p = 0.0 temos um dendrimero
puro, enquanto que para p = 1.0 temos um dendrimero modificado completo. Além disso,
investigamos o caso em que retiramos, aleatoriamente, através da probabilidade 1 — ¢,
ligagcoes que conectam vértices de camadas distintas. Nosso trabalho, teérico e numérico,
fornece um estudo minucioso do transporte quantico produzido pelas diferentes escolhas
dos parametros p e ¢. Na préoxima secao, fornecemos a explicacao completa e detalhada

do processo de construcao das nossas RMTDs.
3.2 Rede multicamada do tipo dendrimero (RMTD)

Nesta secao apresentaremos os passos para construcao da rede multicamada do
tipo dendrimero (RMTD). Este processo de construgao pode ser divido em duas partes
distintas. Primeiramente, definimos como topologia inicial a rede dendrimero (ou arvore
de Cayley) com funcionalidade fp = 3 e nimero de geragao G. Por funcionalidade estamos
nos referindo a quantidade de ligagdes emergentes de cada vértice (ou grau do vértice).
Em seguida, apds a criacao de cada rede dendrimero, empilharemos umas sobre as outras
de maneira a construir uma rede com multiplas camadas, ou seja, uma rede multicamada
do tipo dendrimero. Uma rede multicamada é uma sequéncia de L camadas, construidas
umas sobre as outras, com seus vértices interconectados através de ligacoes, né para no,

entre camadas vizinhas mais préximas.

Na Fig. temos o processo de construcao de uma rede dendrimero: em (a) para

p=00eG=2ecem (b) para p # 0.0 e G = 2. Iniciamos com os passos apresendados e-
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Figura 3.3 - Passos da construgao de uma tnica camada de dendrimero com funcionalidade fp = 3. Em
(a) temos a representagio até geracdo G = 2. Observe que iniciamos com um né central (G = 0) e a cada
passo da construgao todos os vértices internos possuem trés ligacoes. Este processo pode ser iterado até
a geragdo G desejada. Nos periféricos possuem apenas uma unica ligacdo e nao ha ligacoes entre vértices
de mesma geragao (p = 0.0). Em (b) alteramos o valor da probabilidade p (p # 0.0) e novas ligagoes,
apenas entre nés de mesma geracao, sao adicionadas (I, I, TIT e IV, neste exemplo).

m Fig. (a). O processo de construcao inicia com a criagao do vértice central, denotado
por 1, que representa o numero de geragao G = 0. Em seguida, conectamos ao n6 central,
a partir de trés ligagoes, trés novos vértices, representados por 2, 3 e 4, que irao formar
a primeira geracao G = 1. Uma vez que os vértices da primeira geracao ja possuem
uma ligacao, a eles sao conectados, a partir de duas novas ligagoes, dois novos vértices.
Esses tultimos representados pelos nos 5, 6, 7, 8, 9 e 10; esta serd a segunda geracao
G = 2. Seguindo o mesmo processo, mais geracoes podem ser construidas até o nimero

G desejado, com os nés internos mantendo o mesmo nimero de conexoes das geracoes
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antecedentes. Com facilidade, podemos observar que, nés internos terao fp = 3, enquanto
nés periféricos, isto é, nds da ultima geracao (G = 2, neste exemplo) terdao fp —2 =1
conexao. O nimero total de vértices de uma rede dendrimero com nimero de geragao G

e funcionalidade fp = 3 é dado por
Np =3(2¢ —1) + 1. (3.1)

Agora, iremos alterar a probabilidade p, isto é, avaliaremos o que ocorre na Fig.
(b). Uma vez construida a rede dendrimero, faremos algumas modificagoes. Estamos nos
referindo a adigao de novas ligacao entre vértices de mesmo nimero de geracao mediante
probabilidade p. Todas as novas ligacoes possiveis recebem a chance de serem conectadas
entre os vértices, caso a escolha de um numero aleatério seja menor que p. Aqui, temos
dois casos limites: (i) para p = 0.0 temos o que denominamos de dendrimero puro (ou
arvore de Cayley pura) e (i) para p = 1.0 temos um dendrimero modificado completo
(ou, como adotamos para publicagdo, uma spiderweb completa, devido sua semelhanga
com redes ramificadas criadas por aranhas). Para valores de p no intervalo 0.0 < p < 1.0
obtemos redes do tipo dendrimero modificadas (ou spiderwebs modificadas). Para a Fig.
(b) adicionamos, com probabilidade p = 0.4, novas ligac¢oes entre os nds pertencentes
a mesma geracao. Observe que, temos um total de 9 possiveis ligagoes adicionais: trés
entre os nés da geragao GG = 1 e seis entre os nds da geragao G = 2. As linhas pontilhadas
em azul representam todas as novas possiveis ligacoes; todas elas s6 serao adicionadas
quando p = 1.0. As linhas sélidas em azul representam as conexoes que foram escolhidas,
de maneira aleatéria, pelo nosso algoritmo. Por exemplo, foram escolhidas quatro novas
conexoes representadas por I, II, III e IV, que referem-se aos pares (3,4), (9,10), (5,10) e
(6,7), respectivamente. Importante ressaltar que, apesar da criacao de novas ligagoes, o

nimero total de vértices Np da rede dendrimero permanece constante.

Apresentados os passos necessarios para a construcao de uma unica camada de
rede dendrimero, agora iremos apresentar a segunda parte da construcao da RMTD. Te-
mos a representacao de uma RMTD na Fig. [3.4] A partir da criacao de cada camada,
agora elas serao empilhadas umas sobre as outras. Importante ressaltar que, para termos
uma melhor estatistica em relagao a probabilidade p, nao empilharemos camadas iguais.
Ao contrério, diferentes novas camadas sao criadas a partir do passo inicial (mostrado em
Fig. , permancendo o valor de p constante. Devido a adicao de novas ligacoes entre
vértices de mesma geragao, de uma tinica camada, podemos nomear estas estruturas como
RMTDs modificadas. Cada camada sera interconectada a sua camada vizinha mais pro-
xima através das ligacoes esquematicamente apresentadas em vermelho. Neste momento,
criamos um novo parametro de probabilidade representado por ¢. Este novo parametro
estabelece se haverd ou nao a criagao de novas interconexoes entre os vértices de camadas

vizinhas mais proximas. Note que, a funcao do parametro ¢ é a mesma realizada pelo pa-
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Figura 3.4 - Exemplo de duas redes multicamadas do tipo dendrimero (RMTDs) com G = 2 geragoes
e L = 3 camadas. Cada camada é construida a partir de uma rede dendrimero com fp = 3. Em (a)
temos uma RMTD completa, isto é, todas as ligacoes entre camadas estdao presentes (¢ = 1.0); observer
que cada camada é constituida por uma rede dendrimero puro (p = 0.0). Em (b) temos uma RMTD
incompleta, isto é, algumas ligagoes entre camadas foram removidas com probabilidade 1 — g; observe que
o valor da probabilidade p para cada camada é mantido constante e igual a p = 0.3; e fizemos ¢ = 0.2.
As interligacgbes entre as camadas internas estao representadas pelas linhas sélidas em vermelho.

rametro p. Todavia, este ultimo adiciona novas ligacoes entre vértices de mesma geracao
em uma unica camada (intraconexdes), enquanto o primeiro adiciona novas ligagoes entre
vértices de camadas vizinhas (interconexoes). Esquematicamente, apresentamos na Fig.
a realizacdo de duas RMTDs com trés camadas (L = 3), na qual hd um exemplo
para RMTD completa e RMTD incompleta. Em (a), todas as ligagoes entre vértices
de camadas distintas estdo presentes, dai o termo completa. Por outro lado, em (b),
as linhas pontilhadas representam a auséncia de ligacao entre os vértices vizinhos; ja as
linhas sé6lidas em vermelho mostram as ligagoes escolhidas por nosso algoritmo. Para este
exemplo, temos ¢ = 0.2, desta forma, quatro ligacoes sao criadas entre as camadas, a
partir de um total de 20 possiveis conexoes. Os pares de vértices (2,12), (9,19), (11,21) e
(16,26) correspondem as quatro ligagoes criadas. Devido a auséncia de algumas ligagoes
entre as camadas, podemos chamar estas estruturas de RMTDs incompletas. Observe que,
camadas periféricas conectam-se apenas a uma unica camada vizinha, enquanto camadas
internas possuem duas camadas mais préximas. Em geral, para uma RMTD com L
camadas, compostas por dendrimeros (puros ou modificados) de geracdo G, o nimero
total de vértices é dado por Ngyrp = LNp. Enquanto que, o nimero de possiveis

ligacoes adicionais para cada camada é dado por 3(2¢ — 1). J4 para conexoes entre
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camadas vizinhas, o nimero de possiveis conexdes adicionais é (L — 1)Np.

Na préxima secao, apresentaremos os resultados obtidos para o espectro de auto-
valores de RMTDs completas. Nossa investigacao levara em conta a alteracao no niimero
de camadas, assim como a mudanca nos valores do parametro de probabilidade p. Co-
nhececer o espectro de autovalores, no modelo CTQW, é importante para a analise do

transporte quantico sobre redes.
3.3 Espectro de autovalores para RMTDs completas

Na Fig. apresentamos o espectro de autovalores para as RMTDs completas.
Nesta analise, deixamos fixo o nimero de geracao de cada camada em G = 5, o que
equivale & Neamada = 94 nds por camada. A construcao das estruturas segue o seguinte
conjunto de parametros: em Fig. (a) (p,q) = (0.0,1.0) e em (b) (p,q) = (1.0, 1.0).
Uma vez que, desejamos avaliar o impacto da quantidade de camadas sobre o transporte
quantico, de maneira progressiva aumentamos o nimero L. Iniciamos com L = 1 e au-
mentamos até o valor maximo de 50 camadas. Observe que, ao escolhermos os parametros
(p, q) acima, estamos realizando a transi¢cdo de uma rede dendrimero puro (p = 0.0) e rede
dendrimero modificado completo (p = 1.0) & uma rede multicamada (L > 1). Ao com-
pararmos os espectros dos dois conjuntos de parametros, fica evidente o espectro discreto
para redes com apenas uma Unica camada. Esse ultimo é notavel para a rede dendri-
mero puro (p = 0.0) em Fig. (a). Note que, este comportamento é alterado quando
camadas sao adicionadas. O espectro discreto, entao, é alterado, dando lugar a um es-
pectro continuo, o que é caracteristica notavel do espectro de autovalores de uma cadeia
linear. Uma vez que, cadeias lineares possuem melhor eficiéncia no transporte quantico, o
espectro continuo ird impactar na eficiéncia do transporte quantico em nossas estruturas
RMTD. Para regioes com valores de autovalores pequenos, dois destaques (inset) foram
feitos, tanto em Fig. (a) quanto em (b). Fica evidente a quebra na caracteristica
discreta do espectro para redes com uma unica camada. Ao criarmos novas camadas,
outra caracteristica observada é o aumento no valor do autovalor mais elevado, Aya. Por
outro lado, ha diminuicao no autovalor mais baixo, Ayi,. Observe que, na Fig. (b), ha
uma rapidez na mudanca do espectro discreto para continuo. Isto ocorre devido a adigao

de novas ligagoes entre vértices de mesma camada, isto é, p > 0.0.
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Figura 3.5 - Espectro de autovalores para RMTDs completas, com G = 5 geragoes e niimero de camadas
L varidvel. Em (a) cada camada ¢ formada por dendrimeros puros (p = 0.0). J4 em (b) cada camada é
formada por dendrimeros modificados completos, isto é, p = 1.0. Em destaque, tanto em (a) quanto em
(b), mostramos regides de autovalores pequenos, onde fica evidente o espectro discreto.

Ainda sobre o espectro de autovalores, agora, na Fig. [3.6] nos concentramos em

avaliar a influéncia da probabilidade p. Variamos este parametro de 0.0 até 1.0 em passos
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Figura 3.6 - Espectro de autovalores para RMTD completa, com G = 5 geragoes e nimero de camadas
fixo em L = 10. Aqui, investigamos a influéncia do parametro p, variando-o de 0.0 até 1.0, em passos
de 0.1. Mesmo para valores pequenos de p o espectro discreto é rapidamente substituido pelo espectro
continuo. Este fato tera grande influéncia sobre a eficiéncia do transporte quantico.

de 0.1. Nossas estruturas RMTD, para este caso, possuem os seguintes valores fixos: G = 5
geracoes e L = 10 camadas. Para termos uma melhor estatistica, utilizamos uma média
sobre S = 10 realiza¢oes. Novamente, para uma RMTD com dendrimeros puros (p =
0.0), notamos um espectro de autovalores discreto. Todavia, este ultimo é rapidamente
substituido por um espectro continuo - isto pode ser observado mesmo para pequenos
valores de p. Este é um ponto fundamental do nosso trabalho: a adi¢ao de novas ligacoes
(modificagdo na topologia da rede). Por consequéncia direta, observamos um aumento
na magnitude dos autovalores. E o surgimento de um espectro de autovalores continuo
serd responsavel pelo crescimento na eficiéncia do transporte quantico. O espectro de
autovalores, também pode ser determinado de maneira analitica. Neste trabalho, fazemos
apenas uma analise numérica desses valores. No caso especial, onde todas as camadas que

compoe uma rede multicamada sao iguais, os autovalores sao dados por:
)T
M:z—%%(%)+&, (3.2)

onde j =0,1,..., L—1representa o nimero de camadas, A\; (i = 1,...,N) 580 0S Ncamada

autovalores da matriz de conectividade A .,mads de uma Unica camada.

Na se¢ao seguinte, nos concentramos nos resultados do transporte quantico sobre
RMTDs completas encontrados a partir da probabilidade de transicao m;x(t), Eq. .
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Nossos resultados sao apresentados através de mapas bidimensionais (spacetime struc-
tures), em que a intensidade de probabilidade estd diretamente relacionada a coloragao

estabelecida nas barras de probabilidades.

3.4 Probabilidades de transicao sobre RMTDs com-
pletas

Para avaliarmos o transporte quantico sobre RMTDs completas iniciamos com
a probabilidade quantica de transicdo 7, x(t), Eq. . Para uma CTQW ela representa
a probabilidade de um caminhante iniciar sua dinamica em k e alcancar, ap6s um tempo
t, o vértice 5. Escolhemos apresentar nossos resultados através de um contorno de pro-
babilidades fornecido pela representacao em duas dimensoes nas Figs. e[3.9 Afim
de compararmos o comportamento de 7;(t) sobre estruturas distintas, construimos trés
diferentes RMTDs. A Fig. [3.§ contém as trés diferentes RMTDs. Em (a), temos uma rede
com apenas duas camadas (L = 2), porém com um ndmero elevado de geracao, G = 3.
Ja em (b), temos uma rede compacta com quatro camadas (L = 4) e nimero de geracao
G = 2. Por fim, em (c), temos uma rede longa composta por dez camadas (L = 10) e com
G = 1. Para todos os trés casos citados anteriormente, mantemos fixos os parametros p e

q em 1.0 e 1.0, respectivamente.

(b) (c)
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Figura 3.7 - Probabilidades de transicdo m;x(t) para t = 10 sobre RMTDs completas. Em (a) para a
estrutura contida na Fig,. (a). J4 em (b) para a estrutura contida na Fig. [3.8| (b). Por fim, em (c)
para a estrutura na Fig. (C) A intensidade das cores representa as probabilidades do caminhante
quéntico ao espalhar-se sobre a rede.

Nas Figs. (a)-(c), avaliamos a probabilidade de transigao m;;(10) para um
intervalo de tempo relativamente curto, ¢ = 10. Para o primeiro tipo de estrutura [Fig.
(a)], a Fig. 3.7 (a) nos mostra que o caminhante quantico encontra-se no seu vértice
de partida ou estara localizado nos vértices vizinhos mais proximos. Nossos resultados
indicam o maior valor de probabilidade como sendo igual a 0.25, e este valor foi encontrado
para os seguintes pares de vértices, por exemplo: (11,18), (14,19), (15,22), (33,40), (36,41)

e (37,44). Note que, todos esses vértices pertencem a ultima geracao (nés periféricos) de
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Figura 3.8 - Representagdo de trés estruturas RMTDs completas. Em (a) temos uma rede larga corres-
pondendo a G =3 e L =2. Jid em (b) temos uma rede compacta para a qual definimos G =2 e L = 4.
Por fim, em (c) temos uma rede longa contendo G = 1 e L = 10. Nos trés casos deixamos fixos p=1.0 e
q = 1.0. Temos (Ncamada, Fig.) = (44, a), (40, b), (40, ¢).

cada camada. Ao compararmos estes resultados com os da Fig. (b), observamos

uma melhor distribuicao das probabilidades.

Todavia, o valor da probabilidade mais

elevada torna-se um pouco menor: 0.24. Encontramos este valor para vértices que estao

na periferia das camadas mais externas [Fig. [3.8 (b)]. Nominalmente, temos: (5,8), (6,9),
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(7,10), (35,38), (36,39) e (37,40). Também encontramos uma igualdade nos valores de
probabilidade 7 1(10) e 7s131(10). Estes dois tltimos valores significam o retorno do
caminhante ao vértice de partida (centros das camadas periféricas). Por fim, na Fig.
(c) avaliamos o comportamento de 7, ;(10) para redes com maior quantidade de segmentos
lineares [Fig. (c)]. Observe que, a presenca desses segmentos torna o espalhamento
do caminhante quantico sobre a rede mais acentuado. Nossos resultados indicam uma
quantidade maior de nés com probabilidade acima de 0.1. Para os vértices pertencentes a

segunda e nona camadas, {5,6,7,8} e {33, 34, 35,36}, respectivamente, encontramos uma

(c)
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Figura 3.9 - Probabilidades de transicdo m;(t) para t = 60 sobre RMTDs completas. Em (a) para a
estrutura contida na Fig. (a). J&4 em (b) para a estrutura contida na Fig. (b). Por fim, em (c)
para a estrutura na Fig. (c). A intensidade das cores representa as probabilidades do caminhante
quantico ao espalhar-se sobre a rede.

probabilidade maxima igual a 0.15.
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Nas Figs. (a)-(c), avaliamos a probabilidade de transi¢do m;;(60) para um
intervalo de tempo mais estendido, ¢ = 60. Para o primeiro tipo de estrutura [Fig.
(a)], a Fig. (a) nos fornece que o caminhante quantico possui alta probabilidade de
permanecer em sua camada de origem. De fato, encontramos os maiores valores de 7,
- neste caso, 0.35 - para os vértices localizados no centro das camadas, isto ¢, para m; ;
e m31,31. Observe que, isto nos indica que o caminhante retorna com maior frequéncia ao
centro de sua camada. J& para o segundo tipo de estrutura [Fig. (b)], a Fig.
(b) nos informa que a caminhada quantica espalha-se sobre toda a rede com preferéncia
a estar localizada em camadas que podemos considerar simetricamente opostas. Por
exemplo, o caminhante localizado na primeira camada opoe-se a quarta camada, ocorrendo
o mesmo para as camadas dois e trés. De fato, encontramos o maior valor de probabilidade
como sendo igual a 0.34, o que ocorre para 24 pares de nés (j,k). Ao avaliarmos as
probabilidades, percebemos que estes pares de nds correspondem a vértices periféricos,
desta forma, podemos concluir que a caminhada quantica espalha-se mais acentuadamente
sobre os segmentos lineares que unem as camadas. Por fim, na Fig. (c) nossos
resultados confirmam a evidéncia citada anteriormente: a caminhada quantica espalha-se
com maior probabilidade sobre as interligacoes. A maior probabilidade tem uma leve

diminuigao, com seu valor sendo igual a 0.22, encontrada para 16 pares de nés (j, k). No
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entanto, esta diminuigao nao indica um transporte ineficiente. Pelo contrério, a caminhada
quantica tende a espalhar-se ainda mais sobre a rede, tendo preferéncia, novamente, pelas
interligacoes. E de fato, o que a andlise das duas ultimas figuras evidenciam torna-se um
padrao, ou seja, para outros valores de tempo ¢ o caminhante quantico tende a propagar-se

sobre ligagoes entre as camadas da RMTD.

Na proxima secao, fazemos uma andlise de comparacao entre os transportes
classico e quantico sobre RMTDs completas. Apresentaremos os comportamentos das
probabilidades médias de retorno clssica e quantica, p(t) e 7(t), respectivamente. A
rapidez de seus decaimentos, nos indicam uma eficiéncia ou nao da caminhada quantica

sobre a rede.

3.5 Transportes classico e quantico sobre RMTDs com-

pletas

Nossa analise do transporte quantico também investigou as probabilidades médias
de retorno cléssica p(t), Eq. 2.12] e quantica 7(¢), Eq. O resultado desta anélise estéd
apresentado na Fig. , para o qual mantivemos fixos G = 5 (Ncamada = 94 vértices por
camada) e ¢ = 1.0. Na Fig. (a), avaliamos o caso para quando temos uma RMTD
completa e formada por dendrimeros completos, isto é, p = 1.0. Note que, variamos
o numero L de camadas. De imediato, podemos ver que a probabilidade clédssica, p(t),
tende para o seu valor de equilibrio (equiparti¢ao): p(t) o %, na regiao de tempo longo.
Isto ocorre para qualquer que seja a topologia estudada. Nas duas outras regioes, de
tempo curto e tempo intermedidrio, observamos outros comportamentos. Para tempos
curtos, devido a presenca de segmentos ramificados, nao ha um comportamento de escala,
isto é, a caminhada classica nao segue um padrao de difusao. No entanto, para regioes
intermedidrias notamos um decaimento do tipo lei de poténcia para p(t). Isto indica que
o caminhante classico propaga-se sobre toda a rede através dos segmentos mais lineares.
Como mostrado no grafico, encontramos os valores do expoente de lei de poténcia igual
a —0.87 para RMTD com L = 1, e —1.3 para RMTD com L = 10. Note que, para
RMTD contendo uma grande quantidade de camadas, L = 100, observamos a existéncia
de duas regioes com comportamento de escala. Para cada uma determinamos um valor de
expoente igual a —1.35 e —0.38, respectivamente. Embora a quantidade de vértices seja
maior para L = 10 comparado com L = 1, o valor de equiparticao é alcancado ao mesmo
tempo para as duas estruturas. Para as RMTDs analisadas nesta secao, os vértices que
possuem grau igual a 4 estao em maior quantidade. Desta forma, os expoentes de escala
encontrados acima possuem valor diferente para o encontrado em uma cadeia linear. Esta
ultima possui expoente do tipo lei de poténcia igual a 0.5. Agora, estamos interessados

em analisar o comportamento quantico do caminhante, 7(t), sobre as RMTDs completas.
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Figura 3.10 - Probabilidades médias de retorno cldssica e quantica, p(t) e 7(t), respectivamente. Ava-
liamos seu comportamento sobre RMTDs completas, com nimero de geracao fixo em G = 5. Em (a)
deixamos o pardmetro de probabilidade p fixo em 1.0 e variamos o nimero L de camadas. Em (b)
variamos o parametro p e deixamos fixo o nimero de camadas L = 10.

Para o caso em que L = 1, observamos um efeito de localizacao da caminhada quantica.

Ou seja, o caminhante permanece proximo aos vértices vizinhos, indicando, desta forma,
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ineficiéncia do transporte quantico. Todavia, ao aumentarmos o nimero de camadas
é possivel notar um maior espalhamento do caminhante. Assim, contornamos o efeito
de localizagao através do empilhamento de camadas; trata-se de um dos objetivos deste
trabalho. Além disso, nossos resultados indicam uma melhora em mais de duas ordens de
grandeza para o transporte quantico sobre RMTD com L = 100. Importante lembrar que,
estas ultimas estruturas possuem maior quantidade de segmentos lineares, responsaveis

por essa melhora no transporte quantico.

Ainda sobre o transporte cldssico e quantico sobre RMTDs completas, a Fig.
(b) mostra a influéncia do parametro p sobre o comportamento das probabilidades médias
de retorno. Para este caso, deixamos fixos L = 10 e ¢ = 1.0; e para termos uma melhor
estatistica, consideramos S = 10 realizacoes. Observe que os valores de p sao os seguintes:
0.0, 0.3, 0.6 e 0.9. Novamente, podemos verificar que a probabilidade classica alcanca o
valor de equiparticao % No entanto, este valor é alcancado mais rapidamente para valores
elevados do parametro p. Isto nos indica rapidez na difusao do caminhante classico sobre
a rede. Podemos observar que, na regiao de tempos intermediarios, novamente temos um
comportamento de escala. Do ponto de vista quantico, temos que 7(¢) torna-se menor
para valores elevados de p. Nossos resultados indicam diminuicao de até uma ordem de
grandeza para RMTDs com p entre 0.0 e 0.9. Ao compararmos as Figs. [3.10] (a) e (b),
notamos que para valores extremos de p (0.0 e 1.0), 7(t) possui acentuado comportamento
oscilatério, quando comparado com valores intermediarios. Isto nos indica um transporte
quantico com baixa eficiéncia. Porém, é importante destacarmos que hd um aumento no

transporte quantico para o aumento simultaneo de L e p.

Na secao seguinte, modificamos nossas estruturas. A partir de agora, analisare-
mos o transporte quantico sobre RMTDs incompletas. De inicio, avaliaremos o espectro

de autovalores, com alteracoes nos parametros de probabilidade p e q.

3.6 Espectro de autovalores para RMTDs incomple-

tas

Na Fig. apresentamos o espectro de autovalores para RMTDs incompletas.
Ou seja, nossas estruturas serao construidas com a remocao de interligacoes, mediante
probabilidade 1 — ¢g. Um exemplo deste tipo de rede esta representado na Fig. (b).
Nesta andlise, nossos resultados foram obtidos de RMTDs incompletas com os seguintes
valores fixos: G = 6 geragoes (Neamada = 190 vértices por camada) e L = 6 camadas.
Para uma melhor estatistica, consideramos S = 12 realiza¢oes. Em (a), investigamos a
influéncia do parametro ¢ sobre o espectro de RMTDs incompletas que sao formadas por

dendrimeros puros (p = 0.0). Incrementamos o valor de ¢ a partir de 0.1, com passos de
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Figura 3.11 - Espectro de autovalores para RMTDs incompletas, com G = 6 geracoes e nimero de
camadas L = 6. Em (a) mantemos fixo o pardmetro p = 0.0 e variamos ¢, que representa a probabilidade
de ligagoes entre vértices de camadas distintas. Em (b) mantemos fixo o parametro p = 1.0 e variamos g.

de 0.1, até o valor 1.0. Observamos que, ao elevarmos o valor de ¢, ha um aumento
na magnitude dos autovalores. Este comportamento ja era esperado, pois para valores
elevados de ¢ hd uma predominancia de segmentos lineares (interconexoes). Apesar deste
aumento na magnitude, o autovalor mais elevado e o mais baixo, apresentam uma pequena
diferenga com o aumento de g. De fato, nossos resultados apontam para os seguintes
valores: Apin &~ 0.004 ¢ A\ =~ 7.095 para RMTDs incompletas quando ¢ = 0.1; Apin =~
0.008 e Apax =~ 9.380 para RMTDs incompletas quando ¢ = 1.0. Notamos, também, que
para valores pequenos de g o espectro apresenta dois padroes: um para cadeias lineares
(espectro continuo) e outro para dendrimeros puros (espectro discreto). Nossos resultados
apontam para o autovalor A = 1 como sendo o mais degenerado. Observe que, para o
caso limite, ¢ = 1.0, o espectro torna-se completamente discreto. Ja em (b), investigamos
a influéncia do parametro ¢ sobre o espectro de RMTDs incompletas que sao formadas
por dendrimeros completos (p = 1.0). Nossos resultados deixam evidente um aumento na
magnitude do maior autovalor, quando comparado a figura anterior. De fato, temos os
seguintes resultados: Apin &~ 0.012 torna-se Ay, ~ 0.008 (para ¢ — 1.0) e Apax ~ 9.471
torna-se Apax &~ 11.675 (para ¢ — 1.0). Note que, para pequenos valores de ¢, o espectro
apresenta-se continuo com alguns autovalores duplamente degenerados. Isto ocorre devido
a topologia de cada camada. Para valores crescentes de ¢ temos o mesmo comportamento.
Desta forma, para RMTDs completas, o espectro discreto pode ser transformado em um

espectro continuo apds a remocao de interconexoes.

Na Fig. |3.12] novamente apresentamos o espectro de autovalores para RMTDs
incompletas, porém, fixamos ¢ = 0.5 e alteramos, com passos de 0.1, o parametro p.
Observe que, para uma RMTD incompleta formada por dendrimeros puros, o perfil do
espectro é composto de duas caracteristicas: ¢ discreto para valores pequenos de A e

continuo para valores elevados. Este fato ocorre devido aos segmentos lineares entre as c-
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Figura 3.12 - Espectro de autovalores para RMTD incompleta, com G = 6 geragoes e numero de
camadas L = 6. Alteramos o pardametro p e deixamos fixo ¢ = 0.5, que representa a probabilidade de
ligagoes entre vértices de camadas distintas.

amadas e a presenca de dendrimeros puros em cada uma delas. Ao elevarmos o valor de
p, o perfil do espectro torna-se continuo, mesmo para valores pequenos. Isto tera grande
impacto sobre a eficiéncia do transporte quantico. Nossos resultados indicam a presenca de
autovalores duplamente degenerados, na regiao de A pequeno, para RMTDs incompletas
com p > 4. Ao avaliarmos a regiao intermedidria e para valores pequenos de A, quando
as RMTDs incompletas sao formadas por dendrimeros completos (p = 1.0), obtemos uma
grande quantidade de autovalores duplamente degenerados. Novamente, notamos uma
alteracao nos valores dos autovalores mais elevado e mais baixo. Ao mudarmos os valores
para p, de 0.0 até 1.0, temos o seguinte aumento: Ay, ~ 0.008 torna-se Apni, ~ 0.050 e
Amax ~ 8.357 torna-se Ay ~ 10.819.

Por fim, para encerrarmos nossa andlise do transporte quantico sobre redes do
tipo dendrimero, avaliaremos, na proxima secao, o limite de longo tempo, y, e seu valor
aproximado, y*, sobre RMTDs incompletas. Nossos resultados sao apresentados através
de mapas bidimensionais, em que a eficiéncia do transporte quantico estd diretamente

relacionada a coloracao.

3.7 Limite de longo tempo para RMTDs incompletas

Sabemos que a probabilidade média quantica de retorno, 7(t), ndo converge para
um tnico valor, no limite de longo tempo. Ao contrério, seu valor oscila em torno de um

valor médio. Podemos fazer uma média temporal desses valores e entao associa-los a
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eficiencia da caminhada quantica. Essa média esta representada na Eq. em funcao
da densidade espectral de autovalores, a qual chamamos de limite de longo tempo, x.

Quando escrita em termos do autovalor mais degenerado, A\*, temos o valor aproximado
x* (onde x > x*).

Na Fig. [3.I3 representamos, através de um mapa bidimensional, o limite de
longo tempo sobre RMTDs incompletas, como fungao dos parametros de probabilidade p
e q. Variamos o parametro ¢ a partir de 0.1 até 1.0 e p de 0.0 até 1.0. Para ambos os
parametros, escolhemos os passos como sendo de 0.1. Em (a) mostramos o comportamento
de x para uma rede com nimero de camadas igual a L = 6 e contendo G = 6 geragoes.
Desta forma, temos um total de Neamadas = 190 vértices por camada, o que resulta em
N = L Niamadas = 1140 vértices em toda estrutura. Para uma melhor estatistica, fizemos
S = 12 realizagoes. Ja em (b), temos os mesmos valores definidos anteriormente, no
entanto, trata-se do valor aproximado x*. E importante lembrarmos que, os valores de x
estao compreendidos dentro de um intervalo que vai de 0 até 1. Onde, x = 0 representa
o maximo de eficiéncia quantica, enquanto que xy = 1 representa o maximo de ineficiéncia

do transporte quantico.
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Figura 3.13 - Limite de longo tempo, x, sobre RMTDs incompletas, com G = 6 geragoes e L = 6
camadas, sendo S = 12 realizagoes. Investigamos a influéncia dos pardmetros p e ¢. Em (a) apresentamos
os valores exatos de x, enquanto que em (b) mostramos o seu valor aproximado x*. Para x = 0 temos o
maximo de eficiéncia e para Y = 1 temos o maximo de ineficiéncia.

Na Fig. [3.13] (a) podemos notar um aumento na eficiéncia quantica quando
aumentamos os valores de p. Essa verificagao pode ser realizada, em geral, para todos
os valores do parametro ¢, exceto para quando p = 1.0. Neste caso, observamos uma
diminuicao na eficiéncia, ou seja, um aumento no valor de x. Observe que, para RMTDs
incompletas, com o mesmo valor de p e alterando os valores para ¢, notamos que o
transporte quantico é melhor para quando ¢ = 0.8. Ressaltamos que, esta descoberta
é vélida para todos os valores de p, todavia, com diferentes magnitudes de probabilidade.

Uma melhor observacao da eficiéncia do transporte quantico, pode ser feita através da
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mudanca simultanea dos parametros p e g. Veja este caso: ao mantermos ¢ fixo e alterando
o valor de p, encontramos um melhor aumento da eficiéncia, sobre RMTDs incompletas,
com o valor minimo de ¢ = 0.1. Nossos resultados indicam um aumento, para y, de
quase 40 vezes, ao alterarmos os valores de p de 0.0 até 0.9. Neste caso, o menor aumento
de x ¢é encontrado para RMTDs incompletas com ¢ = 0.9, e isto sera quase sete vezes
maior entre seu menor valor, neste caso para p = 0.0, e seu maior valor, ou seja, para
p = 0.9. Em contrapartida, também podemos avaliar o comportamento de x através da
fixacao do parametro p e da alteracao de g. Para este caso, ao deixarmos o ntimero de
ligacoes intracamadas fixo, notamos que a alteracao de ¢ nao torna y mais elevado. Ou
seja, em comparagao com o caso acima, sua influéncia sobre x o deixa apenas dez vezes
maior. Esse aumento é encontrado para o valor fixo de p = 0.0. Os resultados encontrados
para o limite de longo tempo, nos indicam que o melhor transporte quantico ocorre para
Xmin =~ 0.0014, correspondente a RMTDs incompletas com ¢ = 0.8 e p = 0.9. No entanto,
resultados similares foram encontrados para x a partir de outras combinagoes. Isto é,
também possuem o valor de x acima, os pares de parametros: (¢,p) = (0.9,0.9) € (0.9,0.8).
Estes ultimos valores de parametros nos fornecem, entao, uma descoberta interessante:
a eficiéncia do transporte quantico sobre RMTDs incompletas ocorre quando temos a
falta, em média, de uma tnica ligagao entre vértices de mesma camada (intraligacao) ou
entre vértices de camadas adjacentes (interligacao). Para a mesma RMTD incompleta,
apresentamos, na Fig. [3.13[ (b), os resultados para o valor aproximado de x, ou seja, x*.
Nossos resultados mostram que muitos dos valores para x* sao até mais de trés vezes
menores que o valores exatos, y. Por exemplo, o aumento do limite de longo de tempo
quando os parametros p e ¢ saltam de 0.9 para 1.0, nao sao evidentes como para o que

ocorre na anélise de x.

Na Fig. [3.14] para verificarmos o que foi concluido ao final da anélise da Fig.
3.13| (a), consideramos RMTDs incompletas com um nimero maior de camadas, neste
caso, L = 18, porém com mesmo valor de geracoes do caso anterior, G = 6. Temos, assim,
um total de N = 3420 vértices, e optamos por S = 4 realizacoes. O comportamento
obtido para x é similar ao apresentado para o caso com L = 6 camadas. Todavia, a
diferenga encontra-se na magnitude dos valores. Para RMTDs incompletas com L = 18,
o valor exato y mostra diminuicao significativa devido a maior presenca da quantidade
de segmentos lineares [64]. Nossos resultados mostram, agora, que o menor valor do
limite de longo tempo corresponde a Yuyin ~ 0.00107, que foi encontrado para RMTDs
incompletas com ¢ = 0.9 e p = 0.9. Esses resultados, novamente, dao forca a afirmativa
de que o melhor transporte quantico é encontrado para estruturas que possuem apenas
um unica ligacao ausente entre vértices de mesma camada ou entre vértices de camadas
adjacentes. Podemos obter, de maneira explicita, a condi¢ao para p e ¢ que expressam a

ultima afirmacao. Teremos:
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Figura 3.14 - Limite de longo tempo, x, sobre RMTDs incompletas, com G = 18 geragoes e L = 6
camadas, sendo S = 4 realizagoes. Investigamos a influéncia dos parametros p e q. Para x = 0 temos o
méximo de eficiéncia e para y = 1 temos o maximo de ineficiéncia.
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prl- (Neamada — 1) ¢ gml- Neamada (3:3)
onde G é o numero de geracao € Niamada € 0 numero de nos contidos em uma tnica
camada. Desta forma, podemos afirmar que o melhor transporte quantico é obtido através
de RMTDs incompletas para quando temos redes compostas de longos segmentos lineares
abertos. Este resultado esta diretamente relacionado ao fato de que, a caminhada quantica
sobre redes do tipo anel (linhas fechadas) é menos eficiente do que sobre uma cadeia linear.
No Apéndice [A] calculamos, de maneira analitica e exata, o limite de longo tempo x para
pequenas redes do tipo dendrimero puro e modificados com apenas uma tinica camada e
geracao G = 1. Nossos célculos reforcam a afirmacao de que a auséncia de uma tunica
ligacao na rede, entre vértices de mesma geracao, possui o melhor valor do limite de longo

tempo.



CApPiTULO 4

Transporte quantico sobre redes

livres de escala

Neste capitulo, continuaremos a investigacao do transporte quantico, via CTQWs,
agora sobre redes livres de escala [72]. Nossas redes serdo construidas a partir da defi-
nicao de trés parametros: 7y, o expoente da lei de poténcia que governa a distribuicao
de grau das nossas estruturas e que esta relacionado a densidade de conexoes da rede; e
dois parametros de modularidade, K,,,, que é o grau minimo permitido a cada vértice
e Knax, que é o grau maximo permitido. Mostraremos que a escolha adequada dos dois
parametros de modularidade pode aumentar a eficiéncia do transporte quantico. Além
disso, o aumento do nimero de segmentos lineares, através da mudanca de 7, também
tera fortes influéncias sobre as caminhadas quanticas. Por razoes que serao apresentadas
no decorrer deste capitulo, nossas estruturas serao chamadas de redes livres de escala
generalizadas (GSFNs, sigla do inglés). Nossos resultados indicam melhor eficiéncia do
transporte quantico para valores elevados de v, diminuicao de K,;, ou aumento de K ,.y.
Para fins de comparacgao, apresentamos resultados das caminhadas quanticas sobre redes
do tipo Barabési-Albert (B.-A.).

4.1 Introducao

O conceito de redes é uma ferramenta poderosa para a andlise e estudo de sis-
temas complexos. Nas mais diferentes dareas como fisica, quimica, biologia, sociologia,
ecologia, economia e ciéncia da computagao, é possivel fazer uso dos conceitos e funda-
mentos das redes complexas [60,/61,101]. Iniimeras tentativas de descrever sistemas reais
através de redes complexas ja foram desenvolvidas. O primeiro modelo com excelentes
predigbes tedricas foi proposto por Erdés e Rényi em 1959 [102]. Através da fixagdo de
N componentes (vértices) da rede, ligagoes eram adicionadas de maneira aleatéria en-
tre eles. Esse modelo de rede complexa ficou conhecido como rede aleatdria (random
network). Apesar de prever bons resultados dentro da sociologia, esse modelo encontrou
dificuldades ao explicar outros diferentes sistemas. Assim, em 1998, Watts e Strogatz [103]
propuseram uma nova maneira de representar sistemas que possuiam uma rede como es-

trutura subjacente. Mantendo fixo o nimero N de vértices, eles resolveram reconectar, de
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maneira aleatoria, as ligacoes das redes. Possuindo semelhanca com o fenomeno conhecido
como “seis graus de separa¢ao” [104], esse modelo recebeu o nome de rede mundo-pequeno
(small-world network). Todavia, estes modelos continuavam sem respostas para algumas

perguntas fundamentais. Por exemplo, seriam as redes do mundo real aleatérias?

Em 1999, porém, Barabdsi e Albert [69] mostraram, através de regras de ligagao e
novo mecanismo de crescimento das redes, que alguns sistemas reais possuem caracteristi-
cas do tipo livre de escala. Desde entao, uma avalanche de trabalhos cientificos foi identifi-
cada, confirmando intimeros comportamentos com carater livre de escala [60,/61,105-107].
A definicao classica de uma rede livre de escala consiste na dependéncia da sua distribui-
¢ao de grau, pg, ao ser caracterizada por uma lei de poténcia da forma k£~7. Uma lei de
poténcia consiste em uma fungao f(k) — que pode representar o grau dos vértices da rede,
por exemplo — que ¢ invariante sob uma re-escala, ou seja, f(ck) = g(c) f(k), para qualquer
valor da constante ¢ [105]. Desta maneira, o modelo proposto por Barabdsi e Albert ficou
conhecido como rede livre de escala (scale-free network). A principal caracteristica destas
redes consiste na existéncia de vértices concentradores de ligagoes, os chamados hubs. Ou
seja, nos com elevado ntimero de conexoes e que tendem a atrair novas ligagoes adiciona-
das ao sistema. Devemos salientar, entretanto, que ainda persiste o debate em torno do
conceito e definicao do que realmente sao as redes livres de escala e sua universalidade.
Recentemente, este debate foi trazido novamente a tona, desta vez por Anna D. Broido e
Aaron Clauset [10§], que estabeleceram um novo critério de classificagdo das redes livres
de escala (ler o artigo para mais detalhes). Nao obstante, P. Holme [109] imediatamente,
em comentario, publicou suas perspectivas sobre as redes livres de escala, em resposta a

Broido e Clauset, apresentando as indefinicoes e incertezas acerca da area.

Em nossa andlise do transporte quantico sobre redes livres de escala, adiciona-
mos algumas restrigoes a distribui¢ao de grau das redes |71]. Através de dois parametros
de modularidade que restrigem o grau maximo (Kyay) € minimo (Ky,) permitidos a
cada vértice, investigamos o comportamento das CTQWs. Justificamos o uso dessas res-
trigoes através das limitagoes espaciais em torno de cada nd, bem como pela existéncia
mais fraca ou forte, das interagoes entre eles. Por outro lado, a mudanga no expoente da
lei de poténcia ~, resulta na modificagao topoldgica das nossas GSFNs. Estamos, desta
forma, interessados no monitoramento do transporte quantico sob influéncia dos parame-
tros acima mencionados. O transporte quantico sobre estruturas altamente ramificadas,
como arvores de Cayley ou redes estrelas [62,73], apresentam fortes efeitos de localizagao.
Por outro lado, a eficiéncia do transporte é maior sobre estruturas mais lineares [62]. Nos-
sas GSFNs, no entanto, representam uma mistura nao trivial entre segmentos ramificados
e lineares, com sua topologia controlada através de v, Ky, € Kpnax. Portanto, o nosso
foco principal é contornar os efeitos de localizagao, presentes em estruturas do tipo estrela,

através de redes mais lineares, desta forma, melhorando o transporte quantico.
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Na Fig. mostramos uma aplicacao das nossas GSFNs como rede para o estudo
de um modelo epidemiolégico [30]. Neste trabalho, Galiceanu et al. utilizaram as GSFNs
com estruturas subjacentes para a modelagem de um estudo epidemiolégico baseado no
problema alvo (target problem). Através de um modelo para reagoes quimicas sobre redes,
do tipo A + B — B, é possivel modificar o modelo SIR , onde os vértices da
rede representam individuos Susceptiveis, Infectados e Removidos (SIR). E importante
salientarmos que, os parametros de modularidade, K., e K.y, neste caso, representam,

por exemplo, medidas de restri¢ao, como distanciamento ou isolamento social.
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Figura 4.1 - Um exemplo da aplicagao das GSFNs como estrutura subjacente para representar um
modelo epidemiolégico. Em (a) temos a representacao da rede com N = 50 vértices, v = 2.5, Kyin = 2
e Knax = 49 (estes parametros serdao definidos na préxima segdo). Em (b) temos a representacio de
um passo em que os caminhantes infectados (vermelho) contaminam dois individuos suscetiveis (preto).
Ap6s a infecgdo, os individuos sdo considerados removidos da rede (azul).

Fonte: Adaptado de Galiceanu et al. (2021).
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4.2 Rede livre de escala generalizada (GSFN)

Representamos uma rede com sendo um conjunto de vértices (nés) conectados
entre si através de ligacoes. Uma enorme quantidade de sistemas fisicos, bioldgicos, quimi-
cos e sociais, para citar apenas alguns, podem ser representados desta maneira. Durante
muitos anos trés principais modelos dominaram o cendrio de aplicagoes e entendimento de
redes complexas. Sao eles: o modelo de rede aleatéria, o modelo de tipo mundo pequeno e
as redes livres de escala, como visto na secao anterior. Para qualquer um destes modelos,
a ideia chave encontra-se na forma pela qual vértices e ligagoes sao distribuidos. Emerge
desta distribuicao uma quantidade que chamamos de grau do vértice, representado por
k, que significa o nimero de ligagoes existentes em um né qualquer da rede. Para todas
as SFNs, hd uma propriedade bésica, relativa a distribuicao de grau, conhecida como
decaimento do tipo lei de poténcia. Ou seja, a probabilidade para que exista um vértice

com grau k ¢ dada por:
pox kT, (4.1)

onde v é um parametro de escala positivo e esta relacionado a densidade de conexoes da
rede. Isto é, um aumento ou diminuicao deste parametro altera a forma como vértices
conectam-se uns aos outros. Por este motivo, notamos como caracteristica marcante de
uma SFN a presencga de vértices com elevado valor de k; acima da média do ntimero de

graus da rede (“hubs”).

Podemos estabelecer maneiras de escrever uma distribuicao de grau que satisfaca
a relacao da Eq. . M. Galiceanu propos [112], ao estudar o problema alvo (target
problem), uma nova forma de representar uma rede livre de escala. Supondo iniciar o

grau k de um vértice qualquer da rede a partir de 2, ele obteve a seguinte representacao

para p:
k=

b = o -
Zj:2~] K

Note que na Eq. a soma presente no denominador esta restrita ao intervalo

(4.2)

[2,00]. Todavia, hd uma meneira de controlar o valor superior e estabelecer um limite
inferior e superior para o somatério. De fato, isto foi feito por A. Jurjiu et al. em [71] ao
estudarem a dinamica de relaxagao em redes poliméricas. Utilizaremos as ideias contidas
neste estudo para a criacao das redes utilizadas neste trabalho. Assim, a construcao das
nossas redes livres de escala obedecerd a seguinte probabilidade p, para a distribuicao de

grau:

-
#7 S€ Kmin S k S Kmax;
_ DDy N (4 3)
Pr = min . .
0, caso contrario,
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onde K, e K. representam os graus minimo e maximo permitidos ao né k, respec-
tivamente. A presenca do somatério no denominador garante que a soma de todas as
probabilidades seja igual a 1. Através do controle dos trés parametros (7, Kuyin € Knax)
a topologia de nossas redes livres de escala pode ser estabelecida. Uma vez que podemos
definir livremente a fixacao do limites do somatorio, as estruturas criadas sao mais gerais
que as presentes em [112]. Por este motivo, nossas redes sao chamadas de redes livres
de escala generalizadas (GSFNs). Isto posto, o processo de construgao é iniciado com
a fixacao dos parametros v, Ky € Knax, € determinamos as probabilidades py através
da implementagao da Eq. [£.3] O crescimento das redes, portanto, é consequéncia direta
da distribuigao contida em Eq. [£.3] de onde os nés internos das estruturas em &rvore
possuirao graus modulados pelos parametros K, € K.y, exceto os nés periféricos. A
Fig. mostra os dois extremos da construcao de redes do tipo GSFN. Ao realizarmos
Kin = Knax = N — 1 teremos uma estrutura do tipo estrela. Por outro lado, ao fazermos
Koin = Knax = 2 teremos uma cadeia linear. Isso deixa claro que o diferencial das nossas
GSFNs consiste no transito livre entre estruturas mais lineares as estruturas com vértices

contendo maior nimero de ligacoes.

Rede estrela GSFN ‘.\
:—Mo o_;\c\o/;o—/o‘\ °\O\/ °/<:
A AN

Cadeia linear

Figura 4.2 - Comparagao entre uma GSFN e seus dois extremos de construgao: uma rede estrela e uma
cadeia linear. Nossas estruturas GSFNs sao uma combinacao entre vértices com grande quantidade de
ligacoes (estrelas) e segmentos lineares (cadeia linear).

Para compreendermos o algoritmo de crescimento das GSFNs, vamos considerar,
como exemplo, a estrutura presente na Fig. [£.3} de inicio, fixamos os seguintes valores:
v = 2.5, Kpin = 2 e Kpax = 99. De imediato, adicionamos o vértice 1 e na sequéncia
escolhemos, de maneira aleatdria, o seu grau, através da distribuicao Eq. [£.3] Para esta
realizacao, em particular, foi escolhido o grau 15, ou seja, devemos conectar, ao vértice 1,
quinze novos vértices [Fig. 4.3 (a)]. Apds esta etapa, devemos escolher, aleatoriamente,
entre os vértices abertos, o seu grau, novamente obedecendo & distribui¢ao Eq. .3} Na
Fig. 4.3 (b) podemos observar que um dos vértices escolhidos foi o de nimero 12 e o grau
determinado foi igual a 3, desta forma, a ele devem ser adicionados trés novos nds, porém

este ja possui uma conexao com o vértice 1, logo, foram adicionados apenas dois novos v-
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Passo 5
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Figura 4.3 - Passos da construgao de uma GSFN. Utilizamos N = 100 vértices, com v = 2.5, K, = 2
e Kmax = 99. Em (a) adicionamos 15 novos vértices ao né 1, através da probabilidade dada em Eq.
Na sequéncia, novos vértices sao escolhidos aleatoriamente para receberem novas ligagoes. O processo
é iterado até o ntimero N desejado. Observe que nés fechados recebem novas conexodes, enquanto nds
abertos nao foram escolhidos para tal. Vértices com 6 ligagdes ou mais possuem didmetro maior. A linha
sélida em vermelho indica o maior caminho linear. Em (f) temos a rede final.

értices (nominalmente, 23 e 24). Estes passos podem ser iterados até atingirmos o niimero

N de nos. A Fig. (f) apresenta o resultado final para a rede com os parametros fixados
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acima. Observe que destacamos alguns aspectos estruturais relevantes: o caminho linear
mais longo e vértices que possuem grau acima de seis. O primeiro estd destacado através
da linha sélida em vermelho e o segundo através de circulos com maior diametro. A
coloracao de cada nd é apenas para representar a ordem cronoldgica de criacao ou a
distancia que possuem do centro da rede. Nés que foram escolhidos para receber uma

nova ligacao estao fechados, enquanto os que nao foram estao abertos.

No Apéndice [C] outras estruturas GSFNs sdo apresentadas para outros valores
do conjunto de parametros (v, Kpin, Kmax). Em esséncia, o que temos é: quanto maior o
valor do parametro 7, maior sera a presenca de segmentos lineares. No entanto, isto ocorre
apenas para quando deixamos fixos os parametros de modularidade. Outra conclusao
é a diminui¢ao no nimero de hubs (vértices com alto nimero de conexdes). Também
observamos que, por exemplo, fixar v e K .., variando o valor de K ;,, nos leva a GSFNs
que possuem vértices com grau elevado. Por outro lado, fixar v e K, variando K.y,

nos leva a GSFNs que contém segmentos lineares mais longos.

0

10 T
e N o Y=10 K_ =2K =999
10 3 o % '\Y o 1.0 10 999
i °°”x ¢ 25 2 200
-2 o A 25 10 999
10°F X v=2.64 B-A.
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Qﬁ - °°o°°
10_4'{ ~—— -
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Figura 4.4 - Distribuigao de grau p; para GSFNs com ndmero fixo de vértices N = 1000 e S = 10000
realizagoes. Utilizamos diferentes valores do parametro -, bem como dos parametros de modularidade
Knin € Knax. Por razoes de comparagao, apresentamos também a distribuicao de grau para o modelo
de Barabdsi-Albert. Observamos o decaimento do tipo lei de poténcia e o comportamento de fat tail,
caracteristicas marcantes de SFNs.

Na Fig. [.4] apresentamos a distribui¢ao de grau p; obtida a partir das nossas
GSFNs. Com estes resultados podemos comparar o comportamento do tipo lei de poténcia
com o que é previsto pela Eq. [£.3] Utilizamos os seguintes valores para os parametros
(7, Kmin, Kimax): (1.0,2,999),(2.5,10,200). Para uma melhor estatistica, fizemos S =
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10000 realizagoes para redes com a mesma quantidade de vértices, N = 1000. Com intuito
de comparacao, também apresentamos a distribuicao de grau para uma rede complexa
criada a partir do modelo de Barabési-Albert [69]. Neste dltimo, mantemos os mesmos
valores de S e N e deixamos fixo o expoente de lei de poténcia em v ~ 2.64. Observe
que, para valores pequenos e intermediarios de k, recuperamos os expoentes previstos
teoricamente, ou seja, 1.0 e 2.5. Outro aspecto notavel, que ocorre para valores elevados
do grau k, é o comportamento fat tail. Isto é, hda uma pequena quantidade de vértices
com grau elevado em contraste com uma quantidade maior de vértices com grau baixo.
O controle dessas conexoes ¢ feito através do expoente da lei de poténcia. Uma vez que o
modelo CTQW utiliza dos autovalores da matriz Laplaciano, todos os fatos acima terao
grande influéncia no espectro de autovalores e nos resultados dos transportes classico e

quantico.

Na préxima secao, apresentaremos os espectros de autovalores para diferentes
estruturas GSFNs. A andlise desses valores nos permite inferir sobre as caracteristicas da

topologia da rede.
4.3 Espectro de autovalores para GSFNs

Todos os resultados apresentados nas Figs. [4.5]e[4.6] (a)-(b) possuem os seguintes

valores: N = 1000 vértices e S = 1000 realiza¢oes do nosso algoritmo.

Na Fig. mostramos o espectro de autovalores para GSFNs construidas a par-
tir dos seguintes parametros: fixamos K, = 2 € Kpnax = 999 e variamos 7. Com estas
escolhas, estamos aptos a investigar a influéncia da topologia das redes sobre o espectro
de autovalores. Notamos, rapidamente, a alta degenerescéncia do autovalor 1, que é uma
indicacao clara da existéncia de estruturas do tipo estrela. A distribuicdo apresentada
em Eq. estd confinada entre dois limites: redes com predominancia de estrelas (y
baixo) e cadeias lineares (y elevado). Desta forma, para fins de comparacao, os espectros
de autovalores para uma rede do tipo estrela, com N — 1 bracos, e uma cadeia linear sao
apresentados. Importante lembrarmos que, uma rede estrela possui apenas trés autovalo-
res, sao eles Ay =0, Ay = N e Ay = ... = Ay_1 = 1. Por outro lado, os N autovalores de
uma cadeia linear sao todos nao degenerados, com valores entre 0 e 4. Assim, ao avaliar-
mos o espectro de autovalores para nossas GSFNs, notamos uma elevada degenerescéncia
do autovalor 1 para redes com baixo valor de ~. Isto nos leva a concluir que, ha predomi-
nancia de segmentos semelhantes as estruturas do tipo estrela. Em contrapartida, para
valores elevados de v observamos uma diminui¢ao na multiplicidade do autovalor 1. Isto
nos indica que, para estas estruturas GSFNs, ha predominancia de segmentos lineares.
Nossos resultados também indicam que, para valores elevados de ~, ha uma diminuicao

no menor e maior autovalor.
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Figura 4.5 - Espectro de autovalores para GSFNs com numero fixo de vértices N = 1000 e S = 1000
realizagoes. Investigamos a influéncia do parametro =y sobre o espectro e deixamos fixos Ky, = 2 e
Kinax = 999. Por razoes de comparacao, apresentamos também o espectro de autovalores para uma rede
estrela e uma cadeia linear.

Na Fig. focamos na influéncia dos parametros K, € Kna.x sobre o espectro
de autovalores. Em Fig. (a) variamos o valor do grau minimo permitido, Ky, €
fixamos os parametros v e K.x. Note que escolhemos v = 2.5 e K., = 999, todavia
resultados semelhantes foram encontrados para outros valores destes parametros. Para
valores elevados de K,,;, notamos o surgimento de alta degenerescéncia do autovalor 1.
Isto ocorre devido ao fato de termos poucos vértices com grau elevado. De fato, estruturas
assim representam uma familia de redes do tipo estrela. Por outro lado, a multiplicidade
do autovalor 1 diminui para valores pequenos de K,;,. Implicando, assim, no surgimento
de segmentos lineares. O fato de familias de estrelas surgirem, faz com que o maior e o
menor autovalor aumentem. Ja na Fig. [4.6| (b), variamos o valor do grau maximo per-
mitido, K.y, € fixamos os parametros v = 2.5 e K, = 2. Observe que, apesar de uma
mudanca dréastica no valor de K.y, 0 espectro de autovalores apresenta uma pequena
alteracao. Redes com valor intermediario ou elevado de «, por exemplo v > 1, possuem
em sua constitui¢ao maior quantidade de vértices com menor grau k (isto pode ser visto
na Fig. |4.4). Desta forma, poucos vértices irao sentir qualquer alteracao ao mudarmos o
valor de K,... De fato, a dependéncia da topologia da rede é mais pronunciada quando
tomamos valores menores de y. De maneira geral, ao diminuirmos o valor de K, obser-
vamos uma diminui¢ao na magnitudade do maior e do menor autovalor. Esta diminuicao
nos indica o surgimento de GSFNs com mais segmentos lineares e estruturas com poucas

ramificagoes. Podemos confirmar a ultima afirmacao através da observacao da degeneres-
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Figura 4.6 - Espectro de autovalores para GSFNs com ntmero fixo de vértices N = 1000 e S =

1000 realizagbes. Em (a) investigamos a influéncia do grau minimo permitido, Ky,i,, sobre o espectro e
deixamos fixos v = 2.5 e Kpax = 999. J4 em (b) investigamos a influéncia do grau méximo permitido,
Knax, sobre o espectro e deixamos fixos v = 2.5 e Ky = 2.

céncia do autovalor A = 1, que é menor para valores pequenos de K,.y.

Uma vez que nossas estruturas GSFNs possuem distribuicao de grau do tipo lei
de poténcia, apresentamos, na Fig. [£.7, uma comparagao entre o espectro de autovalores
entre GSFNs e redes construidas a partir do modelo de Barabési-Albert (B.-A.) [69]. Em
descricao rapida, o modelo B.-A. consiste em: dado mg vértices iniciais, a estes serao
conectados m (< myg) novos vértices (crescimento). Cada novo vértice adicionado seguira
uma regra de anexacao preferencial (preferential attachment rule) dada por p(k;) = ﬁ
Utilizamos, neste trabalho, mg = 3. O processo de construcao termina ao alcancarmos
o numero total N de vértices. A andlise desta construcao nos mostra que, estas redes
possuem uma distribuicao de grau do tipo lei de poténcia, onde v ~ 2.6. E mais, estas
redes sao compostas por loops, isto é, regides onde encontramos um caminho fechado
entre as ligagoes. Em contraste, nossas estruturas GSFNs nao possuem loops; elas sao
redes do tipo arvore. A existéncia de loops altera o espectro de autovalores, o que resulta
em mudancgas significativas para os transportes classico e quantico. Nossos resultados
foram encontrados para estruturas GSFNs e B.-A. com a seguinte quantidade de nés:
N =100, 500 e 1000. Para redes GSFNs utilizamos para a densidade de conexoes v = 2.6
e normalizamos, para melhor apresentacao, o eixo x ao tamanho /N das redes. Observamos
que, na regiao de autovalores pequenos, ha uma diferenca significativa entre as redes
construidas a partir dos modelos acima. No entanto, na regiao de autovalores maiores,
os valores sao comparaveis. Note que, a degenerescéncia de A = 1 é mais acentuada para

redes GSFNs, enquanto que, para redes do tipo B.-A., isto praticamente desaparece.



4.4 Transportes classico e quantico sobre GSFNs 49

10°fF————1 ———r ————g
F [=N=10007=2.6
o |— 500 2.6
10'F |=— 100 26 |
E | &4 1000 B.-A. :
F | = 500 B.-A. ]
of e 100 B-A. :
IOAE A A AsABA
< f f
10_15' 3
_2: Kmin=2 ]
10°F :
3 oy aaaal ) i 1 o
10 . -
10° 10" 10°

Ordem de autovalores normalizada

Figura 4.7 - Espectro de autovalores para GSFNs com numero varidvel de N vértices e S realizagoes.
Deixamos fixos: v = 2.6, Kuyin = 2 € Kipax = N — 1. Por razoes de comparagao, apresentamos também
o espectro de autovalores para redes construidas a partir do modelo B.-A.. Para melhor apresentacao,
normalizamos o eixo x ao tamanho N das redes.

Na préxima se¢ao, serao mostrados os comportamentos dos transportes cléssico
e quantico sobre nossas estruturas GSFNs. Avaliamos a influéncia do parametro v e dos
parametros de modularidade K, € Kpax. Comparamos nossos resultados com os obtidos

a partir do modelo B.-A..
4.4 Transportes classico e quantico sobre GSFNs

Investigaremos, aqui, o comportamento dos transportes classico (CTRW) e quan-
tico (CTQW) sobre estruturas GSFNs. Inicialmente, analisamos as caracteristicas do
transporte cldssico através da probabilidade p(t) Eq. [2.12l Em seguida, nos concentra-

mos em avaliar os resultados para o transporte quantico obtidos através da probabilidade
média 7(t) Eqgs. 2.9 e[2.11]

4.4.1 Transporte classico

Todos os resultados apresentados nas Figs. [1.8|e[4.9] (a)-(b) possuem os seguintes

valores: N = 1000 vértices e S = 1000 realizacoes.

Na Fig. mostramos os resultados da influéncia do parametro « sobre a
probabilidade média de retorno, p(t), dada pela Eq. Essa ultima representa a

probabilidade de um caminhante cldssico retornar ao seu no inicial. Avaliar a influéncia
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Figura 4.8 - Probabilidade média de retorno cldssica, p(t), sobre GSFNs com N = 1000 vértices e
S = 1000 realizagoes. Investigamos a influéncia do parametro v sobre a probabilidade classica, mantendo
fixos Kmin = 2 € Knax = 999. Por razoes de comparagao, apresentamos também o comportamento de
D(t) sobre uma rede estrela e uma cadeia linear, ambas com mesmo tamanho das redes GSFNs.

de ~ significa entender como as conexoes entre os vértices, ou seja, a topologia da rede,
modifica o transporte do caminhante. Deixamos fixo o valor do grau minimo permitido
em K, = 2 e o grau maximo permitido em K. = 999 e fazemos v = (1.0, 2.5,4.0).
Notamos que, o comportamento assintético da probabilidade média de retorno cléassica é

alcancado para todas as redes GSFNs. De fato, para tempos longos, o valor de equiparticao

1
N

de nés. Por razoes de comparacao, também apresentamos o transporte classico para a rede

¢ atingido independentemente da topologia da rede, dependendo apenas do nimero N

estrela e a cadeia linear. Nossos resultados indicam que para uma rede estrela, o tempo
de equilibrio %, isto é, o tempo computacional para alcangar o valor de equiparticao, foi
de teq = 11. Por outro lado, para uma cadeia linear o tempo de equilibrio foi atingido em
teq & 5 x 10°. Por ser um valor elevado, ndo estd presente na figura. Nossas estruturas
GSFNs estao compreendidas entre esses dois limites, desta forma, observamos que o teq ¢
menor para GSFNs com menor valor de 7. Ou seja, é um tempo de equilibrio menor para
redes com maior quantidade de estrelas. Todavia, para a regiao de tempos intermedidrios
observamos que a probabilidade média de retorno classica possui um decaimento do tipo
lei de poténcia, isto é, p(t) o t~¢. Obtemos, para GSFNs com 7 = 1.0, o expoente
a = 0.38, enquanto que para redes com v = 4.0, temos a = 0.77. Observe que, para
uma rede estrela com N — 1 bracos, a regiao de tempos intermedidrios apresenta um
decaimento abrupto, em contraste com uma cadeia linear, a qual possui o expoente de lei

de poténcia o = 0.5. Agora, para regioes de tempos pequenos, compreendida em t < 10°,
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a probabilidade classica apresenta um comportamento diferente para uma rede estrela,
uma cadeia linear e GSFNs. Notamos que para uma rede estrela e GSFNs com v < 2.0 o

decaimento de p(t) é do tipo exponencial, isto é,
p(t) oc e (4.4)

Encontramos § = 0.98 para uma rede estrela e GSFNs com v = 1.0. Por outro lado,
temos 8 = 0.92 para GSFNs com v = 2.0. Ainda para tempos t < 10°, o decaimento da
probabilidade média de retorno cléssica, é melhor ajustada (fit) por um fungao inversa,

para uma cadeia linear e GSFNs com v > 2.0, isto é,

1

t .
()O<1+et

(4.5)

3l

Para uma cadeia linear temos € = 2.27, enquanto que para redes GSFNs obtemos (7, €) =
(2.5,1.71),(3.0,1.77) e (4.0,1.96).

p(®
p(®
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Figura 4.9 - Probabilidade média de retorno classica, p(t), sobre GSFNs com N = 1000 vértices e
S = 1000 realizagbes. Em (a) investigamos a influéncia do grau minimo permitido, Ky, sobre a
probabilidade cldssica, mantendo fixos v = 2.5 € Kyax = 999. Em (b) investigamos a influéncia do grau
maximo permitido, Ky,.x, sobre a probabilidade cldssica, mantendo fixos v = 2.5 e Kyin = 2.

Estamos, agora, interessados em investigar a influéncia dos parametros de mo-
dularidade, K, € Kpnax, sobre o transporte cldssico. Para isso, na Fig. [4.9| (a) variamos o
menor grau permitido, K, = 2,3,6 e 10, e fixamos v = 2.5 ¢ K. = 999. Notamos que
a probabilidade média de retorno cléssica, p(t), é fortemente influenciada pelo espectro
de autovalores apresentado na Fig. 4.6 (a). Identificamos que a convergéncia para o valor
de equiparticao, %, é caracterizada pelo menor autovalor diferente de zero, isto é, por .
Este comportamento é chamado de gap spectral Ref. [60]. De fato, para valores elevados
do autovalor A\, teremos um decaimento de p(f) mais acentuado (rapido). Ao avaliarmos
a Fig. (a), encontramos Ay = 0.0010 para redes com K, = 2 e Ay = 0.0016 para

redes com K,;, = 10. Ou seja, os valores de Ay sao muito préximos, apesar do aumento
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de Kpnin. Isto explica o fato de que, em regioes de tempo intermediario, p(t) comporta-se
de maneira semelhante, apesar da alteracao do menor grau permitido. Ao aumentarmos
o valor de Ky,,, notamos que a probabilidade p(t) torna-se menor, indicando uma ca-
minhada classica mais acentuada. Isto ocorre devido ao surgimento de estruturas que
formam familias de estrelas. Outra caracteristica que podemos observar é a quebra no
comportamento do tipo de lei de poténcia na regiao de tempos intermediarios. Conforme
Kin torna-se maior, um pequeno pico surge no gréafico para p(t); e esse fato pode ser
comparado ao apresentado para uma rede estrela na Fig. Todavia, este comporta-
mento nao possui grande impacto sobre essa regiao de tempo. Notamos que, a quebra na
lei de poténcia alcanga apenas uma ordem de grandeza em relagao a valores diferentes de
K. E de fato, isto pode ser explicado através da multiplicidade do autovalor A = 1,
bem como da largura do gap entre esse autovalor e o préximo diferente dele. Note que,
esse gap torna-se mais pronunciado, quanto maior for o valor para o menor grau permitido
[ver Fig. (a)]. Enquanto variamos Ky,,, nossos resultados apontam para o mesmo
comportamento, embora tenhamos valores diferentes de v e Ky,.x. Ja na Fig. (b),
variamos o maior grau permitido, K., = 10,100 e 999, e fixamos v = 2.5 e K, = 2.
Para o caso limite, em que K, = Ky, teriamos assim uma cadeia linear pura. Nossa
analise, novamente, ficara restrita apenas a regiao de tempos intermediarios; fazemos isto
pois, é onde P(t) apresenta comportamento distinto. Pode-se observar que, a diminuigao
no valor de K., implica no aumento da probabilidade média de retorno classica. E na
regido de tempos intermedidrios, notamos que p(t) decai com uma lei de poténcia, apresen-
tando um exponte a = 0.76 igual para todos os valores apresentados de K,.. Isto ocorre
pois, ao baixarmos o valor do maior grau permitido, as estruturas GSFNs possuem maior
quantidade de segmentos lineares. E se lembrarmos do caso limite mencionado acima,
temos que nossa rede tende para uma cadeia linear pura, e o comportamento anterior
pode ser comparado & Fig. [f.§ para o caso de uma cadeia linear. Podemos relacionar esse
comportamento também com o espectro de autovalores da Fig. [4.6 (b). Observe que, a

baixa degenerescéncia do autovalor A = 1 implica em redes mais lineares.

Na Fig. [4.10]investigamos a influéncia da alteracao do tamanho das nossas redes
sobre o transporte classico. Construimos redes GSFNs com tamanhos N = 1000, 500
e 100; para uma melhor estatistica, fizemos S = 1000 realizagoes do nosso algoritmo.
Mantivemos fixos os parametros 7, Kpi, € Knaxe em 2.6, 2 e N — 1, respectivamente.
Por questoes de comparagao, apresentamos os resultados de p(t) para uma rede livre
de escala construida a partir do modelo B.-A. De imediato, podemos observar que para
, %, ¢é alcancado mais
rapidamente, em contraste com estruturas GSFNs de mesmo tamanho. Essa diferenca,

redes com loops, isto €, redes do tipo B.-A., o valor de equiparticao

possui um tamanho maior em mais de trés ordens de grandeza. Isto ocorre devido ao fato

de possuirmos vértices com maior grau, ou seja, ha mais ligacoes entre os nds. Desta for-
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Figura 4.10 - Probabilidade média de retorno cldssica, p(t), sobre GSFNs com nimero N de vértices
varidvel e S = 1000 realizagoes. Deixamos fixos: v = 2.6, Kupim = 2 € Kpax = N — 1. Por razoes

de comparagdo, apresentamos também o comportamento de p(t) sobre uma rede construida a partir do
modelo B.-A. (com N = 1000).

ma, para o modelo B.-A., a probabilidade média de retorno classica possui valores menores,
o que significa maior eficiéncia no espalhamento do caminhante sobre a rede. Identificamos
comportamento semelhante, para p(t), também sobre uma rede estrela ou sobre estruturas

GSFNs com grau minimo permitido, K, elevado.

4.4.2 Transporte quantico

Todos os resultados apresentados nas Figs. 4.11} |4.12|e|4.13| possuem os seguintes

valores: N = 1000 vértices e S = 1000 realizacoes.

Na Fig. mostramos os resultados da influéncia do parametro v, isto é, da
topologia da rede, sobre a probabilidade média de retorno quantica, 7(¢), dada pela Eq.
Alteramos o valores de ~ entre 1.0 e 4.0, mantendo fixos Kyin = 2 € Kpax = 999.
Observe que, também apresentamos os resultados para uma rede estrela com N — 1 bracos
e para uma cadeia linear. Por razoes de comparacgao, também expomos os resultados de
7(t) para redes construidas a partir do modelo B.-A. A primeira observacao refere-se
ao decaimento da probabilidade quantica: observamos que para todas as redes livres de
escala (GSFNs e B.-A.), o decaimento encontra-se entre os dois casos extremos, isto é,
entre uma rede estrela e uma cadeia linear. Temos fortes efeitos de localizagao, ou seja,

menor eficiéncia no transporte quantico, para estruturas do tipo estrela, enquanto que pa-
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Figura 4.11 - Probabilidade média de retorno quantica, 7(t), sobre GSFNs com N = 1000 vértices e
S = 1000 realizacoes. Investigamos a influéncia do parametro y sobre a probabilidade quantica, mantendo
fixos Kmin = 2 € Kpax = 999. Por razoes de comparagao, apresentamos também o comportamento de
7(t) sobre uma rede estrela e uma cadeia linear, ambas com mesmo tamanho das redes GSFNs, assim
como para uma rede construida a partir do modelo B.-A..

ra redes mais lineares, o transporte é mais eficaz. E essa ultima afirmacao, pode ser
observada, também, por meio do rapido decaimento da probabilidade quantica a um valor
médio em torno do qual 7(t) oscila. Ou seja, a flutuacdo média que ocorre ao redor do
valor da probabilidade quantica. Notamos que, para estruturas GSFNs que possuem um
parametro v elevado, a amplitude de oscilacao torna-se menor e o decaimento ao valor
médio de oscilagao ocorre mais rapidamente. Neste caso, ao aumentarmos 7y acima dos
valores utilizados na Fig. [4.11] esperamos que o comportamento da probabilidade média
de retorno quantica se torne semelhante ao de uma cadeia linear. Assim, terfamos a
presenca de uma forte oscilacao. Nossos resultados indicam que, um aumento no valor
de v nao resulta, necessariamente, em um aumento na eficiéncia do transporte quantico.
Por exemplo, para redes com v = 1.0, o valor médio encontrado para a oscilagao de 7(t) é
igual a 0.98, enquanto que para estruturas com v = 4.0, encontramos 0.18. Este fato pode
ser explicado através da presenca de vértices com alto ntimero de ligagoes, mesmo para
valores elevados de v. Agora, ao avaliarmos o comportamento para a probabilidade média
quantica sobre redes construidas através do modelo B.-A., notamos um comportamento
interessante. A probabilidade 7(¢) é menor que todas as outras encontradas para GSFNs,
apesar de v = 2.64. Para nossas estruturas GSFNs, que sao redes do tipo arvore, mesmo
com um expoente similar, v = 2.5, a probabilidade média quantica possui valores elevados,

significando fortes efeitos de localizacao. Um olhar atento a probabilidade quantica para
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redes do tipo B.-A. nos indica que sua oscilagao em torno de um valor médio é baixa. De
fato, encontramos um valor de 0.12 em torno do qual 7(t) oscila. Esse valor é menor, em
quase duas ordens de grandeza, que o valor de equiparticao cléssico % Podemos assim,
notar que a oscilacao para redes do tipo B.-A. é quase inexistente. No entanto, observe
que, em comparacao a nossas estruturas GSFNs, a probabilidade quantica para o modelo
B.-A. alcanca o valor médio de oscilacao em um tempo relativamente maior. Todas essas
propriedades podem ser explicadas devido a presenca de loops em SEFNs criadas a partir
do modelo B.-A.. Esses tltimos, aumentam o nimero de segmentos lineares e o nimero

de ligagoes presentes na rede.
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Figura 4.12 - Comparacao entre a probabilidade média de retorno cléssica, p(t), probabilidade média
de retorno quantica, 7(t), e o limite inferior quantico, [a(t)|?, sobre GSFNs com N = 1000 vértices e
S = 1000 realizagdes. Investigamos a influéncia do parametro 7, para o qual foram escolhidos dois valores:
1.0 e 4.0. Ou seja, estruturas com grandes estrelas e redes com maior quantidade de segmentos lineares,
respectivamente. Sao mantidos fixos Kyin = 2 € Kipax = 999.

Na Fig. fazemos uma comparacao entre os comportamentos das probabili-
dades médias classica e quantica. Isto é, avaliamos em um mesmo grafico as caracteristicas
de p(t), Eq. 2.12] 7(t), Eq. [2.11], e seu limite inferior @(t), Eq. 2.13] Optamos por manter
fixos os valores dos graus minimo e maximo permitidos em K.y = 2 € Kpae = 999,
respectivamente. Além disso, nossas estruturas GSFNs foram construidas a partir de dois
valores de densidade da rede, v = 1.0 e v = 4.0. Nossa andlise inicia com as estruturas
que possuem v = 1.0, que como ja foi comentado, sao redes constituidas por estruturas
do tipo estrela com um elevado nimero de bragos. Observamos que, sobre essas estrutu-

ras o caminhante quantico experimenta um forte efeito de localizagao. Ao analisarmos o
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comportamento tanto de 7(t) quando de @(t), temos probabilidades com valores elevados,
indicando maior probabilidade de retorno ao vértice inicial. Com efeito, encontramos um
valor de 0.98 para 7(t) e 0.96 para @(t) em torno do qual as duas oscilam, respectivamente.
Ao compararmos o comportamento quantico com o classico, notamos que a probabilidade
média cldssica, p(t), é quase trés ordens de grandeza menor do que sua andloga quantica.
Nao obstante, seu tempo de decaimento também ¢ diferente, sendo alcancado em cerca de
duas ordens de grandeza apds as probabilidades quanticas. Ressaltamos que, sobre redes
com predominancia de estruturas do tipo estrela, o caminhante quantico possui maior
probabilidade, em relacao ao classico, de retornar ao vértice inicial. Isto ocorre devido a

sua natureza ondulatéria e aos efeitos de interferéncia. Novamente, para a probabilidade

1
s N
a probabilidade média de retorno oscila em torno de um certo valor, que pode ser maior

média classica, o limite de longo tempo ¢é alcancado. Em contraste, no caso quantico
que o valor de equiparti¢ao classico. Importante comentarmos que, nao podemos con-
cluir, da afirmacao anterior, que a caminhada classica é mais rapida do que a caminhada
quantica. Na verdade, isto significa apenas que no limite de longo tempo a probabilidade
¢ igualmente distribuida entre todos os vértices [68]. E isto estd diretamente relacionado
ao fato de que, para GSFNs com v = 1.0, temos uma grande multiplicidade do auto-
valor A\ = 1 (ver Fig. . Agora, nos voltamos para estruturas GSFNs que possuem
v = 4.0, ou seja, como ja haviamos mencionado, estruturas com a presencga de segmentos
mais lineares. Notamos que, o transporte quantico aumenta significativamente, todavia
os efeitos de localizagao continuam presentes. Observe que, permanece o comportamento
oscilatério para as probabilidades quanticas, desta vez com uma amplitude de oscilagao
maior. Porém, ambas alcangam o valor médio de longo tempo mais rapidamente, quando
comparadas ao caso classico. Ao aumentarmos o valor do parametro v, nossas estruturas
GSFNs tornam-se mais lineares, e desta forma fortes efeitos de oscilacao em torno de um
valor médio sao detectados, tanto para 7(t) quanto para @(t). Nao obstante, no caso
limite para vy elevado, obtemos uma cadeia linear, o que nos leva diretamente a compreen-
sao de um rapido decaimento das probabilidades quanticas. Essa ultima afirmativa, ¢ um
indicio de eficiéncia para caminhadas quanticas (CTQWSs), em contraste com as caminha-
das classicas (CTRWs) [62]. Além disso, nas regioes de tempo intermedidrio, temos um

1/2

comportamento de escala no decaimento de p(t), onde obtemos p(t) o< t~/%. Enquanto

que as probabilidades quanticas possuem ¢~ 1.

Estamos, agora, interessados em avaliar a influéncia dos graus minimo e ma-
ximo permitidos, K, € Knax, respectivamente, sobre a probabilidade média de retorno
quantica, Fig. [4.13] Iniciamos com a andlise da influéncia de Ky, apresentada na Fig.
4.13| (a), para o qual as estruturas GSFNs foram construidas a partir dos valores fixos de
v =2.5e Kpa = 999. Observe que, ha um aumento nos valores da probabilidade quantica

7(t) quando aumentados o valor do grau minimo permitido. Isto nos indica que hé fortes
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Figura 4.13 - Probabilidade média de retorno quantica, 7(¢), sobre GSFNs com N = 1000 vértices
e S = 1000 realizagdes. Em (a) investigamos a influéncia do grau minimo permitido, K, sobre a
probabilidade quantica, mantendo fixos v = 2.5 e Kppax = 999. Em (b) investigamos a influéncia do grau
maximo permitido, K.y, sobre a probabilidade quantica, mantendo fixos v = 2.5 ¢ Ky, = 2.

efeitos de localizagao, ou seja, o caminhante quantico tende a retornar para seu vértice
inicial. Vale a pena lembrarmos que, estruturas GSFNs com valor elevado de K, sao
compostas por grandes estrelas, e como ja mencionado, temos familias de estrelas. Além
disso, notamos que o tempo para alcancar o valor médio de longo tempo, isto é, o valor
em torno do qual a probabilidade quantica oscila, é quase que o mesmo para os diferentes
valores de K, calculados. De fato, nossos resultados apontam para valores de 7(t) que
sao quase o dobro um do outro. Ou seja, para Ky,;, = 2 temos 7(t) ~ 0.55, enquanto que,
para K, = 10 temos 7(t) =~ 0.90. Além do mais, observe que a amplitude de oscilagao
em torno do valor médio de longo tempo é mais acentuada para valores menores do grau
minimo permitido. O contrario, isto é, para valores maiores de K,,;,, observamos menor
amplitude de oscilacdo. Com efeito, para esse 1ltimo caso, nossas estruturas GSFNs pos-
suem estrelas com tamanho maior. Esse comportamento pode ser inferido a partir dos
resultados contidos na Fig. |4.11, no qual estao apresentados os resultados para os dois
casos limites: uma rede estrela, com N —1 bragos, e uma cadeia linear. Encontramos eleva-
das amplitudes de oscilagao para uma cadeia linear, enquanto que, para uma rede estrela,
temos uma amplitude extremamente menor. Ja na Fig. [4.13| (b) nossa andlise volta-se
para a influéncia de K., sobre a probabilidade quéantica. As estruturas GSFNs foram
construidas a partir dos valores fixos de v = 2.5 e K,;, = 2. Observe que, para valores
pequenos do grau maximo permito temos probabilidades menores. Isto nos indica que ha
a presenca de redes GSFNs com maior quantidade de segmentos lineares. Desta forma,
o caminhante quantico terd maior eficiéncia em sua caminhada sobre as redes GSFNs,
possuindo menor probabilidade de retorno ao vértice inicial. Diferentemente da influéncia
dos outros parametros sobre a probabilidade média quantica, a influéncia de K,y sobre

esta ultima é menos acentuada. Por exemplo, observamos que o grau maximo permitido
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exerce fraca influéncia sobre o valor médio de longo tempo, bem como sobre a amplitude
de oscilagao em torno deste valor médio. Esse comportamento é similar ao encontrado
para a probabilidade cléssica p(t) [ver Fig. (b)]. Importante ressaltarmos que, a fraca
influéncia de K., sobre a probabilidade quantica nao reside no fato de termos GSFNs
com estrelas de um dado tamanho. Na verdade, a fraca influéncia esta relacionada com o

fato de termos GSFNs compostas por estrelas.

Adiante, avaliaremos o transporte quantico através das probabilidades de transi-
¢éo quantica, 7, ;(t), Eq. , onde analisaremos a caminhada quantica a partir de vértices
iniciais (7 centro(t) € T periérico(t)) € para o valor especifico de tempo igual a t = 10. Alterar
a estrutura das redes GSFNs, significa alterar o comportamento do transporte quantico,

e isto ficard ainda mais evidente.
4.5 Probabilidades de transicao sobre GSFNs

Nesta secao apresentaremos os resultados para a probabilidade de transicao quan-
tica, my;(t), Eq. . Escolhemos mostrar nossos resultados através de contornos de
probabilidades (spacetime structure). Serao apresentadas as probabilidades para trés di-
ferentes estruturas GSFNs, todas contendo N = 100 vértices, que obedecem aos seguintes
parametros de construgao: em Fig. [L.14] v = 1.0, Kyin = 2 € Kpax = 99; em Fig. [4.15]
v =25, Kpin = 2 € Kpax = 99; em Fig. [1.16] v = 2.5, Kpin = 6 € Kpax = 99. Optamos
por adicionar a cada vértice sua numeragao, conforme os passos de criagao das redes (ver
Fig. , com a finalidade de facilitar o entendimento dos resultados. Nossa abordagem
consiste em calcular todas as probabilidades de transicao para os trés diferentes tipos
de redes, efetuando, assim, uma comparacao entre os comportamentos do caminhante

quantico sobre as estruturas GSFNs.

Na Fig. (a) investigamos o comportamento da probabilidade de transigao
quantica, 7 centro(t), para o caso em que o caminhante inicia seu movimento a partir
do vértice central, neste caso, nominalmente representado por 2 (quadrado vermelho).
Observe que, este é o n6 que apresenta os maiores valores de probabilidade de transicao
para todos os tempos. De fato, ao olharmos para a estrutura GSFN, temos que o vértice
2 é o centro de uma estrela que possui vérios bragos (76 no total). Por este motivo,
encontramos fortes efeitos de localizagao [62,/68,73]. Esses bragos, ou vértices vizinhos,
conectados ao né 2 (de 1 até 4-78) exibem altas probabilidades para diferentes intervalos de
tempo. Podemos observar, no contorno de probabilidade, que a segunda regiao mais clara
(com probabilidades entre 1072 e 1072) est4 relacionada ao vértice de ntimero 30. De fato,
ao olharmos para a estrutura GSFN correspondente, notamos que o vértice 30 é o centro
de outra grande estrela com 21 vizinhos. Nossos resultados mostram que a probabilidade

30,2 ¢ a segunda maior, em contraste com as probabilidades para o caminhante quantico
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Figura 4.14 - Contornos da probabilidade de transi¢do quantica, 7y ;(t), sobre GSEN com N = 100 vérti-
ces. Para esta andlise, mantivemos fixos os parametros de construgao em: v = 1.0, Kpyin = 2 € Kipax = 99.
Em (a) avaliamos o comportamento da probabilidade 7y centro(t), OU seja, quando o caminhante quantico
inicia seu movimento no centro da rede (quadrado vermelho). Em (b) avaliamos o comportamento da
probabilidade 7y periférico(t), OU seja, quando o caminhante quantico inicia seu movimento em um vértice
periférico da rede. Em (c) avaliamos o comportamento da probabilidade m, ;(10).

alcangar os vértices vizinhos de segunda ordem (circulos pretos). Na maior parte do tempo
t essas probabilidades possuem valores pequenos. Ressaltamos que, para o caso de uma
rede estrela pura, quando a caminhada inicia no centro, essa tultima pode ser mapeada
utilizando apenas dois vértices [62,[113]. Todavia, caminhadas que iniciam em vértices

periféricos, nao apresentam um mapeamento simples. Agora, avaliamos o inverso do que
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foi apresentado acima. Isto é, faremos o mapeamento da probabilidade de transicao quan-
tica, Ty periférico(t), que tem seu inicio em algum vértice perifério, ou seja, um vértice que
se encontra mais distante do centro. No caso da Fig. [4.14] (b), escolhemos como vértice
mais distante o n6é 100. Claramente, temos o maior valor de probabilidade para 100,100,
seguido pela probabilidade de transicao do vértice 100 ao seu vizinho mais préximo, o
vértice 30. Nossos resultados indicam que este valor de probabilidade, 730 100, ¢ 0 segundo
maior. Na sequeéncia, em valores menores, temos as probabilidades de transicao para os
vértices vizinhos representados pelos circulos verdes abertos (80-99), e também para o
vértice 29. Esses resultados estao perfeitamente de acordo com a topologia GSFN que
temos, isto é, duas grandes estrelas conectadas através da ligagao (2,30). Em comparagao
COIM O CASO T centro(t), as probabilidades 7y periférico(t) apresentam maiores efeitos de loca-
lizagao, resultando em uma caminhada quantica ineficiente. Na Fig. [4.14] (¢) analisamos
a probabilidade de transicao, 7 ;(10), para o tempo fixo de t = 10. Ou seja, calculamos
todas as probabilidades entre todos os pares de vértices (k, 7). Ressaltamos que, quali-
tativamente, temos um comportamento similar para todos os valores de tempo. Para o
caso da caminhada quantica sobre a estrutura GSFN considerada, observamos fortes efei-
tos de localizacao, onde nossos resultados indicam probabilidade acima de 10~* apenas
para transicoes entre vértices de mesma estrela. A coloracao mais amarelada, na diago-
nal presente no contorno de probabilidade, nos indica que o caminhante tende a retornar
para o vértice inicial. Uma consequéncia direta do modelo utilizado neste trabalho ¢ a
simetria presente no contorno de probabilidade. Ou seja, consideramos iguais as probabi-
lidades 7y ; = 7 (ver Eq. . Além disso, uma visao em perspectiva do contorno de

probabilidade nos indica a quantidade de estrelas que formam a estrutura GSFN.

Na Fig. |4.15| (a) novamente avaliamos a probabilidade de transi¢ao, 7y centro(t),
para o caso em que o caminhante quantico inicia seu movimento a partir do vértice cen-
tral da rede, neste caso, nominalmente representado pelo né 1 (quadrado vermelho). Ao
alterarmos os parametros de construgao (presentes na figura), nossa nova topologia GSFN
corresponde a uma rede com pequenas estrelas e maiores caminhos lineares. Inclusive, a
linha sélida em vermelho representa o caminho linear mais longo, que quando comparado
ao caso anterior, é quase trés vezes maior. Encontramos a maior probabilidade, clara-
mente, para m; devido a sua conectividade com outros 15 vértices vizinhos. Todavia,
nesta nova situagao observamos regioes que possuem valores maiores de probabilidade de
transi¢ao (acima de 1072). Note que, vértices mais distantes do centro sao alcangados com
probabilidades relativamente maiores do que no caso anterior analisado. Esse fato pode
ser explicado pelo aumento no nimero de segmentos lineares. No geral, podemos afirmar
que a caminhada quantica sobre estas estruturas é mais eficiente, pois espalha-se por mais
vértices da rede. Semelhante ao que avaliamos anteriormente, os vértices periféricos, ou

seja, os mais distantes do centro (circulos de cor violeta), sdo os que possuem menor pro-
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Figura 4.15 - Contornos da probabilidade de transi¢do quantica, 7y ;(t), sobre GSEN com N = 100 vérti-
ces. Para esta andlise, mantivemos fixos os parametros de construgao em: v = 2.5, Kpuin = 2 € Kipax = 99.
Em (a) avaliamos o comportamento da probabilidade 7y centro(t), OU seja, quando o caminhante quantico
inicia seu movimento no centro da rede (quadrado vermelho). Em (b) avaliamos o comportamento da
probabilidade 7y periférico(t), OU seja, quando o caminhante quantico inicia seu movimento em um vértice
periférico da rede. Em (c) avaliamos o comportamento da probabilidade m, ;(10).

babilidade de transicao. Na Fig. [4.15( (b) analisamos o caso para quando o caminhante
quantico inicia seu movimento a partir de um vértice periférico. Neste caso, escolhemos
o vértice de nimero 100. Embora este nao seja o vértice mais distante do centro, nds o
escolhemos pois ele esta oposto a estrela com centro no vértice 59. Observe que, em con-

traste com o que foi encontrado para a rede GSFN anterior, agora a caminhada quantica
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alcanca vértices mais distantes. De fato, devido ao aumento no maior caminho linear o
caminhante quantico transita por outras regioes da rede. Tomemos, por exemplo, o nd
72 que é um vizinho de nona ordem do vértice 100, nossos resultados mostram que a
probabilidade de transicao vale 772100 =~ 0.1 para varios valores de tempo. Isto pode ser
explicado pelo fato de que, ao sair do vértice 100, o caminhante quantico passa apenas
uma tunica vez por uma grande estrela, sofrendo pouco com efeitos de localizacao. En-
contramos resultados similares para vértices que estao proximos ao né 100, porém, que
estao conectados a ele através de segmentos lineares mais curtos, como por exemplo, os
vértices 24 e 25, para citar apenas alguns. Nossos resultados continuam mostrando baixa
probabilidade de transicao para vértices opostos ao no inicial da caminhada. Isto pode ser
visto na regiao do contorno de probabilidade referente aos vértices 78-98, que sao opostos
ao n6 100 e que fazem parte de uma grande estrela. Essa analise nos leva a conclusao
de que a caminhada quantica sobre estruturas GSFNs com as caracteristicas presentes, é
mais eficiente, mesmo iniciando de qualquer vértice da rede. Na Fig. [4.15| (¢) analisamos
a probabilidade de transicao, 7 ;(10), para o tempo fixo de t = 10. Ou seja, calculamos
todas as probabilidades entre todos os pares de vértices (k, 7). Agora, podemos observar
que hé uma mistura entre regides com altas e pequenas probabilidades de transicao. Ou
seja, ha uma alternancia entre efeitos de localizacao e bom espalhamento da caminhada
quantica sobre toda rede. Nossos resultados indicam os maiores valores de probabilidade
entre vértices presentes ao longo da mesma estrela, em contraste com valores baixos para
vértices que fazem parte de estrelas distantes. De fato, isto pode ser visto entre os centros
de duas grandes estrelas, sao eles os vértices 1 e 59. Devido a presenca maior de segmentos
lineares, os vértices conectados ao centro 1 apresentam um melhor espalhamento. Nova-
mente, um olhar em perspectiva do contorno de probabilidade, nos indica a quantidade

de estrelas presentes na rede.

Para encerrarmos a andlise das probabilidades de transicao quantica, avaliaremos
as mesmas quantidades dos dois casos anteriores, agora para a estrutura presente na Fig.
[4.16] Observe que, para esta nova situagao alteramos o valor do grau minimo permitido,
K min, mantendo fixos os parametros v e K.y do caso anterior. Na Fig. [4.16| (a) o né
central é nominalmente o né 1, além disso, esta nova estrutura GSFN ¢é basicamente
composta por pares de pequenas estrelas (familia de estrelas). Observe que, o maior
caminho linear, ou diametro da rede, é igual a 8. Esse ultimo é menor que o diametro da
situacao anterior, no entanto, a quantidade de vértices com grau acima de 5 é superior
— de fato, temos 12 vértices. Essa mistura entre segmentos lineares e vértices com grau
elevado tera forte influéncia sobre o transporte quantico. O contorno de probabilidades
nos indica uma relacao nao trivial entre efeitos de localizacao e regides em que ha um
bom espalhamento do caminhante quantico. Notamos que os efeitos de localizagao sao

acentuados para regioes em que estao os vizinhos mais préximos do centro de cada estrela,
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Figura 4.16 - Contornos da probabilidade de transi¢do quantica, 7y ;(t), sobre GSEN com N = 100 vérti-
ces. Para esta andlise, mantivemos fixos os parametros de construgao em: v = 2.5, Kpin = 6 € Kipax = 99.
Em (a) avaliamos o comportamento da probabilidade 7y centro(t), OU seja, quando o caminhante quantico
inicia seu movimento no centro da rede (quadrado vermelho). Em (b) avaliamos o comportamento da
probabilidade 7y periférico(t), OU seja, quando o caminhante quantico inicia seu movimento em um vértice

periférico da rede. Em (c) avaliamos o comportamento da probabilidade m, ;(10).

e no proéprio centro da estrela. Simultaneo aos efeitos de localizagao e bom espalhamento,

temos que a caminhada quantica alcanca vértices periféricos com probabilidades maiores

que as encontradas nos dois casos anteriores — devido aos segmentos lineares. Na Fig.

4.16| (b) analisamos o comportamento da caminhada quantica que tem inicio em algum

dos vértices periféricos. Nesse caso, escolhemos como inicio o vértice de nimero 90. Nossa
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estrutura possui 12 estrelas, onde o maior segmento linear conecta quase todas elas. Esse
fato sera responsdavel pela mistura de efeitos de localizagao (estrelas) e bom espalhamento
(segmentos lineares) da caminhada quantica sobre a rede. Nossos resultados indicam
maior valor de probabilidade de transicao para vértices proximos ao né 90 — pertencentes
a mesma estrela. Todavia, o contorno de probabilidades fornece, para tempos acima de
80, uma situacao mais homogénea, onde quase todas as probabilidades alcancam valores
acima de 10™*. Para imaginarmos tal situacio, podemos fazer o seguinte experimento
mental: o caminhante quantico alcanca uma estrutura do tipo estrela, fica entao loca-
lizado nessa estrutura, e apdés um intervalo de tempo move-se para a proxima estrela.
Repetindo-se tal processo, a caminhada alcanga todas as outras estrelas. J4 na Fig. [4.10]
(c) observamos varias regides onde a predominancia de coloragao vermelho-laranja é acen-
tuada, nos indicando alguns efeitos de localizacao, bem como um bom espalhamento do
caminhante quantico. Através da diagonal principal, temos uma ideia da quantidade e do
tamanho das estruturas do tipo estrela. Lembrando que para esta situacao, aumentamos
o valor do grau minimo permitido, obtendo, desta forma, vértices com grau elevado (maior
quantidade de ligagoes). Notamos, por fim, uma mistura dos dois casos extremos: uma

cadeia linear e uma rede estrela.

Na secao seguinte, continuaremos avaliando o transporte quantico sobre GSFNs.
Faremos uma analise do limite de longo tempo, y, Eq. Para melhor apresentacao
destes resultados, apresentamos também a diferenga relativa, calculada a partir do valor

exato x e do valor aproximado x*, dado pela Eq. [2.16]
4.6 Limite de longo tempo para GSFNs

Na Fig. apresentamos os resultados em (a) para o limite de longo tempo x e
em (b) para a diferenga relativa % Em nossa andlise, consideramos fixo K, = 999
e, para melhor estatistica, fizemos S = 1000 realizagoes, com alteracao dos parametros y
e Knin. Importante lembrarmos que, o limite de longo tempo estd compreendido entre
dois valores extremos: 0 e 1. Consideramos o maximo de eficiéncia quando temos y = 0,
e valores préximos a zero podem ser considerados eficientes. Por outro lado, o maximo
de ineficiéncia ocorre para quando y = 1, e valores proximos a 1 podem ser considerados
de baixa eficiéncia. Nesta secao, optamos por apresentar nossos resultados através de
um mapa bidimensional, em que a coloracao representa a intensidade da eficiéencia do
transporte quantico. A Fig. (a) nos indica que a eficiéncia é maior para quando
temos valores maiores de v e menores para K,,;,. Essa propriedade é valida para todos os
valores de K ,;, quando mantemos os outros parametros fixos. O exemplo mais claro para
isso, ocorre quando mantemos fixo K,,;, = 2. Nossos resultados indicam uma melhora, de

quase duas ordens de grandeza na eficiéncia, quando aumentamos 7y de 1.0 até 4.0. De fa-
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Figura 4.17 - Limite de longo tempo, x, sobre GSFNs com N = 1000 vértices e S = 1000 realizagoes.

Mantivemos Kp,ax = 999 e variamos o conjunto de parametros (7, Kmin). Em (a) apresentamos os valores
x=x"
X

exatos de x, enquanto que em (b) mostramos a diferenga relativa . Para xy = 0 temos o méximo

de eficiéncia e para x = 1 temos o maximo de ineficiéncia.

to, encontramos os seguintes valores: x (v = 1.0, Kipin = 2) = 0.96 e x(y = 4.0, Kipin =
2) = 0.012. Notamos, também, que para um valor fixo de 7 e uma variacdo de Ky, para
valores maiores, torna o transporte menos eficiente. Todas essas mudancgas no comporta-
mento de y estao diretamente relacionadas a existéncia de estruturas estrelas e maiores
quantidades de segmentos lineares. Notadamente, obtemos valores iguais para a eficién-
cia quantica para varios valores do mesmo conjunto de parametros (v, Kpm), embora

a topologia das redes GSFNs sejam muito diferentes. Essa ultima afirmagao é melhor



66 4.6 Limite de longo tempo para GSFNs

compreendida quando observamos, no mapa bidimensional, a regiao na diagonal com
coloracao branca, que possui y ~ 0.7. Encontramos, por exemplo, a mesma eficiéncia
quantica para os seguintes pares de parametros: (1.8,2), (2.0,3), (2.4,5) e (2.6,6), para
citar apenas alguns. Para cada valor de v encontra-se, praticamente, um valor apropriado
de K, que nos fornece o mesmo valor de x. Resultados similares sao encontrados para
todos os valores de y; quando alteramos apenas os parametros de construcao das GSFN .
Com relagao ao valor aproximado, x*, optamos por nao apresenta-lo neste trabalho, pois
os valores estao muito préximos do valor exato. Ao construir um mapa bidimensional

para x*, temos a impressao de tratar-se da mesma figura. Desta forma, mostramos, na

Fig. 4.17) (b) a diferenga relativa do limite de longo tempo, isto é, % Com ela temos

uma visao clara de que o valor aproximado da eficiéncia quantica estd muito proximo do
valor exato. A diferenca, encontrada por nés, é de no maximo 20% e estd em torno de 1%,
em média. Portanto, para nossas estruturas GSFNs a aproximagao de y é vélida [75}[114],
o que deve ser explicado através da natureza discreta do espectro de autovalores para
estruturas GSFN .



CAPITULO 5

Conclusoes e Perspectivas

Nesta pesquisa de Doutorado, investigamos e descrevemos os resultados do trans-
porte quantico sobre diferentes tipos de redes e o fizemos através do modelo de caminhadas
quanticas de tempo continuo (CTQWSs). Nao obstante, realizamos uma investigagao para-
lela, para fins de comparacao, do transporte classico, através das caminhadas aleatorias de
tempo continuo (CTRWSs). O enfoque do nosso trabalho é de cardter tedrico e numérico,
apontando para redes onde a eficiéncia das QWs pode ser encontrada. Para identificarmos
essa eficiéncia, focamos na determinacao das seguintes quantidades: (i) a probabilidade
de transigao entre vértices (j, k) das redes; (ii) a probabilidade média de retorno, ou seja,
a probabilidade de um caminhante retornar ao seu ponto de partida; (i7i) o limite de
longo tempo escrito como funcao dos autovalores da matriz de conectividade A. Nossa
pesquisa esteve concentrada em fazer alteragoes na topologia das estruturas escolhidas
para analise. Ou seja, primeiramente, investigamos o transporte quantico sobre redes do
tipo dendrimero quando, de maneira aleatéria, adicionamos novas ligagoes entre vértices
de mesma geracao. Além disso, para contornar efeitos de localizacdao das caminhadas,
resolvemos construir uma rede multicamada do tipo dendrimero, isto é, uma rede em que
cada camada de dendrimero estd uma sobre a outra. Tornando o problema ainda mais
desafiador, de maneira aleatéria, retiramos algumas ligagoes entre vértices de camadas
vizinhas. Em um segundo momento, nos voltamos para o transporte quantico sobre um
dos modelos de redes complexas mais uteis na descricao de sistemas reais na natureza, as
redes livres de escala. Nos concentramos em uma nova maneira de construcao desse tipo
de rede, agora restrita a utililizagao de dois parametros de modularidade. Essas redes
receberam o nome de rede livres de escala generalizadas (GSFNs). Combinagoes entre os
parametros de construcao dessas estrututras, (v, Kmin, Kmax), foram feitas e, através delas,
pudemos analisar as caracteristicas das CTQWs. Devido a pandemia do novo coronavirus,
utilizamos as GSFNs como base para a modelagem de um problema epidemioldgico. Os
resultados deste tltimo trabalho nao encontram-se discutidos aqui, nesta Tese, todavia o

artigo referente a ele pode ser encontrado na Ref. [30].

Sobre estruturas do tipo dendrimero, primeiramente iniciamos com a analise das
caminhadas quanticas sobre RMTDs completas, e ao final, sobre RMTDs incompletas.

Nossa investigagao esta diretamente ligada a alteracao dos parametros de probabilidade p
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e ¢, assim como dos nimeros de geracao GG e camadas L. Ao investigarmos o transporte
quantico sobre redes do tipo dendrimero, descobrimos que o espectro de autovalores,
possui carater discreto. Ha grande degenerescéncia dos autovalores associados a matriz
de conectividade A. Todavia, ao acionarmos o parametro de probabilidade p, responsavel
pela adicao de novas ligagoes entre vértices de mesma geracao, mantendo ¢ fixo, notamos
que o espectro torna-se continuo. A presenca de grandes segmentos lineares, isto €, ao
adicionarmos L novas camadas na estrutura, diminuiu a magnitudade dos autovalores.
Isso nos indica maior espalhamento do caminhante quantico sobre a rede, ou seja, mais
vértices sao visitados. Nossos resultados possuem aspectos interessantes. Para a situagao
na qual temos apenas uma unica camada do tipo dendrimero, com p = 0.0, onde os
efeitos de localizacao sao predominantes, encontramos um limite de longo tempo médio,
para grandes estruturas, igual a x5 = %. No entanto, ao acionarmos o parametro p, este
valor é melhorado em mais de duas ordens de grandeza. Notavelmente, a melhor eficiéncia
nao é encontrada para p = 1.0, mas sim para p = 0.9, isto é, quando ha a auséncia de uma
unica ligagdo. A explicacao para este achado, resulta do fato de que o transporte quantico

é mais eficiente sobre uma linha do qué sobre uma rede do tipo anel (linha fechada).

Fomos além e tornamos ainda melhor o transporte sobre estruturas do tipo
dendrimero. Para isso, conectamos camadas do tipo dendrimero modificado umas sobre
as outras, melhorando os resultados encontrados em [64]. Identificamos que a eficiéncia
quantica aumenta vérias ordens de grandeza quanto maior for o nimero de camadas adi-
cionadas a estrutura e maior o nimero G de geragoes. Para uma simples exemplificagao,
citamos o caso de RMTDs completas com G =5 e L = 100. Nesta situagao, temos uma
melhora de mais de uma ordem de grandeza: Xicamada = 0.12 € X100camadas =~ 0.002 para
quando p = 0.0; X1camada =~ 0.010 € X100camadas =~ 0.001 para p = 1.0. Outra caracteristica
interessante presente em nossos resultados, refere-se a remocao, através da probabilidade
1 — q, de ligacoes entre camadas vizinhas. Encontramos que a melhor eficiéncia quantica
ocorre para g ~ 0.9, isto é, quando temos a auséncia de uma tunica interligacao. No-
vamente, lembramos que QWs propagam-se melhor sobre linhas, ao invés de redes do
tipo anel. Portanto, nosso trabalho mostrou que o espalhamento da CTQW pode ser
melhorado através de modificacoes na topologia da rede. Ou seja, com a adigao de no-
vas ligagoes e com o empilhamento de camadas, aumentamos a eficiéncia do transporte
quantico sobre tais estruturas. Temos a espectativa de que essas descobertas possam ser
uteis em diferentes areas. Para citar algumas, destacamos a transferéncia quantica de ex-
citons, o transporte quantico sobre grafos complexos, a computacao quantica e algoritmos

quanticos de busca.

Na segunda parte do nosso projeto de Doutorado, estivemos concentrados no
transporte quantico sobre SFNs. Ao estabelecermos parametros de modularidade, que

restringem o grau minimo e maximo parmitidos a cada vértice, demos as nossas estrutu-
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ras o nome de redes livres de escala generalizadas (GSFNs). A construcao das estruturas
GSFNs segue um mencanismo de crescimento que obedece uma distribuicao de grau do
tipo lei de poténcia. O expoente da lei de poténcia, 7, é escolhido no inicio do processo,
sendo responsavel pela densidade de conexoes da rede. Em seguida, consideramos dois pa-
rametros de modularidade: K., que é o grau minimo permitido, e K .y, 0 grau maximo
permitido. Além do transporte quantico, também investigamos o transporte classico so-
bre tais redes, sempre concentrados na influéncia dos trés parametros mencionados acima.
Nossos resultados indicam, logo de inicio, uma forte dependéncia do espectro de autova-
lores com a alteragao do expoente . Observamos que, para valores pequenos de =, fixos
os parametros de modularidade em K, = 2 ¢ K. = N — 1, hd uma grande degeneres-
céncia do autovalor 1. Todavia, isso diminui quando ainda para v pequeno, diminuimos
o valor de K,,... De fato, estamos elevando a presenca de maiores segmentos lineares,
dai este comportamento. Ao mesmo tempo, a alteracao de K, exerce mais influéncia
na topologia do que mudancas realizadas em K.y, tornando-as com carater de redes do

tipo estrela.

Nossa analise indica que, o transporte classico é mais eficiente sobre redes com
topologia tendo a predominancia de estrelas. No entanto, o transporte quantico mostrou
ser mais eficiente sobre estruturas GSFNs com maior predominancia de segmentos lineares.
Em estruturas estrelas, os efeitos de localizacao sao fortes, isto é, o caminhante quantico
possui a tendéncia de permanecer no vértice de origem ou em vértices vizinhos. Todavia, o
valor de equilibrio do limite de longo tempo ¢é alcancado mais rapidamente, com pequenas
flutuacoes em torno de si. Essa mesma eficiéncia é encontrada para diferentes valores
de parametros (7, Kuin), ou seja, em diferentes topologias. Com mais detalhes, para
todo valor de K, temos um valor de v que fornece o mesmo valor de x. Contornamos
esta situacao com o aumento do valor de v e mantendo os parametros de modularidade
constantes. Identificamos que outra maneira de aumentarmos a eficiéncia quantica, é
obtida através da diminuicao do valor do grau maximo permitido K,.,. Por outro lado,
o efeito contrario é obtido quando aumentamos o valor de K,;,. Portanto, podemos
afirmar que a eficiéncia quantica é melhorada através do aumento de ~, diminuicao de
K nin ou aumento de K., sendo uma cadeia linear o limite superior. Além disso, notamos
que a rapidez no alcance do valor médio do limite de longo tempo nao depende dos
nossos parametros de construcao. De fato, essa rapidez estd principalmente relacionada
ao numero de ligagoes presentes na rede. Isto pode ser verificado através dos resultados
obtidos para redes construidas a partir do modelo B.-A., que sao redes com a presenca de
loops. Esperamos que as andlises e caracteristicas do transporte quantico obtidas sobre

GSFNs possam ser tteis em aplicacoes e estudos em diferentes areas.

No momento em que esta Conclusdo é escrita, temos como primeira perspectiva

a extensao da investigagao do transporte quantico agora sobre Redes Multicamadas Livres
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L camadas

L)

Figura 5.1 - Esquema de uma rede multicamada livre de escala generalizada (MGSFN) com nimero
total de vértices N = 30. Os parametros de construcao sao: v = 2.5, Kpin = 2 ¢ Kpax = 9. Cada
camada é formada por estruturas GSFNs. As camadas estdo conectadas através das linhas sélidas em
vermelho; linhas tracejadas indicam a auséncia de uma ligagao.

de Escala Generalizadas (MGSFNs, sigla do inglés). Na Fig. apresentamos um es-
quema de como estas novas estruturas sao construidas. A partir da distribuicao de grau
pr, Eq. 3] criamos GSFNs e colocamos umas sobre as outras criando assim uma rede
multicamada. O ntmero de vértices por camada ¢ igual para todos os niveis. Uma vez que
as ligagoes sao feitas de maneira aleatoria, cada camada terda uma topologia livre de escala
diferentes umas das outras. Ja iniciamos a investigacao do transporte quantico sobre esse
novo tipo de rede. No momento, contamos com os resultados do espectro de autovalo-
res, das probabilidades de transicao classica e quantica e de alguns mapas bidimensionais
relacionando, por exemplo, o nimero de camadas L com instantes ¢ da evolucao do ca-
minhante quantico. Esperamos em breve, apdés uma andlise mais rigorosa e detalhada,
reuni-los em uma possivel publicagao em periddico cientifico. Adiantamos que a escrita

do paper ja teve inicio.

Kulvelis et al. [75] com o trabalho Universality at Breakdown of Quantum Trans-
port on Complex Networks, mostraram que a mudanga da eficiéncia/ineficiéncia do trans-
porte quantico sobre uma rede complexa, pode ser caracterizada através de um expoente
critico universal o.. Uma investigacao, que pode ser feita, é referente a determinagao exata
desse expoente para nossas estruturas. E, com mais riqueza de detalhes, estabelecer uma
relagdo do expoente critico . com nossos parametros de construgao. Além disso, outra

perspectiva futura é a determinacao analitica do espectro de autovalores para nossas redes.
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Por outro lado, investigar outros modelos de caminhadas quanticas, como por exemplo
as Caminhadas Quanticas Estocésticas (QSWs, sigla do inglés), sobre nossas redes seria
outra forma de confirmar nossos resultados, ou talvez, encontrar novas caracteristicas do
transporte quantico. Por fim, acreditamos que a investigacao de outras medidas de efici-
éncia — mencionadas no Capitulo 2 — sobre nossas estruturas, podem trazer ainda mais

riqueza de detalhes a respeito do transporte quantico.

Encerramos dando énfase que, os resultados presentes nos Capitulos 3 e 4 foram
reunidos, separadamente, e publicados em forma de artigos cientificos. Respectivamente,
o primeiro sob o titulo Quantum transport on modified multilayered spiderwebs [65]; e o
segundo, sob o titulo Quantum transport on generalized scale-free networks [72]. Desta
forma, a presente Tese de Doutorado espera ter contribuido com avancgos nesta area de

pesquisa.
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APENDICE A

Problema de autovalor e resultados

exatos para dendrimeros modificados

Neste apéendice, resolveremos, de maneira analitica e exata, o problema de au-
tovalor para uma rede dendrimero puro e redes dendrimero modificados com nimero de
geracao G = 1. Cada caso analisado segue uma ordem de adigdo de nova ligacao entre
vértices de mesma geragao. Iniciamos com o dendrimero puro (p = 0.0) e avangamos até
o dendrimero modificado completo (p = 1.0). Para todos os casos resolvemos o seguinte

problema de autovalor:
Algr) = Melar), (A1)

onde A é a matriz de conectivadade, |g;) (K =1,...,4) sdo os autovetores (autoestados)

e A\, sdo os autovalores da matriz A.

Primeiramente, para cada caso calculamos os autovalores \; e encontramos seu
autovetor associado g, e escrevemos este ultimo como uma fungao de quatro estados de
base |i) (i =1,...,4). Em seguida, uma vez conhecidos todos os autovalores e autovetores,

podemos, entao, determinar, a partir de cédlculos exatos, os valores do limite de longo
tempo x;x(t), Eq. 2.14] que pode ser reescrito como:

1 t
Xj,k = hmg ; dtlﬂj7k(t/)

t—o0

= > S (7100 (@l ) (Kl i) gl ). (A.2)

n,m

Neste apéndice, nosso foco serd determinar o valor do limite de longo tempo da probabi-
lidade quantica de transicao. Todavia, devemos ressaltar que outras quantidades como,
por exemplo, p;(t) ou 7, x(t), podem ser calculadas a partir dos resultados obtidos ao

longo deste apéndice.
A.1 Caso 1: dendrimero puro (p = 0.0)

Iniciamos nossos calculos para o caso de um dendrimero puro (arvore de Cayley

pura), Fig. , onde o parametro de probabilidade, que adiciona ligagoes entre vértices
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Figura A.1 - Rede dendrimero puro (p = 0.0) com apenas uma geragao (G = 1) e N = 4 vértices.

de mesma geracao, é tomado como sendo p = 0.0. A matriz de conectividade é escrita

COImao:

-1 1 0 O

A= (A.3)
-1 0 1 0
-1 0 0 1

Agora, vamos determinar os autovalores da matriz presente em Eq. (A.3). Para

isso, resolvemos a seguinte equacao:
det(A—I\) =0, (A.4)

onde I é a matriz identidade. Teremos:

3—X -1 —1 —1
-1 1-=A 0 0
det =0.
-1 0 1—A 0
-1 0 1—A

Desta forma, calculamos —1A44; +0A40+0A43+ (1—\) Ay = 0. A partir da qual obtemos:
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-1 -1 -1 33— -1 —1
—(=D|1-Xx 0 0 (1-=XN| -1 1-X 0 = 0
0 1-X 0 —1 0 1-2A
IT=X2+(1=N[B=N1=X*-201-X))] = 0
—(1=2)?+B=N1=-X?*=2(1-))?* = 0
B=N1-X?=-31-X?% = 0
(1-=X*[B-N1-XN-=3 =0
(1=XN)2*(A—4)\) = 0
A(1=XN1=-XNA—-4) = 0. (A.5)
Desta forma, temos os seguintes autovalores para um dendrimero puro:
M=0=X3=1 )\ =4. (A.6)

Agora, vamos determinar os autovetores associados a cada autovalor. Para isso,

resolvemos a seguinte equagao:

(A—1IXN)v =0, (A.7)
onde
a
b
’U _—
c
d

Primeiramente, resolveremos para A\; = 0. Teremos o seguinte:

3 -1 -1 -1 a 0
-1 1 0 0 b 0
— 17, (A8)
-1 0 1 0 c 0
-1 0 0 1 d 0
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apos efetuar a multiplicacao, encontramos o seguinte sistema linear:

Assim:

V1 =

Com:

Portanto, o autovetor normalizado v; = |¢;) associado a A; = 0 é dado por

3a—b—c—d=0

—a+b=0
—a+c=0
—a+d=0.
a a
b a
= :&
c a
d a

1

a =
VIZ+ 12412412

—_ = =

5.

1 1
1 |1 1
ay=a| [ =], [ =502+ ).
1 1
Onde:
1 0 0 0
0 1 0 0
1) = ]2) = 13) = e |4
w={ [2=|, | B=], |cm=],
0 0 0 1

Agora, resolveremos para Ao = A3 = 1. Teremos o seguinte:

2
-1
-1
-1

-1
0
0
0

-1 -1 a
0 O b
0 0 c
0 O d

o O O O

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)
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apos efetuar a multiplicacao, encontramos o seguinte sistema linear:

20 —b—c—d=
—a=0
(A.14)
—a=0
L —a = 0.
Agora, temos uma familia de autovetores, assim:
0 0
b 1 0
=b +c , (A.15)
c 0 1
—b—c —1 -1
desta forma,
0
1 0
vy = e vg = . A.16
2 0 3 ) (A.16)
-1 -1

Utilizando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, fazemos:

/ 1111
V) =01 = <§, 5,575) . (A].?)

Assim, para vy, teremos:

r <U2,U/1> ’
N T
0 .
= Vg — I’Ul = (O, 1,0, —1) . (Alg)
Ja para vz, obtemos:
/ (v3,0)) + (vs,v5)
v = Uz — 7 U1 — 7 U
’ ’ (vy,vp) ' (g, vy) 2
0 ’ ]_ !
= Ug—Ivl 5?]2
1. 1 1
= Vs — 51)2 = (0,0,1,—1) — <0,§,0,—§)

vy = (0,—1,1,—1) (A.19)
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/ / ! ~ . ~ . / /
Agora, vy, v, € v5 sao vetores ortogonais. Podemos, entao, normalizar v, e v5. Fazemos:

Uy Uy 1
Uy = — = —==—(0,1,0,—1), (A.20)
vl V2 V2
e
vé v; V6 1 1
3=—F—=—==—10,—%=,1,—= | . A.21
"R 7 (03t 2y
2
Portanto, os autovetores ortonormalizados us = |go) € us = |q3), associados a Ay e Az,

respectivamente, sao dados por

0
) =3 | o | =202 - ), (A22)
—1
0
@) =5 | 7| =% [+ 18 - 3] (A.23)

Agora, resolveremos para \y = 4. Teremos o seguinte:

-1 -1 -1 -1 a 0
-1 -3 0 0 b 0
= , (A.24)
-1 0 -3 0 c 0
-1 0 0 -3 d 0
apos efetuar a multiplicacao, encontramos o seguinte sistema linear:
(—a—b—c—d=0
—a—3b=0
(A.25)
—a—3c=0
L —a —3d = 0.
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Assim:

Com:

a —3d -3
b d 1
* c d 1 ( )
d 1
1 1

VI9+3  2v3

Portanto, o autovetor normalizado vs = |q4) associado a Ay = 4 é dado por

-3 -3

1 1 1 1

LT | T [=3[1) +12) + [3) + [4)]. (A.27)
1 1

Todos os autoestados ortonormalizados obtidos para este primeiro caso, em que temos um

dendrimero puro (uma rede estrela), podem ser confirmados através do resultado geral

obtido por Xu em [73]; neste mesmo trabalho, os valores abaixo para y;j também podem

ser verificados.

A partir de agora, com todos os autovalores e autovetores determinados, podemos

calcular o valor exato do limite de longo tempo x;x(t) dado por . Lembrando que

5>\n7/\m =1 se >\n =

X1,1 =

X12 =

Am, € 0 caso contrario. Desta forma, teremos:

O (Han) (qu| 1) (L) (1) + 0,0, (Hgz) (g2]1) (1 g2) {g2[1) +
Oxz. x5 (1]q2) (q2|1) (1gs)(gsl1) + Ox;x, (gs) (gs|1) (1] g2) {g2[1) +

O, 2 (11g3) (3] 1) (Lgs) (3] 1) + Oxs ns (1 qa) (qal 1) (]ga) (gal1)
1 81 5
TRV (A.28)

O (U (q112) (2lau) (qu|1) + 63,0, (1]2)(g2(2) (2]q2) (g2 1) +
Oxans (1102)(q212) (2]3) (g3|1) + Ox5.0, (1]a3)(g3(2) (2]q2) (g2(1) +
Oxans (1103)(g312) (2]3) (g3|1) + Ox, 00 (1]a)(q4]2) (2]a){qa[1)

1 1 1

4= A2
16+16 8 (4.29)
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X1,3

X1,4

X2,1

X2,2

X2,3

X2,4

O (L) {a[3) (3lan) {a[1) + 0x, 0 (1g2) (4213) (3la2) (g2[1) +
Oxa. x5 (1]q2)(q213) (3lgs) (s[1) + Oxs 2, (Llgs) (gs]3) (3[g2) (2] 1) +

Oxs.xs (11as) (gs13) (3]ds) (sl 1) + O (Lqa) (qa|3)(3[qa) {gal 1)
19 1

6 14§

Oae o (g (gul4) (4]q){qal1) + 0x,n, (L g2) (g2]4) (4 g2) (g2[1) +
Oz xa (1192) (g214) (4]g3) (g3 1) + Oxan (Llgs) (g3]4) (4]g2) {ga1) +

Oxs.xs (Llas) (gs|4) (4]qs) (sl 1) + O i (Lqa) (qal4) (4lga) (gal 1)
19 1

6 14§

Oaen (201 (gn|1) (L qr)(q112) + 0x,.0, (2l 2) (g2[1) (L g2) (g2[2) +
Oxz,3a (2192) (4211 (11g3) {g3]2) + Oxan(2lgs) (g3]1) (1]g2) {¢22) +

Oxs. 2 (2103) (gs|1) (1]gs) (q3]2) + O, xa (2]qa) (qa| 1) (1 ga) {gal2)
11 1

616§

5/\1,)\1 <2|q1> <q1 |2><
0o (2]02)(g2(2)(
Oxans (2103)(q312) (2]43) (g312) + O3y 00 (2]a) (q4]2) (2]qa)(q4[2)

1

1+1+ +36+1_37
16 4 6 1296 144 72

I (2]q1)(@113) (3la1) (q1]2) + Oagx. (2]q2) (2]3) (3]42) (q2]2) +
Ong. s (2]q2)(q2]3) (3[q3) (g312) + Oy 00 (2]03) (g313) (3lq2) (q2]2) +

Oxs.ns$2103) (g313) (3]g3) (@312) + Oxyns (2]qa)(al3) (3]qa)(qal|2)
1 N 1 N 1 13
16 9 144 72

Oxs o (2lq1) (q1]4) (4lq1){q1]2 (
Oxans (2162) (0214) (4]q3) (q3]2) + Oxs 00 (2]03) (3]4) (4lq2) (q2|2) +
(g3] (g3]2

Oxs.ns (21 03) (g3]4) (4]g3) (a3]2) + Ox,ns (2]qa) (qal4) (4]qa)(qa|2)

1+1+1+1 1 1_31
16 4 24 24 36 144_72'

20q1){q1]2) + 0,0 (292) (42]2) (2]g2) {¢22) +
20q3)(q312) + 0x; 2 (213) (432) (2]g2) (g2|2) +

)+ O (2]q2) (q2]4) (4]g2) (q2]2) +

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)
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X3,1

X3,2

X3,3

X3,4

X4,1

X4,2

O (3l (@ 1) (La){a[3) + 0x, 0 (3la2) (g2[1) (1lg2) (g2]3) +
Ona.x (3102) (q2|1) (1]gs) (g3]3) + Oxsx, (3las) (gs|1) (1] g2) (g2[3) +

Oxs.x (3las) (gs|1) (1]gs) (q3]3) + O, xi (3lqa) (qal1) (1 ga) {qal3)
11 1

616§

a3l (0112)(2]q1) (q113) 4 0x,.0, (3l 42) (42]2) (2] g2) (a2[3) +
Onz,na (3192) (4212 (2]g3) {g3(3) + Oxa 2 (3las) (43]2) (2]g2) {¢213) +

Oxs.ns (3193) (q312) (2]g3) (a313) + Oxyns (3]qa)(qa]2) (2]qa)(qal3)
1 N 1 N 1 13
16 9 144 72

a3l (q113) (3la1) (q113) + 0x,.n, (3[2) (a2[3) (3] 42) (a2[3) +
Oxz,a (3192) (4213) (31g3) (g3[3) + Oxa 2 (3las) (43[3) (3]g2) {¢213) +

Oxg s (3193) (313) (3193) (a313) + Ons n. (3194) (4a[3) (319a) (g4 3)
136 1 37

681 T T

O (3lar) {ar]4) (4lar){@[3) + 0x, 0 (3la2) (g214) (4lg2) (g213) +
Ona.xs (3]02) (4] 4) (4]q3) (gs[3) + 0x; 0 (3las) (g3]4) (4la2) (g2]3) +
Oxs.xs (31a3) (gs|4) (4]ds) (3]3) + O, xi (3]qa) (qal4) (4lga) {qal3)
11 17

1
6 9 9 T o

O () (qu|1) (T qu)(qu]4) + Oayn, (4]a2) (q211) (1]g2) (q2|4) +
Ongns (4]q2) (q2]1) (1]g3) (g3|4) + Oxsno (4]g3) (g3|1) (1lq2) (qa]4) +

Oxs.xs (4las) (gs|1) (1] gs) (gs]4) + O, xi (4]qa) (qa|1) (1 ga) (gl 4)
11 1

616§

Oxr o (4la)(@]2) (2]a1) (g (
Onans (4102) (212) (2]g3) (as14) + Oxg 00 (4]as) (g3]2) (2]q2) (g2 |4) +
(g3] (

|4
Oxgns (4103)(q312) (2]3) (g314) + Oxy na (4]a)(q4]2) (2]qa)(g44)

1+1+1+1 1 1_31
16 4 24 24 36 144_72'

114) + 035,05 (4]92) (q212) (2[g2) (q2]4) +

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(A.39)

(A.40)

(A.41)



90 A.2 Caso 2: dendrimero modificado (p # 0.0)

Xag = O (Ha)(@]3)(3lar)(gil4) + a0, (4102)(0213) (3]92) (g2]4) +

=L (A.42)

Xaa = Oxoa (4]q)(qu]4)(4]qu)(qul4) + dx, 2, (4lg) (g2|4) (4]g2) (q2[4) +
)(4]q3)(g3|4) + Oxg 2, (41a3) (g3]4) (4]g2) (g24) +
) (q314) + Ox, ns (41qa) (qal4) (4]qa) (qa]4)
11 1 1 1 37

S I A4
16+4+6+36+144 72 (A.43)

Podemos, entdo, calcular, para o caso 1, o valor médio ") sobre todas as possi-

bilidades de inicio da caminhada quantica. Obtemos:

RV = 58 .99, (A.44)

A.2 Caso 2: dendrimero modificado (p # 0.0)

Agora, vamos considerar um dendrimero modificado, isto é, adicionamos uma

nova ligagao entre os vértices 2 e 3 da estrutura anterior (Fig. [A.1]). Teremos:

Figura A.2 - Rede dendrimero modificado (p # 0.0) com apenas uma geracao (G = 1) e N = 4 vértices.
Uma nova ligagao (I) é adicionada entre vértices de mesma geracdo através da ativacdo do parametro p.
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A= . (A.45)

3—X -1 —1 —1
-1 2-X -1
det 0 =0.
-1 -1 2—=X 0
-1 0 0 11—

Desta forma, calculamos —1A4; +0A +0A43+ (1 — A)Ayy = 0. Teremos, assim:

-1 -1 -1 3-A -1 -1
—(-1)]2=Xx -1 0 |[+(1=XN| =1 2—=x -1 | =0

-1 2-X 0 -1 -1 2-X
—2=A?4+1+1=-N[2-N)B=-AN-1-1-2=-XN)-B=XN)—-(2=-X)] =0
—2=A)+1+(1=-N[2-XB=-A)=-3B-X)] = 0
—(I=NB=N+2=A*1-=NB-X)=31-XN)B-X) =0
(1=XNB=XAN)[-1=-3+4—4A+N] = 0
AL=XNEB-NE-A) = 0.
(A.46)

Desta forma, temos os seguintes autovalores para um dendrimero modificado

(ligacao I adicionada):

Agora, vamos determinar os autovetores associados a cada autovalor. Primeira-

mente, resolveremos para A\; = 0. Teremos o seguinte:
3 -1 -1 -1

, (A.48)

|

[

|

—_

[\
= O
QL O o Q2
o O O O
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apos efetuar a multiplicacao, encontramos o seguinte sistema linear:

3a—b—c—d=0
—a+2b—c=0
(A.49)
—a—b+2c=0
L —a+d=0.
Assim:
a a 1
b 1
v = % =a (A.50)
c a 1
d a 1
Com:
1
a= =—.
VIZ+12412412 2
Portanto, o autovetor normalizado v; = |¢;) associado a A; = 0 é dado por
1 1
1 | L 1
1) = a N P 2 (1) +12) +13) + [4)]. (A.51)
1 1
Agora, resolveremos para Ay = 1. Teremos o seguinte:
2 -1 -1 -1 a 0
-1 1 -1 0 b 0
= , (A.52)
-1 -1 1 0 c 0
-1 0 0 0 d 0
apos efetuar a multiplicagao, encontramos o seguinte sistema linear:
(2a —b—c—d=0
—a+b—c=0
(A.53)
—a—b+c=0
—a = 0.
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Assim:
a 0 0
b b 1
2 c b 1 ( )
d —2b —2
Com:
b — 1 1
VETET (o Vo
Portanto, o autovetor normalizado vy = |¢o) associado a Ay = 1 é dado por
1 0
1 1 1 1
@ =b| | =%| , |- H2rE -2 (A.55)
1 -2
Agora, resolveremos para A3 = 3. Teremos o seguinte:
0O -1 -1 -1 a 0
-1 -1 -1 0 b 0
= , (A.56)
-1 -1 -1 0 c 0
-1 0 0 =2 d 0
apos efetuar a multiplicagao, encontramos o seguinte sistema linear:
(—b—c—d=0
—a—b—c=0
(A.57)
—a—b—c=0
[ —a—2d=0.
Assim:
0 0
— -1
Vg = = “l=c (A.58)

_Q O o 2
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Com:
1 1

TVPA(RE VR

Portanto, o autovetor normalizado vz = |g3) associado a A3 = 3 é dado por

0 0
-1 -1

w=c| | =%| T |=HER+B. (A.50)
0 0

Agora, resolveremos para Ay = 4. Teremos o seguinte:

-1 -1 -1 -1 a 0
-1 -2 -1 0 b 0
= , (A.60)
-1 -1 -2 0 c 0
-1 0 0 =3 d 0
apos efetuar a multiplicagao, encontramos o seguinte sistema linear:
(—a—b—c—d=0
—a—2b—c=0
(A.61)
—a—b—2c=0
L —a —3d = 0.
Assim:
a —3d -3
b d 1
! c d 1 ( )
d 1
Com:
1 1

VI+3  2v3
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Portanto, o autovetor normalizado vs = |q4) associado a Ay = 4 é dado por
-3 -3
1 1 1 1
) = d L TaEl | T s [=311) +[2) +13) + [4)]. (A.63)
1 1

A partir de agora, com todos os autovalores e autovetores determinados, podemos

calcular o valor exato do limite de longo tempo x; x(t) dado por Desta forma, teremos:

X1,1 =

X1,2 =

X1,3 =

X14 =

X211 =

X22 =

Oxp o (U (g 1) (Tgu)(qu|1) + 6x,0, (1] g2)(g2|1) (1]g2){g2[1)

Oxana (11g3) (q3]1) (1]g3) (g3 1) + Onina (11ga) (qal1) (1]qa){gal1)
1 9 5

6716 8

O (U (q112) (2lau) (qu|1) + 63,0, (1]2)(g2(2) (2]g2) {g2[1)
Oxsns (1103)(q312) (2]3) (g3|1) + Ox, 0s (1]a)(q4]2) (2]qa){q4[1)
1 9 1
671§

O (Han)(qu13) (3la) (@ l1) + Ox,x, (Hgz) (q213) (3[g2) (2| 1)

Oxs.xs (1]as) (g313) (3]as) (sl 1) + O (Lqa) (qa|3)(3[ga) {gal 1)
1 9

1
6 14§

O (1 qr) (qu]4) (4]q)(au]1) + Ox, 0 (1] g2) (g2]4) (4]q2) (g2|1)

Oxs.xs (Llas) (gs|4) (4]qs) (sl 1) + O xi (Lqa) (qal4) (4lga) (gal 1)
19 1

6 14§

On (21q1) (1) (Hgr){q12) + Oa 02 (2102) (g2[1) (1]g2) {¢22)

Oxs.s (21a3) (g3l 1) (1]gs) (gs]2) + Ox, 20 (2]qa) (al1) (1]qa)(qa]2)
19 1

6 1§

O (2101)(q112) (21q1) (q112) + 03,0 (2]@2) (g2(2) (2] q2) {g2(2)

Ons s (2]03) (a312) (2]a3) (q3]2) + Oxgxa(2]qa) (94]2) (2]q4) (4] 2)
1,119 %
16 36 4 1296 72

(A.64)

(A.65)

(A.66)

(A.67)

(A.68)

(A.69)
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X2,3

X2,4

X3,1

X3,2

X3,3

X3,4

X4,1

X4,2

O (2lq1){@]3) (3lar) (@]2) + 0x, 0, (2]q2) (4213) (3lg2) (42]2)

Oxs.ns$2103) (g313) (31g3) (@3]2) + Oxyns (2]qa)(al3) (3]qu)(qal|2)
1 N 1 N 1 N 1 25
16 36 4 144 72

O (21q1) (q1]4) (4]q1)(q1]2) + Oxy 0 (2]q2) (g2]4) (4]q2) (g22)

Oxans (21a3) (a3]4) (4] qs) (3] 2) + Oxgng (2]qa) (qal4) (4]q4) (qa|2)
ot B
16 9 144 72

Oxpa (3la) (| 1) (i) (q|3) + Ox,0, (3]2) (g2| 1) (1]g2){g2(3)

Ons 2 (3103) (gs|1) (1]gs) (g3]3) + O s (3]qa) (qa| 1) (1 ga) {gal3)
19 1

61§

O (3lan)(q112) 2] qr)(@113) + Oxs.0, (3la2) (4212) (2] g2) {g2[3)

Oxs s (313) (93]2) (2103) (q313) + Oxgoxa (31qa) (qa|2) (2] qa) (qa]3)
L, 111 %
16 36 4 144 72

O (3lan)(q113) (3l (1]3) + Oxs0, (3la2) (g213) (3[g2) {g2[3)

Oxs s (31a3) (43]3) (31q3) (q313) + Oagoxa (31qa) (qal|3) (3]qa)(qal3)
1 N 1 N 1 N 9 25
16 36 4 1296 72

O (31q1) (q1]4) (4]q1)(q1]3) + Oxy s (3]q2) (g2]4) (4]q2) (g2[3)

Oxsns (3103) (q3]4) (4]g3) (a3]3) + Ox,ns (3]qa) (qal4) (4]qa)(qal3)
1 +1+ 1 13
16 9 144 72

Oxp o (4lqu)(q|1) (Lgu)(qul4) + Ox,0, (4]2)(g2| 1) (1]g2){g2[4)

Oxs.xs (4103) (gs|1) (1]gs) (g3]4) + O, s (4]qa) (qa| 1) (1 ga) (gl 4)
19 1

6 1§

Oy (41q1)(q112) (21qu) (q1]4) + Ox,0, (4]02)(q2]2) (2] q2) {g2[4)

Oxs xs (41d3) (03]2) (2 g3) (@314) + Oxs i (4194) (94]2)(2]ga) (ga]4)
11 1 13

6ot

(A.70)

(A.71)

(A.72)

(A.73)

(A.74)

(A.75)

(A.76)

(A.77)
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Xas = Onon (4 (@1[3)(3[q1) (q1]4) + x, 0, (4ld2) (4213) (3142) (¢2[4)
Oxs. x5 (4103) (0313) (3]d3) (g3]4) + O, s (41qa) (qa|3) (3[qa) (gl 4)

1 1 1 13

o+ ot Al
69 M (A.78)

Xaa = O (4a)(q1]4) (4]q1)(q1]4) + dagne (4la2) (92]4) (4la2) (92]4)

Oxans (41a3) (a3]4) (4 qs) (qs]4) + Oxgng (4]qa) (qal4) (4]qa) (qal4)
1 16 1 37

T A.
16736 144 T (A.79)

Podemos, entéo, calcular, para o caso 2, o valor médio ¥? sobre todas as possi-
bilidades de inicio da caminhada quantica. Obtemos:

5 37
gt.+5

~(2) _
X = 16

= 0.25. (A.80)

A.3 Caso 3: dendrimero modificado (p # 0.0)

Agora, vamos fazer a mesma andlise para o dendrimero modificado ao adicionar-

mos uma nova ligagao a Fig. entre os vértices 3 e 4. Teremos:

II

Figura A.3 - Rede dendrimero modificado (p # 0.0) com apenas uma geracao (G = 1) e N = 4 vértices.
Uma nova ligacao (IT) é adicionada entre vértices de mesma geragao através da ativagdo do parametro p.

3 -1 -1 -1
-1 2 -1 0

A= . (A.81)
-1 -1 3 -1

-1 0 -1 2
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Agora, vamos determinar os autovalores da Eq. (A.81)). Teremos:

3—\ -1 —1 —1
-1 2—-X -1
det 0 =0.
—1 -1 3-X -1
-1 0 -1 2=

Desta forma, calculamos —1A; +0A4 — 1 A3+ (2— A)Ayy = 0. Teremos, assim:

-1 -1 -1 3—\ -1 —1 3—A2 -1 -1
—(-1)[2-Xx -1 0 |+1] -1 2—=Xx 0 [+2=-XN| -1 2—-Xx -1 | =0
-1 3-X -1 -1 -1 -1 -1 -1 3-X
“22-NB=-XN)-22-0)+2-N[B=-N*2-N-2-(2-X)-2B-X)] = 0

B=X22-A)*=2-X2)*—=42-N)B-AN)—-42-)) = 0
2=N[B=A2=N) = (2= 43— 1) -4

AM2=XA)(=A*+8X—16) = 0.

(A.82)

Desta forma, temos os seguintes autovalores para um dendrimero modificado

(ligagao I e IT adicionadas):

Agora, vamos determinar os autovetores associados a cada autovalor. Primeira-

mente, resolveremos para A\; = 0. Teremos o seguinte:

3 -1 -1 -1 a 0
-1 2 -1 0 b 0
= , (A.84)
-1 -1 3 -1 c 0
-1 0 -1 2 d 0
ap0s efetuar a multiplicagdao, encontramos o seguinte sistema linear:
(( 3a—b—c—d=0
—a+2b—c=0
(A.85)

—a—b+3c—d=0

L —a—c+2d=0.
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Assim:
a a 1
b 1
v = —| " =a (A.86)
c a 1
d a 1
Com:
1
a= =—.
V12412412 2
Portanto, o autovetor normalizado v; = |¢;) associado a A; = 0 é dado por
1 1
1 |1 1
) =a) =z | | =R +E)+H]. (A.87)
1 1
Agora, resolveremos para Ay = 2. Teremos o seguinte:
1 -1 -1 -1 a 0
-1 0 -1 0 b 0
= , (A.88)
-1 -1 1 -1 c 0
-1 0 -1 0 d 0
apos efetuar a multiplicacao, encontramos o seguinte sistema linear:
a—b—c—d=0
—a—c=0
(A.89)
—a—b+c—d=0
L —a—c=0.
Assim:
a 0
b b 1
vy = = =0 : A.90
e 0 0 (4.90)
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Com:
1 1

VR Ve

Portanto, o autovetor normalizado vy = |ga) associado a Ay = 2 é dado por

|

—_

|

—_

|

—_

|

—_
QL O o Q2
o O O O

apos efetuar a multiplicagao, encontramos o seguinte sistema linear:

(—a—b—c—d=0
—a—2b—c=0
—a—b—c—d=0
—a—c—2d=0.

\

Assim, temos uma familia de autovetores, logo:

—c—2d -1 —2
d 0 1
=c +d ,
c 1 0
d 0 1
desta forma,
-1 -2
0 1
vy = ) e vy =

(A.91)

(A.92)

(A.93)

(A.94)

(A.95)
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Utilizando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, fazemos:

/ 1111 / 1 1
V=01 = 5, 5, 5, § € Vy = Vg = 0, E,O, —E . (A96)

Assim, para vs, teremos:

3 i !
v = U3 — 7 7 - 7 7
’ (vy, vy) ? (v1,v7) '
0, 0,
= Ug—I’UQ Ivl
= wv3=(-1,0,1,0). (A.97)
Ja para vy, obtemos:
, (vg,v > , <v4,v'2> , <’U4,U/1> ,
v — U4 7 - 7 7 Vy — / 7
! <U3av> ’ (vg, v5) (vy,v1) !
2 o 0o, 0,
T MmN
= (=2,1,0,1) — (~1,0,1,0)
v, = (—1,1,-1,1). (A.98)

U3 U3 1
ug = — = —==—=(-1,0,1,0), (A.99)
lvs] V2 V2
e
u4:U—;:U—;:1(—1 1,-1,1). (A.100)
CANEVZEE A
Portanto, os autovetores ortonormalizados us = |g3) € uy = |q4), associados a A3 e Ay,
respectivamente, sao dados por
-1
1 0 1
)= | | = H B, (A101)
0




102

A.3 Caso 3: dendrimero modificado (p # 0.0)

(=11 +12) = 13) + [4)].

=
~
I
Nl
I
D=

(A.102)

A partir de agora, com todos os autovalores e autovetores determinados, podemos

calcular o valor exato do limite de longo tempo x; (¢) dado por Desta forma, teremos:

X1,1

X1,2

W A1<1|q )]
Oxg,7a (1]g3) (gs]
5)\4 >\3<1|Q4>< ‘

qa|1) (1]g3)(gs|1) + 6x,n, (1]qa){(qa|1) (1]qa){qal1)

O (U q1) (q1]2) (2lqu)(qu]1) + Oxy 0 (1] g2) (q2]2) (2] g2) (g2 1) +
Oxans (1103)(q312) (2]3) (g3|1) + Ox;.0, (1]a3)(g3(2) (2]qa) (gal1) +

Onans (1qa)(qa|2) (2] q3) (3] 1) + O, i (1qa) (qa]2) (2] ga) {gal 1)
11 1

616§

O (L) (q1[3) (Blan) {qi[1) + dx, 0 (Llg2) (g2|3) (3la2) {g2[1) +
) (3laz)(gs|1) + dxg xa (lgs)(g313) (3[qa) (qal 1) +
)3

|3) (g3 1) + x40 (1] qa) (qa]3) (3]qa) (qa|1)
+ -+ =+ L + L_ 2
16 4 8 & 16 8

(q

5>\3>\3<| ><QS‘3
(@3
1

O (Han) (qul4) (4lar) (@ l1) + 0,0, (Hgz) (g2]4) (4]g2) {g2[1) +
Oxs.xs (Llas) (gsl4) (4lqs) (gs[1) + O i (Llgs) (gsl4) (4ga) (gl 1) +

Onaxs (1qa) (qal4) (4]gs) (sl 1) + O i (Lqa) (qal4) (4l ga) (gal 1)
11 1

616§

D) (Lgq1){q|1) + dxsx, (1g2){g2|1)(1]g2)(g2[1) +
1)(1lgs)(gsl1) + dxgx, (Llg3)(a3]1)(1]qa)(qa|1) +
1)

(A.103)

(A.104)

(A.105)

(A.106)
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X2,1

X2,2

X2,3

X2,4

X3,1

X3,2

O (2l (@ 1) (Ha){a]2) + 0x, 0 (2]q2) (22[1) (T]g2) (2]2) +
Oxs.xs (2103) (gs|1) (1] gs) (q3]2) + O i (2]gs) (gs]1) (1 ga) (gal2) +

Onax (2100} (qal1) (1 gs) (q3]2) + O, i (2]qa) (qa|1) (L ga) {gal2)
11 1

6716 8
5/\1,)\1 <2|q1>

Onaxs (2094)(0412) (2]q3) (43]2) + O, i (2]qa) (04]2) (2] ga) (a]2)

|
_l’_

|
+

|

|
ol w

On (21q1) (a113) (31a1){q1]2) + Oa02(292) (4213) (3]g2) {¢212) +
Oxana (293) (q313) (31g3) (g3]2) + Oxana(2l4s) (g3]3) (3]qa) {g|2) +

Onaxs (2004)(qa13) (3]d3) (3]2) + O, i (2]qa) (qa|3)(3[ga) {al2)
11 1

616§

O (211 (a1l 4) (4l (@]2) + 05, 0 (2]q2) (0214) (4lg2) (2]2) +
Oxs. 2 (2103) (g3]4) (4]d3) (43]2) + O a (2]g3) (g3]4) (4 ) (qal2) +

Oxa s (2]qa) (qal4) (4]q3) (gs]2) + Ox, 20 (2]qa) (qal4) (4]qa) (qa]2)
11 1

TN
<

16 4 16
5/\1,)\1 <3|q1>

5)\4,)\3 <3|q4>

O (31q1)(q1]2) (2[q1)(a1[3) + Oy (3]42) (4212) (2]g2) (g23) +
Oxs.ns (313 (03]2) (2[q3) (g313) + Oxs na (3103) (q312) (2lqu) (qa|3) +

Onans (3144) (9] 2) (2]q3) (gs[3) + Ox; 2 (31qa) (a]2) (2]qa) (qa]3)
11 1

616§

(@112)(2]q1){(q1]2) + 03,0, (2]q2) (¢2]2) (2]q2) (q2]2) +
Oxs s (2193) (a312) (2]3) (g3]2) + x50, (21g3) (a3]2) (2]a) (qa]2) +
(

{@]1)
Oxs.ns (31a3) (as] 1) (1]gs)(gs[3) + 0x;.x (3las) (gs[1) (1]qa) (qal3) +
{ga[1)

(A.107)

(A.108)

(A.109)

(A.110)

(A.111)

(A.112)
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A.3 Caso 3: dendrimero modificado (p # 0.0)

X3,3

X3,4

X4,1

X4,2

X4,3

X4,4

O (3la1){a]3) (3lar) (@[3) + 0x, 0, (3la2) (4213) (3lg2) (4213) +
Oxs.xs (3103) (4313) (3]ds) (43]3) + O i (3las) (gs]3) (3[ga) (al3) +
A

x5 (310) (0413) (305 (a513) + O 3161} (0a13) (Blas) (0a]3)

1 1 1 1 1 5

4= A113
16+4+8+8+16 8 ( )

O (3lan) (qn|4) (A1) (a1]3) + Ox,0, (3la2) (g214) (4] 2) (2[3) +
Oxs 2o (343) (43]4) (443) (9313) + Oxs 24 (3lds) (g3]4) (4]ga) (ga|3) +
Ons 2o (394) (qal4) (4d3) (313) + Oxs 01 (3]qa) (qal4) (4]g4) (9a]3)
1 1 1
O (4lan) (qu 1) (L) (@ 4) + O, 0, (41g2) (g2]1) (1] g2) {ga]4) +
Oxs 2 (4193) (3] 1) (1] gs) (g314) + Oxs x4 (4as) (g3]1) (1]ga) (gal4) +
Ona 2o (4194) (aal 1) (1 gs) (g3]4) + Oxy n (4lqa) (qa|1) (1]ga) (ga|4)
1 1 1
TRt (A.115)
O a (4lq1)(q112) (2l (a1 4) + 0,0, (4102) (4212) (2] g2) (g2[4) +
Ong 2 (4193) (43]2) (2l d3) (9314) + Oxg x4 (4ds) (g312) (2]qa) (gal4) +
Ona 2o (4194) (9]2) (2l g3) (g314) + Oxy 0 (41da) (94]2) (2]g4) (9]4)
1 1 1

3
—+ -+ —==-. A.116
16+4+16 8 ( )

O (4q1)(q1]3) (3lqu)(qu]4) + Oagn, (4la2) (92]3) (3|a2) (q2(4) +
g s (4103) (a313) (3las) (gsl4) + xg ni (4lgs) (a3]3) (3]qa) (gal4) +

Onaxs (4104)(0a13) (3]d3) (3]4) + O, xi (4]qa) (qa|3) (3[qa) (gl 4)

1 1 1
—+ === A117
16 * 16 8 ( )

O (41q1) (g |4) (4la)(q|4) + 0x,0, (4la2) (g2]4) (4]g2) (q2]4) +
Oxs.ns(41q3) (g3]4) (4]g3) (g3]4) + Oxg ns (4]g3) (g3]4) (4]qa)(qal4) +
Oxgns (41qa) (qal4) (A1) (g3l4) + Ox,ns (4lga) (gal4) (4]qa){(qal4)

1 1 1

3
—+ -+ === A118
16+4+16 8 ( )

Podemos, entéo, calcular, para o caso 3, o valor médio ¥® sobre todas as possi-
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A.4 Caso 4: dendrimero modificado completo (p =1.0)

bilidades de inicio da caminhada quantica. Obtemos:
(A.119)

5((3): 16
A.4 Caso 4: dendrimero modificado completo (p =

1.0)

Agora, vamos considerar um dendrimero modificado completo, isto é, quando
adicionamos todas as ligagdes possiveis entre os vértices de mesma geragao (Fig. |A.4).

Teremos:

II1

II

Figura A.4 - Rede dendrimero modificado completo (p = 1.0) com apenas uma geracao (G =1)e N =4
vértices. Todas as ligacoes possiveis sao adicionadas entre vértices de mesma geracao através da ativagao

do parametro p.

3 -1 -1 -1
-1 3 -1 -1
A= (A.120)
-1 -1 3 -1
-1 -1 -1 3
Agora, vamos determinar os autovalores da Eq. (A.120]). Teremos:
3—X -1 —1 —1

det
-1 -1 3-X -1
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Desta forma, calculamos —1A4; — 1Ay —1A43+ (3 — A) Ay = 0. Teremos, assim:

-1 -1 -1 3-\ -1 -1 3-\ -1 -1
—(-1)|3-x -1 —1|-(1)] -1 -1 —1|—=(=1)] =1 3-X —1] +
-1 3-) -1 —1 3-x -1 1 -1 -1
3-\ -1 -1
B=XN| -1 3-x -1 | =0
~1 -1 3-2)

—1-1-B=XN*+1-B-XN-B-XN)-1-B-XN?-1-3-N*-1-1 —

B-=AN)=-B=XN+1+B=-N)[B=-X1)’-1-1-3B-1)] = 0
=3(3=A?4+6(B3-X)-3+B-N[B-X"=3B-X)-2] =0
A 1203 £ 510 — 88A 448 —3\% + 24\ —48 = 0

A= 1203 1480 — 64N = 0

AN =120 + 48X —64) = 0

A(A—4)° = 0.

(A.121)

Desta forma, temos os seguintes autovalores para um dendrimero modificado

completo (ligagoes I, II e III adicionadas):

Agora, vamos determinar os autovetores associados a cada autovalor. Primeira-

mente, resolveremos para A\; = 0. Teremos o seguinte:

3 -1 -1 -1 a 0
-1 3 -1 -1 b 0
= , (A.123)
-1 -1 3 -1 c 0
-1 -1 -1 3 d 0
apos efetuar a multiplicacao, encontramos o seguinte sistema linear:
(( 3a—b—c—d=0
—a+3b—c—d=0
(A.124)

—a—b+3c—d=0

| —a—b—c+3d=0.
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Assim:
a a 1
b 1
v = =% =a (A.125)
c a 1
d a 1
Com:
1
a= =—.
V12412412 2
Portanto, o autovetor normalizado v; = |¢;) associado a A; = 0 é dado por
1 1
1 |1 1
) =a) =z | | =R +E)+H]. (A.126)
1 1
Agora, resolveremos para Ao = A3 = Ay = 4. Teremos o seguinte:
-1 -1 -1 -1 a 0
-1 -1 -1 -1 b 0
= , (A.127)
-1 -1 -1 -1 c 0
-1 -1 -1 -1 0
apos efetuar a multiplicagao, encontramos o seguinte sistema linear:
(—a—b—c—d=0
—a—b—c—d=0
(A.128)
—a—b—c—d=0
(—a—b—c—d=0.
Assim, temos uma familia de autovetores, logo:
—b—c—d -1 —1 -1
b 1 0 0
=b +c +d , (A.129)
c 0 1 0
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desta forma,

Vg = € U3 = € Vg =

Utilizando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, fazemos:
vy = = (1,1,1,1).

Assim, para v, teremos:

’ </UQ,/U1> ’
Vg = Vg — 7 U1
(v1,01)
0 .

= vy =(—1,1,0,0).

Ja para v3, obtemos:

I
! ! !
<U3’ U2> <U37 U1>
vy = Uz — —
’ T (o) T (W)
= 1)3——’0,2

E para v,, teremos:

v, = vy — <U4’03>v' — (va,09) + (va,0))
) (g vg) © (5,05 ° (v, vp)
1, 1,
= U4 — SV 51}2
1 1 1 1
= - —-—=,—=,1,0) —=(—1,1,0,0
V4 3< 27 27 ) ) 2( , 1y, U, )
— =100+ (2-1 1y
- y Yy Yy 3; 3, 3,

/ 1 1 1
U4 — __,__,__,1 .
373 3

(A.130)

(A.131)

(A.132)

(A.133)

(A.134)

/ / / / ~ . ~ . ’ ’ ’
Agora, v;, vy, v5 € v, s@0 vetores ortogonais. Podemos, entao, normalizar v,, vy € v,.
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Fazemos:
vy vy 1
Uy = — = —= = —(—1,1,0,0), (A.135)
|vg ] \/§ \/§
vy vy V6 1 1
= 2= 3 Y (-2 _-10 A.136
“ R 3(22 (A.136)
2
e

o Uit _ V3 (_1 L 1) | (A.137)

Portanto, os autovetores ortonormalizados us = |¢2), ug = |g3) € ug = |qu), associados a
A2, A3 e )4, respectivamente, sao dados por
—1
1 1 1
) =2 | o | =+ (A.138)
0
_1
2
1
) =5 | | =% [0 312+ 1) (A-139)
0
e
1
T3
1
a9 = | 73| =L 1) - 1) - 13)+ 4] (A.140)
3
1

A partir de agora, com todos os autovalores e autovetores determinados, podemos
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A.4 Caso 4: dendrimero modificado completo (p =1.0)

calcular o valor exato do limite de longo tempo x; x(t) dado por Desta forma, teremos:

X1,1

X1,2

X1,3

X1,4

Oxen (Han) (qul1) (Xqu) (qal1) + dxgne (1g2) (g2l 1) (1] g2) {g2[1) +
0o xs (11G2) (G2[ 1) (1]g3) (gsl 1) + Oxy x4 (1]g2) (g2]1) (1]qa) {qal1) +
Oxs, xo (as)(g3]1)(1]g2) (g2|1) +5A3,A3<1|Q3><q 1) (1]g3)(ga]1) +
Oxg e (11g3) (q3]1) (1] qa) (qal 1) 4 Oy xo (1] qa) {gal1) (1]q2) {q2]1) +
Onana (11g0) (qa]1)(1]gs)(gs[1) + Oayni (1]qa)(qal1)(1]qs)(qa[1)
ot 11115

16 4 6 12 18 ' 144 8

Oxg s (Lg) (qa]2) (2lg) (1) + 0, 0, (1g2) (g212) (21g2) (g2[1) +
Oxons (1 q2) (9212) (2]3) (ga]1) + Oxsns (102) (g212) (2] qa) {qal1) +
Ongna (1]g3) (q3]2) (2]a2) (g2]1) + 0xs 0 (1]g3) {a312)(2]g3) (g3[1) +
Oxg e (1193) (q3]2) (2]q4) (Gal 1) + Oy xo (1]94) (0a]2) (2] q2) (g2]1) +
Onana (11g) (qa]2)(2]g5) (gs]1) + Oagni (1]qa)(qa]2)(2]g4) (ga[1)
Ly r i ron

16 4 6 12 36 36 144 8

O (Mg (@ [3) Bla) (ar]1) + 0az . (1 g2){q2]3) (3q2) (q2[1) +
0o na (1102)(a2[3) (3]as) (gs]1) + Oxz na (1] g2){q2]3) (3q4) (qa[1) +
5)\3,)\2<1|Q3><Q3‘3> (3’CI2><Q |1> + Oxs, ,\3<1IQ3><Q |3><3|Q3><93|1> +
Oxg e (11G3) (q3[3) (3]4) (qal 1) + Oy xo (1]qa) (qa]3) (3|q2) {g2]1) +
Onans (11g0) (qa[3) (3]as) (gs]1) + Oayni(L]qa)(qal3)(3lqs) (ga[1)
L

16 9 18 144 72

Oxia (Mg (qa]4) (4la) (ar]1) + 0xg . (1 g2) {g2]4) (4]g2) (g2[1) +
Oxons (1] q2) (q2]4) (4]gs) (g3]1) + dxns (11q2) (q2]4) (4] qa) {qal1) +
Oxg. o (11G3) (q3]4) (4]2) (gal 1) + Oxg 05 (1] 3) (g3]4) (4]g3) {g3]1) +
Oxs, a(Las)(gsl4) (4] qa) (g4l 1) +5A4,A2<1|Q4><q |4) (4]g2) (q2[1) +
5/\4>\3<1|Q4><Q4‘4><4M3>< 311) + Oaun (1]ga) (qal4) (4]g4) (ga[1)

1+ 1
16 16 8

(A.141)

(A.142)

(A.143)

(A.144)
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Xo = O (2an){an|1) (L qi){q1]2) + 03,0, (2]a2) (a2|1) (L]g2) (g2|2) +
0o na (2102) (q2[1)(1]g5) (g5]2) + 0z 00 (2]02) {g2]1) (1|qa) (qa]2) +
Oxsne (20a3) (g311) (1] q2) (q2|2) + Oxs. (2l a3) (g3] 1) (1]gs3) {g3]2) +
Oxsna (20a3) (g311) (1)) (@al2) + Oxine (2qa) (qal 1) (1] g2) {g2]2) +
Onans (2104) (qa]1)(1]gs) (g5]2) + Oagni(21q4)(qa|1)(1]qs) (qa[2)
_ Lttt 1. 1. B (A.145)
16 46 12 36 36 144 8
Xz2 = O (2100)(@1]2)(2lq1) (@1 ]2) + 03,02 (2]a2) (422) (2] g2) (g2|2) +
0o na (2102) (92]2)(2]g5) (g5]2) + O 0 (2] 92) {02]2)(2]q4) (ga[2) +
Oxs. 2o (2193) (03]2) (2]2) (G212) + Oxs 0 (21 03) (0312) (2] 3) (g3]2) +
5A3,A4<2|Q3><Q3|2><2|€I4><q 2) + 5A4,/\2<2|C]4><q 12)(2]q2){(q2]2) +
5A4A3<12|q4><q41|2><2|q?,i< q3]2) + 0xy 00 (2]0a) (94]2) (2] 94) (g4 |2)
= 1—16+Z+é+%+%+% ﬁ:g (A.146)
Xo3 = O (2100)(@1]3) (3lq1){(q1]2) + 03,02 (2]a2) (a2(3) (3[a2) (a2|2) +
Oroxs (2102) (q2[3) (3]g3) (g3]2) + O, 14 (2102) (q213) (31q4) (qa]2) +
Oxs.xe (2103) (q3[3) (3]q2) (g2l 2) + Oxg 05 (2l3) (g313) (3lg3) (g3]2) +
Oxs. e (2103) (q3[3) (3]qa) (al2) 4 Oy 20 (21 0a) (0a]3) (3|q2) (q2]2) +
Onuna (2104) (qa[3) (3]as) (a5]2) + Oy ni(2q4)(qa|3)(3lq4) (qa]2)

1 1 1 1 17
BETAERSTREY Y (A-14)

Xoa = Oxn (2la)(@4) (4lan) (@1]2) + 0x, 0, (2l42) (¢214) (4l 42) (¢2]2) +
Oax3 (2192) (G214) (4]q3) (g3]2) + 0,04 (292) (2]4) (4]q4) {q|2) +
Oxs. 2 (2103) (g314) (4]d2) (4212) + O 25 (2]g3) (g3]4) (4lgs) (gs]2) +
Oxs.xa (2103) (q314) (4]qa) (2a]2) + O, x, (2]qa) (qal4) (4 g2) (g2]2) +
Onaxs (2100) (qal4) (41q3) (3]2) + O, i (2]qa) (qal4) (4l ga) (gal2)

11
S (A.148)

1
16 16 8
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X3,1

X3,2

X3,3

X3,4

Oxea (3lan) (@ | 1) (Lq)(q113) + x,.0, (3lg2) (g2l 1) (1]g2) (g2[3) +
Oxo,n (3a2) (@2 1) (1]g5) (g3[3) + 635,00 (3|q2) (a2|1) (L]qa)(qal3) +
Oxsne (313) (g3]1) (1] q2) (q2l3) + dxs. (3la3) (g3l 1) (1]gs) {g3]3) +
Oxsna (31a3) (g311) (1] qa) (@al3) + Onine (3qa) (qal 1) (1] g2) {g2|3) +
Onens (3qa) (@a| 1) (L]gs) (gs[3) + xina (3lqa) {gal1) (L]qa)(qal3)

1 1 1 1 17
Sy = A4
16+9+18+144 72 ( 9)

Oxi o (Blan) (ar]2) (2la) (a1]3) + 0az . (342){02]2)(2]q2) (g2[3) +
0o hs (3102) (92]2)(2]g5) (g5[3) + Oxz 0 (3[42) {42]2)(2]q4) (qa[3) +
Oxs. 2o (3193) (93]2) (2]2) (g2l 3) + Oxs 0 (3la3) (g312) (2l 3) (g313) +
5A3,A4<3|Q3><Q3|2><2|€I4><q 13) + Oxuxe (3lq4) (94]2)(2lg2) (@2]3) +
Oxsns (3104) (q4]2)(2]g3) (g3]3) + Oy ns (3194)(qa]2)(21q4) (qal3)

111117
t.1. 1 1 17 Al
6 9 B T (A-150)

Oxin (3lan)(@]3)(3la1) (a1 13) + 6x,,0, (31¢2) (4213) (3la2) (g2[3) +
O xs (312) (4213) (3]g3) (q313) + Oxy.0, (3l q2) (@213) (3]qa) (qal3) +
O 0 (313) (3]3) (3]q2) (q213) + Ox5.05 (3lgs) (a33) (3las) (gs]3) +
Oxs. e (3193) (q3[3) (3]) (qal3) 4 Oy x (31 qa) (gal3) (3|q2) (q213) +
Onen (3qa)(aal3)(31as) (q3[3) + Oxune (31qa) (gal3) (3[qa)(gal3)
141 18 aa)
Onea (3lan) (@ 4) (4l q1) (q113) + Ox,.0, (3l g2) (@214) (4]q2) (q2I3) +
0o x5 (3102) (q2]4) (4]q3) (g3]3) 4 Oy 0 (3l q2) (g2]4) (4]q4) (qa]3) +
O, 0o (313) (a34) (4]g2) (q2[3) + 635,05 (33) (a314) (4]gs) (gs[3) +
Oxg,na (313) (a34) (4]q4) (qa[3) + x40, (3qa) (gal4) (4]g2)(g2[3) +
Onens (3qa) (qa|4)(4]as) (q3[3) + Oxina (31qa) (gal4) (4]qa)(qal3)

1 1 1
— === A.152
16+16 8 (A.152)
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A.4 Caso 4: dendrimero modificado completo (p =1.0)

(A.153)
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Podemos, entdo, calcular, para o caso 4, o valor médio Y¥) sobre todas as possi-

bilidades de inicio da caminhada quantica. Obtemos:

(A.157)



114 A.4 Caso 4: dendrimero modificado completo (p =1.0)

Portanto, como haviamos descoberto, de forma numérica, durante o texto desta
Tese — argumentos presentes no Capitulo 3 e publicados em [65] —, o valor do limite de
longo tempo, x; i, ¢ menor quando hd auséncia de apenas uma tnica ligagao entre vértices

de mesma geracao, para uma rede do tipo dendrimero. Abaixo, fazemos uma comparacao:

Casol — p=0.0—xY 029
Caso2 — p#0.0—y? =025
Caso3 — p#0.0—7y® ~021
Caso4 — p=1.0— ¥ ~0.34.

(A.158)



APENDICE B

Capa da J. Phys. A: Math. Theor,
Volume 51, 2018

Abaixo, destacamos a capa da publicacao impressa da Revista Cientifica Inter-
nacional Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical, Volume 51, de Dezembro
de 2018. Tivemos o privilégio de termos uma das nossas figuras, publicadas em e

presente no Capitulo 3 [Fig. [3.7] (¢)], escolhida para compor a capa do periddico.

g - Journal of Physics A:
JOUI’na| Of P hyS|CS A I\I(I):thematical and Theoretical
Mathematical and Theoretical : i

1 volu

Volume 51 Number 49 7 December 2018

s, NY 10920-0320

Front cover picture

by
lerweb corresponding to a long network. See article 495301 0¥

iopscience.org/jphysa

h) Ltd, Norwich NR6 63A.

10P Publishing

Figura B.1 - Capa da publicagao impressa do Volume 51, de Dezembro de 2018, da Revista Cientifica
Internacional Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical. A figura presente na capa é a nossa
Fig. (¢), contida no Capitulo 3 desta Tese.



APENDICE C

Estruturas GSFNs com diferentes

conjuntos de (v, Kpin, Kmax)

Neste apéndice, apresentamos outras estruturas GSFNs construidas a partir de
diferentes conjuntos dos parametros (7, K, Kmax). Sua importancia estd baseada na
possibilidade de vizualizar como a topologia da rede é influenciada através da densidade
de conexodes v e dos parametros de modularidade K,;, (menor grau permitido) e K ax
(maior grau permitido). O centro de cada estrutura estd representado por um né quadrado
vermelho. Vértices que possuem grau igual ou acima de seis, estao representados por
circulos com maior diametro. Nos que receberam alguma ligacao, através da distribuicao
de probabilidade presente na Eq. [4.3] estdo preenchidos. Vértices vazios, desta forma,
nao foram escolhidos para receber novas ligacoes. A linha sélida vermelha, presente em
todas as figuras, representa o caminho linear mais longo. A cor de cada vértice indica a
sua distancia ao centro. Nossas redes GSFNs representam a mistura entre redes do tipo
estrela e cadeias lineares. Valores pequenos do parametro ~ resultam em redes compostas
por poucos vértices que possuem muitas ligagoes, em contraste com valores elevados, que
apresentam redes com maiores segmentos lineares. A sua escolha, combinada com a dos
graus de modularidade, K, € Kyax, n0os permitem obter estruturas para as quais temos
um melhor transporte quantico. A andlise do transporte quantico sobre este tipo de

estrutura pode ser encontrada no Capitulo 4.
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Figura C.4 - GSFN contendo N = 100 vértices.

v = 2.5, Kpin = 2 € Kpax = 10.

Sua construcao foi realizada a partir dos parametros









APENDICE D

Doutorado Sanduiche Aprovado -
Chamada CNPq n°® 22/2018

No dia 31 de Outubro de 2019, recebemos o resultado final dos Projetos contem-
plados com Bolsa para Doutorado Sanduiche no Exterior (SWE) do CNPq, chamada n°
22/2018. Nosso Projeto foi o tinico escolhido, dentro da drea de Fisica e Astronomia, para
implementacao. O autor desta Tese escreveu o Projeto — cuja frente esta logo abaixo —
com auxilio do seu orientador. Infelizmente, por questoes de satide (que nao serao detalha-
das) este autor nao pode realizar as atividades deste Projeto. Nao obstante, destacamos

a relevancia e potencial dos nossos sistemas de estudo.

Resultados

Imperial College London - South Kensington Campus

Imperial College London - South Kensington Campus

Imperial College London - South Kensington Campus

Fisica e Astronomia v
Nome candidato Nome instituigao
do Maciel Technische Universitét Dresden
Engenharia Civil v '
Nome candidato Nome instituigao
Artur Castiel Reis de Souza Swansea University

Ana Carolina Loyola Caetano Rios Ecole des Ponts ParisTech

Figura D.1 - Recorte de tela referente ao resultado final da Chamada CNPq n°® 22/2018 contendo os
aprovados para a realiza¢do de Doutorado Sanduiche no Exterior (SWE).



Proposta de Bolsa para Doutorado Sanduiche

no Exterior

Candidato: Cassio Macédo Maciel (UFAM)
Orientador no Brasil: Mircea Daniel Galiceanu (UFAM)

Orientador externo: Walter T. Strunz (Technische Universitiat Dresden)

6 de March de 2019

Titulo: Transporte quantico em redes complexas

1 Introducao

Uma grande variedade de estudos sobre transporte quantico surgiu nos tul-
timos anos, seja na fisica, quimica ou na criacao de algoritmos quanticos,
apresentam-se elementos de notavel interesse cientifico. Entre algumas im-
plementagoes experimentais podemos citar trabalhos envolvendo: redes ou
cavidades oOpticas [1], atomos de Rydberg [2| e fotons em arranjos de guia
de ondas [3, 4]. A éarea de redes complexas fornece um ambiente rico na
aplicacao do transporte quantico, uma vez que os modelos de redes esbocam
a topologia adjacente de intimeras estruturas fisicas, quimicas, biologicas,
econdmicas e sociais. Trés modelos de redes receberam enorme destaque, sao

eles: o modelo de rede aleatoéria, do tipo mundo pequeno e redes livres de
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