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Resumo

Apresentamos um estudo sobre o comportamento assintotico de certas quantidades em
dindmica quantica e unitaria. Especificamente: (1) Provamos estimativas precisas sobre
o comportamento da média temporal do valor absoluto do quadrado da transformada
de Fourier de algumas medidas absolutamente continuas que podem ter singularidades
lei de poténcia, no sentido de que suas derivadas Radon-Nikodym divergem com uma
ordem lei de poténcia; discutimos uma aplicacao para medidas espectrais de perturbacoes
de posto finito do laplaciano discreto. (2) Mostramos que os expoentes de decaimento
(lei de poténcia) no Teorema Ergoédico de von Neumann sdo os expoentes pontuais de
uma medida espectral no valor espectral 1. Também provamos que, sob uma hipétese de
convergéncia fraca, na auséncia de um gap espectral, as taxas de convergéncia da média
temporal no Teorema Ergédico de von Neumann dependem de sequéncias de tempo que
vao ao infinito.

Palavras-chave: equacao de Schrodinger, medidas espectrais, teorema ergoédico de von
Neumann, dindmica quantica, dinAmica unitéria.



Abstract

We present a study on the asymptotic behavior of some quantities in quantum and unitary
dynamics. More specifically: (1) We prove sharp estimates on the time-average behavior
of the squared absolute value of the Fourier transform of some absolutely continuous
measures that may have power-law singularities, in the sense that their Radon-Nikodym
derivatives diverge with a power-law order; we discuss an application to spectral measures
of finite-rank perturbations of the discrete Laplacian. (2) We show that the power-law
decay exponents in von Neumann’s Ergodic Theorem are the pointwise scaling exponents
of a spectral measure at the spectral value 1. We also prove that, under an assumption
of weak convergence, in the absence of a spectral gap, the convergence rates of the time-
average in von Neumann’s Ergodic Theorem depend on sequences of time going to infinity.

Keywords: Schrédinger equation, spectral measures, von Neumann’s ergodic theorem,
quantum dynamics, unitary dynamics.
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Introducao

A teoria espectral de operadores lineares constitui a principal ferramenta para o estudo
da dindmica quantica e unitaria. A medida espectral, em geral, diz algo sobre a dinamica
do estado quantico (ou unitario) correspondente. Nesta tese, nosso principal objetivo é
estudar como singularidades de medidas espectrais podem influenciar no comportamento
de algumas taxas de convergéncia (lei de poténcia) em dindmica quéntica e unitaria.

Dinamica Quantica: breve contextualizacao

A mecénica quantica foi a revolugao mais profunda da fisica; a equacgao de Schrodinger,
formulada no final de 1925 e publicada em 1926 [5I] descreve como o estado quantico de
um sistema fisico muda com o tempo. A saber, no espago tridimensional a equagao de
Schrodinger para uma particula escreve-se

2
zhw = —h—Au(:ﬁ,y, 2)+ Vix,y, z)u(x,y, 2), (1)
ot m
onde h é a constante de Planck, m é a massa da particula, V(z,y, z) é real e chamada
de fungao energia potencial. Gostarfamos de sublinhar que a complexidade do potencial
V' pode conduzir a grandes dificuldades no estudo do comportamento das solucoes desta
equacao.

Embora a equagao seja a forma original da equagao proposta por Schrodinger [51],
vamos considerar agora a equagao de Schrodinger na forma abstrata como se segue. Sejam
‘H um espaco de Hilbert complexo separavel e T : H — H um operador autoadjunto
limitad(ﬂ ou seja,

(Tz,y) = (z,Ty), Vr,y€H.

Considere a Equagao de Schrédinger linear

i8t¢(t) = T¢(t)a
Y(0) =y eH.

A solugao de tal equacao é dada por:
Y(t) =e Ty, teR.
Notamos que, pelo Teorema Espectral (Theorem 8.3.3 em [27]),

(T ) = /R e a7 (),

—_—
(*)

'Embora neste trabalho estejamos interessados apenas em operadores limitados, em geral, pode-se
considerar T nao limitado na equagao .



onde ui é a medida espectral de T' com respeito a 1) € H. Observamos também que:
1. (*) é a transformada de Fourier da medida espectral.

2. Quando [|¢| = 1, temos que [[e”"T¢|| = ||¢|| = 1, t € R; neste caso,

(¥, e )|

¢ o comprimento da projecao ortogonal da solugao 1 (t) = e T4 sobre 1 e, entdao caso
ocorra

lim (1h, e~ 4Py = 0,
t—o00

pode se ter a seguinte interpretacdo: a solugao ¥(t) = e 1) se afasta do dado inicial 1.
Para clarear as observacoes acima e colocar nosso trabalho em pesperpectiva vamos
apresentar o seguinte exemplo.

Exemplo 1. Se ,ui 4 (ui é absolutamente continua com respeito a ), onde ¢ é a medida
de Lebesgue, entao pelo Teorema de Radon-Nikodym (ver pag. 85 em [13]), existe uma
f € LY(R) tal que

dp () = f(x)da.

Neste caso, pelo Teorema Espectral (Theorem 8.3.3 em [27]),

e my) = [

R

e "dp (x) —/e_mf(x)dx.

R

Assim, pelo Lema de Riemann-Lebesgue (ver Lema [1.1] adiante),

lim (¢, e ™) = lim [ e ™ f(x)dz = 0.

t—+oo t—+o0 R

Podemos entao concluir neste caso que: “propriedade espectral implica em propriedade
da solugao.”

Nesta tese, no contexto deste exemplo acima, através de propriedades espectrais de
operadores autoadjuntos, faremos um estudo sobre taxas de convergéncia (lei de poténcia)
da Probabilidade de Retorno Qudntica, isto é, da seguinte quantidade dindmica

2
/ e—isazdug (.CC)
R

Como se trata de uma integral oscilatéria, naturalmente vamos considerar a seguinte

média
1 /[t : 1 /[t -
i [ wesapas = [ [ e
t 0 t 0 R

Sendo mais especifico, lembramos que pelo Lema de Wiener (ver Teorema adiante),

(b, e Ty)|* =

2

ds.

: 1 ! —isT 2 : 1 ! —iST T ?
i 5 [ e Topas = Jim g [ [ et ds
= S
AER



Em particular, se ,ui for continua, isto &,
WA =0, VAER,

entao

1 [t }
i / (a6, e=i<T Y [2ds = 0.
0

t—o00

Nesta tese, estudamos as seguintes questoes classicas em Dindmica Qudntica quando ,ug
¢ continua:

e 1) taxas de convegéncia (lei de poténcia) de
1 [ :
2 [l eronpas
0

e 2) propriedades de regularidade de ,ui com respeito a medida de Lebesgue,

e 3) relagoes entre 1) e 2) (neste contexto, um exemplo classico bem conhecido é o
Teorema de Strichartz [53] (ver também Teorema [2.3| adiante)).

Sobre o principal resultado

Considere o Hamiltoniano, H, : £?(N) — (*(N),

(va)n = Wnp+1 + Wp—1 +Unwn7
~—_— —
(Aw)n
wo = 0 (condigao de bordo),

onde v = (v,) é uma sequéncia real limitada dada. Estamos interessados na seguinte
questao:

e Encontrar H, e estados iniciais 1 € ¢*(N) tais que ugv < { tem uma singularidade

d,ug“
dr

ordem lei de poténcia x*ﬁ,% < B < 1, ou seja, denotando f =

1
fl2) 2 5, 0<z<l,

E, além disso,
1 ! —isH, 2d < 1 ¢ 0
Z 0 |<77ZJ7€ ¢>| I t9(5)7 > U,

onde g é uma fun¢ao a valores reais continua fixada. Acima, Z 2 Y denota Z > CY
e Z <Y denota Z < DY, onde C e D sao constantes positivas.

Em palavras, a questao é obter estados iniciais (para a equagao de Schrodinger) para os
quais as respectivas medidas espectrais tenham uma singularidade lei de poténcia, e para
os quais o comportamento assintético das respectivas probabilidades de retorno quantica
(na média do tempo) dependam continuamente de tais singularidades. Nesta direcao,
noés obtemos um resultado para pertubacoes de posto finito do laplaciano, sendo um dos
principais resultados dessa tese, o qual descrevemos a seguir.



Seja 0; = (0;k)ken, J = 1,2..., a base canonica de (*(N). Considere a pertubagao de
posto finito

H0¢ = Awa

N

HN’(/) = AQ/J+ZU]<¢,5]>5] N > ]_,

j=1
com condicao de bordo 9(0) = 0, onde (v;) é uma sequéncia real limitada dada. Para
cada 0 < 8 < 1ecada f € L'(R), seja

ks.r = (17 x0u) * f}.

Para cada 0 < f € LY(R), defina

Vg = Vs (Hy)on, (3)
onde \/ks f(Hy) € dado pelo Calculo Funcional Espectral (ver pag. 208 em [27]).

Seja N € NU {0}. Nesta tese, vamos mostrar que

i) Se 0 < 8 < 1/2, entéo para cada t > 0

1 ! —1is -
;/ (W, e Mg 1) Pds St
0

i1) Se 1/2 < B < 1, entao para cada t > 0

1 ' —1is —2(1—
2 [t s 5 2000,

iii) Se = % entdo, para cada t > 0

1 ! —is log(t)
;/ [(Wa,r, €N apg 1) Pds —
0

Para mais detalhes de que 15, € (*(N), veja a Secdo 2.3.2 adiante. Vale mencionar
que nossa principal inspiragao para esses estados iniciais vem do Exemplo 3.1 em [41].

O enunciado preciso e a demonstragao desse resultado (Teorema se encontra no
Capitulo 2. Na realidade, a contextualizacao da construcao desse resultado, assim como
sua demonstragao, é assunto do Capitulo 2. Um ponto importante é que através do mesmo
podemos obter exemplos de estados iniciais (para a equacao de Schrédinger linear) para
os quais as respectivas medidas espectrais tenham uma singularidade com uma taxa de
crescimento lei de poténcia, e para os quais o comportamento assintético das respectivas
probabilidades de retorno quanticas (na média temporal) dependam continuamente de tais
singularidades (ver o Exemplo [2.2]). Embora natural para especialistas, nao conhecemos
uma discussao detalhada na literatura nessa diregao. Outro ponto é, para demonstrar tal
resultado, nessa situagao especifica, nos refinamos um argumento devido a Strichartz [53].

4



Dinamica Unitaria: breve contextualizagao

Sejam H um espaco de Hilbert separavel, U : H — H um operador unitério e PV sua
resolugao da identidade (ver Defini¢ao adiante). Para cada ¢ € H, defina

Y* = PY({1}).

PUY({1}) é a projegao ortogonal sobre o subespaco fechado I(U) := {¢ € H : Up = ¢}.
O Teorema ergodico de von Neumann (ver Teorema adiante) diz que

=
Jm > U=y (4)
7=0

O estudo de taxas de convergéncia para teoremas ergodicos é um assunto classico e
ainda bastante atual em sistemas dinamicos e teoria espectral. Particularmente, para o
Teorema ergodico de von Neumann muitos autores tém estudado taxas de convergéncia
(lei de poténcia) para (EI) na auséncia de um gap espectral, isto é, quando z = 1 nao é um
ponto de acumulagao do espectro (ver [14], 21} 85l 36l B7, B8, B9, 47, [54] e referéncias 1a
citadas). De fato, na presenca de um gap espectral, sabe-se que essas taxas sao uniformes
em 1) e pelo menos da ordem de 1/K (para detalhes ver se¢ao 1.3.3).

Pode-se verificar que o Teorema ergddico de von Neumann é consequéncia da seguinte
identidade devida a von Neumann [54] (para detalhes ver também secao 1.3.3, ver também

1 /

Na identidade acima 0D := {z | |z| = 1}.

2

“ U a0, (5)

z

z—1

| Kl 2
=D U=y
j=0

Levando em conta a identidade acima, nessa tese nos

e exibimos explicitamente os expoentes de decaimento lei de poténcia no Teorema
ergodico de von Neumann (Teorema [3.2));

e demonstramos que para operadores que possuem espectro puramente absolutamente
continuo em JD \ {1}, na auséncia de um gap espectral, as taxas de convergéncia lei
de poténcia no Teorema ergddico de von Neumann tém um comportamento oscilando
entre um decaimento rapido lei de poténcia e um decaimento lento lei de poténcia

(Teorema [3.3)).

Sobre os principais resultados

A seguir dizemos algo sobre dois dos nossos principais resultados (mencionados acima).
A contextualizacao detalhada destes, assim como suas demonstragoes, sao assuntos do
Capitulo 3.

Para cada 0 < € < %, defina

Se :{627”0 —e< < e}.



Seja p uma medida de Borel finita (positiva) em 0D. Lembramos que os expoentes
pontuais inferior e superior de p em 1 sao definidos, respectivamente, por

— e In u(Se) + T In p(Se)
d, (1) .—hr?ul)nf e e d;(1) .—lurel;up e (6)

se p(Se) > 0, para todos os € > 0; dF(1) := oo, caso u(S.) = 0 para e suficientemente
pequeno.
Nesta tese vamos mostrar (sob algumas hipoteses) que

K-1
log ||+ Y U7 — ¢
I = =—d, (1
Kovon log(K) e
K—1 2
log ‘ =Y Uy -9
o §=0 o
h}?ilogf log(K) N d"fb]—w* (1),

isto é, as taxas de decaimento do Teorema ergédico de von Neumann sao governadas por
dimensoes locais de medidas espectrais. Vamos mostrar também que para operadores com
espectro puramente absolutamente continuo em 9D\ {1}, se 1 for um ponto de acumulagao
do espectro de U, entdo para 1 € H genérico (Baire) e para cada 0 < e < 2

lim sup K¢ iKz:lij—w* 2:oo
K—oo K =0
e
mmﬁK26i§fW¢—w2:o
K—o0 K =0 ’

isto é, nesta situacao, as taxas de convergéncia no Teorema ergddico de von Neumann
tém um comportamento oscilando entre um decaimento (lei de poténcia) rapido e um
decaimento (lei de poténcia) lento. Confira a imagem a seguir.



_ .
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Organizacao do texto

Descrevemos a seguir brevemente como os capitulos da tese se organizam.

No Capitulo 1, tratamos alguns conceitos preliminares que consideramos essenciais
para esta tese, os quais sao usados ao longo dos demais capitulos, englobando topicos de
Analise de Fourier, Teoria Espectral e fundamentos de Teoria Ergodica.

No Capitulo 2, primeiramente contextualizamos o topico a ser abordado, a saber, o
comportamento assintotico da transformada de Fourier de medidas fractais (espectrais)
e relagoes desta com o moédulo de continuidade da distribuicao de tais medidas; nosso
principal foco é para possiveis aplicagoes aos operadores de Schrodinger. A respeito dos
principais resultados desse capitulo, nés provamos uma desigualdade do tipo Strichartz
[53], exploramos um resultado celebrado devido a Last e Simon [42] sobre a derivada de
Radon-Nikodym de medidas espectrais, para entao obter um resultado que descreve a
dinamica quantica do laplaciano livre sob perturbacoes de posto finito com respeito a
dados iniciais, cujas medidas espectrais podem ter singularidades lei de poténcia.

No Capitulo 3, nossa discussao é sobre taxas de convergéncia (lei de poténcia) a
respeito do Teorema Ergodico de von Neumann, na auséncia de um gap espectral em
z = 1 (ou seja, caso z = 1 nao seja um ponto isolado do espectro do gerador). Os
resultados sao construidos a partir de técnicas recentes relacionadas a teoria espectral de
operadores unitarios desenvolvidas por Damanik, Fillman e Vance [24]. Aplicagdes para
operadores de Koopman também sao discutidas.

Finalmente, no Capitulo 4 mencionamos possiveis trabalhos futuros.



Notacao selecionada

‘H Espaco de Hilbert complexo separavel

T Operador autoadjunto em H

o(T") Conjunto resolvente de T'

R(\, T) Resolvente de T em )\ € o(T) C C
o(T) Espectro de T'

PT Resolucao da identidade de T'

1 Medida de Borel finita positiva em R

ug Medida espectral de T' com respeito a £ € H

Derivada de Radon-Nikodym de u? com respeito a medida de Lebesgue
x



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢oes e resultados basicos que serao usados
ao longo do texto. O material apresentado aqui é baseado em |16, 17}, 18], 27, 43| 46|, 50}, 52].
1.1 Andlise de Fourier: teoria basica

Algumas notagoes usadas ao longo desta secao:

i) O produto interno z.§ = 21§ + - - - + 2,6, x, £ € R™

i) A translacao (1,f)(z) = f(x —y), z, y € R™.

iii) O multi-indice o = (g, a9, ,ap), & €N |a| = a1 + @ + -+ + .
iv) Polinémios z* = x*z3*--- 20, x € R™

aq (0773
. faig 9 — (0 ... (0
U) Derlvadas parcilals (9 = (8371 ) <3:Bn> .

1.1.1 Convolucao

Definigao 1.1. Sejam f e g fungbes mensuraveis em R™. A convolugao de f e g é a
funcao f * g definida por

frglz)= . f) 9(z —y)dy, Yz € R".

Note que se quisermos garantir a finitude de f*g, pelo menos q.t.p, devemos ter algum
decaimento em f e/ou g como veremos a seguir. Diretamente da definigdo podemos obter
as seguintes propriedades bésicas:

Proposicao 1.1. Assumindo que as integrais em questao existam, temos:
i) O operador de Convolugao € bilinear e simétrico.
i) (f*g)xh=fx(gxh).

i11) Para cada w € R™, temos T,(f * g) = (T f) *x g = [ * (Twg).
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Observacao 1.1. Um fato interessante deste operador é o seu carater regularizante, por
exemplo, se f € CH(R") e g € LL (R"), entdo f x g € C*(R") e satisfaz

loc
0%(f xg) = (9°f) * g,

para todo multi-indice a com |a| < k; isto é, a convolucao de duas fungoes tem pelo
menos a regularidade da fungao mais regular.

Definicao 1.2. Dizemos que uma fungao f : R® — C tende a zero no infinito se dado
e > 0, existe um compacto K tal que |f(x)| < € para todo = € K°.

Notagao: C(R") ={f:R" — C; f é continua e tende a zero no infinito}.

Proposicao 1.2 (Proposi¢ao 2 em [I6]). Sejam 1 < p,q < 400 tais que §+% = 1.
Se f € I’(R") e g € LY(R™), entdo f x g existe para todo z € R", f * g é limitada e
uniformemente continuua. Caso 1 < p,q < 400, temos que f * g € Coo (R™).

A seguir apresentamos a Desigualdade de Young (para convolugoes), batizada em
homenagem ao matematico inglés William Henry Young (1863 - 1942), finalizando assim
esta breve introducao ao operador de convolucao.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Young, Teorema 2.2 em [43]). Sejam 1 < p,q,r < +00

tais que
1 1
r p g
Se f € LP(R™) e g € LY(R™), entao f * g existe q.t.p. e vale

1f * gllir@ny < N fllee@ey 119lleny-

1.1.2 Séries de Fourier

A ideia de decompor fungoes peridédicas em séries trigonométricas surgiu, pelo menos
explicitamente, em 1811 quando Joseph Fourier propds uma nova técnica para resolver a
equacao do calor em “Théorie mathématique de la chaleur", entao dando origem a area
chamada anélise de Fourier, que inclui as séries de Fourier. A seguir, discutiremos a no¢ao
de séries de Fourier e apresentaremos o Teorema de Plancherel neste contexto.

Propriedades elementares

Definicao 1.3. Seja f: R — C. Dizemos que f é T-periddica se existir T > 0 tal que
fle+T)=f(z), VreR.

Nesta secao, trataremos s6 de fungoes 1-peridédicas. Note que uma funcao f: R — C
1-periodica é totalmente determinada por sua restri¢ao ao conjunto T = R\Z ~ [0,1) C R.
Suponhamos, entao, que existam constantes aq, aq, ..., a,,... € C tais que

f(z) = Z ape®™ @ YreT.

kEZ

Seja n € Z. Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por e 2™ ¢
integrando, temos

11



/f(x)e%mmdx:/ (Z ak627rkix€27rm'x> diL':/ (Z ak€2ﬂ(kn)ix> dz.
T T T

keZ kEZ
Se for valida a integragao membro a membro, chegamos a
/ f(l,)e—%rnzzdx _ E /ake%r(k—n)wdx = a,,
T kez VT
0 que motiva as seguintes definigoes.

Definigao 1.4. Seja f € LY(T). O k-¢simo coeficiente da série de Fourier, k € Z, ¢
definido por

fi) = [ fae .

Definigao 1.5. Sejam f € L'(T) e x € T. A série de Fourier de f em z, S[f](x), ¢
definida por

S[f](x) =D Flk)e*™.

keZ

Nao sabemos se a série acima converge em algum sentido. Os préximos resultados
clarificam essa questao.
Recorde que o espaco das sequéncias limitadas é definido como

(*(Z) :={a:Z — C; sup |ax| < +o0},
keZ

@] g (z) := sup |ax|.
keZ

Proposicao 1.3 (Proposigao 1 em [I8|). Sejam f, g fungoes periddicas e k € Z.

~

i) F: LYT) = (=(Z), F(f) = f, € um operador linear limitado satisfazendo

Hf“KOO(Z) < ||f||L1(’]1‘)‘

ii) Se f € LY(T), entio 7,f(k) = e~k (k).

iii) (Teorema de Convolugao) f* g(k) = f(k) g(k).
w) Se f € CI(T), entdo

—

dOA
@f(k) = (2mik)* f(k),
onde a« € N, com a < j.

v) (Lema de Riemann-Lebesgue) Se f € L'(T), entdo

lim  f(k)=0.

|k|—+o0
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Teorema de Plancherel
Abaixo enunciamos o bem conhecido Teorema de Plancherel.

Teorema 1.2 (Teorema de Plancherel, Teorema 3 em [I8]). Seja f € L*(T). Entao,
fet)(z) e

1 fllscry = |7]

O operador linear F: L2(T) — (*(Z) definido por F(f) = F ¢ uma isometria sobrejetiva.

ez

1.1.3 Transformada de Fourier
A seguir recordaremos alguns resultados conhecidos a respeito da transformada de
Fourier em L!'(R") e L%(R"™).
Propriedades elementares e exemplos
Definigao 1.6. Para uma f € L'(R"), sua transformada de Fourier é definida como sendo

a funcao

fior = [ ey g e v
Proposigao 1.4 (Proposigao 1 em [I7]). Sejam f,g € L}(R") e £ € R". Entdo:

i) [ flleoe@ny < 1l )

ii) (r,F)(€) = e f(£).

iii) (Teorema de Convolugdo) [  g(€) = F(€) G(£).

iv) Se x°f € LY(R™) para |a| < k, entdo f € CH(R™) e °F(&) = [(—2miz)*f](£).
v) Se f € CH(R"), 0°f € L\R") para |a| < k e 0°f € Coo(R") para |a < k-1,

entio (0°f) (&) = (2mi&)* F(€) .

O resultado a seguir d4 uma caracterizacao (parcial) importante do conjunto imagem
da transformada de Fourier em L'(R™).

Lema 1.1 (Lema de Riemann-Lebesgue, Lema 2 em [17]). Para cada f € L'(R"), tem-se
f € Cuo(R™).
Apresentamos agora alguns exemplos classicos (ver Exemplos 1 e 2 em [I7]).

|¢|?

Exemplo 1.1 (Gaussiana). Se g\(z) = e ™" onde A > 0, entdo §y(€) = A" 3e "2 .

Note que a transformada de Fourier de uma Gaussiana continua sendo uma Gaussiana.
De fato, tomando-se A = 1, temos

Assim, na realidade, g;(§) é um ponto fixo para a transformada de Fourier.
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Exemplo 1.2 (Exponencial). Se fy(z) = e >™*l_ onde \ > 0, entdo ]?,\ é dada por

A
(7 P

&) =Cy
onde C,, = I'[(n +1)/2] /7+1)/2_ Aqui T ¢ a notacdo padrdo para a Fungdo Gama.

Teorema de Plancherel

Muito embora a integral que define a transformada de Fourier nao faz sentido em
geral para uma funcao qualquer f € L*(R"), existe uma maneira elementar e elegante de
estendermos a teoria para o contexto L2. O ponto crucial para essa extensao ¢é o resultado
abaixo.

Teorema 1.3 (Teorema 6 em [I7]). Se f € L'(R")NL2(R™), entdo || fll2@n = |/ [lL2@n)-

Tendo em vista que f € L'(R") N L*(R") é denso L?(R"), existe uma tnica extensao
limitada, denotada por F, da transformada de Fourier para o espago L?(R"). Usando a

notacio f = F(f) quando f € L2(R"), podemos enunciar o bem conhecido Teorema de
Plancherel:

Teorema 1.4 (Teorema de Plancherel, Teorema 7 em [I7]). O operador
F:L*(R") — L*(R")

¢ unitdrio, isto €, linear, isométrico e sobrejetivo. Além disso, sua inversa F~' pode ser
obtida por (F~'g)(z) = Fg(—z), v € R", para qualquer g € L2(R") .

1.2 Teoria espectral para operadores limitados

Nesta secao, nos recordamos alguns conceitos e resultados classicos a respeito da teoria
espectral para operadores limitados, incluindo a nog¢ao de operador autoadjunto, grupo
de evolucao unitario e medidas espectrais.

1.2.1 Adjunto de Hilbert

A seguir nos introduzimos o conceito de adjunto de Hilbert (para operadores lineares
limitados) e também discutimos alguns exemplos.

Pelo Teorema de Representagao de Riesz [27], para cada operador linear limitado
T : H — H corresponde um tnico operador linear limitado 7™ chamado adjunto de
Hilbert. De fato, para cada £ € ‘H, seja o funcional linear

f) =Ty, &), v e N,

que, por Cauchy-Schwarz, é limitado. Entao, pelo Teorema de Representagao de Riesz,
existe um unico n € H tal que (TY, &) = (Y, n), para todo ¥ € H. Assim, o adjunto de
Hilbert de T', T*, fica bem definido: T* : H — H, T*¢ = n, que satisfaz

(TY,&) = (. T7°¢), ¥,{ € H.

Nao é dificil ver que T™ é um operador linear fechado e, portanto, pelo Teorema do Grafico
Fechado (Teorema 1.2.21 em [27]), T* também é limitado.
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Definicao 1.7. Seja T' : ‘H — H um operador linear limitado. T é autoadjunto se
T =T.

Exemplo 1.3 (Operador de multiplica¢ao). Considere ¢ : R” — C uma funcao de
Borel limitada. O respectivo operador de multiplicagao por ¢ é o operador linear limitado
M, : L*(R") — L*(R"™),

(M9)(2) == p(2)d(x), € R, ¢ € L*(R").

Notamos que, para cada ¢ € L2(R"),

||M<p¢||%,2(R") = o o ()9 () [Pda

< Jlellieo @ A (@) dz = [l @) 1Y 12 ny;

isso mostra que M, esta bem definido e || M, | < |[¢]|re@n).-
Agora encontramos o adjunto de M,: para todo 1,n € L*(R"),

Moo) = [ (M@ i@ de = [ pla)ite) i) da

= /. () p(z)n(e) de = - () (Men)(x) dx = (4, Mgn).

Assim, M7 = Mg; note que se ¢ for uma fungdo a valores reais, entao M} = M, isto &,
M, é um operador autoadjunto.
[

Exemplo 1.4. Seja v = (v,) uma sequéncia em (>*(Z). Vamos usar o Teorema de
Plancherel para mostrar que o Operador de Schrédinger definido, para cada u € (*(Z),
por

(Hu), = (Au)y, + vpup, n € Z,

onde (Au), = Upt1 + Up—1, ¢ um operador autoadjunto. Com efeito, pelo Teorema de
Plancherel, para cada u € (*(Z), existe g € L*(T) tal que Fg = u. Neste caso, usando a
formula de Euler, tem-se

ANFg), = /g(x)(e—%ri(nﬂ)x+e—2wi(n_1)w)dx
T
— /g(x)e%mz(ezmz +€2mx)d$
T

= /6_2””352 cos(2mx)g(x)dx
T
= (]:Md)g>m
onde (Myg)(x) := ¢(z)g(x) com 9 (z) = 2 cos(2rx). Em particular,
FIAF = My,

Consequentemente
(Hu), = (FMyF ), + vqun, n € Z,

e, portanto, A ¢ limitado e autoadjunto uma vez que M, ¢ limitado e autoadjunto, e F
¢ um operador unitario sobrejetivo.
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1.2.2 Grupos de evolugao unitarios

A seguir vamos apresentar um resultado béasico sobre grupos de evolugao unitarios.
Adiante usaremos tal resultado para discutir, através do Teorema Espectral, a existéncia
e unicidade de solugoes para a equacao de Schrodinger linear (ver equagao (ES) adiante).

Definicao 1.8 (Operador unitario). Dizemos que um operador U: H — #H ¢é unitario se
U é invertivel e U* = U1,

Definigao 1.9 (Grupo de evoluc¢do unitario). Uma aplicacdo G: R — B(H) é dita ser
um grupo de evolugdo unitério se, para cada t € R, G(t) é unitario e

G(t+s) = G(H)G(s), s,t € R.

Definigao 1.10 (Gerador infinitesimal). Se G: R — B(H) é um grupo de evolugdo
unitario, o operador 1" definido por

dom T := {§ e H;EI}LiE(l)%(G(h) —I)f}»

T¢ = i lim %(G(h) 1)

h—0

¢ denominado gerador infinitesimal de G.

Proposigao 1.5 (Proposicao 5.1.3. em [27]). Seja G: R — B(H) um grupo de evolug¢io
unitario. Entao, para cada & € dom T, a curva £(t) :== G(t) € H € a tnica solugdo de

g
i (8) =T¢E(t),  £(0) =¢.

1.2.3 Teorema Espectral

Nesta segao, nos apresentaremos o Teorema Espectral e o Calculo Funcional para
operadores autoadjuntos limitados. Sublinhamos que uma construcao similar a respeito
da bem conhecida resolu¢ao da identidade (ver definigdo abaixo) pode ser feita de modo
analogo para operadores unitarios, levando em consideragao que o suporte topolégico da
medida espectral (ver definigdo adiante) no caso unitario se encontra no circulo unitario
no plano complexo. Neste trabalho nés usaremos também a versao unitaria da resolugao
da identidade, embora nao a discutiremos em detalhes a seguir.

Definicao 1.11. Sejam N;, N5 espacos normados e T,T,: N; — N, operadores em
B(N1, Ny). Dizemos que a sequéncia (7},),en converge fortemente para T (e denotamos
por T, % T ouT = s — lim T},) se

n—oo

Tim || T,6 = T¢lly, =0, V€€ M.

Seja Proj(H) o conjunto dos operadores Py € B(H) autoadjuntos e tais que Pg = P.
Denotemos por A a o-dlgebra de Borel em R e por Zj A; a uniao de conjuntos A; € A
disjuntos dois a dois.

Definigao 1.12. Uma resolucao da identidade em #H é uma aplicagdo P: A — Proj(H)
tal que
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1. P(R) = I.
2. Se A =37, Aj, entdo

P(A) = s- lim z;P(Aj).
p=

Dada uma resolugao da identidade P, para cada £ € H, associa-se uma medida de
Borel positiva finita pe: A — [0, +00) definida por

pe(A) := (&, P(A)S).

Agora note que pg(A) = (€, P(A)E) = (€, P(A)P(A)E) = (P(A)E, P(A)E) = || P(A)EI,
qualquer que seja A € A. Segue-se daf que ue(R) = [|€]|.

Para cada par §,n € H associa-se a medida de Borel complexa i ,: A — C definida
por

fe.q(A) = (&, P(A)n)
e por polarizagao

1

fen(A) = 1 (1140 (A) = p1e—n(A) + i(pte—in(A) — peqin(A))] .

Veja também que pie = fige € [pen(A)| < |I€]] 7]

Defini¢ao 1.13. As medidas i, jt¢,, definidas acima sao chamadas de medidas espectrais
da resolucao da identidade P associadas a & e ao par &,n € H, respectivamente.

Pode-se integrar fungoes e definir a integral em relagao a resolucao da identidade P
do seguinte modo: dada uma funcao mensuravel simples f = 2?21 ajXxa;, onde A; sao
mensuraveis disjuntos dois a dois, define-se:

/fdP = iajP(Aj).

As notagoes P(f), [ f(t)dP(t) também séo usadas para denotar [ fdP. Observe que
[ xadP = P(A), se A é um conjunto mensuravel. Também convém notar que a aplicagao
f — P(f) definida no conjunto das fung¢oes simples é linear e satisfaz

@PmﬂzéﬂWmW

€ Como
|mﬁW=/u@meﬂwgSwmmwmmzewwmﬁmm
R 3 teR teR

segue-se que a aplicagdo linear P: {fung¢Ges simples} — B(H) é continua (o espago das
fungoes simples com a norma do sup).
Seja B*(R) o espago vetorial das fun¢oes de Borel mensuréveis limitadas com a norma
| fllo. :==sup|f(t)|. Como as fun¢bes simples constituem um conjunto denso em B*(R),
teR
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existe uma tnica extensao de P a um operador linear limitado (e usando a mesma notagao)
P: B*(R) — B(H), tal que para toda f € B®(R),

— [ #®dues®

1P = [ 150 Pduelo) < (sup 1O ) el

Apresentamos a seguir o Teorema Espectral e o Célculo Funcional para operadores
autoadjuntos limitados; naturalmente alguma preparacao ¢ necesséria.

Definigao 1.14 (Espectro e Resolvente). Seja A: dom A C H — H um operador linear.
O resolvente p(A) é o conjunto de escalares A € C tais que o operador

(A=X)"':H — dom A
existe e ¢ limitado. O espectro de A é o conjunto o(A) := C\p(A)

Definigao 1.15 (Operador resolvente). Seja A: dom A C ‘H — H um operador linear e
seja A € p(A). Definimos o operador resolvente Ry(A) por Ry(A) := (A — \I)™*

Teorema 1.5 (Teorema Espectral, Teorema 8.3.8 em [27]). A cada operador autoadjunto
limitado T corresponde uma tnica resolucao da identidade PT em H tal que T = i tPT(t).

Teorema 1.6 (Calculo Funcional, Corolario 8.3.19 em [27]). Seja T um operador auto-
adjunto limitado. Entao, a aplicagio ®: B®(R) — B(H), ®(f) = f(T) := PT(f), é a
unica que satisfaz:

a) ©(fg) = D()2(g) = P(9)2(f), D(Ag) = AP(g), (1) =1 e O(f) = O(f)".

b) @ € continua, ou seja, | ®(f)|ppy < Cllf |-

c) Se f(x) =z, entao ®(f) =T.

d) Se z € p(T), entio
1

r—z

R.(T)¢) =

6 R = [
onde ,ug representa a medida espectral de PT com respeito a €.

e) Se T = N, entiio ®(f)d = f(\)Y

f) al@(N] ={f(A); A € a(T)}.

Observacao 1.2. Pode-se mostrar que o espectro é o suporte topolégico da medida
espectral.

du?(a:).
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Existéncia e unicidade de solugao para a equagao de Schrodinger

Seja T" um operador autoadjunto limitado e recorde que a equacao de Schrodinger
linear é dada por

DE(t) = —iTE, t € R, (ES)
£0)=¢ (et
Provaremos agora existéncia e unicidade de solugoes para . Com efeito, seja
e” Tt = f,(T), onde fi(z) = e ™ Vt € R, Vo € R. Pelo Calculo Funcional, (e™7");cp ¢
um grupo de evolugao unitario.
T é o gerador infinitesimal de (e~*%),cg: denote por A o gerador infinitesimal de

(e7T"),cr. Vamos mostrar que A = T. Por convergéncia dominada, uma vez que, para
cada £ € H,

[Pt @) = [ foPaut ) <+
R o(T)

(recorde que T limitado implica em o(7T) C R compacto),

2

= lim

. 2
1

RTINS v —iah TN _
HT{ }lllg(l)@h(e I)¢ x h(e )| dpg (z) =0, V€ € H.

Assim, £ € ‘H implica em £ € dom A e AE =T¢, ou seja, T = A.
Finalmente, como T é o gerador infinitesimal de (e~"1%);cg, pela Proposicao a
curva (e~'¢);er € a tnica solucao de (ES)).

1.3 Fundamentos de teoria ergddica

Um dos principais objetivos dessa tese é obter resultados sobre taxas de convergéncia
(lei de poténcia) para o Teorema Ergodico de von Neumann (TEvN) (Teorema [1.7]) na
auséncia de um gap espectral, um resultado considerado um pilar da matematica moderna.
Nos gostariamos de mencionar que boa parte da teoria relacionada a esse resultado é
motivada por aplicacoes aos operadores de Koopman; entao, levando isto em consideracao,
nesta se¢ao nos recordamos alguns aspectos de teoria ergddica, mais especificamente, a
definicao desses operadores e o enunciado do TEvN.

1.3.1 Medidas Invariantes

Seja (M, B, 1) um espaco de medida e f : M — M um transformagao mensurével.
Dizemos que p é invariante pela transformagao f (ou que f preserva a medida p) se

pata todo conjunto mensuravel A C M.

Exemplo 1.5 (Deslocamentos de Bernoulli, Se¢ao 4.2.3 em [46]). Esses sao sistemas que
modelam sequéncias de experimentos aleatérios em que o resultado de cada experimento
¢ independente dos demais. Supoe-se que em cada experimento had um niimero finito de
resultados possiveis, designados por 1,2, ...,d, com probabilidades p(1),p(2),...,p(d) de
ocorrerem, sendo

p(1) +p2)+---+p(d) =1
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O conjunto M das sequéncias (ay,)nez com cada «, € {1,2,...,d} contém os possiveis
resultados da sequéncia de experimentos. Chamame-se cilindros os subconjuntos da forma

kL ag, ...q)) ={a € M :ay, = ay, ...,y = a;},
onde k,l € Z, com k <1, e cada a; € {1,2,...,d}. Definimos

[k, agy .y aq)) = plag) -+ - plag).

Consideramos em M a o-algebra B gerada pelos cilindros. A familia By das unioes
disjuntas finitas dos cilindros é uma algebra (por conven¢ao, M é um cilindro e u(M) = 1).
Estendemos p de modo a que seja finitamente aditiva: se F € By é a uniao disjunta de
cilindros (Y, ..., Cy, definimos

u(E) = p(Cr) + -+ + p(Cn).

Verifica-se que esta funcao p ¢, de fato, o-aditiva em By. Portanto, existe uma tnica
probabilidade na o-algebra B gerada por By que é uma extensao de p, isto é, que coincide
com ela restrita a By. Chamamos essa probabilidade de medida de Bernoulli definida por
p(1),p(2),...,p(d) e, para ndo complicar a notagao, a representamos também por .

No espago M consideramos a transformagao deslocamento (“shift”) a esquerda

f-M—-M

dada por f((@)nez) = (@ni1)nez- A medida de Bernoulli é invariante por f.

1.3.2 Operadores de Koopman

Apresentamos abaixo a defini¢cao de operador de Koopman em Li(M ); esses operadores
sao de grande utilidade em Teoria Ergodica pois permitem fazer uso de ferramentas de
Teoria Espectral no estudo das propriedades de medidas invariantes.

Definicao 1.16. Se f : M — M preserva uma medida p entao, definimos o seu operador
de Koopman como a isometria Uy : L%(M) — L2 (M), Ug(¢)(z) = (¥ o f)(z) = ¥ (f(x)),
xr e M.

Note que ¢é direta a verificacao que Uy é sempre uma isometria. Com efeito,

1)l / Us(0)(@)Pdu(o)
— [ () Pauto)

= 1¥1lEz ar)

Assim, [|Us(¥)[[tz ) = [[¥lLzar), donde Uy é uma isometria.
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1.3.3 Teorema ergdédico de von Neumann

Seja U um operador unitario em um espaco de Hilbert complexo separavel H e seja
PY a sua resolucao da identidade. Para cada 1) € H, defina

U= PY({1})e.

PY({1}) ¢é a projegao ortogonal sobre o subespago fechado I(U) := {¢ | Up = p}.
Agora, apresentamos o seguinte resultado cléassico.

Teorema 1.7 (Teorema Ergodico de von Neumann, Teorema 3.1.5 em [40]). Seja U um
operador unitdrio em H. Entao, para cada ¢ € H,

=

Ulyp = ™. (1.1)

5 1
Kl—I>Icl>oK ‘
j

I
o

O estudo de taxas de convergéncia para teoremas ergddicos é um assunto estabelecido
em teoria espectral e sistemas dinamicos (ver [14, 21) B8, B6L B7, B8, B9, 47, (4] e as
referéncias contidas nestes trabalhos). No caso particular do Teorema Ergoddico de von
Neumann (TEvN), alguns autores tém obtidos taxas de convergéncia (lei de poténcia) para
a média do tempo em relacao na auséncia de um gap espectral em z = 1 (ou seja,
caso z = 1 nao seja um ponto isolado do espectro de U); a maioria desses trabalhos sdo
motivados por possiveis aplicagoes para operadores de Koopman (ver [35], 36, 37, B8], [39]
e referéncias neles; ver também [I4] para uma discussao envolvendo sistemas din&dmicos
continuos).

Por outro lado, se existe um gap espectral em z = 1, ¢ bem conhecido que as taxas de
convergéncia para a média temporal em relagao sao uniformes em 1 e pelo menos
da ordem K1

Teorema 1.8 (Teorema Ergodico de von Neumann com um gap espectral em z = 1).
Seja U um operador unitdrio em H. Se existe 0 < v < 3 tal que o(U) C {1} U {e*™ |
0 € (v,1 =)}, entao para cada K € N,

1K71 ; o
7 U= P

A demonstragao do Teorema [[.§ ¢ uma consequéncia do Teorema Espectral; para
encerrar esta se¢ao e colocar nosso trabalho em perspectiva lembraremos alguns detalhes
dessa demostracao.

Lembre-se que, pelo Teorema Espectral, para todo ¢ € H existe uma medida de Borel
finita positiva Y suportada no circulo 9D = {z € C | |z| = 1} tal que para qualquer
funcao mensuravel de Borel limitada f em 0D, tem-se

2

1)l = H [ raare

- / RORHC:

aqui, ug ¢ a medida espectral de U em relacao a ¢.
Agora nos adicionamos outro ingrediente necessério na demonstragao do Teorema [1.8]
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Lema 1.2 (Lema de von Neumann). Seja U um operador unitdirio em H. Entao, para
cada v € H e cada K € N,

7l

K? Jop

1 K-1
=D U=y
j=0

Observagao 1.3. A relacao indica que as taxas de convergéncia da média temporal
em dependem apenas das propriedades de escala local de ugfw* em z = 1. Neste
contexto, esta relacao surge de um argumento devido a von Neumann, apresentado em
[54] em estudo da teoria ergodica; esta relagao também foi utilizado mais recentemente
por Kachurovskii e Sedalishchev [36] para relacionar as propriedades de escala local de
,ug,w em z = 1 com as taxas de convergéncia (lei de poténcia) em (ver Teorema
adiante).

2

-1 dply_ye(2). (1.2)

z
z—1

Demonstra¢ao (Lema[1.2)). Para cada K € N e cada z € 9D\ {1}, recorde que

Note que, para cada ¢ € H, ,ug,d,*({l}) = (0. Assim, pelo Teorema Espectral, segue-se
que para cada ¥ € ‘H e cada K € N,

1 K-1 ' 2
Hg = g 2V w—v)
§=0 §=0
1 K-1 ' 2
- |FX [ partow-v)
7=0
1 K 2
- /BDZZ_ldPU I - )

- w [T

Demonstragao (Teorema [1.§8). Como, para cada ¢ € H, supp(u,_,.) C o(U) C {1} U
{10 € (v,1 =)} e pl_,.({1}) = 0, segue-se do Lema que para cada 1 € H e

[]

22



cada K € N,

2
K1

1 K-1 2 1
K Uy - = _/ dul_ - (2)
H K ]ZO K2 ap | 2 — 1 h—1p
1 SK 1)
= K b 1Y - (OD)
K2 2€{e2im0 |9 (v,1—)} z—1 ) Y=
1 eKiWG(eKiﬂ'G _ e—Kiﬂ-o) 2 U
= — sup - . — ul *(8]1)))
K2 26{621n0|96(771_7)} 6Z7T9(617T9 —e z7r6) Y—1)
1 sen (K76) 2 )
= T sup - 7 1/} o ¢*
K2 \ ber1—y) | sen (m6) ) | |
1
< - |(I-PY(1 2
4 2
e TcLLL

onde nos temos usado que yr/2 < sen(77y) para cada 0 < v < 1/2. Consequentemente,
para cada K € N,
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Capitulo 2

Transformada de Fourier de medidas
espectrais com singularidades

Como ja mencionamos, nosso principal objetivo aqui é obter estados iniciais (para a
equagao de Schrodinger linear) para os quais as respectivas medidas espectrais tenham
singularidade lei de poténcia, e para os quais o comportamento assintotico das respectivas
probabilidades de retorno quantica (na média do tempo) dependam continuamente de tais
singularidades (ver Teorema 2.5 e Exemplo adiante).

Nossa principal contribui¢do nesta tese referente a este capitulo é o Teorema [2.5
Enfatizamos que os estados iniciais (ver adiante) estudados aqui foram escolhidos
principalmente levando em consideragdo o Exemplo 3.1 em [4I]. Finalmente, para o
melhor do nosso conhecimento, nao conhecemos nada na literatura detalhado na diregao
dos resultados apresentados aqui, embora os mesmos apo6s enunciados sejam bastante
naturais para especialistas.

2.1 Contextualizacao

O estudo do comportamento assintético da transformada de Fourier de medidas fractais
(espectrais) e do modulo de continuidade da distribuigao de tais medidas desempenha
um papel importante na teoria espectral e na dindmica quéntica (tal comportamento esta
relacionado a boas propriedades de transporte); nota-se que a maioria dos resultados a
esse respeito sao motivados por possiveis aplicagoes aos operadores de Schrodinger (ver
[6, 4T], 53, B3], 66| e referéncias neles) e, neste contexto, pode-se destacar dois resultados
classicos sobre medidas de Borel (positivas) finitas em R: o Lema de Riemann-Lebesgue
(por volta de 1900) e o Lema de Wiener (por volta de 1935), enunciados precisamente a
seguir [27].

Teorema 2.1 (Lema de Riemann-Lebesgue, Teorema 13.3.7 em [27]). Se o € uma medida
de Borel finita em R absolutamente continua, entao sua transformada de Fourier satisfaz

lim [ e ?™ du(z) = 0.

t—o00 R

Teorema 2.2 (Lema de Wiener, Lema 13.3.5 em [27]). Seja p uma medida de Borel finita
em R; entao,
/ 6—2m’sa¢ dﬁb(l’)
R
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Pode-se destacar também o Teorema de Strichartz [53] (ver também Teorema
abaixo), de 1990 (ver Teorema (i) abaixo), que estabelece taxas de convergéncia (lei
de poténcia) do Lema de Wiener para medidas uniformemente a-Holder continuas. Alguns
detalhes serao discutidos a seguir nessa direcao agora.

Seja p uma medida de Borel finita em R e « € [0, 1]. Dizemos que u é uniformemente
a-Hoélder continua (denotamos UaH) se existir uma constante C' > 0 tal que

u(I) < CeI)”
para cada intervalo I com ¢(/) < 1, onde ¢(-) denota a medida de Lebesgue em R. Tem-se
o seguinte resultado.
Teorema 2.3 (Teoremas 2.5 e 3.1 em [41]). Seja p uma medida de Borel finita em R e
a€[0,1].

i) Se p for UaH, entdo existe uma constante C,, > 0, dependendo apenas de p, tal que
para cada f € L2(R,du) e cada t > 0,

1 t
i
ii) Se existir C,, > 0 tal que para cada t > 0,

1 ! —2misx
- eI ()
t 0 R

Observacgao 2.1. Note que o Teorema z) é, de fato, um caso particular do Teorema
de Strichartz [53], que vale para medidas o-finitas.

2
ds < Cu”in?(R,du)t_a'

/R &2 £ (1) dp(x)

2
ds < Cu,t™,

entao p € USH.

Neste capitulo, usamos analise de Fourier para provar algumas estimativas (precisas)
sobre o comportamento assintotico (em meédia no tempo) do valor absoluto do quadrado
da transformada de Fourier de algumas medidas absolutamente continuas que podem ter
singularidades lei de poténcia.

Na proxima observacao, discutimos o fato de que o Teorema i), em geral, nao é
suficiente para obter estimativas precisas para tais transformadas de Fourier de medidas
absolutamente continuas com singularidades lei de poténcia.

Observagao 2.2. Para algumas classes importantes de medidas em teoria espectral e
dindmica quantica, tais como medidas espectrais de operadores de Schrédinger definidos
dinamicamente, 1/2-Hélder continuidade é tipicamente 6timo (normalmente devido ao
fato de existirem singularidades do tipo raiz quadrada associadas ao bordo do espectro,
ver [6l, 251 B35 56| para comentarios adicionais); pelo Teorema i), o comportamento
(em média no tempo) do quadrado do valor absoluto da transformada de Fourier de tais
medidas decaem com pelo menos 1/y/t. Esta taxa, em geral, esta longe de ser 6tima
como, por exemplo, ¢ o caso do laplaciano discreto: seja (*(Z) e §; = (djk)rez, Jj € Z, sua
base canonica, e recorde o laplaciano que estamos sempre considerando aqui, agindo em
Y € (*(Z), por
(DY) = Vg1 + Y1
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entao, embora a medida espectral ,u?o do par (A, dp) seja exatamente 1/2-Holder continua,

tem-se
1 ! —2misx 7, A
n € dpis, ()
0 R
1

ver o caso 3 = 5 no Exemplo e, por exemplo, segdo 12.3 em [27| para detalhes da
derivada de Radon-Nikodym de tal medida espectral (aqui, h(t) = O(r(t)) indica que
existe C' > 0 tal que, para cada t > 0, h(t) < Cr(t)).

Como ,u?o é 1/2-Holder continua, pelo Teorema i), pode-se concluir que

1 ! —2misx 7, 0
n € dpis, ()
0 R

o que dé um limitante pior do que o dado por . Além disso, como ué ¢ no maximo
1/2-Hélder continua, pelo Teorema [2.3}i), a taxa em é (lei de poténcia) otima. De
fato, suponha que existe € > 0 tal que se possa trocar t~! por t~!7¢ em ; entao,
pelo Teorema ii), /L(ﬁ é pelo menos (1/2 + ¢/4)-Holder continua (note que o termo
“e/4"aparece pois temos que “descontar"o log em antes de aplicarmos o Teorema

E-3Hi)).

A fim de colocar o nossos resultados em perspectiva, apresentamos o seguinte exemplo.
Para cada 0 < 8 < 1, denote por
/r] .
/ e My Pdu
0

= I'(1 — B); assim, Mp < oo. Noés lembramos que I’

2

ds = O(log(t)/t); (2.1)

2

ds = O(1/V1),

2

Mz := max ; (2.2)

n>0
(oo}
/ ey Pdu
0

denota a Funcao Gama.

para 0 < < 1,

Exemplo 2.1. Defina, para cada % <f<lecada f e LY(R),

Kap={(-1""x01) * [}, (2.3)

entao Kz € L'(R). Pelo Teorema de Convolugao, segue-se que para cada s > 0,
_ 1 . R 1 1 . R
Kpf(s) = {/0 e_z’msx_ﬂda:} f(s)= {W/o e” 2 (2 ys) P (2ms) dx} f(s)

1 2ms i .
- {W/o e "y Bdu} f(s),

e entao, para cada t > 0 e % <p<1,

1 t
i

2 1

t
ds < Mﬁ;/ s2 =V (s)2ds
0

Hf”il(R) ¢ 9 My £
(B-1) 7. _ B L' (R)
Mg—t /0 s ds = 551 a5 (2.4)

/ 6727risxdlu6’f<x>
R
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onde dpugp s(z) = Kg j(x) dv. Para 3 =L e para cada t > 1, tem-se

2
1 t
i)

2
ds

2 1
1
ds = —/
13 0
1 ! —2mist
+ n € dps,f()
1 R

1Kl F iy MallfIIE /tl
+ —ds
t t 1 S

HKB,f“il(R) MﬁHinl(R) log(?)
= ; + ; . (2.5)

/ e—27riszd'u6’f ($)
R

/ 6—27ris:rd'uﬂ7f(x>
R
2

ds

IA

Argumentamos que as estimativas superiores (lei de poténcia) acima nao podem ser
melhoradas; suponhamos, pelo contrario, que exista 0 < ¢ < 1 — 3 tal que se pode trocar

2(1 — B) por 2(1 — B) + € na estimativa (2.4 ou (2.5) (recorde que em (2.5) g = 1/2).
Entao, pelo Teorema ii), para cada f € L'(R), ug s é pelo menos U(1 — 3+ ¢/4)H.
Agora, escolha, para cada 0 < § <1— e cada z € R\ {0},

1
fs(z) = pove X(0,1] (@),

e fs € LIY(R). Note que para 0 < z < 1,

1 @ ’

1 1 1 !
K x_/—dz/ dZ—/—dew'
ﬁ,f(;() o YPlar —yli-o Y o Yilx —y|t-? Yy 8 Jy |z =yl Y

Assim, para 0 < e < 1,

EK T de/ex[’)Hda::—,
/0 255() 0 (1-8+0)

e portanto, g f, ¢ no maximo U(1 — 4+ 0)H.

Finalmente, seja 0 < § < £/4; entdo, como fi3 s, ¢ no maximo U(1 — 5+ §)H, chega-se
a uma contradi¢do com o fato de que pg ¢, ¢ também U(1 — 5 +¢/4)H.

Ressaltamos que aplicando o Teorema i), pode-se obter no maximo que

1 t
i,
que d4 um limitante pior do que o dado por ([2.4)) (respectivamente ([2.5)) para § = %) para
0<d<1-p.

Notamos também que o que torna este exemplo interessante é o fato de que a medida

tem uma singularidade lei de poténcia, no sentido de que sua derivada Radon-Nikodym
diverge com uma ordem lei de poténcia.

2
ds = O(t*(lfﬁ)w),

/ 6727riszd'u5’f ($)
R

Neste capitulo usamos anélise de Fourier para estender as estimativas em ([2.4))-(2.5))
para as medidas da forma

dpg.f.9(x) = Kg g(v)g(r) dr,

com f € LY(R) e g € L=[0, 1] (ver Teorema[2.4adiante), e entdo discutimos uma aplicagio
deste resultado para medidas espectrais de perturbacoes de posto finito do laplaciano. A
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saber, justamente levando em consideragdo o Exemplo 3.1 em [4], usamos esta classe
de medidas para obter estados iniciais (para a equagao de Schrodinger) para os quais
as respectivas medidas espectrais tém singularidades lei de poténcia, e para os quais o
comportamento assintotico das respectivas probabilidades de retorno quantico (em média
no tempo) dependa continuamente de tais singularidades (ver Teoremae Exemplo.

Na subsegao discutimos uma desigualdade do tipo Strichartz (Teorema . Na
secao usamos alguns resultados bem conhecidos sobre a derivada de Radon-Nikodym
de medidas espectrais [30, 42| para apresentar uma aplicagao para perturbagoes de posto
finito do laplaciano, o principal resultado deste capitulo. A demonstragao do Teorema [2.4]
¢ deixada para a secao

2.2 Uma desigualdade do tipo Strichartz
Seja K3 5 como no Exemplo , g € L™>[0,1] e considere

dus,f.9(r) = Kg f(z)g(z) du. (2.6)

Por simplicidade, suponha que f, g sao fungoes nao-negativas a valores reais. Entao, por
argumentos padroes em Analise Harmonica [41], 53] (ver (2.19) adiante), é possivel mostrar
= [ Haste

que para cada t > 0,
2 t
1
ds = —/
II y|?

1 ' —2misx
7 e dpg .4(7)
0 R
X Kpp(y)g(y)e” ddy. (2.7)

2

/ e K +(x)g(x) dx| ds

IN

Além disso, para cada x € R e cada 0 < € < 1, tem-se

1.5 (B(x,€)) < | flue ™",

onde dug s(x) = Kp¢(r)de. Entdo, usando (2.7) e um argumento do tipo Strichartz
(como em [41], 53]), segue-se que para cada t > 0,

1 ! —2me
n / / e dpug 1 ()
0 R

’ gl po

ds < T /Kﬁ,f(x)Kﬂ,f(y)
_ M// S G () ()

27rHQHLOO[O 1] _ e yl?d d
= Z S t1g,7 (y)dpip,f ()
T<lz—yl<™=

27r||g||L<><>01 2
L [ St )

Q\x y|?

dxdy

<
e%ugnL =
- e O N T
ﬁ L(R)
n=0
X 1Kol 079, (23)
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Assim, pela Desigualdade de Young (Teorema , tem-se, para cada t > 0,

1 [t gl <o (o= _,-
t / v VL

2

/ 6_2mszd,uﬁ,f,g<x)
R

n=0

t—(1=P)

X

||f||il(R)||<| 1% Iy

0 2 2 2
_ Ze_n2/4 e ||g||L°°[0,1]||f||L1(R) t_(l_ﬁ). (29)
= V(1= p)

Notamos que a estimativa uniforme sob z na discussao acima torna o decaimento

em (2.9) longe de ser 6timo (ver a demonstragao do Teorema2.4]e compare (2.9)) com (2.14)
e (2.15))). Usando Anélise de Fourier, iremos explorar esse ponto do argumento para obter

o seguinte resultado.

Teorema 2.4. Para % < B < 1, sejam Kgys e Mg como anteriormente. Para todo

g € L>|0,1], considere dpug fq4(x) = Kp ¢(x)g(x)dx. Entdo:

i) se%<5<1, para cada t > 0,
1t
i)
ii) seﬁ:%, para cada t > 0,
1 [t
i

em partciular, para t suficientemente grande,

1 t
—2misT
;/ /6 dps,t.q()
0 R

uma vez que

2
w2 —2(1-
ds < 2" MpL(B = 1/2)| f I} e llglfEoeo g 72

)

/ 67271'2'8.’17 d,u,ﬁ,f,g (.I')
R

2

[ ot
R

. 1 T(0,47%/8)
is < I Rlalton| (5 + -],

2

. 1 log(t)
ds < ¢ ”f||il(R)||9||i°°[0,1}[(f+3M§ t ’

(0, 472 /t?
iy, D00, 47%/12)

=2
t—oo  log(t) ’

onde T'(-,-) denota a fun¢io Gama Incompleta.

Observacgao 2.3.

i) Como mencionado no Exemplo em geral, nao se pode obter uma estimativa (lei
de poténcia) melhor que a estimativa O(t21=) para toda f € L'(R).

i) Se 0 < < %, entao, pela Desigualdade de Young (Teorema , Kgs-g€ L*R).
Assim, aplicando o Teorema i) a Kgy-geaxpidr (que é ULH), obtemos

1 [ 2 1 [t
t Jo t Jo
e = 1/2 é um ponto de transigao, entao justificando o comportamento peculiar no

Teorema [2.4}ii).

2

[ e K sto) gty ds = 017,
R

[ e
R
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iii) Para um h € LY(R) arbitrario, ¢ bem conhecido que h(s) pode decair de forma
arbitrariamente lenta (ver, por exemplo, [45]). Neste contexto, para % <p<l1,é
particulamente interessante que o comportamento lei de poténcia de

1t . ?

i ][ et ey ds

tJo | Jr
¢é herdado do comportamento da transformada de Fourier de | - |~?, que depende
continuamente de f.

2.3 Perturbacoes de posto finito do laplaciano

Seja d; = (0;x)ken, j = 1,2..., a base canonica de ¢*(N). Sejam também as perturbagoes
de posto finito do laplaciano com condicao de Dirichlet, agindo em ¢?(N) por

H()T/) = Ad)a

N
Hytp = A+ > 0i(,6;)8;,  N>1,
j=1

com ¥(0) = 0, onde (v,)nen € uma sequéncia real.

O estudo das propriedades espectrais e dindmicas desses operadores é um assunto
classico na teoria espectral por pelo menos dois motivos: é um modelo relativamente
simples, e portanto pode ser usado para discutir resultados em dindmica quéantica evitando
complicagoes técnicas; eles podem ser usados como aproximagoes para alguns operadores
de Schrédinger (veja, por exemplo, Se¢ao 3 em [30]). Neste contexto, nosso principal
objetivo aqui ¢ estudar a dindmica quantica desses operadores para alguns estados iniciais
cujas medidas espectrais podem ter singularidades lei de poténcia.

2.3.1 Matrizes de transferéncia e derivada de medidas espectrais

d N
A seguir M@]X denota a medida espectral associada ao par (Hy, ) e % a derivada
x

de Radon-Nikodym de ,uﬁ com respeito a medida de Lebesgue; seja Ry(2) = (Hy — 2) ™"

o correspondente operador resolvente. Sabe-se que para cada N € N U {0}, Hy tem
espectro puramente absolutamente continuo (para detalhes, ver [42]). Assim, neste caso,

d N
% € LY(R).
T
Recorde que para cada N € NU {0}, a matriz de transferéncia T(E,n,n — 1) entre
os sitios n — 1 e n, n € N, é dada por

Além disso, se ug(E,n), com 6 € [0, 7], é a solugao da equagao de autovalor Hyu = Eu,
com E € R, que satisfaz

upg(E,m) = sen (), ug(E,m+ 1) = cos(h),

(523 ) - (5237,

com Ty(E,n,m)=Tn(E,n,n—1)---Tx(E,m+1,m).

entao
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Lema 2.1. Seja N € NU{0}. Entao, existem contantes Cy n,Can > 0 tal que, para cada
E €[0,1],

dyuj,
Cin < L(E) < Con;
LN S dx( ) < Con
iy
em particular, —2+ € L0, 1].
dx
Observacao 2.4. O resultado no lema acima é esperado, uma vez que como o bordo do
Hy
intervalo [0, 1] esta longe de 42, que sao os tnicos pontos em que d—él diverge; ver [27]
x

para detalhes da medida espectral ugo.

Para provar o lema acima usaremos alguns resultados técnicos conhecidos, enunciados
abaixo.

Lema 2.2 (Lema 3.1 em [30]). Seja N € NU{0}. Entao, existe C > 0 tal que para cada
E e [-1,1],
dpy’ D

E) > .
iz ) 2 T B, N0

Proposicao 2.1 (Proposigao 3.9 em [30]). Para cada E € [0,1] e cada L € N,

L+1

3‘“(4%@5{(2)) < (5+@)%;||TN(E,TL,0)||2.

Demonstragao (Lema.1)). Seja N € NU{0}. Segue-se do Lema[2.2] que existe D > 0 tal
que para cada E € [0, 1],

d,uf;i( ) > D
de 7 [ Tw(E,N,0)[*
Note que existe Fiy > 0 tal que para cada E € [0,1], ||Tn(E,N,0)|] < Fy (como
Tn(E,N,0) é o produto de N matrizes cujas normas sao limitadas); assim,

D dp,
0<Cinyi=— < inf —*
LN F% — Eler[lo,l] dx

Agora, se n > N, entao Ty(E,n+ 1,n) = To(E,n+ 1,n) = A(E), onde
E -1
A(E) = ( 10 ) )

Um calculo mostra que para E € [0,1], A(F) é similar a uma matriz de rotagado. Assim,
existe Cy > 0 tal que para cada F € [0,1] e cada n > N, || Tn(E,n,0)||* < Cy. De fato,

(E).

1T (E,n,0)[| = | T (E,n, N) - - - Tn(E, N,0)|| < [IAE)" ]| - [ Tn (E, N, 0)]};

como A(E)"N ¢ similar a uma rotacdo e como para cada E € [0,1], [|[Tw(E, N,0)|| é
limitado, o resultado segue.
Agora, pela Proposicao , tem-se que para cada E € [0,1] e cada L € N,

L+1

jm(éﬁduﬁ(Z)) <(5+ x/ﬂ)%; 1T (E,n,0)]2.
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Assim,para cada E € [0,1] e cada L > N,

Jm( / ﬁdugﬁz)) < (54 V2Dt fHTNEnoW

- <5+@(%ZHTN<E,n,o>Hz+% > ITx(En. 0

n=N-+1

< <5+M>( 7w (B, )| + 2= NON)

n=0

S

Pela Formula de Stone (ver pag. 244 em [27]), segue-se que para cada F € [0, 1]

dLg(E) = Ltim am{on R (E it )6 ) = L tim om /;d ¥2)
dx T LS b L)) wise rE+i/L—=z Har '

como S°N || Tw(E, n,0)||? ndo depende de L, obtém-se

2.3.2 Singularidades lei de poténcia e dinamica quantica

Recorde que, para cada N € NU{0}, R > ¢ — e ®H~ ¢ um grupo unitério de evolugao
e, para cada 1 € (2(N), (e7®INq)),cp é a tinica solucdo da equagio de Schrodinger

Y(0) = ¢ € £(N).

A seguir, recordamos uma quantidade dindmica, usualmente considerada para sondar
o comportamento a longo tempo de e Ny a entdo chamada probabilidade média de
retorno qudntica, que da a probabilidade de encontrar a particula em ¢t > 0 em seu estado

inicial 1:
/ | fstNw |2 ds.

Para 0 < 3 <1 e cada f € L}(R), seja

{atwt) = —iHy{(t), teER,

Suponha que f > 0 e defina
wﬂ,f = Kﬁ’f(HN>51, (210)

onde cada \/Kg ;(Hy) : dom (y/Kz ;(Hy)) C *(N) — (*(N) é definido através do calculo
funcional: para cada ¢ € dom (\/Kg f(Hy)), tem-se

R )o) = [ JKasta) il ().
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Note que &; € dom (/K ¢(Hy)), uma vez que \/Kz; € L(R, d,ugN); note também

1
que se / f(z)dx = 1, entdo para cada = € (0, 1), léﬁ)l VK3, f(x) = 1, por convergéncia

0
dominada. Assim,

li = 0.
iy s =4

Nosso proximo resultado descreve o comportamento da probabilidade de retorno qudantica
dos estados iniciais 13 ¢.

Teorema 2.5. Seja g como antes, com 0 < f € L}(R). Entao:

i) 560§B<%,pamcadat>0,

1 /t el ) 207T||inl(R) dud ||? .
— | g e Vg p)] P ds < : t
tJo (1-28) dx Le0[0,1]
ii) se % < p <1, para cada t > 0,
2 du 2
D(8 —1/2)2%e™ Mg 1131 &) || 2

Le°[0,1] +—2(1-5)

IN

1 ' —1s
o [ 1 0 s

(2m)2(-1) ;
iii) se B = %, para cada t > 0,
I i 2 dud ||? 1 (0, 167/t
e e O e 17 ) o R PR VRl
0 Tl peo0,1] t t

em particular, para t suficientemente grande

d,uf;\f

2
1 1
[— 430, &(ﬂ .
dx

Lo, LT 2t

1 ! —is 7'('2
2 [ age P < ane | fl g
0

Observagao 2.5. Aplicando o Teorema[2.4] em geral, pode-se estender o resultado acima
para familias de operadores de Schrédinger cujas derivadas de Radon-Nikodym de cada
medida espectral (em rela¢do a medida de Lebesgue) sao limitadas (veja a demonstragao

do Teorema .

1
Exemplo 2.2. Seja % <f<lel<d<1-p. Sejafs € LY(R) com / fs(z)dr =1e
0

suponha que existe C' > 0 de modo que, para cada w € (0, 1],

fs(w) = w?5~
Consequentemente, para cada 0 < w < 1,
! 1 v 1
o) 2 € | sty 2€ [ e

w Jo  w—y['7?
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Assim, para cada 0 < € < 1,

s (0.0) = [ Kot

> ccuv/zuﬁﬁmuzcmaN
0

d%l

- (w) dw
((1-B+0)
(1-8+6)

com C1 y dado pelo Lema [2.1] Portanto, neste caso,

dﬂwa,fé = Ky p,——dx

é no maximo U(1 — 8 + §)H, e entao, pelo Teorema |2 Ei), pode-se dizer no méximo que

L t —is o
%}A (Vg g5 € Vg ) [P ds = O~ 17970).

Ademais, segue do Teorema que, para cada % < B <1,

1 ! —is —2(1—
;/ |<¢/D’,f57€ HN¢5J5>|2 ds = O<t 2 B)) (2'11)
0
e para [ = %,

i [ e ) ds = Oltog(t)/0) (212)
0

Notamos que as taxas acima sao 6timas (lei de poténcia). De fato, se existe € > 0
tal que se pode trocar t—2(=#) por t—2(0-A+e ey ou , entao pelo Teorema
ii), [y ;, Serd pelo menos uniformemente (1 — 3 + €/4)-Holder; para 0 < § < /4,
uma contradigao.

Observagao 2.6. Para cada 0 < § < 1 — 3, o Exemplo apresenta uma familia de
estados iniciais, 13 ,, com 151%1 Yp s, = 01 € para os quais as taxas lei de poténcia das

probabilidades de retorno quanticas dependem continuamente das taxas de crescimento
das singularidades das respectivas medidas espectrais.

Demonstragao (Teorema . i) Segue-se do Teorema Espectral que para cada t > 0,

L St g ) 2 L/

+ [lwsemvapas = 5 [

0 0
o

/R e " Kg ¢ (y)dus, (y)
2T

t Jo

2

ds

2
ds.

. dudy
—27rzsyK 01 d
/Re 5.8 (Y)— (Y)dy

Como 0 < <2 5, pela desigualdade de Young (Teorema e pelo Lema., Kpg ¢ d61 €
N

L%(R). Assim, pelo Teorema —i) aplicado para du = Xx|o,;jdy e para a fungao K ;(y)—- ) (y),
obtém-se, para cada t > 0,

2

e —i 2 —2ris dpy
?/ (g e N )P ds = T /6 i yKB,f(y)d_é(y)dy ds
0 0 R x
dyu;
< 101K o | 2| 2w
®l] dz Lo°[0,1]
- 207 || 11T ey || dped) |2 1
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Observamos que se dj = x[,1jdz, entdao pode-se tomar C), = 10 no Teorema 2'); para
detalhes, ver pagina 416 em [41].
i1) e iii) Seja % < B < 1; como para cada t > 0,

2

ds,

t
2r [ox

1 ! —1s
[t s = =

t

/ e Vg 1.4(y)
0 R

d N
onde g = 551 , 11) e i) sdo consequéncias diretas do Lema e do Teorema . O
x

2.4 Demonstracao da desigualdade do tipo Strichartz
Lema 2.3. Seja Kgy como em (2.5).

i) Se % < B < 1, entdo, para cada t > 0, tem-se
’/R/Re—wt |lz—y| Kp 1(2)Kp 1(y) dxdy‘ < MgI(B — 1/2)||f”il(R) 1-201-6),

i) If 6 = %, entao, para cada t > 0, tem-se

—t2|z—y|? — T flE (0, 7/t?)
[ [ Rt R doy| < TR a7y

e recorde que Mg € dado por (2.2)).
Demonstragao. Sejam 3 < <1 e (K,)nen C LY(R) NL*(R) tal que
Jim (| K, — K pllu ey = 0.

Entédo, pelo Teorema 4.9 em [15], existe uma subsequéncia (K, ) e uma fungao h € L'(R)
tal que klim K, (x) = Kz ¢(z) para quase todo x € R, e para cada k > 1, | K,,, (z)| < h(z)
—00

para quase todo z € R. Note que para cada t > 0, cada k > 1 e cada £ € R,

nlg)? | —— _nlg)? ™

_ wlgl? _ xlg)?
e | Ky (O <e Ky e < e 2 |h]lug),

- 2
/e_ Fde =t
R

e~ . ~
Isto mostra que, para cada t > 0, a sequéncia e~ 2 |K,, (£)| ¢ dominada por uma funcao
integravel.
Escolha, para cada t > 0 e cada x € R, &;(x) := e~™2”  Entao, para cada t > 0,

e para cada t > 0,

|€)?

®,(&) = %e 2. ek (2.13)
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Segue-se da identidade em ({2.13)), algumas propriedades basicas da transformada de
Fourier, convergéncia dominidada e Teorema de Plancherel que para cada y € R e cada
t >0,

/Reﬂt%yQKB’f(x) dr = lim e*ﬂt2|x*y\2[(n (z)de = lim | (1,%)(2)K,, () dx

= lim [ (7, @)K, (€)dE = lim [ ™F,(6)K,,, (€) de

k—oo R k—oo R
o1 omiye _w|§2\2 —
= - mi 2 K
By e T e
1 ‘ g2 ——
= Z e e t2 Kﬁ’f(ﬁ)df. (2.14)
R

Assim, pelo Teorema de Fubini (Teorema 10.10 em [13]), obtém-se para cada t > 0,

2 y[2 — i le)? ——
/R/Re”t P K 1 (2) K p (y) dady // Ry (y) dy e Ky p(€) de

K |Kﬁf( &) d¢. (2.15)

Agora, pelo Teorema de Convolugao, segue-se que para cada & > 0,

Ks4() = { / 1 e—mfx—ﬁdx} f) = {W / 1 e—%wﬂmfrf’(%&)dx} ()

_ {W /0 e ewuﬁdu} f(o. (2.16)

Tem-se também, para cada & < 0, que

o 1 —27€ ' _
B = { g ], o O
Assim, para £ # 0,

. [Falen
|Kpp(6) < Mg —5-—= €20 (2.17)

Agora um argumento separado é necessario para cada item. ¢) 1/2 < f < 1. Como
pelo Teorema de Residuos de Cauchy (Teorema 10.29 em [49]), para todo ¢ > 0,

1
— p1/2-B _ 4281
[ = (s g
< (5— )t% ! (2.18)
tem-se de (2.15)) e (2.17) que para cada t > 0,

o 1 _mle? o~
//6 i y|2K57f(m)K57f(y)dmdy - Z/e 2 |K57f(£)|2d§
R JR R

|¢|?
Mﬁ||f||il(R) e 2 e
13 R |§|2(176)

L(8 — 1/2) M| FIIEs gyt 2.

IN

IA
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i1) 8 =1/2. Por (2.16)), para cada t > 0

/1 _ﬂg‘2|[?\ (€)|2 dg < 2||f||2 /1 - 1(/2ﬂ—g 1 a )2d€
e 1 e 2 = U
-1 > N L'®) 0 E\Jo Vu

1 2
_ 7|
= P / e d < | .

Como, pelo Teorema de Residuos de Cauchy (Teorema 10.29 em [49]), para cada ¢t > 0

x|€)?
e e L0, /%)
de = —2 7
/1 e “T o

obtém-se de (2.15)) e (2.17) que para cada ¢t > 0,

/]R /]R e K (1)K 4 (y) dady =

~+ | =

/ e | (02 de
R

1Y e —~
=), | K, (O d€
1 _mle? ——~
s [ R
|z|>1
1Y w2 —
< 1 [ SEIR P
1
2Ml||f||il(R) Ooe_wlf%‘2
+ 2 / d&
t NS
T L'(0,7/t%)
< A Myl
O
ml¢|?

+2

~ . € ~
Observacgao 2.7. Como a integral / d€ nao converge, um argumento separado é

R

necessario para o caso = %

Demonstracao (Teorema. A demonstragao do Teorema é uma consequéncia do
Lema e do Teorema de Fubini (Teorema 10.10 em [13]). Apresentamos detalhes da
prova do item 7): pela linearidade do produto de convoluc¢ao, podemos assumir, sem perda
de generalidade, que ||f|lLi®) < 1 e [|g|lep, < 1. Nos dividimos a demonstracao em
dois casos.

Caso 1: f, g sdo fungoes de valores reais ndo-negativas. Pelo Teorema de Fubini (Teorema
10.10 em [13]), tem-se, para cada t > 0,
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2
2 27,2
e47r (2ms)?/t ds

2 ¢
1 .

ds < —/ /62”251Kﬂ7f(x)g(x) dx
tJo | Jr

< t/
(#)Ks.5(y) 9(y)

% / —((27s8)? /t2)—2mis(x—y) dS}diL'dy

e’ Play?

= \/_//Kﬁf z) Kp r(y)g(y)e” dxdy
47r 2o y2

< \/_//K,Bf K/jf ) ‘ I d:vdy

S [

X K p(y)e ™H2VDNevE gy, (2.19)

1 t
i

[ e K w)g(a) da
R

2

—27risxK (l‘)g(ﬂf) dr 6—(27rs)2/t2 ds

Segue-se entdo de (2.19) combinado ao Lema [2.3]1) que, para cada ¢t > 0,
2 7
1 ' ds < ( _1/2>4 M,B\/_ 4—20=8)
t Jo - 228-17h
Caso 2: f, g sao a valores complexos. Este caso é uma consequéncia direta do Caso 1.

De fato, pela linearidade do produto de convolugao, pela desigualdade (a+b)? < 2(a®+b?),
a,b > 0, e pela identidade

[ e g to) do
R

Kgp-g = {Kﬁ,ww — K me()- +Z’(Kﬁ,ﬁm<f>+ - Kﬂ,ﬁm(f))}
Y {zw)+ ~ SRe(g) +z’(ﬁm<g>+ - 'Jm<g>) }
se segue que, para cada t > 0,

1 t
i

2 ™
ds < ( 1/2)216 * MB\/_ —2(1-8)
- 226115 ’

[ e wgto) do
R
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Capitulo 3

Taxas de convergéncia para o Teorema
Ergoédico de von Neumann

Como mencionado na introdugao, nosso principal objetivo aqui é

e exibir os expoentes de decaimento lei de poténcia no Teorema ergddico de von
Neumann (Teorema |3.2);

e demonstrar que para operadores que possuem espectro puramente absolutamente
continuo em 0D\ {1}, na auséncia de um gap espectral, as taxas de convergéncia lei
de poténcia no Teorema ergddico de von Neumann tém um comportamento oscilando
entre um decaimento réapido lei de poténcia e um decaimento lento lei de poténcia
(Teorema [3.3)).

Os resultados apresentados neste capitulo sdo analogos aos obtidos em [4] sobre as
taxas de convergéncia de semigrupos normais (ver também [1, 2], [3, 5, 19, 2T]). A diferenga
técnica é que, para semigrupos normais, basta analisar a parte real (auto-adjunta) do
gerador para avaliar as taxas de convergéncia (lei de poténcia), enquanto aqui é preciso
analisar as propriedades espectrais dos operadores unitarios.

Notamos que uma adaptagao dos argumentos em [4] poderia ser feita para estudar as
taxas de convergéncia em TEvVN para sistemas dinamicos continuos, pois este caso leva
naturalmente a geradores autoadjuntos.

3.1 Contextualizacao

Como mencionado anteriormente, o estudo de taxas de convergéncia para teoremas
ergodicos é um assunto estabelecido em teoria espectral e sistemas dinamicos (ver [14]
211, 135, 36l, 137, 38, 39, 47, [54] e referéncias 14 citadas). Neste capitulo, obteremos alguns
resultados de taxas de convergéncia (lei de poténcia) a respeito do TEvVN na auséncia de

um gap espectral em z = 1 (ou seja, caso z = 1 nao seja um ponto isolado do espectro
de U).

3.1.1 Expoentes de decaimento e comportamento genérico

A seguir, lembramos o resultado devido a Kachurovskii e Sedalishchev [36], mencionado
na Observacao , que relaciona as taxas de convergéncia (lei de poténcia) em TEvN com
as propriedades de escala local de ugfw* em z = 1, caso nao haja gap espectral.
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Recorde que, para cada 0 < € < %,
Se = {62”9 | —e< 0 < e}.

Teorema 3.1 (Teorema 1 em [30]). Seja U um operador unitirio em H, ¥ € H e
0<a<2

i) Se existir Cyy > 0 de forma que, para cada 0 < € < %, ,ugfw*(Se) < Cye®, entao
existe Cy > 0 tal que, para cada K € N
K-1 2
1 , Cy
— Uy — < —=
H - ; vyt <

ii) Reciprocamente, se existir Cy, > 0 de modo que, para cada K € N,

=,
e
=0

2
<

78

entao existe 51/, > 0 tal que para cada 0 < € < %, ug_w(&) < 5¢€a.

Observagao 3.1. Embora o Teorema tenha sido originalmente estabelecido para
operadores de Koopman, sua demonstracao vale para qualquer operador unitério.

A partir do Lema[I.2 e do Teorema [3.1] fica claro que, neste cenario, o comportamento
das taxas de convergéncia (lei de poténcia) em TEvN depende apenas das propriedades de
escala local de '“g—@b* em z = 1. Levando isso em consideracao, nés mostramos através do
proximo resultado que essas taxas de convergéncia sao de fato governadas pelos expoentes
pontuais inferior e superior de ,ug_w* em z = 1. Recorde a defini¢cao de expoentes pontuais

€1 @

Teorema 3.2. Considere U um operador unitdrio em H, 0 # ¢ € H e suponha que

0<df, (1)<2. Entao,
'LLU’—U)*

In 1 Kz_l Ul — o 2
— lim inf ts =dt (1) (3.1)
K—oc0 In K Hop— g ’
m [ L Kzl Urp —ap* 2
. K 7=0 _
- h;{n_}solip K = dug_w(l)‘ (3.2)

Observacao 3.2. E bem conhecido que para operadores de Koopman, para cada ¢ € H
tal que ¢ —* # 0, a respectiva média de tempo apresentada em TEvN nao converge para
¥* mais rapido que K2 (veja, por exemplo, Corolario 5 em [29]). Nesse sentido, como
a maioria das aplicagbes possiveis do Teorema [3.2] estao relacionadas aos operadores de
Koopman, e para estes operadores 0 < d:U (1) < 2, a hipotese de que 0 < d:U (1) <2

] ) —_ —
é bastante razoavel.
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Observacgao 3.3. O problema de obter os expoentes de decaimentos de quantidades
dindmicas em termos de propriedades dimensionais de medidas em sistemas dinamicos e
dindmica quantica é bastante natural e recorrente na literatura; ver, por exemplo, |4 9,
12) 1T, 2T), [34]. Neste contexto, o Teorema acrescenta algo ao corpo do conhecimento
sobre taxas de convergéncia (lei de poténcia) em TEvN; de fato, o mesmo estabelece uma
relagdo explicita entre as taxas de convergéncia (lei de poténcia) de tal média temporal e
as propriedades espectrais de escala local do operador unitario U em z = 1.

Pelo Teorema [3.2], se para algum 1) € H tem-se
0<d, (1)<d, (1)<2, (3.3)
-y Hop—yx
entdo as taxas de convergéncia da lei de poténcia (relacionadas a 1) no TEvN realmente
dependem de sequéncias de tempo indo para o infinito.

Escreva L := UPY(OD \ {1}); aqui, também demonstramos que a condigao (3.3]) ¢
satisfeita para um operador unitario U e para um conjunto denso de vetores Gs em H, se
L7 convergir para zero na topologia fraca de operadores (isto é, para cada par ¥, ¢ € H,
(L4, o) — 0 quando j — oo) e se 1 for um ponto de acumulagao de o(U).

Teorema 3.3. Seja U um operador unitario em H tal que 1 seja um ponto de acumulagao
de seu espectro o(U). Se L7 (lembre-se que L = UPY (0D \ {1})) converge para zero na
topologia fraca de operadores, entao o conjunto de v € H tal que, para todo € > 0,

limsup K¢ iKg_lUj@D—z/)* 2:oo
K—oo K =0
€
lim inf K%~ 1 KE_I Ulp —ap* 2 =0
K—o0 K g ’

é conjunto G5 denso em H.

Na se¢ao[3.2] ilustramos nossos resultados gerais apresentando uma aplicagao explicita
do Teorema [3.3] aos operadores de Koopman. As demonstracoes dos Teoremas e
sao deixadas para a segao 3.3

3.2 Aplicacao para operadores de Koopman

Seja (X, A,m) um espago de Lebesgue com medida continua m (isto ¢, um espago
de probabilidade nao atomico obtido pela completacao de uma medida de Borel em um
espago meétrico separavel completo); para cada automorfismo 7' em X, o operador de
Koopman estéa definido (ver também segao 1.3.2) pela lei,

Ur :12(X) > L(X), (Urf)(x) = [(Tz), =€ X.

Aqui, dizemos que o(Ur) é puramente absolutamente continuo em 0D \ {1} se Uy é
puramente absolutamente continuo em

{f e LL(X) | [y f(w)dm(z) = 0};

observe que 1 é sempre um autovalor do operador Koopman, uma vez que Ur¢ = ¢ para
cada funcao constante .
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Teorema 3.4. Seja T um automorfismo em X com espectro absolutamente continuo em
0D\ {1} sendo que 1 é um ponto de acumulagao de o(Ur). Entdo, o conjunto de vetores
Y € 12 (X) tal que, para todo € > 0,

2
lim sup K¢ = 00

K—x

1 K-1 A
=2 U=
j=0

2

=0,

lim inf K¢
K—oo

1 K-1 ‘
7 > Ui — o
=0

¢ um conjunto Gs denso em L2 (X).

Observacao 3.4.

i) O Teorema aplica-se a K-automorfismos, em particular aos deslocamentos de
Bernoulli [48].

i1) Note que sob as hipoteses do Teorema , segue do Teorema e Observacao
que para um tipico ¢ € L2 (X), d (I)=0¢e d:T (1) =2.
T R

A demonstracgao do Teorema [3.4] ¢ uma consequéncia direta do Teorema [3.3] e do
proximo resultado.

Proposicao 3.1. Considere U um operador unitdrio em H com espectro absolutamente
continuo em 0D\ {1} e L = UPY(0D \ {1}). Entdo, L’ converge fracamente para zero
para j — 00.

Demonstragao. Para cada ¢ € H, seja
Ho = {P"(9)0 | g € Ly (0D)}

o subespaco ciclico gerado por ¢, P, a correspondente projecao ortogonal sobre Hy e
F:Hy— LiU (OD) o operador unitario dado por F(PY(g)¢) = g (observe que neste caso
$

L = PY(gxom\(1}), com g(z) = 2).

Fixe ¢, € H e seja h € Lig(aﬂ)) tal que Pyp = PY(h)y. Seja também {g,} uma
sequéncia no espago das funcoes Borel limitadas em 0D, que é denso em Lig(f)ﬂ)), com
|1gn — hHLiU(am’) — 0 para n — o0.

Agora, como pf) (-NOD\{1}) ¢ absolutamente continua, segue-se do Teorema de Radon-

Nikodym que existe f € L'(0D\ {1}) tal que du{(z) = f(z)dz. Entao, g,f € L'(OD\{1})
para cada n € N, e entao, segue-se do Lema de Riemann-Lebesgue que para cada n € N,

lim (L'¢, PY(gy)) = lim 2 gn(2)dpiy (2)

= lim 2 gn(2) f(2)dz
=09 Jop\{1}
1

= lim 2™ g (%) f(e*™)dh = 0; (3.4)

Jj—o0 0
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acima usamos o fato de que a medida de Lebesgue sobre dD é o pushforward, em relagao
ah:[0,1) — 0D, h(f) = > da medida de Lebesgue sobre [0,1). Por outro lado, para
cada 7 > 0, tem-se
(L%, Pyp) — (L7, PY(gn)0)|
= (L9, PY(h)e = PY(g,)0)|
< |IHIPY (h)d — PY(ga)¥]
= |l llr - gn”Lig(c’?Dy

e entao
Tim (L7, @) = (L7, P (ga))| = 0.

Note que esta convergéncia ¢ uniforme em j. Portanto, combinando este resultado com a
relagao (3.4) e o Teorema de Moore-Osgood [44], obtém-se

lim (L, ) = lim lim (L7, PY(g,))

J—00 n—00

= lim lim (L7¢, PY(g,)¢) = 0.

n—00 j—00

3.3 Demonstracao dos principais resultados

3.3.1 Calculo dos expoentes de decaimento

Um ingrediente importante na demonstracao do Teorema |3.2] é o Lema 3.1, que pode
ser obtido usando um argumento identico ao apresentados na demonstracao do Lema 3.2
em [24]. Portanto, omitimos a prova desse resultado.

Lema 3.1. Seja U um operador unitdrio em H e 0 # ¢ € H. Seja também (K;) uma
sequéncia de inteiros positivos satisfazendo K; — oo quando | — oo. Se para algum
0 < a < 2, eviste Cy > 0 de modo que, para todo Ki, py—y+(S1/k,) < CypK %, entio
existe 5¢ > 0 tal que para cada K;

Js

Vamos proceder agora com a prova do Teorema Seja f : [0,1) — 0D dada por

f(0) = 2™ ¢ represente por f*u o pull-back, com respeito a f, de uma medida positiva
de Borel 1 em JD. Segue-se do Lema que para cada K € N,

2

2R —1 U =~ p2-a
d,uw_w*(z) < Cy K[ (3.5)

z—1

1 2 1 K1),
N vy -yt = = [ |2 aul .
HKZ v-v| = [ |Eo e
1 1| p2im0K _ q 2 U
- w5 | |G| e
1 [Ysen(n0K)|* .. o
— | [ ‘ Af 1Y y0)(6).
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Dado que para cada 0 < € < 1,

/1; sen (m0K) 2d(f*u3_w*)(e) _/

sen (70) .
segue-se que
1 €
T OK? ),
sen (m0K)

1 1—€
* K? /E sen (70)

1 /6 sen (m0K)
> it i)
- K2 J__| sen(nf)
0]

Como para cada —7/2 < 0 < /2, o < |sen (0)] < 2|0], segue-se que para cada K > 2 e
cada 0 <e < 1/K,

2

d(f* py—)(0),

0

sen (m0K)
sen (70)

? sen (mOK

>\ A ) 0)

2

Al )(6)

sen (m6)

1 K-1 ‘
& v -v
7=0

2

d(f* 11— )(0)-

? (f*/ig_qp*)(_ﬁa 6) _ Mg_w (Se> ‘

o]
K = - 16 16
Consequentemente,
In 1 KZ_I Ulp —ap* :
—liminf e d (1)
K—00 In K = Hgg
In 1 KZI Ulp —ap* 2
. K =0 _
B h;I(n_folip In K = Hg g

Recorde a definicao de expoentes pontuais em @
Agora, se d:U (1) = 0, entdo a desigualdade complementar em (3.1)) é imediata; caso
b

*

contrario, para cada 0 < € < d:U (1) < 2, existe uma sequéncia de inteiros positivos
—
(K;) com llim K; = oo de forma que para cada [ € N,
—00

U E*d:U *(1)
M¢—¢*(51/Kz) < K, v

Entao, pelos Lemas[T.2 e segue que existe Cy . > 0 tal que

2

1 e—df (1)
- ij ¢* < C K Hap—gp* _
Assim,
=, 2
In|—= Y Uy —o*
n = ZO U
— limi = + _
hfgigcl,f e > dug,w*(l) €.
Dado que 0 < € < d:U (1) é arbitrario, a desigualdade complementar em (3.1)) segue.
Y-
A demonstracao da desigualdade complementar em (3.2) é analoga e, portanto, é
omitida. O]
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3.3.2 Obtengao dos conjuntos genéricos
Comecamos com alguma preparacao.

Teorema 3.5 (Teorema 1 em [7]). Seja L um operador linear limitado em H tal que
L7 converge fracamente para zero. Suponha que 1 € o(L). Entdo, para cada sequéncia

(a;)j>0 de nimeros positivos satisfazendo Jlggo a; =0 e para cada 6 > 0, existe n € H tal

que [l < supfa} + ¢
j
Re (L7n,n) > a;, Vj > 0.

Lema 3.2. Seja U um operador unitdrio em H, L = UPY(0D \ {1}), e suponha que L’
converge fracamente a zero. Se 1 for um ponto de acumulagao de o(U), entdo para cada
0<e<], existenecH com|n|| <1e

2

= OQ.
K—o0

1 K-1
lim inf K€ ||— Uln —n*
1m In HK; n—n

Demonstragcao. Observe que:

i) 1 € o(L), pois 1 é um ponto de acumulagao de o(U).
it) L7 converge fracamente para zero.

iii) Pelo célculo funcional espectral, UPY (9D \ {1}) = PY(dD \ {1})U, e assim, para
jeN,

o= va-pr{1})
= U —0PY({1}) = U7 - PY({1}),

Seja 0 < € <1 tal que 0 < 2¢’ < e < 1. Pelo Teorema [3.5] existe n € H com ||| < 1

tal que, para cada j > 0,
1

Re (L9, 1) > ————.
< ) (J+2)

Assim, para cada K > K, := 22-<)/(0-¢)
K-1 K-1
1 4 1 1
Re( —= L’n, > — —_—
<K; 7777> K;(]+2)6
|
> — ——dx
- K /0 (x 4 2)°
1 /

K= -2 (C

> T > =
K(1—¢) K¢’

com C'=1/(2(1 —¢)). Por iii) acima, para K > Ky,
1 K-1 1 K-1 1
I e M G LS L
Re<KZUn 77,77> Re<<K;Ln,n>+<K(n n),n>>

C n*
> F - Re<§,n>

j:
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Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, para K > K,

K-1
1 : c 1
=y Un—n'
HK j=0

>___
K K

K-1 2
> g - -
j=0
Consequentemente,
L 1 K—1 } ) 2
1I(nl>101(1)f[( HE;UU_U = 00,
como queriamos. ]

Passemos & demonstracao do Teorema |3.3] Seja ¢ > 0; como para cada K € N, a
funcao

=
Hop — K gngﬁ—@/}*
¢ continua, segue que
Gt(e) = {1/1|limsupK6 iKZ_lszb—w* :oo}
K—oo K

>n}
-

também é um conjunto G5 em H é completamente analogo e, portanto, a omitimos.

j=0
1 K-1
= > U=y
K

¢ um conjunto G5 em H. A demonstracao de que

NU{w e

n>11>1 K>1

K—1
- . fn S 2—e¢ i Toly _ ofy*
G (e) := {w ] 11Km_>101<1)fK e jE_O Ul —

Afirmacgao: Para cada € > 0, G*(¢) e G~ (¢) s@o conjuntos densos em H.

Segue-se da Afirmacao e do Teorema de Baire que
g := ﬂ <G+(€) N G(e))
e€QN(0,00)

¢ um conjunto Gs denso em H. Como para cada v € G e cada € > 0,

2
lim sup K¢ = 0

K—o0

1 K-1 '
7 U=y
j=0
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lim inf K?~¢ i

K—oo

isto conclui a demonstracao. Portanto, basta apenas provarmos a Afirmacgao.
Demonstragao da Afirmacao. Fixe ¢ > 0.

o G7(e) é denso em H. Seja 0 # 1p € H. Suponha agora que exista Cy, > 0 tal que
para K suficientemente grande,

(3.6)

ez o=l < 5

(caso contrario, 1) € GT(€)). Do Lema [3.2] sabemos que existe n € H, com ||| < 1, tal
que
| K 2
=2 Un—1'
=0

Finalmente, para cada m € N, defina v, := ¥ + E; naturalmente, v,, — 19 quando
m

lim inf K¢/3

K—o0

00. (3.7)

m — oo. Além disso, por (3.6]) e , tem-se para cada m € N e cada K suficientemente
grande,

2
- K¢

1 K-1 '
= U -y
K%

K—-1 K—-1
2K6 1 1 .
+ < Ul — o, U’n —77*>
=0

1 K-1 2
Ke _ 7 " — *
K?;Uw ¥

K K
Jj=0 J
K[| 1= . P
+ m2 || K UJU—U
§=0
K-1 K-1
2K°¢ 1 1
> Re({ — Jaly — o — Jp — ¥
> me@flw/wKZUnn>
Jj=0 j=0
K-1 2
Kell 1 , .
* m?|| K 0=
=0
K-1
2K 1
> — o — )
- m KZU¢ v
7=0
K-1 2
Kell 1 , .
* m?|| K U =
7=0
S 2K Cy K< 1
= 'Ke/2+m2'Ke/3'
Assim, para cada m € N,
= 2
limsup K¢||— Ulthy, — % || = o0,
msup HKZ ¢




da qual se segue que G (¢) é denso em H. ]
e G (€) é denso em H. Seja 1) € H e defina, para cada n € N,

, 1 1
o 2mif . _
A, = {I}U{e ; 96[—2n,1 _2n>}

Note que 9} = ¥* e 1, — 1 quando n — oo uma vez que PY(A,,) converge fortemente
para a identidade quando n — oo. Além disso,

2 2 2
16 n
< liminf K% 16n7|9n " _ 0,

lim inf K?%°¢
K—oo 7T2K2

K—o0

1 K-1 .
? Z U]¢n - ¢;
=0

da qual se segue que G~ (€) é denso em H.
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Capitulo 4

Trabalho futuro

Listamos abaixo possibilidades para trabalhos futuros sobre temas relacionados a essa
tese.

1. Obter estimativas sobre a transformada de Fourier de medidas espectrais levando
em consideracao singularidades de medidas espectrais, para outros modelos, como,
por exemplo, o almost Mathieu.

2. Obter resultados semelhantes aos apresentados no Capitulo 2 para outros modulos
de continuidade que nao sejam lei de poténcia, por exemplo, logaritmo.

3. Discutir resultados semelhantes aos apresentados no Capitulo 3 para o Teorema
ergddico de von Neumann s6 que para sistemas continuos.

4. Estudar o papel de outras dimensoes tais como as bem conhecidas dimensoes fractais
generalizadas na dinamica unitaria.
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