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Resumo

O foco deste trabalho é o estudo do problema de autovalor para o operador
(n, T')-divergente £, com condigao de fronteira de Dirichlet, definido em um dominio
limitado de uma variedade Riemanniana completa, isometricamente imersa no espaco
Euclidiano. Obtivemos desigualdades universais de autovalores em fungao de sua ordem
e do primeiro autovalor. Como aplicacao obtivemos uma estimativa do gap entre
autovalores consecutivos, também em termos da ordem e do primeiro autovalor para o
caso Euclidiano. Em variedade Cartan-Hadamard pin¢ada obtivemos uma estimativa
para o gap em casos particulares do operador L.

Palavras-chave: Problema de Dirichlet; Autovalores; Operador (n,T)-divergente;
Inequacoes Universais.



Abstract

The focus of this work is the study of the Dirichlet eigenvalue problem for the
(n, T')-divergent operator, £, in a bounded domain of a complete Riemannian mani-
fold, isometrically immersed in Euclidean space . We obtained estimates of universal
inequalities of eigenvalues as a function of their order and the first eigenvalue. As
an application we obtained the estimate of the gap between consecutive eigenvalues,
also in terms of the order and the first eigenvalue for the Euclidean case, and if M is
a pinched Cartan-Hadamard Manifold, we obtained the estimate of gap in particular
cases of the L operator.

Keywords: Laplacian; Dirichlet Problem; Estimates of the eigenvalue; Divergent Ope-
rator.
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Introducao

Em outubro de 1910, o fisico holandés Hendrik Lorentz ministrou uma série de
palestras sobre os velhos e novos problemas da fisica em que um dos topicos discutidos
envolvia as vibragoes do tambor que podem ser modeladas a partir da equagao de onda

Pu_ (P o
ot? ¢ ox?  0y?)’

em que u descreve o deslocamento vertical do tambor na posigao (x,y) no tempo t e ¢
¢ uma constante. O método desenvolvido por Fourier para descobrir solugoes envolve
encontrar nimeros A e fungoes nao nulas u tais que

0%u N 0%u
ox?  Oy?
Os nameros A sao chamados os autovalores da membrana do tambor e estao relacio-
nados aos seus tons fundamentais. Lorentz conjecturou que dado um tambor, ou uma
forma com um fronteira fixa, pode-se calcular sua area A a partir dos niimeros A acima.
Matematicamente ele expressou isto como
2rD(N)

e oA

—\u.

onde D(\) é o ntimero de autovalores menor que um dado autovalor A. O mateméatico
alemao Hermann Weyl, presente nas palestras, achou essa conjectura interessante e
mais tarde provou que na verdade

lim 4mD(Y) = A,

A—00 A
mostrando que Lorentz estava equivocado por um fator dois.

Weyl observou que as autofungoes e autovalores podem ser obtidos explicitamente
considerando dominios simples, como retangulos e circulos. Para estes casos a conjec-
tura foi verificada diretamente e possibilitou a generalizacao para dominios arbitrarios.
A prova de Weyl para essa lei assimptotica suscitou & questao da possibilidade de se
determinar o formato do dominio a partir dos autovalores. Esta conjectura foi proposta
por Mark Kac em seu célebre artigo "Can You Hear the Shape of a Drum?", ver [12], e
respondida negativamente por Carolyn Gordon, David Webb e Scott Wolpert em 1992,
ver [9)].

Seja 2 um dominio limitado em uma variedade Riemanniana completa M n-
dimensional com fronteira 02 suave (possivelmente vazia). O problema de autovalores
do Laplaciano em €2 com condicao de Dirichlet é dado por

Au = —du em (), (1)
u = 0 no 0f2.

12
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E bem conhecido que os autovalores de (1) sao dados por uma sequéncia nao decrescente
e se acumula apenas no infinito

O< A <A< A< Moo,

e as autofungdes {u;}>~
Ly(92).

Um aspecto importante do estudo de autovalores é estimar-los em funcao da
geometria do dominio, obter cotas superiores para os autovalores em dominio com
volume fixado e estimar gap entre autovalores consecutivos. Abaixo descrevemos alguns
dos principais resultados existentes na literatura.

Quando Q é um dominio limitado no espaco Euclidiano R?, Payne, Polya e Wein-
berger [16, 17| em 1955 provaram a seguinte estimativa

k
2
A1 — A < E;)\j-

Thompson [20] em 1969 estendeu a estimativa anterior para o caso n-dimensional e
obteve

, constituem um sistema ortonormal completo para o espago

k
4
Akl — A < %;)\j'

Hile e Protter [11] em 1980, melhoraram a estimativa acima para

Yang [22] em 1991, obteve a seguinte inequagao

k

D (k1 = M)A < ( ) g (A1 = Ai) A, (2)

i=1

em dominios do espaco Euclidiano R", a partir da qual é possivel obter

)\k+1<—( )ZA

Ainda a partir da inequacao quadratica (2), Cheng e Yang [4] obtiveram em 2005

21 4\ 1 g RN
wonee| () - (e )ig (i) | o
]:1 j=1 =1
para dominios na esfera unitaria n-dimensional, e em 2007 (cf. [5]) os mesmos autores

obtiveram
4N\ 2
A1 < (1 + —) k7M.
n



14

A partir da inequagao (2), uma série de estimativas foram obtidas. Tais inequa-
¢oes sao conhecidas como inequagoes universais uma vez que, inicialmente trabalhando
em espagos FEuclidianos, elas nao envolvem dependéncia em relagao ao dominio.

Considerando uma variedade Riemanniana completa M™ isometricamente imersa
em R™, se denotarmos por «a a sua segunda forma fundamental, temos que o vetor

curvatura média de M é definido por H = —tr(a)). Quando € é um dominio limitado

de uma variedade Riemanniana completa M, Chen e Cheng [3| em 2008, utilizando o
teorema de Nash [15], obtiveram

k

Z(/\kJrl - \)* <

j=1 7=1

S|

1
Ot =) (A + o) ()

em que

H? = inf sup [H|?
0= oo QP H|",
com ® = {4 | ¢ é uma imersao isométrica de M em um espago Euclidiano}.
Destacamos as seguintes inequagoes também obtidas em [3]

n?H? 4 2H2
M1+ —2 < (1+—) (M + ki,
4 n 4

Inequagdes do tipo (5) sdo conhecidas como gap e desempenharao um papel importante
na segunda parte do nosso trabalho.

Gomes e Miranda em 2018 [10], estudando o Laplaciano deformado A,, para
um dominio limitado em uma variedade Riemanniana completa M" isometricamente
imersa em R, obtiveram o seguinte resultado

k k
4 n2HZ +n2 + 219
2 o+ M 0
Z(Ak—i—l —Aj)° < " Z()‘lﬁ-l =) ()\1 + 1 ; (6)
Jj=1 j=1
em que 19 = sup |Vn| e 7o = sup|A,n|, e como consequéncia obteveram a inequacao a
Q Q
seguir
n?H? 24+ 2m 4 2[? 24 2m
Aess + 0+4770+ 770§<1+_)k3<)\1+” 0+4770+ 770)‘
n

Em [1], [8], [10] e [14], os autores também consideraram operadores elipticos mais
gerais da forma L(f) = div(T(Vf)) — (Vn,T(Vf)). A seguir apresentaremos alguns
dos principais resultados destes trabalhos, onde as desigualdades universais obtidas
estao em funcao de T, n e do mergulho isométrico. Seja T um (1, 1)-tensor simétrico,
considere o campo nomeado vetor curvatura média generalizado Hy, da seguinte forma

Hr :ltraoT Za
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Aratjo Filho e Gomes [1] em 2022, trabalharam com o operador Cheng-Yau
deformado 0, e utilizando o Lema 2.2 em Gomes e Miranda [10] obtiveram

k

k 27172
n“Hg + 4C
Z()‘k—l—l - —Z Aet1 = A <)\‘ +04—50>- (7)

i=1

C)r;

3

Convém observar que o operador [, é um caso particular do operador £ quando o
tensor T ¢ livre de divergéncia. A estimativa (7) é uma inequagao do tipo (4), em que

Co = supﬁ{%div<T2(Vn)> - }1|T(V77)|2} e Hy = sup|HT| com ¢ < (T'(X), X) <9,

para X unitario. Com isso, foi possivel estimar que

22 +4 4(5 2H2 +4
>\k+1+n0—+00§ 1+ Lo )\14_”0—% )
49 ne 49

Podemos notar que a inequagao (7) melhora a inequacao (6) quando nos restringimos
ao operador A, uma vez que 4C, = sup{2An — |Vn|*} < n + 27.
Q

Fonseca e Gomes em [8] consideraram o operador [J, em variedades Cartan-
Hadamard pingada (—+? < K < —x3). Para T radialmente paralelo e tendo a diregao
radial como um autovetor obtiveram

k k
1 462
D (k1 = A))? < > (k1= Ay) ( A — (n—1)%2k2 + 2(n — 1)(6%k% — £%62)

j=1 j=1

I CR PR

para certas constantes Cy, C1, d e a(n,¢,d).

Considerando o espago hiperbolico H"(—#?) e admitindo T'(V log x,,) = ¥V log x,,,
em que a funcao ¥ e a funcao deformadora n sao radialmente constantes, os autores
no mesmo trabalho obtiveram a seguinte desigualdade para o operador £

2.3,2

k
442 n—1)%e3k
Z A1 — X)) < = Z()\k—i-l ) <>‘j - %)

7j=1 7=1

Das expressoes em (3) e (5), é possivel ver que as estimativas de gap entre auto-
valores consecutivos do Laplaciano estao na ordem de k2. No entanto, pelo célculo do
gap entre os autovalores consecutivos em S" com a métrica usual e a formula assintética
de Weyl, a ordem do limite superior desse gap é k. Baseado nessa observagao Chen,
Zheng e Yang [7] sugeriram a seguinte conjectura.

Conjectura 1. Seja Q2 um dominio limitado em uma variedade Riemanniana completa
n-dimensional M. Para o problema de Dirichlet

Au = =du emQ
u = 0 no 01,

a cota superior para o gap entre autovalores consecutivos do Laplaciano deve ser
1
M1 — M < Crok=, k> 1,

onde C, o € uma constante que depende de ) e da dimensao n de M.
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No mesmo trabalho, obtiveram uma resposta afirmativa para esta conjectura nos
casos em que €2 é um dominio limitado em R™, H" e mais geralmente em variedades de
Cartan-Hadamard pingada.

Nesta tese, iremos considerar (M",(-,-)) uma variedade Riemanniana completa
n-dimensional, 2 um dominio limitado em M e T um (1, 1)-tensor simétrico, positivo
definido em M. Estamos interessados em estudar estimativas do problema de autovalor
com a condicao de fronteira de Dirichlet

Lu = —Au em (),
{ u = 0 no 02, (8)

em que
Lu = div,(T(Vu)) = div(T'(Vu)) — (T'(Vu), Vn).

O primeiro resultado apresentado neste trabalho é uma generalizagdo da inequagao
universal (7) para o operador £ qualquer.

Teorema 1. Seja 2 um dominio limitado em uma variedade Riemanniana completa
n-dimensional M isometricamente tmersa em R™, e \; o j-ésimo autovalor do pro-
blema (8). Entdo teremos

k

> (k1 = A)* <

J=1

| e

3

5 & n2H2 + 4Cy + T2
- D = A) <>\j + = 5 - 0) (9)
j=1

1 1
em que Hy = sup |Hy| , Cy = sup {édiv(T(T(Vn) - tr(VT))) - Z|T(Vn)|2} e
Q Q
Ty = sup |tr(VT)|, com € e § conforme em (1.4).
Q

. 2H24+4Co+T3
Definindo v; = A; + m%

seguinte corolério.

, obtemos como consequéncia do Teorema 1 o

Corolario 1. Nas hipoteses do Teorema anterior obtemos as trés inequagoes a sequir

[NIES

k 2 k k 2
20 1 46 1
Vg1 — U < 2 (k_ns ;1 Uj) % (1 + n_s) ;1 (Uz T g vj>

=1

O proximo resultado também é consequéncia da inequagao (9).
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Corolario 2. Nas hipdteses do teorema 2.1, temos que

46

26
Vg1 < (1 + —) krevy.
ne

Na segunda parte deste trabalho investigamos uma conjectura para o problema (8)
analoga a conjectura 1 de Chen, Zheng e Yang, a saber

Conjectura 2. Seja Q2 C M™ um dominio limitado, em uma variedade Riemanniana
completa. Para o problema de Dirichlet (8), a cota superior para o gap entre autovalores
consecutivos do operador L deve ser

Mt — M < Coghne, k> 1,

onde Cy, o € uma constante que depende de ), da dimensao n de M, do tensor T e da
fungao deformadora n.

Os resultados parciais obtidos podem ser apresentados resumidamente da seguinte
forma. A Conjectura 2 é verdadeira para os casos:

i) se 2 é um dominio limitado em R", ver Teorema 3.1;

ii) se Q é um dominio limitado em H", com a funcao deformadora n radialmente
constante e T' é tal que T'(0,,) = 10, para alguma fungao ¢ radialmente constante,
ver Teorema 3.2;

iii) se € é um dominio limitado em variedades Cartan-Hadamard pincadas, com T’
livre de divergéncia, radialmente paralelo e a diregao radial é seu autovetor, ver
Teorema 3.3.

Estruturamos o trabalho da seguinte forma: no primeiro capitulo fixamos a nota-
¢ao e apresentamos as defini¢oes e resultados importantes para o desenvolvimento dos
capitulos seguintes. No segundo capitulo, obtivemos inequagoes universais refentes ao
problema (8) para o operador £ qualquer, generalizando a expressao (7). No ultimo
capitulo apresentamos os resutados parciais para a Conjectura 2.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, fixaremos as notagoes que serao utilizada e destacaremos conceitos
e resultados presentes em geometria Riemanniana com intuito de apresentar o operador
na forma divergente L. Definiremos as variedades de Cartan-Hadamard pingada onde
iremos trabalhar no ultimo capitulo desta tese, bem como exibiremos a complexificagao
do espago tangente que sera uma ferramenta necesséaria no desenvolvimento do trabalho.

1.1 Motivando o Operador L

Relembremos que um (1, 1)-tensor 7" em uma variedade diferenciavel M™ é uma
aplicacao
T:X(M)— X(M)
X —T(X),
linear sobre o espago das fungdes C°°(M). Similarmente, temos que um (0, 2)-tensor
T é uma aplicagao bilinear
T:X(M)xX(M)— C>®(M)
(X,)Y) »T(X,)Y).

De modo geral, dado um (0, 2)-tensor 7', é possivel identificéd-lo com um (1, 1)-
tensor T através de um tensor métrico (-,-) em M da seguinte forma

T(X,Y) :=(T(X),Y).

Usaremos a mesma notagao para o (0,2)-tensor e o seu (1, 1)-tensor correspondente.
Em particular, o (0,2)-tensor métrico g tem o tensor identidade I como o seu (1,1)-
tensor correspondente. Em particular definimos o seguinte isomorfismo
"L X(M) — XF(M)
X — X :X(M)— C®(M)
Y — X(YV) = (X,Y). (1.1)
Denotamos a sua aplicagao inversa por *: X*(M) — X(M). Esses isomorfismos sdo

conhecidos como isomorfismos musicais. Quando nao houver perigo de confusao, omi-
tiremos por simplicidade o simbolo “f”.

18
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Lembremos que para um campo X € X(M) na variedade Riemanniana M™, o
operador VX : X(M) — X(M) é definido por VX (V) = Vy X em que, no lado
direito da igualdade, V é a conexao Riemanniana em M. Com isso, podemos definir
a divergéncia do campo X como a fungao divX : M — R dada por divX = tr{VX},

isto é, o traco do operador linear T,M > v — V,X(p). Dessa forma, temos para
X, Y e X(M)e feC®M), que valem

div(X +Y) =div(X) +div(Y) e div(fX) = fdiv(X) +(Vf, X).
De posse disso, podemos definir formalmente o operador laplaciano.

Definigao 1.1. Seja f : M™ — R uma fun¢ao suave. O Laplaciano de f € a fungdo
Af: M — R definida por

Af = div(Vf).

A conexao de Levi-Civita induz uma derivada natural de tensores. Por exemplo,
a derivada covariante de um (1, 1)-tensor 7" é um (1,2)-tensor V1" dado por

VT(X,Y)=VyT(Y) = T(VyY),

para todo X,Y € X(M). Define-se a derivada covariante Vx7T', de T em relagao a X,
como um tensor de mesma ordem que 1" dado por

(VxT)Y = VT(X,Y),

para cada X € X(M).Dizemos que um tensor 7' é paralelo quando V7' = 0. Também
podemos definir o campo vetorial tr(VT) € X(M) por

n

tr(VT) := Z VT(ej,e;) = Z (Ve]-T(ej) — T(Vej€j>) ;

Jj=1
onde {ey,--- ,e,} ¢ um referencial local ortonormal em p € M™.

Defini¢ao 1.2. Dado o (1,1)-tensor T em M™, definimos a divergéncia de T como
sendo o (0,1)-tensor dado por

(divT)(v)p = tr(w = (Vo T)(v),) = Z (Ve,T)(®)p,€5) .

ondep € M ev e T,M. Além disso, dizemos que o tensor T' é livre de divergéncia se
divl’ = 0.

Dados os (1,1)-tensores T' e S em M" e seus respectivos adjuntos 7% e S* lem-
bramos que o produto interno de Hilbert-Schmidt é definido por

n n n

(T,S) = te(TS") =Y (TS"(e;),¢5) = > (S*(e;), T"(e5)) = Y _(T(e;), S(e;)).

Jj=1 Jj=1 Jj=1
Como a métrica Riemanniana em M induz uma métrica Riemanniana em X*(M) por

(X" V") = (X,Y)
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onde X,Y € X(M) e X", Y" € X*(M), podemos verificar usando (1.1) que
(divT, 2°) = ((divT), Z) = (divT)(Z)

em que 7" é um (1,1)-tensor em M e Z € X(M).
Uma propriedade importante da divergéncia de um tensor, que faremos uso adi-
ante, é que

(divT)( Z( o T)(Z), ;) = ZWQ T(Ve,2).¢5)
:Z<Vej ),€5) — Z (Ve,2),5)
=2 (Ve T(2)),e5) = Z (Ve, 2,T(e)))

=div(T(2)) — (VZ,T"), (1.2)
para Z € X(M). Consequentemente, se T" é livre de divergéncia teremos que
div(T(Z)) = (divT)(Z) +(VZ,T*) =(VZ,T"). (1.3)

Se T é um (1, 1)-tensor simétrico e positivo definido, temos que Vx7T também é
simétrico para cada X € X(M), isto é,

(VxT)Y,2) =Y. (VxT)Z).
De fato, para todo X,Y,Z € X(M) temos

(VxD)Y,Z) =(VxT(Y) -T(VxY), Z)
=X(T(Y),2)—(T(Y), VxZ) - (VxY,T(Z))
=X (Y. T(2)) - (Y, T(VxZ)) = (VxY,T(Z))
= (VxY,T(2)) + (Y, VxT(2)) = (Y, T(VxZ)) = (VxY,T(Z))
= (Y, VxT(2) - T(VxZ)) =Y. (VxT)Z).

Assim, se T' é simétrico e livre de divergéncia, temos

0= diVT(X) = Z <(v5jT)(X)7ej> = Z <Xa (VEjT)<€j)> = <X7Z(VejT)(€j)> )

para todo X € X(M), logo tr(VT) = Z(VejT)(ej) =0.
j=1
Seja £ um aberto e limitado contido em M e T um (1,1)-tensor simétrico e
positivo definido. Podemos observar que T é limitado em 2 e com isso existirao niimeros
e e § positivos tais que para todo X € X(M), a seguinte relacao é satisfeita

el X]? < (T(X), X) < 8| X (1.4)

com € = |1)1(1|in (T(X),X)ed = |I)I(1‘ax (T'(X), X). Nesta dire¢do, iremos necessitar do
-1 =1

seguinte lema.
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Lema 1.1. Seja T um (1,1)-tensor simétrico positivo definido em uma variedade Ri-
emanniana M"™. Se el <T < 01, para nimeros reais positivos € e 0, entao

e(T(X),X)<|T(X)?<T(X),X), VXe&X(M").
Em particular, obtemos
|Vl < |T(V)* < 8*Vnf”.
para alguma fungao n € C (M™).

Demonstragao. Como T é simétrico e positivo definido, existe um referencial orto-
normal local {ey,...,e,}, tal que, T (e;) = vje;, com v; > 0, para todo j = 1,...,n.
Por hipotese, para todo 1 < j < n temos que

e <thj = (Tej,e5) < 6.

Para qualquer X € X (M™), cuja representacao no referencial escolhido ¢ X = "% | a;e;,
observe que

IT(X)|* = <T (Z aiei) ,T (Z ajej>> = waaf.

Para concluir a demonstragao é suficiente notar que

n n n
2 2 2
e hial < ihial <8 aal.
=1 =1 =1

]

Fixando agora uma fungao n € C*°(M) definimos a n-divergéncia de um campo
X em M por
div,(X) = div(X) — (X, Vn),

Em que valem as seguintes propriedades:

div(e™"X) = e "div, (X),
div, (X +Y) = div,(X) + div,(Y),
div, (hX) = hdiv,(X) + (Vh, X),
em que X,Y € X(M) e h: M — R é uma funcdo suave. Agora, ao considerar um

(1,1)-tensor T em (M, (-, -)), podemos definir um tensor que estende a Defini¢oes 1.2.
Definimos por n-divergéncia de T" o (0, 1)-tensor dado por

div,) T := divl' —dnoT.

Considerando um (0, 2)-tensor 7" simétrico, positivo definido em M, de modo que
o seu (1, 1)-tensor correspondente seja simétrico e positivo definido, vamos definir um
operador que é uma extensao da n-divergéncia.
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Definigao 1.3. Seja T um (1,1)-tensor simétrico, positivo definido em M e considere
a fungao n € C*(M). Definimos o operador L, conhecido como a (n,T)-divergéncia,
por

Lf = divy(T(Vf)) = div(T(Vf)) = (T(Vf), Vi) (1.5)
para toda fungao f € C®(M).

Em particular, quando 7" é o tensor identidade temos que £ é o Laplaciano
deformado A, e, se além disso, a fungao n for constante, temos o Laplaciano usual.
Em 1977, Cheng ¢ Yau [6] introduziram o seguinte operador

Of =te(V2foT)=(V*f,T), (1.6)

onde f € C®(M) e T & um (1,1)-tensor simétrico. Para o caso em que M™ ¢é orientével
e compacta, eles provaram que o operador [J é auto-adjunto se, e somente se, T' é livre
de divergéncia, ou seja, divl’ = 0.

Observemos que a partir de (1.2), (1.5) e (1.6) teremos que

Lf =0f — (div, T, Vf) =0,f — (divT, Vf) (1.7)

em que O, f = (V2f, T)—(Vn, T(Vf)). Em particular, se o operador OJ ¢ auto-adjunto,
de (1.3), a equagao (1.7) se resume a

Lf=0,f=(V[,T) = (V0. T(V/])),

que é uma pertubacao de primeira ordem do operador de Cheng-Yau, denominado por
Aratjo Filho e Gomes [1] de operador de Cheng-Yau deformado [J,. Note que se, além
de T ser livre de divergéncia, a fungao n for constante, teremos o operador Cheng-Yau
usual.

Uma das principal ferramentas para obtencao das estimativas inferiores para o
primeiro autovalor positivo do operador £ em variedades Riemannianas compactas é
uma formula tipo Bochner provada por Gomes e Miranda [10] para o operador £ e que
¢ dada por

1

éﬁ(’Vflz) = <V([,f), Vf> + RnyT(vLﬂ Vf) + <V2f7 v2f o T> - <V2f, vaT>7 (18)
em que R, 7 = Rr—V(div,T)* com Rp(X,Y) :=tr(To(Z — R(X,Z)Y)) e R(X, Z)Y
¢ o tensor curvatura de Riemann da métrica (-, ).

A formula tipo Bochner em (1.8) é o caso mais geral da formula de Bochner que
relaciona fungoes f harmonicas em variedades Riemannianas e a curvatura de Ricci

SAVSP) = (VAP Vf) + Rie(V 1,9 1) + 9]

Como caso particular da equagao (1.8) podemos citar a formula de Bochner para o
operador laplaciano deformado A,

EA(VIP) = (V(A,0). V) + Riey (VL V1) + [V
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onde Ric,, = Ric+ V2. Além disso, para o operador de Cheng-Yau [, tem-se
1
§D(Wf|2) = (V(OF), V) + Re(VEV) + (V[ V2 f o T) = (V2 f, Vy,T),

em que Ry (X,Y) é definido conforme em (1.8). Bem como, para o operador Cheng-Yau
deformado [,

SOV = (V). V) + Byr (V. V) + (T, V2] o T) — (V2. V),
(1.9)

em que R, 7 é definido conforme descrito em (1.8).

1.2 Fatos béasicos sobre operadores na forma diver-
gente

Temos como objetivo estudar o problema de autovalor com a condigao de fronteira
de Dirichlet para o operador £ definido em (1.5), ou seja,

{L’u = —Au em (),

u = 0 no 0. (1.10)

Ao longo do texto, consideraremos (M", (-, -)) uma variedade Riemanniana n-dimensional,
completa e 2 ¢ um dominio(aberto e conexo) limitado com bordo suave 0.

Considere em M a medida com peso dada por dm = e "dvolf), para alguma
funcdo suave 1. E bem conhecido que vale o teorema da divergéncia considerando a
medida pesada e o operador div,. Como consequéncia temos as seguintes identidade
para o operador L,

/chdm - /aQ<y,T(Vf)>dT

/ B fdm — —/ (T(Vh), Vf) dm+/ h (v, T(Vf)) dr (L.11)
Q Q o0

onde v é o campo de vetores normal exterior a bordo 02, dr = e 1d0S2 é a forma
volume com peso induzida sobre o bordo.

De (1.11) conclui-se que £ é um operador simétrico no espago das fungoes C2°(€2).
Assim o problema (1.10) tem espectro real e discreto, 0 < A\; < Ag < A3 < -+ 7 o0,
em que, cada A; é repetido de acordo com sua multiplicidade (cf. [2]). As autofungoes
u; associadas aos autovalores )\; formam uma base ortonormal em L?(£2,dm), além
disso, para f € L*(2,dm) temos

f= Z<f7 uj)uy, (1.12)

o0

AP = (f ). (1.13)

J=1
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As formulas (1.12) e (1.13) sdo chamadas de identidades de Parseval. Por fim, os
autovalores podem ser calculados através da seguinte expressao

)‘j = — / Uj,CUj dm = / T(VUj,VUj) dm.
Q Q

1.3 Variedades Cartan-Hadamard

Um importante resultado em variedades Riemannianas completas de curvatura
seccional nao positiva é o teorema de Cartan-Hadamard a seguir.

Teorema 1.1 (Teorema de Cartan-Hadmard, ver [19], p. 239). Seja M™ uma variedade
Riemanniana completa, simplesmente conexa, com curvatura seccional K < 0. Entao
M ¢ difeomorfa ao espago Euclidiano R™, mais precisamente, exp, : T,M — M"™ é um
difeomorfismo de classe C'*° para cada p € M.

Uma variedade satisfazendo as hipoteses do Teorema 1.1, isto é, uma variedade
Riemanniana completa simplesmente conexa de curvatura seccional nao positiva é cha-
mada de variedade Cartan-Hadamard. O Teorema 1.1 assegura que se M™ é uma
variedade Cartan-Hadamard, entdao M tem a mesma topologia e estrutura diferencia-
vel do espaco Euclidiano R™. Segue desse teorema que, qualquer par de pontos distintos
em uma variedade Cartan-Hadamard é ligado por um tnico segmento geodésico.

Os exemplos mais simples de variedades Cartan-Hadamard sao: o espago Eucli-
diano e o espago Hiperbodlico, ambos com suas respectivas métricas canonicas. Mais
exemplos podem ser encontradas em [19].

Observacao 1. Iremos chamar de variedade Cartan-Hadamard pingcada as vari-
edades Cartan-Hadamard em que sua curvatura seccional satisfaz —/f% < K < —ng,

para as constantes 0 < ko < Ky.

No que segue, denotaremos por 7 : Q — R,7(z) = d(z,0) a funcdo distancia a
partir de um ponto fixado o € M\, que é diferenciavel, com |Vr|=1e Vr = 0,.

Definicao 1.4. Diremos que um tensor T € radialmente paralelo se ele é paralelo na
diregao radial, isto é, Vo, T = 0. Em particular, para campos de vetores X tal que
Vo, X =0 diremos que ele € um campo radialmente paralelo.

Com relacao as variedades de Cartan-Hadamard, gostariamos de citar o seguinte
resultado

Lema 1.2 (Comparacgao de Rauch). Assuma que (M",(-,-)) satisfaz ¢ < K < C.
Se (1) = dr? + g, representa a métrica em coordenadas polares, entio

/ /
) | ey 5D
sne(r) sne(r)

T

em que sny denota a tinica solu¢do para #(r) + k- x(r) =0 com x(0) =0 e 2(0) = 1.

Uma prova deste lema pode ser vista em [21] pagina 255. Em particular, se
snp(r) —7.cosh(v/—kr) _ snp(r) 1
k < 0 temos an(r) = k:—sinh(\/jm), se k = 0 temos Sn’;m = -, ese k > 0 temos
snj (1) _ cos(VEr)
sng(r) sin(vVkr)
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1.4 Complexificacao do espaco tangente

Seja M uma variedade diferenciavel e T, M seu espaco tangente. Consideraremos
a seguinte complexificagao do espago tangente

TyM = {X,+1iY,; X,,Y, € T,M}.

Considerando uma métrica Riemanniana (-,-) em M, podemos munir T;CM com um
produto interno hermitiano da seguinte forma: primeiramente estendemos o produto
interno (-, -), bilinearmente ao T~ M sobre o corpo dos complexos C tomando

(iX,Y), = (X,iY), =i(X,Y),, em quei=+/—1
e entao definimos
()t TeM x TeM — €
(Z,W) = (Z,W), = (2, W),

em que W, = X, — i}, é o vetor conjugado de W, = X, +iY,. E o espago de campos
diferenciaveis de vetores complexos em M sera denotado por

X(M)C ={X +1iY; X,Y € X(M)}.

Para uma fun¢ao complexa f : M"™ — C suave, isto é, f = f1 +ife com fi, fs €
C>(M), o gradiente de f serd o campo vetorial Vf € X(M)®, definido sobre M por

\C
(VLX) = X(f) = df(X),
para todo X € X(M)€. Em coordenadas temos
n s —\C n s i s
VE=Y g (0;,VF) 0. => ¢ (VF£0,)0, = g0;(f)0s,
Js=1 J,s=1 j,5=1
e escrevendo f = f; 4+ 1 f2, e usando as regras de derivacao teremos

Vf= Z gjsaj(fl +if2)0s = Z gjsaj(fl)as +1 Z staj(fz)as =Vfi+iVf,.

7,5=1 7,5=1 7,5=1

(1.14)

Ja que, para funcoes reais f definidas sobre M, temos que Vf, € T,M e para
fun¢oes complexas h temos Vi, € TI?M , entao, utilizando a defini¢ao de (-, ->C teremos
(Vh, V)" = (Vh,V[)E,

Além disso, para Z = Z; + 125 temos

divZ = diVZl + ZleZQ

Para XY € X(M)€ e f : M — C uma funcdo suave, utilizando a definicio de (-,-)®

teremos

div(X +Y) = divX + divY e div(fX) = fdivX +(Vf,X)". (1.15)
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A vpartir de (1.14) e (1.15), também para uma func¢do complexa f : M™ — C
suave, definimos o Laplaciano de f como a funcao Af : M™ — C dada por

Af =div(Vf) = Afi +iAfy,
que em coordenadas, serd dada por
A js\/det R + s, [det(g;s)0s )
f jszl m < (gj f1> i Z \/M ( (gj ) (fQ))

Observamos também que, para uma fungdo n € C*°(M) a n-divergéncia de um
campo X € X(M)C se defini de forma andloga, e todas as propriedades anteriores sio
validas para este. Em particular para um (1, 1)-tensor real, teremos para um campo
X € X(M)® que

v, (T(hX)) = hdiv,(T(X) + (VA T(X))
em que h : M — C é uma fungoes suave, lembrando que 7" satisfaz
T(X+iY)=T(X)+iT(Y).
Podemos entao estender o operador £ para o caso complexo da seguinte forma
L(R) = div, (T(Vh)) = div(T(Vh)) — (T(Vh), V)<, (1.16)

para toda funcao h : M — C suave. Assim, teremos que o teorema da divergéncia
assume a seguinte forma

/Q hLgdm = — /Q (T(Vh),Vg)" dm + /8 i, T(Vg))© dr.

Finalizaremos a se¢ao com duas propriedades elementares do operador £. Dadas
as fungodes complexa suaves g = g1 +1igo € h = hy +1ihy definidas em M™, e considerando
o operador L temos

Lh = Lhy +1Lhs,
e com isso,

L(hg) =L(h1g1 + *hags + ih1gs + ihagy)
=L(h1g1) + i*L(hags) +iL(h1gs) +iL(hagr)
=h1Lg1 + g1 Lh1 + 2(Vh1, V1) +i*haLgs + i*ga Ly + 2i*(Vha, Vga)
+ih1Lgs +igaLhy 4+ 2i(Vhy, Vo) + iho Lg1 +ig1 Lhe 4+ 2i(Vha, Vi)
=(hy +ih2)Lg1 + (1 +ig2)Lhy + 2(V (hy + ihs), V1)
+ (hy + the)iLlgs + (g1 + ig2)iLlhy + 2(V(hy + ihy), 1V g2)
=(h1 +iha)L(g1 +ig2) + (g1 + iga) L(h1 + iha) + 2(V(h1 +ih2), V(g1 + ig2))
—hLg+ gLh + 2 (T(Vh),Vg)" .



Capitulo 2

Estimativas universais para
autovalores

Neste capitulo iremos abordar algumas estimativas universais a cerca dos auto-
valores para o operador L. O principal resultado ¢ uma desigualdade quadratica do
tipo Yang, ver Teorema 2.1.

Comecgamos por apresentar um dos resultados de Aratjo Filho e Gomes.

Lema 2.1 (Aratjo Filho e Gomes, ver [1], p. 89). Seja Q um dominio limitado em
uma variedade Riemanniana completa n-dimensional M isometricamente tmersa em
R™, \; o j-ésimo autovalor do problema (8) e u; em L*(Q2,dm) sua correspondente
autofuncgao de valor real normalizada. Entao é vdlido

k

D> ks = Ay’ /Q w?tr(T)dm

i=1

k 2
< 4Z(Ak+1—)\j){/Q|T(VU¢)|2dm+%/QU§|HT|2dm+/QUj (tr(VT),T(Vu;)) dm
j=1

1. 1 1
—I—/Qu? (§d1v(T2(V77))—Z|T(V7]>|2) dm—i—z/gui(tr(VT),tr(VT)—QT(Vn)>dm}.
(2.1)
em que Hy = tr(aoT), a sendo a seqgunda forma fundamental.

A partir do Lema 2.1 e com argumentagoes semelhantes & do Teorema 1.1 em [1],
nosso primeiro resultado é o seguinte teorema.

Teorema 2.1. Seja 2 um dominio limitado em uma variedade Riemanniana com-
pleta n-dimensional M isometricamente imersa em R™, e A\; o j-ésimo autovalor do
problema (8). Entao teremos

k k
45 n?H2 +4Cy + T?
_ < _ 0 0 .

1 1
em que Hy = sup |Hy|, Cy = sup {édiv(T(T(Vn) - tr(VT))) - Z|T(Vn)|2} e
Q Q
To = sup [tr(VT)|, com € e 6 conforme em (1.4).
Q
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Demonstragao. A prova é uma consequéncia do Lema 2.1. Primeiramente observa-
mos que, como existem nimeros reais positivos € e § tais que e| X |* < (T'(X), X) < §|X|?,
para qualquer campo vetorial X € X(M), teremos que ne < tr(7). Consequentemente,
no lado esquerdo da expressao (2.1) temos

ne = na/ uZdm = / uinedm < / w’tr(T)dm. (2.3)
Q Q Q
Em seguida, tomando Hy = sup |[Hr| e usando o Lema 1.1, notemos que
Q

2 2
/|T(Vuj)|2dm+n—/u2|HT|2dm§/5(T(Vu]‘)avuj) dm+n—/u2-Hgdm
Q 4 Jo ! Q 4 Jo !

2H2
< 5/ (I'(Vuy), Vu;) dm + T 0 /u?dm
Q Q

4
< 0N+ 2H2. (2.4)
Ainda, tomando Ty = sup [tr(VT)|, obtemos
Q
/Quj (tr(VT), T (Vu,)) dm + i /Q w? (tr(VT),tx(VT) — 2T (Vn)) dm
1 2 1 2
=3 /Q (T(tr(VT)), V(u3)) dm + 1 /Q uj (tr(VT), tr(VT) — 27(Vn)) dm
L 2di L 2 2 — 1 u? (tr m
- /Q wadiv, (T(tx(VT)))dm + /Q 2l (VT) P — /Q 2 (4x(VT), T(V)) d
= —%/Qu?div(T(tr(VT)))dm + % /Q u? (tr(VT),T(Vn)) dm
v /Q W[t (VT)[2dm — % /Q @ (6x(VT), T(Vr)) dm
< —% /Q u?div(T(tr(VT)))dm+%. (2.5)
Além disso, temos
/Q <1d1v(T2(V77) - —\T Vi) ) dm — 2d1v( (t:(VT)))dm
:/Qu§ <§div< (T(Vn ) — t2(VT) ) —}l )dm <0y, (2.6)
1. 1
onde Cy = s%p {§d1V (T (T( —tr VT — Z }

Entéao, substituindo (2.3)-(2.6) no Lema 2.1 obtemos

K
ne Z(Akﬂ —\)* < 42 Net1 —
=1

ou seja,

k 45 k
Z Akt1 — E Z A1 —
J=1 J=1

TQ
4

n2H2 + 400 + T2)
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O teorema acima generaliza, com respeito ao problema de autovalor com condicao
de fronteira de Dirichlet, o resultado obtido por Araujo Filho e Gomes (Corolério 1.1
em [1]) para O,, bem como o resultado obtido por Gomes e Miranda (Teorema 4 em
[10]) para o laplaciano deformado A, e o resultado obtido por Chen e Cheng (4) para

o Laplaciano A.
n2H2+4Co+ 12

Para aplicagoes do Teorema 2.1, definimos v; = A; + 73

notagao, a inequagao (2.2) é equivalente a

k
Z(Ukﬂ —vj) 2 <

Jj=1

, € COoIm essa

3|Hu

k
Z U1 — V)V (2.7)

Dessa forma, seguem como consequéncias da estimativa quadratica (2.7) os seguintes
resultados.

Corolario 2.1. Nas hipoteses do Teorema 2.1 temos as trés estimativas a sequir

1 46
UVk+1 S E <1 + n—€> jz:vj, (28)

2 2] 2
25 < 1 46 & i
Vg+1 — Uk S 2 <% ;U‘j> - E (1 + E) Z (Ul - E ZUj) . (210)

Demonstracdo. Da estimativa (2.7) podemos escrever

45\ & 45\ &
Ploxer) = k(vpir)? — v (2 i n_) > v+ (1 i n_) >
j= j=

que é uma inequagao quadratica em v 1, e podemos entao afirmar que o discriminante
de P(vg41) satisfaz

D:( )2(21)]) —4k(1+ )jz:v] > 0. (2.11)

Jj=1
" U " N s :
Como P(vg41) < 0 temos 7, < vpp1 < R, em que 1/, e R/ | sdo, respectiva-
mente, a menor e a maior raiz de P. Entao

<2+ 45>Zvj+\/_

1

ot (2.12)

"
Uks1 < Ry g =




30

Substituindo (2.11) em (2.12) obtemos

2
1 20\ < 1 20\ 2 [ <& 46
< = - T i ) _ _
Um_k(lmg);wk (1+n€> (Z) k(1+n€>

N|=

(%’)2

k
=1

J

(2.13)

k 2 k
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos (Z vj> <k Z U]2-, que podemos
j=1 j=1

substituir na expressao acima para obter

. -}
1 25\ < 1 26\ [ <& 45 b
Uk+1§E<1+E);Uj+E (1+E) (;U]) —<1+E> (;U]
1 25\ & APZNTA: ’
1 45 <

o que prova (2.8).
Para provar (2.9), notemos que a partir de (2.13) teremos

N

=
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ou seja,

wa B [(Z5) G B S (o 1)

NI

Finalmente para provar (2.10), como (2.7) é verdade para qualquer k, segue que

k

145 &
D (o —v)* < e > (o —vy)v,

j=1 j=1

isto ¢, podemos novamente observar que o polinémio P(vy) < 0. Analogamente temos

2
1 25\ < 45\ & 1
U’“ZTZZE(H%)ZHU"_ (k:nezvj> __( +E)Z<UZ_E Uj)

1=1 j=1
(2.14)
Portanto de (2.9) e (2.14), obtemos o gap entre autovalores consecutivos
27 3
k k
460 1
oy <2 - - - .
Uk41 — Uk S (kngz:v]) ( —i—ng);( kZ )
O
O resultado a seguir também é consequéncia da expressao (2.7).
Corolario 2.2. Nas hipdteses do teorema 2.1, temos que
46
V1 < (1 i —) knt vy (2.15)
ne

Demonstracao. O Corolario 2.1 em Miranda, J.F.R. (ver [13|, p 74) nos diz que dada
uma sequéncia de niimeros reais nao negativos 71 < 1y < ... < 1,41 € constantes c e n
positivas que satisfazem a inequagao

k k

4c
Z(m+1 —n:)* < n Z(nkﬂ — )",

i=1 =1

entao, vale que
4c 2c
M1 < (1 + E) ko

o
Desta forma, basta aplicar este resultado tomando ¢ = — em (2.7). O
€
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Observacao 2. Uma vez que € € conexo, temos que o primeiro autovalor A\ € simples,
isto €, 0 < A\ <A< A3 <o < A\ < oo o0, com isso, tomando k=1 em (2.2)
teremos que o gap fundamental dos autovalores de L € dado por

40 2H2 +4C, + TP
Ao — A1 < — )\1+n 0 ot T .
ne 40




Capitulo 3

Estimativas de gaps

Este capitulo foi motivado pelo trabalho de Chen, Zheng e Yang [7]| e tem o in-
tuito de generalizar, para o caso do operador L, as estimativas de gap entre autovalores
consecutivos apresentados por eles para o caso do operador Laplaciano A. Utilizaremos
técnicas similares as exibidas por eles. Como mencionado na introdugao, nds prova-
mos a Conjectura 2, para o caso em que a variedade M ¢é o espago Euclidiano, ver
Teorema 3.1. Quando M é o espago Hiperbolico a Conjectura 2 foi provada com as
seguintes hipdteses adicionais: a func¢ao deformadora n é radialmente constante e T' é
um (1, 1)-tensor limitado, tal que T(Vlogx,) = ¥V log x,, para alguma fungao radi-
almente constante ¢ € C°(M), ver Teorema 3.2. Por fim, provamos a Conjectura 2
para o operador [, em dominios limitados em variedades Cartan-Hadamard pincadas,
ver Teorema 3.3.

3.1 Resultados técnicos importantes

O primeiro lema a ser apresentado é devido a Chen, Zheng e Yang, e esté presente
no artigo [7].

Lema 3.1 (Chen, Zheng e Yang, ver [7], p. 298). Assuma que {41;}7_, € uma sequéncia
nao-decrescente, ou seja,

0<pn Spp<eor < py <o — +o0,

onde cada p; tem multiplicidade finita m; e se repete de acordo com esta multiplicidade.

Dado r = (r;);2, € by tal que 1y #0 e Zujr? < VAB com

j=1
[e.e]

B = ZT? e
j=1
o

A = Zuir?<+oo,
j=1

entao

i,LLTZ < A+/1Jm1/'bm1+1B
=1 7= Hmy +:U’m1+1

33
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Uma prova minunciosa do Lema 3.1 pode ser conferida em [18].

Para o proximo resultado, observe que dada uma fun¢ao complexa g suave em
M™" teremos que

_ _ ==\C
L(19|*) = L(g9) = 9£g + 3Ly +2(T(V9), V7)
= (g1 +i92)L(g1 — ig2) + (91 — ig2) L(g1 + ig2)
______\cC

+2(T(V(g1 +i02), Vigr — o))

= g1(Lgr — iLgs) +1iga(Lgr — iLga) + g1(Lgr +iLga)
—ig2(Lg1 + iLgs) + 2(T(V(g1 + ig2)), Vg1 — iV92>C

= g1(Lg1 —iLga + Lg1 +iLga) +ig2(Lgr — iLga — Lg1 — iLgs)
+2(T(V(g1 +ig2)), Vi +iVg2)"

= 201L91 + 29:L9 + 2 (T(Vg), Vg)*,

com isso, podemos concluir que (T(Vg), V¢)© toma valores em R para todo p € M™.

Lema 3.2. Considerando os autovalores do operador L para o problema de Dirichlet
(8), seja {ux}r—, o congunto das autofungdes ortonormais, em que cada autofungdao uy,
¢ associada ao k-ésimo autovalor \,. Entdo para uma fungao complexa g € C3(Q2) N
C%(Q) tal que gu; nao € uma combinagao C-linear de ui,ug, -+ ,upy1 € tal que

/ gujug1dm # 0

0

com A\j < A1 < Mgt2, k,j€ZY, j>1, temos que
[ = 3)+ (usa = 4] [ (99.7(99)) etm

/‘2 (Vu;), V)< + u;Lyg dm+()\k+2— )(Akr1 — /|guj|2dm

Demonstracao. Para a demonstracao deste lema buscamos aplicar o teorema an-

terior, para isso facamos uma construgao com intuito de satisfazer as hipdteses do
mesmo.

Definamos

Ajs :/gujusdm
Q

bis :/ (uj/;g +2(T(Vuy), Vg)‘c)usdm,
Q

Qjs :/gujusdm :/gusujdm =a
Q Q
Além disso,

)\sajSZ)\s/gujusdm:/guj()\sus)dm:/guj(—ﬁus)dm
Q Q Q

e com isso, teremos
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e utilizando a férmula de Green, podemos entao usar a expressao (1.16) para obtemos
Aslljs = — /quj(ﬁus)dm =— /Q (Lgu;) usdm
— /Q (gzuj +u;Lg +2(T(Vuy), V§>C>usdm
= — /Q ( — g\ + uiLg + 2(T(Vuy), V§)*© )usdm

=\ / gujusdm — / <uj£g +2(T'(Vu,), Vﬁ)c)usdm
= )\jajt — bjs. )
Dessa forma,
As@js — Ajajs = (As — Aj)ajs = —bjs. (3.2)

Sendo que {ux}32,; ¢ uma base ortonormal completa de Ly(€2,dm), utilizando
o produto interno de Lo(£2,dm), em seguida a identidade de Parseval, e por fim a
defini¢ao de a5, temos

e}

/Q \guj\zdm = |guj|iQ(Q7dm) = Z ‘<guj7u5>|2
s=1

o 2 o0 2 o)
= Z / gu;u;dm / gujusdm| = Z |ajs|?. (3.3)
s=1 Q Q s=1

s=1
Utilizando o fato de u; ser uma funcao real para todo j e logo na sequéncia a formula
de Green, teremos

/ (Vg, T(Vg))cu?dm = / <Vg, T(ﬂ?Vg»C dm = — / g (divn(T(uivg))) dm
Q Q Q
. _ ==\C
=~ [ (v, (T(99)) + (T(Ve). ¥5)" )am
2 p— C
= —/Qg<uj£g + (2u;T(Vu;), Vg) >dm
2 p— C
= — / g(ujﬁg +2u; (T'(Vu;), Vg) )dm
Q
=— /quj <uj£§+ 2(T'(Vu;), Vg>(c> dm. (3.4)
Agora, a partir da definicao de a;; € bj5 e utilizando as identidades (3.2) e (3.4) temos

/Q (Vg,T(Vg))  ujdm = — /Q gu; (ujﬁg +2(T(Vuy), vg>C) dm

= [ u; (29 +2T(Ve), 99)°)

— —/quj (ujﬁg +2 <T(Vuj),V§)C) dm

= — <9Uj, u; Lg +2(T(Vuy), V§>C>
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- <Z <guj7 u8> Us,

s=1

= - Z <guja U’s) <U'87

:_Z (guj, u,) <uj£g+2<T(wj),V§>C,uk> (115, ug)

k=1

<uj£g +2(T'(Vu,), vg)©, uk> uk>

M T

<uj£g +2(T(Vu,), V§>C , uk> uk>

=
Il

1

oo

= — Z (guj, us) <uj£g +2(T(Vu,), vg)© ,uk>55k
s,k=1

o0

= — Z (guj, us) <“j£9 +2(T(Vu;),Vg)©, “S>

= — i/ gujusdm/ (ujﬁg +2(T'(Vu,), V§>C>usdm
= Z 3)jsts = i@‘s = Aj)lays ™. (3.5)

s=1

ajs(As — Aj)ajs

MS

,_A

S=

Segue da identidade de Parseval, e utilizando mais uma vez a equagao (3.2), que

2

/ |u;Lg +2(T(Vu,), V) ["dm = |u;Lg +2(T(Vuy), Vg)*
Q

La(Q,dm)
2

WE

<ujcg +2(T(Vuy), V)© u>

@
Il
—_

2

NE

/Q (ujﬁg +2(T(Vuy), V§)*© )u_sdm

g i

2

-y /Q (uj,Cg +2(T(Vuy), V§>C) usdm

ZZ\%\ —Z! s)azs|”

=31y = A ags]” =D = A gl
s=1

- (3.6)

g i

A partir de equagao (3.5), podemos deduzir que

(Z Aj)lajsl? Z()‘s - )‘j)|aj5|2>

s s=1

( / (Vg T(Vg)) S wldm — 3" (A, — Aj>|ajs|2>

= ( > (- j)la/js|2> 7

s=k+1



Segue das identidade (3.3), (3.6) e da desigualdade de Cauchy-Schwarz, que

(i(AS—Aj>|aj5|2> (¥ ((As—Aj>|ajs|)|ajs|)

s=k+1 s=k+1
<| X (|ajs|)2)(2 ((As—Aj>|ajs|)2)
s=k+1 s=k+1
(y ||)( S - Ajmp)
s=k+1 s=k+1

= Z |ajs|* — Z |ajs|2) (Z(/\s =) as)?
—Z |aas )

_ (/ |guj|2dm—Z’C‘js’2> (/Q

—z Pl )

ou seja,
k 2
(/QW!J, T(Vg))yuidm — Y (A — )\j>|ajs|2>
s=1
k N k
S (/Q |gU]|2d1'I1 - Z |Cljs|2> (/Q Ujﬁg + 2 <T<VU]), V§>C ‘ dm — Z(/\s - )\j)2|ajs|2> .
s=1 s=1
(3.7)
Agora, uma vez que ;i1 = [, gujurs1 # 0, defina
k 00
AG) = [ Jusko +2 (V). 96)° [am = 300 = A Plas = 3 O = APl
s=1 s=k+1
7= [ lgusPm - |ajs|2= > Jaif >0
s=k+1
k 00
C(j) = /<v91T(Vg)>u§dm - Z(/\s - )‘j)|ajs|2 = Z (As — )‘j>|a’js|2 >0
Q s=1 s=k+1
Uma vez que gu; nao ¢ uma combinacao C-linear de uy, - - - , upy1 existe algum [ > k+1

tal que

aj = / guju; # 0.
)
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2
w; Lg +2(T(Vu;), Vg)© | dm

Y
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Dado que A; < Aps1 < Appa < Ay, 0 vetor (|as|)oo, ,, ndo é proporcional a ((As — Aj)?|azs|) oy, 1

e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos que (3.7) é equivalente a

C(5) < VA(I)B().- (3.8)

Desde que aji41 # 0 e uma vez que valha (3.8) aplicamos o Teorema 3.1 para obter

A7) + Mkrz — ) (A — Aj) B()
(M2 = Aj) + Mg — Ay) .

Como consequéncia de (3.9) e das defini¢oes de A(j), B(j) e C(j), obtemos que

C(y) <

(3.9)

(A2 = Aj) + (A1 — Aj)) (/QW%T(VQ)W?dm = (- )‘j)’ajsP)
wLg+2(T(Vuy), V) ]2dm =3 (= A2

s=1
S /
Q s=1

k
+ Mz = Aj) (A1 = Ay) (/Q |guy|*dm - |ajs|2> )

s=1

o que implica

(w2 =2) + e = ) [ (9. T(T)adm

<),

2
uiLg +2(T(Vu;), V)" ‘ dm + (A2 — Aj) Ak — Aj) /Q |gu;|*dm

(s = M)+ O = 40)) Do = Al = 30 - Aj>2|ajs|2]

s=1 s=1
- <)\k+2 - >\k+1 - Z ‘ajs‘z
2
= / u; Lg + 2 (T (Vuy), Vg)© ‘ dm + My — A) M1 — / |gu;|*dm
Q
k
+ Z [z = 4) O = A5) + O = A) (A = Ay)

= (M2 = A) N = Aj) = (As — Aj)Q] |ajs|”
2
= / ujﬁg -+ 2 <T<VUJ), V§>C ‘ dm -+ ()\k+2 — )\j)<)\k+1 — )\J)/ \gu]\2dm
Q Q
k

- Z |:()\k+2 = As) (A1 — )‘sﬂ Jajs|”

s=1

<),

2
u;Lg +2(T(Vu,), Vg)* ‘ dm + (Aer2 = A7) (A1 — Aj) /Q |gu;[*dm.



39

De posse deste lema, e fazendo a escolha da fungao complexa adequada, obtemos
os resultados a seguir para fungoes reais.

Corolario 3.1. Considerando os autovalores do operador L para o problema de Diri-

. 00 . . . .
chlet, seja {ur} -, o conjunto das autofungoes ortonormais, em que cada autofun¢ao
ug € associada ao k-ésimo autovalor N\, entao para qualquer func¢ao real nao constante

f€C3Q)NC%Q), temos

(G =2+ Ousa = 1)) [ (L T(T )i

< 2\/ Merz =) st = A) /Q (Vf,T(Vf))?u2dm + /ﬂ (2<T(vuj), V) tul f) dm.
(3.10)

Demonstragao. A intengao ¢ aplicarmos o resultado do Lema 3.2. Sejam f € 3 ()N
C?(Q) ndo constante, « € R\ {0} e i = v/—1. Para g = /) temos

Vg =V(e™) = ¢ (iaV f),
bem como
Ly : = div,(T(Vg) = div(T(Vg)) = (T(Vg), Vi)~
— div(e™/iaT(V f)) — (iae ™ T(V f), Vn)©
= iae div(T(Vf)) + <T(V f),m>c — i’ (T(V ), Vn)©

= iae™ divy (T(Vf)) — a2 (T(Vf), Vf)°
— ia(e®Lf — a2 (T(V]),Vf)°

e
/Q|guj|2dm:/Q}eio‘fujfdm:/Q‘emf|2|uj|2dm:/ﬂu]2-dm:1. (3.11)
Assim,
/(Vg,T(Vg))(C u’ dm:/iaew‘f (V/, iaeio‘fT(Vf)>(Cdm
Q Q
:/iaeio‘fiaeio‘f (Vf, T(V[)Edm
Q
— [ liae @£ (V)2
Q
— a2 / (V. T(Vf))u? dm, (3.12)
0
e

/ ’2 (T(Vuy), V)« + u;Lg 2dm = / ‘2 <T(V1@-),W><C + ujﬁg‘zdm
Q Q

),

2iae' ! (T(Vu,), Vf)©
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+ ujice™l Lf
. 2
— ;o (T(Vf),Vf)© ‘ dm

),

—u;®(T(Vf), Vf)} ‘2dm

),

—u;®{(T(Vf), Vf)’Qdm

¢iof [z’a(Q(T(Vuj), V1) +u,Lf)

ioz(2<T(Vuj), Vi + ujﬁf)

:az/Q <2<T(Vuj),Vf>+uj£f>2dm
+ o / (V£ T(V[))*u] dm. (3.13)
Q

Aplicamos entao as equagdes (3.11), (3.12) e (3.13) na expressao (3.1), obtida no
Lema 3.2, para obtermos

(w2 = 2) + s = 1) [ (LTI

ga4/<Vf,T(Vf)>2u§ dm+a2/ (2<T(Vuj),Vf)—l—uj£f>2dm
Q Q

+ Aotz — ) (Aet1 — Aj). (3.14)
Dividindo (3.14) por a?, conseguiremos
(Oez =2+ Ous = A)) [(FLT(V )0 du
Q

- a2/9<Vf,T(Vf)>2u]2~ dm+é()\k+2_)\j)(>\k+l_)\j)+/9(2<T(Vuj),Vf>+ujﬁf)2dm.
(3.15)

Desde que a desigualdade (3.15) é valida para todo a # 0, e como

(Aer2 = Aj) (A1 = Aj) #0 e /Q<Vf,T(Vf)>2U? dm # 0,

podemos escolher

o? = (@m = ) s — Aj>>5
Jo{VET(V )22 dm )

em (3.15) e obter

((esz =20+ O = A) (VAT 1) dm
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< (}Z’z@;;zé;’;;ﬂ; ifn) )é /Q (V£ T(Vf)*u? dm+ /Q

(fQ<Vf> T(Vf)>2u? dm
Motz — Aj) (Akr1 — Aj)

<2<T(vuj), V) +uL f) “dm

) sz = M) = 1)

1
2

_ (()\k+2—)\j)()\k+1—)\j)) ( /Q (Vf,T(V ) dm)é—k /Q <2(T(Vuj),v £+l f)Qdm

1

s ([Err@nm an) (30 -1)’

- 2\/<Ak+2—Aj><Ak+l—Aj) [ LT [ @00 V)4 usts) dm,

concluindo a prova do Corolario 3.1 O]

Como consequéncia obtemos o resultado a seguir que sera fundamental na prova
de nosso resultado principal deste capitulo.

Corolario 3.2. Sejam {uk}zozl o conjunto das autofuncgoes ortonormais para o ope-
rador L em que cada autofuncao uy € associada ao k-ésimo autovalor \g, entdo para
uma fungao real f € C3(Q)NC?*(Q) com |Vf|? =1, teremos

()\k+2—)\k+1)2§f(/Q<T(Vuj),Vf>2dm—i/ﬂ(ﬁf)Qu?dm—;/ﬂ(V(ﬁf),T(Vf))u?dm> Ato-

(3.16)
Além disso,
Aera — At < 2 <5Aj - % /Q (Cf)2udm % /Q V(L) T(V f)>u§.dm> * e, (3.17)

onde 0 = 20 — € e as constantes € e § sao conforme em (1.4).

Demonstracgao. Pela expressao (3.10) do Corolario 3.1 e usando que |V f|? = 1, temos

5(()\k+2_)\j>+()\k+1_>\j)> /Quj2 dm S 25\/(/\k+2_>\j)()\k+1_)\j) /QU? dm

+ [ (V). )+ usLs) dm,

ou seja,

5<()\k+2—)\j)+()\k+1—)\j)> - 25\/ 2= A;) (M1 —Ay) < / (2<T(vuj),v Frul f>2dm.

Q
Tomando o = 2§ — ¢ teremos

vV (Aksz = X)) Asr — A)) . E-0
(Ak+2 = Aj) + (k1 = Aj) — 2(6 — o)
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dai obtemos que

o (\/)‘k+2*)‘j*\/)‘k+1f)\j)2Ss(()\k+2*>\j)+()\k+1*)\j)> —2(5\/()\;“_2*)\]‘) ()\k—i—l*)‘j)
2
S/Q(2<T(Vuj),Vf>—|—ujﬁf) dm
_ /Q (MT (V). V124 (L F)Pu2+4(T(Vuy), 9 frusL ) dm

= U5 2 m 2U2 m U5 U5 m.
=4 [ (1) VP [ (L [ (T(70,).9 Frus £

Utilizando a formula de Green e uma vez que f é uma fungao real, temos

—~

4/<T(Vuj),Vf>ujL’fdm:2/ T(Vu2), (Lf)V f)dm = 2/<vu§,T((£f)Vf)>dm
Q Q Q
| e, (129 1)
_ /ﬂ w2 (LS (ivy[T(V)]) + (T(V 1), V(L)) )dm
/ug(zf)Qdm—2/u§.<V(,cf),T(Vf)>dm.
Q Q

Consequentemente, temos

g (\/)\k+2—/\j—\//\k+1—)\j)2§4/<T(Vuj),Vf)2dm+/(Ef)2u?dm+4/<T(Vuj),Vf)ujﬁfdm
Q Q Q
:4/Q<T(Vuj),Vf>2dm—|—/9(£f)2u?dm—2/Q(£f)2u]2-dm
_ w2dm
2 [ (V(£r).T(V e

= U5 2 m— 2U2- m— U2 m.
=4 [ (7(Vu) ¥ )2am— [ € pPudam—2 [ <v<cf>,T<Vf>(> Jd)
3.18

Multiplicando (\/ A2 — Aj + \/ Akl — )\j)2 e dividindo por o em ambos os extremos
da inequacao (3.18), iremos obter

(o) <2 ( ). v = [ @i

5 [en @) (Vi =5 + v - AJ)Z

16 ( /Q (T(Vuy) ¥~ | /Q (L) udm /Q <V(£f>,T<Vf>>u?dm) Aotz

g

visto que Ag11 < Agyo implica em

2 2 2
(\/Ak+2 — A+ Ak — /\j) = (\//\k+2 — A+ V kg2 — /\j) = (2 A2 — /\j)
= 4(Apg2 — Aj) < 4o
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E com isto, provamos a inequacao (3.16).
Uma vez que |V f|? = 1 segue do Lema 1.1 que

(T(Vuy), V)2 = [(T(Vuy), (V)P < 1T(Vuy) PV f?
=|T(Vu))* < 6(Vu,, T(Vuy)). (3.19)

Aplicando (3.19) em (3.16) e lembrando que A\j = [(Vu;,T(Vu;))dm temos

(esa=n) " < 2 ([0 7 Tupam = [ (eradam= g (VDT N)dm)aeie

<16<5 [0, 7 (Fun= [ (eradan- [wien. <Vf>>u§~dm>Ak+2

B[ wcnaomin)

Com isso provamos a expressao (3.17). O

3.2 Resultados principais

A partir de agora apresentaremos os resultados principais deste capitulo. O pri-
meiro resultado a ser apresentado afirma que a Conjectura 2 é verdadeira no caso
Euclidiano. Ressaltamos que o principal ingrediente na demonstracao é o corolario 3.2.

Teorema 3.1. Se ) é um dominio limitado no espago Fuclidiano R™ e Ay o k-ésimo
(k > 1) autovalor do problema de autovalor de Dirichlet (8) para o operador L, entao

5
Met1 — A < Cp ke,

4Cy + T? ) 49
em que Cpq = 4 ()\1 +$> —(1+—), sendo o =20 —e e com Cy e Ty
conforme em (2.2).

Demonstragcao. Sem perda de generalidade, assumimos que Apy; < Api2. Seja

{z1,-++ ,x,} a base de fun¢bes coordenadas em R™. Uma vez que Vz; = ¢ para
todol=1,--- ,n, temos |Vz;| =1, tome j =1 e f = x; em (3.16). Com isso, teremos
2 16 2 1 2,2
(M2 = A1) < - (Va, T(Vup))*dm — 1 (L) uydm
Q Q

L), TV yuzdm ) Mo
2 Ja

= 10—6 </Q(61,T(Vu1)>2dm—i /Q(diV(T(el)) —(Vn, T(e;))) *uldm
_% /Q<V(div(T(ez)) — (Vn, T(eﬂ)),T(el))dem) Neto. (3.20)

Consequentemente, variando [ em (3.20) e somando as n inequagoes obtidas, teremos

n(Aky2 — A1) < ;6 </Z er, T(Vuy)) 2dm—/QZ (div(T (T(Vn), er)) *uidm
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_1 /Q ¥ (div(T <T(vn),el>),T(el)>u§dm> Neso. (3.21)

=1

Inicialmente, usando o Lema 1.1 podemos ver que

/Z e, T(Vuy))2dm :/|T(vu1)\2dm < 5/<T(Vu1),Vu1>dm =6\ (3.22)
Q5 Q Q

E observando que

n

div(T(e)) = Y _(Ve,T(er),e5) = > ((Ve;T)(er) + T(Veser), e5)

j=1 j=1
=D (Ve D)(e),e5) = <€Z,Z(VejT)6j> = (e, tr(VT)),
j=1 j=1

obtemos em seguida que

LS (@) — (1(Tn), )

Q1

n

— ~1 /Q (Z(dlv — QZdlv T(Vn),e) + Z<T(V77)7€l>2> u%dm

=1 =1

- _i/ (Z {e1, tr(VT))? — 2div (T (Z (T'(Vn), er) el))
Q =1

=1

+2 Z T(Vn),e)),T(er)) + T(Vn)\2> ufdm

- / (1tr(VT)[2 — 2div (T (T(Vn)))

+2 Z <Z T(Vn),er) e, T(el)> + T(Vn)Q) u?dm

=1 \j=1

— _% /Q(|tr(v:r)\2 —2div (T*(Vn))

+2) <VejT(V?7)v > (T(e)),en) 6l> + T(VTI)Z) uidm
j=1

=1

- _% /Q (tr(VT)2 —2div (T*(V)) +2>_ (Ve, T(V), T(e;)) + T(W)z) uidm.

j=1
(3.23)

Além disso, teremos

— = /Q V(div(T(e;) — (T(Vn), ), T(e;))uidm

=1

. /Q (e1, tr(VT)) ), T(en)) = (V((T(V), 1) ), T(er)) Juddm

=1
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3

B % (<Z €t Ve, (VT >€j’T(el>> B <Z<VGJT(V7})761>€J‘7T(€Z)>) uidm

J=1 J=1

3
3

<v€jT(vn)7 Z <T(€j)7 €l> €l>) u%dm

=1

Z Z )€1, ) er, Ve tr(VT>—

=1 \i=1

Z (€5), Ve, tr(VT)) — Z T(Vn),T(e )>) u?dm. (3.24)
J=1

Jj=1

M\H
K)

J=1

2},

Ainda, uma vez que

AA

div(T(tr(VT))) = i (Ve,T(tr(VT)),e5) = Z< e, T)(tx(VT)) + T (Ve,;tr(VT)), e5)

j=1
= <tr(VT), Z(vejT)ej> + Z (Ve,tr(VT), T(ej)) = [tr(VT) [P + > (Ve,tr(VT), T(e;))
j=1 j=1 j=1

e utilizando as estimativas feitas em (3.22), (3.23) e (3.24) na expressao (3.21), teremos

Mtz — Apy1)2 < </QZ e, T(Vuy)) dm—/QZ (div(T (T(Vn), er)) *uldm

=1 =1

_- Z(V(div(T(el) —(T(Vn), el)),T(el)W%dm) Akt2

2 Q-1
< % (5)\1 + /Qu% { - %Itr(VT)I2 + %div (T*(Vm)
_ % N Ve, T(Vn), T(e;)) — 2| T (V)|
j=1
_% (T(ej), Ve, tr(VT)) + = Z (Ve,T(Vn), T(ej)) ] dm) A2
j=1 g=1

16 1. 1 )
= (6)\1 + /Qul _§d1V (T (Vn)) — Z|T(V77)|

—%div(T(tr(VT))) + le\tr(VT)ﬂ dm) k2

- % (5)\1 + /Quf :;div <T<T(V77) - tr(VT))> - i!T(W)!Q
+1|tr(VT) 12} dm) Neso

1 T? 1 T?
< — 0 ((nl + /u% [C’o + 0} dm> Meto = 16 ((nl +Co + 0) Mot
Q 4 an 4

an

Consequentemente, a partir da expressao (2.15) do Corolério 2.2, e como Hg = 0 no R", noés
deduzimos que

1 T2
A2 — Apg1 < 4 - A+ Co+ —= | Mg

2 2 s
<4 1 5>\1+CO+T—° 142 /\1—1—% (k+1)%
on 4 ne 49
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2\ 2
) i 1_|_475 )\1_|_46’07+Tb (k_|_1)727i
on ne 46

e 46 4Co + T§ 5
= <1+m> </\1+ I )(k+1)
= Cpo(k+ 1)% (3.25)

an

4 T? ) 48
em que C, o =4 <)\1 + OO+0) < e

i 1+ ) Portanto, (3.25) vale para k > 1 arbi-
trario.
Em particular, temos os seguinte corolario

Corolario 3.3. Seja 2 um dominio limitado no espaco Fuclidiano R™ e A\, o k-ésimo
(k > 1) autovalor do problema de autovalor de Dirichlet (8).

i) Se o tensor T € livre de divergéncia, entdo, para o operador de Cheng-Yau defor-
mado U, temos

5
Mer1 — Mg < Cp ke,

em que Cpq =4 (Al + @> i (H—@) ;
) \/ on ne

i1) Se o tensor T € livre de divergéncia, e a fun¢ao deformadora n € constante, entao,
para o operador de Cheng-Yau [J, temos

N
)\k—i-l - >\k S Cn,ﬂkn87

) 46
em que Cp g = 44X |— (1+—).
on ne

iii) Se T € o tensor identidade, entdo, para o operador Laplaciano deformado A,,
temos

Ak;—‘y—l - )\k S Cn,ﬂk%7

C 1 4
em que Cpq =4 ()\1 + —0> — (1+—) ;
) n n
iv) Se T € o tensor identidade, e a fungao deformadora n € constante, entao, para o
operador Laplaciano A, temos

A1 — A < Cn,ﬂk%7

em que Cy, g = 4\ l (1—}—%).
n n
Demonstracao. Basta observar que, quando T é livre de divergéncia teremos Ty = 0
pois tr(VT)=0, e, se além disso, n for constante, teremos que Cy = 0 pois Vn = 0.
Jé& para o caso deT' = [ teremos que Ty = 0 pois VI = 0 e teremos que e = § = 1,
e, se além disso, n for constante, novamente Cy = 0. O
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Observacgao 3. O item iv) do Corolario 3.4 resgata o resultado obtido por Chen, Zheng
e Yang em [7] para o caso do gap de autovalores do problema de Dirichlet no R™ para
o operado Laplaciano A.

Além do Teorema 3.1 ser uma resposta a Conjectura 2, obtida para o caso do
espaco Euclidiano R”, também foi possivel obter os Teoremas 3.2 e 3.3 com a adigao
de algumas hipoteses adicionais.

Teorema 3.2. Seja Q um dominio limitado no espago hiperbdlico H"(—1) e Ay o k-
ésimo (k > 1) autovalor do problema de autovalor de Dirichlet (8) para o operador
L. Se a fungao deformadora n é radialmente constante e T é um (1,1)-tensor, tal que
T(0,) = Y0, para alguma fun¢ao radialmente constante 1 € C*(M), entdo

S
/\k-l—l - )\k S Cn,anE7

em que C, o depende de Q) e da dimensao n, sendo dado por

4 49 1 2 n2HZ + 4Cy + T¢

sendo 0 =26 — e e com Hy, Cy e Ty conforme em (2.2).

Demonstragao. Por conveniéncia, vamos usar o modelo do semiplano superior do
espaco hiperbdélico, ou seja,

H"(-1) = {(z1, - ,x,) € R";2,, > 0}

com a métrica

1
gjs(xh e ,.ZL‘n) - <a]’as> = (x—)Q(S]S

em que {aj};;l é a base de campos coordenados de H". Note que os componentes da
inversa da matriz métrica sao dados por ¢/* = (z,,)%d;s.
Uma vez que em H" temos det(g;5) = x%” e tomando f = logux, teremos em

coordenadas

n n

1
V(logz,) = 22 Z 0;(log x,)0; = 2 Z 5jnx_aj = 2,0,

j=i j=i "
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=—z'(n—1)—

33

=—(n—-1),
com isso temos

1

IV(log z,)| = |2n0n] = ((xnan,xn(‘)n)>§ _ (x3<an,an>)5 _

H
7 N
)
3
—~
)
3 =
N—
no
~
=
I
—_
—~~
w
Do
=)
S~—

e ainda,

L(logx,) = div(T(V(logzn))) — (Vn, T(V(log z,)))
= div(T(2n0n)) = (V, T (2 0n))
= div(¢(zn0n)) — (Vi 9(200n))
= div(yV(log zy))) — (Vn, ¥V (log 7))
= ¢pdiv(V(logz,))) + (Vib, V(log z,)) — 1 (Vi, V(log 2))
= YA(logzn) + (VY 2,0n) — 1 (V) 2,0,)
=—(n—1)¢. (3.27)

Sem perda de generalidade, assumimos que Ay1; < Agyo. Tomando j = 1 e
aplicando (3.27) e (3.26) em (3.17) obtemos

4 1 1 3
4 1 1 2

= % <5/\1 1 /Q (n — 1)2¢2u%dm ~3 /Q <— (n—l)V¢,¢xn8n>u%dm> v Akt2
4 1 2 2,2 3

= % (5)\1 — Z(n — 1) /Q@/J uldm> v/ Ak+2

e uma vez que ¢ < (T'(Vlogx,), Vlog x,) = ¢ teremos

1 1
/\k+2—/\k+1§— ( ~(n—1)? / Wufdm) V Ners
Vo 4 Q
<i( 1n—l 52/u2dm)2\/)\k+2
= \/— 4 o 1
1 3
- (- - 12) Vo (3.28)
\/_
A partir da expressao (2.15) do Corolario 2.2 temos
44 H2 + 4 T?
M < (14 22) (M + 2 0 PAC Ty ) pa (3.29)
ne 46

E aplicando (3.29) a desigualdade (3.28), obtemos

4 1 2 46 n2H? + 4Cy + T¢ 2
Ak+2—Ang%(&1—Z(n—1)Q) \/(1+n—€)(xl+ T °)<k:+1>

N =
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4 1 2\ 2 45 n2H2 + 4G, + T2 2
_ﬁcﬂl—z(n—l)) \/<1+E) <A1+ " <k+1>

~ Cho <k; n 1) " (3.30)

4 46 1 2H2 +4Cy + TF
em que Cpq = %\/(1 + %) (5)\1_Z(n—1>2> <)\1 + o +45 0t O). Conse-
quentemente, podemos deduzir (3.30) para qualquer k£ > 1. O

Corolario 3.4. Nas hipdteses do Teorema 3.2, adicionalmente teremos que:

i) Se o tensor T € livre de divergéncia, entdo, para o operador de Cheng-Yau defor-
mado [, temos

K
Aer1 — A < Cp ke,

45 1 ) n2H2 + 4Cy\ 17
em que Cp 0 = {(1 + n_5> (5/\1_1_1(”_1) ) (/\j + 04—5)} ;

it) Se o tensor T é livre de divergéncia, e a fungao deformadoran € constante, entao,
para o operador de Cheng-Yau [J, temos

5
Mer1 — Mg < Cp ke,

45 1 5 n?H2\|*
em que Cy q = {(1 + n_e) (5/\1—1(71—1) ) (/\j + w )

iii) Se T € o tensor identidade, entdo, para o operador Laplaciano deformado A,
temos

Aet1 — A < Cn,ﬂk%7

4 1 2H2 4 40, \]?
em que Cpq = {(1 + 5) (Al_Z(n_1)2) ()\j + HOT—FCO)} :

iv) Se T € o tensor identidade, e a fungao deformadora n é constante, entao, para o
operador Laplaciano A, temos

Aes1 — Mo < Chgh,

4 1 2 n?H2\ 12
em que Cp o = |:(1+5) ()\1—1(71—1)> ()\j—F 1 0):| .

Observagao 4. O item iv) do Corolario 3.6 resgata o resultado obtido por Chen, Zheng
e Yang em [7] para o caso do gap de autovalores do problema de Dirichlet no H" para
o operado Laplaciano A.

Por fim, chegamos ao tltimo resultado obtido em nosso trabalho. No que se
segue, {2 C M™, é um dominio limitado em uma variedade Cartan-Hadamard pincada,
conforme descrito anteriormente na observacao 1.

A proposigao a seguir é uma extensao, para o operador [,, da proposi¢ao 1 em
Fonseca e Gomes (cf. [8] p. 8).
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Proposicao 3.1. Fize uma origem o € M"™\Q e seja r(z) a fungdo distancia a partir
de o. Considere T um (1,1)~tensor simétrico positivo definido sobre M tal que Or € um
autovetor de T. Tomando C = —k3 e ¢ = —k? no Lema 1.2, as sequintes afirmagaes
sao verdadeiras em §):

i) (n— 1)) _ 517y < Oyr < (n— 1)02=0 4 5vy);

snc(r) sne(r)

e quando T € radialmente paralelo
i) R,r(0r,0,) < —e(n — 1)k3 + 6|V?n(9r, r)|.

Demonstra¢ao. Tome x € Q) e complete 0, para uma base ortonormal {eq,--- e, =
0.} de T, M tal que T'(e;) = ve;. Note que ¢ < 1p; < 0 sobre {2, para j = 1,--- ,n
assim,

n

DUT = <V2T’ T> - <V777T(a1”)> = Z<V2T(€j),T(€j)> - <V777 T(ar»

J=1

— Z ’gbj<v27"(€j), €j> - ¢n<V777 87“>

j=1

A convexidade da funcao distancia r(x) nos garante que o Hessiano é semi-definido
positivo, e desse modo,

e (VPr(e)),e;) — 0|Vl < Oyr <6 (VPr(e;), ;) + 6|V,
j=1 j=1
o que implica que
eAr —6|Vn| < O,r < 0ATr +§|Vr|.

Logo, a primeira afirmagao da proposigao 3.1 segue tomando o trago na desigualdade
do Lema 1.2. Para provar a segunda afirmacao é suficiente calcular

By (0,0) = 3 (R(e,,0,)0,. T(e;)) — (Vo (AT — T(V)).0,)

Jj=1

= " 9i(R(e;,0,)0,,¢;) + (Vo, T(Vn), 0,)
<N ik + (Va,T)(Vn) + T(Vo, V), ;)

n—1
= ks + (Y, V1, 0,)
j=1

<—(n-— 1>5k§ + ¢n|V277(5m 9|

= —(n — 1)ek3 + 8|V°n(0,, 0,)|.
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O resultado a seguir prova a Conjectura 2 para o caso em que M é uma variedade
de Cartan-Hadamard pincada mais hipoteses adicionais sobre T. A demonstragao é
uma adaptacao das técnicas apresentadas na prova da Proposi¢ao 2 de Fonseca e Gomes
[8] e do Corolario 1.7 de Chen, Zheng e Yang em [7].

Teorema 3.3. Considere M uma variedade Cartan-Hadamard pincada n-dimensional.
Seja Q@ C M um dominio limitado e A\, o k-ésimo (k > 1) autovalor de (8) para o
operador O,, com uy sua autofungdo correspondente. Fize uma origem o € M\ Q e
considere r(x) a funcio distdncia a partir de o, tal que O, € um autovetor de T'. Se T
for radialmente paralelo, entao

5
Aer1 — A < Cp ke,

em que C, o depende de Q) e da dimensao n, sendo dado por

Ch

BN B O U il S O] ottt ) N G T
T Vo 4 2 1

}(n—1)56n0d0+a(n, T))% ( 45)é <)\1+n2H§ —|—4CO>é

2 A2 1+ 46

onde
(n,T) = 0, se —(n—1)%?+2(n—1)* <0,
WS —(n =122 +2(n — 1)8%, se — (n—1)%2+2(n — 1)5% > 0,
0 =20 —¢, 1 = supg V|, m = infq [Vil?, 112 = supg [V*n(Or, or)|, d = dist($2, 0),

{ kg COth(k’Qd), Se /{?2 > O,
dO = 1

= se kg = 0.

e com Hy e Cy conforme em (2.2).

Demonstragao. Usando a inequagao (3.17) do corolario 3.2 para j = le f =1 a
fungdo distancia, uma vez que |Vr|? = 1 teremos

4 1 9 2 :
A2 — App1 < 75 <5)\1 + Z/Q (= (@yr)* = 2(V(@Q,r),T(0r))) uldm> V Akt2-

(3.31)

Vamos entao estimar a expressao —(0,7)* — 2(V (0O, r), T(,)). Para isso, usamos que
T é radialmente paralelo, ou seja, Vy, 1" é nulo, de modo que, da férmula tipo Bochner
(1.9) para o operador Cheng-Yau deformado, obtemos

_<V(|:|77’T‘), 87’> = RT],T<87’7 87") + <V2T, VQT o) T>

Lembramos que T satisfaz

(V2r,V2roT) < (n—1)6 (M)2 , (3.32)

sne(r)

conforme o item (2) na proposi¢ao 1 em Fonseca ¢ Gomes [8].
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Como T(0,) = ¥,0,, de (3.32) e da Proposic¢ao 3.1, temos
—(V(Or), T(0,)) = =bulV(Oyr), 0) = YRy 10y, 0p) + (V21 VP o T)

sn’,2(r) 2
< —thpe(n — D)k + 0,8\ V?n(0r, 0r)| + b (n — 1)0 | —L—

sn_y2(r)

< —(n — DI + 3 V(0r, 0r)| + (n — 1)6? ("—”) ,

Sn—k%( )

bem como,

S <<n - 1) (Z—Ei) - 6\%\)
) sn’ o (r ? sn’_a(r) 9 9
—(n—1)% m +2(n — 1)ed|Vn| m — 0°|Vnl|*.

Existem trés casos a considerar:

(1) 0 < ky < ky: Usando a identidade trigonométrica cosh®(6) = 1 + sinh?(6), segue
que

— (@yr)* = 2(V(Q,r), T(0,))

h h
< —(n—1)% WM +2n — 1)52/@2(308—(’“17’) —9(n — 1)e2k2
? sinh?(kor) sinh?(k;r)
h(k’g’f’)
— §%|Vn)? + 262|V2 2(n — 1)ed|Vi|ky 2
[V + 26920 0r,00)| + 2 — e Ty ot 2
= —(n —1)%%k3 + 2(n — 1) (6%k7 — €°k3) — 6%|Vn|* + 26°|V?n(dr, Or)|
cosh(kyr) o o K3 , K2
2(n—1 5Vk— —nh—-1)e"———+ 20— )0 ———
2n = DeolVnlk, inh(kor) =17 sinh?(kyr) 20 sinh? (k)
Visto que 0 < ky < ky e 0 < r, temos que
k3 < k2
sinh?(k;7) ~ sinh®(kor)’
92
pois basta verificar que a funcdo f(f) = —=——, onde a > 0, é decrescente
sinh®(af)
para valores de 6 > 0. Assim,
k2 k? k?
—n—1%—— 12— ——— < (= h—D% 2 — 1)) —L—
(-1 sinh? (kyr) n=1 sinh?(ky7) — ( h—1)e"+20-1) )sinhQ(kzlr)

e tomando d = dist(£2,0), temos 0 < d < r(z) para todo z € Q. Desta forma,
devido a fungao coth(#) ser decrescente para 6 > 0, teremos que

cosh(kad) S cosh(kar)
sinh(kod) — sinh(kor)

coth(ked) =
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Com isso,

= (@yr)* = 2V(O,r), T(O,))
< —(n—1)%%k; +2(n — 1) (k7 — €°k3) — 8°|Vn|* + 26°|V>n(Or, Or)]

2
+2(n — 1)26|Vnks coth(ked) + (— (n—1)252+2(n—1)52> M 3
sinh”(ky7)
(2) 0= ky < ky: Estimamos a expressao
= (Oyr)* = 2(V(G,r), T(0,))
< 2(n—1) (0°k3) — 6%|Vn|* + 26°|V?n(0r, Or)|
1 1 k2
20n —1 -+ |-(n=1)2%= +2(n - 1) —2—1|.
+2(n )aﬂvmr + { (n—1)% p +2(n—1)6 sinhQ(klr)]
Por 0 < k; e 0 < r, temos
k3 1
<1 (3.34)

sinh?(kyr) — 7

pois basta verificar que a funcao g() = sinh(af) —af, onde a > 0, ¢ estritamente
crescente para valores de § > 0 e g(0) = 0. Entao,

U TR P YRRy ML S (- (n—1)%% +2(n — 1)52) _ kL
72 sinh?(kr) — sinh?(kyr)’
Assim,
= (Byr)* = 2(V(Qyr). T(9,))
< 2(n—1) (0°k3) — 6%|Vn|* + 26°|V?n(0r, Or)|
1 2
2(n — 1 —+(=(n-1)%"+2(n—1)0?) —r—r0. :
+2(n = 1)e8[ V|~ + (= (n = 1)%2 +2(n = 1)0 >sinh2(k1r) (3.35)

(3) 0 = ky = ky: Estimamos a expressao
1
—(@r)* =2V (@), T(@,)) < =0Vl +26%|V>n(3r, Or)| + 2(n — 1)ed| V|

oo o - 0] (3.36)

Através das inequagoes (3.33)-(3.36), quando [— (n—1)%*+2(n— 1)52} < 0, obtemos
—(l:lnr)2 - 2(vV(@3,r),T0,)) <—(n— 1)2e%ks +2(n — 1) (52/@% — €2k§)
— 8%y +20%n2 + 2(n — 1)edndy
em que 7y = supg |Vn|, m = infg |Vn|?, n2 = supg |V2n(dr, dr)| e

g e ko coth(kod), se ko >0,
o el se ko = 0.
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E quando [— (n— 1)252 +2(n — 1)52} > 0, primeiramente notemos que r% < d%, para
assim obtermos que
—(O,r)? = (V(O,r), T(D,)) < — (n —1)%%k3 + 2(n — 1) (6°k2 — £2k2)
— 8%m1 + 26°n2 + 2(n — 1)ednody
1
+ [ —(n—1)*%*+2(n— 1)52} 7
Definindo entao
(n,T) := 0, se —(n—1)%2+2(n—1)6% <0,
WHEZ 0 —(n =122 4+ 2(n—1)8%, se — (n—1)%2+2(n — 1)6% > 0.
teremos que
—(O,r)* = 2(V(0,7),T(d,)) < — (n—1)%%k3 +2(n — 1) (52]{:% — 52]{;3)
T
— 82 + 207 + 2(n — Veopody + L) (3.37)

d?

assim aplicando (3.37) em (3.31) teremos

4 (5)\1 _ (n—1)%%3 N (n —1)(6%k3 — £%k3)

Moo — g1 <—
k+2 k+1 NG 1 5

L% m4 m) ;a nodo +a(Zd2 >) s (3.39)

Para o caso do operador [, a expressao (2.15) do Corolario 2.2 se resume a

49 77,2H2—|—4CO 26
Mg < [ 14+ —) (M + —2 ) kn: 3.39
k+1_(+n€)(1+ 15 ) ; ( )

1 1

com Cy = sup {§diV(T2(V77)) - Z|T(V?7)]2} e Hy = sup|Hy|. E aplicando entao
Q Q

(3.39) a (3.38) obtemos

4 1222 (n— 1)(0%K2 — e2k2)  §2(—ny +2
)‘k+2_/\k+1 ST (5)\1_(71 )8 2—|—(n )( L < 2)+ ( m + 772)

o 4 2 4
1
(n—1)ednedy  a(n,T)\? 46 n2HE +4Cy\ | 2
1 —_— —_—m ne
N 2 * 4d? N ne At 46 F
_ A [y, oK (0= DK K)o+ 2me)
/o 4 > 4
1 1 1
(n—1)ednody  a(n,T)\ 2 46\ 2 n?He +4Cy\ 2 | s
1 - - - ne
* 2 4d? * ne At 40 g
= Cpokne, (3.40)
em que
4 (n—1)%k3  (n—1)(0°ki —®k3)  6*(—m + 21pp)
Cro = | M-
N/ ( ! 4 * 2 * 4



_ 3 3 2 772
+(n 1)5(5770d0+a(n,T)) (1+i_58) ()\1_'_71 Hi +4C)

2 4d? 40

Consequentemente, podemos deduzir (3.40) para qualquer k > 1.

i
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