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N3o se deve comparar com os outros,

mas com o melhor que se pode ser.”
(William Shakespeare)
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Resumo

Neste trabalho é mostrado um Teorema de Linking Abstrato para sequéncias de Cerami (C).,
porém sem a condicdo de Cerami. Com esse resultado é possivel mostrar a existéncia de
solucdes para problemas fortemente indefinidos. Para a aplicacdo consideramos a equaco n3o
linear de Schrédinger

—Au+ V(x)u = g(x,u) em R",

para n > 3, onde g(z,s) = h(x)f(s), f € uma fungdo assintoticamente linear no infinito e
h € L>*(R"™). Além disso,
lim V(z) =V >0,

|x| =400
e o espectro do operador A = —A + V tem infimo negativo. Utilizando o método variacional
associamos um funcional energia I a equacio n3o linear e ent3o aplicamos o resultado abstrato.
Assim, o Teorema de linking nos forneceu um ¢ > 0, que é valor critico de I. Portanto, deve

existir u € H'(R™) que é solugdo fraca ndo-trivial para equacdo ndo linear.

Palavras-chave: Geometria de Linking, Equacdo de Schrodinger, Sequéncias de Cerami.



Abstract

In this work, an Abstract Linking Theorem for Cerami sequences (C'). is shown, but without the
Cerami condition. With this result it is possible to show the existence of solutions for strongly

undefined problems. For the application we consider the non-linear Schrédinger equation
—Au+V(zx)u = g(z,u) in R",

for n > 3, where g(z,s) = h(x)f(s), f is an asymptotically linear function at infinity and
h € L>(R™). Also,
lim V(z) = Vi > 0.

|| —+o00
and the spectrum of the operator A = —A + V' has negative infimum. Using the variational
method we associate an energy functional I to the nonlinear equation and then apply the
abstract result. So the Linking Theorem has given us a ¢ > 0, which is the critical value of
I. Therefore, there must exist u € H*(R™) which is non-trivial weak solution to non-linear

equation.

keywords: Linking Geometry, Schodinger Equation, Cerami Sequences.



Notacdes

Q fecho de
of fronteira de Q;
B, bola fechada de raio r centrada em zero;
B,.(z) bola aberta de raio r centrada em z;
supp(f) supp(f) == {z € Q: f(z) # 0}
C(X,Y) funcdes continuas de X,Y";
CY(X,Y) fungBes continuamente diferenciavel de X em Y;
C>(Q) funcgGes reais infinitamente diferenciaveis em §2;
C’C(]R”) funcdes continuas com suporte compacto;
C>(Q) fungdes reais infinitamente diferenciaveis com suporte compacto;
Vcc V é compacto e um subconjunto de €2;
X* espaco dual de X;
LP(Q) fungdes p—integraveis a Lebesgue;
L7 () LV () = {u € LP(V), para todo V CC Q};
o multi-indice de ordem |a| = a1 + - -+ + ap;
oy (x
D%u(x) D%u(x) = Gorr, -(06)””9371’
WkP(Q) WHkP(Q) = {u € LP(Q) : D*u € LP(Q), para todo |a| < k};
HY(Q) espaco de Sobolev W12(Q);
Up — U convergéncia forte (na norma);
Up — U convergéncia fraca;
Uy — u q.t.p. em €) convergéncia em quase todo ponto em ;
Pt = n”—_’;), 1<p<n expoente critico de Sobolev;
Vu = <§—;‘1, e ,%) gradiente de u;
Au=73", g%g laplaciano de u;

o(A) espectro do operador A.
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Introducao

Esta dissertagdo foi baseado no trabalho de L. Maia e M. Soares [19] e tem como objetivo
principal mostrar um Teorema de Linking Abstrato para sequéncias de Cerami [12], porém sem
a condicdo de Cerami. Aqui, mostraremos como L. Maia e M. Soares apresentam uma vers3o
mais geral do principal resultado de V. Benci. e P. H. Rabinowitz em [4], sendo estabelecido
para sequéncias de Cerami, sequéncias (C')., para abreviar. Com esse resultado foi possivel
mostrar a existéncia de solucdes para equacdes n3o lineares de Schrodinger com potenciais
muito variados que tornam os problemas fortemente indefinidos. Para obter a geometria de
linking sdo exploradas as propriedades espectrais dos operadores autoadjuntos, neste caso o
operador de Schrodinger, pois quando se trabalham com termos n&o lineares n3o é possivel
realizar as projeces na chamada variedade de Nahari como em [22, [26], devido esses termos
n3o satisfazerem nenhuma condicdo de monotonicidade.

O primeiro trabalho nesse sentido foi de P. Bartolo, V. Benci e D. Fortunado em [3], onde
foi provado um lema da deformagdo quantitativa com a condico (C),, para entdo estender
resultados de pontos criticos para problemas ndo-superquadraticos. Ainda usando esse mesmo
lema da deformagdo em [13], D. Costa e C. Magalhdes mostram resultados abstratos para
problemas n3o-quadraticos em dominios limitados.

Mais recentemente, no artigo de G. Li e C. Wang [17] é apresentado um lema da deformagio,
sem a condicdo (C')., no entanto é usado em um teorema de linking com a condi¢cdo de Cerami.
Ainda mais, é exigido que um dos subespacos na decomposicio de linking fosse de dimens3o
finita. Enquanto que nos resultados de L. Maia e M. Soares ambos os subsespacos na
decomposi¢do podem ter dimensdo infinita. Essa construgdo foi inspirada por [27] para o lema
da deformac3o, porém orientadas pelas ideias ndo padronizadas em [4]. Pois, o propésito
de L. Maia e M. Soares foi construir um 7 satisfazendo propriedades espectrais que seriam
fundamentais para atingir o nivel c.

O resultado principal desta dissertacdo é o seguinte:

Teorema de Linking Abstrato. Seja E um espaco de Hilbert real, com produto interno
(-,-), By um subespaco fechado de £ e Ey = Ei-. Seja I € C*(E,R) satisfazendo:

1
([) I(u) = §<Lu,u) + B(u), para todo u € E, onde u = w3 +uy € By & By, Lu =
Lyuy + Lous e L; - E; — Ej;,i = 1,2, € uma aplicacdo autoadjunta linear limitada.
(I3) B é fracamente continua e uniformemente diferenciavel em subconjuntos limitados de E.

(I3) Existem variedades de Hilbert S, C F, tal que @) é limitada e tem fronteira 0Q), e

constantes o > w e v € Ej tais que
(1) SCv+FEiel>aems,
(17) I <wem 0Q,

(1i7) S e 0Q, sdo link,



(I;) Se I(u,) para uma sequéncia (u,,) C F, élimitadae (1+ || u, ||) || I'(u,) [|[— 0 com n —
+00, entdo (u,) é limitada.
Ent3o I possui um valor critico ¢ > a.

E importante observar que a hipétese de B ser fracamente continua e uniformemente
diferenciavel em (1) implicam que B’ é completamente continua, ou seja, mapeia sequéncias
fracamente convergente em fortemente convergente e isso resulta numa espécie de compacidade
parcial para /. Ao compararmos a definicdo da condi¢do de Cerami com a hipétese (1)
percebemos que & uma versdo enfraquecida dessa condicdo. Aqui, a limitacdo de qualquer
sequéncia (C),. sera suficiente para procurar um ponto critico ndo trivial sem que necessariamente
ela possua uma subsequéncia convergente.

Além disso, as hipéteses (I1) e (I3) produzem uma geometria de linking geral para o
funcional I possibilitando que ambos os subespacos na decomposicdo de Hilbert sejam de
dimens3o infinita. A conjuncio dessas hipé6teses reproduz ferramentas suficientes para obter um
ponto critico n3o trivial para I. Nesta dissertacdo, apresentamos uma aplicacdo das equacdes
de Schrodinger para o resultado abstrato. Outras aplicagdes podem ser encontradas em [19],
onde L. Maia e M. Soares provam a existéncia de solucdes para sistemas hamiltonianos e
elipticos aplicando este resultado abstrato.

Para essa aplicacdo é considerado o seguinte problema
—Au+ V(x)u = g(x,u) em R", (P)
para n > 3, onde g(z,s) = h(x)f(s), e h satisfaz:
(h1) h € C(R™,(0,+00)) e limjg—400 h(z) = 0;
(ho) h € LYR"),q = 5% (2,27).

Além disso, f é assintoticamente linear satisfazendo as seguintes condices:
(f1) f € C(R,R) o —o.

(f2) Existe a > 0 tal que limg

F) — 2 onde F(s) := [ f(s)dt, e F(s) > 0.

(f3) Definindo Q(s) := 3 f(s)s — F(s) > 0 para todo s € R\{O}, temos
lim Q(s) = +o0

S$——+00

Ainda mais, vamos assumir que V' satisfaz as seguintes condicdes:
(V1) V € C(R™,R) e limjy100 V(2) = Vo > 0.
(V3) Definindo A := —A + V(z) como um operador de L*(R"™),
sup[o(A) N (—0,0)] =0~ <0< o’ =inf[o(A) N (0, +00)].

Esta aplicago foi inspirada em [20], onde L. Maia, J. C. de Oliveira Junior e R. Ruviaro
resolveram o problema (P) com potencial V' n&o periédico que muda de sinal e f & assintotica-
mente linear. Além disso, eles exigiram que V' possuisse limite positivo no infinito e o espectro
do operador A tivesse infimo negativo. Tentando melhorar o resultado deles em [19] L. Maia e
M. Soares, aplicam o teorema de linking abstrato para sequéncias (C'). e um ponto critico ndo

trivial é obtido imediatamente, evitando tais suposicdes de monotonicidade em f.



Existem outros trabalhos presentes na literatura que assumem condicdes diferentes para o
potencial V' e para a funcdo g. Como em [26], que consideram a mesma equa¢&o de Schrddinger
n3o linear, porém com g superlinear e subcritica, V' e g periédicos em z e 0 pertencente a um
gap espectral do operador A. Para encontrar solucdes ground state, é utilizado um método
baseado em uma reducio direta e simples do problema variacional indefinido para um definido,
e da origem a uma nova caracterizacdo minimax do correspondente valor critico.

Em [2], A. Azzollini e A. Pomponio provam a existéncia de uma solugdo positiva para essa
mesma equacgdo n3o linear, assumindo hipéteses de n3o linearidade sobre g introduzidas por H.
Berestycki e P. L. Lions em [5]. Além disso, assumem algumas hip6teses geométricas sobre o
potencial V', porém com isso n3o foi permitido usar argumentos de concentracdo-compacidade.
Assim, exigiram uma propriedade de simetria em V' para evitar qualquer possivel perda de
massa no infinito.

Com o objetivo de encontrar uma solugdo fraca para o problema (P), nesta dissertacdo
é utilizada uma abordagem variacional, onde é associado a (P) um funcional energia I :
HY(R™) — R que foi definido por

I(u) = %/Rn(wuy? + V(z)u?)dz — /n h(x)F(u(z))dz, ue H'(R™).

Uma solugdo fraca para o problema (P) entdo seria uma fungdo u € H'(R") que & ponto

critico do funcional energia, ou seja,

I'(u)v = /H(VUVU + V(z)uww)dz — / h(z)f(u)v dr =0 Yo € H'(R").

n



1 Resultados Preliminares

Neste capitulo introduziremos algumas definicdes e resultados basicos de Teoria da Medida,
Anélise Funcional e Equacdes Diferenciais Parciais, que serdo cruciais para o entendimento do
resultado pincipal e suas aplicacdes. Algumas demostracdes aqui serdo omitidas, mas podem

ser facilmente encontradas em [7], 8, [11], [16].

1.1 Nocdes de Teoria da Medida

Definicdo 1.1 (Medida). Uma medida no espago mensuravel (X, ) é uma fun¢do pu: ¥ —

[0, 00| que satisfaz as seguintes condigoes:

() p(0) = 0.

(17) Se (A,)2, é uma sequéncia de conjuntos dois a dois disjuntos de X, entao

M <U An) = Z,U(An)-

A medida p é dita finita se u(X) < oo, e ¢ dita o-finita se existirem conjuntos (A4,)7, em ¥
tais que X = (J'7 | A, e u(A,) < oo para todo n. O terno (X, X, u) é chamado de espago
de medida.

Definicdo 1.2 (Fung¢do Mensuravel). Seja (X, X) um espago mensuravel. Uma fungao
f: X -R=RU{+oco}U{—00} é mensurdvel se para todo a € R, f~'((a,+oc]) ¢ um

elemento de ¥. O conjunto formado por tais fungoes sera denotado por M (X, X).

Definicdo 1.3. Sejam (X, X, 1) um espaco de medida, f,g, f, : X — R,n € N. Diz-se

que :

(i) f éigual a g u-quase sempre se existe A € ¥ tal que pu(A) =0 e f(x) = g(z) pata todo

x € A°. Neste caso escreve-se f = g u—quase sempre ou [, — ¢.S..

(17) (fn)22, converge para f p—quase sempre se existe A € ¥ tal que pu(A) =0e f,(x) —
f(z) para todo x € A°. Neste caso escrevemos f,, — f p—quase sempre ou f, — f u—q.s.

As vezes também usaremos a abreviacdo (q.t.p.), que significa quase em toda parte, no

lugar (¢.s.). De qualquer forma estaremos nos referindo ao mesmo conceito.

Teorema 1.1 (Teorema de Egoroff). Seja (X, %, ) um espago de medida e fy, f, fungcdes
mensuraveis, e suponha

fe— fqs. em A,

onde A C R™ é mensuravel, u(A) < oco. Entdo para cada ¢ > 0 existe um subconjunto
mensuravel & C A tal que
(i) (A= E) <e
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(i1) fx — f uniformemente em E.

Definicdo 1.4. Dados um espago mensuravel (X,X) e A C X, a fungdo caracteristica
x4 : X — R de A é definida por

1, sexeA
0, sex¢ A

xa(z) =

Uma combinacao linear de fungoes caracteristicas mensuravel é chamada de funcao simples

mensurdvel. Toda fungao simples mensuréavel ¢ admite uma tnica representagao da forma

Y= Z ;X A,
=1

onde n € N, aq,...,a, sao nimeros reais nao-nulos e distintos, Ay,..., A, sdo conjuntos
mensuraveis nao-vazios dois a dois disjuntos. Esta é a representacao canonica da funcao

simples mensuravel .

Definicdo 1.5. Seja (X, X, u) um espago de medida.
(i) A integral da fungdo simples p € M+ (X, X)) = {f € M(X,X) : f(x) > 0 para todo
x € X }, cuja representacao candnica é ¢ = Z;n:l ajXa,, em relagao a medida p ¢ definida

por
/ pdp =) a;u(4y).
X =

(i7) A integral da funcao f € M (X, ) em relagdo a medida u ¢ definida por

/fdu:sup{/ godu:goéM*(X,E)ésimpleseogwgf}.
X X

(i7i) Para f € MT(X,X) e A € X, define-se

/A fu = /X Fxadp

Lema 1.1 (Lema de Fatou). Se (f,)°, é uma sequéncia em M™*(X,Y), entdo
(2)/ lim inf f,dy < liminf/ fudp
X n—oo n—oo X

(13) Em particular , se f, = [ qtp. em X, | f< liminf/ frdis.
X n—o0 X
Defini¢do 1.6. (i) Dada uma fungdo f : X — R, as fungoes f*,f~ : X — [0,00) sdo
definidas por
[T (2) = max{f(x),0} e f~(z) = — min{ f(x), 0}.
(77) Seja (X, %, u) um espago de medida. Uma funcdo f € M(X,X) é dita Lebesgue-

integrdvel (ou integréavel) se fX frdp < oo e fX f~du < oco. Neste caso, definimos

/X fp = /X Frdy - /X Jdp
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O conjunto de todas as fungoes integraveis f : X — R é denotado por Zg(X, 3, u).

Teorema 1.2 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (f,)5°, uma sequéncia de funcdes
em (X, %, u) que converge —quase sempre para uma funcdo f : X — R. Se existe
g€ R(X,2,u) tal que | fn(x) |< g(z) g.s.,0 € X , entdo f € Lr(X,%,u) e

/X Fudp — /X fdu.

Definicdo 1.7. Seja (X, X, 1) um espago de medida e 1 < p < co. O conjunto de todas as

fungoes mensuraveis de X em R tais que

Hﬂhz(iﬂf?@0p<w

sera denotado por .Z,(X, X, ). Definimos o espago L,(X, X, 1), 1 < p < 0o como o espago

quociente

LP<X7 27”) = "%(X7 27 :U’)/ ~

onde a relacao de equivaléncia em .Z,(X, X, 1) ¢ definida por f ~ g < f =g u —g.s.
Definimos ainda a funcao || - ||: L,(X, X, u) — [0, 00) por

10 = ([ 1) se ] € 2,20

onde denotamos por [f] a classe de equivaléncia das fungoes que s@o iguais a f p—quase

sempre. Para p = +o0 a definicao é especial:

Definicdo 1.8 (Fungdo essencialmente limitada). Uma funcao f : X — R ¢ dita essen-
cialmente limitada se 3 ¢ > 0 tal que | f(z) |< ¢ p— ¢q.s. z € X. E designamos por
Zo(X, %, 1) o conjunto das fungoes essencialmente limitadas. Definimos ainda o espago
Loo(X, %, 1) como

Loo(X, 5, 1) = Lo (X, 5, 1)/ ~ .

Definimos ainda a fun¢ao || - ||t Loo(X, X, pt) — [0, +00) por
| [f] lloo:=1nf{c > 0,| f(z) |<cp—qs z€ X} =supess(| f]).

Vale ressaltar que se 1 < p < oo, entdo L, (X, X, 1) € um espaco de Banach com a norma
|| - |l,- E ao decorrer da dissertagdo também usaremos a seguinte notagdo para os espagos

acima definidos: LP, L°°.

Notacdo 1.1. Seja 1 < p < oo, vamos denotar por p' o expoente conjugado,
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O conjunto de todos os operadores lineares continuos de X em Y sera denotado por
Z(X,Y). Claramente .Z(X,Y) &€ um espago vetorial sobre R com as opera¢des usuais de

funcdes equipado com a norma

| T |lzxyy= sup || Tz .
zeX,|lz||<1

Se Y for o corpo dos escalares, escreveremos X* no lugar de Z(X,R), chamaremos esse

espaco de dual de X, seus elementos sdo funcionais lineares continuos.

Teorema 1.3 (Teorema da Representagdo de Riesz). Seja 1 < p < o0 e sgja ¢ € (LP)*.

~ . L. -~ ’
Ent3o existe uma anica funcdo u € L¥ tal que

o(f) :/uf du para todo f € LP.

Além disso,

Il =l ¢ llzey-

O teorema acima é muito importante. Diz que qualquer fungdo linear continua em
L? com 1 < p < oo pode ser representada concretamente como uma integral. A aplicacdo
¢ +— u, que é uma isometria sobrejetiva, nos permite identificar o espago abstrato (L?)* com

L¥". Consideremos ainda a seguinte identificacdo
(LP)* = L7

Teorema 1.4 (Desigualdade de Hélder para integrais). Sejam p,q > 1 tais que zla +% =
1 e (X,%,n) um espago de medida. Se f € L,(X,%,u) eg € Ly(X, X, ), entdo fg €
Li(X, 5, p) e

g <l fllp- 1l gll-

Teorema 1.5 (Desigualdade de Minkowski para integrais). Sejam 1 < p < 0o e (X, %, ) um
espaco de medida. Se f,g € L,(X,X, ), entdo f+g € L(X,X, ) e

I +g <l Fllp+ 19l

1.2 Conceitos de Analise Funcional

Nesta secdo, forneceremos alguns conceitos elementares de Anélise Funcional: Espacos com
Produto Interno, Espacos de Sequéncias, Espacos Reflexivos. Além de teoremas e proposicdes

que Serdo necessarios.
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1.2.1 Espagos com Produto Interno

Primeiramente, consideremos E um espaco vetorial sobre o corpo R. Um produto interno

em E é uma aplicacdo
() =ExFE—=R,
(z,y) = (2,9)

tal que para quaisquer x,y,zew € Ee A€ R :
(P1) (z +z,y) = (z,9) + (2,9),
(P2) (Az,y) = Mz, y),
(P3) (x,y) = (y,x),
(P4) (xz,x) > 0, para todo x # 0, quando (z,z) = 0, entdo = = 0.
Neste caso a fun¢do || - ||: E — R, definida por || z ||= v/{(z, x), € uma norma em E, chamada

norma induzida pelo produto interno (-, ).

Proposicdo 1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz ). Seja E um espaco vetorial com produto

interno. Ent3o
H{zy) <z |- [y |l

para quaisquer x,y em FE. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, os vetores x e y

sgo linearmente dependentes.

Definicdo 1.9. Um espago com produto interno que é completo na norma induzida pelo
produto interno é chamado de Espaco de Hilbert e denotaremos por H. Em particular,
um espago de Hilbert é um espago de Banach com a norma || - ||, induzida pelo produto

interno.

Exemplo 1.1. L*(Q) equipado com o produto interno

(u,0) = / u(a)o()dp

é um espaco de Hilbert. O dual de um espaco de Hilbert é também um espaco de Hilbert.

Assim como o espaco de Sobolev H'(Q)) que sera estudado na préxima se¢do.

Diz-se que o produto interno geometriza o estudo dos espagos vetoriais pois é por meio
dele que definimos o conceito de vetores ortogonais. Em R? a ortogonalidade é um conceito

geométrico e dois vetores x = (1, 72) e y = (y1,y2) de R? s3o ortogonais se, e somente se,
T1y1 + x2y2 = 0.

Em outras palavras, dois vetores do R? sdo ortogonais se, e somente se, o produto interno
entre eles é igual a zero. Essa é a chave para definir ortogonalidade em espacos vetoriais com

produto interno.
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Definicdo 1.10. Seja £ um espaco com produto interno. Dizemos que os vetores x e y de

E sao ortogonais se (x,y) = 0. Neste caso escrevemos x L y.

Definicdo 1.11. Sejam F um espacgo com produto interno e A um subconjunto de E.

Denominamos o subconjunto
At ={yc E: {(r,y) =0, para todo v € A}
de complemento ortogonal de A.

O préximo teorema é central no estudo dos espacos normados, é as vezes chamado de

teorema da projecdo ortogonal, e servird de base para a demonstracdo do teorema posterior.

Teorema 1.6. Seja E um espaco com produto interno e seja M um subespaco completo de

E. Para todo x € E existe um dnico p € M tal que
Iz =p = dist(z, M) := inf || =~y |

Teorema 1.7. Sejam E um espaco com produto interno e M um subespaco completo de E.

Entdo E = M @ M*, isto é, cada v € E admite uma dnica representacio na forma
t=p+qcompeMeqge M.
Demonstracdo. Dado x € FE, pelo Teorema [1.6] existe um tnico vetor p € M tal que
| z —p ||= dist(x, M).
Tomando ¢ = = — p segue imediatamente que = p + ¢. Basta entdo provar que ¢ € M*.
Para todo y € M e todo escalar A, o vetor p + \y pertence a M, logo
lal* = llz—p|*=dist(x, M)’ <[z~ (p+ \y) ||
= lla= 2y [P={a— Iy, a =)
= [l =Myly,q) = Ma.y) + X |y [I*

Disso concluimos que
0 <[ APy I* —2Re(My. 0)).
Escreva (y, ¢) na forma polar | (y,q) | ¥ e para cada t € R chame )\ = te=®. Da desigualdade

acima segue que
0<#|lyl®> =2t (y,q) | paratodot € R,

e consequentemente o discriminante do binémio é menor ou igual a zero. Isso nos da
| {y,q) |= 0, e portanto ¢ € M.
Para provar a unicidade, suponha que p+¢q = p; +¢ com p,p1 € M e q,q; € M~+. Como

M e M+ sdo subespacos,
p—pi=q —q<MnM*=/{0}.

Segue que p=pieqg=q.
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Nas duas préximas subsecées definiremos dois espacos cujos conceitos sdo importantes. Os
Espacos de Sequéncias, do qual utilizaremos a Desigualdade de Hdlder, e os Espacos Reflexivos,

classe da qual faz parte o espaco com que trabalharemos nessa dissertacdo, os Espacos de
Hilbert.

1.2.2 Espacos de Sequéncias

Para cada namero real p > 1, definimos

I, = 4 (a;)52, - aj € R para todo j € N e Z|aj P< o0
j=1
Considerando o conjunto P(N) das partes de N e a medida de contagem p. em P(N), ndo
é dificil verificar que [, é na verdade o espago L,(N, P(N), i.). Ainda mais, nesse caso as
operacdes usuais de funcdes se transformam nas operacdes usuais de sequéncias e a norma

| - ||, se transforma em

P

| (ajj 1 = Z|ay ”

Dessa forma resulta que [, € um espago de Banach com as operacdes usuais de sequéncias

com a norma || - ||,. Em particular, temos

Proposicdo 1.2 (Desigualdade de Hélder para sequéncias). Sejamn € N e p,q > 1 tais que
% + é = 1. Entdo

q

n n P n
Dol <Y Ta ) (D101
7=1 7=1 7=1

para quaisquer n € N e escalares a1, ..., ay,b1,...,b,. E ainda, para a; € I’ e b; € 19, vale:

1

Zajbj Z | bj |q
j=1

j=1

AN
n
o
o
IS
<S5
S
IN
n
=
o
S
<
]

00 ) o)
< Do la ) (Do 1o
j=1 j=1

1.2.3 Espacos Reflexivos

Seja I/ um espaco vetorial normado, para cada x € E, temos

lzlg= sup [(f )
reB |ifl<t

Além disso, seja E* o espaco dual de £ com a norma

I/

p=sup [(f,z)|.
2€E,[lo]<1
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Denotaremos por E** o espaco bidual de & com norma

[ € llz=="sup [{&, f)], com £ € E™.
fEE*|IfII<1

Podemos definir um operador linear limitado canénico
J.:E— E*

da seguinte forma: para cada x € FE, o funcional linear limitado Jx : E* — R é dado por

(Jo)(f) = f(x)

para todo f € E. De fato, Jx é um funcional linear limitado em E* pois

| (J2)(f) [=] F ) < £l

ou seja
I Tz (<[l | .

Além disso, J é realmente uma isometria de E sobre sua imagem J(E). Com efeito, pelo

Teorema de Hahn-Banach, para cada © € X existe um funcional linear f, € E* tal que

| foll=1e folz) =[ =[], logo
I Tz [|= sup ((Jz) (N = [(Jz)(fo)| = folz) =] = |,
portanto
I Tz [[= = |

para todo x € E. Em particular, J é injetivo. Se .J também for sobrejetivo, dizemos que E é

reflexivo.

Exemplo 1.2. Espacos normados de dimensdo finita, e os espacos de Hilbert, so exemplos

de espacos reflexivos.

1.2.4 Convergéncia Fraca

Precisaremos apenas de conceitos elementares sobre convergéncia fraca, esses resultados
enunciaremos na forma de uma proposicdo e um teorema cujas demonstracdes podem ser

encontradas em [7], 8]. Assim como os resultados da préxima subseco.

Definicdo 1.12. A topologia gerada pelos funcionais lineares continuos ¢ € E* sera
chamada de topologia fraca no espago normado E e sera denotada por o(E, E*). Diremos
que a sequéncia (z,) converge fraco para um ponto = de F, e denotaremos por x,, — z, se

converge na topologia fraca.

Proposicdo 1.3. Sejam E um espago normado e (x,)5°, uma sequéncia em E. Entdo

x, — x, se, e somente se, p(x,) — ¢(x) para todo p € E*.

Teorema 1.8. Em um espaco reflexivo, toda sequéncia limitada possui subsequéncia fracamente

convergente.
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1.2.5 Limitacdo Uniforme

Uma consequéncia do Teorema da Limitagcdo Uniforme serd necessario em algumas demons-

tracdes posteriores. Enunciaremos esta consequéncia na forma de um corolario.

Teorema 1.9 (Banach-Steinhaus, principio da limitagdo uniforme). Sejam X, Y espagos de Ba-
nach. Consideremos também {T,} com \ pertencentes a A, uma colecdo (ndo necessariamente

enumeravel) de operadores lineares limitados de X em Y. Suponha que
sup | Thz ||< oo, Vr e X.
AeA
Entao
sup || Th ||2x,y) < o0.
AEA
Em outras palavras, existe uma constante c tal que
| T |[<cllz] VreX, VAeA

Corolario 1.1. Sejam E um espaco de Banach e B C E um subconjunto. Se para todo
f € E* o conjunto f(B) é limitado, entdo B é limitado.

Demonstracdo. Aplicaremos o Teorema da Limitacdo Uniforme substituindo X = X* que é
um espaco de Banach, Y =R e A = B. Para todo b € B vamos definir um operador linear
limitado 7}, : E* — R por

Tof = f(b), feX=X"

Como por hipétese f(B) é limitada, temos

sup [T3,(f)| <oo, VfeX.
beB

Portanto, pelo Teorema da Limitacdo Uniforme existe uma constante ¢ > 0 tal que

fOI<cl £l

para todo f € X* e b € B. Ainda mais, para todo vetor b € B vale
[ol= sup |f(b)] <c,
fex|ifl<1

e isso encerra a prova.

1.3 Teoria Espectral

Podemos considerar esta secdo como a mais importante dos resultados preliminares, pois
trata de conceitos n3o triviais que serdo fortemente utilizados nos principais resultados desta
dissertacdo. As provas serdo omitidas, mas podem ser encontradas nas referéncias indicadas
em seus enunciados.

Inicialmente, consideremos (H, (-, -)) um espa¢o de Hilbert sobre R.
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Defini¢do 1.13. Seja T : D(T) C H — H um operador cujo dominio D(T") é um subespago
denso de H. O operador adjunto de T, T* : D(T*) C H — H, é definido da seguinte

forma

v € H e existe um elemento w € H
ve DT <~
tal que (T'(u),v) = (u,w) para todo u € D(T),

e T*v = w para todo v € D(T*), onde w ¢ o elemento associado a v na defini¢do de D(T™).
Diremos que um operador 7' é autoadjunto se T'=T*, isto é, D(T") = D(T*) e T*v =Twv
para todo v € D(T™).

Definicdo 1.14. Seja 7' : D(T) C H — H um operador autoadjunto. Definimos o

resolvente de T' como o conjunto
p(T)={AeR:T -\ :D(T)— H & um isomorfismo},
e o espectro de T' como o conjunto
o(T) =R\ p(T).

Os elementos de p(T") sao chamados de regulares de T'. O espectro pontual é dado pelo

conjunto

op(T) ={N € R : ker(T — \I) # {0}},
e seus elementos sao chamados de autovalores de T'. O espectro discreto de T' é o conjunto
04 ={X € 0,(T) : dimker(T'— X\) < oo e A é um ponto isolado de 0,(T)},
e seu complemento em o(7") é chamado de espectro essencial de T, e é denotado por
0e(T) =0o(T) \ 04(T).

Definicdo 1.15 (Operador de Schrddinger). Dado V' € L*(R"), definimos o operador de
Schrodinger A : D(A) C L*(R™) — L*(R") gerado pelo potencial V por

D(A) = H*(R") e Au = —Au + V(z)u para todo u € H*(R™).

Teorema 1.10. ParaV € L>®(R"), o operador de Schrédinger A : D(A) C L*(R™) — L*(R")

gerado pelo potencial V' é autoadjunto.

Demonstracdo. Veja [21], Teorema 3].

Teorema 1.11. Seja V € L*(R"), com V := lim V(x). Entao,

r—-+00

Oe(A) = [Vao, +00).
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Demonstracdo. Veja [25, Theorem 3.15].

O
Teorema 1.12. Se V(x) é uma funcdo mensuravel localmente limitada tal que
liminf V(z) > a,
|z|—00
entdo o operador A = —A + V' (x) é semi-limitado por baixo e tem um espectro discreto em

(—00,a), de modo que para qualquer ¢ > 0 o espectro de A em (—o0,a — €) consiste de um

namero finito de autovalores de multiplicidade finita.

Demonstragcdo. Veja [15, Theorem 30, p. 150].
O

Teorema 1.13. Seja A um operador autoadjunto no espaco de Hilbert H. Ent3o existe uma
familia espectral que denotaremos por &,, —00 < A < 400, na verdade, trata-se de uma
familia de operadores projecées autoadjuntos & em H que dependem de um pardmetro real \
satisfazendo:

(i) NG = E,E\ = &\ para X > [i;

(17) Exyo = &\ na topologia forte do operador, que é

lim &y f=&\f

e—0, >0

na norma de H para qualquer f € H;

(7ii)na topologia forte do operador, temos
lim & =0, lim & =1I;
A——00 A——+00

(iv) se A = (A1, 2] é um intervalo meio-aberto no eixo real, —oco < A\; < Ay < +00 e
E(A) =&\, — &\, entdo E(AN)H C D(A) e para f € E(A)H vale a desigualdade
Além disso, para f € E(AN)H

I (A=ADSII< A2 =Ml -], A e

Demonstracdo. Veja [23, Proposition 3.8, p. 29] . Além disso, veja [6], Theorem 1.1'].
O

Observacdo 1.1. A dltima desigualdade significa que, para A pequeno, elementos de E(A)H
sdo quase autovetores de A, com um autovalor A € A. Certamente, ndo é trivial apenas no
caso E(A) # 0.
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1.4 Derivada Fraca

Definicdo 1.16. Definiremos por C2°(2) o conjunto das fungoes u : @ — R com derivadas

parciais de todas as ordens continuas e de suporte compacto.

Definicdo 1.17. Seja o = (ay,...,q,) um vetor, onde os niameros «; sao inteiros nao-
negativos. Chamaremos de multi-indice de ordem |a| = a1 +. ..+ ,,. Dado um multi-indice

a e uma fungao u € CX(12), definimos

olely(x
Dau(x) — ( ) ’
aalxl o e 30¢nl’n
quando a derivada mista do lado direito acima existe. Se |a| = 0, escreveremos D*(u) = u,

para facilitar a notagao.

P
loc

Para a préxima definigdo denotaremos por Lj .(€2) o espago das fungdes u : Q@ — R
localmente integravel, ou seja, u € LP(V') para cada V' mensuravel compactamente contido

em €). Neste caso usaremos a notacdo V CC €.

Definicdo 1.18. Dados um conjunto aberto @ C R", uma fun¢ao u € L},.(Q) e um
1

oe(€2) € uma a—ésima derivada fraca de u se

multi-indice «, dizemos que v € L

/ u(x) Do (x)dx = (—1)! / v(x)p(x)dx, para todo ¢ € C°(2).
Q Q
Essencialmente, a definicdo acima diz que uma derivada fraca de uma fungdo é uma fungio

localmente integravel que nos permite fazer integracdo por partes. O lema abaixo estabelece,

em um certo sentido, a unicidade da derivada fraca.

1
loc

Lema 1.2. A a—ésima derivada fraca de uma funcdo u € L;, .(2), quando existe, é nica a

menos de conjuntos de medida nula.

Exemplo 1.3. Considere Q2 = (0,2) e u: Q2 — R dada por

(2) r, se0<z<1
u(xr) =
1, caso contrdrio .

1

1e(0,2) e que ndo existe a derivada no sentido classico, visto que ndo

Observe que u € L
existe a derivada (classica) no ponto x = 1. Vamos mostrar que u possui derivada fraca
v:(0,2) = R dada por

1, se0<zx <1
v(z) =
0, caso contrdrio .
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De fato, dada ¢ € C2°(0,2), temos
2

2 1
/ up'de = / o' (x)de + [ ¢ (x)dx
0 0

1

= () i — / od + (9(2) — o(1))

= (1) - / od — (1)

1 2
= —/ o(x)dx = —/ vpdx,
0 0

de modo que v = u’ (no sentido fraco).

1.5 Espacos de Sobolev

Definigdo 1.19. Sejam 2 C R™ um aberto, 1 <p < oo e k € NU{0}. Definimos o espago
de Sobolev W"*?(£2) como sendo

Wk .= {y € LP(Q) : Du € LP() para todo multi-indice a tal que | o |< k}.

Observe que se u € W*P(Q) entdo u € LP(Q2), de modo que toda fun¢do de WP () est4

em L}

loe(£2). Uma observagdo importante é que valem as seguintes inclusGes

C> () C WhP(Q) C LP(Q).

Quando p = 2, denotaremos W*?(Q)) simplesmente por H*(). Em particular, se k = 1,
temos 9
HY(Q)=W"(Q) = {u € L*(Q): a_xu € L*(Q) parai=1,... ,n} .

Ainda mais, H'(€2) & um espaco de Hilbert com o seguinte produto interno
(u,v) ::/ (VuVov + w)de,

e a correspondente norma

1
2
lu f= ( [ Ivup+ W) .

Teorema 1.14. Seu,v € W*P(Q) entdo D*(Mu+ pv) = AD®u+ puD%v, para todo \, 1 € R.

Demonstracdo. Considere ¢ € C°(£2) e note que, pela defini¢do de derivada fraca, temos

/()\u + ) D% dx = )\/ uD%p dx + u/ vD%p dx
Q Q Q
= A(—l)"”/(pDau d:zc—l—,u(—l)lal/ngav dx
Q Q

= (=1 /()\Dau—l— pD*v)p dz,
Q

que estabelece a veracidade do teorema. H
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O teorema acima implica que W*?()) & um espago vetorial real. Vamos transforma-lo em

um espaco normado introduzindo a seguinte norma

Z | D%u || 1), sel<p<oo

<k
H u ||WksP(Q):: o < )
Z | D%u || o), se p = o0.
laf<k
O espago W*P(Q) com a norma || - ||, € um espaco de Banach.

Definicdo 1.20. Sejam 2 C R™ um aberto, 1 <p < oo e k € NU{0}. O espago Wé"”p(ﬂ)

é definido como sendo o fecho de C:°(€2) na norma || - |k, i-€. ,
Wor(@) = T

De acordo com a definicdo, u € WiP(Q) se, e somente se, existe uma sequéncia (u,,) C
C>(Q) tal que u, — u em WHP(Q). Observe que WJP(Q) é um subespaco fechado de
W P(€2). Note ainda que o espagco HY(2) € o fecho de C=(Q) em H* ().

1.6 Imersdes de Sobolev

Definicdo 1.21. Sejam X e Y dois espacos vetoriais normados com X C Y. Dizemos que

X esta imerso continuamente em Y se existe C' > 0 tal que
| z|ly<C| 2 |x, para todo z € X.
Nesse caso, escrevemos X — Y.
Teorema 1.15 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg). Seja 1 < p < n. Entdo
Whe(R™) C LP"(R™)

onde p* é dado por 1% = % — % chamado de expoente critico de Sobolev, e existe uma

constante C' = C(p,n) tal que

»<C | Vu|, para todo u € W'P(R").

| u
Corolario 1.2. Seja 1 < p < n. Entdo
WP(R") C LYR") para todo q € [p,p*]
com imersdo continua.

Demonstragcdo. Dado ¢ € [p, p*], escrevemos
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para algum « € [0, 1]. Segue da desigualdade de Young que

11—«
p*

[ o<l w3l v
Pelo Teorema [1.15| concluimos que existe uma constante C' > 0 tal que
| wlly< C | u|wir paratodou € WHP(R™).

]

Assim, a inclusdo do corolario poderia ser substituida pela notacdo de imersdo continua

definida anteriormente, ficando da seguinte forma
WP (R™) < LY(R") para todo q € [p, p*].
Teorema 1.16 (Teorema de imersdo de Sobolev). As seguintes imersGes sdo continuas:
H'(R") — [P(R"), 2<p<oo, n=1,2,
HY(R") — LP(R™), 2 < p <2* n>3.

Definicdo 1.22. Sejam (X, || - [|x) e (Y,] - ||y) espagos normados com X — Y. Dizemos
que a imersao de X em Y é compacta se a aplicacao identidade [ : X — Y for compacta.

. L, . cpt
Neste caso dizemos que X estd imerso compactamente em Y, e escreveremos X — Y.

Teorema 1.17. Seja Q C R™ um aberto limitado de classe C'. Se1 < p < n, entdo a

seguinte imersdo é compacta

cpt

WP (Q) < L1(RQ), para todo 1 < q < p*.

Teorema 1.18 (Desigualdade de Poincaré). Sejam 1 < p < oo e 2 C R" aberto e limitado.
Entdo, existe C' > 0 tal que

| w || zr@)< C || Vu ||o@) para todo u € WP (Q).

~ .. . , .. 1
Uma consequéncia importante do resultado anterior é que podemos definir em W, (Q) a
seguinte norma

| u HWJ’IU(Q):H Vu || Le@),

para todo u € Wy (Q). Além disso, para todo u € W,*(Q), note que

| Vi 0= ( / |w) < / ul? + / VP =l [y -
9] Q Q
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1.7 Problema do Autovalor

Sejam 2 C R™ um aberto limitado, f € L?(Q2) e g € W12(Q2). Dizemos que u € WH%(Q)

é uma solucdo fraca para o problema de Dirichlet

—Au=f, emQ
u =0, sobre 02

se
/ Vu-Voudr = / fv dx para todo v € Wy*(Q).
Q Q

O problema do autovalor para o laplaciano consiste em encontrar os valores \ tais que

—Au =M uem

admite solucdes n3o triviais, com alguma condicdo de fronteira sobre u. Vamos considerar o

problema do autovalor com a condic3o de Dirichlet

—Au=Xu em¢{
u=0 sobre 0.

Podemos formular fracamente o problema da seguinte forma: dizemos que A é um autovalor

do laplaciano com condic3o de Dirichlet e u € Wol’2(Q) é uma autofuncdo correspondente se
/ Vu- Vv = )\/ wv  para todo v € W, ?(Q).
Q Q

Em particular, fazendo v = u, temos

/|Vu|2:)\/u2,
Q Q

de modo que todos os autovalores do laplaciano com condi¢do de Dirichlet sdo positivos. Caso

A =0, a Gnica solu¢do do problema é a solugdo nula.

Teorema 1.19. Seja 2 C R™ um aberto limitado. Entdo o problema do autovalor

—Au=Xu em )
u=20 sobre OS2,

possui um namero infinito enumeravel de autovalores {\, },en que satisfazem
D<A <A< <A<

tais que A\ — 0o, e autofuncées {uy} que constituem uma base ortonormal de Hg ().
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1.8 Elementos de Calculo

Seja 2 C R"™ um conjunto aberto e suponha f : Q — R" em C*, f = (f',..., f").
Definimos o gradiente da matriz de f, como

1 ... 1
1 Tn
Vf=
z Tn nxn
e o Jacobiano de f por
af ..., ™)
Jr=|detVf| = | 70—
s =|det VS ‘0(:)&1,...,3:”)
Definicdo 1.23. Se 99 ¢ C!, entdo ao longo de 9 é definido o campo vetorial normal
unitario apontando pra fora por v = (v, ..., ™). Seja u € C*(Q), denotaremos por
0
a—z =v-Vu

a derivada normal exterior de w.

Teorema 1.20 (Teorema de Gauss-Green). Suponha U um subconjunto aberto limitado de
R"™ e QU de classe C'.

(1) Entdo
/ Uy, dT = / uv'dS, v e C*(U) comi=1,...,n.
U oU

/divudx:/ u-vdS
U U

para cada campo vetorial u € C*(U;R").

(7i) E temos

A afirmagdo (i), é chamada de Teorema da Divergéncia. Tal afirmagdo segue de (i)

aplicado a cada componente de u = (u', ..., u").

Teorema 1.21 (Férmula da integragdo por partes). Seja u,v € C1(U). Entdo

/uwivdx:/uvmidx+/ wor'dS (i=1,...,n).
U U ouU

Teorema 1.22 (Férmulas de Green). Seja u,v € C*(U). Entédo
ou

i Audr = —dS,
) /U ou Ov

(i1) /VU-Vud:E: —/ uAvda:~|—/ @uds,
U U ou OV

(141) /UuAv — vAudr = . Ugs vadS.

Agora, abordaremos resultados adicionais aos conceitos ja estudados que serdo necessarios
para complementar o entendimento dos resultados posteriores, e tém como principais referéncias
[1, B, 24].
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1.9 Funcionais Diferenciaveis

Seja X* o espago dual de X. Dados f € X* e x € X escreveremos (f,x) em vez de f(z);

e diremos que (-, -) é o produto interno para a dualidade X*, X.

Definicdo 1.24. Seja ¢ : U — R onde U é um subconjunto aberto de um espago de
Banach X. O funcional ¢ tem uma derivada de Gateaur f € X* em u € U se, para cada
heX,

lim - [p( + th) — () — (f,th)] = 0.

t—0 {

A derivada de Gateaux em u serd denotada por Do(u).

Definicdao 1.25. O funcional ¢ tem derivada de Fréchet em u € U se existir f € X* tal

que

lim ”—;ku T h) — g(u) — (fh)] = 0.

O funcional ¢ pertence a C1(U, R) se a derivada de ¢ existe e é continua em U. Denotaremos

a derivada de Fréchet por ¢'(u).

Seja H um espa¢o de Hilbert com produto interno (-,-). Suponha que V' C H & um
subespaco linear denso em H. lIdentificando H* com H e usando 1" como uma aplicacdo
canénica de H* em V*, que é simplesmente a restricdo a V' de funcionais lineares continuos ¢
em H, ou seja,

(T'o,v)vey = (0, 0) irn-
Além disso, satisfaz as seguintes propriedades:
(@) | To lv=< Cloln- Vo € H”,
(17) T € injetiva,

(23i) Im(T) é densa em V* se V for reflexivo.

Usualmente escrevemos
VCcCH~H" CV”*,

onde todas as imersBes sdo continuas e densas (quando V for reflexivo). Note que os produtos

internos (-, -) e (-, ) coincidem sempre que ambos fizerem sentido, ou seja,
(f,v)={(fv) VfeH, YveV.

Exemplo 1.4. Seja H um espaco de Hilbert e o : H — R com ¢(u) =| u ||*>. Ento, p é
Fréchet-diferenciavel e (f,h) = 2(u, h) para todo u,h € H. De fato,

. 1 L 1 2 2
lim m[@(u+h) —u) = (f,n)] = lim W[H u+h ("= wl]” =2(u,h)]
2 2 _ — 2
_ g e 20 M (L B 20w h)—
h—0 || h ||
= lim || h ||
h—0

= 0.
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Consideremos o funcional

onde

F(t) = /S f(t)dt
0
comte[0,1] eue H(R").
Proposicdo 1.4. Suponhamos f € C'(R,R), e
[F)] < ellul = + Jul™™")
coml <p —1<py—1<2*—1en > 3. Entdo, o funcional 1) é de classe C'(H'(R"),R) e

(W' (u), h) = f(u)hdz, para todo h € H'(R™).
Rn

Demonstracdo. Veja [10, Lema 1.4, p. 15]. O

1.10 Variedades

Se U e V s3o conjuntos abertos em R", uma funcdo diferenciavel h : U — V com inversa
diferenciavel h=! : U — V & chamada um difeomorfismo. (Aqui diferenciavel significa C™).
Um subconjunto M de R™ é chamado variedade k-dimensional (em R™) se para qualquer ponto
x € M, existe um conjunto U contendo x, um conjunto aberto V' C R", e um difeomorfismo
h:U — V tal que

MUNM)=VNRFx{0}) ={yeV ¢ =...=¢y" =0}

Em outras palavras, uma variedade é um espaco topoldgico que se parece localmente com
um espaco euclidiano nas vizinhancas de cada ponto. Relembre que um homeomorfismo entre
espacos topolégicos X e Y é uma funcdo f: X — Y que é continua, bijetora e tem inversa
continua. Com isso, podemos dizer que cada ponto de uma variedade de dimens3o n tem
uma vizinhanca que é homeomorfa ao espaco euclidiano de dimensdo n. Um exemplo comum
de uma variedade n-dimensional é a esfera S”, definida como {z € R"™! :| z |= 1}. Uma

variedade de Hilbert &€ uma variedade modelada em espagos de Hilbert.

1.11 Teoria do Grau

Sejam p € C1(Q,R") e S = {x € Q: J,(z) = 0}, onde J, representa a matriz jacobiana
de ¢. E seja b € R™ tal que b ¢ ©(992) U p(S5).
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Defini¢cdo 1.26. O grau topoldgico de Brouwer da aplicagao ¢ em relagao a €2 no ponto b

é definido como sendo o ntmero inteiro

g€~ ({b})
com ¢ ({b}) = {&, ..., &} com J, (&) # 0 para todo @ € {1,...,k}. Além disso, sgn é

a func¢ao sinal definida por

1, set >0
sgn(t) =
—1, set<O.
Exemplo 1.5. Considere a aplicagdo o : Q@ — R, definida por p(z) = sen(z), com Q = (0, %)
e b= 7. Queremos calcular o grau topoldgico de Brouwer de ¢ com relacdo a €2 no ponto b,
ou seja, d(p,,b).

)

Resolucdo: Devemos primeiro verificar seb ¢ p(0Q)Up(S), para que o d (sen(x), (0, 2),

N

esteja bem definido. Observe que

00 = {0.%}, S = {z € (0, %) cos(x) = 0} = {5, %}, w(092) = {0,1} , ¢(S) =
{—1,1}, logo p(9€2) U p(S) = {-1,0,1}.

Com isso concluimos que 7 ¢ {—1,0,1}. Assim,

({ }) ={&.&. &)

Note que quando observamos o comportamento da fungcdo seno no intervalo (0, 57”) podemos
encontrar esses trés pontos da pré-imagem. Observe ainda que se comparamos esses pontos
com a fungdo cosseno as imagens se alteram ficando ¢'(&1) > 0, ¢'(&) < 0 e ¢'(&3) > 0.

Com isso, temos

d(sen(x), (0,%),%)2 > son(Jee),

gice ({3}
logo,
S\ T , , ,
d| sen(x), {0, ), 7 ) = sgn(¢'(&)) + sgn(¢'(&)) + sgn(¥'(&))
consequentemente,
d | sen(z), | 0, on ,z =1+ (-1)+ 1
2 4
Portanto,

d (sen(:c), (o, %”) 2) .Y

Agora, consideremos E um espaco de Banach real e 2 C E um aberto limitado. Seja
T € C(Q, F) uma aplicacdo tal que T(Q) esta contido num subespaco de dimensdo finita de
E. A aplicacdo ¢ = I — T é chamada de Perturbacdo de Dimens3o Finita da Identidade.
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Definicdo 1.27. Seja b € E com b ¢ p(992). Se F' é um subconjunto de E de dimensao

finita contendo T'(2) e b, definimos o grau de Leray e Schauder de ¢ com relagdo a 2 no

ponto b, como sendo o ntimero inteiro
d(%@ Qa b) - d(@ |§ﬂF? Qn F? b)

Definicdo 1.28. Diremos que uma aplicacdo T : Q — E é compacta se T é continua e

T(Q2) é relativamente compacto em E, ou seja, T'(€2) é um compacto em F.

No que segue denotaremos por Q(£2, F) o espaco de Banach dos operadores compactos

T : Q2 — E munido da norma da convergéncia uniforme, isto &,

1T o=l T lloo= sup || T'(x) [|,
S
onde || - || € uma norma em E.
Propriedade da Invariancia do Grau por Homotopia: Seja H uma aplicacdo tal que
H € O(Q x [0,1], E) definida por H(x,t) = 2 — S(x,t) onde S € Q(Q x [0,1], E). Se
b¢ H(Q x[0,1]), entdo d(H(-,t),8,b) & constante em [0, 1], (Veja [1], pag. 57).
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2 Notacdo de Linking

Nesta secdo encontram-se as notacdes e definicdes necessarias para a apresentacdo deste
trabalho. Aqui, e no restante dos capitulos E denotard um espago de Hilbert com produto
interno fixo. Sejam E; e F5 dois subespacos de E/, E1 N FEy=0e P, : E — E;, a projecio
sobre E;,i = 1,2, onde P;(u) = u;. Denotaremos por %, o conjunto (B, N E1) @ (B, N Ey)
onde B, ={u e E || ul[<r}.

A seguir descrevemos o conceito de "link" entre variedades de Hilbert modeladas em E.
Seja ¥ a classe das aplicagdes ® € C([0,1] x E, E), para as quais Py(®;(u) — u) é compacta
para todo ¢ € [0, 1].

Definicdo 2.1 (Cf. [4]). Sejam S e @ variedades de Hilbert, ) com fronteira 0Q). Dizemos
que S e 9Q sdo "link" se sempre que € ¥ e &,(9Q) NS = ) para todo t € [0, 1] entao
®,(Q) NS # 0 para todo ¢ € [0, 1].

O seguinte lema é um exemplo atil de conjuntos linking, e servird de suporte para a

demonstracdo dos resultados principais.

Lema 2.1. Sejame € OBiNEy er; > p > 0. Se S =0B,NE, eQ = {re:r €
0,71]} @ (B, N E»), entdo S e OQ sdo link.

Demonstracgo. Inicialmente vamos supor que ®,(9Q) NS = () para todo ¢t € [0, 1], com
® € X. Entdo para mostrar que S e 9Q) s3o link precisamos verificar que ®;(Q) N S # ) para
todo ¢ € [0, 1]. Utilizando o conceito da aplicagdo proje¢do e a definicdo de S = 0B, N Ej,

para cada t € [0, 1] chegamos numa condigdo equivalente:
O, (Q)NS £ & existe ¢; € Q, tal que Po®(q;) =0 e || PiPi(qr) ||[=| Pe(q) ||= p-

De fato, o termo P,®;(q;) = 0 indica que ®;(¢;) € E; e a condicdo || Pi®:(q:) ||=| Pe(q) ||= p,
mostra que ®;(g;) esta na fronteira de B,, com isso segue a equivaléncia.

Agora, seja re + u € (), definamos
Uy(re 4+ u) := (|| P1®i(re +u) || —p, Po®i(re + u)).

Note que escrevendo Po®:(re + u) = u — (u — Pa®i(re + u) a aplicagdo Wi(re + u) =
u — ®y(re 4+ u) possui a forma necessaria para aplicarmos a teoria do grau de Leray-Schauder.

Vamos denotar o grau de Leray-Schauder da aplicacdo ¥; com relacdo a um conjunto
aberto Q e um ponto b ¢ V,(0Q) por d(V;,Q,b). Uma vez que ®(0Q) N S = () para todo
t € [0, 1], entdo d(Vy, Q,0) esta bem definida para todo ¢ € [0, 1]. De fato, se 0 ¢ ¥;(0Q)
entdo existe ¢; € 0Q satisfazendo || P, ®:(q;) ||= p e Po®:(q;) = 0 e consequentemente ¢; € S,
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o que contradiz ®(0Q) NS = (. Com isso podemos utilizar a propriedade da invariancia do

grau por homotopia, para obter
d(V,,Q,0) = d(V,Q,0) para todo ¢ € [0,1],

logo precisamos apenas calcular d(¥y, @, 0). Para isso, observe que Wo(re+u) = (r—p,u) =0

se, e somente se, re + u = pe + 0 € ). Calculando o jacobiano da aplicagdo, temos

10

Jy,(re +u) = 01

Sendo W, ({0}) = {(pe + 0)}, entdo pela definicdo de grau, temos

d(05,Q,0) = Y sgn(Ju,(§)) =1.
£ew—1({o})
Como consequéncia existe pelo menos um ¢; € @ tal que V,(¢;) = 0, ou seja, P,d,(¢q;) =0
e || Pi®i(q:) ||= p. Segue que ¢; € ®,(Q) N S, portanto P,(Q) NS # 0.
]

Definicdo 2.2. Seja B : E — R um funcional. Dizemos que B é uniformemente diferen-
cidvel em um subconjunto limitado de E' se para quaisquer r,e > 0 existe § = §(r, ) > 0,

independente de u, tal que
| B(u+v) = B(u) = B'(u)v |<e | v |
para todos u,u+v € B, e | v |<4.

Definicdo 2.3. Seja X,Y espagos de Banach. Um operador T': D C X — Y é chamado
completamente continuo se, para cada sequéncia fracamente convergente x,, — = de X, a

sequéncia T'(x,) — T(x) é convergente na norma em Y.

Lema 2.2. Seja B : E — R um funcional que é fracamente continuo e uniformemente

diferenciavel num subconjunto limitado de E. Entdo B’ : E — E* é completamente continuo.

Demonstracdo. Primeiramente, considere uma sequéncia (u,) C F tal que u, — u em E.
Afirmamos que (u,) é limitada. De fato, pela Proposi¢do u, — u se, e somente se,
f(u,) — f(u) para todo f € E*. Entdo como f(u,) é convergente na topologia forte, em
particular f(u,) é limitada para todo f € E*, portanto pelo Corolario [1.1} (u,) € limitada.

Logo existe r > 0 de tal forma que (u,) C B, e u € B,. Utilizando a hipétese de que B
é uniformemente diferenciavel num subconjunto limitado de E, concluimos que dado ¢ > 0
existe 6 > 0 tal que

| Blu+v) = Bluw) = Bw < 7 | vl

para todos u,u+v € B, e || v ||< J e portanto

S
| Bun +v) = Blun) = B'(un)v |< 7 [ v [l
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para todo || v [|[< §. Com isso e pela desigualdade triangular, temos

(B (uy) = B'(uw))v] < |B'(un)v = B(un +v) + B(un)| + [B(u +v) — B(u) — B'(u)v|
+ |B(u, +v) — Blu+v)|+ | B(u) — B(uy,)|
<

€
3 |v|l+]|B(u,+v)— But+v) |+ | Blu)— Bluy,) | .
Por outro lado, como B é fracamente continua, temos

9
| Blun +v) = Blu+v) [< 7 vl

| B(u) = Blu) < S [ v,

para n suficientemente grande. Ent3o
[(B'(u) = By |< S llvl+7 vl +5 v

Ent3o,
| B'(un) — B'(u) < e

Temos B’(u,) — B’(u) quando n — +o00. Portanto, B’ & completamente continua.

2.1 Teorema de Linking Abstrato

Nesta subsecdo encontram-se as definices e notacdes que serdo necessarios para entender-
mos o resultado principal desta dissertacdo, o Teorema de Linking Abstrato, que é devido a L.
Maia e M. Soares [19].

Definicdo 2.4. Denotaremos por I' o conjunto das aplicagoes h € C([0,1] x E, E)

satisfazendo:
(1) hi(u) = Ug(u) + Ki(u), onde U, K € C([0,1] x E, E),U; ¢ um homeomorfismo de E
em E e K; é compacto para cada t € [0, 1];
(T'2) Uo(u) = u, Ko(u) = 0;
(Cs) BUi(u) = Us(Pi(u)), i =1,2;
(I'y) hy mapeia conjuntos limitados em conjuntos limitados .
Além disso, para h € I' denotaremos por h{ (u) a j-ézima composi¢ao de h em si mesma,

ou seja, hi(u) = hy(u), e hl(u) = hy(hi~(u)) para j > 1.

Definicdo 2.5. Seja I € C'(FE,R) um funcional. Uma sequéncia (u,) é dita uma sequéncia

de Cerami, ou uma sequéncia (C') abreviando, se satisfaz

sup | I(un) |[< +00 e || I'(un) || (14 [ un [[) = 0
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com n — +o00. Dado ¢ € R, (u,) C E é dita uma sequéncia de Cerami no nivel ¢, ou

sequéncia (C'). abreviando, se satisfaz
I(un) = ce || I'(un) || (14 [ un 1) =0,

com n — +o00. Além disso, dizemos que o funcional I satisfaz a condicao de Cerami ou
condigao (C) abreviando, se toda sequéncia Cerami de I tem uma subsequéncia convergente,

analogamente para a condigao (C)..

Teorema 2.1 (Teorema de Linking Abstrato). Seja E um espaco de Hilbert real, com produto
interno (-,-), By um subespaco fechado de E e Ey = Ei-. Seja I € C'(E,R) satisfazendo:

1
(L) I(u) = §(Lu,u> + B(u), para todo u € E, onde u = u; +uy € By ® Ey , Lu =
Lyuy + Lous e L; : E; — E;, i = 1,2 é uma aplicacdo autoadjunta linear limitada.
(I5) B é fracamente continua e uniformemente diferenciavel em subconjuntos limitados de E.

(I3) Existem variedades de Hilbert S,QQ C E, tais que () é limitada e tem fronteira 0Q),

constantes a > w e v € F, tais que
(1) SCv+Ei el>aemsS,
(i1) I <w em 0Q,
(1ii) S e 0Q, sao link,
(1) Definindo
¢ := inf sup I (hy(u)) (2.1)

heA UEQ

onde Q é o fecho de Q,

A= {heC([O,l] xE,E):h=hYo--.on™ comn® .. o™ eT,

meN, h(0Q)c I’ e (O,a;w)}

el*={u€ FE:I(u) <\} para todo \ € R. Se para uma sequéncia (u,,) C E, existe uma
constante b > 0 tal que (u,,) C I7 (e —b,c+b]) e (14 || wm |) || I'(um) ||— 0 com m —
+o00, entdo (u,,) é limitada.
Entdo ¢ > « é valor critico de I.

Para podermos observar as sutis diferencas dos teoremas do ponto critico, enunciaremos o

trabalho de V. Benci. e P. H. Rabinowitz [4], o qual foi usado como motiva¢do para o Teorema

de Linking desenvolvido por L. Maia e M. Soares.

Teorema 2.2. Seja E um espago de Hilbert real, com produto interno (-, -), Ey um subespago
fechado de E e Ey = Ei-. Suponha que f € C'(E,R) satisfaz:
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(f1) flu) = %(Lu,u) + B(u), para todo u € E, onde u = uy +us € Ey ® Ey , Lu =
Lyuy + Lous e L; : E; — E;,1 = 1,2 é uma aplicacdo autoadjunta linear limitada.

(f2) B é fracamente continua e uniformemente diferenciavel em subconjuntos limitados de E.
(f3) Se para uma sequéncia (u,), f(u,,) é limitada por cima e f'(u,,) — 0 com m — oo,
entdo (u,,) € limitada.

(f1) Existem variedades de Hilbert S,QQ C E, tais que () é limitada, constantes o > w e
v € F,y tais que

(i) SCv+E ef>aems,

(17) f<wemdqQ,

(1ii) S e 0Q, sao link,

Entdo f possui um valor critico ¢ > «.

Note que os teoremas diferem apenas em uma das quatro hipéteses, correspondentes a
(14) e (f5). Alem de I(u,,) ser limitada por cima, em (/) L. Maia e M. Soares assumem que
também seja limitada por baixo. Observe ainda que a condi¢do (f3) € uma versdo enfraquecida
da condi¢do de Palais-Smale (P.S), enquanto que (I;) é uma versdo enfraquecida da condigdo
de Cerami (C).
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3 Lema da Deformacdo Quantitativa

Neste capitulo, sera apresentado o Lema da Deformacdo Quantitativa para sequéncias de
Cerami baseado em [4], porém sem a condi¢do de Cerami. Com esse resultado apresentaremos
a demonstragdo de L. Maia e M. Soares para o Teorema [2.1]

Lema 3.1 (Lema da Deformacdo). Seja I € C*'(E, R) satisfazendo:
1
() I(u) = §(Lu,u> + B(u), para todouw € E, onde w = uy +us € Ey & Ey , Lu =

Liuy + Loug e L; : E; — FE;, 1 = 1,2 é uma aplicacdo autoadjunta linear limitada.
(Iy) B é fracamente continua e uniformemente diferenciavel em subconjuntos limitados de E.

Entdo para cada ReN, p>0ec € (0, lio) existem k € N en €T, tais que:

i) I(nF*(u)) < I(u) + o, para todos u € Brio et €[0,1], s := (R+2)?;
ii) Se existe ¢ € R tal que || I'(w) || (1+ || w ||) > v/2¢, para todo w € Bry NI (e —

e,c+¢l), entdo I(n*s(u)) < c— %, sempre que u € P 0 I7Y[c—¢e,c+g]).

Demonstracdo. Primeiro de tudo, consideremos o seguinte:
Afirmac3o: Existe uma constante M = M(R) tal que || I'(u) ||< M para u € Bryo.
Iniciaremos mostrando que o funcional B’ é limitado em %R, 5. De fato, sabemos que
E é Hilbert e portanto um espaco reflexivo, além disso #p,3 é limitada em E e portanto
fracamente compacta. Como B é fracamente continua, entdo B(Z%pr.3) sera compacta em
R e portanto é limitada em R. Agora, para todo u € g3 consideremos My > 0, tal que
|B(u)| < My. Como B é uniformemente diferenciavel em Ag. 3, fixando ¢ = 1, existe 5y > 0

tal que
| B(u+v) — B(u) — B'(u)v |<[[ v |

para u,u +v € Brys e || v ||< dp, donde, temos

| B'(wjv | < [ B'(u)v+ Bu) = Blu+v) |+ | Bu) [+ | Blu+v)|
< ol +2Mo < 6o + 2Mo (3.1)

para todo u,u +v € Brysz e || v | < do. Agora, vamos considerar dois casos:

Caso 1: Se d§y > 1, para todos u € Brio e || v | <1, segue-se que u + v € HBgr, 3, entdo

| B/(U)U |§ 50 + 2M0

Caso 2: Se §y < 1 para todo 0 <|| v ||< 1, note que H—OHU = 0y < 1, portanto para
v
todo u € Bpro segue-se que u + ”—OHU € ABr.3 e entdo substituindo v por ﬁv em 1’
v v

0
B’(u)—ov‘ < dg + 2M,, implicando

o

temos
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| B |< (5 + 20 12
b 6

Dessa forma, nos dois casos temos

1
0
1
do
Logo,
, 1
150 < (14 5 ) G+ 2000

Agora, note que a derivada do primeiro termo do nosso funcional (u) = §<Lu,u) + B(u) é

Lu. De fato, sabendo que L é uma aplicacdo autoadjunta, linear e limitada, temos

1 1
‘§(L(u +v),u+v) — §<Lu,u) — (Lu,v)
lim
Ioll=>0 o]
1 1
§(Lu + Lv,u+v) — §<Lu, u) — (Lu,v)
= lim
ol ol
1
3 ((Lu, u) + (Lu,v) + (Lv,u) + (Lv,v) — <Lu,u)> — (Lu,v)
= lim
ol ol
1 L L
B R T 11 | T,
2 Joll—0 || v ]| -0 | v || ]| -0

para todo u € ABr,o. Com isso, segue que

I w) | =l Lu+ B'(w) <] L[ w | + 1] B'(u) |

< (R+2) | L] +(1+510) (00 + 2M).

A afirmacdo segue, considerando

M:=(R+2)| L] +<1+5l0) (80 + 2My).

E com isso definimos |

g:= s min (g, g) (3.2)

Devido I ser uniformemente diferenciavel em conjuntos limitados, existe um 6 = (g, R) > 0
tal que

(3.3)

[ T(u+v) = I(u) = I'(u)o [<E [ vl

para todo u,u +v € Briae | v <4
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Agora, vamos construir um truncamento do funcional I’. Seja x € C*°(R,R) uma fungdo
satisfazendo (a) — (d) :

(a) x(t)=1parat < R+1,

(b) x(t)=0parat> R+ 2,

(¢) X'(t)<Oparate (R+1,R+2),

(d) x<(R+2—t)’parate [R—F;,R—i—?].

Definamos
Vi(u) = Vi(u) + Va(u),
onde V;(u) := x(|| w; |[) P I (uw),i = 1,2 com u = u; + uy € Ey & Ey. Vamos mostrar que a

funcdo

pertence a I' para algum k.
Iniciamos mostrando que 7 pode ser escrita como 7;(u) = Uy(u) + Ki(u), onde Uy € um
homeomorfismo e K; &€ uma aplicacdo compacta. De fato, usando a definicio da aplicacdo

projecdo, temos

FV(u) = Vi(u) = x(l| ui DRI (w)
= X[ wi [)Pi(Lu + B'(u))
= X[ wi [)(Livi + PB'(u)).

Segue
Pae) = P, (u- (V) = P - LRV
— = (v (Lo + PB(w)
= - éxm s ) Laws = x(ll s DPB )

= (1= o D) v s DPB ),

(fd i H)Li)
i=1,2

=——Z (Il wi [P B (u),

1=1,2

Com isso, podemos definir

assim teremos
Vamos mostrar que 7, satisfaz as condi¢des (I'y) — (T'y) definidas em [2.4]
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o U, e K, satisfazem (I'y), pois

OEDY (Id _ %X<|| s ||)Li> w=Y w=u

i=1,2

0
Fo(u) = = 3 (1| wi BB () = 0
i=1,2
e U, e K, satisfazem (I'3): Faremos a prova para i = 1, sendo que o caso i = 2 prova-se de

modo analogo. Temos

PU) = P (iﬂ (Id—%X(H ” H)Ll) u>

= Pu —

t
= Ul_EX

t
X () Pr(Laug) + Prug — EX(H uy ||) Pr(Laus)

e

—~

| ur () Law
Também temos

U(Pi(w)) = Ul(Pi(uy +ug)) = Upuy)

t
= w = x| w ) Lo (3.4)

Portanto,
PlUt(U) = Ut(Pl(U,))

e 1) satisfaz a condi¢do (I'y). Pelas hipéteses (1) — (1), para u € B, existe uma constante
C = C(r) tal que || I'(u) ||=|| Lu+ B'(u) ||< C, portanto pela definicdo de 7, temos

722 () (| =[] e = %V(U) I<lFull+ 1 V() <7+ | (u) [[< 7+ C.

Segue que 7; mapeia conjuntos limitados em conjuntos limitados.
e 1) satisfaz a condi¢do (I'y). Precisamos mostrar que U; € um homeomorfismo de £ em E e
K, é uma aplicagdo compacta para cada ¢ € [0,1]. Note que dado u,, = uem FE, (I5) e o
Lema implicam que B’(u,) — B'(u) em E*. Devido a aplicagdo projecdo P; ser continua,
segue que Ky(u,) — K;(u), entdo K; é completamente continua e como F é um espaco
reflexivo entdo K; é compacta para todo ¢ € [0, 1].

Agora, vamos mostrar que U; é um homeomorfismo de £ em E. Por (I'3), & suficiente
mostrar que P;U; € um homeomorfismo de E; em E;, i = 1,2. Iniciaremos mostrando que

PU, : E; — E; € uma bijecdo. Relembre que, para u; € F;
t
PU(ui) = u; — EX(H u; ||) Li.
Tome w € E;, segue que

t
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: t

Definindo, .Z,(u;) := EX(H w; ||)Liu; + w, vemos que PU(u;) = w < 2, (u;) = u;.
Afirmacgdo: %, (u) é uma contrag3o.
Sejam u,v € E;, para qualquer t € [0,1], pela definicdo de x, se || u ||, | v |[|> R+ 2,

entdo

t 1
7 XUl DL = x(v[DLiv [=0 < 5 | u—vl (3.)

Portanto, sem perda de generalidade, suponha || v ||< R + 2. Pela desigualdade triangular, o

Teorema do Valor Médio e a suposicdo acima, além das definicdes de x, temos

t

{kmumhu——xwvmmU

1
. < [l w (i = L)

+ o) = x(io )z

< o hzllu—vll 4+ 0Ll x(lwl)=xUo Dl o)
< T NLl (Fu—v | HR+2max @] ]l — o)l 1)
< N R+2) (14 max | X)) u—v]l.

Assim, tomando
B2 2 L]l (R+2) (14 max | () ])

temos

ez = s pza] <3 ru-vi, (36)

para u,v com || v ||< R+ 2. Desse modo, para todo u,v € E;, por (3.5)) e ([3.6]), teremos

t 1
— < flu—v]. .
? 5 lu—vl (3.7)

Hnuumuu—xmmew

Segue que para cada w € F; fixado a aplicagdo .Z,,(u) € uma contragdo em F;. Entdo, pelo
Teorema do Ponto Fixo para Contragdes, temos que .Z,,(u) tem um Gnico ponto fixo, que

denotaremos por w,,. Portanto, u,, € E; é o Gnico de forma que %, (u,) = u,,, implicando em

'
PU () = g — EX<H u; ||)Livi = w,

que é uma correspondéncia injetiva, e portanto P;U; é uma bijecdo. Além disso,
t t
I PO () = BU() | = [[u—2x(Fu D Liw = v+ 2x((F o ll)Liv |
t
= [ (w=v) = (el w N Liw = x( o ) Liv |

> 1 w=) |~ u D= (o )

Usando a Desigualdade ({3.7]), obtemos

1 1
I Bl(w) = PU) || 2 [ (w=2v) [ =5 lu-v]=5llu-v]
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o que implica (P;U;)~! continua. Além disso, como P;U; é continua por defini¢3o, isso assegura
que &€ um homeomorfismo de E; em E;. Como consequéncia, 7 satisfaz (I'y).
ora, vamos verificar que o € um conjunto invariante para 7;, para em seguida
A f PBry t t n d

provarmos (i) — (ii). De fato, para u = u; + uy € HBryo, temos
| Bime(u) (|<I| Pime(w) = ws || + [ wi I,

usando as definicdes de 1 e V', obtemos

t t M
I Pine() = [I=1] (wi = 2 Vilw)) = wi = ol Vilw) 1< —=x(l i [))- (3.8)
Se u; € Bpys, das propriedades de  itens (a), (¢). Supondo § < 1 e escolhendo k > 2,
obtemos u )
wX(luwl) <5 <B+2—[lwl. (3.9)

3 : .
Por outro lado, se || u; ||> R+ Y entdo pela propriedade de x item (d) e a forma como

escolhemos k, temos

1 M
52 B4 2= llw |2 (R+2= [ w l)* = —=x(ll wi |- (3.10)
Portanto, pelas Desigualdades (3.8), (3.9)) e (3.10)), concluimos
| Pine(u) —u; |[< R42—|lw; ||,  parai=1,2.

Logo, pela desigualdade triangular

| Pme(w) | < |1 Pme(u) —ws || + || i ||
M
< ?X(H wi |[)+ || wi ||
< RA2—|lwi || + [ s |
< R+2. (3.11)

Sabendo que %, = (B, N E,) & (B, N E,) temos

dist(1(u), 0B ) = min(R +2— || Pan(w) |).

segue de (3.11) que 7:(u) € Bryo.

Agora, vamos provar i). Note que pelas definicdes de n, M e k, temos

) =wll = Ju= Vi) ==l V) |
= LIV = Vi) + Ve |
— I X@)PI ) + X)) |
< LIAIW +1RIW = ¢ | W |
< %<g<5, (3.12)
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. t
para todo u € ABpr,o. Portanto, fixando u € Br, o com v = —EV(u), encontramos

T(u+0v) = ](u _ %V(u)) — I(p(w), (3.13)

t
substituindo v = —EV(u) em 1) obtemos

I = V() = T = T @V() < [Tu— V()= 1)~ IV ()

et
< 2V (3.14)
Reorganizando ([3.14)) e substituindo em ([3.13)), obtemos

Hn(w)) < T(w) = 1@V () + = | V() | (315)

Pelo Teorema da Representacdo de Riesz podemos identificar I’(u) com um elemento em E,

que denotaremos pelo préprio I'(u). Com isso e pela definicdo de V, segue que
I'u)V(u) = (I'(u),V(u))

= (I'w) ( )+ Va(w))

<P1 +&f<»mnnmnﬁumo+ﬁnmnﬁwmm>

X[ 1) P () (12 x| wa (1) (] Po(2 (w) P
> 0. (3.16)

Assim, usando (3.12)) e (3.16)) em ({3.15]), obtemos

eEM
L(e(w)) < I(u) + ==, (3.17)
e pela definicdo de g, segue que

I(m(w)) < I(u) + == = I(u) + E' (3.18)

Como ABr. 2 € invariante sob 1, entdo n,(u) € Bri2. Usando n;(u) em vez de u em ((3.18)),

e subsequentemente usando novamente a mesma desigualdade, mas para u, temos

1 (w)) = L (m(w))) < L(m()) + — < I(w) + %

Ent3o, repetindo ks vezes esse processo, obtemos

Ik () < 1) + 52 < 1) 40,

encerrando a prova de 7).
Agora, vamos provar ii). Por hipétese temos u € PBr N I"Y[c —¢€,c+¢]). Entdo vamos

considerar trés casos:
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12 caso: Suponha 7] (u) € Bri NI ([c—¢,c+e]),1 < j < ks. Observe que V (u) = I'(u)
em Bri1 = (Bry1 N E) @ (Bry1 N Ey). De fato, para u € #Bry pelo item (a) temos

Vi(u) = x(l we NPT (w) + X (| uz )P (w) = LA (u) + 1P (u) = I'(u).

Ent3o se fixarmos j e usarmos a definicdo de 7, temos

mw) —m = m (W) = (w)
= )~ VR () )
= VW) =~ 70 (), (319)

Ent3o, usando para 77} (u) e i)' (u) no lugar de u + v e u, obtemos
I(ni(w) < 10~ (w)) = 2101 )V (0l (w)) + %? V@R () |-
Reorganizando e usando a definicdo de M, além de (3.2), temos
I7() = 1™ @) < = | 077 () P 4420
= @ P (o) M

1 ; €
< —— 1P ) PP e
< IO W) P+

(3.20)

Agora, usando (3.20)) para todo 1 < j < ks, segue-se que

ks

S lroi(w) ~ 1 <Z[ 70 1P 45

J=1

pela soma telescépica, o lado esquerdo da desigualdade torna-se

DA W)~ I0R " (w)] = (i (w) = L0 ()] + [ (7 () — 1 (3 ()]

+ e I (W) = I ()] + [y (w) = T(* (w))]
= I(m*(u) —I(u).

Substituindo esse resultado na nossa ltima desigualdade, obtemos

3

0 () ~ I sz[——uf ) P (321)

Uma vez que (R+2) || I'(w) ||> (1+ || w ||) || I'(w) ||> V2¢ da hipétese, definindo ¢, := =
s
segue-se que || I'(u) ||*> 2¢,, para todo u € Bpr.,. De fato,

(R+2) | I'(u) |2 V26 = (R+2? | I'(w) ’>2e = || I'(w) |*> %
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de onde segue o resultado. Assim, de ([3.21)), resulta
ks

I(n;>(u)) = I(u) < ; {—223 + g—k} - i {_322} = ks {—23—];} = —%. (3.22)

Portanto, sendo I(u) < ¢+ ¢, (3.22)) implica que

s 3¢ 3€ £
I(n; (U))SI(U)_7§C+5—?:C—§,

provando o primeiro caso.
22 caso: Suponha 7} (u) € Bri NI ([c —e,c+¢€]) para 1 < j < m — 1, mas " (u) ¢
I7Y([c —e,c+€]), para algum 1 < m < ks. De (3.20) e como || I'(u) ||*> 2e,, para todo

U € Bri1, segue-se que

3

T () = 1677 w) < = | T () P e
2¢e, Es

o % 8 3
- ko 2k 2k’

Dai, I(n)(u)) < I(n)""(u)) para 1 < j < m. Em particular, temos
I(ni"(u)) < 07"~ (u).
Entdo, como 7" (u) ¢ I"Y([c —¢,c+¢€]) e n)* ' (u) € 7' ([c — &, ¢ + €]), concluimos que
I(n"(u)) < c—e.
Assim, usando novamente a soma telescépica, segue que

I(nf*(w) = I(nP(w) + T (w) — (T w)] + -+ L0 w) — 10> (u))]
+ [Tt (w) — I(n* " (w))],

implicando

I () < e —e+ Y [I(ni(w)) = 107" (u))]. (3.23)

Agora, fixando j tal que m+1 < j < ks, e usando ([3.15)) como em ([3.20)), onde reorganizamos

e usamos a definicdo de M, obtemos

) ) 1 ) € c
I(r’ — It < —=|| (! 2, - <
R (w) = 10" () < = IOl (@) P 45 < 5
Tomando o somatdrio,tem-se

ks ks

S U@ 10w € Y 5] = ks —m) (=) (3:24)



Capitulo 3. Lema da Deformacdo Quantitativa 39

Das Desigualdades ([3.23)) e ([3.24) segue-se que

%) < c—é—l—(k:s—m)(Q S)

2ks
B ey ks —m\ ¢
- oTF ks 2

(@)

< 5—1—6
C_ —
- 2
€
= c— <.
2

Portanto, segue o resultado.
39 caso: Suponha 77} (1) € B NI ([c—¢,c4¢]) para 1 < j < m—1, mas 7 (u) ¢ Bryy
para algum 1 < m < ks. Sendo u € %}% segue-se que

R R R
lull+5 +1< 5+ 5 +1=R+1 <] 9" (u) [l

e portanto, reorganizando e usando a desigualdade triangular, aléem da soma telescépica, temos

R+2

—— = ) = e =l (w) — ]

m

Dol i) = ) |- (3.25)

IA

Relembre que V(u) = I'(u) em PBry1 = (Bri1 N E1) @ (Bry1 N E;). Com isso e pela

definicdo de 7, segue que
)~ ) | = ™ ) — o) |
= ) — VO ) — ) |
= VO ) |
= I W) | (3.26)

para todo 1 < j < m. Assim, substituindo (3.26)) em ([3.25)) e aplicando a desigualdade de

Holder para somas finitas, temos

R4+2 1 m , & 1 1/ g—1

oS EZ 1'(ni ™ (w) 1= ]Zl I 22" m™ (w) |l
! <z )
. om (Z | 7 Hz) . (3.27)
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De ([3.20)) segue que

% (™ () [1P< —[T (] (w)) — T(n] " (w))] + %
resultando em
| (] ™ (w) (1< & [T(n] ™ (w) — I(n](w))] + % (3.28)
para todo 1 < j < m. Dessa forma, usando (3.28)) em ([3.27)), obtemos
T2 < Y (ke ) - 1) + 5 )
= m? K’f(f(n?(u)) — I(nj(w))) + %) + (l{:([(n}(u)) IR w) + %) N

m2 . mez
= 2 (et - 1o ) + 25] (3.29)
Elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos
R+2\? m me
—~- < = _ m =
(552) = o - rare) + 5]
m niwy) + T
= T Iw) = 10 () + 5|
Lembrando que s = (R + 2)? e substituindo acima, obtemos
s _m me
2 < — I(nm Rk
2 < T H) — 1) + 5|
Além disso, por hipdtese u € % M I'([c—e,c+¢]) el <m < ks, logo
s _m £
2 <l _ m e
o<z [c+ e — I(n™(w)) + 2} . (3.30)

k
Agora, multiplicando ambos os lados de ([3.30)) por —, encontramos
m

1 ks 3e
S — —I(nm ,
1S o St I(ny"(u))

Como ¢ € (0, 1—10) a altima desigualdade implica que

In'(uw) <c+———=c—c.

Procedendo como no 22caso, onde usamos a soma telescépica e ((3.24)), temos
ks

I(y*(u)) = 10" (w) + Y [0 (w) = 10 (u))]

Jj=m+1

IN
o

|

|
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Portanto, o 3%caso de ii) esta provado.
O

O préximo lema tem grande importancia para a prova do resultado principal, pois nos
fornecera informacdes significativas sobre o nivel ¢. Uma proposicdo semelhante foi provada

por V. Benci e P. H. Rabinowitz em [4], Proposicdo 1.17, pagina 248.

Lema 3.2. Se [ satisfaz (I3), ou seja, existem variedades de Hilbert S, () C E, tais que () é
limitada e tem fronteira O(), constantes o > w e v € Fy tais que

(1) SCv+E el>aemb,
(i) I <wemdQ,
(1ii) S e 0Q, sao link,

entdo ¢ > «, onde ¢ = inf sup I(hy(u)).
hell ue@

Demonstracdo. Primeiramente, relembre que

A::{ h €C(0,1]x E,E):h=hWo-.-0h™ com hV ... a™ cT meN,

I ={ueE:I(u) <A}, hQ) cIFP e <07agw> }

para todo A € R. E suficiente mostrar que

hi(Q)NS #0, (3.31)

para todo h € A. De fato, suponha que h;(Q) NS # 0 vale, segue que deve existir pelo menos

um y € hy(Q)NS. Assim, temos

sup I(hy(u)) > I(y) > inf I(w).
ol weS
ueQ
Por outro lado, de (i) segue que

T
gl ze

Logo,
sup I(hi(u)) > «, (3.32)
ueQ
e como a Desigualdade ([3.32)) vale para todo h € A, da definicdo de ¢ concluimos que ¢ > «a.
Agora, precisamos mostrar a validade de (3.31)), que segue de uma afirmacio mais forte, de
que

n(@) NS A0, (3.33)
para todo h € A e t € [0,1]. Para mostrar (3.33), basta encontrar u € Q tal que

hi(u) € S, (3.34)
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para todo ¢ € [0, 1]. De (i) temos que S C v+ Fj, com v € FEy, que pode ser escrito como
S — v C Ey; logo para cada t € [0,1], (3.34) é equivalente a

Ph(u)eS—v e Pohy(u)=o. (3.35)

Com o propésito de resolver ([3.35)), vamos transforméa-lo em um problema equivalente, para
podermos aplicar as hipéteses da geometria de linking. Vamos supor inicialmente que h =
hW) € A, (h € A com m = 1). Como de costume u = u; + uy € B @ E», relembre que por
(I'y) — (I's), temos que h(u) = Up(u) + Ki(u) e PUi(u) = Uy(P;(u)), com i =1,2. Logo

Pght(U) = PQUt(U) + PgKt(U)
= Ut(PQ(U)) + PQKt(U)
= U(ug) + PK(u), (3.36)
tornando ([3.35)) igual a
(J)  Pih(u) €S —v;
(J7)  Pehu(u) = Up(us) + PoKi(u) = v. (3.37)
Agora, suponhamos ((3.37)) item (jj) substituido por
Pght(lb) = PQZt(U>, (338)

onde Z;(u) é um operador compacto arbitrario com Zy(u) = v. Note que em (3.37), Z;(u) = v
é o operador compacto constante em (jj), para todo ¢ € [0,1]. Usando ([3.36)), temos

PyZy(u) = U(ug) + K (u) = Ui(ug) = PoZi(u) — PoaKKy(u).
Assim, ([3.38)) é equivalente a
Ui(uz) = =P (Ki(u) — Zi(u)),
que por sua vez, € equivalente a
uy = U WU (ug) = U H=Py(K(u) — Zy(u)))
= PY(u), (3.39)

onde Y; é compacto, pois esta definido em funcdo de K; e Z; que sdo compactos. Além disso,

Yo(u) = v, visto que

PYy(u) = U, (=Pa(Ko(u) — Zo(w)))

o

= —Py((Ko(u) — Zo(u)))

o que implica
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Agora, vamos supor por indugdo que ([3.38)) seja equivalente a
uy = PY;(u) (3.40)

com Y; compacto e Yy(u) = v, sempre que h € A, com m =n — 1. Seja h € I' com m = n.
Desse modo, h = hlo---oh™, também consideremos i = h%o - --o h™. Portanto h = h' o h,

onde por (I';) — (T'3), temos h' = U' + K*', com K' compacto e ainda mais, temos
v = Pyhy(u) = Py(h} o hy)(u)
= Py(U! + K}y (u)
= PUMhi(u) + PyK} hy(u)
= U!Pyhy(u) + PaK} Iy (u),
Assim, temos
Pohy(u) = (U}) (= RK} (he(w)) +v) = PaZy(u), (3.41)

onde Z, & compacto, pois esta em funcio de K} que é compacto. Como K = 0, também

temos
PyZy(u) = (Uy) ™ (= PoKg (ho(u)) +v) = v.

Portanto, pela hipétese de indugdo existe um compacto Y; tal que (3.41)) é equivalente a

resolver ([3.40). Agora, definamos
Oy (u) = Prh(u) + ug — PyYy(u) + v.

Note que ® € X, que definimos como a classe de aplicagdes em C([0, 1] x E, E) para a qual
Py®,(u) = ug — Wi(u), com Wy compacto para t € [0,1] e ®y(u) = u. De fato,

PQ‘I%(U) = PQ(Plht(U) + U9 — PQY;(U/) + U)
= uy — PYi(u)+v
= uy — (PY(u) —v)

(I)Q(U) = Plho(u)+U2—P2%(U)+U
= Putuy—v+v

= U]+ Uy = U.
Como P, ®; = Ph; e Pyhy = v € equivalente a , devido as observacdes acima, e
Py®, = uy — (PY; —v) = PY, — BY, +v =,
chegamos numa condicdo equivalente

Pght = .
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Portanto, ®;(u) € S se, e somente se, hy(u) € S, assim para obter (3.33)) e completar a prova,

é necessario apenas mostrar que

P(Q)NS#D (3.42)
para todo t € [0, 1]. Por (iii) temos que S e JQ) sdo link, pois ® € X, entdo ([3.42) vale se
®,(0Q)NS = 0. (3.43)

Vamos supor por contradicdo que existem u € Q) e t € [0, 1] tais que ®;(u) € S. Dessa forma
hi(u) € S, porém h,(9Q) C 1°2°~F, uma vez que h € A. Logo temos hy(u) € SN I%2"F,

Por outro lado, devido a (i), temos

IZa>&—£w>a—;w—ﬁ

coma >we B¢ (0,%%). Assim, pela definicdo de I* temos que SN I“2°~# = (), mas isso
é uma contradi¢do. Portanto ([3.43) é satisfeita, e o lema esta provado.
[

3.1 Prova do Resultado Principal

Finalmente podemos provar o Teorema de Linking Abstrato, usando os resultadas ja

demonstrados nas secdes anteriores.

Demonstracdo do Teorema[2.1] Inicialmente, mostraremos que a aplicacdo identidade
h(u) = u esta em A. Claramente h(u) = u € I, pois verifica as quatro condi¢des seguintes:
o (I')) hi(u) = Up(u) + Ki(u), onde Uy = u é um homeomorfismo de Eem Ee K; =0¢a
aplica¢do identicamente nula que é compacta para cada t € [0, 1].

e (I'y) De imediato temos Up(u) = u e Ko(u) = 0, portanto satisfazendo a segunda condi¢do.
e (I'3) Mostraremos apenas para P, analogamente se mostra que P,U;(u) = U; Py(u). Usando

a definicdo temos
PlUt<U> = Pl(ul -+ Uz) = Uy = Ut(ul) = Utpl(lb)

Portanto, cumprindo a terceira condi¢3o.

e (I'y) A dltima condigdo é imediata, pois claramente a aplicagdo identidade mapeia conjuntos
limitados em conjuntos limitados.

Para completarmos a verificacdo, precisamos mostrar que h,(9Q) C I1°2°~F. Por (I3)(ii)
temos que I < w em J(Q) e ainda mais

o+ w o — W

I<w< — B, com g € (0, 5

)

onde a desigualdade restrita se justifica pelo fato de @ > w. Ademais, se supormos que

= %5* terlamos o menor valor possivel igual a w. Portanto, pela definicdo de I*, temos que

h(0Q) C I ~8. E com isso concluindo o desejado.
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Como a aplicagdo identidade h(u) = u esta em A, entdo por (I3) — (I3) temos que ¢ < +0o0,
devido a forma como definimos ¢. Mais que isso, pelo Lema [3.2] segue que
c=1infsup I(hi(u)) > a.
hel e
Suponha por contradi¢cdo, que ¢ n3o & valor critico de I. Entdo I'(u) # 0 para todo v € I7!(c),
e portanto existe ¢ > 0 tal que

(L [ ) 11 2 () |12 V2, (3.44)

para todo u € I™!([c—&,c+¢|). Caso contrério, deveria existir uma sequéncia positiva &, — 0
e u, € ["([c— e, c+e,]) tais que

A [ 1) [ I () [|< V220
Assim, como (u,) C I"'([c = b,c+b]) e (14 || u, ||) || I'(un) ||= O quando n — +oo,

entdo por (I,) segue que (u,) é limitada. Assim, (u,) possui uma subsequéncia fracamente
convergente, que ainda denotaremos por (u,). Ou seja, u, — u quando n — +o0, para
algum u € E. Por (I) e pelo Lema 2.2} B'(u,) — B’(u) ao longo dessa subsequéncia e por

suposi¢cdo I'(u,) — 0. Dai segue que

Lu, = I'(u,) — B'(u,) — —B'(u)
quando n — +o0. Por outro lado, Lu, também converge fracamente para Lu ao longo
desta subsequéncia. Portanto Lu = —B’(u) e Lu,, — Lu fortemente, o que nos da I'(u) =
Lu+ B'(u) = 0. Como I(u,) — ¢, novamente por (I5) segue que

I(u,) = %(Lun,un) + B(u,) = I(u) = ¢,

o que significa que ¢ é valor critico de I, contradizendo a suposicdo. Assim, existe um £ como
em 1} Podemos ainda supor ¢ < %. Pela definicdo de infimo, escolhamos um h € A com

um correspondente 3 satisfazendo

atw ﬁ

c<supl(hi(u)) <c+e e h(0Q)CI 2 "

ueER
Neste caso, o fato que h € A e que h; mapeia conjuntos limitados em conjuntos limitados e
a definicdo de T', nos permite concluir que h;(Q) é limitada. Portanto, existe um R € N tal
que hi(Q) C %’g. Seja o = s min(3,¢), pelo Lema , existem n € ' e k € N tais que 7’
satisfaz i) e ii) desse mesmo lema. Agora, seja g:(u) = nF*(h:(u)), devido ao Lema (1),

temos

(3.45)

9:(0Q) C 1575,
De fato, como /,(0Q) C I3, ou seja, I(hy(u)) < 4% — 3 para todo u € AQ, usando o

item 7) do Lema de Deformac&o, temos

I(nf(he(u))) < I(hu(u)) + o
< oHQ—w B 54‘2
< o+ w _é

2 2
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Assim, o resultado segue pela forma como g; foi definido. Portanto g € A e de ({2.1]) segue que

c <sup I(g1(u)). (3.46)
ueQR

Para todo u € @, por (3.45), I(hi(u)) < ¢+ ¢. Dessa forma, se hy(u) € " ([c — &, ¢ +€]),

[

por (3.44) é possivel aplicar ii) do Lema de Deformacio, e deles I(n}*(hi(u))) < c—%, e

portanto podemos concluir que
g1(u) = 1 (ha(w)) € I3,
Por outro lado, se hy(u) € I°7¢, segue do Lema (i) que

€ €
() = T () < Hn(w) +o<c—et=c—=
Assim g;(u) € I°"2 devido ao modo como escolhemos p. Consequentemente, segue que
sup I(g1(u)) < c— = (3.47)
uE@ 2

contradizendo ([3.46)). Isto completa a demonstrag3o.



4 Aplicacdo as Equacdes de Schrodinger Assin-

toticamente linear em R"™

Nesta secdo mostraremos uma aplicacdo do Teorema de Linking Abstrato, desenvolvido
anteriormente. Como o Teorema [2.1] vale para sequéncias de Cerami, consideremos aqui uma
aplicacdo a um problema assintoticamente linear.

Primeiro, consideremos o seguinte problema
—Au+V(z)u = g(x,u) em R", (P)

para n > 3, onde g(z, s) = h(x)f(s), e h satisfaz:
(h1) h € C(R™,(0,+00)) e lim h(z)=0;

|z| =400
*

2
(he) h € LY(R™),q = para algum p € (2,2").

=5
Além disso, f é assintoticamente linear satisfazendo as seguintes condic&es:
() fe CRRB) e i L) — g,
s—0 8
F(s) a

(f2) Existe a > 0 tal que Sginoo e

5 onde F(s):= /OS f(s)dt, e F(s) > 0;

(f3) Definindo Q(s) := %f(s)s — F(s) > 0 para todo s € R\{0}, temos
lim Q(s) = +o0.

s—+00

Ademais, vamos supor que V satisfaz o seguinte:

(V) VelCR"R)e lim V(x)=:V,>0;

|z| =400

(V3) Definindo A := —A + V(z) como um operador de L*(R"™),
sup[o(A) N (—0,0)] =0~ <0< o =inf[o(A) N (0, +00)].

Observacdo 4.1. Devido a (V7), V é limitada; mais ainda, pelo Teorema da Secdo 1.3,
temos que 0.(A) = [V, +00) C (0, +00), portanto

g(A) N (=00, V) = gq(A) N (=00, V),

pois, por definicdo o espectro discreto é o complementar do espectro essencial. Além disso, a
nossa condicdo (V) implica que 0 ¢ o(A) ou0 € g4(A), sendo0 € (0—,0™) um ponto isolado,
e como por definicdo o espectro essencial [V, +00) ndo possui pontos isolados, concluimos
que

0¢ 0e(A) = [V, +00),

e isso implica que V., > 0 e portanto a suposicdo de que V,, em (V) deve ser positivo

é redundante. Sabendo disso, é possivel introduzir por meio do operador A uma norma
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equivalente que denotaremos por || - || para a norma usual || - || g1 gny, em H'(R"), assim
como em [14, Lemma 1.2]. Assim, E = H'(R™,|| - ||) serd o espaco de Hilbert usado para
aplicar o Teorema (2.1, Por dltimo, (V3) implica que B # o(A) N (—o0,0) = 04(A) N (—o0,0),
isto é, o operador A tem autovalores negativos. Além disso, esse conjunto é finito (cf. Teorema

da secdo 1.3).

Um exemplo satistazendo (V1) — (Va) seria uma fungdo continua V' (z) tal que

—Vo, ara | x |< R
V(z) = 0, P |z |
Voo,  para |x|>2R
onde Vy > A}.T(Ql) > () é uma constante e \{(1) é o primeiro autovalor do operador (—A, H} (B1(0))).

A (1)

De fato, se 1) é uma autofungio associada a \{(R) = R

operador (—A, H}(Bg(0))), temos

(A, ) poany = /B | A s

que é o primeiro autovalor do

- /B L CATVEN) (s
- / MACCIR TR

_ )\ R Qd _V 2d
1 )/BR(O)|¢($)’ x O/BR(O)’@D@)’ z
= (MB) = Vo) | ¥ 328,00
A (1
= (B2 %) 14 Baouin

< = | e

para algum € > 0, o que implica que a parte inferior do espectro de A é negativa.

Observacao 4.2. Note que as suposicdes (hy) — (hg) nos dizem que h € L*¥(R") e || h ||o=
he > 0. Ainda mais, por (f5) temos que 1ir+n F(s) = +00, e como lim s® = 400, usando
S—+00

. s—+400
a regra de L'Hospital, obtemos

F(s) a 1 | M

lim — =—- == lim ,
s—4oo0  §2 2 2 s>+oo S
implicando que
lim _f(s) =a

s§—400 S

Dai e da suposicdo (f1) segue que, para todo s € R, existe k > 0 tal que

| f(s)|€Kk|s| coma<k.

: s
Um exemplo satisfazendo (f1) — (f3) mas ndo com J(s) crescente, é uma fung¢do continua tal
s

que
§? — 25° 4 24

f&)=q o'+

1+ s2’

,  para |s|<b

para | s |> 10.
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De fato, primeiramente para ( f,)

s2—3s5 4253 1
hmﬁzlim 2 -—=0.
s—0 S s—0 1+ 6 S

Para ( f2) iniciaremos calculando F'(s) para nossa funcio exemplo. Como queremos estudar o

comportamento da F' quando s é grande, observe que F(s) > f; f(t)dt quando s > 5. Fazendo

d
uma substituicio em [ #dt poru =1+ t? e du = 2tdt, e lembrando que [ w_ In(u),
u

s s t3 s t
F pr— p— p— _—
(s) /Of(t)dt /01+t2dt /()(t 1+t2)dt
5 1 [ t
= tdt— = dt
[ta-3)

S S

temos

2
1
L R
2 0 2 0
1
= 5(32—111(52—1—1)).

Agora, usando a regra de L 'Hospital, obtemos

F(s) _ o (1_1n(32+1))

lim

s—+00 32 s—+00 2 32
B 1 2s
2 shtoo (824 1)2s
1 1 1
= —— lim = —.
2 sstoos2 41 2

Resta agora mostrar para (f3),

Qs) = 5(s)s— Fs)
_ %(1j382>s+%(32—1n(32+1))
_ % (1—i4s2 +32—1n(32—|—1)> .

Tomando o limite quando s — 400, temos hlll Q(s) = +oo, satisfazendo a dltima condic3o.
S—r+00

4.1 Abordagem Variacional

Agora, mostraremos o significado de solugcdo fraca para o problema (P) e definiremos
nosso funcional energia. Suponhamos inicialmente u € C*(R™) uma solugdo classica de (P).

Multiplicando a equagdo em (P) por v € C°(R") e integrando, obtemos

— Auvd:ﬁ—l—/ V(a:)uvdx:/ g(x,u)vdz.

Rn n
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A expressdo acima vale para toda funcdo teste. Logo tome v no espaco de Sobolev H!(R™).
Como v € H'(R") entdo existe (v,,) C C°(R™), tal que

Uy — v € H'(R™).

Devido as funcdes v,, serem regulares, temos

—/ Auvmdx—i-/ V(x)uvmdx:/ g(x,u)v,dx.

Aplicando a férmula de Green, obtemos

Vqumd$+/ V(x)uvmdx:/ g(z, u)v,d. (4.1)

n n

R”

Agora, mostraremos que

VuVou,,dxr — VuVoudx

R7 R7

— 0,

quando m — +o0. De fato, da desigualdade de Holder, resulta que

VuVu,,dx — VuVudz

R" R™

/ (VuVu,, — VuVu)dzx

IA

/ \VuVu, — VuVu|dx

/ \Vu(Vo, — Vov)|dx

IN

I V| 2@ | Vom = Vo || 2@y

IN

” VU ||L2(R”)H Um — VU HHl(R”) .

Também temos

— 0,

/n V(z)uvy,dx — /n V(z)uvdz

com m — 4o00. Novamente por Hélder, obtemos

/ V(w)uvde - / V(w)uvds

_ ‘ / (Vi@yuvn — V(xyun)ds

< \V(z)uvopdr — V(x)uv|de
Rn

= \V(x)u(vy, —v)|dx
Rn

< V@) |lz@nll vm — v [2@n)

< [ V(@)u|[2@mll vm — v [|m1@ny -
Analogamente, mostra-se

’/ng(x,u)vmdx—/ng(x,u)vdx

— 0,
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quando m — +o0o. Agora, fazendo m — 400 em (4.1]), obtemos

/n(Vqu + V(z)uw)dr = / g(x,u)vde, (4.2)

n

para todo v € H'(R"). Quando u € H'(R") satisfaz (4.2)), dizemos que é solugdo fraca do
problema (P). Associamos a equa¢do (P) um funcional energia I : E — R definido por

1

I(u) = 3 /n (| Vu > +V(z)u?) do — /n h(z)F(u(x))dz Yu € E. (4.3)

Conforme visto na Observagdo [4.1] o conjunto de autovalores o4(A) N (—o0,0) & finito, e
assim podemos denota-los por {Ai}g;l para algum j € N, contando as multiplicidades. As suas
autofuncdes associadas denotaremos por p; € E, com i = 1,...,j e defina o espaco gerado
por essas autofuncdes por E~ := span{p;}/_,. Também, vamos definir por E° := ker(A) o
nacleo do operador A = —A + V (z), sobre o qual teremos duas possibilidades, se 0 ¢ o(A)
entdo por definicdo deve pertencer ao resolvente p(A), nesse caso E° = {0}; caso contrario,
0 € 04(A) e, conforme comentamos acima é finito. Portanto de qualquer modo E° tera
dimens3o finita.

Assim, E~ @ E° sera um subespaco de dimensio finita de E e definindo E+ := (E‘EBEO)L,
ele & o subespaco de £ em que o operador A é positivo definido. Comisso, £ = Et @ E~ @ E°
e toda funcdo u € E pode ser escrita de forma direta como u = u™ + u~ + u®, com
ut € EY,u” € E7,u’ € E°. Além disso, como em [14, Lema 1.2], o operador A induz uma
norma equivalente || - || & norma usual de H'(R™) e um correspondente produto interno (-, -)
em F dados por

H u ||2:: (Au+,u+>L2(Rn) — <AU_,U_>L2(Rn)+ H UO ”%2(Rn)7

(/n (Vu(z)Vo(z) + V(z)u(z)v(x)) dv = (Au, v) 2@y, se u,v € BT,
- /n (Vu(z)Vo(z) + V(z)u(z)v(z)) de = —(Au, v) p2(rn), se u,v € £,

(u, V) [2(rn) se u,v € EY,

0 seu€ B/, ve E* j#k,

\

para j,k € {+,—,0}. Daqui em diante, o espago de Hilbert usado nessa aplicagdo &

E = (H'R"),| - ||). Note que, quando desenvolvemos o primeiro termo do funcional
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energia, obtemos
| (|vuy2 + V(x)u2> do= [ (V@ 4 )P+ V@t ) da
= /n ([Vut]? + V(2)(u")?) do + /n (IVu]? 4+ V(z)(u")?) dz
s [ v@ ) i
onde o terceiro termo é

/n (IVU’)? 4+ V(2)(u")?) da = / (—A+ V(@) -ude = (Au’,u’)2@n) =0,

n

pois u’ € E. Substituindo esse resultado na igualdade anterior e usando as definicdes acima,

obtemos

[ val + Vi) do =t 2 = |-
Com isso, é possivel escrever

Iw) = 50 P = )= [ ha)Flu(a)da, (+4)
para todo u = ut + v~ +u’ € E. Agora, note que devido £+, E—, E° serem ortogonais,
e como || u [|72ny= (U, u)r2(rn) denota a norma e o produto interno em L*(R"), segue
que (u,uF)p2mny = 0,5 # k e j,k € {+,—,0}. Isto assegura que u*,u~,u’, também s3o
ortogonais em L*(R").

Denote por &, a familia espectral do operador A mencionado no Teorema da Secdo
1.3, (veja ainda [23] ). De acordo com esse teorema, é possivel definir

EQ = ggE: E~ EBEO e E1 = (I—&])E

Além disso, pela definicdo de o™ em (13), & = &), para todo 0 < A < o, entdo temos que
E; = (I — &)E, para todo 0 < A\ < o™. Portanto, novamente pelo Teorema [1.13] para todo
uy € Ey, segue que

U+<u17U1>L2(R”) < (Aup,ur)perny = o || w ||%2(Rn)§|| ur |”

Portanto, )
O'+ S inf || U'12|| ’
u1€E1,u17£0 || U ||L2(]R")
e definimos
+ 1 2 2
P L S I B
o oo U1EEL u1# U L2(Rm) u1 €Eru1 # H h2uy HLQ(R")
Donde,
_ | w |” (KON | w |”
A0 B0 | i |2 = hruy |2 e h(@)ui(2)d
u1€81,% || h2U1 HL2(R") H h2u1 ||L2(R") R™ T)ui\xr)ar
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= |l ||? > ao/ h(z)u?(z)dz, YV u, € ). (4.6)
Agora, podemos enunciar o resultado principal dessa secdo.

Teorema 4.1. SuponhaV satisfazendo (V1) — (V2), h satisfazendo (hy)— (ha) e f satisfazendo
(f1) = (f3), coma > agy. Entdo o problema (P) tem uma solucio fraca ndo-trivial u € H'(R").

4.2  Verificando hipo6teses

Para provarmos o Teorema precisamos verificar que [ satisfaz as hipéteses (I7) — (1)
do Teorema para entdo aplica-lo. Note que I € C'(E,R) em razio das hipéteses
assumidas sobre h e f. Vamos denotar por I : F; — FE; o operador identidade em E7, e por
P~ : E5y — E5 o operador projecdo de E5 em E~, observe que u = uy + ug € By + E5 com

up =ut euy =u" +u’ € E,. Com isso, temos

[ H2 — |l u H2 = || w ||2 — || ug — u® H2

Ainda mais, devido as propriedades do produto interno e pela linearidade de L, temos
(Lu,u) = (Lyuy + Loug, uy + uz) = (Lyuy, ur) + (Loug, ug).

Assim, se definirmos Ly : I} e Ly : —P~, temos que L; : E; — E;, parai = 1,2 com as
condi¢Bes desejadas, isto &, um operador limitado, linear e autoadjunto, e portanto I(u) =
+(Lu,u) + B(u), com

B(u) = — /n h(z)F(u(z))dz, (4.7)

e com isso, mostramos a primeira hipétese.
Antes de provarmos a hipétese (I3), primeiramente observe que por (f1) — (f2), dado e > 0

e 2 < p < 2* existe uma constante C, > 0, tal que, para todo s € R temos

[ f(s)[<els[+Cc s

|F<s>|sf|s|2+%|s|p. (48)

De fato, por (f1), deve existir 0 < r < 1 tal que, para | s |< r, temos

limﬁz() = ‘@

s—0 8

<e = |f(s)|<e]|s]|.
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Por (f2), para r <| s |, temos

lim Js)

s—oo 8§

=k = ‘@ <k = |f(s)|<k]|s]|.

Também veja que ainda para r <| s |, temos

B 1
e

_ 1 _
s 5 s P

Assim, .
!f(ﬂ\S€|8|+k|8|§6|5|+k;;5ISV’I-

1
Fazendo C. = k——, obtemos
rp—2
[ f(s)[<els|+C|s .
De (f3), segue que
P < [
ZL/@IH+QWHVUﬁ
0
C:
< SlsParlsp.
Lema 4.1 (Brezis-Lieb, [9]). Suponha f,, = f qt.p e| fu |[,< C < oo para todo m e para
algum 1 < p < co. Entdo f,, — [ fracamente em L.

Demonstracdo. Pelo Teorema de Alaoglu-Banach, existe alguma subsequéncia, que vamos
denotar por f,,, . que converge fracamente para algum g; mas g = f pois f,, — f q.t.p.,

portanto f,, — f.
O

No préximo lema mostraremos que B que foi definido em (/4.7)), satisfaz as condi¢Bes da

hipétese (I5) do Teorema de Linking.

Lema 4.2. Assuma que (hy) — (h2) e (f1) — (f2) valham para I, entdo

B(w =~ [ hw)Pu()ds
é fracamente continua e uniformemente diferenciavel em subconjuntos limitados.

Demonstracdo. Consideremos w,, — u uma sequéncia em F, entdo u,,(z) — u(x) ¢.t.p. em R".
Além disso, como F' é uma fungdo continua isso implica que F'(u,,(x)) — F(u(x)) em quase

toda parte.
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Agora, observe que por ({4.8), e lembrando que (u,,) C E — L*(R™), para 2 < s < 2%,

temos

2*
- C B = C .
[ ) |5 (5 1 P2 T ) <O (5 T P 47 [ ) € LR,
2 p 2 p
pois 2 < 22’7* < 2*. Com isso, temos que (F'(un,(+))) C LQ?(R") é limitada, uma vez que (u,;,)
é limitada em E e ent3o é limitada em LQ%(R") e em L2 (R"). De fato, basta observar as

seguintes imersdes

Pt ] 2z o < Crlltim e [ 2 gy < G2l tn -

Como F(up(x)) — F(u(x)) q.t.p. em R"™ e || F(u,y,) ||
pelo Lema [4.7]

9% < C para todo m € N, entdo
L7 (R")

Fl(un) — F(u) em L7 (RY).

Além disso, por (hg), h € L(R™), onde ¢ & o expoente conjugado de 21.7*. E se considerarmos

(F(u,;,)) nossa sequéncia em L7, e como F(uy,) — F(u), pela Proposicdo , temos que

*
*

P(F(un) = p(F(),¥ p € (LF)"
Ainda mais, podemos representar a fungdo acima na forma integral, ou seja, p(F(un)) =
[ h- F(up) com h € LY(R™). Com isso, segue que

/n hz) F (up(z))dx — h(z)F (u(z))dz,

R
quando m — +o0o. E com isso, concluimos que B é fracamente continua.
Agora, precisamos mostrar que B é uniformemente diferenciavel em subconjuntos limitados

de E, ou seja, dado € > 0 e By C FE, existe, § > 0 tal que
| B(u+v) = B(u) = B'(uv [<e | v,

para todo u+v € B com || v ||< d. Primeiramente, observe que fazendo ¢ (t) := F(u+tv),
temos ¢/ (t) = f(u+ tv)v. Pelo Teorema do Valor Médio existe alguma fun¢do (), tal que
0<fd(x) <1, gt.p. em R", e escrevendo z = u + v, segue que

¥(1) —¥(0)

LD o) = e,

Flu+wv) = F(u) = (1) = 4(0) =

g.t.p. em R™. Com isso, temos

| B(u+v) — B(u) — B'(u)v| =

IN IN
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Além disso, uma vez que h € L*(R"), como — é o expoente conjugado de ¢q. Fazendo

€= hz()|f(2() — fu(-)),

e aplicando a desigualdade de Holder para ¢ e —, temos
p

/n £ de = /n hz) | f(z(x) = flu(z)) |* de
| B llzany I 1F(2(@) = flu(@))P ] 2

P (R")

= Il (( JREECIEE) |2>2;) = )

= 1 ey | F(3(2) = F@(@)

EON

IN

2

Devido a Observagdo , como 2 < 22?7* < 2* entdo | f(u) |227§ K27 | u |227E LY (R™), logo

/ | & 2 dx < +o0.
Agora, lembrando que £ < L?(R"™), de (4.9) segue que
| Blu+v) = Bu) = Bwo| < A€ el vl
< BAG |1 € laanll v ] (4.10)
Note que por é suficiente mostrar que dados ¢ > 0 e Br C F, existe 0 > 0 tal que
haC || € llzen<e Yu+veBre ||v]<a.

Para provar isso indiretamente, suponha que exista ¢g > 0 ¢ Bg, C F fixo, tal que para

1
todo d > 0 é possivel obter us 4+ vs € B, com || vs ||< d e h&Cs || &5 || 22(mn)> €0, onde

&=h3(-) | flz() — flus(-) | e 25 = us+ Ovs.

Escolhendo §,, = % para cada m € N existe u,, + v,, € Bg, tal que

1 1
| om [I< m e h&Cs || &m |lL2@ny> €o-

Portanto, v,, -+ O em E e u,, — u em FE, passando a subsequéncias quando m — +o0.
Alem disso, z,, = u em E e z,(z) = upn(x) = u(z) ¢.t.p. em R™, passando a subsequéncias.
Assim,

| f(zm(@)) = f(um(@)) [P0,

g.t.p. em R", quando m — +oo. Ademais, (z,) e (u,,) sdo limitadas em E e a imersdo de
Sobolev E < LZ%(R”) vale, entdo
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I Fen) = Fm) P = <( [ 7€) = |>)> 5

) <</"|f(zm)_f(um) 22}7)%)%

2%

= 1 £ (am) = f o) H;ﬁ

(R™)

< K (H ) I+ 5 17T )
P (Rn)
92" 2 z
< Kw(uzmu el )
L P(R T ([’
2* 2 27
< Ku(e))’ " (I 2m 177+ 1l I p)

S 2K1(K2/£R0)2%.

Portanto, a sequéncia (| f(zm) — f(um) |?) & I|m|tada em L5 . Aplicando novamente o Lema
de Brezis-Lieb, temos | f(zm) — f(up) >~ 0 em L quando m — +o00. Como h € LI(R"),

que é o espaco dual de L » (R™), por convergéncia fraca, temos
| &m H%z(Rn):/R h(x) | f(zm(@)) = f(um(@)) [ dz— 0

l .
quando m — 400, mas isso contradiz h3.Cy || &, || £2mny> €0, concluindo a prova.

4.3 Estrutura de Linking

Para provar (I3), primeiramente vamos escolher Q = {re : r € [0,71]} & (E2 N B,,) e
S =0B,NE, onde 0 < p <1 < rysdo constantes, e também e € £}, tal que || e ||= 1.
Note que se a, que foi definido em (f2), é tal que a > ao, para € > 0 suficientemente pequeno
e a, := a — &, entdo temos que ag < a. < a. Além disso, pela definicio de ay em , existe

algum ey € E; satisfazendo
ao/ h(z)ed(z)dr <|| e ||°< ag/ h(z)ed(z)dx.

Agora, considerando e = € FE, segue que

[Feoll H

=] e|?= /R (| Ve(@) |2 +V(2)eX(z)) dx < aa/ h(z)e(x)da. (4.11)

n

Assim, vamos escolher nosso e para a estrutura de (). Além disso, pelo Lema SedQ
sdo link, onde OQ) pode ser escrito como JQ) = Q1 U Q2 U Q3, com Q; = {0} & (E2 N B,,),
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Qy = {re : 7 € [0,m]} ® (B, NIB,,) e Qs = {rie} ® (E, N B,,). No préximo lema
mostraremos que [ satisfaz (13)(i) — (i7) do Teorema para algum a > 0,w =0, e v € E

arbitrario.

Lema 4.3. Suponha que (Vi) — (Va), (h1) — (h2) e (f1) — (f2) valham para I. Para Q e S,
como acima, e para r1 > 0 suficientemente grande, as desigualdades I | gza>0el | 50 <0

valem para algum o > 0.

Demonstracdo. Primeiramente, relembre que definimos S = 0B, N E4, que por sua vez esta

contido em Ej, logo para todo u; € S temos

) = %H 0 ]|2—/Rnh(x)F(u1(x))dx
3=t [ (51 P+ o) p) (412)

Note que, como vale a imersdo (u,) C E — LP(R™), para 2 < p < 2%, entdo

( [ Tut@ |P) <Gllull = = [ Ju@Pz-cilul.  (413)
n Rn
Combinando (4.12)) e (4.13), segue que

1 5 CE
M) 2 37—t (563 P+ )
2 1 2 Ce p p—2
= 7| g —eheels) = —FheoCp™ ) (4.14)

Assim, se ¢, p sdo suficientemente pequenos, 1 > ch,,Cs e também
1 2 C. —2
dy = 5(1 — e5hoC5) > ?hooC’fjpp =:d,,
portanto, considerando o = p?(d; — do) de (4.14]) temos
](Ul) > p2(d1 — dg) =a>0.

Para verificar I |5o< 0 < «, precisamos considerar trés casos:

Caso |. u € (Q; C Es, assim temos
1

Ia)= =5 = [ hie)Fua)ds
Mas (hy) e (hy) implicam que h(z)F(u(z)) > 0 para todo = € R™, e consequentemente
I(u) <0.
Caso Il. u € @9, assim u = uy+us, onde uy = re, com 0 <|| uy |[|=7r <rye| ug ||=re > ry,

portanto
1 1 9

1) = 5 (0w | =) - / ha) F(u(w)de < (3 = 13) <0,

Caso Ill. u € Q3, assim u = rye + uy, onde 0 <|| uy ||< 7o Se 71 <|| ug || < 9, entdo
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Iw) = Slimel? = e l?) = [ b Fu)ds
1 2 2
= 50l )= [ h@Pu@)
1 2 2
5(7”1_7"1)

<0

IN

Se 0 <|| ug ||< 71, coloque us = ryivg, onde vy € By N Ey. Assim,

1

Iw) = 50 = )= [ bie)Fu@)da

1

= 50l ) - [ h@Fu@)d

L. (1 _ / n o () EAT1eD) +”2(‘7”)))dx) . (4.15)

<
- 2 r?

F(s)

Observe que, como h € L>*(R") e —;~ & limitado, entdo |2h(:)
s

F(ri(e(-) +U2(')))‘ < b

2 7 | = flooh
ri(e(-) + va(*))

Além disso, note que e, vy € L?(R™). E com isso, temos

‘Qh(.)FO“l(@(-) +U2(‘)))‘ < hooK' | 6() +U2(-) |2E Ll(Rn),

7
para todo r; > 0. Ainda mais, de (f2) segue que

F(ri(e(r) + va(x)))

2
1

2h(x) — ah(x)(e(x) + vo(x))?

q.t.p. em R" quando r; — 400. Pelo Teorema da Convergencia Dominada temos

/ o () L) Fea@)) / W) (e(@) + vs(x))2da,

1

quando 7, — +00 , para todo v, € By N E, fixado.

Afirmacio. O limite

) 1—13200 2h(x) F(rl(e(xij U2(m)))d:c = a/ h(x)[e(r) + vo(x)]*dz,

é uniforme para vy € By N Es.
Para provar a afirmac3o é necessario mostrar que

F(ri(e(z) + va(2)))
ri(e(r) + va(x))?

lim [a -2
R’VL

r1—+00

] h(z)(e(z) + vo(x))?dr = 0,

uniformemente em v, € B1 N Ey. Primeiramente, vamos definir para todo m € N, um funcional
Jm : B1 N Ey — R dado por

[ Fme@) )]
dnlo)= [ o= 2 T | M) e
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Esse funcional é continuo para todo m € N, pois estd em func3o de F' que é continua. Pela

equivaléncia das normas de H' e E, e de (f5), segue que
0 < Jn(vg) < a/ h(z)(e(x) + vo(x))?da
= a/ h(z)[e*(x) + v3(x)]dx

ahos (Il € Paqany + | 02 2cam) )

ahoe (11 € Wy + 11 v2 1)
ahasCE (Il I + Il 22 1)
202ah,

ININ A

IN

para todo v, € By N E,. Assim, lembrando que E5 é de dimens3o finita, entdo B; N E, deve
ser compacto, e como .J,, é continua em By N E5, entdo deve atingir um valor maximo, que
vamos denotar por u,, € By N E,. Agora, considerando essa sequéncia de maximos (u,,), uma
vez que || uy,, ||< 1 para todo m € N, entdo a sequéncia é limitada. Usando novamente o fato
de que F, é de dimensio finita tal sequéncia deve convergir, passando a subsequéncias, em
By N Es, ou seja, u,, — u na norma de E. Ainda mais, para todo vy € By N F», para todo
m € N,0 < J,(v2) < Jp(uy,) vale, que é

0 < / n {a—QF <m<6<x>+02<x§g>} h(w)(e(2) + v () de.

- m2(e(x) + va(x)

L Emlels) tu @],
< /[a 2m2<6<x>+%(x)2]h< (@) + un(@)Pdr.  (416)

Observe que u,,(x) — u(z) ¢.t.p. em R" e pela hipétese de (fs), temos

- o lele) - m(5)
m2(el) + tn(2))?

| Ha)(eta) + un(a)? 0.
g.t.p. em R™ quando m — +o00. Mais que isso, como u,, — u em E, entdo u,, — u em
L*(R™) e com isso existe ¢ € L'(R"™) tal que |u,,(2)|? < ¥ (z) g.t.p.. Assim

(
F(m(e() + um("))
m?(e(-) + um(-))?

Com isso, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada, resultando em

/n [a B 2F(m(e(:c) + um(x)z)] B(2) (e(2) + () — 0.

m2(e(z) + up(x))

og[a—z )}Mﬂd@+wm0f§am440+wwf€L%RW

Agora, aplicando em (4.16)) o limite com m — +00, e pelo Teorema do Confronto, temos

/ . {“ -t ¢ UQ(@))] h(z)(e(z) + va(2))? = 0,

m?(e(x) + vy(x))?

uniformemente para todo vy € By N Ey, e a alegacdo esta provada.
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Da convergéncia uniforme em B; N Ey, para cada € > 0 existe rq > 0 tal que, para todo
T2 To
F
a/ h(x)(e(a:)—l—vg(x))Qd:c—/ 2h(x) (T1(6<I>2+ U2<I))>d:c < 8/ h(z)(e(x)+vy(x))dz,

n T

para todo v, € By N Es. Logo

_ / o () L@ Y@ g gy / h(@)(e(x) + v (x))2dz.

1

Assim, fazendo a. = (a — €), temos

- / on(py L@ @), / h(x)(e(z) + vo(2))2de.

ri

Adicionando uma unidade em ambos os lados e multiplicando por %r% obtemos

%r% <1 B /n 2h(x)F(T1(6($i; v2($)))d:c) < %Tf (1 —a. /n h(z)(e(z) + vg(a:))Qda:>
(4.17)

Agora, observe que e e vy sdo ortogonais, entdo
/n h(z)(e(x) + vs(x))2dx = /

Assim, de
%rf (1 - / n2h(x)F (rife(e) + vQ(m)))dx) < %rf (1 —a / n h(m)(ez(x)dx)

1

h(x)(e*(x) + v*(x))dz > / h(z)e*(x)dx.

n n

e substituindo em ([4.15]), obtemos
1
I(u) < 57“% (1 - ag/ h(m)e2(a:)da:) . (4.18)

Portanto, de (4.11)) e (4.18) segue que I(u) < 0, completando o terceito caso.
[l

Para mostrar que [ satisfaz (I;) e encerrar a verificagdo das hipéteses do Teorema de
Linking precisamos mostrar a limitacdo das sequéncias de Cerami de I.

4.4  Limitacdo das Sequéncias de Cerami

Agora, enunciaremos o Principio de Compacidade de Lions e um lema que & uma de suas

consequéncias.
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Lema 4.4. (P.L. Lions [18] , 1984) Sejar > 0 e 2 < g < 2*. Se uma sequéncia (u,,) é
limitada em H'(R") e se

sup / [um|? — 0, m — oo,
yeR™ J B,.(y)

ento u,, — 0 em LP(R™) para 2 < p < 2*.

Demonstracdo. Veja [27, Lema 1.21, p.16]. Para uma demonstragcdo mais detalhada (cf. [10]
Lema 1.10, p. 23].)
OJ

Lema 4.5. Se (v,,) é uma sequéncia limitada em E, ent3o (v,,) satisfaz um dos seguintes

casos:
(¢) Vanishing: para todo r > 0,

lim sup sup / | U |? dz = 0.
Br(y)

m—oo yeRn"

(13) Nonvanishing: ezistem r,n > 0, e uma sequéncia y,, C R™ tal que

limsup/ | U |* dz > 1.
Br(ym)

m—o0

Demonstracdo. Trabalharemos por exclusdo, se o primeiro n3o for satisfeito, entdo o segundo

deve valer. Inicialmente, vamos supor que exista r > 0 tal que

m—oo yeR”™

lim sup sup / | vy |2 dx # 0.
B(y,r)

Ent3o, de acordo com as propriedades de lim sup, existe M > 0 tal que para todo m > 1

temos
sup/ | U |? dz > M.
B(yr)

yeR”

Isso implica que uma sequéncia y,, C R" tal que

1
M——g/ | v |? do.
M JB(ym,r)

Tomando o lim sup e considerando 7 = % > (), obtemos

M
77:—<M§limsup/ \Um|2d9€>
B(ym,r)

2 m—s00

concluindo a demonstragio.
O

Lema 4.6. Suponha que (Vi) — (Va), (h1) — (ha) e (f1) — (fs) valham para I e seja (u,) C E
uma sequéncia de Cerami de I no nivel ¢ € R arbitrario. Entdo (u,,) é limitada.
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Demonstragdo. Vamos supor por contradi¢do que || um || = 400 quando m — o0, passando

a subsequéncias. Com isso, podemos definir v, := de modo que (v,,) é uma sequéncia

| e ||
limitada em E. Entdo v,, — v quando m — 400, passando a subsequéncias. Ainda usando o

fato de que (v,,) € limitada entdo deve satisfazer um dos casos do lema anterior, vanishing
ou nonvanishing. Nossa ideia é mostrar que nenhum dos dois casos pode ocorrer para (vy,),
implicando numa contradicio e portanto provando que (u,,) é limitada.

Inicialmente, vamos supor que o caso (i7) valha para (v,,), passando a subsequéncia,também
consideremos uma sequéncia (y,,) dada por este mesmo caso. Como por hipétese (u,,) é uma
sequéncia de Cerami, entdo dado ¢ € C°(R"™), que definiremos por ¢, () = d(x — yYm),
temos

H Om HHI(R"):H ¢ HHl(Rn) .

Além disso, pela equivaléncia das normas existem constantes ¢y, ¢; tal que
H w ||E§ C1 || w ||H1(Rn)§ Co || w ||E; ‘v’w - E (419)

Assim, por (4.19) segue que

| L () | < N T () Nl || fm N2
< o [ I'(um) e+l & o @em)
< el Fun) ¢ lle
— 0,

com m — +oo. Sendo || uy, ||[— +00, podemos definir

Q= {z € R" ;| up() | # 0},

tal que a medida de Lebesgue é 1(£2,,) > 0. Relembre que pela secdo dos funcionais

diferenciaveis em [1.4] temos
¢'(u)h = 2(u, h),

onde p(u) =|| u ||*. Além disso, também temos
Wwo) = [ fods

com ¢p(u) = [, F(u) dw e F(s) = [; f(t) dt. Assim, fazendo v,, = v} + v, + v0,, onde
vl o€ EJ, com j = +, —,0, e usando Nosso funC|ona| como em , temos

r B 1 1 ut 9 u- B Dl (x e
P = i[5 (200 2000 ) = [ ) fam( i)

- <|| Zi ||’¢"‘> - <|| || ¢m> - / . h<f€>%¢m<x>dw

S / h(a) @) v (2)da (4.20)
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Desenvolvendo (4.20]) e usando a defini¢do de ¢, encontramos

Om(l) = ;[/(Um)ﬁbm
| e ||
— (v — (v, — T MU Db (2)da
_ < jr_nﬁbm> < m7¢m> /n h( ) um(x) m( )¢m( )d
_ /n (Vv;ﬁ(x)VMx — Ym) + 0 (2)V (2) Pz — ym)) de

- /n (va(x)V¢(x — Ym) + v (2)V (2) P — ym)) dr,
/ ) h(a) L0 @) (e — y)da. (4.21)

Definindo 0,,(%) = v (T + Ym) € U (x) = Up (T + Y ), Observe que (7,,) é limitada em E.

De fato, como (v,,,) é limitada e a translacdo é invarinte na norma de H'(R"), segue que

| O |2< e || O [ mi@ey= c1 [l vm (@ < c2 || v |5= co.
Portanto, passando a subsequéncias,
Op = 0=0"+9" 47" em E=FE"+E +E°
U — 0 em L7 (R™). (4.22)
Fazendo uma mudanga de variaveis e usando nossas dltimas defini¢des em (|4.21]), obtemos
on) = [ (To@V0) + 350V (e = )ote) )
b [ (T Vo) + @ (o o) ) do
— [ wte = 2225, ot (4.23)

Agora vamos considerar dois casos:

Caso 1. Quando | y,, |— +oc. Vamos denotar por K = supp(¢) o suporte de ¢. Como ja
visto na Observacdo 4.2, | f(s) |< k| s | para todo s € R, em decorréncia de (4.22) deve

existir ¢ € L'(K) tal que
| Bm(@) < (2) qtp. em K.
Com isso, segue que

Por outro lado, 9,,(z) — (z) ¢.t.p. em K, e por (hy), h(xz) — 0 quando |z| — 400, entdo

\h(- . ﬁm<->¢<->\ < hoorC()0() € LMK,

—vm<x>¢<~>\ < Kl (@)é(@)] |z + g)| = O,
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g.t.p. em K quando m — +o0o. Com isso, podemos aplicar o Teorema da Convergencia

Dominada, e obter

/n h(x + ym)M”&m(x)gb(x)d:r = / h(x + ym)

quando m — +o00. Ainda mais, por (V7) temos que V(z + y,,) — Vi ¢.t.p. em R™ quando

m — +o00. Dessa forma, por e temos
on() = [ (V5T000) + (Ve b 00 ()55 (0)6) ) o
K

Jn (@) o () — 0, (4.28)

+ /K (V@m(x)V¢(x) + (Voo + Om(l))@m(ﬂf)qﬁ(:c))dx.

Tomando m — 400, para qualquer ¢ € C°(R), segue que

/K (VW +07)Vo(x) + Voo (07 (2) + @_gb(x))>dx —0.

Dessa forma, lembrando da definicdo de solucdo fraca vemos que w = 0 + 0~ satisfaz essa
condi¢cdo para o problema —Aw(z) 4+ Vow(x) = 0 em R™. No entanto o operador Laplaciano
ndo possui autofuncdes no espaco H'(R"), implicando que w = 0. Entdo, devemos ter
0 =1" € E° Mas se E° = {0}, entdo v = 0 e temos uma contradicdo. De fato, por (ii) e

(4.22) segue que

/ 15(x)|?dx = lim sup/ |y (2)]?d2 = lim sup/ | Ty (2)|?dz > 0 > 0.
- (0) »(0) Br(ym)

m—+00 m—+00
Agora, caso E° n3o seja trivial, como || v°, ||=|| 2%, ||< 1 e lembrando que E° é de dimens3o
finita, isso implica que v2, — v° em E, passando a subsequéncias, com || v2, ||=|| ©%, || 0.
Portanto
1
om(l) = I (up )0°
S Y M

(w;(x)w%) + v;(x)V(x)UO(x)) dz

- ‘/ () 0 00 ) (4.25)

Up(z) ™

Como h(z)Lem®)y0 (1:300(2) — ah(x)(1°(2))? ¢.t.p. em supp(v°) quando m — +oo, pelos

um(z) M

mesmos argumentos feitos anteriormente, aplicando o Teorema da Convergencia Dominada em

(4.29)), obtemos
/ ah(z)(v°(z))?*dz = 0,

como a > 0 e h(z) € (0,+00) entdo devemos ter v = () mas isso & uma contradi¢do. Portanto

(77) ndo pode ocorrer.
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Caso 2. Se (y,) € limitada. Novamente por (4.19)), segue que
N ey - c
o 12 2 1 o o= 2t ey = [

entdo como por hipétese || w,, ||[— +oo temos || @y, || +00 quando m — +oo. Além disso,

como ¥ # 0 em B,(0) entdo existe {2 C B,(0), tal que a medida de Lebesgue é 1(€2) >0 e

o (@)
07 [0@) = lim [in(@)l = lm S,

q.t.p. em Q, . Uma vez que || Gy, ||— 400, segue que |G, (x)] — +oo g.t.p em §2. Como

QC B.(0) e h>0em B,(0), obtemos

0<ho— inf {h(z)},
z€B(0)

entdo pelo Lema de Fatou, temos

m—-+o00

lim inf / h(a) B F ()t () — F(um(x))} do

m——+00 2

~  liminf / b+ ) F Flim (@) () — F(am@))] do
> /Q lim inf B Fliin ()i () —F(ilm(x))] da.

m——+00

= +00.

Pois, por (f3), Q(s) — +oo quando | s |— +00. Mas isso &€ uma contradigdo. De fato,

observe primeiramente que (v, — u_, u,,) =| wl ||* — || u,, ||>. Com isso, temos

[ 10 |3l n(e) = Flunfa))|ds
1

= S(lhup I* = 1wy, ||2)—/ () F (um () dx

2 R

1 3 1
— = ) 5 [ b))
= [(um) — %[’(um)um
= c-+ Om(l).

Portanto, (i7) ndo pode ocorrer no Caso 2. E com isso, non-vanishing ndo vale para (v,,).
Por outro lado, vamos supor que o caso vanishing valha para (v,,), passando a subsequéncias.
Por hipétese (u,,) € uma sequéncia de Cerami ent3o por definicdo devemos ter I'(w,,)u;; — 0

e I'(uy,)u,, — 0 quando m — +oo. Portanto,

on(1) = e — ot =g P = [ e [P ez o

Fm (2w |l " U ()
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Subtraindo as equacdes acima, e observando que || v,, |=1 e que os v/, com j € {+, —, 0},
sao ortogonais, obtemos

i 2+ = [ v [0 (00 - v0)]

Qi Um (x)
Jr

=== ) [P ) — )] o

0m<1)

Ent3o, tomando o limite com m — 400, temos

/Q h(x) [M (vit(z) — v2’_(x))} dr — 1— [ ° | . (4.26)

f(s)

Contudo, relembre que —‘ < k, para todo s € R\{0} e uma vez que h € L4(R") com
s

* *

=3 e 2 < p < 2* da desigualdade de Holder para g e ¢ = — e da desigualdade de
- p
Minkowski, temos

/ ) () L0 () ( V2 (z) — v2 () )dx

< K| P po@n || Uﬁf - U?rf HLq’(Rn)

24 | .. 2=
< K H h HL‘I(R") |: H Um HL%(RT‘) + H Um HLQT(R") :|

2* 2%—* 2 o* 2%7* 2
=l ([ aFFae) T ) () pilFa) )
Rn n

— h n + 2 * - 2 * .
ol ey | 05 P+ 0 WP

*

2
Mas, como 2 < 2— < 2, entdo pelo Lema , para j € {4+, —}, com m — +o0, temos
p

Il gy <l o 2t = O

implicando que

‘ / ) h(x)f(l;L((;)) (v3;+(g;) — v (g;)) dx| — 0. (4.27)

U ()

Portanto, combinando q; e 1) obtemos || v° H%Q(Rn):H v? ||?= 1 que contradiz a

condicdo vanishing. Com isso, () ndo pode ocorrer para (v,,) e isso completa a prova.

]

Para verificar a hipétese (1), vamos fixar b > 0 e pegar (u,,) de tal forma que I(u,,) C
[c —b,c+ b e |[I'(um)||(1+ || wm ||) = 0 quando m — +oo. Suponha que (u,,) ndo
seja limitada e pegue (u.,, ) C (un) tal que || uy, ||[— 400 quando k — 400. Vendo que
I(t,) C [c—b,c+b] élimitada em R, isso implica que I(u,,, ) — d, passando a subsequéncias,
Entdo, (uy,,) € uma sequéncia de Cerami no nivel d, passando a subsequéncias, logo pelo Lema
4.6 (um,) é limitada, passando a subsequéncias. Contudo, temos uma contradi¢do, sendo que
| wm, ||— +oo quando k — +oo. Portanto, (u,,) deve ser limitada.

Agora, estamos prontos para provar o Teorema |4.1|
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Demonstracdo do Teorema [4.1. Como ja mostramos que [ satisfaz todas as condicbes
(1) — (I4) do Teorema[2.1} entdo podemos aplica-lo para I. O Teorema de Linking nos fornece

um ¢ > a > w = 0, que é valor critico de I. Portanto, deve existir u € E de tal forma que

I(u) = %/n(|Vu|2 + V(z)u®)dw — /n h(z)F(u(z))dx = ¢ > 0,

I'(u)v = /H(VUVU + V(x)uv)dr — / h(x)f(u)v dx = 0.

n

Portanto, u # 0, uma vez que I(u) > 0. Como I € C'(E,R), segue que u deve ser uma

solugdo fraca ndo trivial para (P) em H'(R™).
[l
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